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Kapitel 1

Faktoren Analyse

1.1 Einleitung

Die Faktorenanalyse basiert auf einem Modell, in dem der beobachtete Vektor aufge-

teilt wird in zwei Teile. Der erste Teil besteht aus den Linearkombinationen einer relativ

kleinen Anzahl an latenten Variablen. Die latenten Variablen werden auch als Faktoren

bezeichnet. Der zweite Teil besteht aus unbeobachtbaren Fehlern. Die Komponenten

des Fehlervektors werden als unkorreliert und unabhängig angenommen. Die Analyse

trennt die Ergebnisse der Faktoren von den Fehlern. Dieser Ansatz wird oft verglichen

mit dem der Hauptkomponentenanalyse. Die Faktorenanalyse wurde ursprünglich ent-

wickelt um die Resultate von psychologischen Tests zu analysieren. Die Methode wird

auch in der Chemometrie und Ökonometrie angewandt.

Das Modell der Faktorenanalyse wird im Unterkapitel 1.2.1 diskutiert. In Ab-

schnitt 1.2.2 befassen wir uns mit den notwendigen Bedingungen für Identifizierbarkeit
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der Modellparameter. Im Unterkapitel 1.3 leiten wir die Maximum-Likelihood-Schätzer

der Modellparameter her.

1.2 Das Modell

1.2.1 Definition des Modells

Sei Y ein stochastischer Vektor. Der Vektor Y kann angeschrieben werden als

Y = m+Bu+ ε. (1.1)

Die Parameter des Modells sind m,B,Φ und Ψ. Für die Dimension der Parameter gilt

dim Y = dim m = dim ε = p× 1,

dim B = p× q,

dim u = q × 1,

wobei wir annehmen, dass q fixiert ist und q < p gilt. Sei ε und u Vektoren von Zufalls-

variablen. Der stochastische Vektor u stellt die latenten Variablen dar. Wir bezeichnen

die Elemente des Vektors u als Faktoren. Wir nehmen an, dass Eu = 0 gilt und bezeich-

nen die Kovarianzmatrix mit Φ = EuuT . Der Vektor ε stellt den Fehlerterm dar. Für

den Erwartungswert gilt Eε = 0. Wir bezeichnen die Kovarianzmatrix mit Ψ = EεεT .

Die Matrix Ψ sei diagonal. Wir nehmen an, dass ε von u unabhängig ist (E(εuT ) = 0

für u, ε ∼ N). Im Allgemeinen nehmen wir an, dass u und ε normalverteilt sind. Die

Matrix B wird auch als Ladungsmatrix bezeichnet. Sie hat vollen Spaltenrang. Der

Spaltenvektor m sei skalar und konstant.
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Wir nehmen an, dass die Beobachtung von Y identisch und unabhängig verteilt sind

und von der Zeit unabhängig sind.

Die Parameter des Faktormodells sind ohne weitere Bedingungen nicht eindeutig be-

stimmbar. Sei u = Cu∗ (u∗ = C−1u) und B∗ = BC, wobei C eine nichtsinguläre

q × q-Matrix ist. Dann kann Y aus Gleichung 1.1 neu angeschrieben werden als

Y = m+B∗u∗ + ε. (1.2)

Die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors u∗ wird zu Eu∗u∗T = C−1Φ(C−1)T = Φ∗.

Das Modell mit den Parametern aus Gleichung 1.1 ist beobachtungs-equivalent zu

dem Modell mit den Parametern aus Gleichung 1.2 unter der Voraussetzung, dass die

Beobachtung von Y in beiden Fällen der Verteilung N(m,Ω) folgen.

Ein Teil der Unbestimmtheit kann beseitigt werden durch die Bedingung EuuT = I.

Wenn wir annehmen, dass Φ = I, dann gilt Eu∗u∗T = C−1(C−1)T = I (I = CCT ).

Die Unbestimmtheit kommt durch die Transformation durch eine orthogonale Matrix

zustande. Die Annahme, dass Φ diagonal ist, bedeutet, dass die Elemente von u un-

abhängig sind.

Die Kovarianzmatrix von Y ist von der Form

Ω = E(Y −m)(Y −m)T = E(Bu+ ε)(Bu+ ε)T = BΦBT + Ψ. (1.3)

Für EuuT = I erhalten wir

Ω = BBT + Ψ. (1.4)
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1.2.2 Identifizierbarkeit

Wir nehmen an, dass q fixiert ist. Der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix von

Y sind eindeutig für gegebene Parameter m,B,Φ und Ψ. Wir fragen nun ob es eine

injektive Abbildung von (m,Ω) auf (m,B,Φ,Ψ) existiert und welche Bedingungen

dazu nötig sind. Wir untersuchen die Bedingungen, die es ermöglichen die Summanden

der Gleichung 1.3 eindeutig zu bestimmen. Im weiteren Schritt untersuchen wir die

Bedingungen, unter denen wir mit Hilfe von BΦBT die Parameter B und Φ eindeutig

bestimmen können.

Sei die Kovarianzmatrix Ω und die Anzahl der Faktoren q gegeben sind. Wir untersu-

chen nun die Existenz und die Eindeutigkeit der MatrizenB, Φ und Ψ, die die Gleichung

1.3 erfüllen. Wir setzen die Restriktion, dass die Kovarianzmatrizen Φ positiv definit

und Ψ positiv semidefinit sind und dass Ψ eine Diagonalmatrix ist. Da jedes Triplett

B,Φ,Ψ, welches die Gleichung 1.3 erfüllt, in eine equivalente Form BC, C−1ΦC−1 und

Ψ transformiert werden kann, benötigen wir zusätzlich q2 Bedingungen um die Beob-

achtungsequivalenz zu beseitigen . Die Anzahl der Elemente im beobachtbaren Ω und

die Anzahl der Bedingungen für Eindeutigkeit bezüglich beträgt 1
2
p(p + 1) + q2. Die

Anzahl der Elemente in B, Φ und Ψ, die wir bestimmen müssen, sind pq, 1
2
q(q + 1)

und p.

Es gilt

1

2
p(p+ 1) + q2 −

[
pq +

1

2
q(q + 1) + p

]
=

1

2

[
(p− q)2 − p− q

]
. (1.5)

Ist die rechte Seite der Gleichung 1.5 positiv, ist die Existenz einer Lösung ungewiss,

jedoch eindeutig bei Existenz. Ist die rechte Seite der Gleichung 1.5 negativ, so ist
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die Existenz einer Lösung anzunehmen, aber nicht notwendigerweise eindeutig. Ist die

Gleichung 1.5 gleich Null kann eine Lösung existieren und eindeutig sein. Die Existenz

einer Lösung hängt sehr davon ab, ob eine diagonale Matrix Ψ mit nichtnegativen

Diagonalelementen existiert, sodass Ω−Ψ eine positiv semidefinite Matrix mit Rang q

ist. [Anderson and Rubin, 1956] bespricht einen großen Teil der bekannten Ergebnissen

zu diesem Problem.

Existiert eine Lösung und ist sie eindeutig, so wird das Modell als identifiziert bezeich-

net. Wie oben besprochen, müssen q2 Bedingungen für B und Φ gefunden werden,

damit eine Transformation B∗ = BC und Φ∗ = C−1ΦCT−1 für C 6= I ausgeschlos-

sen werden kann. Die Bedingung Φ = I bedeutet, dass die Transformationsmatrix C

orthogonal sein muss. Wir führen die Bedingung ein, dass

η = BTΨ−1B

diagonal ist. Diese Restriktion erweist sich als praktisch bei der Herleitung der

Maximum-Likelihood-Schätzer der Parameter. Eine weitere Restriktion ist, dass die

Diagonalelemente von η geordnet und unterschiedlich (η11 > η22 > . . . > ηqq) sind.

Eine Alternative für den Fall Φ = I wäre zu verlangen, dass die ersten q Zeilen von B

eine untere Dreiecksmatrix bilden.

andere Bedingungen

Neben einer einfachen Modellstruktur oder dem Nullsetzen bestimmter Elemente

gibt es die Möglichkeit die obere quadratische Teilmatrix von B als Einheitsma-

trix zu definieren. Dies ist eine Bedingung für vollen Spaltenrang der Matrix B. Sei
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B∗ = (B∗T1 , B∗T2 )T eine beliebige p × q Matrix und B∗1 quadratisch und nichtsingulär,

dann erfüllt B = B∗B∗−1
1 = (Iq, B

T
2 )T die oben angeführte Bedingung. Aus Glei-

chung 1.3 folgt somit

Ω =

 I ΦBT
2

B2Φ B2ΦBT
2

+ Ψ.

1.3 Maximum-Likelihood-Schätzer für orthogonale

Zufallsfaktoren

In diesem Abschnitt wird die Herleitung der Maximum-Likelihood-Schätzer der Pa-

rameter behandelt, für den Fall, dass die Beobachtungen unabhängig und identisch

normalverteilt sind. Seien y1, . . . , yT Beobachtungen von Y und wir nehmen an, dass

sie unabhängig und identisch N(m,Ω) verteilt sind. Wir nehmen an, dass Φ = I gilt

und das Ψ positiv definit Diagonalmatrix ist. Wir führen die Bedingung ein, dass

η = BTΨ−1B diagonal sei.

Die Maximum-Likelihood-Funktion der Stichprobe lautet

lθ(y|m,Ω) =
1

(2π)pT/2 |Ω|T/2
exp

{
−1

2

T∑
i=1

(yi −m)T Ω−1 (yi −m)

}
.

Da EY = m gilt, ist m̂ = y = (1/T )
∑T

i=1 yi der Maximum-Likelihood-Schätzer von m.

Die Matrix
∑T

i=1 (yi −m)T Ω−1 (yi −m) hat die Dimension 1× 1 und entspricht ihrer

Spur. Sei

Sy =
1

T

T∑
i=1

(yi −m) (yi −m)T .
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Durch zyklisches Vertauschen der Terme in der Spur, Logarithmierung und Wegfall

konstanter Terme erhalten wir

l∗θ(y1, . . . , yT |Ω) = −T
2
tr
(
Ω−1Sy

)
− T

2
ln|Ω|

= −T
2

[
tr
(
(BBT + Ψ)−1Sy

)
+ ln|BBT + Ψ|

]
.

Wir minimieren die Gleichung

L = ln|Ω|+ tr
(
Ω−1Sy

)
,

welche nur von B und Ψ abhängt.

Wir erhalten

∂L

∂Ψ
=
∂ ln|Ω|
∂Ψ

+
∂ [tr (Ω−1Sy)]

∂Ψ
.

Durch die Ableitungsregeln für Matrizen

∂ ln |X|
∂θ

= tr

[
X−1

(
∂X

∂θ

)]
∂tr
[
A (X +B)−1C

]
∂X

= −
[
(X +B)−1CA (X +B)−1]T

erhalten wir

∂ ln|Ω|
∂Ψii

= tr

[
Ω−1

(
∂Ω

∂Ψii

)]
= (Ω)−1

(i,i)

wobei (∂Ω)/(∂Ψii) eine p× p Nullmatrix bildet mit Ausnahme des (i, i)-Elements mit

Wert Eins. In Matrixschreibweise erhalten wir für die Ableitung

∂ ln|Ω|
∂Ψ

= diag (Ω)−1 .
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Wir erhalten

∂L

∂Ψ
=

∂ ln|BBT + Ψ|
∂Ψ

+
∂
[
tr
(
(BBT + Ψ)−1Sy

)]
∂Ψ

= diag
(
BBT + Ψ

)−1 −
(
BBT + Ψ

)−1
Sy
(
BBT + Ψ

)−1 ∂Ψ

∂Ψ

wobei ∂Ψ
∂Ψ

= I gilt. Durch Nullsetzen erhalten wir

∂L

∂Ψ
= diag

(
B̂B̂T + Ψ̂

)−1

−
(
B̂B̂T + Ψ̂

)−1

Sy

(
B̂B̂T + Ψ̂

)−1

= 0

bzw.

diag
[
Ω̂−1(Ω̂− Sy)Ω̂−1

]
= 0, (1.6)

wobei Ω̂ = B̂B̂T + Ψ̂. Gleichung 1.6 ist equivalent zu

diag(Ω̂) = diag(Sy).

Als Nächstes, werden wir die abgeänderte log-Likelihoodfunktion nach B differenzieren

und erhalten

∂L

∂B
=

∂ ln|BBT + Ψ|
∂B

+
∂
[
tr
(
(BBT + Ψ)−1Sy

)]
∂B

=
1

|BBT + Ψ|
∂|Ω|
∂B

+ tr

[
Sy(BB

T + Ψ)−1 ∂

∂B
Sy(BB

T + Ψ)−1

]
.

Wir betrachten die Ableitung des ersten Termes nach dem Element Bkτ und erhalten

∂ ln|BBT + Ψ|
∂Bkτ

=

p∑
j=1

(Ω−1)kjBjτ .

Wir können die Ableitung des ersten Termes in Matrixschreibweise neu anschreiben als

∂ ln|Ω|
∂B

= Ω−1B.

Für den zweiten Term erhalten wir

tr

[
Sy(BB

T + Ψ)−1 ∂

∂Bij

Sy(BB
T + Ψ)−1

]
= tr

[
Ω−1SyΩ

−1 ∂Ω

∂Bij

]
.
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Wir können das Ergebnis in Matrixschreibweise neu anschreiben als

∂

∂B
tr
[
S
(
BBT + Ψ

)−1
]

= Ω−1SyΩ
−1B.

Wir erhalten für die Ableitung des abgeänderten negativen log-Likelihoodfunktion nach

dem Parameter B

∂L

∂B
= Ω−1B − Ω−1SyΩ

−1B.

Durch Nullsetzen erhält man

(
Ω̂− Sy

)
Ω̂−1B̂ = 0. (1.7)

Die Gleichungen 1.6 und 1.7 begründen das Lawley Modell ( [Lawley, 1953]).

Lemma 1.3.1. Sei Ω = BBT + Ψ eine Faktorzerlegung von Ω. Dann gilt

Ω−1 = Ψ−1 −Ψ−1B (I + η)−1BTΨ−1. (1.8)

Beweis. Durch Rechtmultiplikation der Gleichung 1.8 mit Ω erhält man

Ω−1Ω =
[
Ψ−1 −Ψ−1B (I + η)−1BTΨ−1

] (
BBT + Ψ

)
= Ψ−1

(
BBT + Ψ

)
−Ψ−1B (I + η)−1BTΨ−1

(
BBT + Ψ

)
= Ψ−1BBT + I −Ψ−1B(I + η)−1BTΨ−1BBT

−Ψ−1B(I + η)−1BTΨ−1Ψ

= Ψ−1BBT + I −Ψ−1B(I + η)−1ηBT −Ψ−1B(I + η)−1BT

= Ψ−1BBT + I −Ψ−1BBT

= I,

wobei η = BTΨ−1B diagonal ist.
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Durch Rechtmultiplizieren der Gleichung 1.7 mit B erhalten wir folgendes Lemma

Lemma 1.3.2. Sei Ω = BBT + Ψ eine Faktorzerlegung von Ω. Dann gilt

Ω−1B = Ψ−1B (I + η)−1 (1.9)

Beweis. Durch Rechtsmultiplikation der Gleichung 1.8 mit B erhalten wir

Ω−1B = Ψ−1B −Ψ−1B (I + η)−1BTΨ−1B

= Ψ−1B −Ψ−1B (I + η)−1 η.

Wir haben vorausgesetzt, dass η diagonal ist mit Diagonalelementen ungleich Null. Wir

erhalten durch Rechtmultiplikation von η−1(I + η)

Ω−1Bη−1 (I + η) = Ψ−1Bη−1 (I + η)−Ψ−1B

Ω−1Bη−1 + Ω−1B = Ψ−1Bη−1 + Ψ−1B −Ψ−1B

= Ψ−1Bη−1.

Rechtsmultiplikation von η führt zu

Ω−1B + Ω−1Bη = Ψ−1B

und in weiter Folge zu

Ω−1B = Ψ−1B (I + η)−1 .

Durch Einsetzen der Gleichung 1.9 in Gleichung 1.7 erhalten wir

(
Ω̂− Sy

)
Ψ̂−1B̂(I + η̂)−1 = 0.

Durch Rechtsmultiplikation von (I + η) und Ersetzen von Ω erhalten wir

B̂B̂T Ψ̂−1B̂ + B̂ − SyΨ̂−1B̂ = 0
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oder

SyΨ̂
−1B̂ = B̂(η̂ + I).

Durch Linksmultiplikation von Ψ̂−1/2 können wir schreiben

[
Ψ̂−1/2SyΨ̂

−1/2 − (I + η̂)
]

Ψ̂−1/2B̂ = 0. (1.10)

Sei S∗ = Ψ̂−1/2SyΨ̂
−1/2 eine gewichtete Stichprobenkovarianzmatrix. Die endgültige

Form der Gleichungen ist

[S∗ − (1 + η̂i)] Ψ̂
−1/2
i B̂i = 0 i = 1, 2, . . . , q,

wobei η̂ + 1 die Eigenwerte von S∗ sind.

Theorem 1.3.3. Sei Y ein p-dimensionaler Zufallsvektor, sodass Y ∼ N(m,Ω) und

Ω = BBT + Ψ gilt. Dann gilt:

1. Existiert eine eindeutige Matrix Ψ mit positiven Diagonalelementen, sodass die

ersten q größten Eigenwerte von Ω∗ = Ψ−1/2ΩΨ−1/2 alle unterschiedlich und

größer als Eins, und alle restlichen p− q Eigenwerte gleich Eins sind, dann kann

B eindeutig definiert werden, sodass gilt

[Ω∗ − (1 + η̂i)I] Ψ̂
−1/2
i B̂i = 0. (1.11)

2. Sei

Ω∗ = Ψ−1/2ΓΨ−1/2 + I

die Varianz des skalierten Modells, wobei Γ = BBT . Dann ist ηi = BT
i Ψ−1

ii Bi mit

i = 1, 2, . . . , q der i-te Eigewert von Ψ−1/2ΓΨ−1/2 sodass η1 > η2 > . . . > ηq und

ηq+1 = ηq+2 = . . . = ηp = 0.
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Beweis. 1. Die Kovarianzmatrix Ω∗ ist eine nicht singuläre Matrix. Sie kann darge-

stellt werden als

(Ω∗ − λiI) Πi = 0

für λ1 > λ2 > . . . > λp. Ist Ψ eindeutig, so sind es auch B und Π und es gilt

λi = ηi + 1 und Π = Ψ−1/2Bi. Wir erhalten Gleichung 1.11

2. Es gilt Ω∗ = Ψ−1/2ΓΨ−1/2 + I. Durch Gleichung 1.10 erhalten wir

[(
Ψ−1/2ΓΨ−1/2 + I

)
− (ηi + 1)

]
Ψ
−1/2
ii Bi = 0 oder(

Ψ−1/2ΓΨ−1/2 − ηiI
)

ΨY
−1/2
i Bi = 0.

Da Γ = BBT eine p × p-patrix und ρ(Γ) = q und die letzten p − q Eigenwerte von Γ

Null sein müssen, nehmen die letzten p− q Eigenwerte von Ω∗ den Wert Eins an.

Die Matrix Ω = BBT + Ψ ist positiv definit für alle positiv semidefinite Matrizen BBT

und Ψ, wobei Ψ eine Diagonalmatrix ist. Die Matrix Ω kann ebenfalls positiv definit

sein für nicht positiv semidefinite Diagonalmatrizen Ψ. Die Likelihoodfunktion kann

zunehmen, wenn sich mehrere Diagonalelemente von Ψ dem Wert Null annähern. In

diesem Fall, können die Ableitungen nicht Null gesetzt werden.

Die Gleichungen 1.8 und 1.9 können neu angeschrieben werden als Polynomgleichungen.

Sie können jedoch nicht direkt gelöst werden. Es gibt zahlreiche iterative Verfahren

um ein Parameterset zu bestimmen, wie zum Beispiel das Gradientenverfahren, das

Verfahren von Newton-Raphson bzw Flechter-Powel [Lawley, 1953].

Da kein lokales Maximum für Ψii > 0 für i = 1, . . . , q existieren muss, können auf Ψ̂

mit ψ̂ii < 0 im iterativen Verfahren vorkommen. Dies widerspricht der Interpretation

12



von Ψ als Kovarianzmatrix der Fehler. Für die Bedingung, dass ψii ≥ 0 für i = 1, . . . , p

kann es sich um ein Randlösung handeln und manche Ableitungen werden nicht Null

gesetzt.
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Kapitel 2

Faktoren und Hauptkomponenten

2.1 Einleitung

[Velicer and Jackson, 1990] hat nachgewiesen, dass die Maximum-Likelihood-Schätzer

der Parameter für die Faktoranalyse und jenen für die Hauptkomponentenanalyse ap-

proximativ zu ähnlichen Resultat führen können. [Velicer et al., 1982] bespricht auf

Simulationen beruhende Studien, die aufzeigen, dass die Ladungsmatrizen beider Me-

thoden sich ähneln und die durch die Faktoranalyse berechneten Faktoren durch Haupt-

komponenten approximiert werden können.

Die Ergebnisse der beiden Verfahren können aber auch sehr unterschiedlich ausfallen.

Es stellt sich die Frage nach den Bedingungen für die Faktoranalyse und die Haupt-

komponentenanalyse, sodass die Ergebnisse ähnlich sind.

Teilweise wurde eine Antwort in [Bekker and Kano, 1990], [Schneeweiss, 1990] und
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[Schneeweiss and Mathes, 1995] gegeben. Es wurde gezeigt, dass die Ergebnisse beider

Analysen sich annähern, wenn die Fehlervarianzen ψi sehr klein sind. Hierbei ist “klein“

ein relativer Begriff. Die größte Fehlervarianz ψmax sollte klein sein im Vergleich zu d2
q,

dem kleinsten quadrierten Eigenwert von BBT . In vielen Fällen wird diese Bedingung

erfüllt. Dies erklärt, weshalb man zu ähnlichen Ergebnissen in der Faktoranalyse und

in der Hauptkomponentenanalyse kommt ( [Schneeweiss, 1990]).

Es gibt jedoch auch andere Gründe, weshalb es zu einer starken Ähnlichkeit der beiden

Verfahren kommen kann. Sei δ die Differenz zwischen der größten Fehlervarianz ψmax

und der kleinsten Fehlervarianz ψmin. Wir werden zeigen, dass für den Fall, dass die

Differenz δ im Vergleich zu dem kleinsten quadrierten Eigenwert der Ladungsmatrix

relativ klein ist, es zu einer hohen Ähnlichkeit kommt.

Für den Fall, dass q > 1, hat [Schneeweiss and Mathes, 1995] eine Antwort, wie die

Ähnlichkeit der Ladungsmatrizen gemessen werden kann. [Schneeweiss and Mathes,

1995] führt eine Methode an, die invariant bezüglich nichtsingulären Transformationen

ist.

Ein interessanter Fall tritt ein, wenn die p sehr groß wird im Vergleich zu q. Diese

Situation tritt oft in der Psychometrie ein und ist typisch für den Kapitalmarkt, siehe

[Chamberlain and Rothschild, 1983] und [Trzeinka, 1986].

In diesem Kapitel, werden wir kurz das Faktormodell besprechen und auf die Haupt-

komponentenanalyse eingehen. Wir werden die nötigen Modellgleichungen und Eigen-

schaften angeben, die wir im Verlauf benötigen. Danach diskutieren wir die Methode,

mit deren Hilfe wir die Ähnlichkeit zweier Ladungsmatrizen messen und führen die
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Bedingungen an, für die die Resultate aus der Faktoranalyse gegen die der Hauptkom-

ponentenanalyse konvergieren.
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2.2 Das Faktormodell

Wir haben das Faktormodell in Abschnitt 1.2.1 besprochen. Durch Zentierung mittels

y = Y −m, erhalten wir

y = Bu+ ε. (2.1)

Sei E(yyT ) = Ω und E(εεT ) = Ψ. Wir nehmen an, dass E(uuT ) = Φ = I gilt und

erhalten

Ω = BΦBT + Ψ = BBT + Ψ. (2.2)

Wir setzen voraus, dass q so klein gewählt wurde, dass es möglich ist Ω hinsichtlich der

Räume BΦBT und Ψ eindeutig zerlegen zu können

Die Matrix B ist bei gegebenen Ψ bis auf eine orthogonale Transformation eindeutig

bestimmt. Wir verwenden diese Eigenschaft und können B so wählen, dass BTB eine

Diagonalmatrix ist mit Diagonalelementen in absteigender Reihenfolge. Wir verwenden

diese Eigenschaft in Theorem 2.4.2.
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2.3 Das Hauptkomponentenmodell

In der Hauptkomponentenanalyse wird versucht die Kovarianzmatrix Ω eines stocha-

stischen Vektors y mit Dimension p durch Ω̂ von Rang q(< p) zu approximieren, sodass

spur(Ω− Ω̂) minimiert wird.

Sei Ω eine positiv definite p × p Matrix. Sei Λ0 eine p × p Diagonalmatrix aus den

Eigenwerten von Ω. Die Spur von Λ0 ist gleich der Spur von Ω. Wir setzen voraus,

dass alle Eigenwerte von Vielfachheit Eins sind und dass die Diagonalelemente von

Λ0 in absteigender Reihenfolge geordnet sind. Sei B̃0 eine p × p Matrix bestehend

aus den entsprechenden Eigenvektoren von Ω. Es gilt B̃0B̃
T
0 = I. Die Spalten von

B̃0 sind bis auf einen zufälligen Faktor ±1 bestimmt. Die Kovarianzmatrix hat die

Eigenwertdarstellung

Ω = B̃0Λ0B̃
−1
0 . (2.3)

Sei q (< p) gegeben. Wir stellen die Diagonalmatrix Λ0 als Summe zweier Diagonalma-

trizen Λ1 und Λ2 dar. Die ersten q Diagonalelemente der Matrix Λ1 entsprechen den

ersten q Diagonalelementen von Λ0 in gleicher Reihenfolge. Alle andere Elemente der

Matrix Λ1 haben den Wert Null. Die letzten p − q Diagonalelemente der Matrix Λ2

entsprechen den letzten p − q Diagonalelementen von Λ0 in gleicher Reihenfolge. Alle

andere Elemente der Matrix Λ2 haben den Wert Null. Wir können die Gleichung 2.3

neu anschreiben als

Ω = B̃0 (Λ1 + Λ2) B̃−1
0

= B̃0





λ1 0 . . . 0
. . .

...
. . .

...

λq 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 . . . 0


+



0 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 . . . 0

0 . . . 0 λq+1

...
. . .

...
. . .

0 . . . 0 λp




B̃−1

0

= B̃0Λ1B̃
−1
0 + B̃0Λ2B̃

−1
0
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Sei Λ die q×q obere linke Teilmatrix von Λ1. Sie enthält die q größten Eigenwerte von Ω

in absteigender Reihenfolge. Sei B̃ eine p×q Matrix bestehend aus den ersten q Spalten

von B̃0. Die Matrix B̃ wird auch als Ladungsmatrix in der Hauptkomponentenanalyse

bezeichnet.

Wir approximieren nun die Kovarianz Ω durch B̃ΛB̃T . Die Matrix B̃ΛB̃T ist von Rang

q. Die Spur von Ω − B̃ΛB̃T wird minimiert, da Λ die q größten Eigenwerten von Ω

enthält. Wir betrachten nun die Lineartransformation

ũ = B̃Ty. (2.4)

Wir bezeichnen ũ als den Vektor der Hauptkomponenten. Die Spalten von B̃ sind bis

auf einen zufälligen Faktor ±1 bestimmt, ähnliches gilt für ũ.

Es gilt E(ũũT ) = Λ. Auf Grund der Eigenwertzerlegung gilt

ΩB̃ = B̃Λ. (2.5)

Sei ε̃ ein p-dimensionaler stochastischer Vektor. Der Vektor ε̃ gibt den Fehler an, der

durch die Approximation entsteht. Der Vektor y kann angeschrieben werden als

y = B̃ũ+ ε̃, (2.6)

wobei E(ũε̃T ) = 0 gilt. Auf Grund der Ähnlichkeit der Gleichungen 2.1 und 2.6 stel-

len wir die Frage, wie sehr die Vektoren u und ũ und die Matrizen B und B̃ und

zusammenhängen.
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2.4 Korrelation zwischen den Faktoren und Haupt-

komponenten

[Schneeweiss and Mathes, 1995] hat folgende Methoden zur Messung der Ähnlichkeit

zweier beliebiger q-dimensionalen Zufallsvektoren ξ1 und ξ2 mit Eξi = 0 und nichtsin-

gulären Kovarianzmatrix EξiξTi für i = 1, 2 beschrieben. Es wurde auch ein Verfahren

diskutiert, mit dessen Hilfe man die Ähnlichkeit zweier p× q Matrizen B1 und B2 mit

vollem Spaltenrang misst, wobei q ≤ p

ρ2 = ρ2(ξ1, ξ2) =
1

q
tr
[
Σ
−1/2
11 Σ12Σ−1

22 Σ21Σ
−1/2
11

]
=

1

q
trP (ξ1, ξ2) (2.7)

r2 = r2 (B1, B2) =
1

q
tr
[(
BT

1 B1

)−1/2
BT

1 B2

(
BT

2 B2

)−1
BT

2 B1

(
BT

1 B1

)−1/2
]

=
1

q
trR (B1, B2) , (2.8)

wobei Σij = E(ξiξ
T
j ).

Das Verfahren beruht auf dem Prinzip der kanonischen Korrelation. Der Faktor 1/q

dient der Normalisierung. Für die q × q Matrizen in den eckigen Klammern, P =

P (ξ1, ξ2) und R = R(B1, B2), gilt 0 ≤ P ≤ I und 0 ≤ R ≤ I. Daraus folgt 0 ≤ ρ2 ≤ 1

und 0 ≤ r2 ≤ 1. Die Gleichung ρ = 1 bedeutet, dass P = I und ξ1 = Aξ2 gilt mit

Wahrscheinlichkeit 1. r2 = 1 bedeutet, dass R = I und B1 = B2A. In beiden Fällen

ist A eine q × q nichtsinguläre Transformationsmatrix. Für ξ∗i = Aiξi und B∗i = BiAi

wobei Ai nichtsinguläre ist, gilt ρ2(ξ∗1 , ξ
∗
2) = ρ2(ξ1, ξ2) und r2(B∗1 , B

∗
2) = r2(B1, B2).

Wir werden nun die Ähnlichkeit zwischen den Vektoren u und ũ und zwischen den
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Matrizen B und B̃ messen. Sei

ρ2(u, ũ) =
1

q
tr
{
E
(
uũT

) [
E
(
ũũT

)]−1 E
(
ũuT

)}
=

1

q
trP (2.9)

r2
(
B, B̃

)
=

1

q
tr
{
B̃TB

(
BTB

)−1
BT B̃

}
=

1

q
trR, (2.10)

wobei nun P und R die Matrizen in den geschwungenen Klammern aus den Gleichun-

gen 2.9 und 2.10 bezeichnen.

Mit Hilfe der Gleichungen 2.1 bis 2.5 erhalten wir

P = BT B̃Λ−1B̃TB. (2.11)

Beweis. Es gilt mit Hilfe von Gleichung 2.4

E
(
ũũT

)
= E

(
B̃TyyT B̃

)
= B̃TΩB̃.

Durch Verwendung von Gleichung 2.5 erhalten wir

E
(
ũũT

)
= B̃TΩB̃ = B̃T B̃Λ = Λ (2.12)

auf Grund von B̃T B̃ = I. Durch Transponierung der Gleichung 2.4 und anschließender

Linksmultiplikation durch u erhalten wir

uũT = uyT B̃.

Durch Einsetzen der Gleichung 2.1 und Berechnung des Erwartungswertes kommen wir

auf die Gleichung

E
(
uũT

)
= E

[
u
(
uTBT + εT

)
B̃
]

= E
(
uuT

)
BT B̃ + E

(
uεT
)
B̃.
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Wir haben angenommen, dass die Faktoren u und die Fehler ε unkorreliert sind. Wir

erhalten

E
(
uũT

)
= BT B̃. (2.13)

Mit Hilfe der Gleichungen 2.12 und 2.13 erhalten wir

P = E
(
uũT

) [
E
(
ũũT

)]−1 E
(
ũuT

)
= BT B̃Λ−1B̃TB.

Wir möchten die Bedingungen identifizieren, für die die Korrelation den maximalen

Wert 1 annimmt.

Es wird angenommen, dass eine Folge von pt dimensionalen Zufallsvektoren yt mit

t = 1, 2, . . . gegeben sei mit dem Faktormodell yt = Btut + εt und q fixiert ist. Alle

anderen Parameter dürfen sich mit t verändern. Die Dimension p des beobachtbaren

Vektors y kann sich verändern und gegen Unendlich streben. Wir werden für die bis-

her erarbeiteten Aussagen den Index t weglassen, um die Lesbarkeit zu erhöhen. Dies

betrifft alle Parameter außer q (und die Konstante c aus Annahme A, die wir später

einführen werden).

Sei ψmax = λmax(Ψ) der größte Eigenwert von Ψ und ψmin = λmin(Ψ) der kleinste

Eigenwert. Wir bezeichnen die Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Ei-

genwert mit δ = ψmax−ψmin. SeiD = diag(d1, d2, . . . , dq), wobei d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dq ≥ 0

die Eigenwerte von BTB sind. Der kleinste Eigenwert dq ist größer Null, da der Spal-

tenrang von B voll ist. Wir werden nun zwei Bedingungen betrachten. Die erste Bedin-
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gungen ist, dass limt→∞(δD−1) = 0 ,die zweite Bedingung limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt.

Die zweite Bedingung wurde schon von [Schneeweiss and Mathes, 1995] besprochen.

Die zweite Bedingung beinhaltet die erste und ist deshalb strenger als die erste

lim
t→∞

(
ψmaxD

−1
)

= 0 ⇒ lim
t→∞

(
δD−1

)
= 0.

Theorem 2.4.1. Sei eine Folge von Faktormodellen, wie wir sie vorher beschrieben

haben, gegeben und q fixiert.

1. Für limt→∞(δD−1) = 0 gilt limt→∞ r
2(BB̃) = 1

2. Für limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt limt→∞ ρ

2(u, ũ) = 1.

Da die zweite Bedingung stärker ist als die erste, folgt aus limt→∞(ψmaxD
−1) = 0, dass

limt→∞ r
2(BB̃) = 1 gilt. Aus der schwächeren Bedingung limt→∞(δD−1) = 0 folgt nicht

limt→∞ ρ
2(u, ũ) = 1. Der Beweis lässt sich im Anhang A finden.

Die zweite, stärkere Bedingung ist oft approximativ erfüllt für großes p, der Anzahl

der beobachtbaren Variablen [Schneeweiss and Mathes, 1995]. Die erste, schwächere

Bedingung kann erfüllt werden, wenn die Faktoren approximativ die gleiche Varianz

haben.

Auf Grund der Unbestimmtheit bezüglich Rotationen im Faktormodell, können wir

B so wählen, dass BTB eine Diagonalmatrix mit absteigenden Diagonalelementen ist.

Wir nehmen an, dass so eine Rotation vorgenommen wurde. Da die Eigenwerte von

BTB sich bezüglich einer Rotation nicht ändern, entspricht die Diagonalmatrix BTB

der zuvor eingeführten Matrix D. In diesem Fall und unter der zusätzlichen Annah-

me A können wir zeigen, dass nicht nur die Spaltenräume von B und B̃ gegeneinander
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konvergieren, sondern auch B̃ und B̄ = BD−1/2 gegeneinander konvergieren bezüglich

jedes Elementes. Eine ähnliche Aussage kann bezüglich u und ũ getroffen werden, wenn

ũ durch den standardisierten Vektor ǔ = Λ−1/2ũ ersetzt wird. Der Vektor ǔ hat die

Kovarianzmatrix I.

Annahme A. Es existiert eine Konstante c > 0 (unabhängig von t) und eine Zahl t0

sodass für t > t0 gilt

dj > (1 + c)dj+1 j = 1, . . . , q − 1.

Diese Annahme sichert, dass sich die Eigenwerte von BTB von Vielfachheit Eins sind

für genügend großes t. Sie sichert damit auch, dass B bis auf das Vorzeichen der Spalten

eindeutig bestimmt ist bei gegebenen Ψ.

Theorem 2.4.2. Sei eine Folge von Faktormodellen, wie wir in Theorem 2.4.1 be-

schrieben haben, gegeben. Wir nehmen an, dass BTB = D, wobei D die Annahme A

erfüllt. Sei B̄ = BD−1/2 und ǔ = Λ−1/2ũ.

1. Für limt→∞(δD−1) = 0 gilt limt→∞‖B̄ − B̃S‖ = 0

2. Für limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt limt→∞ E‖u− Sǔ‖2 = 0,

wobei S = diag(s1, . . . , sq), si = ±1 eine passend gewählte Vorzeichenmatrix in beiden

Fälle ist und die Norm ‖A‖ der Matrix A definiert ist durch ‖A‖2 = tr(ATA).
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Anhang A

Beweise

Wir geben zuerst eine Reihe hilfreicher Lemma an.

Lemma A.1.3. Die folgenden Ungleichungen gelten:

ψminI ≤ Ψ ≤ ψmaxI (A.1)

D + ψminI ≤ Λ ≤ D + ψmaxI. (A.2)

Beweis. Die Gleichung A.1 folgt aus der Definition von ψmax und ψmin. Für Glei-

chung A.2 folgt aus Gleichung A.1 und Ω = BBT + Ψ

BBT + ψminI ≤ Ω ≤ BBT + ψmaxI.

Aus einem Theorem über das monotone Verhalten von Eigenwerten aus [Magnus and

Neudecker, 1988], erhalten wir für die Eigenwerte der drei Matrizen die Ungleichung

di + ψminI ≤ λi ≤ di + ψmaxI.
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Lemma A.1.4. Wenn limt→∞(ψmaxD
−1) = 0, dann folgt limt→∞(Λ−1D) = I.

Beweis. Ungleichung A.2 kann neu angeschrieben werden als

I + ψminD
−1 ≤ ΛD−1 ≤ I + ψmaxD

−1.

Mit limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 erhalten wir limt→∞(ψminD

−1) = 0 und weiters

limt→∞(Λ−1D) = I.

Beweis von Theorem 2.4.1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir

an, dass BTB = D gilt. Wir sind vorher darauf eingegangen, dass die Korrelation

invariant bezüglich Rotationen ist.

1. Wir nehmen an, dass limt→∞(δD−1) = 0 gilt. Wir beweisen nun, dass daraus

limt→∞ r
2(B, B̃) = 1 folgt.

Wir müssen zeigen, dass limt→∞R = I mit R = B̃TBD−1BT B̃ gilt. Wie wir

zuvor angemerkt haben, gilt 0 ≤ R ≤ I. Wir berechnen

detR = det
(
B̃TBD−1BT B̃

)
/ detD. (A.3)

Aus Ω = BBT + Ψ und der Gleichung 2.5 erhalten wir

B̃TBD−1BT B̃ = Λ− B̃TΨB̃.

Durch Gleichung A.1 und A.2 kommen wir zu

Λ− B̃TΨB̃ ≥ D − δI.

Für kleines δ gilt detR ≥ det(D − δI)/ detD = det(I − δD−1) und damit

weiters detR = 1, was wiederum equivalent ist zu limt→∞R = I und zu

limt→∞ r
2(B, B̃) = 1.

26



2. Wir nehmen an, dass limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt. Wir möchten zeigen, dass

limt→∞ P = I. Durch Gleichung 2.10 und 2.11 gilt

detP = detR det
(
DΛ−1

)
.

Aus limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 folgt limt→∞(δD−1) = 0 und damit limt→∞ detR =

1. Auf Grund von Lemma A.1.4 gilt limt→∞ det(DΛ−1) = 1. Es gilt daher

limt→∞ detP = 1 und damit limt→∞ P = I.

Beweis von Theorem 2.4.2. 1. Wir nehmen an, dass limt→∞(δD−1) = 0 gilt.

Zu zeigen ist, dass limt→∞‖B̄ − B̃S‖ = 0.

Sei Q = B̄T B̃. Wir möchten zuerst zeigen, dass limt→∞(QS) = I, wobei S eine

Vorzeichenmatrix ist, die so gewählt wurde, dass die Diagonalelemente von QS

alle nichtnegativ sind. Aus den Gleichungen 2.2 und 2.5 erhalten wir

(
B̄DB̄T + Ψ

)
B̃ = B̃Λ.

Durch Linksmultiplikation mit B̄T und Rechtsmultiplikation mit D−1 erhalten

wir

B̄T
(
B̄DB̄T + Ψ

)
B̃D−1 = B̄T B̃ΛD−1

B̄T B̄DB̄T B̃D−1 + B̄TΨB̃D−1 = B̄T B̃ΛD−1

DQD−1 + B̄TΨB̃D−1 = QΛD−1, (A.4)

da gilt

B̄T B̄ =
(
BD−1/2

)T
BD−1/2 = D−1/2BTBD−1/2 = D−1/2DD−1/2 = I.
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Nach Neuordnung der Terme aus Gleichung A.4 erhalten wir

DQD−1 = QΛD−1 − B̄TΨB̃D−1

DQD−1 −Q = Q
(
ΛD−1 − I − ψminD−1

)
− B̄T (Ψ− ψminI) B̃D−1

= G−H,

wobei G den ersten und H den zweiten Term auf der rechten Seite angibt. Wir

zeigen, dass H und G gegen Null gehen. Auf Grund der Ungleichung A.1 gilt

0 ≤ Ψ− ψminI ≤ δI.

Es sei angemerkt, dass B̄B̄T idempotent ist. Es gilt die Folge von Ungleichungen:

HTH = D−1B̃T (Ψ− ψminI) B̄B̄T (Ψ− ψminI) B̃D−1

≤ D−1B̃T (Ψ− ψminI)2 B̃D−1

≤ δ2D−2,

wobei gilt B̃T B̃ = I. Damit gilt limt→∞H = 0. Bezüglich des Termes G gilt auf

Grund der Ungleichung A.2

0 ≤ ΛD−1 − I − ψminD−1 ≤ δD−1. (A.5)

Wir merken an, dass QTQ = R ≤ I. Damit gilt

GTG =
(
ΛD−1 − I − ψminD−1

)
QTQ

(
ΛD−1 − I − ψminD−1

)
≤ δ2D−2,

und somit limt→∞G = 0. Es folgt, dass

lim
t→∞

(
DQD−1 −Q

)
= 0. (A.6)

28



Für ein beliebiges Element qij von Q gilt

lim
t→∞

[(
did
−1
j − 1

)
qij
]

= 0.

Aus der Annahme A folgt

lim
t→∞

qij = 0 ∀i 6= j. (A.7)

Auf Grund von limt→∞(QTQ) = limt→∞R = I (siehe Beweis von Theorem 2.4.1)

und limt→∞
∑q

j=1 q
2
ij = 1 folgern wir

lim
t→∞

q2
ii = 1

und weiters

lim
t→∞

(siqii) = 1. (A.8)

Aus den Gleichung A.7 und A.8 erhalten wir

lim
t→∞

(QS) = I. (A.9)

Es gilt

‖B̄ − B̃S‖2 = tr
(
B̄T B̄ + SB̃T B̃S − B̄T B̃S − SB̃T B̄

)
= 2tr (I −QS) .

Auf Grund von Gleichung A.9 konvergiert ‖B̄ − B̃S‖2 gegen Null.

2. Der Beweis ist in [Schneeweiss, 1995] angeführt. Der Vollständigkeit halber wer-

den wir den Beweis kurz skizzieren.

Zuerst berechnen wir E‖u− Sǔ‖2 und erhalten die Gleichungsfolge

E‖u− Sǔ‖2 = E
{
tr
[
(u− Sǔ)T (u− Sǔ)

]}
= E

[
tr
(
uTu

)
+ tr

(
ǔTSTSǔ

)
− tr (CS)− tr

(
SCT

)]
.
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Es sei angemerkt, dass E(uuT ) = I gilt. Durch Gleichung 2.12, der Definition von

ǔ und zyklisches Vertauschen erhalten wir

E
[
tr
(
ǔTSTSǔ

)]
= E

[
tr
(
Λ−1/2ũũTΛ−1/2

)]
= tr

[
E
(
Λ−1/2ũũTΛ−1/2

)]
= tr

[
E
(
Λ−1/2ΛΛ−1/2

)]
= tr (I)

= r.

Wir können nun vereinfachen und erhalten

E‖u− Sǔ‖2 = 2r − tr(CS + SCT ), (A.10)

wobei C = E(uǔT ). Für C gilt:

C = E(uǔT )

= E(uũTΛ−1/2)

= BT B̃Λ−1/2

= D1/2B̄T B̃Λ−1/2

= D1/2QΛ−1/2.

Durch die Annahme, dass limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt, wissen wir das auf Grund

von Lemma A.1.4 limt→∞(Λ−1D) = I gilt. Es gilt limt→∞(QS) = I (Unglei-

chung A.9). Da Q eine Diagonalmatrix können wir die Diagonalmatrizen Q und
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Λ−1/2 vertauschen und erhalten

E [tr (CS)] = E
[
tr
(
D1/2QΛ−1/2S

)]
= E

[
tr
(
D1/2Λ−1/2QS

)]
= tr

[
E
(
D1/2Λ−1/2QS

)]
= tr (I)

= r.

Unter der Annahme, dass limt→∞(ψmaxD
−1) = 0 gilt, erhalten wir schlussendlich

E‖u− Sǔ‖2 = 0.
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