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Kurzfassung

Auf Basis der Arbeit von Dimitri P. Bertsekas wird ein Auktionsalgorith-
mus zum Losen von Zuordnungsproblemen erdrtert. Zuerst wird die ein-
fachste Form, das sogenannte symmetrische Zuordnungsproblem, betrachtet.
Graphentheorie und Dualitdt liefern eine Briicke zwischen symmetrischen
und asymmetrischen Problemen, sodass nur durch kleine Verdnderungen der
urspriingliche Auktionsalgorithmus auf asymmetrische und Mehrfachzuord-
nungsprobleme angewendet werden kann. Alle Algorithmen sind in Matlab

implementiert, um einige Probleme zu 16sen.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Diplomarbeit basiert auf Dimitri Bertsekas’ Auktionsalgorithmus, den
er in seinem Paper 'A Distributed Algorithm for the Assignment Problem’
[1] im Jahr 1979 zum ersten Mal vorgestellt hat. In nachfolgenden Papers
erweiterte er diesen urspriinglichen Algorithmus, um diesen auf ein breiteres
Spektrum an Problemen anwenden zu kénnen. In der Monographie "Linear
Network Optimization, Algorithms and Codes’ [5] hat er im Jahr 1992 diese
Algorithmen detailliert zusammengefasst. Wichtige Erweiterungsliteraturen
sind unter anderem 'Network Optimization, Continuous and Discrete Mo-

dels’ [6] und ’Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods’

[4].

In einer kurzen Einleitung wird das Zuordnungsproblem prasentiert. Beim
Vorstellen des Zuordnungsproblems kann man die Motivation fir den Aukti-
onsalgorithmus erkennen, welcher zur Losung dieser spezifisch strukturierten
Probleme herangezogen wird. Dieser Algorithmus wird auch zur Lésung an-

derer Probleme benutzt. Mehr dazu wird spéiter erdrtert.

1.1 Das Zuordnungsproblem

Das Zuordnungsproblem ist ein Spezialfall des Verschiffungsproblems. Es
werden n Personen und n Objekte angenommen. Jede Person kann genau
einem Objekt zugeordnet werden und jedes Objekt genau einer Person. Das

Ziel ist es den Gesamtnutzen zu optimieren.
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Fiir jede Person sind die Nutzenwerte gegeben, welche diese durch Wahlen
eines Objektes erhédlt. In der Menge A sind die Nutzenwerte aller moglichen
Person-Objekt-Paare gespeichert. Wenn Person ¢ Objekt j zugeordnet wird,
so ist der Nutzen a;;. Allerdings kann Person ¢ nur dann Objekt j zugeordnet
werden, wenn das Paar (7, ) in der Menge A aller moglichen Zuordnungen
enthalten ist.

Mathematisch gesehen ist der Gesamtnutzen Z(i7 j)eA GijTij 2u maximieren,
wobei man Person-Objekt-Paare (1, j1), ..., (n, jn) aus A sucht, mit der Be-
dingung, dass sich alle ji, ..., j, voneinander unterscheiden.

Das Zuordnungsproblem kann als lineares Optimierungsproblem dargestellt

werden:

max E aijxij

(3,7)€A

unter den Nebenbedingungen

Z Tij = 1,V7, = 1, ey 1,
{Jl(@.5)eA}

Z T = 1,Vj = 1, ey Ny
{ilGi.g)eA}
0< Tij < 1,V(’i,j) c A.

Wenn Person i Objekt j zugeordnet wird, so definiert man x;; = 1. Andern-

falls wird fiir alle (4, j) € A x;; = 0 gesetzt.
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Abbildung 1.1: Graph eines symmetrischen Zuordnungsproblems



Kapitel 2

Auktionsalgorithmus fiir

Symmetrische Probleme

In diesem Kapitel wird zuerst die Dualitét erdrtert, da diese in der linearen
Optimierung eine wichtige Rolle spielt. Anschliefsend werden Algorithmen

eingefithrt, um symmetrische Zuordnungsprobleme zu 16sen.

2.1 Dualitat

Fiir alle linearen Optimierungsprobleme ist Dualitdt sehr wichtig. In die-
sem Abschnitt werden zwei Probleme betrachtet: das primale und das duale
Problem. Um die Dualitat besser zu verstehen, wird diese anhand des Zu-
ordnungsproblems erdrtert.

Nimmt man ein symmetrisches Zuordnungsproblem an, so gibt es n Person-
en, die n Objekten zugeordnet werden sollen. Jede Person versucht ihren
eigenen Nutzen zu optimieren. Jedes Objekt hat einen Preis, der wihrend
des Prozesses veréndert wird. Objekt j hat den Preis p;, welchen eine Person,
die auf dieses Objekt setzt, zu zahlen hat. Person ¢ erhélt ihren Nettobetrag,
indem der Preis p; des gewéhlten Objekts j vom Nutzen a;; abgezogen wird.
Jede Person mochte ihrem besten Objekt zugeordnet werden. Dies ist das

Objekt, welches den jeweiligen Nettobetrag maximiert:

Qij, — Dj;, = jfé%){aij -pi} (2.1)
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mit
A(i) ={j | (i,j) € A}.

A(7) stellt die Menge der Objekte dar, auf welche Person i bereit ist zu set-
zen.

Die Gleichung (2.1) ist die sogenannte komplementire Schlupfbedingung
(KS). Sie stellt sicher, dass die bisherige Teilzuordnung fiir alle bereits zu-
geordneten Personen optimal ist. Das bedeutet, dass das System im Gleich-
gewicht ist. Das heilst, dass keine zugeordnete Person mit einem anderen
Objekt besser gestellt wire.

Das duale Problem des Zuordnungsproblems ist durch

min n{zjfggf){aij —pi}+ > pj} (2.2)
=1 ! j=1

pj,J=1,...

gegeben.
Um den Zusammenhang zwischen dem Zuordnungsproblem und dem zuge-

horigen dualen Problem zu sehen, benttigt man folgenden Satz:

Satz 2.1.1 FEine zulissige Zuordnung' und ein Preisvektor, welche die kom-
plementdre Schlupfbedingung (2.1) erfillen, sind eine optimale Losung des
Zuordnungsproblems. Gleichzeitig stellen die Preise eine optimale Losung des
dualen Problems dar. Weiters kann gezeigt werden, dass die optimale Lisung
des Zuordnungsproblems mit der des dualen Problems tibereinstimmt. Das
bedeutet, dass der optimale Nutzen und die optimalen Kosten gleich sind.

([9], S. 710/711, erweitert durch [5], S.33/34)

Beweis: {(i,k;) | i =1,...,n} ... zuldssige Zuordnung

= Y ag, < {erélggg){aij —pit+ Y pj} (2.3)
i=1 i=1 =1

fir alle {p; | j =1,...,n},
da Y7 maxjea{ag —pi} > Doy (@, — pr,)

!Eine Zuordnung heift zulissig, wenn jede Person einem Objekt und jedes Objekt einer
Person zugewiesen ist.



und E?:l pbj = Z?:l Dk; -
Die gegebene Zuordnung und der gegebene Preisvektor - {(3, j;) |
i=1,...,n}und {p; | j = 1,...,n} - erfiillen die komplementére

Schlupfbedingung.

= a;j, — Pj, = max {a;; —p;}, i=1,...,n
JEA()

n n
_— aij; — Dj;) = max 1a;; — pj
Zz;( 1] J ) ;jGA(i){ 1] ]}
n n
= =) (jrgggg){aij - 75} +pg>
i=1 i=1

= {(4,4;) | i = 1,...,n} ist eine optimale Losung der linken
Seite der Gleichung (2.3) und daher eine optimale Losung des
Zuordnungproblems. Zugleich ist {p; | j = 1,...,n} eine optimale
Losung der rechten Seite der Gleichung (2.3) und stellt daher

eine optimale Losung des dualen Problems dar.



2.2 Naive Auktion

Zieht man das Zuordnungsproblem in Betracht und versucht einen natiir-
lichen Weg zu finden dieses zu 16sen, so kommt man auf den naiven Aukti-
onsalgorithmus, welcher unter anderem in ’Auction Algorithms for Network
Flow Problems: A Tutorial Introduction’ [3]| detailliert erklért wird.

Dieser Algorithmus wird naiv genannt, da er einen schweren Fehler hat.
Trotzdem ist es wichtig den naiven Auktionsalgorithmus zu erklaren, um
den tatséchlichen Algorithmus zu verstehen.

Der Algorithmus beginnt mit einer Teilzuordnung und versucht durch Itera-
tion diese Zuordnung zu verbessern und zu vervollstdndigen. Das bedeutet,
dass am Anfang nur ein Teil der Personen bereits zugeordnet ist. Nach je-
dem Iterationsschritt werden ein neuer Preisvektor und eine neue Zuordnung
gebildet. Die optimale Zuordnung wird erreicht, wenn jede Person einem Ob-
jekt zugeordnet ist.

Vor jedem Iterationsschritt muss sichergestellt werden, dass die komplemen-

tdre Schlupfbedingung
ajj, — pj, = max{a;; — p;
ijs — Pji jeA(i){ ij pj}

fiir alle Paare (4, j;) der Teilzuordnung erfiillt ist.
Nun wahlt man eine nicht zugeordnete Person ¢ aus und versucht das Objekt

Jji zu finden, welches den maximalen Nettobetrag liefert:
i = arg max {a;; — Pj }-
Ji gjeA(i){ ij — D}

Hat man das optimale Objekt gefunden, so wird nun die Person ¢ ihrem
optimalen Objekt j; zugeordnet. Falls dieses Objekt bereits einer anderen
Person zugeteilt war, so kommt diese Person wieder in die Menge der nicht
zugeordneten Personen.

Nachdem die Zuordnung stattgefunden hat, muss noch der Preis definiert
werden, den Person ¢ bereit ist fiir ihr optimales Objekt zu zahlen. Dafiir
muss man feststellen, auf welchem Niveau die Person zwischen dem optima-

len und dem zweitbesten Objekt indifferent ist.
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Nachdem der Betrag des besten Objekts

v; = max {a;; — p;
i jeAé){ ij — i}

und der Betrag des zweitbesten Objekts

w; = max {a;; —p;j}
YjeAlaza

ist, wird der Preis als

Dj; T i

gesetzt, wobei

Vi = Vi — Wy

ist.

Das bedeutet, dass der Betrag a;;, — pj,, den das Objekt j; der Person i
liefert, wéhrend der Preis p;, ansteigt, soweit sinkt, dass j; immer noch das
beste Objekt fiir die Person ¢ darstellt.

Diese Iteration wird wiederholt, bis alle Personen Objekten zugeordnet sind.
Salopp erklart ist dieser Prozess eine Auktion, bei der in jedem Iterations-
schritt ein Bieter den Preis seines bevorzugten Objekts um ein Inkrement ~;
erhoht. Dieses Inkrement ist offensichtlich nichtnegativ, da v; > w;. Dadurch
wird sichergestellt, dass die Preise steigen (siehe Abbildung (2.1)). Wie in
einer echten Auktion macht der Bieter durch Erh6hung des Preises dieses

Objekt fiir andere potentielle Bieter weniger attraktiv.

2.2.1 e-Komplementirer Schlupf

Leider gibt es viele Beispiele, bei denen der naive Auktionsalgorithmus nicht
funktioniert. Gibt es mehrere Objekte, die den Nettobetrag der bietenden
Person ¢ maximieren, so ist das Inkrement +; gleich Null. Daher steigen in
diesem Fall die Preise nicht an. Wenn es nun eine Gruppe von Personen
gibt, in welcher eine gewisse Menge von Objekten allen Personen gleich viel
wert ist, so wiirde dies zu einer endlosen Schleife fiihren, da der Preis nicht
steigen wiirde, obwohl sich der Eigentiimer des Objektes éndert (siehe Ab-
bildung (2.2)).

Um diese Schleife zu durchbrechen wird eine Regel definiert, die durch tat-

8



v;: Betrag von j;,
dem besten Objekt fiir Person i

Inkrement y; von Person i fiir ihr bestes
Objekt j;

Betrdge a; - p; w;: Betrag des zweitbhesten Objekts fiir Person i
von Objekt j

fiir Person i

Abbildung 2.1: In der naiven Auktion ist Objekt j; nach Erhohung des Preises
pj, noch immer die beste Wahl fiir Person i. Das bedeutet, dass die KS-
Bedingung erfiillt ist. Das Inkrement ~; kann allerdings auch Null sein, falls
sich der Bieter zwischen zwei Objekten nicht entscheiden kann.



séchliche Auktionen motiviert wird. Wenn eine Person auf ein Objekt setzt,
so muss der Preis erh6ht werden. Um dies zu vereinfachen, wird ein posi-
tiver Skalar e fixiert. Jede Teilzuordnung und ihr zugehdriger Preisvektor p

miissen die e-komplementdre Schlupfbedingung (kurz e-KS)

aij —pj = ;gjé){aik —DPrf—€ (2.4)
fiir alle zugeordneten Paare (7, j) erfillen. Das heiftt, dass jede zugeordnete
Person der Teilzuordnung einem Objekt zugeordnet sein soll, dessen Net-
tobetrag um hochstens e kleiner ist als der optimale Nettobetrag. Diese
Bedingung wird unter anderem in ’Auction Algorithms for Network Flow
Problems: A Tutorial Introduction’ 3] definiert.
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PERSONEN OBJEKTE

Anfanglich Objekt 1

Startpreis =0
zugeordnet

Anfanglich Objekt 2

zugeordnet Startpreis =0

Anfanglich nicht
zugeordnet

Startpreis =0

Hier ist a; = C>0ftralle (i,j) miti=1,2,3 undj=1,2unda;=0firalle
(i,j) mit i=1,2,3undj=3

Zu Beginnvon Objekt Zuordnungs- Bieter Bevorzugtes Inkrement
Iteration#  Preise Paare Objekt Y
1 0,00  (1,2),(2,2) 3 2 0
2 0,00  (1,2),(3,2) 2 2 0
3 0,00 (1,1),(2,2) 3 2 0

Abbildung 2.2: Die naive Auktion versagt in diesem Beispiel. Die Objekte
1 und 2 bieten allen Personen denselben Betrag C. Das Objekt 3 bietet
allen Personen Nutzen 0. Das heiftt, dass sich alle Personen um die ersten
beiden Objekte bemiihen. Der Algorithmus bildet eine endlose Schleife, da
die Personen 2 und 3 abwechselnd auf das Objekt 2 setzen ohne den Preis
zu dndern, da sie zwischen den Objekten 1 und 2 indifferent sind (y; = 0).
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2.3 Vorwartsauktion

2.3.1 Einleitung

Man kann den tatsédchlichen Auktionsalgorithmus als einen naiven Auktions-

algorithmus betrachten, mit dem einzigen Unterschied, dass das Inkrement

~; statt
Yi = Vi — Wy
nun
Yi = Vi —W; T €
betragt.

Durch diese Definition wird sichergestellt, dass die e-KS-Bedingung erfiillt
ist (siche Abbildung (2.3)). Das gewéhlte Inkrement ~; = v; — w; + € ist das
grobte, sodass sich der Nettobetrag des Objektes j; um héchstens € von dem
des optimalen Objektes unterscheidet. Diese Aussage gilt, da das groftmog-
liche Inkrement, sodass das gewdhlte Objekt j; optimal ist, v = v; — w;
betrégt. Ein kleineres Inkrement wiirde ebenfalls die e-KS-Bedingung erfiil-
len, solange ; > € gilt. Benutzt man allerdings das groftmogliche Inkrement,
so endet der Algorithmus schneller. Dies kann man auch in realen Auktionen
beobachten. Setzen die Bieter die Preise rasch hoher, so endet die Auktion
schneller.

Es kann gezeigt werden, dass dieser Algorithmus mit einer zuldssigen Zu-
ordnung und einem Preisvektor endet, sodass die e-KS-Bedingung erfiillt ist.
Man kann sich einfach vorstellen, dass der Preis, falls ein Objekt m Ge-
bote erhélt, um mindestens me erhoht wird. Das heifst, dass dieses Objekt
nach einer ausreichend groken Anzahl an Geboten weniger attraktiv wird
als andere Objekte, die noch keine Gebote erhalten haben. Daher kann ein
Objekt nur fiir eine begrenzte Anzahl an Iterationsschritten die ,beste Wahl“
sein. Sobald jedes Objekt ein Gebot erhalten hat, endet der Algorithmus. In
Abbildung (2.4) kann man sehen, wie die endlose Schleife durch das neue
Inkrement durchbrochen wird.

Der Auktionsalgorithmus findet also eine Lésung fiir das Zuordnungspro-
blem. Nun bleibt noch zu zeigen, dass dies eine optimale Losung ist. Die
Optimalitdt hiangt allerdings von der Gréfke von e ab. Wird eine reale Auk-

tion in Betracht gezogen, so ist ersichtlich, dass ein Bieter immer versuchen
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v;: Betragvon j;
Do F - dem besten Objekt fiir Person i

Inkrement y; von Person i
furr ihr bestes Objekt j;

Betrége a; - p; . w,: Betrag des zweitbesten Objekts
von Objekt j fiir Person i

fir Personi |- ¥Y_____¥ ____._

Abbildung 2.3: Der Nettobetrag, den das Objekt j; der Person ¢ liefert, ist
immer noch um hoéchstens € kleiner als der optimale, selbst wenn der Preis
mit dem Inkrement ~v; = v; — w; + € ansteigt, sodass die e-KS-Bedingung
erfiillt ist.
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PERSONEN OBJEKTE

Anfanglich Objekt 1

Startpreis =0
zugeordnet

Anfanglich Objekt 2

zugeordnet Startpreis = 0

Anfanglich nicht

zugeordnet Startpreis = 0

Hierist a; =C>0 fiir alle (i,j) miti=1,2,3 undj=1,2 und ;=0 fir alle (i,j) mit
i=1,2,3undj=3

Zu Beginnvon Objekt Zuordnungs- Bieter Bevorzugtes Inkrement
Iteration#  Preise Paare Objekt '
1 0,0,0 (1,1),(2,2) 3 2 €
2 0,e,0 (1,1),(3,2) 2 2¢e
3 26,60 (2,1),(3,2) 1 2 2¢e
4 2¢,3¢,0  (1,2),(2,1) 3 1 2¢
5 4g3e,0 (1,2),(3,1) 2 2 2¢
6

Abbildung 2.4: Das neue Inkrement ~; = v; — w; + € 16st das Problem der
naiven Auktion, da der Preis in jedem Iterationsschritt um mindestens e
steigt. Dadurch erhéhen die drei Personen die Preise der Objekte 1 und 2 so
lange, bis sie C erreichen. Sobald die Preise der Objekte 1 und 2 den Wert
C erreichen bzw. iibersteigen, erhilt auch Objekt 3 ein Gebot. Damit sind
alle 3 Objekte zugeordnet und der Algorithmus endet.
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wird sein Gebot nicht zu hoch zu setzen. Ist das Gebot zu hoch, so konnte es
sein, dass er unnétigerweise zu viel fiir dieses Objekt bezahlt, da die anderen
Personen eventuell schon bei einem niedrigeren Preis ausgestiegen wéren.
Es kann gezeigt werden, dass fiir ein ausreichend kleines € die Zuordnung,
die der Algorithmus ergibt, ,beinahe optimal® ist. Spéter wird gezeigt, dass
der Gesamtnutzen um hochstens ne geringer ist als der optimale Wert. Zur
Erklarung wird wieder der Unterschied zwischen KS-Bedingung und e-KS-
Bedingung herangezogen. Erfiillen eine zulidssige Zuordnung und ein Preis-
vektor die e-KS-Bedingung, so kann man sagen, dass diese die KS-Bedingung
fiir ein etwas anderes Problem erfiillen, wobei alle a;; dem Originalproblem
entsprechen mit Ausnahme der Werte der n zugeordneten Paare, die um

hochstens e verandert wurden.

Satz 2.3.1 Ist eine Zuordnung zuldssig und erfillt gemeinsam mil einem
Preisvektor die e-KS-Bedingung, so ist der Unterschied zwischen dieser Zu-
ordnung und der optimalen Zuordnung héchstens ne. Gleichzeitig ist der Un-
terschied zwischen dem Preisvektor und der optimalen Losung des Problems
ebenfalls hochstens ne.

([3] S. 50/51 erweitert durch [5], S. 47/48)

Beweis:
Per Definition ist:

Optimaler Gesamtnutzen:

n
A* = max Z ik,

 kii=lin :
ki#km, wenn i#m =1

Optimale duale Kosten:

n n
D*= min ¢ max{ai;—pi}+ Y p
pjg=1ien | 4 GEA®) =1

Nachdem wir eine zuldssige Zuordnung {(i,7;) | ¢ = 1,...,n}

annehmen, die gemeinsam mit einem Preisvektor p die e-KS-

15



Bedingung erfiillt, gilt:

max (a;; — Dy — € < @5, — Dj..
]EA(?,){ ) p]} — Y] pjz

Bildet man die Summe iiber alle ¢, beweist man den Satz:

n
D* < Z <max {as; _pj}+pji> < Zai]—i +ne < A* + ne

n
o VJEAD i=1

Im Satz 2.1.1 wurde erortert, dass A* = D*. Dies zeigt, dass die
Aussage korrekt ist. Die zuldssige Zuordnung und der Preisvek-
tor p liefern optimale Werte, die sich um hochstens ne von den

Optima A* und D* unterscheiden.

Nimmt man an, dass alle Nutzenwerte a;; ganzzahlig sind, was nicht uniiblich
ist, so kann man leicht eine Grenze finden. Nachdem sich der Gesamtnutzen
um hochstens ne vom optimalen Wert unterscheidet, muss lediglich sicher-
gestellt werden, dass ne < 1. Unter dieser Voraussetzung ist die Zuordnung
optimal. Das heifst dass man sich vergewissern muss, dass

€< l

n

ist. Abbildung (2.5) zeigt die Folge der Preise p; und po fiir das Beispiel in
Abbildung (2.4).

2.3.2 Der Algorithmus

Die Iteration beginnt mit einer Teilzuordnung S und einem Preisvektor p,

welche die e-KS-Bedingung erfiillen:

a;; — Ppj > max {a;, — —€, V(i,j) €S.
i p; = keA(i){ ik Pk} ( j)
Es kann ein beliebiger Preisvektor mit einer leeren Zuordnung gewéhlt wer-
den, solange die e-KS-Bedingung erfiillt ist.

Um den Algorithmus zu strukturieren, wird er in zwei Phasen eingeteilt: die
Steigerungsphase und die Zuordnungsphase. Bertsekas erlidutert diesen Al-

gorithmus unter anderem in 'Linear Network Optimization, Algorithms and

16



PERSONEN OBIJEKTE

Zu Beginn Objekt 1

Startpreis =0
zugeordnet

Zu Beginn Objekt 2

Startpreis=0
zugeordnet P

Zu Beginn nicht
zugeordnet

Startpreis =0

Hier ist a; = C >0 fur alle (i,j)miti=1,2,3undj=1,2
und a;=0furalle (i,j) miti=1,2,3undj=3

PZ
A
[ of N S —
1
1
5¢ \ >
1
1
1
3e 4 > !
1
! Preis p; ist bei O fixiert.
; > |
2¢ 4es  C 6 P,

Abbildung 2.5: Der Algorithmus erzeugt eine Folge von p; und ps. Die Preise
steigen so lange, bis sie C erreichen.
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Codes’ [5].

Steigerungsphase

Angenommen [ ist die nichtleere Untermenge der Personen, die
bisher noch nicht zugeordnet sind. Fiir jede Person ¢ € I miissen

nun folgende Schritte durchgefiihrt werden:

1. Suche das beste Objekt j;, welches der Person ¢ den héchsten
Nettobetrag liefert:

i = arg max {a;; — Djf-
Ji gjeA(i){ ij — s}
Der zugehorige Nettobetrag wird durch

vi = max {ai; = pj}
(2

JEA(

dargestellt.
Nachdem das beste Objekt gefunden wurde, sucht man nach
dem zweitbesten und berechnet den zugehorigen Nettobe-
trag:
- AL
2. Nachdem ein Bieter gefunden wurde, muss noch das Ge-
bot berechnet werden. Da der Bieter bereit ist den Preis
hochstens um die Differenz zwischen dem besten und dem
zweitbesten Objekt zu erhdhen, hat das Gebot folgenden
Wert:
bij, = pj; +vi — w; + € = agj, — w; + €. (2.5)

Eigentlich kénnte man jeden Wert zwischen p;, + ¢ und
pj; + v; — w; + € wahlen. Allerdings endet der Algorithmus

schneller, je grofer die Inkremente sind.
Zuordnungsphase

Nachdem fiir die Objekte Bieter gefunden wurden, bleibt nun
noch zu sehen, wer das hochste Gebot setzt. P(j) wird als Menge
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aller Personen angenommen, die auf Objekt j bieten. Wenn P(j)
eine nichtleere Menge ist, so kann man einfach das héchste Gebot
finden:
i := max b;;.
PTG
Nun miissen alle Paare (i, j) aus der Teilzuordnung geléscht wer-
den, um das Paar (i;,j) zur Menge der zugeordneten Person-

Objekt-Paare hinzuzufiigen.

Es gibt viele Moglichkeiten um die Teilmenge I der Personen, die wihrend ei-
nes Iterationsschrittes bieten diirfen, auszuwéhlen. Im Anhang befindet sich
die Gauss-Seidel-Version in Matlab programmiert. Mit diesen Programmco-
des werden die Beispiele am Ende der jeweiligen Kapitel gelost. Diese Version
wird auf Grund ihrer Ahnlichkeit zur Gauss-Seidel-Methode so genannt, die
fiir das Losen nichtlinearer Gleichungen benutzt wird. Hierbei kann an jedem
Iterationsschritt jeweils nur eine Person teilnehmen.

Wihrend eines Iterationsschrittes &ndern sich nur die Preise jener Objekte,
die ein neues Gebot erhalten haben. Der Preis jedes Objektes, welches ein
Gebot erhalten hat, erhdht sich um mindestens e. In der folgenden Gleichung

kann man sehen, dass diese Aussage gilt:
biji = Qj; —W; + € > a5, —v; +€=pj +e€

Nach jeder Iteration steigt also zumindest ein Preis. Das heift allerdings
nicht, dass auch die Menge der zugeordneten Person-Objekt-Paare zunimmt,
da immer noch die Option besteht, dass eine Person auf ein Objekt setzt,
welches davor bereits einer anderen Person zugewiesen war. Also kann die
Menge der zugeordneten Person-Objekt-Paare entweder steigen oder gleich
bleiben.

Mit den folgenden Aussagen kann die Giiltigkeit des Algorithmus gezeigt

werden:

1. Die e-KS-Bedingung ist wiahrend der gesamten Durchfithrung des Al-
gorithmus erfiillt. Da die e-KS-Bedingung zu Beginn fiir die Ausgangs-
zuordnung und den Ausgangspreisvektor erfiillt sein muss, reicht die
spezielle Form der Inkremente v; = v; — w; 4+ €, um zu versichern, dass
die e-KS-Bedingung auch wihrend der Durchfiihrung erfiillt bleibt.
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Beweis: Objekt j* erhdlt ein Gebot von Person ¢ und ist
wahrend des gesamten Iterationsschrittes dieser Person ¢ zu-
geordnet. Wenn p; der Preis vor und p} der Preis nach der

Zuordnungsphase ist, erhdlt man folgende Gleichung:
p;* = Qjj* — W; + €.
Aus dieser Gleichung sieht man:

/
Qjj* — Phe = wW; —€= max {a;; —p;} — €.
R A jeAts A = pid
Wie bereits erortert gilt p; > p; fiir alle j, was Folgendes

impliziert:
/ /
Qij* — Di« = MaX {a;; — P;} — €.
) J jeA(i){ ] ]}

Dies versichert, dass die e-KS-Bedingung auch fiir alle neuen
Paare (i, 7%), die erst in diesem Iterationsschritt hinzugekom-
men sind, erfiillt ist.

Fiir alle Preis-Objekt-Paare, die wihrend des Iterationsschrit-
tes nicht verdndert wurden, gilt die e-KS-Bedingung, da we-

der Zuordnung noch Preise verdndert wurden.
([11], S. 9/10)

2. Ein Objekt, das wahrend der Durchfiihrung des Algorithmus einmal
einer Person zugeordnet wurde, bleibt wihrend der gesamten Durch-
fithrung zugeordnet, da nur Personen Objekte verlieren kénnen, Ob-
jekte allerdings lediglich einen neuen Eigentiimer erhalten. Nachdem
Objekte, wenn sie einmal zugeordnet sind, nur den Eigentiimer wech-
seln, jedoch immer zugeordnet bleiben, endet der Algorithmus, sobald
alle Objekte zugeordnet sind. Das heiftt, dass es bis zum letzten Itera-
tionsschritt mindestens ein Objekt gibt, dass noch niemals zugeordnet
wurde.

(I3], S. 52)
3. Sobald ein Objekt ein Gebot erhilt, steigt der Preis um mindestens e.
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Falls ein Objekt eine unendliche Anzahl von Geboten erhilt, so steigt

der Preis auf oo.

([3], S- 52)

. Der Wert von v;, der durch

vi = ]glgg){az’j —pi}
definiert wird, sinkt alle | A(7) | Gebote von Person ¢ um mindestens e.
| A(7) | stellt hier die Anzahl der Objekte der Menge A(i) dar, wobei
A(i) die Menge aller Objekte ist, die der Person i zugeordnet werden
kénnen.

Wenn Person i steigert, nimmt v; entweder um mindestens e ab oder
bleibt gleich, falls es mehr als ein Objekt gibt, welches maximalen
Nutzen liefert. Nimmt v; ab, so ist die Aussage klar. Bleibt v; allerdings
gleich, so steigt der Preis von Objekt j;, welches das Gebot erhalten
hat, um mindestens € an. Objekt j; wird jedoch kein weiteres Gebot von
Person ¢ erhalten, wenn der Wert v; nicht um mindestens e abnimmnt.
Nachdem der Wert v; zumindest alle | A(i) | Gebote abnimmt, sinkt
der Wert v; auf —oo, falls Person ¢ unendlich oft Gebote setzt.

([3], S. 52)

. Die Existenz einer zulédssigen Zuordnung versichert nicht nur die Been-
digung des Algorithmus, sondern auch, dass sich die Losung um héchs-

tens ne von der optimalen Zuordnung unterscheidet.

Beweis: Diese Aussage kann durch Widerspruch gezeigt wer-
den. Findet der Algorithmus keine zuldssige Losung, so ist
die Teilmenge J*° der Objekte, die eine unendliche Anzahl
an Geboten erhalten haben, nichtleer. Da es gleich viele Ob-
jekte wie Personen gibt und jedes Objekt nur einer Person
zugeordnet werden kann, muss die Teilmenge I°° der Person-
en, die unendlich oft steigern, ebenfalls nichtleer sein. Laut
3. miissen die Preise der Objekte gegen oo gehen und laut 4.

die Werte v; = max;ca(;y{ai; — pj} gegen —oo divergieren.
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Dies verlangt, dass
A(i) C J®, Vi e I

ist. In 1. wurde allerdings gezeigt, dass die e-KS-Bedingung
a;j — p;j > v; — € fiir alle zugeordneten Paare (i, j) gilt. Das
bedeutet, dass nach einer endlichen Anzahl an Geboten die
Objekte der Menge J° nur Personen der Menge I zuge-
ordnet werden koénnen. Damit der Algorithmus nicht endet,
muss es nach jedem Iterationsschritt zumindest eine nicht
zugeordnete Person geben. Das bedeutet, dass nach einer
endlichen Anzahl an Iterationsschritten zu Beginn jedes Ite-
rationsschrittes zumindest eine Person von I°° nicht zuge-
ordnet ist, was bedeutet, dass die Anzahl der Personen in
I°° grofer sein muss als die Anzahl der Objekte in J*°. Das
wiederum bedeutet, dass keine zuldssige Zuordnung existie-
ren kann, nachdem gezeigt wurde, dass jede Person von I*°
nur einer Person aus J°° zugeordnet werden kann. Das heift,
dass der Algorithmus, wenn eine zuléssige Zuordnung exis-
tiert, enden muss.

Laut 1. erfiillt die zuldssige Zuordnung die e-KS-Bedingung.
Satz 2.3.1 zeigt, dass sich diese Zuordnung um héchstens ne

vom Optimum unterscheidet.

(13], S. 52/53)

2.3.3 Beispiele

Der Algorithmus wurde in Matlab implementiert. Die Preise werden Null

gesetzt, da so die e-KS-Bedingung erfiillt ist.

Beispiel 1

Matrix der Nutzenwerte:

W N =
NN W
—_ =N



Optimale Zuordnung:

oS = O
o O =
= o O

Optimaler Preisvektor:

(1.2500 1.2500 2.5000)

Beispiel 2

Matrix der Nutzenwerte:

I R
= NN W
W o =N
NN W = =

Optimale Zuordnung:

= o O O
o O O =
O = O O
o O = O

Optimaler Preisvektor:

(2.4000 1.2000 1.2000 2.2000)
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2.4 Riuckwartsauktion

2.4.1 Einleitung

Beim Zuordnungsproblem geht es darum, fiir jede Person das beste Objekt
zu finden. Nun betrachtet man das umgekehrte Problem, wobei die Objekte
um die Personen konkurrieren.

Um den Auktionsalgorithmus auf dieses neue Problem anzupassen, wird eine
neue Variable eingefiihrt. Die Profitvariable m; gibt den Profit an, den ein
Objekt macht, wenn es Person ¢ wihlt. Profite haben dieselbe Bedeutung fiir
Objekte wie Preise fiir Personen.

Man kann das Problem also folgenderweise erkléren:

Noch nicht zugewiesene Objekte steigern um Personen, wihlen die beste
Person aus und erlangen dadurch einen mdoglichst hohen Profit ohne die e-
KS-Bedingung zu verletzen.

Wichtig ist nun zu sehen, wie die e-KS-Bedingung fiir dieses neue Problem
aussieht:

Eine (Teil-)Zuordnung S und ein Profitvektor 7 erfiillen die e-KS-Bedingung,
wenn

ajj — m > kleng();){akj — i} — € Y(i,j) €8, (2.6)

wobei B(j) die Menge aller Personen darstellt, die Objekt j zugeordnet wer-

den konnen:

B(j) = {il(i,j) € A}.

Um zu versichern, dass eine zulissige Losung fiir das Problem existiert,

nimmt man an, dass B(j) fiir alle j keine leere Menge ist.

2.4.2 Der Algorithmus

Dieser Algorithmus wird unter anderem in 'Reverse Auction and the Solu-
tion of Inequality Constrained Assignment Problems’ [12] detailliert erklért.
Der Riickwértsalgorithmus beginnt mit einer Teilzuordnung S. Mit jedem
Iterationsschritt wird die Menge S entweder grofer oder bleibt gleich. Der
Algorithmus endet, wenn jedes Objekt einer Person zugeordnet ist. Die e-

KS-Bedingung ist zu Beginn jedes Iterationsschrittes erfiillt.
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Steigerungsphase

Um mit der Steigerungsphase zu beginnen, darf die Teilmenge
J der Objekte, die unter der Teilzuordnung S noch nicht zuge-
ordnet sind, keine leere Menge sein. Fiir jedes j € J sind nun

folgende Schritte durchzufiihren:

1. Suche die beste Person i}, die also dem Objekt j den héchs-
ten Wert liefert:

i; = arg max {a;; — m;}.
! i€BG)

Der zugehorige Wert wird durch

B = ig}g@ﬁ){% — i}
dargestellt.
Nachdem man die beste Person gefunden hat, wird nach

dem Wert der zweitbesten Person gesucht:

w; = max {a;; — ™}
i€B(j) i,

2. Nachdem Bieter gefunden wurden, muss noch das Gebot be-
rechnet werden. Vergleicht man Riickwérts- und Vorwéarts-
auktion, so sieht man, dass das optimale Gebot, welches Ob-
jekt j € J Person i; bieten kann ohne die e-KS-Bedingung

zu verletzen, folgende Form hat:
bijj =mi;, + B —wj+€=a;; —w;+e€
Zuordnungsphase
Nachdem Bieter fiir die Personen gefunden wurden, miissen noch

die hichsten Gebote gefunden werden. Angenommen P(7) ist die

nichtleere Menge der Objekte, von denen Person i ein Gebot
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erhalten hat, so steigt der Profit m; auf das héchste Gebot:

m; 1= max bj.
JeP(i)

Nun miissen alle Paare (i, j) aus der Teilzuordnung gelscht wer-
den, um das Paar (i,j;) zur Menge der zugeordneten Person-

Objekt-Paare hinzuzufiigen.

Der Riickwértsalgorithmus ist also identisch mit dem Vorwartsalgorithmus,
mit dem einzigen Unterschied, dass Objekte und Personen Rollen tauschen.

Daher gilt folgender Satz:

Satz 2.4.1 Emistiert fiir ein Zuordnungsproblem zumindest eine zuldssige
Lésung, so unterscheidet sich die Losung des Riickwdrtsalgorithmus um héchs-
tens ne von der optimalen Losung. (Sind alle Eintrige der Matriz A ganz-

zahlig, so geniigt € < 1/n, sodass die Losung optimal ist.)

([12], S. 7)

2.4.3 Beispiele

Der Algorithmus wurde in Matlab implementiert. Die Profite werden Null

gesetzt, da so die e-KS-Bedingung erfiillt ist.

Beispiel 1

Matrix der Nutzenwerte:

2
1
4
Optimale Zuordnung:
010
00
0 01
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Optimaler Profitvektor:

Beispiel 2

Matrix der Nutzenwerte:

Optimale Zuordnung:

Optimaler Profitvektor:

I R

_ o O O

1.2500
2.5000
3.2500

NN W
W = =N

o O O
O = O O

1.2000
3.4000
2.4000
1.2000
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2.5 Kombinierte Auktion

2.5.1 Einleitung

Die kombinierte Auktion ist ein Algorithmus, der Vorwérts- und Riickwérts-
auktion kombiniert. Hierbei wechselt man zwischen Vorwédrts- und Riick-
wartsauktion und fithrt sowohl einen Preisvektor p mit, der die e-KS-Bedingung
(2.4) erfiillt, als auch einen Profitvektor 7, der die e-KS-Bedingung (2.6) er-
fiillt. Um dieses neue Problem zu vereinfachen, miissen neue e-KS-Bedingungen
fiir das Paar (m,p) eingefithrt werden, die sicherstellen, dass die anderen
beiden e-KS-Bedingungen erfiillt sind. Es ist sehr wichtig, dass diese e-KS-
Bedingungen wihrend der gesamten Durchfithrung erfiillt sind. Andernfalls
kénnen beim Wechsel zwischen Vorwirts- und Riickwértsauktion grofe Pro-
bleme auftreten. Bertsekas erkldrt den kombinierten Algorithmus unter an-
derem in 'Linear Network Optimization, Algorithms and Codes’ [5].

Die e-KS-Bedingungen fiir die kombinierte Auktion sehen wie folgt aus: Ei-
ne (Teil-)Zuordnung S und ein Profit-Preis-Paar (m,p) erfiillen die e-KS-

Bedingungen, wenn
T +pj > aij — €, V(i,j) € A, (2.7)
T + Dj = Qij, V(i,j) e S. (2.8)

Satz 2.5.1 Erfillt eine Zuordnung S gemeinsam mit einem Profit-Preis-
Paar (m,p) die e-KS-Bedingungen (2.7) und (2.8), so gelten folgende Aussa-

gen:

1. Die Zuordnung S gemeinsam mit dem Profitvektor w erfillt die e-KS-

Bedingung der Riickwdrtsauktion:

ij — M = ;— —¢€, V(i,j) € 8S. 2.9
jj =™ kggg;){am TR} — € V(i j) € (2.9)

2. Die Zuordnung S gemeinsam mit dem Preisvektor p erfillt die e-KS-
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Bedingung der Vorwdrtsauktion:

aij —pj > krélgé){aik —prt—€ V(i j) €S. (2.10)
3. Wenn S eine zuldssige Zuordnung ist, dann unterscheidet sich S um

hochstens ne von der optimalen Lésung.

(J12], 8. 8)

Beweis:

1.
(2.8) = Pj = G5 — T, V(i,j) es

(2.7) = m +pj > a;j—€ Y(i,j) € A
= a;j — m; > agj — 7k — €,k € B(j)

Nachdem diese (Un-)Gleichungen fiir alle k gelten, sind sie

auch fiir das Maximum tiiber alle &k erfiillt.

2. Tauscht man die Rollen von 7 und p, so ist der Beweis wie

in 1. zu zeigen.

3. Nachdem laut 2. die e-KS-Bedingung (2.4) erfiillt ist, gilt
die Aussage laut Seite 20 (5.).

Der kombinierte Auktionsalgorithmus beginnt mit einer (Teil-)
Zuordnung S und einem Profit-Preis-Paar (7, p), die die e-KS-
Bedingungen (2.7) und (2.8) erfiillen. Der Algorithmus endet,

wenn alle Objekte und Personen zugeordnet sind.

2.5.2 Der Algorithmus

Schritt 1 (Vorwirtsauktion): Einige Iterationsschritte der Vor-
wirtsauktion werden durchgefiihrt. Nach jedem Iterationsschritt
wird fiir alle Person-Objekt-Paare (i, j;), die in diesem Iterations-

schritt zu der Teilzuordnung S hinzugefiigt wurden, der Profit
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wie folgt angepasst:

T = Qij, — Dj,- (2.11)

Nachdem 7 aktualisiert wurde, kann willkiirlich zur Riickwérts-

auktion gewechselt werden.

Schritt 2 (Riickwirtsauktion): Einige Iterationsschritte der
Riickwirtsauktion werden durchgefiihrt. Nach jedem Iterations-
schritt wird fiir alle Person-Objekt-Paare (i, j;), die in diesem
Iterationsschritt zu der Teilzuordnung S hinzugefiigt wurden, der

Preis wie folgt angepasst:
pb; = CLz'].j - 7[‘1'].. (2.12)

Nachdem p aktualisiert wurde, kann willkiirlich zur Vorwartsauk-

tion gewechselt werden.

Der Algorithmus wechselt zwischen Vorwirts- und Riickwirts-

auktion bis eine zuldssige Zuordnung gefunden wird.

Der Unterschied zwischen der kombinierten Auktion und der Vorwérts- bzw.
Riickwértsauktion ist sehr klein. Es miissen lediglich die zusétzlichen Glei-
chungen (2.11) nach der Vorwértsiteration und (2.12) nach der Riickwérts-
iteration eingefiigt werden. Allerdings ist es sehr wichtig, dass die e-KS-
Bedingungen (2.7) und (2.8) fiir (m,p) erfiillt sind, damit auch die e-KS-

Bedingungen der Vorwérts- bzw. Riickwartsauktion nicht verletzt werden.

Satz 2.5.2 Erfillen die (Teil-)Zuordnung und das Profit-Preis-Paar die e-
KS-Bedingungen (2.7) und (2.8) zu Beginn jedes Iterationsschrittes sowohl
der Vorwdrts- als auch der Rickwdrtsauktion, so sind die Bedingungen auch
am Ende des Iterationsschrittes erfillt, solange m nach jedem Iterations-

schritt der Vorwdrtsauktion durch (2.11) und p nach jedem Iterationsschritt

der Rickwdrtsauktion durch (2.12) aktualisiert wird.

([12], S. 9/10)

Beweis:

Angenommen die Vorwértsauktion wird angewendet:
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(m,p), (7™, p™) ... Profit-Preis-Paar vor und nach dem Iterations-
schritt

S, S™ ... (Teil-)Zuordnung vor und nach dem Iterationsschritt
p; > pj, Vi

(Erhalt Objekt j wihrend des Iterationsschrittes ein Gebot, so
gilt p7 > p;.)

(2.7) = 7 + P} > aij — €, ¥(i,j) mit m; = 7"
(2.8) = 7/'"+p} = mi+p; = aij, (i, ) mit (i,5) € SN(i,j) € S"
Nun bleibt noch zu zeigen, dass
ﬂ'? —i—p? > Qij — €, Vj S A(Z)

flir alle Personen ¢ gilt, die ein Gebot gesetzt haben und in diesem
Iterationsschritt einem Objekt j; zugeordnet wurden.
Fiir solch eine Person i gilt folgende Gleichung (siehe Formel der

Inkremente der Vorwértsauktion, (2.5)):

n
Py =ay; — max {a; —pj}+e
N et

<> a;5, —p; = max {a;; —pj}—¢€

TP = R L el

Nachdem fiir alle Paare (i, j;), die in diesem Iterationsschritt in
die Teilzuordnung hinzugefiigt wurden, 7" 4 pi = aij, gesetzt

wird, gilt dquivalent:

Berticksichtigt man nun, dass p} > p; und setzt alle Gleichungen
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und Ungleichungen zusammen, so erhélt man:

T = @y, — pi > aij —pj — € > ai; — pj — €, Vj € A(i),

was wiederum dquivalent ist zu

T+ D] > aij — €, Vj € Ai).

Wendet man die Vorwértsauktion an, so steigen die Preise und die Profite
nehmen ab. Umgekehrt steigen die Profite und die Preise nehmen ab, wenn
die Riickwéartsauktion angewendet wird. Es kann vorkommen, dass der kom-
binierte Algorithmus nicht endet, obwohl sowohl Vorwérts- als auch Riick-
wirtsauktion eine zuldssige Losung finden. Daher benétigt man eine neue
Regel, um sicherzustellen, dass der Algorithmus endet. Um das Ende des Al-
gorithmus zu garantieren, geniigt es anzunehmen, dass der Algorithmus erst
dann zwischen Vorwirts- und Riickwértsauktion wechseln darf, wenn die

(Teil-)Zuordnung um mindestens ein Person-Objekt-Paar erweitert wurde.

2.5.3 Beispiele

Der Algorithmus wurde in Matlab implementiert.

Im Gegensatz zu Vorwirts- und Riickwirtsauktion kénnen die Preise bzw.
Profite nicht einfach Null gesetzt werden. Nachdem die e-KS-Bedingung 7; +
pj > aij —€,V(i,j) € A zu Beginn fiir das Profit-Preis-Paar erfiillt sein muss,

wird die Initialisierung in der Implementierung wie folgt durchgefiihrt:

1. Setze fiir jedes Objekt den Preis auf das Minimum der Nutzenwerte

aller Personen.

2. Setze alle Profite, fiir die die e-KS-Bedingung noch nicht erfiillt ist,

T, — aij *pj.

Diese Initialisierung kann fiir eine entsprechende Bandbreite von Problemen

angewendet werden.

Beispiel 1
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Matrix der Nutzenwerte:

1 2

2 1

3 4
Optimale Zuordnung:

0 1

10

0 01

Optimaler Preisvektor:

(1.2500 2.2500 0)

Optimaler Profitvektor:

0.7500
0, 7500
4.0000
Beispiel 2
Matrix der Nutzenwerte:
13 21
2 21 4
3 2 4 3
4 1 3 2
Optimale Zuordnung:
0100
00 01
0 010
1 0 00

Optimaler Preisvektor:

(1.0000 2.2000 0 1.0000)
Optimaler Profitvektor:

3.0000
0.8000
4.0000
3.0000
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Kapitel 3

Auktionsalgorithmus fur

Asymmetrische Probleme

In diesem Kapitel wird zunéchst das minimale Kostenflussproblem - ein fiir
die asymmetrische Auktion relevantes Problem der Graphentheorie!- vorge-
stellt. Mit Hilfe der Dualitit wird der Auktionsalgorithmus fiir Asymmetri-

sche und Mehrfachzuordnungsprobleme adaptiert.

3.1 Das Minimale Kostenflussproblem

Ein einfaches Beispiel: Ein Produkt des Produzenten (p = 1) soll zum Kaufer
(k = 4) transportiert werden. Fiir den Transport kann entweder Transport-
firma (¢t = 2) oder (¢t = 3), oder beide in Anspruch genommen werden. Jede
Transportfirma hat bestimmte Kosten fiir den jeweiligen Abschnitt (siehe
Abbildung (3.1), S. 35). Das Problem in Abbildung (3.1) kann als lineares

Optimierungsproblem dargestellt werden:

'Im Anhang werden einige Grundlagen der Graphentheorie erklirt.
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G = (N,A)

Abbildung 3.1: Minimales Kostenflussproblem

minl -x19+0-213+2-293+3 -2Toga+1-234

unter den Nebenbedingungen

T2+ 113 =1
—x12 + x93 +x24 =0
—x13 — %23 + 234 =0

—Tog — T34 = —1

0< Tij < 1,V(i,j) €A
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Das Minimale Kostenfiussproblem findet man in ’Linear Network Opti-
mization, Algorithms and Codes’ [5]. Genaueres dariiber ist auch in 'Lineare
Optimierung und Netzwerkoptimierung’ [13| und ’Optimierung, Operations

Research, Spieltheorie’ [14] erklart. Die verallgemeinerte Definition sieht fol-

min E AjjT55

(4,5)€A

gendermafen aus:

unter den Nebenbedingungen

Z Tjj — Z Tji = Si, Vi e N, (31)

{7(3,9)€ A} {il(5,1)eA}

bij < wij < iy, V(i,]) € 4, (3.2)

wobei a;j, bij, ¢;; und s; gegebene Skalare sind:
a;j ... Kostenkoeffizient

bij und c¢;; ... Flussgrenzen von (3, j)

[bij, cij] ... zuldssiger Flussbereich von (4, j)

s; ... Angebot von Knoten ¢

Die Nebenbedingungen (3.1) und (3.2) werden Kapazititsbeschrankung ge-
nannt. Gleichung (3.1) versichert, dass die Nachfrage zufriedengestellt wird,
wobei (3.2) garantiert, dass der Fluss wihrend des Prozesses die Kapazititen
nicht iiberschreitet.

Um Zuldssigkeit zu gewdhrleisten, muss folgendes gelten:

ZSZ':O.

1EN

Minimale Kostenflussprobleme werden gerne herangezogen, da sie eine vor-
teilhafte Struktur besitzen. Das Zuordnungsproblem ist ein Spezialfall des
minimalen Kostenflussproblems. In den folgenden beiden Abschnitten wer-
den noch zwei weitere Spezialfille des minimalen Kostenflussproblems vor-
gestellt. Algorithmen zur Lésung des Minimalen Kostenflussproblems findet
man in "The Auction Algorithm for the Minimum Cost Network Flow Pro-
blem’ [10] und ’Parallel Primal Dual Methods for the Minimum Cost Flow
Problem’ [8].
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3.2 Transformierungen und Aquivalenzen

Minimales Kostenflussproblem
min Z Q5 Tij
(i.7)€A
unter den Nebenbedingungen
Z Tij — Z Tj; = Si, Vi € N,
{il(@.5)eA} {7l(7:1)e A}
bij < wij < cij, V(i,j) € A.

Genaueres zu Transformierung und Aquivalenzen findet man unter anderem
in 'Linear Network Optimization, Algorithms and Codes’ [5].

Setzen der unteren Flussbeschrinkungen auf Null

Dies kann man durch folgende Transformationen der Variablen erreichen:

Tij = Tij — by
Cij = Cij = bij
bij — bij — by

(0 <y — bij < cij — big)

Z (.rij — bz’j) — Z (l‘ji — bji) = Si, Vie N

{51G.5) €A} {41(G,i)eA}
Z Tij — Z Tj; = S + Z bz’j — Z bjia Vie N
{4l(i.5)eA} {il(1)eA} {4l(i.5)eA} {il(z.1)eA}
S; — S; + Z bij — Z bji
{41(.5)eA} {71(5,)e A}

Eliminierung der oberen Flussbeschrinkungen

Dafiir wird eine Schlupfvariable eingefiihrt:
zij 2 0 — zij + zij = cjj.

Weiters fithrt man fiir jede Kante (4, j) einen zusétzlichen Knoten mit Ange-
bot ¢;; und zwei den Fliissen z;; und z;; entsprechende von c¢;; ausgehende
Kanten ein (siehe Abbildung (3.2)).
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Originalkante

Fluss x;;

e
Kosten a;

Zuldssiger Flussbereich: [c, ¢;]

Nach der Transformierung

Zulassiger Flussbereich
fiir z;und x;;: [c, o)

Abbildung 3.2: Transformierung, bei der die oberen Kapazitatsbeschréankun-
gen durch Einfiihrung eines neuen Knoten, der durch zwei Kanten die alte
Kante ersetzt, eliminiert werden. Damit dies zuldssig ist, muss z;; = ¢;j — i;
erfiillt sein. Dies erfordert, dass die kiinstliche Kante immer positiven Fluss
haben muss (0 < z;;), nachdem x;; < ¢;;.

Transformierung in eine Zirkulation

Eine Zirkulation impliziert, dass das Angebot aller Knoten Null ist.

Um ein minimales Kostenflussproblem in dieses spezielle Format zu brin-
gen, fithrt man fiir alle Personen ¢ mit s; > 0 eine Kante (¢,7) ein, wobei
0 < x4 < s; gilt, und fiir alle Personen 7 mit s; < 0 eine Kante (i,t), wobei
0 <z < —s; ist.

Die Kosten dieser kiinstlichen Kanten sollten sehr klein sein, um zu versi-
chern, dass bei Erreichen des optimalen Flusses die Kapazititen der kiinst-

lichen Kanten voll ausgenutzt werden (siehe Abbildung (3.3)).
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/ 5= : Originalnetzwerk

%Kﬂnstlicher Knoten t

Abbildung 3.3: Transformierung in ein Zirkulationsformat



3.3 Dualitat des Minimalen Kostenflussproblems

Die Dualitéit des minimalen Kostenflussproblems erldutert Bertsekas in 'Li-
near Network Optimization, Algorithms and Codes’ [5]. In diesem Abschnitt
wird das minimale Kostenflussproblem als primales Problem betrachtet. Um
das duale Problem zu konstruieren, muss zuerst ein Preisvektor p = {p; |
j € N} eingefithrt werden. Weiters gibt es nun eine komplementére Schlupf-
bedingung fiir das Fluss-Preisvektor-Paar (x,p):

Ist der Flussvektor x zuldssig (d.h. die Kapazititsbedingungen sind erfiillt)
und gelten folgende Bedingungen, so ist die KS-Bedingung des minimalen

Kostenflussproblems erfiillt:

Di — Dj < Qij, V(Z,j) € A mit Tij < Cij (33)
Di — Dj > A4, V(Z,j) € A mit bij < T (34)

Diese Bedingungen indizieren, dass
Di = Qjj +pj, V(Z,j) € A mit bl‘j < Tij < Cij (3.5)

ebenfalls erfiillt ist.
Aquivalent zu den KS-Bedingungen ist:
Cij  wenn p; > a;j + pj
Tij = J J J (3.6)
bij wenn p; < Qij + Py

fiir alle bij < Tij < Cij-
Fiir den Spezialfall, dass x;; nur Nichtnegativitdtsbedingungen erfiillen muss

(0 < 45), reichen folgende KS-Bedingungen aus:
pi —pj < aij, V(i,j) € A, (3.7)

pi — Pj = Qij, V(Z,j) e Amit 0 < i (3.8)

Fiir die Dualitatstheorie spielt die Methode der Lagrange- Multiplikatoren ei-
ne wichtige Rolle. Die Lagrange Theorie liefert eine Strategie Optimierungs-
probleme mit Nebenbedingungen zu 16sen. Die Lagrange Theorie wird in

'Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods’ [4] und ’Op-
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timierung, Operations Research, Spieltheorie’ [14] detailliert hergeleitet. In
diesem Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse angenommen.

Die Lagrange-Multiplikatoren stellen die dualen Variablen eines Optimie-
rungsproblems dar. Daher wird nun p; als Lagrange-Multiplikator des mini-
malen Kostenflussproblems angenommen. Die Lagrange-Funktion sieht fol-

gendermalken aus:

L(z,p) = Z aijxij+z 8; — Z Tij + Z Zji | Pi

(i,5)€A ieN {7l(3,5)€A} {71(G,1)eA}
= Z (aij + pj — pi)wij + Z sipi- (3.9)
(i.7)eA iEN

Die duale Funktion d(p) ist durch
d(p) = min{L(z,p) | bij < z;; < ¢, (i,7) € A} (3.10)

gegeben. Die Lagrange-Funktion L(x,p) ist in z;; trennbar, also kann die

duale Funktion folgendermafen angeschrieben werden:

dp) = > dijlpi—pj)+ Y sipi, (3.11)

(i)eA ieN
mit
dij(pi — pj) = min{(aij + pj — pi)aij | bij < zij < cij}
ij

_ { (aij +pj — pi)bi;  wenn p; < aj; + p; (3.12)

(aij +p; — pi)cij wenn p; > a;j + pj-
Das duale Problem ist

max d(p)

unter keinen Nebenbedingungen fiir p.

Satz 3.3.1 Wenn man einen zuldssigen Flussvektor x* und einen Preisvek-
tor p* derartig wihlt, dass die komplementaren Schlupfbedingungen (3.7) und
(8.8) erfillt sind, so ist x* die optimale Lésung des primalen und p* die op-
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timale Losung des dualen Problems. Es kann weiters gezeigt werden, dass die
optimalen Kosten des primalen Problems den optimalen Kosten des dualen

Problems entsprechen.

(5], 5. 36-38)

Beweis:

Fiir jeden Preisvektor und jeden zuldssigen Flussvektor gilt:

d(p) < L(z,p)

= D agry ) |s— Y, wit ), @i|p

(i,j)eA EN {dl(i.5)eA} {lG)eA}

= E aija:ij.

(3,7)€A

(3.13)

Die Zuléssigkeit von x impliziert die letzte Gleichung. Dies zeigt,
dass die primalen Kosten fiir jedes zuléssige = nicht kleiner sind
als die dualen Kosten von p.

Durch die Definition der dualen Funktion (3.10) erhélt man:

d(p*) = Hgﬂ {L(x,p") | bij < zi5 < cij, (1,7) € A}

—O L(a*p") =@ 3 .
(3,7)€A

Nachdem das Optimum (x*, p*) den komplementéren Schlupf er-
fiillt, gilt

xi; = argmin {(ai; +pj — pj)wij}, V(i,j) € A
x5 €[bij,cij]
Dies impliziert Gleichung (1). Gleichung (2) folgt aus der Zulés-
sigkeit von x*.
2* minimiert also die primalen Kosten der rechten Seite von
(3.13), wihrend p* die linke Seite von (3.13) (d(p)) maximiert.
Die optimalen Werte des primalen und des dualen Problems sind

identisch.
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3.4 Auktionsalgorithmus fiir Asymmetrische Zuord-

nungsprobleme

3.4.1 Einleitung

Bisher wurden nur symmetrische Zuordnungsprobleme betrachtet. In 'Linear
Network Optimization, Algorithms and Codes’ |5] und ’A Forward/Reverse
Auction Algorithm for Asymmetric Assignment Problems’ |7] wird auch ein
Algorithmus zum Lésen asymmetrischer Probleme erklért. Im symmetrischen
Fall gibt es gleich viele Personen wie Objekte, sodass jede Person und jedes
Objekt zugeordnet werden kann. Nun wird eine neue Moglichkeit betrachtet.
Es wird angenommen, dass es mehr Objekte als Personen gibt. Das heifst,
dass jede Person einem Objekt zugeordnet wird, allerdings nicht jedes Objekt
einen Eigentiimer erhilt. Es gelten die selben Bedingungen wie bisher:

Zu Beginn gibt es eine Teilzuordnung S von Person-Objekt-Paaren (4, j). Fiir
alle (i,7) € S gilt, dass j € A(i). Jede Person kann nur einem Objekt und
jedes Objekt nur einer Person zugeordnet werden. Eine Lisung ist zuléssig,
wenn jede Person einem Objekt zugeordnet wurde.

Dieses Problem ist dquivalent zu folgendem linearen Optimierungsproblem:
max Z aijxij
(i,5)€A

unter den Nebenbedingungen

E Lij = 1, Vi = g eeey T

JEA(®)
Z zij <1, Vj=1,..,n,

i€B(j)
0< Tij, V(l,j) e A

Dieses Problem kann in ein minimales Kostenflussproblem transformiert wer-

den:

unter den Nebenbedingungen
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Z T = 1, Vi = 1, ceey T,
JEA()

Z Tij x5 =1, Vj=1,...,n,
i€B(j)

n
E Tgj =N —m,
j=1

0 S Lij, V(’L,]) € Aa

0<ua, Vj=1,..,n.
Um das Originalproblem in dieses minimale Kostenflussproblem zu transfor-
mieren, wird lediglich minimiert anstatt maximiert und das Vorzeichen der
Zielfunktion gedndert. Weiters wird eine Superquelle mit kiinstlichen Kan-
ten, die von der Superquelle s zu jedem Objekt j fithren, hinzugefiigt. Um die
Zuldssigkeit zu gewihrleisten, miissen alle kiinstlichen Kanten Kosten Null
und einen Flussbereich von [0, 00) haben (sieche Abbildung (3.4), S. 52).

Wendet man die Dualitdt an, wechselt von Maximierung zu Minimierung

und verwendet p; = —m;, so erhdlt man folgendes duales Problem:

m n
min Zm —|—ij —(n—m)A
i=1 j=1
unter den Nebenbedingungen

T +pj > ai;, V(i,j) € A, (3.14)
A<pj, Vi=1,..,n, (3.15)

wobei A den Preis der Superquelle s darstellt. Um den Auktionsalgorithmus
diesem Problem anzupassen, muss man zuerst e-KS-Bedingungen fiir dieses
bestimmte Problem definieren.

Eine Zuordnung S und ein Paar (m,p) erfiillen die e-KS-Bedingungen, wenn

folgende Gleichungen gelten:
i +pj > aij —€, V(i,j) € A, (3.16)

T + pj = aij, V(’L,]) €5, (317)
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p; < min pr, Vj: nicht zugeordnet unter S. (3.18)

" k: zugeordnet unter S

Ahnlich wie fiir symmetrische Probleme gilt folgender Satz:

Satz 3.4.1 Wenn eine Zuordnung zuldssig ist und mit dem Paar (m,p) die €-
KS-Bedingungen erfillt, so unterscheidet sich diese Zuordnung um hochstens
me von der optimalen Losung. Der Unterschied zwischen dieser Losung und
der optimalen Losung des dualen Problems ist ebenfalls hochstens me, wenn
fiir (7%, p*, \) folgende Bedingungen erfillt sind:

A= min Dk (3.19)

k: zugeordnet unter S

m=m+e Vi=1..,m (3.20)

pi, wenn j unter S zugeordnet ist,
pi=< " (3.21)
A, wenn j unter S nicht zugeordnet ist, Vj=1,...,n.

(5], 5.183/184)

Beweis:

Erfiillen eine zuldssige Zuordnung {(i,k;) | ¢ = 1,...,m} und
(7,p, A} die Bedingungen (3.14) und (3.15), so ergibt dies folgen-
de Ungleichungen:

Wird iiber alle zuldssigen Zuordnungen {(i,k;) | i = 1,...,m} ma-
ximiert und iiber alle dual-zuldssigen (7, D, A\) minimiert, ergibt
dies

A* < D*.

Wird (7%, p*, \) durch die Gleichungen (3.19),(3.20) und (3.21) definiert und

stellt S = {(¢,7:) | i = 1,...,m} die optimale Zuordnung dar, die gemeinsam
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mit (7, p) die e-KS-Bedingungen erfiillt, so gilt:
T+, =aite Vi=1,...,m

Nachdem (7*,p*, A) fiir das duale Problem zuldssig sind, gilt:

m m m
A* > Zam :Zﬂ';—kz]p;fi _
] ; =1

m
ZZ —|-ij m)\ —me > D* —me.
=1
A* < D* N A* und D* unterscheiden sich um hochstens me
A* > D* —me von der optimalen Losung

3.4.2 Der Algorithmus

Um dieses Problem mit Hilfe des Auktionsalgorithmus zu 16sen, benutzt
Bertsekas zuerst die Vorwirtsauktion - wie bereits fiir das symmetrische
Problem definiert - um jeder Person ein Objekt zuzuordnen. All diese zuge-
ordneten Objekte miissen unterschiedlich sein, da kein Objekt zwei Personen
zugeordnet werden darf. Ist das Problem zulissig, so liefert dieser Prozess
eine zulassige Losung, die die ersten beiden e-KS-Bedingungen (3.16) und
(3.17) erfiillt. Diese Zuordnung muss allerdings nicht optimal sein, da die
Preise der Objekte, die nicht zugeordnet wurden, nicht unbedingt minimal
sind, was bedeutet, dass Bedingung (3.18) nicht unbedingt erfiillt ist.

Um eine Losung zu finden, die alle drei e-KS-Bedingungen erfiillt, muss in ei-
nem zweiten Schritt eine angepasste Riickwértsauktion angewendet werden.
In dieser Phase werden den Personen so lange andere Objekte zugewiesen,
bis die Bedingung (3.18) ebenfalls erfiillt ist.

Um die angepasste Riickwartsauktion anwenden zu kénnen, muss zuerst A als
minimaler Preis aller bereits in der Vorwértsauktion zugeordneten Objekte

definiert werden:

A= min
j: zugeordnet unter der urspriinglichen Zuordnung S
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Die Iteration der angepassten Riickwirtsauktion verlduft genauso wie die
Riickwiértsauktion, die in Abschnitt 2.4 eingefithrt wurde, mit dem einzigen
Unterschied, dass hier nur jene Objekte an der Auktion teilnehmen diirfen,
die bisher nicht zugeordnet waren und p; > A erfiillen. Der Algorithmus
endet, sobald alle Objekte entweder zugeordnet sind oder die Ungleichung
pj < X erfiillen. Das heifst, dass nun auch die Bedingung (3.18) erfiillt ist.

Angepasste Riickwdrtsauktion

Steigerungsphase

Aus der Menge der nicht zugeordneten Objekte wird ein Objekt
J ausgewdhlt, dass p; > A erfiillt. Gibt es kein solches Objekt, so
endet der Algorithmus.

Nun miissen folgende Schritte durchgefiihrt werden:

Suche die beste Person, die also dem Objekt j den hochsten Wert
liefert:

ij = arg irenBa(?){aij — T} (3.22)

Der zugehorige Wert wird durch

= RS 3.23
Bj ig}%{ag i} (3.23)

dargestellt.
Nachdem die beste Person gefunden wurde, wird nach dem Wert

der zweitbesten Person gesucht:

w; = max {a;; — ;|- 3.24
= e oy =) (3:24)

Ist der Unterschied zwischen A und f; nicht grofer als €, so wird
pj = A gesetzt und ein neuer Iterationsschritt gestartet. Ist der

Unterschied gréfer, so wird
0 =min{fB; — \, B —w; + €} (3.25)

definiert.
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Zuordnungsphase

Das Paar (i, j) wird nun zur Zuordnung S hinzugefiigt, wiahrend
das Objekt, welches bisher der Person i; zugeordnet war, wieder
in die Menge der nicht zugeordneten Objekte verschoben wird.

Nun werden Preise und Profite angepasst:

pj = Bj — (5, (326)

i,

= mi; + 0. (3.27)

Waihrend der gesamten angepassten Riickwértsauktion gilt § > €. Das heift,

dass die Preise monoton fallen, wéhrend die Profite monoton steigen.

Satz 3.4.2 Die Losung des asymmetrischen Zuordnungsproblems durch An-
wendung der angepassten Rickwdrtsauktion ist eine zuldssige Zuordnung, die
sich wm héchstens me vom Oplimum unterscheidel.

([12], S.14-16 ,erweitert durch [5], S. 186/187)

Beweis:
Nachdem Satz 3.4.1 gilt, miissen noch folgende Aussagen gepriift

werden:

1. Wihrend der gesamten Durchfithrung des Algorithmus fiir
asymmetrische Zuordnungsprobleme sind Bedingungen (3.16),
(3.17) und

A < min Dj (3.28)

" k: zugeordnet unter S J

erfiillt. Daher werden die e-KS-Bedingungen (3.16), (3.17)
und (3.18) am Ende des Algorithmus nicht verletzt.

2. Der Algorithmus endet.

Angenommen die Bedingungen (3.16), (3.17) und (3.28) sind zu
Beginn eines bestimmten Iterationsschrittes erfiillt, so muss ge-
zeigt werden, dass sie auch nach Durchfithrung des Iterations-
schrittes erfiillt bleiben.

Es gibt zwei mogliche Iterationsschritte:
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1. Die Zuordnung verdndert sich nicht. Das heilst A > 3; — €.
Nachdem sich S nicht verindert, bleiben (3.17) und (3.28)
erfiillt. Obwohl die Zuordnung gleich bleibt, &ndert sich der
Preis p; zu p; := A. Also gilt

= \A> 03 —e= max{a;; —m} — €.
pj > Bj iEB(j){ ij i}

Daher ist Bedingung (3.16) ebenfalls erfiillt.

2. Die Zuordnung veréndert sich:
(m,p) ... Profit-Preis-Paar vor der Durchfithrung des Itera-
tionsschrittes
(7,P) ... Profit-Preis-Paar nach der Durchfithrung des Ite-
rationsschrittes

J»j ... Objekt/Person, das/die an der Iteration teilnimmt
= Ti; T Dj = Qijj

Vi #ij,k #j 7 = m und Py = py

— (3.17) ist am Ende des Iterationsschrittes erfiillt.
Um zu zeigen, dass auch (3.16) am Ende des Iterations-

schrittes erfiillt ist, sind zwei Falle zu betrachten:

(a) k#j:
PE=Ph s m B> a—€, V(ik) € A
T = T, Vi

(b) k=j:i=1;:

Ti; +Dj = ai;; = (3.16) ist erfiillt

k=j:i#1;:

Nachdem aus Definition (3.25) ersichtlich ist, dass 6 >
e gilt, und der Algorithmus die Gleichungen (3.22) -
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(3.25) beinhaltet, gilt

TP =i+ P; 2T+ B — (B —wj+e) =

:7ri+wj—eZm+(aij—7ri)—e:aij—e.

Nun wird noch Gleichung (3.28) betrachtet. Da der Fall be-
trachtet wird, in dem A < 8; — € gilt, erhélt man

€ S ﬂj - A S 5
Addiert man noch Gleichung (3.26), so gilt

pj=08—0=0—(Bi—A)=A

Nachdem gezeigt wurde, dass die e-KS-Bedingungen erfiillt sind,
muss noch gezeigt werden, dass der Algorithmus endet. Wie be-

reits erwdhnt, gibt es zwei Moglichkeiten von Iterationsschritten:

1. Wenn A > 3; — € gilt, dann wird das Objekt nicht zu der
Zuordnung hinzugefiigt und der Preis p; wird gleich A ge-

setzt.

2. Wenn A\ < 3; — e gilt, dann gilt 3; > w; und daher § > e.

In diesem Fall steigt m;; um mindestens e.

Die Vorraussetzung fiir ein Objekt j, um an einem Iterations-
schritt teilzunehmen, ist p; > A. Nachdem 1. die Preise des teil-
nehmenden Objekts auf A setzt, tritt Moglichkeit 7. nur endlich
oft auf. Daher wiirde der Profit einiger Personen gegen oo gehen,
wenn der Algorithmus nicht endet. Laut Gleichungen (3.17) und
(3.28) gilt

T = aij — pj < aij — A

Das heikt, dass die Profite durch max(; jyca ai; — A beschréinkt
sind. Das wiederum bedeutet, dass die Profite nicht gegen oo

gehen kénnen und der Algorithmus endet.
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3.4.3 Beispiele

Der Algorithmus wurde in Matlab implementiert.

Das Profit-Preis-Paar wurde wie bei der kombinierten Auktion initialisiert.

Beispiel 1

Matrix der Nutzenwerte:

=~ W N -
=N N W
W o =N
N W e W
Tt W W
N = =N
W N Ot

Optimale Zuordnung;:

_ o O O
o O O O
S = O O
o O O O
o O O =
o O O O
S O = O

Optimaler Preisvektor:

(0 0 0.1250 0 0.8750 0 0.7500)
Optimaler Profitvektor:

3.1250
4.2500
3.8750
4.0000

ol
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Abbildung 3.4: Durch das Einfithren einer Superquelle s und kiinstlicher
Kanten (s,j) mit Kosten gleich Null und einem zuléssigen Flussbereich von
[0, 00) fiir jedes Objekt j wird ein asymmetrisches Zuordnungsproblem in ein
minimales Kostenflussproblem transformiert.
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3.5 Auktionsalgorithmus fiir Mehrfachzuordnungs-

probleme

3.5.1 Einleitung

In diesem Abschnitt werden ebenfalls asymmetrische Zuordnungsprobleme
betrachtet. Das heifst, dass es mehr Objekte als Personen gibt. Der einzige
Unterschied ist, dass eine Person nun mehrere Objekte ersteigern darf. Das

heifst, dass das Problem nun folgendermaken aussieht:

max E Q5 Tjj

(i,7)€EA

unter den Nebenbedingungen

> w1, Vi=1,..,m,
JEA()

Y omy=1,Vi=1,..n,
i€ B(j)

0 < zyy, V(l,]) €A

mit m < n.

Um die Zuléssigkeit sicherzustellen, miissen sowohl A(7) als auch B(j) fiir
alle ¢ und j nichtleer sein.

Dieses Problem kann in ein minimales Kostenflussproblem transformiert wer-

den:

unter den Nebenbedingungen

Z xz‘] _xS’L = 17 vl = 1’...,m,
JEA(H)

Z Ti5 = 1, V] = 1,...,71,
i€B(j)

m
E Tg; =N — M,
i=1
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0< Tij, V(Z,j) S A,
0 < Tsiy Vi = 1, ey N

Um das Originalproblem in dieses minimale Kostenflussproblem zu konver-
tieren, muss die Maximierung durch Minimierung ersetzt und das Vorzeichen
der Zielfunktion geindert werden. Weiters miissen eine Superquelle s und
kiinstliche Kanten, die von der Superquelle zu allen Personen fiihren, einge-
fiihrt werden. Um die Zuldssigkeit sicherzustellen, werden all diese kiinstli-
chen Kanten mit Kosten gleich Null und ein Flussbereich von [0, c0) definiert
(sieche Abbildung (3.5)).

Wendet man die Dualitétstheorie an, so erhalt man folgendes duale Problem:

m n
mian— +ij + (n —m)A
i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

i +p; > ai;, V(i,j) € A, (3.29)
A>m, Vi=1,...,m. (3.30)

Um den Auktionsalgorithmus auf dieses Problem anzupassen, miissen e-KS-
Bedingungen fiir dieses spezielle Problem definiert werden. Eine Zuordnung

S und ein Paar (7, p) erfiillen e-KS, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

™ +p; > aij — €, V(i, ) € A, (3.31)

T+ pj = aij, V(i j) €5, (3.32)

™ = Max m, Vi: mehrfachzugeordnet unter S. (3.33)
=1,...m

Satz 3.5.1 Wenn eine Zuordnung zuldssig ist und gemeinsam mit dem Paar
(m,p) die e-KS-Bedingungen erfillt, dann unterscheidet sich diese Zuordnung
um hdchstens me von der optimalen Lésung. Gleichzeitig ist der Unterschied

zwischen dieser Lésung und der optimalen Lisung des dualen Problems eben-
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falls héchstens me, wenn fir (7*,p, \*) folgende Bedingungen gelten:

A*= max 7w, (3.34)
k=1,....m
m=m+eVi=1..,m. (3.35)

(J5], S. 190)

Dieser Satz wird ohne Beweis angenommen, da die Beweisfiih-

rung analog zu Satz 3.4.1 ist.

3.5.2 Der Algorithmus

In 'Reverse Auction and the Solution of Inequality Constrained Assignment
Problems’ [12] und ’Linear Network Optimization, Algorithms and Codes’
[5] findet man einen Algorithmus, der dieses Mehrfachzuordnungsproblem
16st. Um derartige Probleme mit dem Auktionsalgorithmus zu l6sen, wird
zuerst, wie bei der asymmetrischen Auktion, die Vorwirtsauktion solange
angewendet, bis jede Person einem Objekt zugeordnet ist. Dabei ist es wich-
tig, dass die Anfangszuordnung und das initiale Profit-Preis-Paar (7, p) die
e-KS-Bedingungen (3.31) und (3.32) erfiillen. Die Zuordnung, die durch An-
wendung der Vorwértsauktion erreicht wird, ist nicht zuldssig, da es noch
nicht zugeordnete Objekte gibt. In einem zweiten Schritt miissen nun die
optimalen Personen fiir diese Objekte gefunden werden. Dafiir wird eine an-
gepasste Riickwirtsauktion angewendet. Fiir diesen Algorithmus muss der

maximale initiale Personenprofit A definiert werden:

A= nax . (3.36)
Dieser Skalar bleibt wihrend der gesamten Durchfilhrung des Algorithmus
fixiert.

Die angepasste Riickwértsauktion entspricht der Riickwértsauktion fiir sym-
metrische Zuordnungsprobleme. Der einzige Unterschied ist, dass wenn ein
Objekt einer Person zugeordnet wird, der bereits ein Objekt zugeordnet ist,
dieses bereits zugeordnete Objekt erhalten bleiben kann und somit eine Per-
son mehrere Objekte besitzen darf. Erreicht der Profit einer Person ¢ die

obere Grenze A, so bleiben alle der Person i bereits zugeordneten Objekte
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zugeordnet und teilen sich diese Person. Solange die obere Grenze A nicht
erreicht wird, erhélt eine Person ¢ immer nur ein Objekt. Der Algorithmus
erfiillt die e-KS-Bedingungen (3.31) und (3.32). Wenn alle Objekte zuge-
ordnet sind, endet der Algorithmus. Am Ende des Algorithmus ist auch die
Bedingung (3.33) erfiillt.

Angepasste Riickwédrtsauktion

Steigerungsphase

Aus der Menge der nicht zugeordneten Objekte wird ein Objekt
J ausgewdhlt und dessen beste Person i; gesucht. Das ist die
Person, die dem Objekt j den héchsten Wert, liefert:

jj = arg max {a;; — ;. 3.37
% rg ieB(j){a” it ( )
Der zugehorige Wert wird durch

;= max {a;; — m; 3.38
;= max {ay — ) (3.39)
dargestellt.

Nachdem die beste Person gefunden wurde, wird der Wert der

zweitbesten Person gesucht:

;= i — T} 3.39
wy = e {ay =i} (3.39)
Definiere:
o= min{/\ — Wi.j,ﬂj —w; + 6}. (3.40)
Zuordnungsphase

Nun wird das Paar (i;,j) zu der Zuordnung S hinzugefiigt und

Preis und Profit folgendermafen aktualisiert:
pj =B — 9, (3.41)

7Tij

=, + 0. (3.42)
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Das Objekt j" das bisher Person i; zugeordnet war, wird von der

Zuordnung entfernt, falls ¢ positiv ist.

Wihrend der gesamten Durchfiihrung des Algorithmus kann die Anzahl der
zugeordneten Objekte entweder steigen oder gleich bleiben. Nur wenn §

gleich Null ist steigt die Anzahl(6 = 0 <= m;; = A, weil 8; —w; +€ > €, Vj).

Satz 3.5.2 Die Losung des Mehrfachzuordnungsproblems durch Anwendung
der angepassten Riickwdrtsauktion ist eine zuldssige Zuordnung, die sich um

hochstens ne von der optimalen Lésung unterscheidet.

(J5], S. 192)

Beweis: Ahnlich wie im Beweis fiir Satz 3.4.2 ist Folgendes zu

zeigen:

1. Wéahrend der gesamten Durchfiilhrung des Algorithmus fiir
Mehrfachzuordnungsprobleme sind Bedingungen (3.31), (3.32)

und

A= max m; (3.43)

i=1,....m
erfiillt. Daher werden die e-KS-Bedingungen (3.31), (3.32)
und (3.33) am Ende des Algorithmus nicht verletzt.
2. Der Algorithmus endet.

Um 1. zu zeigen, muss gezeigt werden, dass, wenn die Bedingun-
gen (3.31), (3.32), (3.33) und (3.43) am Anfang jedes Iterations-
schrittes erfiillt sind, diese auch am Ende des Iterationsschrittes
gelten.

Das einzige Preis-Profit Paar, welches sich &ndert, ist:
pj =0 =0 =ai; —mi; =9

no._
T, =T 40

= m + P =T, +0+a;,; —m,

J_(S:aijj

= (3.31) und (3.32) sind auch nach dem Iterationsschritt er-
fallt.
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Nachdem m;; der einzige Profit ist, der sich dndert, und entweder
auf A oder einen Wert niedriger als A gesetzt wird, gilt nach dem
Iterationsschritt A = max;—1, 7. Das heilt, dass die Bedin-
gungen (3.33) und (3.43) auch nach dem Iterationsschritt erfiillt
sind.

Um zu zeigen, dass der Algorithmus endet, zieht man in Betracht,
dass in jedem Iterationsschritt der Profit einer Person entweder
um mindestens e steigt oder auf A gesetzt wird. Das heifst, dass
nur endlich oft Profite vorkommen, die kleiner als A sind. Erreicht
der Profit einer Person allerdings A, so bleiben alle Objekte, die
dieser Person bereits zugeordnet wurden, zugeordnet. Das heifst,
dass frither oder spéter alle Objekte zugeordnet sind. Anderer-
seits sind die Profite der einzelnen Personen durch A beschrinkt.
Das heifst, dass Personen nur eine endliche Anzahl an Geboten
erhalten kénnen.

Also findet der Algorithmus eine Mehrfachzuordnung und endet.

3.5.3 Beispiele

Der Algorithmus wurde in Matlab implementiert.

Das Profit-Preis-Paar wurde wie bei der kombinierten Auktion initialisiert.

Beispiel 1

Matrix der Nutzenwerte:

1 3 2 3 4 2 4
2 214 315
3 2 43 3 4 2
413 25 2 3
Optimale Zuordnung:
01 000O0O
0001001
0010010
1 000100
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Optimaler Preisvektor:
(1.1250 0.1250 1.1250 1.1250 2.1250 1.1250 2.1250)

Optimaler Profitvektor:

2.8750
2.8750
2.8750
2.8750
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Abbildung 3.5: Durch das Einfiihren einer Superquelle s und kiinstlicher
Kanten (s,7) mit Kosten gleich Null und einem zuléssigem Flussbereich von
[0,00), wird das Mehrfachzuordnungsproblem in ein minimales Kostenfluss-
problem transformiert.
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Kapitel 4

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird das Zuordnungsproblem betrachtet. Bei diesem
Problem werden Personen und Objekte einander zugeordnet und Preise bzw.
Profite ermittelt. Dimitri P. Bertsekas hat einen sehr niitzlichen Algorithmus
konstruiert, der diese Art von Problemen 16st.

Der einfachste Spezialfall ist das symmetrische Zuordnungsproblem, wobei es
gleich viele Objekte wie Personen gibt, die einander zugeordnet werden sol-
len. In einer naiven Weise wird ein Algorithmus hergeleitet, der einen schwe-
ren Fehler beinhaltet. Fiir eine groke Gruppe von Beispielen erzeugt dieser
Algorithmus eine Endlosschleife. Daher wird die sogenannte e-komplementére
Schlupfbedingung eingefiihrt. Mit dieser zusétzlichen Bedingung wird ein Al-
gorithmus kreiert, der jegliche zuléssige symmetrische Zuordnungsprobleme
16st.

Durch Betrachten des Problems aus einer anderen Perspektive wird ein zwei-
ter Algorithmus hergeleitet, der die Zuordnung und den Profit jeder Person
bestimmt. Dieser Algorithmus wird als Riickwértsauktion bezeichnet, da er
das Problem umgekehrt 16st.

Nachdem beide Algorithmen dasselbe Problem 16sen, werden diese beiden in
einem dritten Schritt kombiniert und dadurch ein neuer Algorithmus gebil-
det, der spéter auf eine gréfere Bandbreite an Problemen adaptiert werden
kann. Durch die Anwendung von Graphentheorie und Dualitdt kénnen asym-
metrische Probleme derart transformiert werden, sodaf es moglich ist den
Auktionsalgorithmus auf diese Probleme anzupassen. Allerdings miissen neue

komplementédre Schlupfbedingungen eingefiihrt werden, um dies zu ermdgli-

61



chen. Auf diese Art und Weise kénnen auch asymmetrische und Mehrfach-
zuordnungsprobleme mit Hilfe eines angepassten Auktionsalgorithmus geldst

werden.
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Anhang A

Grundlagen der
Graphentheorie

In ’Linear Network Optimization, Algorithms and Codes’ [5] und ’'Lineare
Optimierung und Netzwerkoptimierung’ [13] findet man einige Grundlagen
der Graphentheorie.

Ein Graph kann als G = (N, A) dargestellt werden, wobei N = {nq,...,n,}
eine Menge von Knoten und A = {ay, ..., a4} eine Menge von Kanten dar-
stellt. Jede Kante ist durch zwei Endpunkte definiert: a = (n;,n;) bzw.
a = (i,7) (siehe Abbildung (A.1), S. 64).

Gibt man jeder Kante eine Richtung, so erhdlt man einen gerichteten Gra-
phen. Nun hat jede Kante einen Ausgangspunkt ¢(a) und einen Endpunkt
h(a). Daher ist es wichtig, dass die Kante (7, j) ein geordnetes Paar ist, da
sich (4,7) von (j,7) unterscheidet.

Wenn man die Knoten eines Graphen in eine Menge T aller Startpunkte und
eine Menge H aller Endpunkte teilen kann, spricht man von einem biparti-
ten Graphen. Ein Beispiel dafiir ist das Zuordnungsproblem (siehe Abbildung
(A.1), S. 64).

Zwei spezielle Formen von gerichteten Graphen sind Wege und Kreise.

Ein Weg W ist eine Folge von Knoten (nq,...,n,) und eine zugehérige Folge
von Kanten (a1, ...,ap—1) mit p > 2. Hier kann a; entweder (n;,n;1) (Vor-
wirtskante) oder (n;11,n;) (Riickwértskante) sein. Besteht der gesamte Weg
nur aus Vorwirts- bzw. Riickwértskanten, so nennt man dies einen Vorwérts-

bzw. Riickwirtsweg. Andernfalls kann man den Weg in W™ und W~ teilen.
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Abbildung A.1: Beispiel eines Graphen

Sind Anfangs- und Endknoten identisch (n; = ny), spricht man von einem
Kreis (sieche Abbildung (A.3), S. 66). Man spricht von einem azyklischen
Graphen, wenn er keinen Kreis enthélt. Ein Graph heiffit zusammenhingend,
wenn fiir jedes Knotenpaar (n;,n;) ein Weg existiert, der die beiden Knoten
verbindet. Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph, der keinen Kreis
enthélt. Ein Untergraph von G = (N, A) ist ein Graph G; = (N1, A1) mit
N1y € N und A; C A. Ein spannender Baum B von @ ist ein spannender
Untergraph von G mit V' = V (siehe Abbildung (A.4), S. 67).

Angenommen jeder Kante (7, ) ist ein Fluss x;; zugewiesen, so nennt man
x einen Flussvektor. Dies ist ein Vektor, bei dem jeder Kante eine Zahl zuge-
ordnet ist, die den Fluss der Kante darstellt. Im Divergenzvektor y sind die

Werte des gesamten Flusses (ausgehender Fluss minus eingehendem Fluss)
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Abbildung A.2: Beispiel eines gerichteten Graphen

gespeichert:

Yi = Z Tij — Z xji, Vi € N.

{il@.5)eA} {il(G5)eA}

Beim Zuordnungsproblem ist der Fluss x;; = 1 fiir alle Personen 4, die ei-
nem Objekt j zugeordnet sind, andernfalls wird z;; = 0 gesetzt. Nachdem
jede Person nur einem Objekt zugeordnet werden kann, ist die Divergenz
jedes Personenknoten y; =1 — 0 = 1 und die Divergenz jedes Objektknoten
Yy =0—-1= -1
Ein Knoten mit y; > 0 wird Vorratsknoten genannt. Knoten mit y; < 0 be-
zeichnet man als Bedarfsknoten. Knoten mit y; = 0 sind sogenannte Durch-
flussknoten. Ein Graph mit y; = 0 fiir alle ¢ € N heifst Zirkulation. Addiert
man y; {iber alle i € N, ergibt dies ) .. n 7 = 0 (sieche Abbildung (A.5), S.
68).
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Vorwadrtsweg:

Kreis:

/
\

Abbildung A.3: Wege und Kreise

Ein negativer Fluss deutet an, dass der Fluss gegen die von der Kante an-
gegebene Richtung geht. Im Zuordnungsproblem ist entweder x;; = 1 oder
xj; = —1, wenn die Person ¢ dem Objekt j zugeordnet ist. Das heifit, dass
jeder negative Fluss durch Anderung der Richtung zu einem positiven Fluss
transformiert werden kann. Also kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

angenommen werden, dass alle Fliisse nichtnegativ sind.
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1.) Zusammen-
hangender
Graph G: @
SRS

2.) Spannender aber nicht
zuammenhangender
Untergraph von G:

OISO,
3.) Spannender @
<&

SRS
&

Abbildung A.4: 1.)Zusammenh#ngender aber nicht azyklischer Graph G 2.)
Azyklischer, spannender aber nicht zusammenhéngender Untergraph von G
3.) Spannender Baum T von G: Spannender Untergraph, der azyklisch und
zusammenhangend ist



= 0 (Durchflussknoten
Beispiel 1: ¥2=0( )

Y,=-4
y; =2 X3 =- (Bedarfs-

(Vorrats- knoten)
knoten) /

y;=2
(Vorratsknoten)
Beispiel 2: y, =0
y.=0 Xas® Xy3=3 Ya= 0

Abbildung A.5: Beispiel 1: Graph mit unterschiedlichen Fliissen Beispiel 2:
Zirkulation



A.1 Das Maximale Flussproblem

In diesem speziellen Problem ist es das Ziel den maximalen Fluss von einer
Quelle s zu einer Senke t zu erreichen. Wahrend man versucht so viel Fluss
wie moglich von der Quelle zur Senke zu verschieben, miissen die Kapazi-
tatsbedingungen erfiillt sein.

Das Mazimale Flussproblem, welches unter anderem in ’Linear Network Op-
timization, Algorithms and Codes’ [5], 'Lineare Optimierung und Netzwer-
koptimierung’ [13] und ’Optimierung, Operations Research, Spieltheorie’ [14]

definiert ist, kann als lineares Optimierungsproblem dargestellt werden:
max T¢g

unter den Nebenbedingungen

Z xij - Z xji = 0, (Al)

{ilG.g)eA} {ilGeA}

Vi € N mit ¢ # s und ¢ # t,

Yooy = > =, (A-2)

{5l(s.4)€A} {il(i,t)e A}
Z bit < xys < Z Cit- (A.4)
{il(i,t)e A} {il(i,t)eA}

Um das mazimale Flussproblem mit dem minimalen Kostenflussproblem in
Verbindung zu stellen, werden zuerst allen Kanten Kosten Null zugeordnet.
Nun werden kiinstliche Kanten (¢, s) mit Kosten —1 eingefiihrt, wobei die
obere Flussgrenze entsprechend hoch und die untere Flussgrenze entspre-
chend tief gesetzt werden muss, sodass diese Grenzen wéahrend des Prozesses
nie verletzt werden.

Nachdem die Kosten aller Kanten mit Ausnahme von (¢, s) Null sind, wird
nun —xss minimiert. Durch einen Vorzeichenwechsel kann von der Minimie-
rung zur Maximierung gewechselt werden. Daher kann z;s maximiert werden,
was die Divergenz von s darstellt. In dem Paper ’An Auction Algorithm for
the Max-Flow Problem’ [2], wird ein Algorithmus zum Losen dieses speziel-

len Problems eingefiihrt. Da dies aber nicht in direktem Zusammenhang mit
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Alle Kostenkoeffizienten
auBer a,, sind Null

Vorrats- Bedarfs-
knoten knoten

S >\\t

A\ 4

Kiinstliche Feedbackkante

&
<

Kostenkoeffizient = -1

Abbildung A.6: Minimale Kostenflussdarstellung eines mazimalen Flusspro-
blems. Im Optimum ist der Fluss x¢s gleich dem maximalen Fluss von s nach
t des Subgraphen ohne kiinstlicher Kante (¢, s).

dem Zuordnungsproblem steht, wird dieser Algorithmus in dieser Diplomar-

beit nicht weiter erdrtert.
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A.2 Das Transportproblem

Das Transportproblem ist dem Zuordnungsproblem dhnlich. Es kann ebenfalls
durch einen bipartiten Graphen dargestellt werden.

Ein einfaches Beispiel (siehe Abbildung (A.7)): Eine Firma produziert ihre
Produkte in drei unterschiedlichen Fabriken f;, fo und f3. Die Produkte
sollen zu den Geschiften g1, go und g3 transportiert werden. Dabei sollen die
Transportkosten minimiert werden. Die Kante von Firma f; zu Geschift g;
wird als x;; bezeichnet. Jede Fabrik kann eine gewisse Menge an Produkten
herstellen (= o;) und jedes Geschift kann eine gewisse Menge lagern (= ;).
Die Kosten des Transportes von Fabrik f; zu Geschift g; werden als a;;
bezeichnet.

Das Transportproblem, welches Bertsekas in "Linear Network Optimization,
Algorithms and CodesLinear Network Optimization, Algorithms and Codes’

[5] erklért, kann verallgemeinert als lineares Optimierungsproblem betrachtet

min E Q5 Tij

(i,5)EA

werden:

unter den Nebenbedingungen

Z Ty = oy, Vi=1,...,m, (A.5)
{3l(i.5)eA}

S owy =8, Vi=1,..n, (A.6)
{il(i,5)€A}

0< Tij < min{aiﬁj}, V(Z,j) € A. (A7)

Fiir Zuléassigkeit muss
m n
S-S
i=1 j=1

erfiillt sein.

In dem Paper 'The Auction Algorithm for the Transportation Problem’ [11],
wird ein Algorithmus zum Losen dieses speziellen Problems eingefiihrt. Da
dies aber nicht in direktem Zusammenhang mit dem Zuordnungsproblem

steht, wird dieser Algorithmus in dieser Diplomarbeit nicht weiter erértert.
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Abbildung A.7: Transportproblem



Anhang B

Implementierung des

Algorithmus

Dies ist der Versuch die Gauss-Seidel-Version von Bertsekas’ Auktionsalgo-

rithmus in Matlab zu programmieren.

B.1 Vorwartsauktion

Dieser Algorithmus 16st das Zuordnungsproblem fiir symmetrische Matri-
zen der Nutzenwerte. Das Programm main_ auction.m fordert den Benutzer
auf eine quadratische, positive Matrix reeller Nutzenwerte einzugeben. Die-
ses Hauptprogramm ruft die Funktion auction(a) auf, die den tatséchlichen
Algorithmus beinhaltet.

main_ auction.m
% Auktionsalgorithmus fiir Symmetrische Zuordnungsprobleme

clear;

%Kurze Beschreibung des Programms:

disp(’Dieses Programm 16st ein symmetrisches Zuordnungsproblem
mittels Auktionsalgorithmus’);

%Frage nach spezifischer Eingabe:

a = input(’Geben Sie eine quadratische, positive Matrix
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reeller Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:’);

/Wiederholte Frage nach spezifischer Eingabe,

%#falls Benutzer falsches Format eingibt:

while (isempty(a) | rank(a) ~= length(a(l,:)) | length(a(:,1))
~= length(a(l,:)) | ~ isnumeric(a) | imag(a) ~= 0)

a = input(’Diese Eingabe erfiillt nicht die gefragten Bedingungen.
Bitte geben Sie eine quadratische, positive Matrix reeller
Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:?)

end

#Das Ergebnis wird dargestellt:

disp(’Die optimale Zuordnung ist durch b und der optimale
Preis durch p gegeben:’)

[b,pl=auction(a)

auction.m

function[b,pl=auction(a)

%In dieser Funktion ist der tatsdchliche Auktionsalgorithmus
%himplementiert.

»n gibt die Anzahl der Personen an:

n = length(a(:,1));

#Die erste Zuordnung b und der Preisvektor p werden auf
#Null gesetzt, um die e-KS-Bedingung zu erfiillen.

b

P
%#Der Parameter e muss kleiner als 1/n gewdhlt werden, damit

zeros(n) ;

zeros(1l,n);

hdie Losung des Algorithmus optimal ist (angenommen die
#Nutzenwerte sind ganzzahlig, andernfalls ist die Ldsung
%in einer gewissen Umgebung der optimalen L&sung).

e = 1/(n+1);

%#Die Auktion lduft solange die Matrix b nicht vollen Rang
%hat. Sobald die Matrix vollen Rang erreicht, endet die
hAuktion.

while rank(b) < n

for 1 = 1:n

%Uberpriifung, ob Person bereits zugeordnet:
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if b(i,:)==0

%Suche das beste Objekt j:

%v ... zugehdriger Wert

[v,jl=max(a(i,:) - p);

%Suche das zweitbeste Objekt:

%kreiere dafiir eine Matrix al, wobei das beste Objekt geldscht
fwird.

al = zeros(n-1);

for k = 1:(j-1)

al(i,k)=a(i,k);

end

for k = (j+1):n

al(i,k-1)=a(i,k);

end

%Kreiere einen Preisvektor pl, wobei der Preis des besten
%0bjekts geldscht wird:

pl = zeros(1,(n-1));

for k = 1:(j-1)

pl&)=pk);

end

for k = (j+1):n

p1(k-1)=p(k);

end

%Der Wert, den das zweitbeste Objekt liefert, ist in w
% gespeichert:

[w,s]= max(al(i,:)-pl);

%Berechne das Gebot:

d=p(j)+v-w+e;

%Speichere die neue Zuordnung in b:

b(:,j) = 0;

b(i,j) = 1;

%Aktualisiere den Preis des zugeordneten Objektes:
p(3) = d;

end end end
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B.2 Rickwartsauktion

Dieser Algorithmus 16st das Zuordnungsproblem fiir symmetrische Matrizen
der Nutzenwerte mittels Riickwértsauktion. Das Programm r_main_ auction.m
fordert den Benutzer auf eine quadratische, positive Matrix reeller Nutzen-
werte einzugeben. Dieses Hauptprogramm ruft die Funktion r auction(a)

auf, die den tatsachlichen Algorithmus beinhaltet.

r_main_ auction.m

#Rickwdrtsauktion fiir Symmetrische Zuordnungsprobleme

clear;

%#Kurze Beschreibung des Programms:

disp(’Dieses Programm 15st ein symmetrisches Zuordnungsproblem
mittels Riickwirtsauktion’);

#Frage nach spezifischer Eingabe:

a = input(’Geben Sie eine quadratische, positive Matrix
reeller Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:’);

#Wiederholte Frage nach spezifischer Eingabe,

%#falls Benutzer falsches Format eingibt:

while (isempty(a) | rank(a) ~= length(a(l,:)) | length(a(:,1))
~= length(a(l,:)) | ~ isnumeric(a) | imag(a) ~= 0)

a = input(’Diese Eingabe erfiillt nicht die gefragten Bedingungen.
Bitte geben Sie eine quadratische, positive Matrix reeller
Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:’)

end

#Das Ergebnis wird dargestellt:

disp(’Die optimale Zuordnung ist durch b und der optimale
Profit durch r gegeben:’)

[b,r]=r_auction(a)

r_auction

function [b,r]l=r_auction(a)

%#In dieser Funktion ist der tats&chliche Auktionsalgorithmus
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%implementiert.

%n gibt die Anzahl der Personen an:

n = length(a(:,1));

%#Die erste Zuordnung b und der Profitvektor r werden auf
#Null gesetzt, um die e-KS-Bedingung zu erfiillen.

b

r

zeros(n) ;

zeros(n,1);

1/(n+1);

%Die Auktion lduft solange die Matrix b nicht vollen Rang
%hat.

while rank(b) < n

e

for j = 1:n

%Uberpriifung, ob Person bereits zugeordnet:

if b(:,j)==0

%Suche die beste Person: [v,il=max(a(:,j) - r);
%#Suche die zweitbeste Person

Ykreiere dafiir eine Matrix al, wobei die beste Person
%hgeldscht wird.

al = zeros(n-1);

for k = 1:(i-1)

al(k,j)=alk,j);

end

for k = (i+1):n

al(k-1,j)=a(k,j);

end

%Kreiere einen Profitvektor rl, wobei der Profit der besten
%Person geldscht wird:

rl = zeros((n-1),1);

for k = 1:(i-1)

ri(k)=r(k);

end

for k = (i+1):n

r1(k-1)=r(k);

end

#Der Wert der zweitbesten Person ist w:

[w,s]= max(al(:,j)-rl);
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#Berechne das Gebot:

d=r(i)+v-wte;

%#Speichere die neue Zuordnung in b:

b(i,:)=0;

b(i,j)=1;

#Aktualisiere den Profit der zugeordneten Person:
r(i)=d;

end end end
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B.3 Kombinierte Auktion

Dieser Algorithmus 16st das Zuordnungsproblem fiir symmetrische Matrizen

der Nutzenwerte mittels kombinierter Auktion. Das Programm ¢ main_ auction.m
fordert den Benutzer auf eine quadratische, positive Matrix reeller Nutzen-
werte einzugeben. Dieses Hauptprogramm ruft die Funktion ¢ auction(a)

auf, die den tatséchlichen Algorithmus beinhaltet.

Um zwischen Vorwérts- und Riickwartsauktion zu wechseln, wird angenom-

men, dass die Vorwértsauktion nur bei geradzahligem Rang der Nutzen-
wertmatrix und die Riickwéartsauktion nur bei ungeradzahligem Rang der

Nutzenwertmatrix durchgefithrt wird.

¢_main_ auction.m

clear;

%Kurze Beschreibung des Programms:

disp(’Dieses Programm 16st ein symmetrisches Zuordnungsproblem
mittels kombinierter Auktion?’);

%Frage nach spezifischer Eingabe:

a = input(’Geben Sie eine quadratische, positive Matrix
reeller Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:’);

%#Wiederholte Frage nach spezifischer Eingabe,

%falls Benutzer falsches Format eingibt:

while (isempty(a) | rank(a) ~= length(a(l,:)) | length(a(:,1))
~= length(a(l,:)) | ~ isnumeric(a) | imag(a) ~= 0)

a = input(’Diese Eingabe erfiillt nicht die gefragten Bedingungen.
Bitte geben Sie eine quadratische, positive Matrix reeller
Nutzenwerte ein, die vollen Rang hat:’)

end

%#Das Ergebnis wird dargestellt:

disp(’Die optimale Zuordnung ist durch b, der optimale

Preis durch p und der optimale Profit durch r gegeben:’)

[b,p,r]=c_auction(a)

¢_auction.m
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function [b,p,rl=c_auction(a)

%n gibt die Anzahl der Personen an:

n = length(a(:,1));

#Definiere Matrizen/Vektoren, die im Laufe des Algorithmus
%benotigt werden:

b

p
f1 = zeros(1l,n);

zeros(n) ;

zeros(1,n);

r = zeros(n,1);

ri=zeros(n,1);

e = 1/(n+1);

%Initialisierung von Preis und Profit, damit die
he-KS-Bedingungen erfiillt sind:

for 1 = 1:n

p(1) = min(a(:,1i));

end
for j = 1:n
for i=1:n

if r(j)+pi)<ali,]j)

r(j) = a(i,j)-p(i);

end end end

%#Die Auktion lduft solange die Matrix b nicht vollen Rang
%hat.

while rank(b) < n

for i = 1:n

for j = 1:n

#Fir geradzahligen Rang wende Vorwdrtsauktion an:
if mod(rank(b),2)==0

if b(i,:)==0

[v,jl=max(a(i,:) - p);

al = zeros(n-1);

for k = 1:(j-1)

al(i,k)=a(i,k);

end

for k = (j+1):n

al(i,k-1)=a(i,k);
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end

pl = zeros(l,(n-1));
for k = 1:(j-1)
p1(k)=p(k);

end

for k = (j+1):n
pl(k-1)=p(k);

end

[w,s]= max(al(i,:)-pl);
d=p(j)+v-u+e;
b(:,j)=0;

b(i,j)=1;

p(j)=d;
%Aktualisierung des Profits, damit e-KS nicht verletzt
fwird:
r(j)=ali,j)-p(3);

end

%Fir ungeradzahligen Rang wende Vorwédrtsauktion an:
else

if b(:,j)==0
[v,il=max(a(:,j) - r);
al = zeros(n-1);

for k = 1:(i-1)
al(k,j)=ak,j);

end

for k = (i+1):n
al(k-1,j)=a(k,j);

end

rl = zeros((n-1),1);
for k = 1:(i-1)
r1(k)=r(k);

end

for k = (i+1):n
r1(k-1)=r(k);

end

[w,s]= max(al(:,j)-rl);
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if s > (i-1)
s=s+1;

end

if a(s,j)==0
W=V - e;
end

d=r(i)+v-w+te;

b(i,:)=0;
b(i,j)=1;
r(i)=d;

hhktualisierung des Preises, damit e-KS nicht verletzt
hwird

p(i)=a(i,j)-r(i);

end end end end end
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B.4 Auktionsalgorithmus fiir asymmetrische Zuord-

nungsprobleme

Dieser Algorithmus 16st Zuordnungsprobleme mit asymmetrischen Matrizen
der Nutzenwerte durch Verwendung einer angepassten Riickwartsauktion.
Das Programm a_ main_ auction.m fordert den Benutzer auf eine asymme-
trische (mehr Zeilen als Spalten), positive Matrix reeller Nutzenwerte einzu-
geben. Dieses Hauptprogramm ruft die Funktion a_ auction(a) auf, die den

tatséichlichen Algorithmus beinhaltet.

a_main_ auction.m

clear;

%Kurze Beschreibung des Programms:

disp(’Dieses Programm 16st ein asymmetrisches Zuordnungsproblem

mittels Auktionsalgorithmus’);

%Frage nach spezifischer Eingabe:

a = input(’Geben Sie eine asymmetrische (mehr Zeilen als
Spalten), positive Matrix reeller Nutzenwerte ein, die
vollen Rang hat’);

%Wiederholte Frage nach spezifischer Eingabe,

%falls Benutzer falsches Format eingibt:

while (isempty(a) | rank(a) ~= length(a(:,1)) | length(a(:,1))

> length(a(l,:)) | ~isnumeric(a) | imag(a) ~= 0)

a = input(’Diese Eingabe erfiillt nicht die gefragten Bedingungen.

Bitte geben Sie eine asymmetrische (mehr Zeilen als Spalten),
positive Matrix reeller Nutzenwerte ein, die vollen Rang
hat:?)

end

%#Das Ergebnis wird dargestellt:

disp(’Die optimale Zuordnung ist durch b, der optimale
Preis durch p und der optimale Profit durch r gegeben:’)
[b,p,r]l=a_auction(a)

a__ auction.m
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function[b,p,r]l=a_auction(a)

%m gibt die Anzahl der Objekte an:

m = length(a(l,:));

%n gibt die Anzahl der Personen an:

n = length(a(:,1));

#Definiere Matrizen/Vektoren, die im Laufe des Algorithmus

Jbendtigt werden:

b = zeros(n,m);
p = zeros(l,m);
r = zeros(n,1);
e = 1/(m+1);

#Initialisierung von Preis und Profit, damit die
he-KS-Bedingungen erfiillt sind:
for i = 1:n

p(1) = min(a(:,1i));

end
for j = 1:n
for i=1:n

if r(j)+p(id<a(i,j)
r(j) = a(i,j)-pa);
end end end

Yhhhhnhhdhmvorwartsauktionhhhhhhhhhh

WVorwdrtsauktion wird benutzt, um eine initiale Zuordnung
%zu finden. Die Auktion l&uft solange die Zuordnungsmatrix
%b nicht vollen Rang hat.

while rank(b) < n

for 1 = 1:n

if b(i,:)==0

[v,jl=max(a(i,:) - p);

al = zeros(n-1,m-1);

for k = 1:(j-1)

al(i,k)=a(i,k);

end
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for k = (j+1):m
al(i,k-1)=a(i,k);
end

pl = zeros(l,(m-1));
for k = 1:(j-1)

pl (&) =p(k);

end

for k = (j+1):m
pl(k-1)=p(k);

end

[w,s]= max(al(i,:)-pl);
d=p(j)+v-w+e;

b(:,j) = 0;
b(i,j) = 1;
p(3) = d;

%Aktualisierung des Profits, damit e-KS nicht verletzt
Ywird:

r(i) = a(i,j) - p(§);

end end end

hhhhhhhhhhingepasste Rickwértsauktionhhhhhhhhhh

%#Die angepasste Riickwartsauktion liefert die optimale Zuordnung:
%Definiere:

%pi = Preise der Objekte, die in der initialen Zuordnung
%zugeordnet sind

%pc = Preise aller nicht zugeordneten Objekte

%1 = Minimum von pi

for j = 1:m

if b(:,j) == 0
pi(j) = 0;
pc(j) = p(j);
else

pi(j) = p(3);
pc(j) = 0;

end end
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1 = min(pi);

while max(pc) > 1

for j =1mm

if b(:,j) == 0

if p(j) > 1

[v,il=max(a(:,j) - 1);

al = zeros(n-1);

for k = 1:(i-1)

al(k,j)=alk,j);

end

for k = (i+1):n
al(k-1,j)=a(k,j);

end

rl = zeros((n-1),1);

for k = 1:(i-1)

ri(k)=r(k);

end

for k = (i+1):n

ri(k-1)=r(k);

end

[w,s]= max(al(:,j)-rl);

%Ist der Wert der besten Person um nur hdchstens e grofer
% als 1, so wird der Preis p(j) auf Null gesetzt und ein
%neuer Iterationsschritt gestartet.
ifl>v-e

p(j) = 1;

else

d = min(v-1,v-wte);
%Aktualisiere Preis und Profit:
p(j) = v-d;

r(i) r(i)+d;

#Das Objekt, das bisher der Person i zugeordnet war,

Jwird aus der Zuordnung entfernt und das Objekt j
hwird hinzugefiigt.

b(i,:) = 0

b(i,j) = 1;
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end

%Aktualisiere die Preise der nicht zugeordneten Objekte:

for j = 1:m

if b(:,j) == 0
pc(j) = p(j);
else

pc(j) = 0;

end end end end end end
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B.5 Auktionsalgorithmus fiir Mehrfachzuordnungs-

probleme

Dieser Algorithmus 16st Mehrfachzuordnungsprobleme durch Verwendung
einer angepassten Riickwirtsauktion. Das Programm m_ main_ auction.m
fordert den Benutzer auf eine asymmetrische (mehr Zeilen als Spalten), po-
sitive Matrix reeller Nutzenwerte einzugeben. Dieses Hauptprogramm ruft
die Funktion m_ auction(a) auf, die den tatséchlichen Algorithmus beinhal-
tet.

m_main_ auction.m

clear;

#Kurze Beschreibung des Programms:

disp(’Dieses Programm 16st ein Mehrfachzuordnungsproblem
mittels Auktionsalgorithmus:’);

#Frage nach spezifischer Eingabe:

a = input(’Geben Sie eine asymmetrische (mehr Zeilen als
Spalten), positive Matrix reeller Nutzenwerte ein, die
vollen Rang hat’);

%Wiederholte Frage nach spezifischer Eingabe,

%#falls Benutzer falsches Format eingibt:

while (isempty(a) | rank(a) ~= length(a(:,1)) | length(a(:,1))

> length(a(l,:)) | ~isnumeric(a) | imag(a) ~= 0)

a = input(’Diese Eingabe erfiillt nicht die gefragten Bedingungen.

Bitte geben Sie eine asymmetrische (mehr Zeilen als Spalten),

positive Matrix reeller Nutzenwerte ein, die vollen Rang
hat:?)

end

%#Das Ergebnis wird dargestellt:

disp(’Die optimale Zuordnung ist durch b, der optimale
Preis durch p und der optimale Profit durch r gegeben:’)

[b,p,r]=m_auction(a)
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m_ auction.m

function[b,p,r]=m_auction(a)

%m gibt die Anzahl der Objekte an:

m = length(a(l,:));

%n gitb die Anzahl der Personen an:

n = length(a(:,1));

%#Definiere Matrizen/Vektoren, die im Laufe des Algorithmus

%bendtigt werden:

b = zeros(n,m);
p = zeros(l,m);
r = zeros(n,1);
e = 1/(m+1);

%Initialisierung von Preis und Profit, damit die
%e-KS-Bedingungen erfiillt sind:
for i = 1:n

p(i) = min(a(:,1));

end
for j = 1:n
for i=1:n

if r(j)+p(id<a(i,j)
r(j) = a(i,j)-p(i);
end end end

hhhhlhthtottVorwdrtsauktionhhhhhhhhhh

#Vorwdrtsauktion wird benutzt, um eine initiale Zuordnung
%zu finden. Die Auktion lduft solange die Zuordnungsmatrix
%b nicht vollen Rang hat.

while rank(b) < n

for i = 1:n

if b(i,:)==0

[v,jl=max(a(i,:) - p);

al = zeros(n-1,m-1);

for k = 1:(j-1)

al(i,k)=a(i,k);
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end

for k = (j+1):m
al(i,k-1)=a(i,k);
end

pl = zeros(1, (m-1));
for k = 1:(j-1)
pl(k)=p(k);

end

for k = (j+1):m
plk-1)=pk);

end

[w,s]= max(al(i,:)-pl);
d=p(j)+v-ute;

b(:,j) = 0;
b(i,j) = 1;
p(j) = d;

%hAktualisierung des Profits, damit e-KS nicht verletzt
hwird:

r(i) = a(i,j) - p(j);

end end end

hhhhhhhhhhAngepasste Rickwdrtsauktionhhhhhlhhhsh

%#Die angepasste Riickwdrtsauktion liefert die optimale Zuordnung:
#Definiere:

%ri = Profite der Personen, die in der initialen Zuordnung
hzugeordnet sind

%pc = Profite aller nicht zugeordneten Personen

%1 = Maximum von ri

for i = 1:n

if b(i,:) ==
ri(i) = 0;
rc(i) = r(i);
else

ri(i) = r(i);
rc(i) = 0;
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end end

1 = max(ri);

while sum(sum(b))< m
for j = 1:m

if b(:,j) == 0
[v,il=max(a(:,j) - r);
al = zeros(n-1);

for k = 1:(i-1)
al(k,jlr=alk,j);

end

for k = (i+1):n
a1(k-1,j)=a(k,j);

end

rl = zeros((n-1),1);
for k = 1:(i-1)
r1k)=r(k);

end

for k = (i+1):n
r1(k-1)=r(k);

end

[w,s]= max(al(:,j)-rl);
d = min(1-r(i),v-wte);
p(j) = v-d;

r(i) = r(i)+d;

#Wenn d>0 ist, wird das Objekt, das bisher Person
%i zugeordnet war, aus der Zuordnungsmatrix b
%geldscht.

ifd>0

b(i,:) = 0;

end

b(i,j) = 1;

end end end end
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