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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Approximation allgemeiner Flächen durch ab-

wickelbare Flächen. Es sollen im Folgenden unterschiedliche Herangehensweisen an dieses

Problem erläutert werden. Zum einen sind dies Ansätze, die ein gegebenes Netz untertei-

len, um somit annähernd abwickelbare Bereiche zu erhalten und andererseits Zugänge,

die eine gegebene Punktmenge durch abwickelbare Flächen approximieren. Da die gege-

benen Flächen bzw. Punktmengen im Allgemeinen nicht abwickelbar sein werden bzw.

nicht von einer abwickelbaren Fläche stammen, ist offensichtlich, dass ein Kompromiss

eingegangen werden muss. Entweder beschreibt das Ergebnis exakt das gegebene Netz,

aber die Segmentierung ist nur annähernd abwickelbar oder die erhaltene Fläche ist

abwickelbar, aber beschreibt nicht exakt die gegebene Fläche bzw. Punktmenge, son-

dern nähert sie nur an. Eine weitere Möglichkeit wäre mit Dreiecksstreifen zu arbeiten,

wodurch mitunter eine exakte Beschreibung der Fläche und die Abwickelbarkeit des Er-

gebnisses gewährleistet ist, allerdings liefern diese Lösungen zumeist eine große Anzahl

an Streifen und lange Grenzen, was häufig unerwünscht ist. In den Beispielen, die die

Netzsegmentierung behandeln, sind die entstehenden Bereiche annähernd abwickelbar

und dies liefert für Anwendungen, die mit flexiblen Materialien arbeiten, etwa Stoff, eine

hinreichend gute Genauigkeit, deren Abweichung das Material ausgleicht. Die Anwen-

dungen für abwickelbare Flächen und somit auch für diese Algorithmen, sind weitläufig.

Sie reichen vom Flugzeug- und Schiffbau über Texturen in der Computergrafik, bis zu

Modedesign, um nur einige zu nennen.

Die weitere Arbeit ist wie folgt gegliedert: Zu Beginn werden die notwendigen Grundla-

gen aus der Differentialgeometrie und der Liniengeometrie erläutert. Anschließend wird

beleuchtet, wie man, bei gegebener Punktwolke bzw. Triangulierung, die Normalvektoren

in den Datenpunkten schätzen kann, was für viele Algorithmen aus dem untersuchten

Gebiet eine essentielle Rolle spielt. In den Kapiteln 3 und 4 werden dann zwei Methoden

zur Netzsegmentierung vorgestellt, bevor abschließend drei Algorithmen zur Approxi-

mation mit abwickelbaren Flächen, betrachtet werden.
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1 Grundlagen

1.1 Differentialgeometrische Grundlagen

Da die vorliegende Arbeit von abwickelbaren Flächen handelt, soll in diesem Kapitel

erläutert werden, was man unter diesem Begriff versteht. Dazu ist es zunächst nötig ei-

nige grundlegende Definitionen und Begriffe der Differentialgeometrie einzuführen. Nach

einer ersten Definition des Begriffs abwickelbar, sollen noch weitere Charakterisierungen

folgen, die diesen Begriff von anderen Seiten beleuchten. Die hier ausgeführten Defini-

tionen und Sätze sind in jedem Lehrbuch der Differentialgeometrie nachzulesen, etwa [3].

1.1.1 Flächen im Rn

In diesem Kapitel wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, also für einen

Vektor v ∈ V mit Koordinaten vj ∈ R bezüglich der Basis A = {aj |j = 1 . . .m} gilt

v =
m∑

j=1

vjaj = vjaj .

Wir bezeichnen im Folgenden die Koordinatenfunktionen des m-dimensionalen Zahlen-

raumes Rm (m ≥ 2) mit uj (j = 1, . . . ,m) und fassen die Menge Rn als euklidischen

Raum mit den Koordinatenfunktionen xα (α = 1, . . . , n) auf.

Sei U ⊂ Rm eine offene, nichtleere Teilmenge von Rm und f : U → Rn, also

a = (a1, . . . , am) ∈ U 7→ f(a) = (f1(a), . . . , fn(a)) ∈ Rn

dann schreiben wir für die partiellen Ableitungen

∂fα

∂uj
(a) =: fα,j (a) (1 ≤ α ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)
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und weiters für den Ableitungsvektor von f nach uj in a

f,j(a) :=
∂f

∂uj
(a) =

(
f1,j (a), . . . , fn,j (a)

)
∈ Rn.

Man nennt die (m× n)-Matrix




f,1 (a)
...

f,m (a)


 =




f1,1 (a) . . . fn,1 (a)
...

...

f1,m (a) . . . fn,m (a)


 = Jf (a)

die C. Jacobi1-Matrix von f in a.

Definition 1.1. Eine r-mal stetig differenzierbare Abbildung f : U → Rn (r ≥ 1) einer

offenen Menge U ⊂ Rm in Rn (2 ≤ m ≤ n − 1) heißt ein m-dimensionaler Cr(U)-Weg

(Cr(U)–m-Weg) in Rn. Die Punktmenge f(U) ⊂ Rn heißt Cr-Fläche (Cr–m-Fläche)

und die als nicht leer vorausgesetzte offene Definitionsmenge U heißt Parametermenge

des m-Weges f . Für n = m+ 1 heißt f ein Hyperflächenweg und f(U) eine Hyperfläche.

2u

1u
1x

3x

2x

f

1 2p=f(u ,u )

2u

1u

1x

3x

2x

f

1 2p=f(u ,u )U

Abb. 1.1: Parametermenge und Punktmenge eines Weges

Definition 1.2. Ist RgJf (a) = m so heißt a ∈ U bzw. f(a) ∈ f(U) ein regulärer

Punkt von f bzw. f(U). Falls RgJf (a) = m für alle a ∈ U gilt, so heißt f eine Cr(U)-

Immersion und f(U) eine reguläre Cr(U)-m-Fläche. Ist f injektiv, so heißt f(U) eine

einfache Fläche.

1Carl Gustav Jacob Jacobi, geboren am 10.12.1804 in Potsdam, gestorben am 18.02.1851 in Berlin
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Definition 1.3. Sei f : U → Rn und c : I ⊂ R→ U , c ∈ Cs(I) (s ≥ 1). Dann heißt

cf := f ◦ c : I → f(U) ⊂ Rn

ein Cs(I)-Flächenweg und die Punktmenge cf (I) ⊂ f(U) ⊂ Rn eine Cs(I)-Flächenkurve.

Definition 1.4. Sei A(V) der m-dimensionale reelle affine Raum mit der Punktmenge

a+V := {a+v|v ∈ V}. Dann heißt Va := (a; v) (v ∈ V) ein Tangentialvektor von A(V) in

a und {Va = (a; v)|v ∈ V} =: TaA(V) der Tangentialvektorraum von A(V) in a ∈ A(V).

Somit verstehen wir also in diesem Sinne einen Tangentialvektor als Aufhängepunkt a

und zugehörigem Vektorbestandteil v.

Definition 1.5. Sei f : U → Rn, a ∈ U . Dann heißt

Taf := {(f(a); v)|v ∈ H(f,1 (a), . . . , f,m (a))}

der Tangentialvektorraum der Fläche f(U) im Punkt f(a). Vf(a) ∈ Taf heißt ein Tan-

gentialvektor der Fläche f(U) im Punkt f(a).

Definition 1.6. Seien f(U), f(U) reguläre, einfache Flächen im Rn und α : f(U) →
f(U) differenzierbar. Für Xp ∈ Taf (p = f(a)) sei cf = f ◦ c : I → f(U) ⊂ Rn ein

regulärer C1(I)-Flächenweg mit

Xp = (cf (0); ċf (0)).

Dann heißt mit A := f
−1 ◦ α ◦ f : U → U die Abbildung

α∗p : Taf → TA(a)f mit Xp 7→ α∗p(Xp) :=

(
α(p);

d

dt
(α ◦ f ◦ c)(0)

)

die derivierte Abbildung von α in p.

Definition 1.7. Es seien f(U), f(U) reguläre, einfache Flächen im Rn. Dann heißt die

differenzierbare Abbildung α : f(U) → f(U) eine lokale Isometrie, wenn die derivierte

Abbildung α∗p für alle p ∈ f(U) ein orthogonaler Vektorraumisomorphismus ist.

Da nun alle nötigen Begriffe definiert wurden, können wir uns nun unserer eigentlichen

Intention, nämlich der Erläuterung von abwickelbar, zuwenden.

Definition 1.8. Eine reguläre C1-m-Fläche f(U) ⊂ Rn heißt abwickelbar, wenn f(U)

lokal isometrisch in den m-dimensionalen euklidischen Raum abgebildet werden kann.
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Beispiele für abwickelbare Flächen im dreidimensionalen Raum sind (und dies sind im

wesentlichen alle Flächen dieser Art):

• Zylinderflächen mit regulärem C1-Normalschnitt

• in der Spitze punktierte Halbkegelflächen mit regulärer C1-Richtkurve

• längs c(I) aufgeschnittene Tangentenflächen regulärer, wendepunktfreier C2-Kurven

c(I) ⊂ Rn

1.1.2 Krümmungstheorie der Hyperflächen

Nun wollen wir uns noch einer anderen Charakterisierung von abwickelbaren Flächen

widmen, nämlich jener mit Hilfe der sogenannten Gaußschen2 Krümmung. Auf dem

Weg zur Definition selbiger, begegnen wir zunächst der Gauß-Abbildung, auch sphärische

Abbildung genannt, die uns im späteren Verlauf dieser Arbeit wieder unterkommen wird.

In diesem Abschnitt gehen wir von Hyperflächen f(U) ⊂ Rm+1 aus, also f : U ⊂ Rm →
Rn mit n = m + 1 ist ein Hyperflächenweg. Auf Ausnahmen dieser Regel wird explizit

hingewiesen. Wir bezeichnen weiters die orientierte Fläche mit
−−−→
f(U) und den normierten

Normalvektor im Punkt f(a) mit nf (a). Damit erhalten wir die folgende

Definition 1.9. Sei f ∈ C2(U) regulär und Sm ⊂ Rm+1 die m-dimensionale Einheits-

hypersphäre, so heißt die Abbildung σ :
−−−→
f(U)→ Sm mit

f(a) = p ∈ f(U) 7→ σ(p) := nf (a) ∈ Sm

die Gauß-Abbildung (sphärische Abbildung) der Hyperfläche f(U).

Ein wichtiger Schritt auf dem Weg zur Gauß Krümmung ist die Weingarten3-Abbildung,

die uns direkt zu den Hauptkrümmungen und der Gauß Krümmung führt.

Definition 1.10. Ist f regulär und wird für a ∈ U der Tangentialvektorraum Tanf mit

Taf identifiziert, so heißt mit p = f(a) der Vektorraumendomorphismus

ωp : Taf → Taf mit ωp := −σ∗p

die Weingarten-Abbildung der orientierten Hyperfläche
−−−→
f(U).

2Johann Carl Friedrich Gauß, geboren am 30.04.1777 in Braunschweig, gestorben am 23.02.1855 in
Göttingen

3Julius Weingarten, geboren am 02.03.1836 in Berlin, gestorben am 16.06.1910 in Freiburg im Breisgau
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Abb. 1.2: oben v.l.n.r.: Ebene, Zylinder, Kegel; unten: die zugehörigen Gaußbilder

Sei Vp ein Tangentialvektor mit p = f(a), Fj(a) := (f(a); f,j (a)), (j = 1 . . .m) eine

Basis des zugehörigen Tangentialvektorraumes und N(a) = (p;n(a)) der Normalvektor

im Punkt f(a), dann wirkt die Weingarten-Abbildung also in der Art

Vp = vjFj(a) 7→ ωp(Vp) = −vjN,j (a) (1.1)

und insbesondere

ωp(Fj(a)) = −N,j(a). (1.2)

Satz 1.1. Ist f ∈ C2(U), so ist die Weingarten-Abbildung ωp selbstadjungiert für alle

p = f(a) ∈ f(U)

Beweis. Aufgrund der Linearität von ωp genügt es zu zeigen, dass für die Basisvektoren

die Beziehung

Fj(a) · ωp(Fk(a)) = ωp(Fj(a)) · Fk(a) bzw. f,j ·n,k = n,j · fk

gilt. Wir wissen, dass für alle j die Beziehung f,j ·n = 0 in U gilt und somit folgt durch

Differenziation

f,jk ·n+ f,j ·n,k = 0 und analog f,kj ·n+ f,k ·n,j = 0.
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Wegen f ∈ C2 folgt durch Differenzbildung die Behauptung. �

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass bei einer selbstadjungierten Abbildung alle

Eigenwerte reel sind und dass eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren existiert. Somit

ist nachfolgende Definition sinnvoll:

Definition 1.11. Es sei f ∈ C2(U) regulär. Die m reellen Eigenwerte (1)κp, . . . , (m)κp

von ωp heißen Hauptkrümmungen von
−−−→
f(U) in p. Ein zu einer Hauptkrümmung gehöriger

Eigenvektor heißt Krümmungsvektor, die zugehörige Flächentangente Krümmungstan-

gente.

K(a) := detωp = (1)κp · · · (m)κp heißt Gaußsche Krümmung von
−−−→
f(U) in p = f(a).

Bevor wir uns nun damit beschäftigen, wie die Gaußsche Krümmung mit abwickelbaren

Flächen in Verbindung steht, wollen wir uns noch eine weitere Betrachtungsweise der

Gaußschen Krümmung zuwenden, die uns später in Kapitel 4 wieder begegnen wird.

Dazu benötigen wir allerdings noch einige Vorkenntnisse, die zunächst erläutert werden

sollen.

Das kanonische innere Produkt im Rn induziert in jedem Tangentialvektorraum TpRn

ein inneres Produkt. Dabei gilt mit Xp = (p; v) und Yp = (p;w) ∈ TpRn, dass Xp · Yp =

v · w. Die folgenden zwei Definitionen, der metrischen Grundform und der Oberfläche,

beschränken sich nicht nur auf Hyperflächen.

Definition 1.12. Unter der metrischen (ersten) Grundform der Fläche f(U) im Punkt

f(a) versteht man mit Xp = vjFj(a), Yp = wjFj(a) ∈ Taf die Abbildung Gf(a) : Taf ×
Taf → R mit

Gf(a)(Xp, Yp) := Xp · Yp = vjwkFj(a) · Fk(a) = vjwkf,j (a) · f,k (a) = vjwkgjk(a) (1.3)

mit

gjk(a) := Gf(a)(Fj(a), Fk(a)) = f,j (a) · f,k (a) und ∆(a) := det(gjk(a)). (1.4)

Als nächstes soll die Oberfläche definiert werden, was wir anhand einer Überlegung im

dreidimensionalen Raum motivieren wollen. Wir gehen von einem Weg f : U ⊂ R2 → R3

mit f(u1, u2) = (u1, u2, z(u1, u2)) aus. Der Grundgedanke ist, dass ein achsenparalleles

Rechteck mit Flächeninhalt A im Parametergebiet U mit Mittelpunkt a durch Projektion

parallel zur x3-Achse in die Tangentialebene von f(U) in f(a) auf ein Parallelogramm

abgebildet wird, welches den Flächeninhalt A′ = A
√

∆ hat. Stellt man sich nun eine
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kompakte Menge T ⊂ U vor, so kann man diese durch infinitesimale Rechtecke annähern

und die projizierten Rechtecke nähern die Oberfläche beliebig gut an. Ganz allgemein

können wir die Oberfläche folgendermaßen definieren:

f(a)

a

1x

2x

3x

E (a)2

F (a)1
F (a)2

E (a)1

U

f(U)

Abb. 1.3: Geometrische Motivation der Oberflächendefinition

Definition 1.13. Sei f(U) eine reguläre Fläche. Dann heißt für jede beschränkte,

Jordan-messbare Teilmenge T ⊂ U

O(f(T )) :=

∫

T

√
∆du1 . . . dum

die Oberfläche von f(T ).

Bevor wir unsere Ausführungen zur Gaußschen Krümmung abschließen können, brau-

chen wir noch ein letztes Hilfsmittel, nämlich die sogenannte Krümmungsform:

Definition 1.14. Sei f ∈ C2(U) regulär, p = f(a). Dann versteht man unter der

Krümmungsform (2. Grundform) der orientierten Fläche
−−−→
f(U) im Punkt f(a) die Ab-

bildung Hf(a) : Taf × Taf → R mit

Hf(a)(Xp, Yp) := Gf(a)(Xp, ωp(Yp)) = Xp · ωp(Yp).
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Die Funktionen hjk : U → R mit

hjk(a) := Hf(a)(Fj(a), Fk(a))

heißen Koordinatenfunktionen von Hf .

Fassen wir nun noch einige Eigenschaften zusammen:

Aus f,j ·n = 0 folgt durch Differenziation f,jk ·n+ f,j ·n,k = 0. Somit gilt

hjk(a) = Fj(a) · ωp(Fk(a)) = −f,j (a) · n,k (a) = n(a) · f,jk (a). (1.5)

Weiters gilt mit ωp(Fj(a)) = hlj(a)Fl(a)

hjk(a) = Fj(a) · ωp(Fk(a)) = f,j (a)hlk(a)f,l (a) = hlk(a)gjl(a), (1.6)

also gilt, wenn (gjk(a)) die zu (gjk(a)) inverse Matrix bezeichnet

hjk(a) = hlk(a)gjl(a)⇔ hlk(a) = hksg
sl(a). (1.7)

Somit lässt sich nun auch die Gaußsche Krümmung über die Determinanten der ersten

und zweiten Grundform berechnen, nämlich durch

K(a) = detωp = det
(
hjk(a)

)
=

det (hjk(a))

det (gjk(a))
. (1.8)

Kommen wir nun zur zuvor erwähnten alternativen Darstellung der Gaußschen Krümmung.

Satz 1.2. Sei f ∈ C2(U) regulär, a ∈ U und Bε := {u ∈ U | ‖u− a‖ ≤ ε}. Dann gilt mit

Ω := O(f(Bε)) und Ω := O(nf (Bε))

|K(a)| = lim
ε→0

Ω

Ω
. (1.9)

Beweis. Es ist Ω = O(f(Bε)) =
∫
Bε

√
∆du1du2 und Ω = O(n(Bε)) =

∫
Bε

√
∆du1du2 mit

∆ := det(gjk) und gjk := n,j ·n,k. Weiters gilt

gjk = n,j ·n,k = (−hljf,l ) · (−hskf,s ) = hljh
s
kgls ⇒ ∆ = det(gjk) = K2∆

und damit ergibt sich mit b ∈ Bε für Ω

Ω =

∫

Bε

|K|
√

∆du1du2 = |K(b)|
∫

Bε

√
∆du1du2 = |K(b)|Ω

8



Das zweite Gleichheitszeichen folgt dabei aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der

Integralrechnung. Für ε→ 0 gilt somit

lim
ε→0

Ω

Ω
= lim

ε→0

K(b)Ω

Ω
= K(a). �

W W

f(U)

Abb. 1.4: Gaußsche Krümmung als Grenzwert eines Verhältnisses von Flächen

Wir wollen im Folgenden betrachten, wie die Gaußsche Krümmung mit abwickelbaren

Flächen in Zusammenhang steht. Dazu werfen wir einen Blick auf Gauß berühmtes

Theorema Egregium, welches wir aber nicht beweisen.

Satz 1.3. Die Gaußsche Krümmung K einer regulären C3-2-Fläche im R3 ist innergeo-

metrisch.

Für einen Beweis siehe z.B. [3]. Daraus ergibt sich der Umstand, dass für f(U) ⊂ R3 die

Gaußsche Krümmung invariant bei Isometrien ist.

Definition 1.15. Eine reguläre C2-Fläche im R3 mit K = 0 heißt Torse.

Somit können wir nun den Zusammenhang zwischen Gaußscher Krümmung und Ab-

wickelbarkeit herstellen, denn es gilt:

Satz 1.4. Eine reguläre C3-2-Fläche im R3 ist genau dann abwickelbar, wenn sie eine

C3-Torse ist.
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1.1.3 Regelflächen

Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Ausführungen über Regelflächen abschließen,

die uns im späteren Verlauf noch einige Male begegnen werden.

Definition 1.16. Eine Fläche in R3 heißt eine Cr-Regelfläche (r ≥ 1), wenn sie mit

U := I × R ⊂ R2 eine Cr-Parameterdarstellung f : U → R3 der Gestalt

(u1, u2) ∈ U 7→ f(u1, u2) = l(u1) + u2r(u1) ∈ R3 mit l, r : U → R3 und r 6= 0 in U

gestattet. Die geradlinigen Flächenkurven u1 = konstant heißen Erzeugende der Regel-

fläche. Die Kurve l(I) ⊂ f(U) ⊂ R3 heißt eine Leitkurve von f(U), die Kurve r(I) eine

Richtkurve.

l(u)

l(u )0

r(u )0

Abb. 1.5: Regelfläche

Bemerkung: Wegen r 6= 0 kann ohne Einschränkung ‖r‖ = 1 in I vorausgesetzt werden.

Definition 1.17. Trägt eine Erzeugende nur singuläre Punkte, so heißt sie singuläre

Erzeugende, sonst nichtsinguläre Erzeugende.

Satz 1.5. (1) Eine Erzeugende e(u10) ist singulär ⇔

(l̇ × r)(u10) = (ṙ × r)(u10) = 0.

(2) Trägt eine Erzeugende e(u10) zwei verschiedene singuläre Punkte, so ist sie singulär.

Beweis. (1) f,u1 = l̇(u1) + u2ṙ(u1) und f,u2 = r(u1) und somit

(f,u1 ×f,u2 )(u10, u
2) = 0⇔ (l̇ × r)(u10) + u2(ṙ × r)(u10) = 0.
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(2) Gilt die soeben genannte Beziehung für zwei verschiedene u2-Werte, so gilt (l̇ ×
r)(u10) = (ṙ × r)(u10) = 0 also (f,u1 ×f,u2 )(u10, u

2) = 0 ∀u2, also ist jeder Punkt von

e(u10) singulär. �

Definition 1.18. Eine nichtsinguläre Erzeugende e(u10) heißt torsale Erzeugende, wenn

in zwei verschiedenen regulären Punkten von e(u10) die Tangentialebenen übereinstim-

men. Besitzt eine Regelfläche nur torsale Erzeugende, so heißt sie torsale Regelfläche.

Satz 1.6. Für eine nichtsinguläre Erzeugende e(u10) gilt:

e(u10) ist torsal ⇔ det(l̇, r, ṙ) = 0

Beweis. Sei e(u10) torsal. Dann gibt es zwei verschiedene Zahlen α, β ∈ R, sodass gilt

[(l̇ × r) + α(ṙ × r)]× [(l̇ × r) + β(ṙ × r)] = 0⇔ (α− β)[(ṙ × r)× (l̇ × r)] = 0

Dies ist aber wegen

(a× b)× (c× d) = cdet(a, b, d)− ddet(a, b, c)

äquivalent mit

det(l̇, r, ṙ)(u10) = 0. �

Bemerkung: Eine torsale Erzeugende besitzt somit in allen regulären Punkten dieselbe

Tangentialebene.

Definition 1.19. Sei e(u10) eine torsale Erzeugende.

(1) Trägt e(u10) einen singulären Punkt, so heißt dieser Kuspidalpunkt.

(2) Trägt e(u10) keinen singulären Punkt, so heißt e(u10) zylindrisch.

Der Kuspidalpunkt einer nicht singulären Erzeugenden eines Kegels bzw. einer Tangen-

tenfläche ist die Kegelspitze bzw. der Gratpunkt und jede nicht singuläre Erzeugende

eines Zylinders ist zylindrisch.

Satz 1.7. Jede von singulären Punkten freie C2-Fläche, die einer torsalen Regelfläche

angehört, ist eine Torse.

Der abschließende Satz zeigt nun, dass Zylinder, Kegel und Tangentenfläche im wesent-

lichen die einzigen torsalen Regelflächen sind.

Satz 1.8. Ist f : I × R → R3 ein torsaler C2-Regelflächenweg, so existiert zu jedem

u10 ∈ I in jeder offenen Umgebung I0 ⊂ I von u10 ein Punkt u1 ∈ I0 derart, dass für eine

offene Umgebung I von u1 dann f(I × R) zylindrisch, kegelig oder tangentenflächig ist.
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Beweis. Da alle Erzeugenden torsal sind gilt:

• keine singuläre Erzeugende ⇔ (l̇ × r), (ṙ × r) 6= (0, 0) in I

• jede Erzeugende ist torsal ⇔ det(l̇, r, ṙ) = 0 in I.

(1) Sei ṙ × r = 0 in I

Für ‖r‖ = 1 in I (o.B.d.A.) folgt ‖ṙ × r‖ = ‖ṙ‖, also ṙ = 0⇒ r = r0 ∈ R3 konst.

⇒ f(u, v) = l(u) + vr0 ⇒ f(U)zylindrisch.

(2) Sei ṙ × r 6= 0 in I

Wegen det(l̇, r, ṙ) = 0 folgt

l̇ = Ar +Bṙ, A,B : I → R.

Wir betrachten die Flächenkurve s(I) mit s(u) := l(u)−B(u)r(u). Dann gilt:

ṡ = l̇ − Ḃr −Bṙ = Ar − Ḃr = (A− Ḃ)r.

(a) A− Ḃ = 0 in I ⇒ ṡ = 0 in I ⇒ s(I) ist einpunktig ⇒ f(U) kegelig.

(b) A− Ḃ 6= 0 in I ⇒ ṡ 6= 0 in I ⇒ s(I) ist eine reguläre Flächenkurve ⇒ f(U) tangen-

tenflächig.

Weiters gilt:

• Ist eine stetige Funktion an einer Stelle ungleich Null, so gilt dies lokal.

• Ist eine stetige Funktion an einer Stelle gleich Null, so gilt dies entweder lokal oder

die Stelle ist eine isolierte Nullstelle.

Daraus folgt die Behauptung. �
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1.2 Grundlagen der Liniengeometrie

Die nachfolgenden Grundlagen können in jedem Lehrbuch über Liniengeometrie, wie

etwa [4], nachgelesen werden.

1.2.1 Plücker-Koordinaten

Für die Menge L der Geraden im dreidimensionalen projektiven Raum P3 können nach

J. Plücker4 Koordinaten eingeführt werden. Eine Gerade L kann mittels zwei ihrer Punk-

te X und Y geschrieben werden in der Form L = X ∨ Y . Wir definieren ein äußeres

Produkt ∧, das zwei Vektoren x und y des R4 einen Vektor zuweist, der in einem neu-

en Vektorraum enthalten ist, welchen wir mit Λ2R4 bezeichnen. Die Operation ∧ soll

bilinear in beiden Argumenten, also

x ∧ (λy + µz) = λx ∧ y + µx ∧ z, (λx + µy) ∧ z = λx ∧ z + µy ∧ z

und antikommutativ sein, also

x ∧ y = −y ∧ x.

Seien e0, . . . , e3 eine Basis in R4 und seien x =
∑
xiei und y =

∑
yiei, dann folgt aus

der Bilinearität von ∧, dass

x ∧ y =

3∑

i,j=0

xiyjei ∧ ej .

Aus der Antikommutativität von ∧ folgt, dass ei ∧ ei = 0, ∀i und daher bleiben nur

sechs nichttriviale Produkte, nämlich

e0 ∧ e1, e0 ∧ e2, e0 ∧ e3, e2 ∧ e3, e3 ∧ e1, e1 ∧ e2. (1.10)

Somit gilt für das Produkt x ∧ y

x ∧ y =
∑

(i,j)∈I

(xiyj − xjyi)ei ∧ ej ,

mit I = {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (2, 3), (3, 1), (1, 2)}.
(1.11)

Definition 1.20. Sei der Vektorraum Λ2R4 sechsdimensional mit der Basis (1.10). Das

äußere Produkt der Vektoren x =
∑
xiei und y =

∑
yiei ist ein Element von Λ2R4,

4Julius Plücker, geboren am 16.6.1801 in Elberfeld, gestorben 22.5.1868 in Bonn

13



und ist gegeben durch (1.11).

Die Koordinaten von x ∧ y werden Plücker-Koordinaten der Geraden L, die durch die

Punkte xR und yR bestimmt ist, genannt. Wir schreiben

(x0, . . . , x3) ∧ (y0, . . . , y3) = (l01, l02, l03, l23, l31, l12), lij = xiyj − xjyi

lij ist somit die Determinante der i-ten und j-ten Spalte der Matrix

(
x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

)

Lemma 1.9. Die Plücker-Koordinaten sind, bis auf einen skalaren Faktor, unabhängig

von der Wahl der Punkte der Geraden.

Ein 6-Tupel L = (l01, . . . , l12) 6= (0, . . . , 0) von reellen Zahlen ist genau dann das Ergebnis

eines äußeren Produkts, wenn es der Bedingung

Ωq(L) = l01l23 + l02l31 + l03l12 = 0 (1.12)

genügt.

Beweis. (a1x + b1y) ∧ (a2x + b2y) = a1a2x ∧ x + a1b2x ∧ y + b1a2y ∧ x + b1b2y ∧ y =

(a1b2−b1a2)x∧y, was den ersten Teil der Aussage beweist. Dass L (1.12), die sogenannte

Plücker-Identität, erfüllt, wenn lij = xiyj−xjyi gilt, folgt durch elementares Ausrechnen.

Um die Umkehrung zu zeigen, betrachten wir die Vektoren

s0 = (0, l01, l02, l03),

s1 = (−l01, 0, l12,−l31),
s2 = (−l02,−l12, 0, l23),
s3 = (−l03, l31,−l23, 0).

Das äußere Produkt zweier dieser Vektoren ist ein skalares Vielfaches von L, und nicht

alle sechs möglichen äußeren Produkte sind null, außer L ist null. �

Bemerkung. Wir sehen somit, dass jeder Geraden im P3 ein Punkt der sogenannten

Kleinschen5 Quadrik Ωq = 0 im P5 zugewiesen werden kann. Diese Zuweisung ist, wie

wir gesehen haben bijektiv. Die Kleinsche Quadrik wird meist mit M4
2 bezeichnet.

5Felix Christian Klein, geboren am 25.4.1849 in Düsseldorf, gestorben am 22.6.1925 in Göttingen
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Die Plücker-Koordinaten (l01, l02, l03, l23, l31, l12) einer Geraden L werden im Folgenden

häufig in der komprimierten Schreibweise

L = (l, l)R, mit l = (l01, l02, l03), l = (l23, l31, l12),

wobei l der Richtungsvektor der Geraden L ist und l̄ der sogennante Momentenvektor,

der orthogonal auf die Verbindungsebene von L mit dem Ursprung steht. Schreibt man

x1

x2

x3

l l

L

Abb. 1.6: Richtungs- und Momentenvektor

weiters die homogenen Koordinaten eines Punktes in der Form

(x0 : x1 : x2 : x3) = (x0, x)R mit x = (x1, x2, x3),

so kann man die Plücker-Koordinaten der Geraden L, die von (x0, x)R und (y0, y)R
aufgespannt wird, mit

L = (x0, x) ∧ (y0, y) = (x0y − y0x, x× y)R (1.13)

berechnen.

1.2.2 Lineare Komplexe

Definition 1.21. Sei π eine Nullpolarität, dann nennen wir Pπ die Nullebene von P

und P heißt der Nullpunkt von Pπ. Eine Fixgerade L = Lπ heißt Nullgerade.

Lemma 1.10. Sind P,Q konjugierte Punkte von π, d.h. P ∈ Qπ bzw. Q ∈ Pπ, dann

ist P ∨Q eine Nullgerade, und alle Nullgeraden können derart dargestellt werden.

Beweis. Es gilt P ∈ Pπ und Q ∈ Qπ, weil π eine Nullpolarität ist. Weiters gilt P ∈ Qπ
und Q ∈ Pπ, weil P und Q konjugiert sind. (P ∨Q)π = Pπ ∩Qπ, gilt für alle Korrela-
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tionen. Daher enthält (P ∨ Q)π die Punkte P und Q, und (P ∨ Q)π = P ∨ Q. Sei nun

L eine Nullgerade. Wähle P,Q ∈ L. Dann gilt L = Lπ, L ⊂ Pπ und L ⊂ Qπ, und somit

sind P und Q konjugiert. �

Lemma 1.11. Sei π eine Nullpolarität und sei C die zugehörige — notwendigerweise

schiefsymmetrische — Matrix mit den Einträgen cij. Weiters setzen wir

c = (c01, c02, c03), c = (c23, c31, c12)

Nehmen wir an die Gerade L habe die Plücker-Koordinaten (l, l)R. Dann gilt

L = Lπ ⇔ c · l + c · l = 0. (1.14)

Beweis. Nehmen wir an, dass L durch die Punkte xR und yR aufgespannt wird und dass

(l, l) = x ∧ y. Konjugiertheit von xR und yR bedeutet

xT · C · y =
∑

i<k

cik(xiyk − xkyi) = 0.

Per Definition des äußeren Produkts ist das äquivalent zu c · l + c · l = 0. �

Definition 1.22. Eine Menge C von Geraden, die durch eine lineare homogene Glei-

chung in Plücker-Koordinaten gegeben ist, heißt linearer Linienkomplex oder kurz linea-

rer Komplex.

Definition 1.23. Ein linearer Komplex C, der durch c · x + c · x = 0 definiert ist, heißt

singulär, wenn C = (c, c) eine Gerade beschreibt, also Ωq(C) = 0; sonst heißt er regulär.

1.2.3 Der Zusammenhang zwischen linearen Komplexen und Schraubungen

Definition 1.24. Die Familie der euklidischen Kongruenztransformationen, die in einem

geeigneten kartesischen Koordinatensystem Punkte nach der Vorschrift

x 7→ x(t) =




cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1


x +




0

0

pt


 (1.15)

abbilden, nennt man, falls p 6= 0, Schraubungen, andernfalls heißen sie Drehungen. Ei-

ne Schraubung ist die Überlagerung einer Drehung mit einer Translation in Richtung

(0, 0, pt). Die Gerade x1 = x2 = 0 wird Achse genannt und p heißt Schraubparameter.
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t

x1 x2

x3

pt
x(t)

x(0) = x

Abb. 1.7: Schraubung

Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer Schraubung ist unabhängig von t: Sei x(t) =

(x, y, z), dann gilt

v =
dx(t)

dt
=



−y
x

p


 . (1.16)

Satz 1.12. Die Bahnnormalen einer Schraubung im euklidischen dreidimensionalen

Raum sind die eigentlichen Geraden eines regulären linearen Komplexes C von P3.

A

v
x

Abb. 1.8: Bahnnormalen einer Schraubung

Beweis. Die Plücker-Koordinaten (l, l) einer Bahnnormale einer Schraubung berechnen

sich aus (1.15) und (1.16): Die Normale wird durch (1,x) und (0,n), wobei n orthogonal

auf v steht, aufgespannt. Somit gilt (l, l) = (n,x×n) und v · l = −yl01 +xl02 +pl03 = 0.

Außerdem erhält man l12 = −yl01 +xl02 aus l = x× l. Das zeigt nun, dass pl03 + l12 = 0
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und daher alle Normalen im linearen Komplex mit der Gleichung

pl03 + l12 = 0 (1.17)

enthalten sind. �

Nun wollen wir noch überlegen, wie wir die Achse und den Schraubparameter einer

Schraubung berechnen können, wenn wir den linearen Komplex gegeben haben.

Satz 1.13. Der Schraubparameter p und die Plücker-Koordinaten (a,a)R der Achse A

eines regulären linearen Komplexes C mit der Gleichung c · l+c · l = 0 sind gegeben durch

p =
c · c
c2

, (a,a) = (c, c− pc). (1.18)
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2 Das Schätzen von Normalvektoren

Da im Folgenden die Flächennormalen eine essenzielle Rolle spielen, soll in diesem Kapi-

tel exemplarisch beleuchtet werden, wie man die Normalvektoren, bei gegebener Punkt-

wolke, schätzen kann. Dazu werfen wir zum einen einen Blick auf die Arbeit [8] von

Daoshan OuYang und Hsi-Yung Feng aus dem Jahr 2004 und zum anderen betrachten

wir einen Ansatz von Nelson Max.

2.1 Normalvektorschätzung mit quadratischen Kurven

Der erste Schritt zu einem vernünftigen Schätzer für den Normalvektor n in einem

Datenpunkt P einer Punktwolke ist, die Nachbarn von P zu identifizieren. Eine beliebte

Methode hierfür ist die K Punkte mit kleinstem Abstand zu P zu ermitteln und darauf

aufbauend den Normalvektor in P zu schätzen. Der Ansatz, in der nun beschriebenen

Arbeit basiert auf der Idee des globalen Delaunay-Triangulations-Netzes, welches aus

dem 3D Voronoi Diagramm ermittelt wird. Hierzu soll zunächst der Begriff Voronoi

Diagramm erläutert werden:

Abb. 2.1: 2D Voronoi-Diagramm
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Definition 2.1. Sei P eine Menge von n Punkten im Ed, dann ist das Voronoi1-

Diagramm V (P ) ein Zellkomplex in Ed, welcher Lagebeziehungen zwischen den Punkten

widerspiegelt. Genauer definieren wir V (P ) derart, dass es Ed in n Zellen unterteilt, eine

für jeden Punkt, mit der Eigenschaft, dass x genau dann in der zu p gehörigen Zelle

liegt, wenn

d(x, p) < d(x, q), ∀q ∈ P\{p}.

d(x, p) bezeichnet hierbei die euklidische Distanz der Punkte x und p.

Da allerdings die Berechnung des Delaunay-Triangulations-Netzes nicht immer möglich

ist, ermitteln sie die, wie sie sie nennen
”
lokalen Voronoi-Netz Nachbarn“, die eine Teil-

menge der (globalen) Voronoi-Nachbarn sind. Hierzu wandeln sie den Ball-Pivoting Al-

gorithm aus [2] etwas ab. Die Grundidee in [2] ist, dass man, in einer hinreichend dichten

Punktwolke, ausgehend von einem Startdreieck, eine Kugel mit Radius ρ, die zunächst

alle Punkte des Startdreiecks berührt, um eine der Dreiecksseiten rotieren lässt, bis sie

einen weiteren Punkt der Datenmenge berührt, der somit das nächste Dreieck definiert.

Dieser Algorithmus wird in [8] dahingehend abgewandelt, dass die rotierende Kugel einen

variablen Radius hat und weiters werden nur jene Punkte als Nachbarn in Betracht gezo-

gen, die globale Voronoi-Nachbarn der beiden Punkte der Achse sind. Konkret passiert

bei diesem Algorithmus folgendes, um zu einem gegebenen Punkt P die lokalen Voronoi-

Nachbarn zu finden:

1. Suche unter den globalen Voronoi-Nachbarn jenen Punkt N , der den geringsten

Abstand zu P aufweist.

2. Verwende PN als Durchmesser und rotiere eine Kugel mit zunehmenden Radius

um PN , bis diese einen Punkt M , der ein gemeinsamer globaler Voronoi-Nachbar

von P und N ist, trifft.

3. Ausgehend vom Dreieck NPM , finde den besten Punkt A, in den gemeinsamen

globalen Voronoi-Nachbarn von P und N , um das Netz wachsen zu lassen. Der

beste Punkt ist jener, der folgende Kriterien erfüllt:

• A und M müssen auf verschiedenen Seiten der Ebene PNO liegen, wobei O

der am weitesten entfernte Eckpunkt der Voronoi-Zelle von P ist.

• ∠PAN muss der größtmögliche Winkel sein, damit die Kugel um P , N und

A die kleinste ist.

1Georgy Fedoseevich Voronoy, geboren am 28.04.1868 in Zhuravka, Russland (heutige Ukraine), gestor-
ben am 20.11.1908 in Warschau
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Analog findet man B zu den Punkten P und M .

4. Wiederhole das Verfahren für die Kanten PA und PB, und iteriere diese Vorge-

hensweise, bis das lokale Netz geschlossen ist oder es überlappt.

Die Autoren weisen auf mögliche, bereits von anderen Wissenschaftern untersuchte Wege

hin, die man von den gegebenen Nachbarn aus einschlagen kann, um den Normalvektor

in P zu schätzen. Darunter fallen die folgenden Möglichkeiten:

1. Man bestimmt mit Hilfe der Nachbarpunkte eine quadratische Fläche und berech-

net die Flächennormale im Punkt P .

2. Man berechnet einen gewichteten Durchschnitt der Normalen der Dreiecke des

Netzes um P . Dabei kann die Gewichtung entweder auf den Dreiecksflächen oder

auf dem Winkel ∠PiPPi+1 basieren, wobei die Pj die Nachbarpunkte von P sind.

3. Es wird eine Ausgleichsebene ermittelt, die die Nachbarpunkte möglichst gut annähert

und die Ebenennormale wird als Schätzer für die Normale in P herangezogen.

P5

P3

P6

P2

P4

P1

P7P8

P9

P
P

P2

P3

P4

P5P6

P7

P8
P9

P1

Abb. 2.2: Verschiedene Methoden der Normalvektorenschätzung

Der neue Zugang in der Arbeit [8] führt über quadratische Kurven, die durch die K

Nachbarpunkte eines Punktes P0 gelegt werden. Konkret läuft der Algorithmus wie folgt

ab:

1. Finde zu jedem Nachbarpunkt Pj von P0 den zugehörigen Punkt Pi, sodass der

Winkel bei P0 maximal ist, also

∠PiP0Pj > ∠PiP0Pm, 1 ≤ m ≤ K, m 6= j. (2.1)
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2. Bestimme eine quadratische Kurve P(u) durch Pi, P0, Pj :

P(u) = a0 + a1u+ a2u
2, u ∈ [0, 1]

P(0) = Pi; P(1) = Pj ; P(u0) = P0,

u0 =
PiP0

PiP0 + P0Pj
.

(2.2)

3. Eruiere den normierten Tangentialvektor im Punkt P0 an die soeben ermittelte

Kurve P(u):

vi =

(
a1 + 2a2u0
|a1 + 2a2u0|

)
. (2.3)

P2

P3

P5

P4

P0

P1

v1

v2

v3

v4
v5n

lokales Voronoi-Netz

quadratische Kurve

Abb. 2.3: Ermittlung des Normalvektors n in P0

4. Bestimme den Schätzer für den Normalvektor n in P0, durch Minimierung der

Varianz s2 der Skalarprodukte von n mit den K Tangentialvektoren.

s2 =

∑K
i=1(Di −D)2

K − 1
(2.4)

mit

Di = n · vi und D =

∑K
i=1Di

K
. (2.5)

Alternativ kann man (2.4) auch schreiben als

s2 =

∑K
i=1[n(vi − v)]2

K − 1
(2.6)
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mit

v =

∑K
i=1 vi
K

. (2.7)

Die Autoren unterstreichen die Vorteile dieser Methode, die unter anderem darin liegen,

dass hier lediglich drei Nachbarpunkte benötigt werden um einen Normalvektor zu er-

mitteln, wohingegen die Methode mit der quadratischen Fläche mindestens neun Punkte

benötigt, wodurch womöglich auch Punkte verwendet werden, die nicht in der unmit-

telbaren Umgebung von P0 liegen. Dies könnte jedoch negative Auswirkungen auf den

Schätzer des Normalvektors haben, da der Normalvektor eine lokale Eigenschaft ist.

2.2 Gewichte für die Berechnung von Normalvektoren

Nelson Max beschreibt in seiner Arbeit [14], wie man innerhalb eines Netzes die Normalen

der Nachbardreiecke eines Datenpunktes gewichten kann, um die Normale in besagtem

Datenpunkt zu schätzen. Ausgangspunkt dabei ist die folgende Überlegung: Angenom-

men wir approximieren eine Kugel durch ein ihr eingeschriebenes Polyeder und wollen

nun die Normale in einem Eckpunkt Q des Polyeders schätzen. Die korrekte Normale

verläuft durch den Mittelpunkt und diesen erhält man, indem man drei Symmetrieebe-

nen, zwischen Q und drei Nachbarpunkten, schneidet. Wir wählen nun den Ursprung

unseres Koordinatensystems im Punkt Q. Dann hat die Symmetrieebene zwischen Q

und dem Nachbarpunkt Vi = (xi, yi, zi) (i = 0 . . . n− 1) die Gleichung

xix+ yiy + ziz =
‖Vi‖2

2
. (2.8)

Für den Fall n = 3 erhält man daher drei lineare Gleichungen, deren Lösung die Koor-

dinaten des Mittelpunktes liefern und diese lauten

M =
(
‖V2‖2 V0 × V1 + ‖V0‖2 V1 × V2 + ‖V1‖2 V2 × V0

)
/ (2D) , (2.9)

wobei D die Determinante der Koeffizientenmatrix ist. Dividieren wir dieses Ergebnis

durch ‖V0‖2 ‖V1‖2 ‖V2‖2 / (2D), so erhalten wir ein positives Vielfaches des Normalvek-

tors:
V0 × V1
‖V0‖2 ‖V1‖2

+
V1 × V2
‖V1‖2 ‖V2‖2

+
V2 × V0
‖V2‖2 ‖V0‖2

= cN. (2.10)

Um dies nun über die Normalen der angrenzenden Flächen auszudrücken, definieren wir

Ni als Normalvektor der i-ten Fläche, die von Q,Vi, Vi+1 (mod n) aufgespannt wird und
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weiters sei αi der Winkel zwischen Vi und Vi+1. Dann gilt

Vi × Vi+1 = Ni ‖Vi‖ ‖Vi+1‖ sinαi

und somit
2∑

i=0

Vi × Vi+1

‖Vi‖2 ‖Vi+1‖2
=

2∑

i=0

Ni sinαi
‖Vi‖ ‖Vi+1‖

= cN. (2.11)

Damit erhält man also die Gewichte sinαi/(‖Vi‖ ‖Vi+1‖) für die Normale Ni. Weiters

kann man induktiv zeigen, dass

n−1∑

i=0

Vi × Vi+1

‖Vi‖2 ‖Vi+1‖2
= cN.

Diese Methode geht von einem, einer Kugel eingeschriebenen, Polyeder aus und ist des-

halb, wie der Autor erwähnt, bereits für Ellipsoide ungenau. In einem Vergleichstest mit

anderen üblichen Gewichtungen zeigt er jedoch, dass diese Methode auch in anderen

Fällen gute — und anderen Methoden überlegene — Ergebnisse liefert.
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3 D-charts: Quasi-Developable Mesh

Segmentation

3.1 Der Lloyd-Algorithmus

Der Algorithmus von Stuart P. Lloyd, der im Jahre 1982 veröffentlicht wurde, kommt

aus dem Bereich der Pulscodemodulation, hat aber auch in anderen Bereichen, wie dem

nachfolgend Beschriebenen, mit kleinen Abwandlungen, seine Anwendung gefunden. Hier

sollen nur die wichtigsten Ideen zusammengefasst werden; bei weiterem Interesse sei der

Leser auf [10] verwiesen.

Ausgangspunkt ist eine Funktion, deren Typ bekannt ist und von der eine Stichpro-

be zur Verfügung steht. Weiters sei Q1, Q2, . . . , Qν eine Zerlegung des Wertebereichs in

Teilmengen, und q1, q2, . . . , qν eine Menge von endlichen Werten. Außerdem sei voraus-

gesetzt, dass wir von den Elementen der Stichprobe nicht den exakten Funktionswert

wissen, sondern lediglich welcher der Teilmengen Qα der Wert angehört. Deswegen ver-

wendet man den Wert qα als Schätzwert für alle Elemente der Stichprobe, die in dem

Bereich Qα liegen, α = 1, 2, . . . , ν. Aus den Parameterwerten der Stichprobenelemente

und den Schätzwerten qα wird nun eine Funktion des bekannten Typs berechnet, die als

Schätzung für die Ausgangsfunktion dient. Die auf diese Weise ermittelte Funktion wird

im Allgemeinen nicht mit der Ausgangsfunktion übereinstimmen und somit stellt sich

die Frage, bei welcher Wahl der Qα und zugehöriger Werte qα der resultierende Fehler

minimal ist.

Dazu stellt der Autor die Frage nach den optimalen Werten q1, q2, . . . , qν bei festen Teil-

mengen Q1, Q2, . . . , Qν . Wie sich herausstellt, ist die Wahl der Massenmittelpunkte der

Qα die ideale Belegung. Ebenso wird der Frage nachgegangen, welche die bestmögliche

Wahl der Qα bei festen Werten qα ist. Es ist naheliegend, dass unter allen Schätzwer-

ten jener der beste ist, der dem gegebenen Wert am nächsten liegt und auch unter den

Voraussetzungen in [10] zeigt sich, dass die Wahl der Halbierungspunkte aufeinanderfol-
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gender qα, als Intervallgrenzen der Qα, optimal ist.

Der Autor schlägt nun vor, mit einer beliebigen Wahl von Mengen Qα zu starten und

die qα als die Massezentren der Qα zu wählen. Diese Werte werden aber im Allgemeinen

nicht so liegen, dass die Grenzen der Qα mit den Mittelpunkten aufeinanderfolgender qα

übereinstimmen. Darum lässt man im nächsten Schritt die qα fest und ändert die Qα so

ab, dass sie die soeben genannte Eigenschaft aufweisen. Nun werden die qα nicht mehr

Massenmittelpunkte sein, was im darauffolgenden Schritt wieder angepasst wird, usw.

Es zeigt sich, dass die einzelnen Schritte den Fehler der Schätzfunktion nicht erhöhen

und man somit eine Folge von Fehlern erhält, die monoton fallend ist und aufgrund der

Tatsache, dass der Fehler nicht negativ werden kann, muss diese Folge konvergieren. Der

Grenzwert muss allerdings nicht mit dem globalen Minimum übereinstimmen.

3.2 Der D-charts-Algorithmus

Die Idee der D-charts, die von Dan Julius, Vladislav Kraevoy und Alla Sheffer im Jahre

2005 in ihrer Arbeit [1] beschrieben wurde, geht von einer Triangulierung einer Fläche

aus. Diverese andere Algorithmen, etwa [9], unterteilen ein derartiges Netz in Dreiecks-

streifen, welche abwickelbar sind, allerdings sind damit zumeist lange Ränder verbunden,

die oftmals unerwünscht sind. Dieser Ansatz baut auf der Vorstellung der Fläche als Ver-

einigung von Kegelflächen auf, wobei die Kegelfläche als eine Fläche betrachtet wird, für

die der Winkel zwischen den Flächennormalen und einer gegebenen Achse konstant ist.

Damit sind auch die Spezialfälle des Zylinders und der Ebene inkludiert. Die Grundidee

des Algorithmus ist, eine vom Anwender vorgegebene Anzahl von Bereichen zu initiali-

sieren, welche anschließend, unter Bedachtnahme auf die Bedingung für eine Kegelfläche

und der Einhaltung gewisser Schwellenwerte, mit angrenzenden Dreiecken erweitert wer-

den. Man kann bei diesem Algorithmus natürlich nicht erwarten, dass man als Produkt

eine abwickelbare Fläche erhält, aber die festgelegten Grenzwerte garantieren, dass die

resultierenden Bereiche annähernd abwickelbar sind.

Nachdem die Anzahl der Bereiche festgelegt wurde, wird im Anschluss für jeden Bereich

ein Startdreieck gewählt, wobei dies laut den Autoren beliebig gewählt werden kann,

weil der weitere Algorithmus die Bereiche verrückt, doch kann durch Maximierung der

Distanz zwischen den einzelnen Startdreicken die Zeit reduziert werden und ein besseres

Ergebnis erzielt werden. Daher sollte ein
”
farthest point algorithm“ verwendet werden,

um die Initialisierung zu optimieren. Anschließend wird für jeden Bereich C ein Paar

26



〈NC , θC〉 gesucht, wobei NC ein Einheitsvektor in Richtung der Kegelachse und θC der

konstante Winkel zwischen Flächennormale und der Kegelachse ist. Dazu wird für jeden

nt

NC

qC

Abb. 3.1: Repräsentant

Eckpunkt des Startdreiecks die Menge der angrenzenden Dreiecke betrachtet und hierzu

ein Repräsentantenpaar 〈NC , θC〉, in Abhängigkeit der Gesamtfläche AC des Bereichs C,

der Fläche At des t-ten Dreiecks und dem sogenannten
”
fitting error“ F (C, t), welcher

in (3.2) definiert ist, durch Lösen des folgenden Optimierungsproblems mit Nebenbedin-

gung berechnet:

min
NC ,θC

1

AC

∑

t∈C
AtF (C, t), NB: ‖NC‖2 = 1. (3.1)

Der hierin verwendete Ausdruck

F (C, t) = (NC · nt − cos θC)2 (3.2)

für den
”
fitting error“ ist ein Maß für die Abweichung des untersuchten Dreiecks, mit

der Normalen nt, von der approximierenden Kegelfläche des Bereichs. Schließlich wird

jenes Paar 〈NC , θC〉 verwendet, welches den niedrigsten fitting error für das Startdreieck

hervorbringt.

Danach werden die nun initialisierten Bereiche durch angrenzende Dreiecke vergrößert,

sofern diese Nachbarn dafür geeignet sind. Diese Eignung ist durch eine Kostenfunktion

(siehe (3.5)) bestimmt, die folgende Gesichtspunkte beinhaltet:

• fitting error F (C, t) des betrachteten Dreiecks,
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• bleibt die neue Menge relativ kompakt bzw. rund,

• wie verändert sich der Rand des Bereichs.

Um dafür zu sorgen, dass die derart erzeugten Bereiche nicht zu lange Streifen bilden,

berechnet man als Teil der Kostenfunktion den Wert der Funktion

C(C, t) = π
D(SC , t)

2

AC
, (3.3)

wobei SC das Startdreieck bezeichnet und D(SC , t) die kürzeste Distanz innerhalb des

Bereiches zwischen dem Startdreieck und dem betrachteten Dreieck t. Hierdurch werden

Dreiecke, die nahe am Startdreieck liegen mit einem niedrigen Wert bedacht und Dreiecke

mit großer Entfernung durch einen dementsprechend höheren Wert benachteiligt. Der

letzte Teil der Kostenfunktion besteht aus der Funktion

P (C, t) =
lout(C, t)

lin(C, t)
(3.4)

und berechnet das Verhältnis der Länge der Dreieckskanten von t, die außerhalb des

Bereichs liegen zur Länge jener innerhalb, was somit die Schaffung von kurzen Rändern

fördert.

Die Zusammensetzung dieser drei Faktoren ergibt die Kostenfunktion

Cost(C, t) = F (C, t)αC(C, t)βP (C, t)γ (3.5)

deren Schwerpunktsetzung mit den Parametern α, β und γ gesteuert werden kann.

Nun wird jenes Dreieck mit dem niedrigsten Wert der Kostenfunktion zum entsprechen-

den Bereich hinzugefügt, sofern der Wert des fitting errors unterhalb einer Schranke

Fmax liegt und es nicht bereits zu einem anderen Bereich hinzugefügt wurde. Sollte es

zumindest eine dieser Bedingungen nicht erfüllen, so wird es ausgelassen und das nächste

Dreieck in der Warteschlange, falls es besagten Bedingungen genügt, dem zugehörigen

Bereich hinzugefügt. Mit der Zuweisung eines Dreiecks werden die jeweiligen Nachbar-

dreiecke dieses Dreiecks in die Warteschlange aufgenommen und wie zuvor verfahren.

Die Zuordnung eines Dreiecks verändert jedoch die Parameter in der Kostenfunktion ei-

nes Bereiches und die Werte der jeweiligen Dreiecke in der Warteschlange müssen daher

aktualisiert werden.
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Nachdem dieser Prozess abgeschlossen ist, kommt die Idee des Lloyd-Algorithmus in

einer abgewandelten Form zu tragen: Die Repräsentanten werden neu ermittelt und ein

neues Startdreieck wird gewählt, welches kleinen fitting error und Lage in der Nähe des

Zentrums des Bereichs haben sollte. Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis nur

noch ein geringer Prozentsatz der Dreiecke neu zugeordnet werden oder eine vorgegebe-

ne Schranke an Durchläufen erreicht ist.

Einige Dreiecke werden nach Beendigung des Al-

Abb. 3.2: Regionen im

Wachstumsprozess

gorithmus noch keinem Bereich zugeordnet sein.

Diese werden nun gruppiert und je nach Größe

entweder durch einen weiteren Wachstumsprozess,

ohne Schranke für den fitting error, einem beste-

henden Bereich zugeordnet, oder im Falle größerer

Löcher, werden diese durch die Generierung neuer

Bereiche gefüllt.

Anschließend werden die Ränder der Regionen nach-

bearbeitet, wobei das Ziel ist, dass keine ausge-

fransten Grenzen sondern möglichst glatte Begren-

zungen entstehen. Dies wird mittels Definition ei-

nes Grenzbereichs initiiert, in welchem die kürzesten

Verbindungen zwischen Randteilen bestimmt werden. In einem weiteren Schritt der

Nachbearbeitung wird untersucht, ob benachbarte Regionen zu einem einzigen annähernd

abwickelbaren Bereich zusammengefasst werden können. Abschließend werden einige

Einschnitte in die Bereiche definiert, um Spannungen, die aufgrund der Hinzunahme

von Dreiecken mit hohem fitting error entstanden sind, auszugleichen.
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4 Mesh Segmentation Driven by Gaussian

Curvature

Hitoshi Yamauchi et al. präsentieren in ihrer Arbeit [7] einen Segmentierungsalgorithmus,

der auf der Idee der Gaußschen Krümmung und der Tatsache, dass eine Fläche für die

K ≡ 0 gilt, abwickelbar ist, basiert. Da die Autoren davon ausgehen, dass es nicht

möglich sein wird, Bereiche (charts) mit Gauß Krümmung null zu erzeugen, versuchen

sie den Fehler gleichmäßig auf die einzelnen Regionen aufzuteilen. Dazu führen sie den

Fehler ε für den i-ten Bereich ci

ε(ci) =

∫

ci

|K| · dA (4.1)

ein. Sei A der Flächeninhalt eines kleinen Bereiches auf einer Fläche. Wenden wir auf

diesen die Gauß-Abbildung an, so erhalten wir eine Region auf der Einheitskugel, deren

Flächeninhalt mit AG bezeichnet werden soll. Wie in Satz 1.2 gezeigt wurde, konvergiert

der Quotient AG/A für A→ 0 gegen den Betrag der Gaußschen Krümmung, also |K| =
dAG/dA und zusammen mit (4.1) liefert das

ε(ci) =

∫

ci

|dAG| . (4.2)

Das zeigt, wie die Autoren bemerken, dass also der Fehler der Region, das Integral des

Absolutwertes der Fläche auf der Einheitskugel — in [7] Gaußfläche genannt — ist. Somit

erhält man die gewünschte Segmentierung durch gleichmäßiges Aufteilen der Gaußfläche

auf die einzelnen Bereiche, was durch Minimierung der Standardabweichung des Fehlers,

also

min

√∑

i

(ε− ε(ci))2 (4.3)

erreicht werden kann, wobei ε der durchschnittliche Fehler pro Bereich ist (ε = 1
n

∑
i ε(ci)).

Die Autoren weisen auf den Vorteil, den die Gaußfläche gegenüber der Gaußschen Krümmung
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hat hin, denn zweiteres Merkmal ist numerisch instabil und somit bietet sich der ein-

fachere Ansatz über die Gaußfläche an. Während die Werte der Gaußschen Krümmung

in manchen Fällen einen sehr großen Bereich umfassen, ist die Gaußfläche durch das

Intervall [0, 4π] beschränkt.

Zunächst gilt es nun spitze Kanten und Ecken zu diagnostizieren, was durch Einführung

einer Schranke erfolgt. Jede Kante, bei der die Normalen der angrenzenden Polygone

einen Winkel miteinander einschließen, der größer als die vorgegebene Schranke ist, wird

als spitze Kante markiert. Anschließend werden die Normalen in den Datenpunkten

geschätzt, wobei besonderes Augenmerk auf den spitzen Elementen liegt. Die Umge-

bung eines Datenpunktes wird durch die spitzen Kanten in glatte Regionen unterteilt

und zu jeder solchen Region wird eine Normale geschätzt und mit einem Gewicht ver-

sehen, welches dem Ansatz in [14] folgt und welcher in Kapitel 2.2 beschrieben wurde.

Anschließend kann für jedes Element — Punkte, Kanten, Dreiecke — eines Netzes, die

Gaußfläche, welche mit ∆AG bezeichnet wird, berechnet werden (siehe Abb. 4.1).

4 Hitoshi Yamauchi et al.

∆AG ∆AG

∆AG

(a) vertex (b) edge (c) triangle
Fig. 1 Gauss area (∆AG) computation of each mesh ele-
ment. (a) vertex ∆AG: The vertex normals (blue arrows)
mapped on the unit sphere yield ∆AG > 0. (b) edge ∆AG:
Gauss area for crease edge case. (c) triangle ∆AG.

the different mesh elements. For each mesh element, we
denote the associated absolute Gauss area by ∆AG (c.f.
Equation (2)). Figure 1 illustrates the computation of the
Gauss area for vertices, edges, and faces. For each mesh
element the incident vertex normals are projected onto
the unit sphere and define a spherical polygon. The area
of this polygon is equal to ∆AG and can be computed
using standard formulas from spherical geometry.

We note for non corner points and non crease edges
we get only one normal per vertex as we do not apply the
splitting procedure of normals. Therefore these vertices
and edges have null Gauss area.

During the chart construction the Gauss area as-
signed to an edge or vertex is added to a chart only
when the mesh element is entirely inside the chart, but
not when it is still part of the chart boundary. In this
way a cut through a bent sharp crease or a corner point
does not add up to the Gauss area of all the edges and
vertices on the cut. Our chart growing algorithm exploits
this fact to direct the cut automatically through sharp
features without any special optimization as proposed
for example in [17].

3.3 Chart flooding (t-flooding)

The goal of the flooding algorithm is twofold. It aims
on the one hand to adapt the chart boundaries to fea-
tures and on the other hand to distribute the Gauss area
evenly over the charts. A minimum spanning tree (MST)
approach as described in [26] is not capable of balanc-
ing the Gauss area of the charts since the MST is de-
signed for finding a shortest path from a certain node,
not for balancing of some integral value. Steering the re-
gion growing process only by the normal deviation or
the average squared distances to a reference plane as
done in [2] leads especially to very jagged boundaries for
highly tessellated models.

We therefore designed a new method that floods the
mesh simultaneously from the different seeds, where the
relative growing rate of the charts in terms of Gauss
area is equalized over the charts. As the Gauss area is
not evenly distributed over the surface, we introduce an
artificial time coordinate t to parameterize the flooding
process (t-flooding). For reference we defined an arbi-

s21s

1 d2d

= dd1 2

21>> AA

21A A

Fig. 2 An example of area imbalance. When charts are
flooded from the two seeds (s1, s2) with constant speed, the
chart on the left covers much more area (A1 >> A2) although
they meet at the mid point (d1 = d2). The perimeter lengths
are also imbalanced in this case.

trary total flooding time ttotal. Let AG,total be the total
integrated Gauss area of the mesh and k the number of
charts. The goal is to grow each chart such that the inflow
of Gauss area is constant during the growing process, i.e.

α :=
dAG

dt
= const =

AG,total

k · ttotal
. (4)

We call α the Gauss area inflow or shortly the inflow.
In 1D a constant inflow can be easily achieved by a

weighted distance based growing algorithm, which can
be efficiently implemented by a fast marching method.
But on a 2-manifold this is slightly more complicated.
The typically used approach is to grow the charts with
constant speed of its boundary, where speed is measured.
This results in a generalized Voronoi diagram and does
not even balance the charts. A simplified example is vi-
sualized in Figure 2, where we only considered the un-
weighted case to evenly distribute surface area among
two charts. Although the charts meet at equal distance
from the two seeds, the area of the left chart is much
larger than the area of the right chart. This is due to
the changing perimeter p of the chart. For a flooding
speed of v the area inflow computes to v ·p and therefore
varies with the perimeter. It is obvious that the same
thing happens in a weighted approach as for example
with the Gauss area inflow, which does not allow a bal-
anced generation of charts. Interestingly, all approaches
like [2] or [26] do neglect this fact and just accept the
loss of balance.

Our first approach to make the inflow constant over
time was to set growing speed vi of chart i proportional
to the inverse of its perimeter pi on the Gauss map, i.e.
vi = α/pi. To make the whole idea independent of the
perimeter, which is hard to interpret for the Gauss area,
we defined for each chart boundary edge Ej the local in-
flow αj . The quantities defined in the following are illus-
trated in Figure 3. The chart boundary will be extended
by the exterior triangle Tex,j at time tex,j. Suppose the
interior triangle Tin,j was incorporated to the chart at
time tin,j . Then the time delay ∆tj at the chart bound-
ary edge Ej is defined to tex,j − tin,j . When the exterior
triangle Tex,j is incorporated to the chart, it adds its own

Abb. 4.1: Ermittlung der Gaußfläche (∆AG) der verschiedenen Netzelemente. (l) Punkt
∆AG: Die Normalen (blaue Pfeile) abgebildet auf die Einheitssphäre liefern
∆AG > 0. (m) Kante ∆AG: Gaußfläche einer scharfen Kante. (r) Dreieck
∆AG. [7]

Für Punkte und Kanten, die keine Eckpunkte bzw. scharfen Kanten sind, gibt es pro

Datenpunkt nur eine Normale und daher ist ihre Gaußfläche null. Weiters werden die

Gaußflächen von Kanten und Punkten erst zum Bereich hinzugerechnet, wenn das ganze

Element in dieser Region liegt.

Um die Gaußfläche explizit zu berechnen, benötigt man Formeln aus der sphärischen

Geometrie, die wir hier kurz erläutern wollen. Da es für unsere Anwendungen ausreicht
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Flächen auf der Einheitskugel zu betrachten, wollen wir uns auf diese beschränken.

Es gilt, dass die Gesamtfläche der Einheitskugel 4π beträgt. Daher ist es naheliegend die

Fläche des sphärischen Zweiecks mit Innenwinkel α wie folgt zu berechnen

AZ =
4π

2π
α = 2α. (4.4)

b

g

a

a

Abb. 4.2: l: sphärisches Zweieck; r: sphärisches Dreieck

Sei Aα der Flächeninhalt des Zweiecks mit Innenwinkel α und analog für andere Winkel,

dann gilt für den Flächeninhalt ∆ eines sphärischen Dreiecks mit Innenwinkel α, β, γ

2π = (Aα −∆) + (Aβ −∆) + (Aγ −∆) + ∆ = 2α+ 2β + 2γ − 2∆

und somit

∆ = α+ β + γ − π. (4.5)

Die entscheidende, neue Idee, die die Autoren nun anwenden, ist das sogennante chart

flooding (t-flooding). Hierbei geht es darum, erstens vernünftige Grenzen für die Regionen

zu erhalten, und zweitens die Gaußfläche gleichmäßig auf die Bereiche aufzuteilen. Da die

Gaußfläche nicht gleichmäßig über die Fläche verteilt ist, führen sie eine Zeitkoordinate

t ein (t-flooding), um den Flutungsprozess zu parametrisieren. Weiters definieren sie eine

beliebige totale Flutzeit ttotal und bennenen die Gesamtheit der Gaußfläche des Netzes

mit AG,total und die Anzahl der Regionen mit k. Ziel ist es nun, dass jeder Bereich mit
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konstantem Zufluss α an Gaußfläche, während der Wachstumsphase, vergrößert wird,

also dass gilt

α :=
dAG
dt

= const =
AG,total
k · ttotal

. (4.6)

Bei den typischen Methoden, bei denen die Regionen mit konstanter Geschwindigkeit ih-

rer Begrenzungen wachsen, berechnet sich, wie die Autoren herausstreichen, der Flächen-

zufluss bei Zuflussgeschwindigkeit v, durch die Formel v · p, wobei p der Umfang des

Bereichs ist. Somit hängt der Flächenzufluss insbesondere vom Umfang p ab. Yamauchi

et al. legen die Wachstumsgeschwindigkeit vi der i-ten Region zunächst durch vi = α/pi

fest, wobei pi der Umfang des i-ten Bereichs unter der Gaußabbildung ist. Nachdem sie

allerdings die Geschwindigkeit vom Umfang lösen wollen, definieren sie für jede Kante

Ej am Rand der Region einen lokalen Zufluss αj .Mesh Segmentation Driven by Gaussian Curvature 5

Tex,j

Tin,j

Ej

vrel,j

∆A

∆Aj

∆AG,j

∆sj

Ej

tin,j

tex,j

∆tj = tex,j - tin,j

(a) (b)

Fig. 3 Growing a chart. (a) A chart boundary edge Ej and
its incident triangles Tin,j , Tex,j , and different relative speeds
vrel,j along the boundary. (b) The mesh elements that con-
tribute to ∆AG,j include the triangle Tex,j , the edge Ej and
its incident vertices. The top sphere shows Gauss mapped
normals of adding triangle (bottom).

Gauss area and the one of the newly incorporated edge
Ej . In case Tex,j completes the fan of one of its incident
vertices with all triangles from the same chart i, also the
Gauss area of this vertex is incorporated into the chart
at time tex,j . Summing all the Gauss area contributions
together yields the local delta ∆AG,j in Gauss area, from
which the local inflow is computed to ∆AG,j/∆tj .

By summing over all local inflows of a chart, we ob-
tain a relation between the chart inflow and the local
time delays ∆tj

α =
∑

j∈Bi

αj =
∑

j

∆AG,j

∆tj
(5)

where Bi is the set of boundary edges of i-th chart ci,
i.e. Bi = {Ej |Ej ∈ ∂ci}. As α is constant and the ∆AG,j

are computed from the mesh, only the local delays ∆tj
or equivalently the triangle incorporation times tex,j are
unknown. We sort the exterior triangles incident to the
chart boundaries into a heap, which is sorted by tex,j . To
achieve a flooding with nice evolution of the chart bound-
ary it is essential to compute the incorporation time of
an exterior triangle at the moment when it becomes in-
cident to the chart boundary for the first time. We note
that this is quite different from a greedy approach e.g.
where the heap is sorted by normal deviation. In our
method, the time parameter is related to the distance
from the seed and the chart perimeter while in a greedy
approach there is usually no consideration for both of
them, therefore the boundary generated by such meth-
ods can be more jaggy than ours.

Equation 5 only fixes one of the ∆tj of each boundary
and gives us the freedom to choose the others to best
serve our needs. We interpret this degree of freedom with
the ability to define arbitrary relative growing speeds
vrel,j along the chart boundary, whose scaling is defined
by Equation (5). We used the relative growing speeds to
adapt the charts to sharp features. For this we defined
the relative speed as a function of the absolute value

of the local Gaussian curvature |Kj |, which we robustly
estimated by |Kj| = ∆AG,j/∆Aj , where ∆Aj is just the
triangle area on the 3D mesh of the exterior triangle
Tex,j. From this the local relative speed was defined as

vrel,j =
1

f (|Kj |)
. (6)

The function f can be chosen arbitrarily. A good choice
turned out to be

f(x) = (x+ ε)p, (7)

where p was chosen in [1, 6]. The epsilon ε is necessary as
the speed would otherwise become infinite in developable
regions, which would bring us back to a greedy growing
strategy. Epsilon was chosen between 10−3 and 10−6 of
the maximum Gaussian curvature maxj |Kj|, where all
triangles, edges and vertices of the triangulation are con-
sidered for this maximization. For edges and vertices the
area ∆A is chosen as the smallest from the adjacent tri-
angles. The bigger ε is the less adaptive the approach
becomes. Using the relative speeds vrel,j , the actual lo-
cal speeds vj are computed based on a per chart scaling
factor λi: vj = 1

λi
vrel,j . Hence, one can define the time

delays to be ∆tj = ∆sj/vj , and ∆sj is the distance be-
tween triangles measured in Euclidean space as shown in
Figure 3 (b), i.e.

∆sj = ‖cTin,j − cTex,j‖ (8)

where cT is triangle T ’s centroid.
The final step is the computation of the λi’s for

each chart in order to adjust their inflows. This can
be achieved by plugging in the expressions for ∆tj into
Equation (5) and solving for λi. As the sum over the
index j in Equation (5) runs over the chart boundary
edges, λi changes over time. With a changing λi also the
time delays ∆tj(λi) change over time, what makes it dif-
ficult to keep the incorporation times efficiently in the
right order.

To avoid this computational burden for the λi we pro-
pose the use of a multi-heap chart growing approach. For
this we make the assumption that the change of a λi over
time does not re-order the triangle incorporation times
inside chart i but only the incorporation order between
the different charts. This makes sense as we introduced
the λi’s to balance the growing of the different charts.
The idea of the multi-heap approach is to keep one pri-
mary heap of charts and for each chart a secondary heap.
The primary heap is used to sort the charts according to
their accumulated Gauss area. The secondary heap sorts
the triangles adjacent to the chart boundary with respect
to the local time of the chart in order to determine which
triangle will be incorporated next. For a better balancing
we did one additional lookahead step by adding the∆AG

of the triangle that should be incorporated next to the
Gauss area weight of the primary heap. The secondary
heaps are sorted by local time scales, where the global

Abb. 4.3: Wachstum eines Bereiches. (a) Zwei Dreiecke Tin,j , Tex,j , die eine Kante des
Randes gemein haben; unterschiedliche relative Geschwindigkeiten vrel,j ent-
lang des Randes. (b) Das Dreieck Tex,j , die Kante Ej und dessen Knoten tragen
zu ∆AG,j bei. Die Kugel oben zeigt die Situation unter der Gaußabbildung.
[7]

Nehmen wir nun an, dass das bereits in der Region liegende Dreieck Tin,j , welches die

Kante Ej enthält, zum Zeitpunkt tin,j hinzugekommen ist und dass das außerhalb lie-

gende Dreieck Tex,j zum Zeitpunkt tex,j hinzukommen wird. Die Zeit ∆tj zwischen den

beiden Zuwächsen, die Ej betreffen, ist tex,j − tin,j . Sobald das Dreieck Tex,j aufgenom-

men wird, kommt auch die zugehörige Gaußfläche und ebenso jene der Kante Ej hinzu.

Sind mit dem Dreieck Tex,j nun alle Dreiecke um einen gewissen Punkt, in der Region,
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so wird auch die Gaußfläche des Punktes aufgenommen. Summiert man nun diese neu

hinzugekommenen Gaußflächen, so erhält man den Wert ∆AG,j und daraus den lokalen

Zufluss ∆AG,j/∆tj .

Fassen wir alle lokalen Zuflüsse zusammen, so erhalten wir mit Bi = {Ej |Ej ∈ ∂ci}, also

der Menge aller Kanten des Randes der Region ci, den Ausdruck

α =
∑

j∈Bi

αj =
∑

j

∆AG,j
∆tj

, (4.7)

wobei nur die ∆tj bzw. die Zeiten der Zuwächse tex,j unbekannt sind. Die Autoren weisen

darauf hin, dass es für einen guten Flutungsprozess essenziell ist, dass der Zeitpunkt, zu

dem ein Dreieck einem Bereich hinzugefügt wird, berechnet wird, sobald der Rand der

Region das Dreieck erreicht. Außerdem ist bei ihrem Ansatz dieser Zeitpunkt abhängig

von der Entfernung des Dreiecks zum Startdreieck der Region und vom Umfang des

Bereichs. In Gleichung (4.7) sind bis auf ein ∆tj alle übrigen frei wählbar und dies gibt

den Wissenschaftern die Möglichkeit, relative Wachstumsgeschwindigkeiten vrel,j entlang

des Randes einzuführen. Diese Geschwindigkeiten definieren sie als

vrel,j =
1

f(|Kj |)
, (4.8)

wobei der Absolutbetrag der lokalen Gaußschen Krümmung |Kj | durch den Ausdruck

|Kj | = ∆AG,j/∆Aj geschätzt wird und ∆Aj die Fläche des Dreiecks Tex,j ist. Die Funk-

tion f kann frei gewählt werden. Der Vorschlag der Autoren lautet

f(x) = (x+ ε)p mit p ∈ [1, 6], (4.9)

wobei der Wert ε verhindern soll, dass die Geschwindigkeit in abwickelbaren Regionen

unendlich wird. Dieses ε wählten sie im Bereich von 10−3 und 10−6 der maximalen Gauß-

schen Krümmung maxj |Kj | unter allen Dreiecken, Kanten und Punkten, wobei für die

letzteren Fälle die kleinste Fläche der Nachbardreiecke verwendet wurde.

Um aus den relativen Geschwindigkeiten vrel,j die echten, lokalen Geschwindigkeiten

vj zu berechnen, führen die Autoren Faktoren λi für jeden Bereich ein und definieren

∆sj =
∥∥cTin,j − cTex,j

∥∥ als den Abstand zwischen Dreiecken mit Schwerpunkten cT . Nun

legen sie vj durch den Ausdruck vj = 1
λi
vrel,j fest und darauf aufbauend, definieren sie

die frei wählbaren Zeitverzögerungen als ∆tj = ∆sj/vj .
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Bleibt also noch die Festsetzung der λi. Dazu setzt man die Ausdrücke für ∆tj in die

Gleichung (4.7) ein und löst nach λi. Dieses λi ist jedoch, über den zeitlichen Verlauf des

Algorithmus gesehen, variabel, da sich der Rand der Regionen ändert und somit ändern

sich auch die Ausdrücke ∆tj(λi). Um dieses Problem zu umgehen, legen sie fest, dass

die Änderung von λi zwar die Ordnung der Aufnahme zwischen den einzelnen Regio-

nen ändert, aber nicht die Ordnung der Aufnahmezeitpunkte innerhalb der i-ten Region.

Die Autoren verwenden nun eine Liste der verschiedenen Bereiche, die nach bereits

angehäufter Gaußfläche sortiert ist und für jeden Bereich eine weitere Liste, die die an-

grenzenden Dreiecke, in der Reihenfolge ihrer Aufnahmezeit enthalten. Als Vorausschau

addieren sie den Wert ∆AG des Dreiecks, das als nächstes aufgenommen werden soll,

zu dem Wert in der ersten Liste. Innerhalb der sekundären Listen mit den Dreiecken

verwenden sie lokale Zeitskalen mit ti = t/λi, wodurch sie die ∆tj in der Form

∆tj = ∆sj · f (|Kj |) (4.10)

ausdrücken können und somit die Unabhängigkeit von λi erreichen. Durch diese Methode

erreichen sie eine gleichmäßige Flutung der Bereiche.

Nachdem der Ablauf des Algorithmus nun erläutert wurde, bleibt noch die Frage nach

der Initialisierungsphase. Die Autoren schreiben, dass sie den Startpunkt für den ersten

Bereich beliebig wählen, dann die Region wachsen lassen und anschließend einen weiteren

Bereich hinzufügen, der weitestmöglich von den bisherigen Bereichen entfernt ist. Nach

Abschluss jeder t-flooding-Phase ermitteln sie jenen Punkt, der die größte Entfernung

vom Rand der Region hat. Dazu verwenden sie die Dreiecke und lassen neben den eukli-

dischen Distanzen auch noch die ∆tj als Gewichte einfließen, was dafür sorgt, dass die

einzelnen Bereiche nicht zu nahe aneinander liegen. Nachdem die vorgegebene Anzahl

von Regionen erreicht wurde, wird deren Positionierung optimiert, wozu unter anderem

die Idee des Lloyd-Algorithmus (vgl. 3.1) verwendet wird. Dieser Prozess endet, sobald

der berechnete Punkt im Zentrum innerhalb einer Schleife wechselt, eine Höchstanzahl

an Iterationsschritten erreicht wurde oder die Verteilung der Gaußfläche in den letzten

Schritten nicht verbessert werden konnte.

Wie die Wissenschafter unterstreichen, tritt häufig der Umstand ein, dass die einzelnen

Bereiche schon in einer frühen Phase aneinander grenzen und somit ein optimaler Ablauf

des Algorithmus behindert wird. Die Verlagerung des Startpunktes reicht nicht immer
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aus, um dieses Problem zu beheben. Deshalb führen sie eine zusätzliche, ausgleichende

Gewichtung ein, genannt Gauss area offset AG,off,i, die das schnelle Wachstum von

Regionen bremsen soll. Die Gewichtung für die Reihenfolge der Bereiche in der ersten

Liste setzt sich nun aus der Gaußfläche und dem neu eingeführten Gewicht zusammen.

Zu Beginn hat dieses Zusatzgewicht, welches konstant während jeder t-flooding-Phase

ist, den Wert null und danach wird der Wert, nach der folgenden Regel, neu berechnet:

AG,off,i := AG,off,i + β(AG,off,i −AG,off,min), β ∈ (0, 1]. (4.11)

AG,off,min bezeichnet hierbei die Gaußfläche der kleinsten Region.
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5 Flächenapproximation mittels

abwickelbarer Flächen

Die Gruppe Pottmann et al. versuchen in ihrer Arbeit [6], angeregt durch den Schiffs-

bau, Flächen durch Kegel- und Zylinderflächen zu approximieren. Ihr Ausgangspunkt

ist die Tatsache, dass es zu jeder Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche F einen Dreh-

kegel gibt, der F von zweiter Ordnung berührt. Zylinder und Ebenen werden dabei

als Spezialfälle inkludiert. Drehkegel werden hierbei als Familie unter der Gruppe der

Schraubflächen betrachtet, weil diese Sichtweise zu Vereinfachungen im späteren Verlauf

des Algorithmus führt.

Ausgangspunkt des beschriebenen Algorithmus ist eine Punktmenge, zu der eine Schrau-

bung gefunden werden soll. Um zu erklären, wie man diese Schraubung charakterisieren

kann, betrachten wir zunächst eine allgemeine Bewegung β im dreidimensionalen Raum.

Wir denken uns dabei zwei Systeme im R3, nämlich ein festes System Σ0, das sogenannte

Rastsystem, und ein bewegliches System Σ, das Gangsystem. Seien u0(t) die Rastkoor-

dinaten des Ursprungs des Gangsystems zum Zeitpunkt t. Dann hat ein fester Punkt x

x

y

z

x0

y0

z0

S

S0

u (t)0

u (t )0 0

Abb. 5.1: Rast- und Gangsystem
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des Gangsystems unter der Bewegung β die Rastkoordinaten

x0(t) = A(t) · x + u0(t), (5.1)

wobei A(t) eine orthogonale Matrix ist, die die Bewegung β beschreibt. Durch Differen-

ziation dieser Gleichung, erhalten wir einen Ausdruck für die Momentangeschwindigkeit

v(x) = ẋ0(t) = Ȧ(t) · x + u̇0(t), (5.2)

welche durch Ersetzen von x durch den Ausdruck AT (x0 − u0), welcher aus (5.1) folgt,

zu der Darstellung

v(x) = ȦATx0 − ȦATu0 + u̇0 (5.3)

führt. Da die Matrix A(t) orthogonal ist, d.h. AAT = E3, folgt daraus durch Differen-

tiation ȦAT + AȦT = C + CT = 0, dass die Matrix C = ȦAT schiefsymmetrisch ist,

also von der Gestalt

C =




0 −c3 c2

c3 0 −c1
−c2 c1 0


 .

Wie man leicht einsieht, gilt mit c = (c1, c2, c3), dass C ·x = c×x für alle x. Fassen wir

nun noch u̇0 − ȦATu0 zu c zusammen, so können wir die Gleichung (5.3) in der Form

v(x) = c + c× x (5.4)

schreiben. Somit können wir das Geschwindigkeitsvektorfeld einer Bewegung durch das

Paar (c, c) ∈ R6 beschreiben. Die gesuchte Bewegung ist im allgmeinen eine Schraubung,

aber als Grenzfälle sind auch eine Drehung oder eine Translation möglich. Die Art der

Bewegung kann man aus dem Paar (c, c) ablesen und zwar ergibt sich,

• wenn c = 0 eine Translation parallel zu c

• wenn c 6= 0 und c · c = 0 eine Drehung

• sonst eine Schraubung.

Ausgangspunkt für die Suche einer Schraubfläche sind nun die zuvor erwähnten Daten-

punkte di und die zugehörigen Flächennormalen ni, die bereits geschätzt wurden oder

aufgrund anderer Umstände zur Verfügung stehen. Nun suchen die Autoren nach einer

Bewegung, sodass die Normalen ni einen Winkel γi nahe π/2 mit den Geschwindigkeits-
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vektoren v(x) einschließen. Das bedeutet allerdings, dass die Funktion

H :=

k∑

i=1

cos2 γi (5.5)

zu minimieren ist, wobei

cos γi =
ni · v(di)

‖v(di)‖
=

c · ni + c · ni
‖c + c× di‖

(5.6)

mit ni := di × ni und somit diese Optimierungsaufgabe nicht linear ist. Deshalb ver-

wenden die Autoren einen Ansatz der in [5] beschrieben wird: Die Abweichung einer

Geraden G, welche durch ihre Plücker-Koordinaten (g,g) gegeben ist, von einem linea-

ren Komplex C = (c, c), kann durch

m(G,C) :=
|c · g + c · g|
‖c‖ für c 6= 0 (5.7a)

m(G,C) :=
|c · g|
‖c‖ für c = 0 (5.7b)

ausgedrückt werden. Im Falle c 6= 0, kann man das wie folgt geometrisch interpretieren:

Sei x ein beliebiger Punkt auf G und sei r der Abstand von x zur Achse der Schraub-

bewegung, dessen Schraubparameter p sei. Weiters sei π/2 − α der Winkel zwischen G

und dem Geschwindigkeitsvektor v(x). Dann gilt

m(G,C) =
√
r2 + p2 sinα. (5.8)

Eine vernünftige Vereinfachung von (5.5) ist nun

F :=
k∑

i=1

(r2i + p2) cos2 γi, (5.9)

was mit (5.7a) und der Bedingung ‖c‖ = 1 auf das Problem der Minimierung von

F (C) =
k∑

i=1

(c · ni + c · ni)2 =: CT ·N · C (5.10)

unter der Nebenbedingung

1 = ‖c‖2 =: CT ·D · C (5.11)

mit D = diag(1, 1, 1, 0, 0, 0) führt. Unter der Einführung eines Lagrangeschen Multipli-
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kators λ gilt es also das verallgemeinerte Eigenwertproblem

(N − λD) · C = 0, CT ·D · C = 1 (5.12)

zu lösen. Seien nun λi die Eigenwerte und vi die zugehörigen Eigenvektoren, also gelte

Nvi = λiDvi.

Nach Normierung der vi im Sinne von D zu vi = 1√
vT
i Dvi

vi gilt

vi
TNvi = vi

T (λiDvi) = λi(vi
TDvi) = λi. (5.13)

Somit wird die Funktion (5.9) vom Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert minimiert.

Die Achse A und der Schraubparameter p lassen sich nun nach (1.18) bestimmen. Die

Autoren raten jedoch, falls der Schraubparameter p sehr klein ist im Vergleich zur Größe

des Objekts, dieses durch eine Drehfläche zu approximieren. Somit kommt zur Neben-

bedingung (5.11) noch die Bedingung

0 = c · c =: CT ·K · C (5.14)

und das Problem kann nun, mit Hilfe zweier Lagrangescher Multiplikatoren λ und µ

folgendermaßen angeschrieben werden:

(N − λD − µK) · C = 0, CT ·D · C = 1, CT ·K · C = 0. (5.15)

Für die konkrete Berechnung der Lösung, welche man aus der Gleichung

det(N − λD − µK) = 0 (5.16)

erhält, schlagen die Autoren einen numerischen Ansatz im Sinne einer Newton-Iteration

vor.

Weiters besteht die Möglichkeit, dass die Datenpunkte durch einen Drehkegel appro-

ximiert werden können. Sollte dies der Fall sein, so würden die geschätzten Normalen

in den Datenpunkten annähernd einen konstanten Winkel, mit der noch unbekannten

Achse haben. Deshalb betrachtet die Arbeitsgruppe Pottmann et al. in diesem Fall die
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quadratische Form

Fq(C, g) :=

k∑

i=1

(c · ni + c · ni)2 + q

k∑

i=1

(c · ni − g)2 =: XT ·Nq ·X, (5.17)

wobei g der Cosinus des unbekannten Winkels und X = (C, g) ist. Der Parameter q > 0

dient als Gewichtung des Einflusses der zweiten Summe und muss vor der Minimierung

gewählt werden; die Autoren empfehlen einen Wert von 0.5. Dies führt somit wieder auf

die Minimierung einer Funktion mit zwei Nebenbedingungen, was wir, erneut mit zwei

Lagrangeschen Multiplikatoren λ und µ, anschreiben können in der Form

(Nq − λD′ − µK ′) ·X = 0, XT ·D′ ·X = 1, XT ·K ′ ·X = 0, (5.18)

wobei D′ = diag(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0) und

K ′ =




1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0




.

Die konkrete Berechnung erfolgt wieder numerisch.

Nachdem die Achse berechnet wurde, wählt man eine beliebige Halbebene durch die

Achse und dreht alle Datenpunkte in diese Ebene. Daraufhin berechnet man eine Aus-

gleichsgerade e durch diese Punktwolke. Die Gerade e — eine Erzeugende des Kegels

— ermöglicht uns auch eine Charakterisierung der Approximationsgenauigkeit. Dazu

berechnet man die Summe der quadratischen Abstände der gedrehten Punkte von e.

Im Allgemeinen wird jedoch das Problem auftreten, dass die gegebenen Daten nicht

durch eine einzige Fläche optimal approximiert werden können. Daher gilt es die ge-

gebenen Daten so zu unterteilen, dass jeder Teil gut durch einen Drehkegel angenähert

werden kann. Angenommen wir haben eine Region R mit einer passenden Approximation

gefunden, dann werden Punkte anderer Regionen als Ausreißer klassifiziert. Da jedoch

zu Beginn keine adäquate Segmentierung zur Verfügung steht, modifizieren die Autoren

ihren zuvor beschriebenen Algorithmus, um in einem späteren Schritt die Suche nach
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Abb. 5.2: Approximation einer Punktwolke

einer geeigneten Unterteilung zu vereinfachen. Dazu führen sie Gewichte wi ein und

minimieren, im Rahmen eines Iterationsprozesses, nun die Funktion

Fq,w =

k∑

i=1

wi
(
(c · ni + c · ni)2 + q · (c · ni − g)2

)
=: XT ·Nq,w ·X. (5.19)

Dabei werden zu Beginn alle Gewichte wi auf 1 gesetzt und später nach der folgenden

Regel adaptiert:

wi =





1 wenn |ri/σ̂| ≤ 2.5

0 wenn |ri/σ̂| > 2.5,
(5.20)

wobei ri der Abstand des Datenpunktes di von der Erzeugenden ist und

σ̂ =
√

med r2i , (5.21)

der Median der Werte ri, ein Schätzer für die durchschnittliche Fehlergröße. Mit die-

sen neuen Gewichten wird die Lösung wiederum ermittelt. Durch Iteration erhält man

schlussendlich eine gute Achse und jene Punkte, die das Gewicht 0 haben, werden als

Ausreißer klassifiziert.

Bei der Approximation mit Drehkegeln kann es passieren, dass die Kegelspitze in der

Datenmenge liegt, etwa wenn der betrachtete Teil von einer Tangentenfläche nahe ih-

rer Gratkurve kommt. Da die Existenz einer Singularität des approximierenden Kegels

unerwünscht ist, muss in diesem Fall die Lösung neu berechnet werden. Dazu ermit-

teln Pottmann et al. zunächst die Kegelspitze, indem sie eine beliebige Halbebene durch

die Achse wählen und die Punkte in dieselbige drehen. Anschließend verknüpfen sie ein

kartesisches Koordinatensystem, dessen y-Achse die Kegelachse ist, mit der Halbebene.

Somit sind die x-Koordinaten der Punkte zugleich die Abstände dieser Punkte zur Ach-
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se. Mittels einer Intervallschachtelung mit Startintervall [ymin, ymax] eruieren sie nun,

ob die Kegelspitze außerhalb — die Intervallschachtelung konvergiert gegen einen der

Ränder — oder innerhalb — ab einem gewissen Index enthalten die Intervalle keine der

ursprünglichen Grenzen — der Datenmenge liegt. Abschließend wird die Achse mit der

Methode der kleinsten Quadrate neu berechnet, unter der Nebenbedingung, dass die

Kegelspitze in jener der beiden Ebenen y = ymin bzw. y = ymax liegen muss, welche

näher an der ursprünglichen Kegelspitze liegt.

Abgesehen von Kegelflächen können auch ebene Bereiche oder solche Regionen auftre-

ten, die gut durch eine Drehzylinderfläche angenähert werden können. Den Fall eines

annähernd ebenen Bereichs kann man über die Betrachtung des Gaußschen Bildes er-

kennen, denn dort ergibt sich eine sehr kleine Region und im Spezialfall einer Ebene

sogar ein einpunktiges Bild. Um zu erkennen, ob sich die Approximation mit einer Zy-

linderfläche anbietet, folgt die Gruppe dem Ansatz aus [16], der zur Erkennung einer

Zylinderfläche zunächst das Gaußsche Bild der Fläche M betrachtet. Weiters legt man

einen Raster über die Einheitskugel und betrachtet die Urbilder der Rasterzellen Ωi.

Den Anteil den das Urbild der Zelle Ωi an der Gesamtfläche von M hat, weist man

dem Mittelpunkt Pi von Ωi als Gewicht zu. Anschließend ermittelt man den bestap-

proximierenden Großkreis zu diesem gewichteten Gaußbild, der in einer Ebene α liegt.

Schließlich projiziert man die Fläche M in die Ebene α, weist erneut Gewichte zu und

ermittelt eine approximierende Kurve, die zusammen mit der Normalenrichtung von α

den approximierenden Zylinder festlegt.

Der eigentliche Algorithmus in [6] beginnt mit einer groben Segmentierung der Daten-

punkte mit Hilfe des Gaußschen Bildes, das, sofern die der Datenmenge zugrundeliegende

Fläche, annähernd abwickelbar ist, eine kurvenähnliche Region auf der Einheitskugel lie-

fert. Zunächst wird ein zufälliger Datenpunkt d gewählt, der allerdings nicht zu nahe am

Rand der Datenmenge liegen sollte. Zu diesem Punkt d wird eine umgebende Region R0

definiert, die man als Menge aller Punkte, die einen kleineren Abstand als eine vorher

definierte Schranke aufweisen, oder unter Zuhilfenahme des Gaußschen Bildes definieren

kann. Nun wird ein approximierender Drehkegel Σ0, wie zuvor beschrieben ermittelt, der

auftretende Fehler jedes Punktes berechnet und jene Punkte, deren Abstände eine gewis-

se Fehlertoleranz übersteigen, als Ausreißer klassifiziert und von der Region R0 entfernt.

Danach werden zwei orientierte Halbebenen α0, αo durch die Kegelachse gesucht, sodass

R0 im Schnitt der beiden positiven Halbräume liegt und der Winkel zwischen den beiden

Halbebenen minimal ist. Dazu wird mit der Achse A0 des Drehkegels ein zylindrisches

45



Koordinatensystem (r, φ, z) verbunden, sodass es einen Datenpunkt mit dem Wert φ = 0

gibt. Dann wird das Intervall [a, b] ⊂ (−π, π), in dem die Polarwinkel der Datenpunkte

liegen ermittelt und weiters werden die Polarwinkel der Nachbarpunkte der Region R0

berechnet. In [a, b] wird nun das größte Intervall [e, f ] gesucht, das keinen Polarwinkel

eines Nachbarpunktes enthält. Alle Punkte im Intervall [e, f ] werden nun der Region R0

zugerechnet, sofern sie zu Σ0 passen. Mit der so erhaltenen Region R0, geht man wieder

zum Beginn der Prozedur und iteriert das Verfahren so lange, bis sich R0 nicht mehr oder

nur noch sehr wenig ändert. Nachdem R0,Σ0, α0 und α0 fixiert wurden, werden noch jene

Punkte zu R0 hinzugefügt, die gut zu Σ0 passen und nahe am Rand der Region R0 liegen.

Angenommen es gibt nun auf der negativen Seite einer Halbebene αi Datenpunkte, die

noch in keiner Region liegen, so nimmt man jene Punkte, die eine kleinere Distanz als d1

von αi auf der positiven Seite haben und jene, die auf der negativen Seite einen Abstand

kleiner d2 haben — wobei d1 < d2 gelten sollte, da die Punkte auf der positiven Seite

nur zur Herstellung einer Verbindung dienen sollen — und ermittelt zu diesen Punkten

ebenfalls einen Drehkegel und zwei begrenzende Halbebenen. Wendet man diesen Schritt

auf beiden Seiten der anfangs initiierten Region an, bis alle Datenpunkte erfasst wurden,

so erhält man eine Folge Σi von Drehflächen. Abschließend gilt es die Lücken zwischen

den einzelnen Drehkegeln zu schließen und zwar derart, dass das Ergebnis abwickelbar

bleibt. Die Autoren verweisen hier auf die Arbeit von Leopoldseder und Pottmann [15],

die zeigen, wie man Erzeugende e1 von Σ1 und e2 von Σ2 finden kann, sodass ein Kegel

mit G1-Stetigkeit die Lücke füllt.
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6 Approximation von Punktwolken durch

abwickelbare Flächen

Ein weiterer Ansatz wird von M. Peternell beschrieben [13]. Er geht von einer Punkt-

wolke im dreidimensionalen Raum aus und versucht zu ermitteln, ob diese Punkte oder

zumindest Teilmengen davon, durch abwickelbare Flächen beschrieben werden können.

Für diese Anwendung wird eine abwickelbare Fläche als Spezialfall einer Regelfläche

f(u, v) = l(u) + vr(u) (6.1)

angesehen, wobei l(u) die sogenannte Leitkurve ist und r(u) Richtkurve genannt wird.

Eine derartige Fläche ist genau dann abwickelbar, wenn det(l̇, r, ṙ) = 0 gilt und es

ergeben sich die folgenden drei Elementarfälle:

• Zylinder

• Kegel

• Tangentenfläche, d. h. eine Fläche, die aus den Tangenten einer regulären Raum-

kurve besteht.

Die untersuchte Fläche kann eine Zusammensetzung von Teilflächen sein, wobei die

Teilflächen einen der drei Typen von Elementarflächen zugeordnet werden können. An-

statt obiger Definition ist es auch möglich, besagte Elementarflächen als Hüllfläche ihrer

Tangentialebenen zu betrachten. So entsteht ein Zylinder, wenn man eine Ebene um

eine dazu parallele Achse dreht und ein Kegel wird durch Drehung einer Ebene um eine

allgemeine Achse — aber nicht orthogonal zur Ebene — erzeugt.

6.1 Grundidee

M. Peternells Ziel ist es, aufgrund von Schätzungen der Tangentialebenen in den gege-

benen Punkten, eine einparametrige Familie von Ebenen zu finden, die die geschätzten
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Abb. 6.1: Erzeugung eines Kegels
als Hüllfläche

Abb. 6.2: Erzeugung eines Zylin-
ders als Hüllfläche

Tangentialebenen approximieren. Die Tatsache, dass man eine einparametrige Familie

von Ebenen erhält, garantiert, dass das Ergebnis abwickelbar ist. Die geschätzte Tangen-

tialebene Tp in einem Punkt p soll jene Ebene sein, die die Abstände der benachbarten

Punkte qi zu Tp minimiert, also

Tp = min
T3p

∑

i

d(T,qi),

wobei d üblicherweise die l1 oder l2-Norm ist.

Nachdem alle Tangentialebenen geschätzt wurden, werden diesen Ebenen Punkte im R4

zugeordnet. Sei ε : n1x+ n2y + n3z + d = 0 mit n21 + n22 + n23 = 1 eine Ebene im R3, so

wird dieser, unter der sogenannten Blaschke-Abbildung, der Punkt (n1, n2, n3, d) im R4

zugeordnet. All diese Punkte, die somit die Gleichung x21 + x22 + x23 = 1 erfüllen, bilden

den sogenannten Blaschke1-Zylinder.

Falls die, den gegebenen Punkten zugrundeliegende Fläche abwickelbar ist, so bilden

die Bilder der Tangentialebenen eine Kurve auf dem Blaschke-Zylinder B. Durch die

Schätzung der Tangentialebenen kann man keine exakte Kurve erwarten, aber die Punk-

te sollten in einem engen Bereich um die exakte Kurve liegen. Aus diesem Grund ist

es notwendig einen näheren Blick auf die Bilder von Kegel- und Zylinderflächen — re-

präsentiert durch die einparametrige Familie ihrer Tangentialebenen — zu werfen, um

sie später wiedererkennen zu können.

1Wilhelm Johann Eugen Blaschke, geboren am 13.9.1885 in Graz, gestorben am 17.3.1962 in Hamburg
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Abb. 6.3: Blaschke-Abbildung des R2

6.2 Blaschke-Bilder spezieller Flächen

Betrachten wir zunächst einen festen Punkt p = (p1, p2, p3) im R3. Alle Ebenen durch

diesen Punkt erfüllen die Bedingung

p1n1 + p2n2 + p3n3 + d = 0, (6.2)

somit liegen die Bilder dieser Ebenen auf dem Blaschke-Zylinder alle in der Hyperebene

H : p1x1 + p2x2 + p3x3 + x4 = 0. (6.3)

Als nächstes wenden wir uns den Tangentialebenen einer orientierten Kugel mit Mittel-

punkt m und Radius r ∈ R zu. Die zugehörigen Tangentialebenen müssen der Bedingung

n1m1 + n2m2 + n3m3 + d = r (6.4)

genügen, da sie den orientierten Abstand r vom Kugelmittelpunkt m haben müssen und

ihre Bilder unter der Blaschke-Abbildung gehören daher der Hyperebene

H : m1x1 +m2x2 +m3x3 + x4 − r = 0 (6.5)
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an. Wenn wir nun diese Tatsache von der anderen Seite betrachten, nämlich derart, dass

wir von Punkten auf dem Blaschke-Zylinder ausgehen, die in einer Hyperebene

H : a0 + x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = 0 (6.6)

liegen, so tangieren die Urbilder dieser Punkte, falls a4 6= 0 eine Kugel mit Mittelpunkt

m und Radius r für die gilt

m =
1

a4
(a1, a2, a3), r = −a0

a4
.

Für den Fall a0 = 0 erhalten wir eine Bedingung analog zu (6.3) und die Ebenen ha-

ben einen gemeinsamen Punkt. Sollte a4 = 0 sein, so gilt mit a = (a1, a2, a3) und

n = (n1, n2, n3), dass a ·n = −a0 also konstant ist und somit die Ebenen einen konstan-

ten Winkel mit der Richtung a einschließen.

Nun können wir unsere eigentliche Intention wieder aufgreifen, nämlich die Charakteri-

sierung von Kegel- und Zylinderflächen anhand ihrer Bilder am Blaschke-Zylinder. Im

Fall einer Kegelfläche verlaufen alle Tangentialebenen durch einen gemeinsamen Punkt,

was wir bereits betrachtet haben und was zu der Bedingung (6.3) führt. Die Tangential-

ebenen einer Zylinderfläche sind alle parallel zur einer gegebenen Richtung, die wir mit

Hilfe eines Vektors a angeben können. Somit sind die Normalvektoren der Tangential-

ebenen orthogonal zur Richtung a, also gilt a ·n = 0. Das Bild dieser Ebenen liegt daher

in der Hyperebene

H : a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0. (6.7)

Abschließend werfen wir noch einen Blick auf die bekannten Spezialfälle Drehzylinder

und Drehkegel. Für ersteren Fall betrachten wir zwei, dem Drehzylinder eingeschriebene

Kugeln, die daher denselben Radius haben. Da alle Tangentialebenen des Drehzylinders

auch diese Kugeln berühren, müssen die zugehörigen Bilder in Hyperebenen der Art

(6.5) und somit in deren Schnitt liegen. Haben wir andererseits eine ebene Kurve am

Blaschke-Zylinder gegeben, welche sich in zwei Hyperebenen der Art (6.5), mit dem-

selben inhomogenen Anteil r — der den Zylinderradius liefert — befindet, so liefert die

Subtraktion der beiden Hyperebenengleichungen die Darstellung x(m1−m2) = 0, wobei

m1 und m2 die beiden Kugelmittelpunkte sind und deren Differenz daher die Achsen-

richtung wiedergibt.

Für einen Drehkegel gilt ähnliches, allerdings haben die zwei eingeschriebenen Kugeln
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Abb. 6.4: Kegel mit eingeschriebenen Kugeln

in diesem Fall unterschiedliche Radien. Die Bilder der Tangentialebenen befinden sich

daher auch wieder im Schnitt zweier Hyperebenen H1 und H2 der Gestalt (6.5), nur

sind hier, im Gegensatz zum zuvor betrachteten Drehzylinder, die Radien und somit

die inhomogenen Komponenten, unterschiedlich. Es gibt daher im Hyperebenenbüschel,

das durch H1 und H2 bestimmt ist, eine Hyperebene, die den Ursprung enthält, deren

Gleichung also homogen ist und somit die Kegelspitze festlegt. Diese Gleichung hat die

Form

H : (x1 x2 x3)(r2m1 − r1m2)T + x4(r2 − r1) = 0. (6.8)

Analog zum Drehzylinder erhält man die Achsenrichtung a = m1 −m2 und zusätzlich

kann man die Kegelspitze s und den Winkel φ zwischen der Achse und den Tangential-

ebenen folgendermaßen berechnen

s =
1

r2 − r1
(r2m1 − r1m2) sinφ =

|r2 − r1|
‖m2 −m1‖

.

6.3 Der Algorithmus

Nun liegen, wie bereits erwähnt, für den Fall einer abwickelbaren Fläche, die Bilder der

geschätzten Tangentialebenen in einem Bereich um die exakte Kurve, welche durch die

exakten Tangentialebenen bestimmt wird. Peternell spricht von einer kurvenähnlichen

Region auf dem Blaschke-Zylinder. Für die Überprüfung, ob eine kurvenähnliche Region

vorliegt, gilt es jedoch zunächst eine Metrik auf dem Blaschke-Zylinder zu definieren, die

möglichst einfach ist und gleichzeitig gute Ergebnisse liefert. Der Autor argumentiert im

weiteren für die Wahl der euklidischen Metrik, die unter gewissen Einschränkungen gute
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Resultate liefert. Was heißt nun, dass eine beliebige Ebene von einer festen Ebene ε den

Abstand r aufweist? Für den Betrachter des vierdimensionalen Raumes bedeutet das,

dass der zugehörige Punkt zugleich auf dem Blaschke-Zylinder und auf einer dreidimen-

sionalen Kugel, deren Mittelpunkt der Bildpunkt von ε ist, liegt. Im dreidimensionalen

Raum spiegelt sich das durch die Tatsache wider, dass die Ebenen Tangentialebenen

einer Fläche der Klasse vier sind. Konkret bedeutet das, dass die Ebenen parallel zu

ε im Abstand r sind oder dass der Winkel zwischen den Ebenen beschränkt ist (vgl.

dazu auch Abb. 6.5 und Abb. 6.6). Wie bereits angedeutet wurde, liefert diese Herange-

hensweise nur unter gewissen Einschränkungen gute Ergebnisse und zwar im Falle, dass

der Abstand der gegebene Ebene ε vom Ursprung nicht zu groß ist. Daher sollte in der

Praxis die Datenmenge so skaliert werden, dass sie innerhalb des Einheitswürfels liegt.

Abb. 6.5: Ebene mit Grenzflächen Abb. 6.6: Ebene mit Grenzflächen

Für konkrete Berechnungen auf dem Blaschke-Zylinder unterteilt der Autor dieses Ob-

jekt in Zellen. Da Schnitte mit Hyperebenen x4 = const. Kugeln mit Radius 1, wie wir

sie aus dem dreidimensionalen kennen, liefern, wird zunächst eine Kugel durch Dreiecke

angenähert. Die Grundidee dabei ist, dass man mit einem, der Kugel eingeschriebe-

nen, Ikosaeder startet. Anschließend werden die Kanten der Dreiecksflächen halbiert.

Die Projektion dieser Halbierungspunkte auf die Kugel liefert die Eckpunkte der ver-

feinerten Dreiecke. Die dabei entstehenden Dreiecke sind zwar nicht gleich groß, jedoch

ist der Unterschied vernachlässigbar. Durch Iteration dieses Verfahrens erhält man nun

eine zusehends bessere Approximation der Sphäre durch Dreiecke. Man vergleiche dazu

Abb. 6.7, die dieses iterative Verfahren für eine Seite des Ikosaeders darstellt. Die Zerle-

gung des Blaschke-Zylinders erhält man mittels dreiseitigen Prismen, die aus den eben

konstruierten Dreiecken und zugehöriger Höhe in x4-Richtung entstehen.
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Abb. 6.7: Approximation einer Kugel durch Dreiecke

Im Folgenden geht der Autor von einer Punktmenge aus, die von einer abwickelbaren

Fläche D stammt. Es ist anzunehmen, dass speziell für Punkte, die vom Randbereich

der Fläche stammen, die geschätzten Tangentialebenen ungenau sein könnten und dar-

um ist zu erwarten, dass es einige Ausreißer gibt, die es zu identifizieren gilt. Aus diesem

Grund werden jene Zellen, die nur wenige Punkte beinhalten ignoriert. Nun muss die be-

reinigte Datenmenge bi klassifiziert werden und dies geschieht, indem man zunächst eine

Hauptkomponentenanalyse durchführt, wodurch man feststellen kann, ob die gegebenen

Punkte annähernd in einer Hyperebene liegen. Es gilt, dass die bestapproximierende

Hyperebene den Schwerpunkt der Punktwolke enthalten muss, wie man folgendermaßen

einsieht:

Sei H := xTn + n0 = 0 die gesuchte Hyperebene. Gesucht ist also die Lösung des

Minimierungsproblems mit Nebenbedingung

f(n0,n) =

N∑

i=1

(bTi n + n0)
2 → min NB: g(n0,n) = nTn− 1 = 0.
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Mit Hilfe der Lagrange-Funktion kann man dies wie folgt lösen:

F (n0,n, λ) =f(n0,n) + λg(n0,n) =
N∑

i=1

(bTi n + n0)
2 + λ(nTn− 1)

∂F

∂n0
=2

N∑

i=1

(bTi n + n0) = 0

nT
N∑

i=1

bi +Nn0 = 0

nT

(
1

N

N∑

i=1

bi

)
+ n0 = 0.

Dies zeigt also die Inzidenz des Schwerpunktes der Punktwolke mit der bestapproxi-

mierenden Hyperebene. Gesucht ist also, im Koordinatensystem mit Ursprung s, eine

Hyperebene der Form

h1x1 + h2x2 + h3x3 + h4x4 = 0 mit h21 + h22 + h23 + h24 = 1,

sodass mit qi = bi − s und h = (h1, h2, h3, h4)

F (h) =
1

N

N∑

i=1

(qTi · h)2 (6.9)

minimal ist.

Seien λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ4 die Eigenwerte der Matrix C und vi die zugehörigen Eigenvek-

toren. Dann kann man aufgrund der Verteilung der λi folgende Aussagen treffen:

1. Zwei kleine Eigenwerte λ1, λ2 und verschiedene Koeffizienten h10, h20, (|h10 − h20| >
ε): D kann durch einen Drehkegel approximiert werden und die Kegelspitze und

der Winkel zwischen Achse und Tangentialebenen kann, wie oben beschrieben,

bestimmt werden.

2. Zwei kleine Eigenwerte λ1, λ2 aber annähernd gleiche Koeffizienten h10, h20, (|h10 − h20| ≤
ε): Die Fläche D kann durch einen Drehzylinder angenähert werden, dessen Achse

und Radius wie zuvor berechnet werden können.

3. Ein kleiner Eigenwert λ1 und kleiner Koeffizient h10: Dies führt zu einem allgemei-

nen Kegel mit Spitze v = 1
h14

(h11, h12, h13).
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4. Ein kleiner Eigenwert λ1 und kleine Koeffizienten h10 und h14: Man erhält einen

allgemeinen Zylinder mit Erzeugendenrichtung (h11, h12, h13).

5. Ein kleiner Eigenwert λ1 und kleiner Koeffizient h14: D ist eine Fläche, deren Tan-

gentialebenen einen konstanten Winkel mit einer Achse einschließen. Im Idealfall

liefert dies eine Hyperebene der Form −γ + a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 mit ‖a‖ = 1,

wobei γ den Winkel liefert und a die gesuchte Achsenrichtung.

6. Ein kleiner Eigenwert λ1 liefert eine Fläche, dessen Tangentialebenen eine Kugel

berühren. Mittelpunkt und Radius der Kugel erhält man folgendermaßen:

m =
1

h14
(h11, h12, h13), r = −h10

h14
.

Diese Herangehensweise kann auch für die Approximation von Flächen verwendet wer-

den, sofern diese beinahe abwickelbar sind, das bedeutet dass zumindest eine der Haupt-

krümmungen betragsmäßig klein ist. Der Autor betrachtet Punktmengen von glatten,

singularitätenfreien Flächen, die gleichmäßig verteilt sind und deren zugehörige Tangen-

tialebenen eine kurvenähnliche Region auf dem Blaschke-Zylinder liefern, die injektiv

parametrisierbar ist. Als erstes muss nun eine Kurve c(t) an die Punkte am Blaschke-

Zylinder angepasst werden, d. h. dass die Kurve der Bedingung

c1(t)
2 + c2(t)

2 + c3(t)
2 = 1 (6.10)

genügen muss. Dazu werden für die Punkte Parameterwerte geschätzt und eine Approxi-

mation mit B-splines durchgeführt. Zum Abschluss wird diese Kurve auf den Blaschke-

Zylinder projiziert um der Bedingung (6.10) zu genügen.

Ist nun eine approximierende Kurve c(t) auf dem Blaschke-Zylinder gefunden, so ist die

approximierende Fläche D∗ durch die Ebenen

E(t) : c4(t) + c1(t)x+ c2(t)y + c3(t)z = 0 (6.11)

festgelegt. Die Erzeugenden L(t) von D∗ erhält man als Schnittgeraden von E(t)∪ Ė(t).

Der Autor nimmt nun an, dass der relevante Teil der Fläche D∗ durch zwei Ebenen H1

und H2 begrenzt werden kann und dass die Schnittpunkte der Erzeugenden L(t) mit

diesen Ebenen eigentliche Punkte sind. Die Randkurven fi(t) des Flächenstücks, welches

von Interesse ist, berechnet man somit durch

fi(t) = E(t) ∪ Ė(t) ∪Hi, i = 1, 2. (6.12)

55
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Fig. 5. Blaschke image (left) (projected ontoS2), approximating curve to thinned point cloud (right) and support function
(fourth coordinate).

Leopoldseder, 2002). To apply this in our context we sample Hermite elementsPj ,Vj , j = 1, . . . , n,
from an approximationc(t) ⊂ B of the setb(Ti). Any pair of Hermite elementsPj ,Vj andPj+1, Vj+1

is interpolated by a pair of elliptic arcs onB with tangent continuity. Applying this concept, the final
developable surface is composed of smoothly joined cones of revolution. This has the advantage that the
development (unfolding) of the surface is elementary.

5.3. A parametrization of the developable surface

Once we have computed a curvec(t) ⊂ B that approximates the image pointsb(Ti) well, the one-
parameter familyE(t) determining the approximating developable surfaceD∗ is already given by

E(t) : c4(t) + c1(t)x + c2(t)y + c3(t)z = 0.

The generating linesL(t) of D∗ are the intersection linesE(t) ∩ Ė(t). We assume that there exist two
bounding planesH1 andH2 of the domain of interest in a way that all generating linesL(t) intersectH1

andH2 in proper points. The intersection curvesfi(t) of L(t) andHi , i = 1,2, are computed by

fi(t) = E(t) ∩ Ė(t) ∩ Hi, (28)

Abb. 6.8: links: Blaschke-Bild (projiziert auf S2), rechts: bereinigte Punktmenge und
approximierende Kurve, unten: 4. Koordinate

Somit kann die Fläche D∗ in der Form

x(t, u) = (1− u)f1(t) + uf2(t) (6.13)

parametrisiert werden.

Zur Quantifizierung der Qualität der Approximation kann man entweder die Distanzen

der geschätzten Ebenen Ti zu den approximierenden Ebenen E(ti) mit geeignetem ti

wählen, also

d2(D,D∗) =
1

N

N∑

i=1

dist2(Ti, E(ti)) (6.14)
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oder, falls man die Punkte pi betrachtet

d2(D,D∗) =
1

N

N∑

i=1

dist2(pi, E(ti)). (6.15)
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7 Curved Folding

Der entscheidende Punkt in der Arbeit [12] von Martin Kilian et al. sind die sogenann-

ten curved folds, also Falten, die nicht gerade, sondern gekrümmt sind. Ein bedeutender

Unterschied zu den zuvor beschriebenen Werken ist, dass die Wissenschafter hier ein

Netz aus Vierecken verwenden, im Gegensatz zu den Triangulierungen, wie wir sie bis-

her hatten. Dies bietet diverse Vorteile, wie etwa die Garantie der Abwickelbarkeit, falls

die Vierecke planar sind, oder die Tatsache, dass die Krümmung leicht geschätzt werden

kann, um nur zwei Vorteile zu nennen. Sie verwenden also Streifen von planaren Vier-

ecken, kurz PQ strip (strip of planar quadrilaterals), als diskrete Modelle einer torsalen

Regelfläche. Die gemeinsame Kante zweier Vierecke liefert eine diskrete Erzeugende und

diese definieren wiederum, zusammen mit den Schnittpunkten aufeinanderfolgender Er-

zeugenden, im Allgemeinen einen Streckenzug, der als diskrete Variante der Gratkurve

aufgefasst werden kann. In speziellen Fällen können diese Erzeugenden allerdings auch

parallel oder kopunktal sein. Verfeinert man nun diese PQ strips ad infinitum, unter

Beibehaltung der Planarität der Vierecke, so erhält man als Endprodukt eine torsale

Regelfläche Σ. Die Erzeugenden von Σ, die aus den diskreten Erzeugenden folgen, hüllen

entweder die Gratkurve ein oder sind parallel oder kopunktal.

Wie schon erwähnt, bietet die Verwendung von Vierecksnetzen die Möglichkeit die

Krümmung zu schätzen. Auf einer abwickelbaren Fläche bilden die Erzeugenden ei-

ne Schar von Krümmungslinien zur Hauptkrümmung null. Die andere Schar ist durch

die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden gegeben. Zur diskreten Darstellung C der

Hauptkrümmungslinien verwenden sie Punkte ci auf den Erzeugenden Ri, deren Verbin-

dungen auf die Symmetrale Si aufeinanderfolgender Erzeugenden Ri, Ri+1 orthogonal

steht. In den Mittelpunkten mi = (ci + ci+1)/2 der Strecken cici+1 hängen sie den nor-

mierten Normalvektor ni der Ebene, die durch Ri und Ri+1 bestimmt wird, an. Diese

Normalvektoren bestimmen das Gaußsche Bild von C und aus diesem Grund definieren

sie die Hauptkrümmung κ2 im Punkt ci durch

κ2(ci) :=
‖ni − ni−1‖

‖ci −mi−1‖+ ‖ci −mi‖
=
Ni

Li
. (7.1)
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Abb. 7.1: Diskretes Modell einer abwickelbaren Fläche

Die Autoren weisen darauf hin, dass der Nenner Li dieses Ausdrucks aus der planaren Ab-

wicklung berechnet werden kann und nur der Zähler die räumliche Darstellung benötigt.

Weiters streichen sie heraus, dass κ2 nichtnegativ ist, im Gegensatz zu herkömmlichen

Definitionen von Krümmungen, dieser Umstand aber auf Grund der Tatsache, dass die-

ser Ausdruck lediglich für die Berechnung der Biegeenergie Ebend =
∫
κ22dA benötigt

wird, nicht von Bedeutung ist.

Seien nun zwei diskrete Hauptkrümmungslinien C,C mit Abstand h := ‖ci − ci‖ gege-

ben, die zusammen mit zwei Symmetralen Si−1, Si einen Bereich begrenzen, dann ist die

Biegungsenergie gegeben durch den Ausdruck

Ei = wi ‖ni − ni−1‖2 . (7.2)

Die verwendeten Gewichte wi genügen der Bedingung

wi = h
lnLi − lnLi

Li − Li
(7.3)

und somit gilt für Li → Li, dass wi = h/Li. Für allgemeine PQ strips bedeutet dies,

dass die zugehörige Biegeenergie als Summe von Ausdrücken der Form (7.2) angegeben

werden kann.
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Als nächstes gehen die Autoren von einem Netz M aus, das aus planaren Flächen,

hauptsächlich Vierecken, besteht und das die Eigenschaft hat, dass die Summe der Win-

kel bei jedem Knoten dem Wert 2π entspricht. Damit gibt es eine Bijektion zwischen

M und einem planaren Netz, dessen Flächen zu jenen von M isometrisch ist. Nun stel-

len die Autoren folgende Frage: Angenommen wir kennen die diskrete Darstellung einer

gekrümmten Falte zwischen zwei PQ strips D1 und D2 und zusätzlich ist D1 bekannt.

Welche Möglichkeiten haben wir nun D2 zu wählen?

Wir wissen, dass die diskreten Erzeugenden von D2 so gewählt werden müssen, dass

bei jedem Knoten pi die Winkelsumme einen vollen Winkel ergeben muss. Sei e− :=

(pi−1−pi)/ ‖pi−1 − pi‖ und e+ := (pi+1−pi)/ ‖pi+1 − pi‖. Weiters nennen wir γi = αi+βi

die Winkelsumme bei pi in D1. Für den Richtungsvektor x der diskreten Erzeugenden

in D2 muss also gelten, dass ∠(e−, x) +∠(x, e+) = 2π− γi ist. Mit c := cos γi kann man

dies auch in der Form

(c2 − 1)x2 + (x · e−)2 + (x · e+)2 − 2c(x · e−)(x · e+) = 0 (7.4)

schreiben. Diese Gleichung definiert einen quadratischen Kegel, der die möglichen Rich-

tungen der diskreten Erzeugenden enthält. Die optimale Wahl unter diesen Möglichkeiten

liefert der folgende Optimierungsprozess.

Der Optimierungsprozess wirkt gleichzeitig auf eine diskrete abwickelbare Fläche M und

auf die zugehörige Abwicklung P . Dabei sei zu Beginn M eine Menge von planaren Vier-

ecken im Raum, die nicht zwingend zusammenhängend sein muss. Die Polygone M i von

M sind isometrisch zu den Polygonen P i des planaren Netzes P . Im Laufe des Optimie-

rungsalgorithmus wird aus M , durch einen Registrierungsprozess, ein zusammenhängen-

des Netz. Nun verknüpfen Kilian et al. ein kartesisches Koordinatensystem (o, e1, e2) mit

der Ebene von P , das unter der Isometrie, welche P i in M i überführt, in (oi, ei1, e
i
2) in der

Ebene von M i übergeht. Seien nun (px, py) die Koordinaten des Knotens p von Pi, dann

gilt für den entsprechenden Punkt m von M i, dass m = oi + pxe
i
1 + pye

i
2. Im Verlauf der

Optimierung unterliegt das Zweibein (oi, ei1, e
i
2) einer räumlichen Bewegung und ebenso

können sich die Koordinaten (px, py) ändern, da die Polygone P i nicht starr sind. Unter

der Zuhilfenahme eines Geschwindigkeitsvektorfeldes mit v(x) := c̄i + ci × x kann der

Punkt m+ des bewegten Vierecks in der Form

m+ = m+ c̄i + ci × oi + px(ci × ei1) + py(c
i × ei2) (7.5)
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dargestellt werden. Nun wird abwechselnd für die Parameter c̄i, ci der Bewegung und

den Koordinaten px, py optimiert.

Die im Folgenden eingeführte Zielfunktion soll einerseits dazu führen, dass M ein zu-

sammenhängendes Netz wird und andererseits, dass M die gegebene Datenmenge gut

approximiert und außerdem hat sie noch für ästhetische Eigenschaften zu sorgen. Der

erste Teil der Zielfunktion beschäftigt sich mit der Erschaffung des Netzes. Ist p ein Kno-

ten im planaren Netz P der zu k Flächen gehört, so entsprechen p die k verschiedenen

Punkte m1, . . .mk der zugeordneten Flächen in M , die schlussendlich alle übereinstim-

men sollen. Dazu wird ein vertex agreement term eingeführt, der die folgende Gestalt

hat:

Fvert :=
∑

(mi
+ −mj

+)2, (7.6)

wobei die Summe über alle
(
k
2

)
Kombinationen für den Knoten p ∈ P und für alle Kno-

ten in P verläuft.

Um für eine gute Approximation zu sorgen inkludieren sie in die Zielfunktion einen Term

Ffit. Sei mc jener Punkt der anzunähernden Fläche, der dem Punkt m am nächsten liegt,

und sei weiters nc die Flächennormale in mc. Ffit besteht nun aus einer Linearkombina-

tion des quadratischen Abstandes (m−mc)
2 und der quadratischen Distanz von m zur

Tangentialebene in mc, also [(m−mc) · nc]2.

Der letzte Teil, der fairness term Ffair, besteht für benachbarte Vierecke M i und M j

aus der Biegeenergie wij(n
i
+ − nj+)2, wobei ni+ = ni + ci × ni die Normale von M i unter

der Bewegung ist. Für Streckenzüge (p1, . . . , pn), die eine Falte oder eine Randkurve

repräsentiert, besteht der fairness term aus einer Summe quadrierter zweiter Differenzen∑
(pi−1 − 2pi + pi+1)

2.

Ein Term Fconv soll schließlich noch garantieren, dass die Vierecke konvex bleiben und

dass keine Vierecke im planaren Netz P umgedreht werden, was gerade bei kleinen Vier-

ecken, die nach mehreren Unterteilungsschritten entstehen, passieren könnte. Dabei ist

eine Ecke (pi−1, pi, pi+1) eines planaren Polygons genau dann konvex, wenn die Deter-

minante ∆(pi−1, pi, pi+1) positiv ist.
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Somit kann die Aufgabe folgendermaßen gestellt werden.

Minimiere F = Fvert + λFfit + µFfair

unter der Nebenbedingung Fconv ≥ 0.
(7.7)

Wie bereits erwähnt, wird nun abwechselnd für die Knoten in P und den Geschwindig-

keitsvektoren für die Ebenen der Flächen im Raum minimiert.

Geht man nun von einem Netz P und einer Menge M von Polygonen, die eine abwickel-

bare Fläche annähern aus, so wird abwechselnd für P und M optimiert, bis der vertex

agreement term unter eine vorgegebenen Schranke fällt. Dann wird das Netz P verfei-

nert, indem jedes Viereck in zwei neue Vierecke geteilt wird. Die Unterteilung findet

dabei nicht auf den Geraden statt, die den Erzeugenden entsprechen. Die neuen Vier-

ecke werden anschließend wieder in den Raum abgebildet und dieser Algorithmus wird

solange wiederholt, bis die gewünschte Genauigkeit erreicht wurde.

Dieser Algorithmus bietet somit die Möglichkeit, eine beinahe abwickelbare Fläche, durch

eine exakt abwickelbare Fläche zu approximieren. Dazu benötigt man eine planare Ab-

wicklung der Ausgangsdaten, Schätzungen für die Erzeugendenrichtungen in der Daten-

menge, eine Zerlegung von P durch Polygone (hauptsächlich Vierecke) und eine Menge

von zugehörigen Polygonen, die die Datenmenge annähert. Für den ersten Teil dieser

Voraussetzungen verweisen die Autoren auf die Arbeit [11].

Für die Schätzung der Erzeugendenrichtungen ermitteln die Autoren zunächst einen

geodätischen Kreis mit Radius rp um jeden Datenpunkt p. Jeden Punkt q im Inneren

dieses Kreises bewerten sie mit der Formel

σ(q) := np · nq + ν ‖p− q‖ /rp, (7.8)

wobei np, nq die normierten Normalvektoren in p bzw. q sind und für ν wählten sie

den Wert ν = 0.1. Im Regelfall treten zwei Maxima in diametral gelegenen Punkten

am geodätischen Kreis auf, die die Schätzung der Erzeugenden festlegen. In annähernd

planaren Regionen kristallisiert sich jedoch keine eindeutige Richtung heraus und die-

se werden als planar markiert. Danach werden die ermittelten Erzeugenden so lange

verlängert, bis sie durch einen Punkt verlaufen, dessen Normale um mehr als eine vor-

gegebene Schranke von der Normale np abweicht oder sie z.B. in die Nähe des Randes

gelangen. Außerdem wird die Standardabweichung der Flächennormalen entlang der Er-
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zeugenden ermittelt, um in einem abschließenden Prozess die Menge der Erzeugenden

zu verkleinern und in jedem Bereich nur jene zu behalten, die die höchste Qualität auf-

weisen und eine vernünftige Verteilung auf der Fläche liefern. Diese Erzeugenden bilden

sie mit der Abbildung κ, die die Abwicklung festlegt, in die Ebene ab und entwickeln

daraus die Zerlegung von P .

Um die Menge der planaren Polygone zu erhalten, die die Fläche annähern, wenden sie

zunächst auf die Knoten in P die Abbildung κ−1 an. Die dadurch definierten Vierecke

werden jedoch im Allgemeinen nicht planar und isometrisch zu jenen in P sein. Daher

passen sie eine Kopie des Polygons P i an die abgebildeten Eckpunkte an.

Nachdem dieser Initialisierungsprozess abgeschlossen ist, kann der zuvor beschriebene

Algorithmus angewendet werden.
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