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Kapitel 1
Vorwort

Im Unterrichtsfach Mathematik wird der Korper der komplexen Zahlen als Erweiterung des
Korpers der reellen Zahlen eingefiihrt. Dabei beschrinkt sich der Unterricht auf die Erforschung

der arithmetischen Operationen und die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen.

Mit den komplexen Zahlen konnen komplizierte geometrische bzw. mathematische Aussagen
und Sitze der ebenen Geometrie relativ einfach, aber sehr wohl elegant, gelost werden. Leider
niitzt man die Vorteile der komplexen Zahlen als Instrument fiir die Losung von verschiedenen

Aufgaben der Elementargeometrie zu wenig.

Als Hauptziel meiner Diplomarbeit sehe ich nun, die Vorteile der komplexen Zahlen als Losungs-
mittel an verschiedensten Beispielen der ebenen Geometrie anzufiihren. Die Arbeit wird in zwei
Bereiche getrennt. Zum Einen werden Beispiele der ebenen Geometrie mit den komplexen Zah-
len erfasst und schriftlich festgehalten. Zum Anderen visualisiere ich die behandelten Beispiele
mit einer dynamischen Software. Dazu wird das Programm “Euklid Dynageo, Version 3.1f”
verwendet. Im Anhang zu dieser Arbeit findet sich eine CD mit allen Dateien zu den Beispielen
im geo- bzw. jpg- Format. Die Beschriftung der Dateien wurde an die Kapitelnummerierung
angelehnt, d.h. es befinden sich auf der CD Ordner mit der jeweiligen Kapiteliiberschrift und
darin die Beispiele. Die Dateien im jpg-Format haben zusitzlich zur Nummer der geo-Datei die
Beschriftung "Bild-”.

Der schriftliche Teil meiner Arbeit wird ebenfalls in zwei Abschnitte getrennt. In Teil I werden
Beispiele mit unterschiedlichen Aufgabenstellungen und bedeutende Sitze der Geometrie mit
den komplexen Zahlen mit verschiedenen Losungswegen behandelt. Dabei fiihrt die Addition
von komplexen Zahlen auf Translationen und die Multiplikation auf Drehstreckungen. Einer

der Sitze ist der von Napoleon oder der Satz von Gauss. In Teil II wird ein anderer Beweisstil

3



KAPITEL 1. VORWORT 4

angefiihrt. Es werden Doppelverhiltnisse definiert und damit die Formgro3e von Dreiecken be-
stimmt. Diese FormgroBe ist eine komplexe Zahl, die Dreiecke bis auf Ahnlichkeiten festlegt.
In beiden Abschnitten findet sich zu Beginn ein Kapitel mit Grundbegriffe und Formeln, die zur

Beweisfiihrung der Beispiele benotigt werden.

Am Ende der Arbeit sind ein Literatur-, ein Internet- sowie ein Abbildungsverzeichnis an-
gefiihrt. Alle geometrischen Begriffe, Formeln, Lehrsidtze und Beispiele finden sich an unter-
schiedlichen Stellen in den genannten Biichern, Artikeln, Skripten, usw. des Literaturverzeich-

nisses bzw. Internetverzeichnisses.

Diese Diplomarbeit ist an jenen Leserkreis gerichtet, der sich fiir die Anwendungsmoglichkei-
ten der komplexen Zahlen in Zusammenhang mit der ebenen Geometrie interessiert. Zum leich-
teren Verstidndnis dieser Arbeit sollten zumindest die Kenntnisse der Schulmathematik iiber die

komplexen Zahlen vorhanden sein.



Teil I

Aufsatzfiguren



Kapitel 2

Rechnen mit den komplexen Zahlen

2.1 Die komplexen Zahlen

Wir betrachten die Gleichung
> +1=0. 2.1)

Da wir diese Gleichung in der Menge R der reellen Zahlen nicht 16sen konnen, erweitern wir
die Menge der reellen Zahlen. Wir fiigen ein neues Element, die Zahl ¢, deren Quadrat gleich

—1 ist, hinzu. Die Zahl ¢ hei3t imaginére Einheit.
i =—1 (2.2)
Komplexe Zahlen werden meistens in der Form
z=a+ib (2.3)

dargestellt, wobei a und b reelle Zahlen sind und i ist die imagindre Einheit. z heif3t dann kom-

plexe Zahl. Wir verwenden fiir die Menge der komplexen Zahlen das Symbol C.

Die Menge der reellen Zahlen R lésst sich durch Punkte auf einer Zahlengeraden darstellen.
Die Menge der komplexen Zahlen C konnen wir daher als Punkt in einer Ebene, der komplexen
oder Gauss‘schen Ebene, darstellen. Die Teilmenge der reellen Zahlen wird auf die waagrechte
Achse, sprich die x-Achse in einem kartesischen Koordinatensystem, abgebildet und die Teil-
menge der reinimagindren Zahlen wird auf die senkrechte Achse, sprich die y-Achse, abgebil-
det.
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b z=a+ib

Abbildung 2.1: komplexe Ebene

Die komplexe Zahl z = (a,b) = a + ib, a, b € R besitzt dann die horizontale Koordinate ¢ und
die vertikale Koordinate b. Die Zahl z wird dann als komplexe Koordinate bezeichnet. In den
folgenden Kapiteln verwenden wir statt dem Begriff "komplexe Koordinate” nur ”Koordinate”

und werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

Anstelle der kartesischen Koordinaten a und b konnen wir eine komplexe Zahl auch durch die

Polarkoordinaten darstellen. Dazu benotigen wir die positive Zahl
|z| = r = Va® + b2, (2.4)

sie heifit Betrag der komplexen Zahl z = a+¢b. In der komplexen Zahlenebene entspricht dabei
r der euklidischen Vektorlinge (d.h der Abstand vom Ursprung O). Weiters brauchen wir fiir
die Darstellung in Polarkoordinaten den Winkel ¢, er wird durch die reelle Achse und der Zahl

z eingeschlossen, er heifit ein Argument der Zahl z und wird mit ¢ = arg(z) bezeichnet.
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Z=ag+hi=re'¥

¥

Abbildung 2.2: komplexe Ebene mit Polarkoordinaten

Somit erhalten wir fiir die Polardarstellung einer komplexen Zahl 2
z=r-€e¥ (2.5)

Aus den Bedingungen a = 7 - cosp und b = r - sinyp erhalten wir die trigonometrische Form

der komplexen Zahl z
z =1 (cosp + ising) (2.6)

Wir beniitzen die obigen Bedingungen und die trigonometrische Form der komplexen Zahlen

und erhalten dann fiir die Multiplikation und Division zweier komplexer Zahlen:

21 - 29 =11 - 9 (cos(p1 + ¢2) +isin(pr + ¢2)) 2.7
z r .
A1 (cos(in — ) + isin(pr — 2)) 28)
Z9 T2

d.h. bei der Multiplikation werden die Betrdge multipliziert und die Argumente addiert, wahrend
bei der Division die Betrdge diviert und die Argumente subtrahiert werden. Insbesondere gilt:

2" = 1" (cos(ny) + isin(nyp)) (2.9)

Dreht man das Vorzeichen des Imaginirteils einer komplexen Zahl z = a + ib um, so erhalten
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wir die zu z konjugierte Zahl

Z =a —1b. (2.10)

Im
. z=a+ bi =re¥
41 Pl
o
S

Abbildung 2.3: konjugiert Komplexe Zahl

Die Abbildung der Konjugation C — C, z — Z ist ein Korperautomorphismus und ist mit der
Addition und Multiplikation vertréglich, d.h. fiir alle y, z € C gilt:

YF2=0+%Z, Y z2=0y-Z (2.11)

Das Produkt aus einer komplexen Zahl z = a + ¢b und ihrer komplex Konjugierten z ergibt das

Quadrat ihres Betrages:
z-Z = (a+ib)(a—ib) = a® + b* = |2|? (2.12)

Die Summe aus einer komplexen Zahl = a + b und ihrer komplex Konjugierten z ergibt das
2-fache ihres Realteils:

z2+Z=(a+1ib)+ (a —ib) = 2a = 2 - Re(z) (2.13)

Die Differenz aus einer komplexen Zahl z = a + b: und ihrer komplex Konjugierten z ergibt
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das 2i-fache ihres Imaginrteils:
z—2zZ=(a+1ib) — (a —ib) = 2ib=2-Im(z) (2.14)

Die Bedingung z = Z sagt aus, dass die komplexe Zahl z eine reelle Zahl ist und aus der Bedin-

gung z = —z erhalten wir, dass z eine reinimaginére Zahl ist.

2.2 Die eulersche Formel

Die eulersche Formel oder auch Eulerformel genannt bezeichnet die Gleichung
e'? = cos(ip) +isin(yp). (2.15)

Sie stellt eine Verbindung zwischen den trigonomtrischen Funktionen und den komplexen Zah-

len dar. e bezeichnet dabei die eulersche Zahl und 7 die imaginire Einheit der komplexen Zahlen.

Im

e¥=cos @ +isin ¢

sin @

0| cos ¢ 1 Re

Abbildung 2.4: Eulersche Formel

Nach der Definition der trigonometrische Funktionen cosy und sin¢ folgt, dass die Koordinaten

der Punkte €’? auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt im Ursprung liegen.
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2.3 Einfache Aufgabenstellungen der ebenen Geometrie

2.3.1 Abstand zweier Punkte, Kreis mit Radius r

Die komplexen Zahlen z; und 2, sind die Koordinaten der Punkte M; und M,, Z{ und %3 sind
die Vektoren davon, die durch diese Zahlen definiert sind. Dann gilt fiir den Abstand der beiden
Punkte

MM} =2 —F| =z —al = (2 —2)(@—-7) (2.16)
Daraus erhalten wir die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt A/ (z,) und Radius r
(z— 20)(Z— ) =17 (2.17)
Fillt der Mittelpunkt mit dem Ursprung des Koordinatensystems zusammen, so gilt
z-Z=r2 (2.18)

Somit lautet die Formel fiir den Einheitskreis

1
7=, (2.19)
z
2.3.2 Teilverhéltnis einer Strecke
a, bund c sind die Koordinaten der Punkte A, B und C'. Die Bedingung
AB=ACB, X=A\ (2.20)

charakterisiert die Kollinearitét der drei Punkte, die reelle Zahl A gibt das Teilungsverhéltnis im
Punkt C' der Strecke AB an. Aus der Bedingung erhalten wir

O?—Oj:A<O?—@><:> ¢ —a = A(b— ¢) und weiters

c—a

A= 2.21
T— (2.21)
Nachdem A eine reelle Zahl ist, erhalten wir die Gleichung
c—a c—a
== 222
=T (222)

welche die Kollinearitiit der drei Punkte A, B und C charakterisiert. Aus der Gleichung
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folgt, dass die Mitte der Strecke AB A = 1 nach der Formel

a+b
2

(2.23)

CcC =

definiert wird.

Ein Viereck ABC'D ist genau dann ein Parallelogramm, wenn die Diagonalen einander hal-
bieren. Der Schnittpunkt der Diagonalen ist das Symmetriezentrum. Aus [2.23] ldsst sich ein

Parallelogramm durch folgende Bedingung kennzeichnen:
at+c=b+d (2.24)

Fillt das Symmetriezentrum des Parallelogramms ABC'D mit dem Koordinatenursprung zu-
sammen, so erhilt die Bedingung die Form ¢ = —a und d = —b. In diesem Fall definieren
wir das Viereck durch a@ = bb.

2.3.3 Parallelitit und Orthogonalitiit der Strecken AB und C'D
Parallelit:it

Zwei Strecken AB und C'D sind genau dann parallel, wenn
AB = uCD
gilt, wobei i = 71, d.h. es gibt eine reelle Zahl y, so dass

@—ﬁzu(@—@)@b—a:u(d—c)éu:b_a

d—rc

ist. Ist nun p = 1 so folgt:
(a —b)(c—d) = (a—0b)(c—d) (2.25)

die Bedingung, dass zwei Strecken AB und C'D parallel sind.

Orthogonalitiit

Zwei Strecken AB und C'D sind genau dann normal zueinander, wenn

ABLCD < OB — OALOD — 0C < d—c:u(b—a)e%.
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Ist nun v = 7, so erhalten wir

d—rc im .
=ve?2 =i
b—a
Weiters folgt
d—¢ d—c
= =Vi=—Vi=—
b—a b—a

Daraus ergibt sich nun das Kriterium der Orthogonalitit
(a—b)(c—d)+ @—b)(c—d)=0 (2.26)

Liegen die Punkte

und

auf dem Kreis z = é, dann gilta = %, b= %, Cc = % und d = % und wir erhalten ausm
und das Kriterium der Parallelitit bzw. der Orthogonalitit der Sehnen AB und C'D des

Kreises z - Z = r?:

ab=-cd, ab+cd=0 (2.27)

2.3.4 Tangenten und Sekanten des Kreises z - 7 = r?

Ersetzen wir in Gleichung b, d und ¢ durch 0, a und z (z ist die komplexe Koordinate
eines laufenden Punktes der Tangente), so erhalten wir die Gleichung der Tangente des Kreises

2 -Z = r2im Punkt A:
az4+az—2r*=0

Die Koordinate des Schnittpunkts der Tangenten des Kreises z - Z = r? durch die Punkte A und

B erhalten wir als Losung des Gleichungssystems:

az4+az —2r2 =0
bz+bz—2r2=0
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Sind die Tangenten also nicht parallel so erhalten wir fiir 2

2ab
= 2.28
=0T (2.28)

Nun ersetzen wir in[2.22] ¢ durch z und erhalten die Gleichung der Geraden durch die Punkte A

und B mit den Koordinaten a und b:
(@—bz+((b—-az+ab—ba=0 (2.29)
Liegen die Punkte A und B am Kreis zcdotz = 72, so wird die Gleichgung umgeformt zu
r*z + abz — r*(a +b) = 0. (2.30)

Schneiden sich die Sekanten durch AB und C'D des Kreises zcdotz = r2, wobei die Punkte A,
B, C'und D am Kreis liegen, so erhalten wir den Schnittpunkt als Losung des Gleichungssy-

stems
r?z +abz = r*(a + b)
r?z + cdz = r*(c + d)

Fiir 2z und 7 ergibt sich dann

r?(a+b—c—d)

5 = 2.31

: ab — cd ( )

L ab(c+d) — cd(a +b) (232)
ab — cd

Sind nun AB1.CD, so erhilt nach Ausfithrung von die Darstellung

1 b
z:§m+b+c—%) (2.33)

z beschreibt nun die Koordiante der Basis der Hohe des Dreiecks ABC' durch den Eckpunkt C'
auf die Seite AB. Der Kreis z - 7 = r? ist somit der Umkreis des Dreiecks ABC.

Koordinate des Hohenschnittpunkes eines Dreiecks A BC mit Umkreis 2 - 7 = r?

a, b und c sind die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks ABC, das den Umkreis z - 7 = r?
besitzt. Wir beniitzen die Formeln und und erhalten fiir die Gleichungen der Geraden,
die die Hohen AA; und B B; des Dreiecks enthalten,
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1 b —ac) _p _
z_b:f(f+_+f ;C) L (z-D)
Die Zahl
h=a+b+c (2.34)

erfiillt beide Gleichungen. Daraus folgt, dass der Punkt /' mit der Koordinaten & der Hohen-
schnittpunkt des Dreiecks ABC ist.

2.3.5 Winkel zwischen zwei Vektoren

AB und C’-D> sind zwei beliebige Vektoren. Beide Vektoren gehen nicht durch den Koordina-

tenursprung. ¢ ist ein positiv orientierter Drehwinkel.

Re

Abbildung 2.5: Winkel zwischen zwei Vektoren

Verschiebt man den Vektor A7 zum Punkt C und dreht man ihn in entgegengesetzter Richtung
des Uhrzeigersinns bis er auf Vektor CD fillt. Dann erhalten wir den Vektor @ — OD durch
die positive Drehung gegen den Urzeigersinn des Vektors OP = AB um den Winkel  und
durch Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl k. Fiir die Koordinaten von P und () gilt

b — a sowie d — c und wir erhalen

d—c=k(b—a)e” =k(b— a)(cosp + ising) (2.35)
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und als konjugiert komplexe Zahl

d—c¢=k(b—a)e ™ = k(b—a)(cosp + ising) (2.36)
Aus den Gleichungen und folgt dann weiters

(d—c)(b—a)+ (d—72)(b—a) =2k|b—al|b—a|cosp =2|d—c||b— a|cosp
(d—c)(b—a) — (d—7¢)(b—a) =2ik|b—a||b— a|sing = 2i|d — c| |b— a| sing

und wir erhalten fiir cosp und sing

(d—c)b—a)+ (d—72)(b—a) sing = (d—c)(b—a)— (d—2)(b—a)
2|b—alld— ¢ ’ 2i|b—al|d — |

(2.37)

cosp =

Fillt nun der Punkt C' mit dem Punkt A, sowie D mit C' zusammen so erhalten wir die Formel

fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks:

S = g lc — a| |b — a| sing = % ((c—a)(b—a) — (e —a)(b—a)) (2.38)

Fiir Formel [2.38] gilt auch die Darstellung

S la a 1
S:% b b1 (2.39)
c ¢ 1

wobei bei einem positiv orientiertem Dreieck ABC' ¢ = 1 und bei einem negativ orientiertem
Dreieck ABC' ¢ = —1 ist. Hat das Dreieck ABC den Kreis z - Z = r? als Umkreis, so lautet die
Formel dann

(2.40)

2.3.6 Ahnliche und kongruente Dreiecke

Wir betrachten nun zwei dhnliche Dreiecke ABC und A;B;C,. Der kleinste Winkel der den
Vektor AB in den Vektor AC' bzw /TBI in m iiberfiihrt wird mit ¢ und ¢; bezeichnet.
Haben die Winkel ¢ und ¢; die gleichen Vorzeichen, so spricht man von gleich orientierten
Dreiecken (positiv (Drehung gegen den Uhrzeigersinn) orientiert bei ¢, ¢; > 0 und negativ
(Drehung im Uhrzeigersinn) orientiert bei ¢, o1 < 0). Die Dreiecke ABC' und A; B;C' sind

entgegengesetzt orientiert, wenn die Vorzeichen der Winkel ¢ und ¢; verschieden sind.



KAPITEL 2. RECHNEN MIT DEN KOMPLEXEN ZAHLEN 17

Die Ahnlichkeit der Dreiecke ist durch die Verhiltnisse
lol = |p1] , AC=kAB, AC,=kAB (2.41)

Wir sprechen von einer Ahnlichkeit erster Art bei gleicher Orientierung der Dreiecke und
erhalten aus 2.471]

c—a=k(b—a)e? }

Cit —a = ]-C(bl — CL1>€Z¢

— _ b— _ _
= e ~ b =0 o] =k

Fiir die Ahnlichkeit der zweiten Art bei entgegengesetzter Orientierung erhalten wir

c—a=k(b—a)e®
CiT —a; = k(bl — al)e_w

= m = =0,. o=k

Ist nun o eine reelle Zahl, also wenn ¢ = & gilt, dann folgt aus und die Bedingung

der Parallelitit der Geraden AB und A; B; sowie fiir AC und A;C; und daher auch fiir BC und

BC.

2.3.7 Gleichseitige Dreiecke

Fiir ein gleichseitiges Dreieck ABC gilt:

c—a=(b—a)?, c—b:(a—b)e?r (2.42)
Aus folgt dann das Kriterium der Gleichseitigkeit des Dreieck ABC
A+ +cE=ab+bc+ca (2.43)
Die Bedingung
(a+be’s +ce's )(ae's +be’s +¢) =0 (2.44)

ist dquivalent zu Eine der beiden folgenden Bedinungen ist hinreichend und notwendig
fiir die Gleichseitigkeit des Dreiecks ABC"

a—+ be’s" + ce’s =0 (2.45)
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ae’s +be’T £e=0 (2.46)

Wobei der positiven und Bedingung der negativen Orientierung des Dreiecks ABC
entspricht. Ist der Kreis z - 7 = r? Umkreis des Dreiecks ABC, so muss a + b + ¢ = 0 gelten.

2.3.8 Mittelpunkte des Inkreises und Ankreises des Dreiecks ABC mit

UmKreis z - 7 = 12

Wir nehmen das Dreieck ABC' als positiv orientiert und den Punkt A auf der reellen Achse an.

Dann gilt:

a=r, b=re®, c=re¥, y<T (2.47)

Abbildung 2.6: Inkreis- und Ankreismittelpunkte

Die Punkte M, N und P sind die Schnittpunkte der Winkelsymmetralen durch C', A und B mit
dem Umkreis z - Z = r2 des Dreiecks ABC'. Somit erhalten wir fiir die Koordinaten m, n und p

m=re?, n=relBt, p= ret (™) — ety (2.48)

Folglich sind die Winkelsymmetralen C'M, AN und BP des Dreiecks ABC' die Hohen des
Dreiecks M N P. Nach Anwendung der Formel [2.34] und unter Beriicksichtigung der Eigen-

schaft der Orthogonalitdt der Winkelsymmetralen der Innen- und AuBenwinkel erhalten wir
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den Inkreis- und die Ankreismittelpunkte:

to=r (elﬁ + 67;(5'5"7) _ ei’Y) , ti=r (eiﬁ + e — ei(’B—i_’Y)) (2.49)
ty=r (7 + P —¢B) | gy = —r (e + e + ei(ﬁﬂ)) (2.50)

2.4 Kreis und Gerade auf der komplexen Ebene

2.4.1 Gleichung einer Geraden mit dem komplexen Zahlen

Wir erhalten die Gleichung einer Geraden in komplexen Koordinaten durch Anwendung der
Bedingung [2.22]der Kollinearitit fiir drei Punkte auf einer Gerade. Der Punkt C' wird durch den

laufenden Punkt M mit der Koordiante z ersetzt:
(b—a)z+(a—b)z+ba—ab=0 (2.51)
Nachdem wir beide Seiten dieser Gleichung mit ¢ multipliziert haben bezeichnen wir mit
u=i(a—0b), v=ri(ba— ab) (2.52)
Nun schreiben wir die Gleichung[9.1|in der Form
uz+uz+v=0 (2.53)

an, wobei v # 0 und v = v ist, d.h. v ist eine reelle Zahl. Die Gleichung [8.4] heifit auto-
konjugierte Gleichung einer Geraden, da die linke Seite der Gleichung eine reelle Funktion
ist. Umgekehrt jede Gleichung mit der Darstellung [8.4] mit reellem v ist eine Gerade auf der

komplexen Ebene.

2.4.2 Winkel zwischen zwei Geraden

Die komplexe Zahl

(2.54)

heifit komplexer Steigungskoeffizient der Geraden durch AB.

Der positiv orientierte Winkel zwischen den Vektoren OF und AB wird mit o bezeichnet, £ ist

dabei der Einheitspunkt. Daraus folgt dann fiir den iiblichen Steigungskoeffizienten der Geraden
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AB : i = tana. Nach Anwendung der Formel erhalten wir also

_ (b—a)— (b—17) k-1 _Z,l—/-f
M_i((b—a)+(l_)—6))_i(li+1)_ 1+k

(2.55)

Berticksichtigen wir nun die Bedingung der Parallelitét, dass ;; = w9 und die Bedingung der
Orthogonalitit, dass i - 1o = 1 ist, und verwenden[2.53] so erhalten wir

K1 = Ko (256)
K1+ Ko = 0 (257)

Der Winkel 6 zwischen zwei Geraden wird durch die Formel

tan(9) = 22— _ T (2.58)
T+ puappe K1+ K2

definiert. Nun multiplizieren wir beiden Seiten dieser Gleichung mit 7 und erhalten somit

itan(0) = B I r1(cos(0) +isin(0)) = ka(cos(0) — isin(0)). (2.59)
K1+ Ka
Weiters folgt
Ky €Y 0i0
== =" (2.60)
K1 (&

Nun suchen wir eine Gleichung einer Geraden, die durch den Punkt }/; mit der Koordinate 2,
geht und zur gegebenen Geraden z — zy = k1 (Z — Z) unter dem Winkel 6 geneigt ist.

Aus erhalten wir ko = k12 Die gesuchte Gerade hat nun die Gleichung

20z — 7). (2.61)

Z — 21 — R1€

2.4.3 Abstand eines Punktes zu einer Geraden

Um den Abstand eines Punktes M/ mit Koordinate z von einer gegebenen Geraden z — 2; —
k (Z — z1) = 0 zu finden, benédtigen wir die Bedingung der Orthogonalitit zweier Geraden.
Wir schneiden die gegebene Gerade mit der orthogonalen Geraden durch den Punkt M und

erhalten fiir die Koordinate Z des Schnittpunktes M

1
3= §(Zo+z1+ﬁ(z_o—z_1)) (2.62)
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Der Abstand ”d” des Punktes M von der Geraden z — z; — x (Z — Zz7) = 0 ist gleich der Linge
der Strecke M M:

g1 —
d=l|z— 2| = 5 |20 — 21 — Kk (Zg — Z1)| (2.63)

Verwenden wir Formel 0.1} so erkennt man, dass die Koordinate der Basis der Normale auf die

Sekante AB des Kreises z - Z = 72 durch die Formel

1 =
h==(a+b+z— 220 (2.64)
2 r2

definiert wird. Die Punkte A und B gehoren dem Kreis an.

2.4.4 Gleichung eines Kreises

Auf der komplexen Ebene ist ein Kreis mit Mittelpunkt A und Radius » > 0 gegeben. a ist
die Koordinate des Punktes A. Dann gilt fiir jeden Punkt M mit Koordinate z des Kreises die
Gleichung ‘m ‘ = r. Daraus erhalten wir fiir einen Kreis in der komplexen Ebene folgende

Gleichung
(z—a)(z—a)=1r? (2.65)

Ist der Mittelpunkt A und ein Punkt B mit Koordinate b des Kreises gegeben, so gilt
r?=(b—a) (I_) — E). Die Gleichung des Kreises konnen wir auch wie folgt darstellen

z-Z—az—azZ+ab+ab—bb=0 (2.66)

2.4.5 Die Inversion

In der komplexen Ebene ist ein Kreis mit Mittelpunkt A und Radius r gegeben. Dieser Kreis
wird Inversionkreis bezeichnet. Zwei Punkte M und M _heiflen invers oder symmetrisch beziiglich

dem Inversionskreis, wenn 72 = AM - AM _ gilt.
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Inversionskreis

Abbildung 2.7: Konstruktion der Inversion

Eine Abbildung der komplexen Ebene, die den gegebenen Punkt M # A in den Punkt M _
beziiglich den Inversionkreis iiberfiihrt, heilt Inversion. Folgende Formel gibt eine Inversion

der komplexen Ebene an:

7,2

Z_—a=

— (2.67)

zZ—a
Aus obiger Formle folgt, dass die Zusammensetzung zweier Inversionen die Identitét ist, z__ =
z. Die Formeln und [2.65] zeigen, dass das Innere des Inversionskreises nach Anwendung
der Inverison in das AuBere iibergehen und umgekehrt. Die Punkte am Inversionskreis sind Fix-

punkt dieser Abbildung. Fiir die folgenden Kapitel benotigen wir

Satz 1: Eine Gerade, die nicht durch den Mittelpunkt des Inversionskreises geht, wird nach In-
version auf einen Kreis abgebildet, der durch den Mittelpunkt des Inversionkreises geht. Durch
den Mittepunkt geht eine Tangente des Kreises. Eine Gerade, die den Mittelpunkt des Inversi-
onskreises enthilt, ist nach der Abbildung wieder eine Gerade durch den Mittelpunkt.

Dieser Satz wird ohne Beweis angefiihrt.
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Gerade_inv

Inversionskreis

Abbildung 2.8: Gerade nach Inversion

Wir bezeichnen:

c—a

b—c’

(ab;c) = (ab; cd) = (ab;c) : (ab; d) (2.68)

Die Punkte A, B und C mit Koordinaten a, b und ¢ liegen genau dann auf einer Geraden, d.h.
sie sind kollinear, wenn die Zahl (ab; c) eine reelle Zahl ist. Ist die Zahl (ab; cd) eine reelle Zahl,
so ist auch (ab; d) reell. Daraus folgt, dass alle vier Punkte A, B, C' und D kollinear sind. Die
Zahl (ab; cd) ist das Doppelverhiltnis der vier kollinearen Punkte.

Die Zahl (ab; c¢d) = w ist eine reelle Zahl und (ab; d) eine nicht reelle Zahl.
(abjd)=x+1y, y#0 (2.69)

Dann ist die Zahl

€l
I
&

(abjc) =w - (x +1iy), (2.70)

auch nicht reell.

Nun fiihren wir eine Parallelverschiebung des kartesischen Koordinatensystems durch und las-
sen den Koordinatenursprung mit dem Punkt B zusammenfallen. Daraus ergeben sich fiir die
Punkte A, C' und D folgende Koordinaten a — b, ¢ — b und d — b. Nach Durchfiihrung einer
Inversion mit dem Einheitskreis als Inversionskreis, erhalten wir fiir die transformierten Punkte

A_, B_, C_und D_ die Koordinaten EL—E’ 0, z_ig und %_5. Die Zahl
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1 _
a-—C-  F% b c—

d-—a-  T5-33
Also sind die Punkte A_, C'_und D_kollinear und liegen auf einer Geraden durch den Ursprung
B_. Daraus konnen wir folgern, dass die gegebenen Punkte A, B, C' und D konzyklisch sind,
d.h. sie liegen auf einem Kreis.
Umgekehrt, liegen die Punkte A, B, C'und D auf einem Kreis, so liegen die invertierten Punkte
A_, B_, C'_und D_auf einer Geraden und die Zahl w ist reell. Fassen wir nun diesen Sachverhalt

zusammen, so erhalten wir

Satz 2: Die Punkte A, B, C'und D liegen genau dann auf einer Geraden oder auf einem Kreis,

wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

2.71)

Das heif3t, die Zahl

c—a d—a

Bl — (2.72)

w

ist eine reelle Zahl. Dieser Satz wird ohne Beweis verwendet.

2.5 Translationen und AhnlichKeitstransformationen

2.5.1 Eigenschaften der Translation

Eine Translation (Parallelverschiebung) der Ebene R? ist eine eindeutige Abbildung

f : R? — R?, die jeden Punkt der Ebene oder des Raumes in derselben Richtung um diesselbe
Strecke verschiebt. Die Parallelverschiebung ist eine Kongruenzabbildung, da sie lingen- und
winkeltreu ist.

Da zu jedem Punkt M € R eine eindeutige komplexe Zahl z € C existiert, und umgekehrt, so
wird die Translation in der Ebene durch eine Funktion f(z) mit einer komplexen Veridnderlichen

z definiert, die folgende Eigenschaft besitzt:

Vzl,ZQ S C: |f(22) — f(Zl)’ = |ZQ — 21
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2.5.2 Zusammengesetzte Drehungen

Wir betrachten eine Transformationen, die durch folgende Formel definiert ist:
F=(2—2)e"+ 2z =f(2) (2.73)

Da folgendes gilt, ist diese Transformation eine Translation, bei der ein beliebiger Punkt z € C
auf einen Punkt z abgebildet wird. z und z haben denselben Abstand vom Fixpunkt zy. Somit
definiert eine Drehung der Ebene um den Punkt z.

f(z0) =20,V2€C: |Z2—2|=|f(2) = f(20)| = |2 — 20| - ‘em‘ = |z — 2| (2.74)
Es gilt folgender Satz:

Satz 3: Eine Zusammensetzung von zwei Drehungen der orientierten Ebene um die orientierten
Winkel o und S um die Punkte A und B mit den Koordinaten @ und b ist eine Drehung um den
Punkt C' mit Koordinate ¢ um den Winkel o + (3, wenn o + 8 # 27k, k € Z. Fiir c gilt

i8 1— xe b(1— i8
C:a,e ( € )+ ( 6) (275)

1 — eilat+h)

Abbildung 2.9: Satz 3: zusammengesetzte Drehungen



KAPITEL 2. RECHNEN MIT DEN KOMPLEXEN ZAHLEN 26

Ist nun o + 8 = 27k, k € Z und A nicht kongruent B, so ist die Zusammensetzung der beiden

Drehungen eine Translation mit Schiebevektor @, wobei fiir d gilt:

d=(a—0b)(e” —1) = (a—1b) (e —1) (2.76)

Die Ungleichungen § < ¢ < 7und § < g < 7 definieren eine positive Orientierung des

Dreiecks ABC' und die Ungleichungen 0 < § < 7 und 0 < g < 7 definieren eine negative

Orientierung des Dreiecks. Dieser Satz wird ohne Beweis gefiihrt.

2.5.3 Punkt- und Achsenspiegelung
Wir betrachten eine Transformation f : M (z) — M (3):

Z=—z+2a= f(z) 2.77)

Da |z — 21| = |21 — 29| gilt, ist diese Abbildung eine Translation. Durch die Bedingung f(a) =
a erhalten wir, dass die Transformation den Punkt A als Mittelpunkt der Strecke M M
besitzt, a = “TZ Daher ist diese Transformation eine Punktspiegelung beziiglich des Punktes
A. Die Transformation konnen wir auch wie folgt darstellen:

F=(z—a)e™ +a (2.78)

Das heif3t eine Punktspiegelung beziiglich des Punktes A ist eine Drehung um Punkt A um den
Winkel 7.

Nun betrachten wir die Transformation f : M (z) — M (Z):
Z=a+k(Z—-a), k=1 (2.79)
Dal|z—21| = la+k(zm—a)—a—k(ZI—a)| = |k| - |[Z2 — Z1] = |22 — z1] gilt, ist diese
Transformation eine Translation. Der Punkt A mit der Koordinate z der komplexen Ebene
wird auf den Punkt M _ mit der Koordinate z_ auf die Gerade
z—a—k(Z—a)=0 (2.80)

projiziert. Nach Anwendung der Formel [2.62] definieren wir

(z0+a+k(zo—a)) (2.81)

N —

Z_ =
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4592 cm

4592 ¢cm (".\
S

Re

Abbildung 2.10: Punktspiegelung

Da 1 (2 + ¢ (20)) = z- gilt, ist die Transformation eine Achsenspiegelung mit als
Achse.

Spiegelungsachse

Re

Abbildung 2.11: Achsenspiegelung



Kapitel 3
RegelmibBige Figuren

In diesem Kapitel werden Beispiele behandelt, die als Ergebniss regelméfige Figuren aufwei-
sen. Die Beispiele 1, 2, 3, sowie der Satz von Napoleon haben gleichseitige Dreiecke gemein-
sam. Die Beweisstruktur der ersten drei Beispiele erfolgt gleich. Beim Satz von Napoleon wird

das gleichseitige Dreieck anhand von zusammengesetzten Drehungen gezeigt.

Das Beispiel 4 weist ein rechtwinkeliges Dreieck auf. Die Beweisstruktur verlduft dhnlich zu

den Beispielen 1, 2 und 3.

Bei den Beispielen 5, 6 und 8 ergeben sich keine Dreiecke, sondern ein Parallelogramm, ein
Quadrat und ein Rechteck. Der Losungsweg der Bespiele 5 und 8 ist dhnlich zu den ersten
drei Beispielen. Es werden Punkte als Koordinatenursprung und Einheitspunkte festgelegt und
die restlichen Punkte definiert. Danach wird wieder in grundlegende Formeln aus dem Kapitel

eingesetzt. Das Beispiel 6 wird mit zusammengesetzten Drehungen gelost.

28
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3.1 Satz von Napoleon

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Auf den Seiten AB, BC' und AC' werden gleichseitige Dreiecke
ABCY, BC'A; und AC B, aufgesetzt und in diesen die Schwerpunkte konstruiert. Das Napole-
on Dreieck entsteht durch Verbinden dieser Schwerpunkte.

Werden die Dreiecke nach auBen aufgesetzt, so erhalten wir durch Verbinden der Schwerpunk-
te das duBlere Napoleondreieck. Bei Anlage der Dreiecke nach innen erhilt man das inne-
re Napoleondreieck,dieses degeneriert aber in einem Punkt, falls das Ausgangsdreieck ABC'
gleichseitig ist.

Dann gilt: Das Napoleon Dreieck AyB,C), unabhingig von der Form des Ausgangsdreieckes
ABC, ist stets gleichseitig.

Abbildung 3.1: Satz von Napoleon

Losung: Wir konnen 0.B.d.A annehmen, dass das Dreieck ABC' negativ orientiert ist. Nun be-
trachten wir die zusammengesetzten Drehungen R o R o R bezichungsweise RZ” o
R%‘*OOO o Ri‘too welche den Punkt B fixieren. Da 120° + 120° + 120° = 360° gilt, ist die Zusam-
mensetzung der Drehungen eine Translation mit einem Fixpunkt, d.h. die Identitdt. Laut dem
inversen Satz liber die Zusammensetzung der drei Drehungen ist jeder der Innenwinkel des
negativ orientierten Dreiecks AygByCy 60°, womit bewiesen ist, dass das Napoleon Dreieck
gleichseitig ist.
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Weiters gilt: Die Schwerpunkte A_, B_und C'_ der Dreiecke AB,C", BC1A; und C'A; B; sind
Eckpunkte des gleichseitigen Dreiecks A_B_C'_. Zusammen mit den Schwerpunkten A,, By
und Cj, der nach aulen (oder innen) aufgesetzten Dreiecke BC'A;, C AB; und ABC bilden sie
ein regelmiBiges Sechseck. Die Symmetriezentren der beiden gleichseitigen Dreiecke Ay ByCy
und A_B_C'_ fallen mit dem Schwerpunkt S des Dreiecks ABC' zusammen. Weiters sind die
Geraden durch AA;, BB; und C'C} kopunktal.

Losung: Wir konnen wieder 0.B.d.A. eine negative Orientierung des Dreieck ABC annehmen.
Dann gilt fiir die Kooridnaten der Eckpunkte A;, By und C der nach auBlen aufgesetzten Drei-
ecke BCA,, CAB; und ABCj:

wfd

a1 =b+ (c—be

wfd

by =c+ (a—ce

wfd

co=a+ (b—a)e

Fiir die Koordinaten der Symmetriezentren Ay, By und Cj, sowie fiir die Symmetriezentren A_,
B_und C_der Dreiecke AB;C, BC1A; und C'A; B gilt weiters

ag = é(2b+ c+ (c— b)e%i)
by = %(264— a+ (a— c)e%i)
co = %(Qa +b+(b—a)e?)
a = %(2a+c+(b—c)e’?)
b= %(21)4— a+(c—a)es)

1 s’
c.= 5(20+b+(a—b)e?)
Aus ... folgt: s = 2 (a + b+ ¢) = so = 5(ag + by + co) = s-= 3(a_+b_+c_) und

us

>

bo — Qg = (CO — Qg es
bo—a. = (c.—a)e®
bo—s = (ap— s)e%i

Analog gilt fiir die nach innen aufgesetzten Dreiecke BC' A, CAB; und ABCY:

s

ap=c+(b—cles , blzaJr(c—a)e%i, clzb+(a—b)e%i
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1 s 1 T 1 s’
ag==2c+b+(b—cles), bp==2a+c+(c—a)es), co==2b+a+ (a—b)es)

3 3 3
1 us 1 T 1 us’
a. = §(2a+b+ (c—=b)es), bo= §(2b—|—c—|— (a—cles), c.= §(2c+a+ (b—a)es)

1 1 1
s:g(a—i—b—l—c):sozg(a0+bg+co):s,:g(a,+b,+c,)

Co— Qy = (bo — Cl())@%i
c.—a. = (b.—ale®
ag—s = (b-— s)e%i

27

Infolge :2% = ¢73 und €2 = 1 schneiden einander die Geraden AA; und CC; im Punkt S.

Wir lassen den Punkt S mit dem Koordinatenursprung zusammenfallen. Uberdies gilt: - = %

und £ = £
c1 c1

Daraus konnen wir folgrn, dass auch % = % gilt. Dass heiflit weiters die Geraden AA, BB,
und C'C'; sind kopunktal. Analog folgt der Beweis, dass das Napoleon Dreieck AyByC| auch

bei innen aufgesetzten Dreiecken gleichseitig ist.

Historische Bemerkung:

Der Feldherr und Mathematiker Napoleon Bonaparte wurde am 15.8.1769 in Ajaccio auf Kor-
sika geboren. Er war das vierte von insgesamt 12 Kindern, wobei nur acht Kinder iiberlebten.
Napoleon wurde durch die hohe gesellschaftliche Stellung seiner Vorfahren adelig. Mit zehn
Jahren kommt Napoleon als Kanonier in die Militirschule Ecole Royale von Brienne. Dort ver-
bringt er 5 Jahre und schlieBt mit einem Examen ab. Als er gerade mit der Militirschule Ecole
Militaires in Paris beginnt stirbt sein Vater, er kehrt in seinen Geburtsort zuriick um die Ver-
sorgung der Familie seiner Mutter zu tibernehmen. Doch so lange er studiert und kein eigenes
Einkommen vorweisen kann, ist dies ein Ding der Unmoglichkeit.

Dank seiner auBBerordentlichen Begabung in Mathematik, kann er die Militdrschule friihrer als
geplant abschlieBen und wir mit bereits 16 Jahren zum Offizier ernannt. Napoleon wird deshalb
nach Valence versetzt, wo er 3 Monate seinen Dienst macht. Wihrend dieser Zeit fiihrte er das
unbefriedigte Leben eines Offiziers in Friedenzeiten.

Er vertrieb seinen unausgefiillten Stunden mit Schreiben uns Lesen. Fiir militdrische Biicher
konnte er sich nicht begeistern, jedoch verschlingt er politsche Biicher. Napoleon beherrschte
auller Mathematik, Artillerie, Kriegskunst und Plutarch nur wenig. Jedoch hatte er die Fahigkeit
sehr schnell neue Ideen zu finden und setzt sich mit Fragen auseinander, als wére er der Erste
der sich damit befasst.

Er bekommt zu Beginn der franzosischen Revolution den Auftrag mit seiner Armee die Roya-
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listenaufstdnde in Burgund niederzuschlagen, was ihm auch duflerst erfolgreich gelingt. Durch
die Heirat im Jahr 1796 mit Joseéphine de Beauharnais, ihr Vater hat gute Verbindungen, wird er

zum Oberbefehlshaber der Armee in Italien.

Viele von uns wissen nicht, dass Napoleon Bonaparte am 25.12.1797 als begabter Mathema-
tiker in das Institut de France, Abteilung Mathematische Wissenschaft, aufgenommen wurde.
Napoleon war gewiss kein forschender Wissenschafter, er sich aber sehr fiir die Mathematik
und besonders fiir Geometrie interessierte und der vorhin erwihnte ”Satz von Napoleon” aus
seiner Feder stammt. Der beriihmte Mathematiker Pierre Simon de Laplace war auf der Mi-
litidrschule sein Lehrer. Napoleon verschaffte ihm auch politische Amter und adelte ihn 1806.
Dass der ”Satz von Napoleon” erstmalig von ihm entdeckt wurde, ist eher unwahrscheinlich.
Man glaubt, dass er ihm aus Verehrung gewidmet wurde. In einem italienischen Schulbuch aus
dem Jahr 1912 entdeckte man zum ersten Mal den Zusammenhang des Satzes mit dem Feld-
herrn.

Heute findet der Satz kaum noch Verwendung im Schulunterricht, obwohl er gar nicht so schwer

zu verstehen wire.

Napoleon war mehrere Jahre als Feldherr sehr erfolgreich, bis die Niederlage in Paris erfolgte.
Er wurde nach Elba verbannt und behilt das Recht der Herrschaft. Nach seiner 100-tdgigen
Herrschaft erfolgt die Niederlage von Waterloo und er wird endgiiltig und lebenslang auf die
Insel St. Helena verbannt. Napoleon stirbt dort 1812.

3.2 Beispiele

3.2.1 Beispiel 1

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Das Dreieck A, B;C geht durch eine Drehung um 60° des Drei-
ecks ABC um den Punkt M hervor.
Dann gilt: Die Mittelpunkte L, N und P der Strecken A; B, B;C und C} A bilden ein gleich-

seitiges Dreieck.
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Abbildung 3.2: Beispiel 1

Losung: Wir nehmen den Mittelpunkt M der Drehung als Koordinatenursprung O an. Dadurch

erhalten wir fiir die Koordinaten aq, b; und ¢; der Punkte A;, B; und C}

us} s’ s’

ap=aes3 , by=0be3 , ¢g =ces
Dann gilt fiir die Punkte L, N und P
1 i 1 i 1 i
l:§(ae3 +0b), n:§(be‘3 +c), p:§(ceS +a)

Aus den obigen Gleichungen .. folgt dann | — n = (p — n)e%i. Somit ist gezeigt, dass das
Dreieck LN P gleichseitig ist.

3.2.2 Beispiel 2

Gegeben seien drei gleichseitige und gleichorientierte Dreiecke A; B;C, As BoCs und A3 B3C3,wobei
das Dreieck A; As A3 auch gleichseitig ist.

Dann gilt: Die Mittelpunkte P, ) und R der Strecken C'y By, Cs B3 und C'3B; sind Eckpunkte

eines gleichseitigen Dreiecks, wobei die Orientierung dieselbe ist wie die der Ausgangsdrei-

ecke.
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Abbildung 3.3: Beispiel 2

Losung: Wir nehmen den Punkt A; als Koordinatenursprung und A, als Einheitspunkt des

Koordinatensystems an. Dann erhalten wir

i juds
CL3:€3 s 01:b1€3

w21

ey = (by — l)e%i +1, e3=(bs+ ag)e%i — age’ 3
Daraus ergibt sich fiir die Punkte P, () und R:
I m
p= 5(516 3+ by)
q= %(bge? —eF 414 b3)
r= %(bl +bse + as)

Aus den obigen Gleichungen folgt die Gleichung r — p = (¢ — p)e%i , die ein gleichseitiges
Dreieck charakterisiert. Aus % folgt, dass der Umlaufsinn des Dreiecks PQ)R der gleiche ist

wie der Umlaufsinn der Ausgangsdreiecke.
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3.2.3 Beispiel 3

Gegeben seien drei gleichseitige und gleichorientierte Dreiecke M AB, M C'D und M FG.
Dann gilt: Die Mitten P, () und R der Strecken AG, BC und D F sind Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks.

12,784 cm

Abbildung 3.4: Beispiel 3

Losung: Lisst man den Punkt M mit dem Koordinatenursprung zusammentfallen, so bekommt
man fiir die Punkte B, D, GG, ), N und P folgende Darstellungen:

i i i
b=ae3 , d=ce3 , g= fes

Daraus folgt die Gleichung m — n = (p — n)e%i, welche ein gleichseitiges Dreieck charakteri-

siert.
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3.2.4 Beispiel 4

Gegeben ist ein konvexes Fiinfeck ABC'DF', wobei die Eckpunkte so anzuordnen sind, dass
die Dreiecke ABC und C'DF gleichseitig sind.

Dann gilt: Die Dreiecke QM F' und QN D sind zueinander dhnlich und entgegengesetzt orien-
tiert. Zusitzlich ist () das Symmetriezentrum des Dreiecks ABC), die Punkte M und N sind die
Mittelpunkte der Strecken BD und AF'.

Abbildung 3.5: Beispiel 4

Losung: Wir nehmen den Punkt () als Koordinatenursprung und Punkt A als Einheitspunkt an.
Daraus erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte A, C, B, ', N und M

w21 i s}

3

a=1, c=e3 , b=¢e3 = —¢3
f=d(l—es)—1, n:§(1—63), mzi(d—eS)

Weiters folgt

1 — — =T
So erhalten wir
md = fm o M4 _ = 3.1)
n—q d—q

Das Kriterium der Ahnlichkeit ist also erfiillt, die beiden Dreiecke sind zueinander dhnlich

und entgegengesetzt orientiert.
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3.2.5 Beispiel 5

Gegeben ist ein Sechseck ABCDEF'. In den Ecken A, C' und F sind die Innenwinkeln kon-
gruent und nicht groBer als 180°, wobei LZABF = ZCBD und ZAFB = ZEFD.

Dann gilt: Das Viereck A;C DFE ist ein Parallelogramm, wobei A; symmetrisch beziiglich des
Eckpunktes A und der Diagonale BF liegt.

Abbildung 3.6: Beispiel 5

Losung: Wir nehmen den Punkt F' als Koordinatenursprung und Punkt B als Einheitspunkt an.
Dann erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte F', B, A, EZ, C' und A,

f=0,b=1
a=pe¥ , e = pde?
c=u(l—de ™ +d

ay =a = ue ¥

Daraus ergibt sich a; +d = pe™ +d, c+e= pe % — ude™ + d + pde®.
Und wir erhalten weiter a; + d = ¢ + e, das Viereck A;CDFE ist laut Formel daher ein
Parallelogramm.

3.2.6 Beispiel 6

Gegeben ist ein beliebiges konvexes Viereck ABC'D. Auf den Seiten AB, BC, C'D und AD

werden Quadrate nach auBlen (oder nach innen) aufgesetzt.
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Dann gilt: Die Mittelpunkte M, M, M3 und M, der aufgesetzten Qudrate bilden genau dann

ein Quadrat, wenn das gegebene Viereck ein Parallelogramm ist.

Ms

7,007

M #120° 60°

120 - M-

:}[}7 cm

Abbildung 3.7: Beispiel 6

Losung: (=) Das Viereck ABC'D sei ein Paralleogramm. Dann gilt: @ + ¢ = b + d.
Wir betrachten die Zusammensetzung von vier Drehungen : R}, o R}, o Ry o Rp;
Die Koordinaten der Punkte M7, Ms, M3 und M, haben dann die Form:

_b—ai _c—Ui
e T
_d—ca _a—di
ST

Die Drehzentren N und N der zusammengesetzen Drehungen R%Q o R]%Il und RJ%L; o Rz%@ fallen
zusammen. Wir verwenden die Formel und erhalten so: n = %€ = 7.

Da das Viereck ABC'D ein Parallelogramm ist, bekommen wir m; + mgz = 2n = mq + my.
Nun sehen wir uns die zusammengesetzten Drehungen RY; o R]%Q o R]%l und R%h o RJ%J:; o
RY, an, welche die Identitit ist. Unter Beriicksichtigung von .. erhalten wir, dass das Viereck
My My M3 M, ein Quadrat ist.

(<) Fiir die Koordinaten der Punkte A, B, C' und D haben wir:

b= (a—my)i+m
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c=(b—ma)i +ms
d=(c—m3)i+ mg3

a=(d—my)i+my
My My MM, sei ein Quadrat. Dann erhalten wir:
ms —mg = (Mmy — ma)i, my —my = (Mg — my)i
Aus ...folgt:

a+c— (b+d)i=ms+my—i(ms+my)
b+d— (a+c)i=my+mg—i(mg +mg)

wir verwenden ... in ... und erhalten somit: b + d = msy + my = mq + m3 = a + c. Das heif3t
das Viereck ABC'D ist ein Parallelogramm.

Analog beweisen wir die Angabe fiir nach innen gerichtete Quadrate.

3.2.7 Beispiel 7

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Auf den Seiten AB und BC werden rechtwinkelige Drei-
ecke APB und BQC nach aulen aufgesetzt, wobei der Winkel /PAB gleich dem Winkel
/ZBCQist, also ZPAB = ZBCQ = a.

Dann gilt: Die Innenwinkel des Dreiecks PQ) R und hingen vom Winkel « ab und sind kon-
stant. R ist der Mittelpunkt der Seite AC'
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Abbildung 3.8: Beispiel 7

Losung: Da A AP B kongruent zu ABCQ) ist gilt: *B‘—g = g—g = k. Weiters betrachten wir die

. . . 17900 o o o .
Zusammensetzung f der Ahnlichkeiten II5™ o Hlli’go ) H}{’lso = H}g’%o = f, welche die

Indentitét ist. Nun suchen wir das Bild des Punktes R iiber der Abbildung f.

H}élsoo (R)
5% (R)

£,90°

g™ (D)

R
D
R

. i . .
da f(R) = R, bekommen wir p = =4 ¢ — Iﬁ—_r Nun verwenden wir die Formel [2.79|und
k

erhalten, dass die Punkte P und () symmetrisch beziiglich der Geraden RD liegen. Daraus folgt
APRD = AQRD. Wegen der Kongruenz von APRD und AAPB erhalten wir ZPRQ =
20, ZRPQ = ZRQP = § — .

3.2.8 Beispiel 8

Gegeben ist ein Viereck ABCD.
Dann gilt: Ist genau dann das Viereck ein Sehnenviereck, so bilden die Inkreismittelpunkte Ay,
By, C; und D; der Dreiecke BCD, CDA, DAB und ABC ein Rechteck.
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6,472 cm D1

Ay
a7’ 86"

Abbildung 3.9: Beispiel 8

Losung: Wir lassen den Mittelpunkt des Umkreises des Vierecks ABC'D mit dem Koordina-
tenursprung und den Eckpunkt A mit dem Einheitspunkt zusammenfallen.
Dann erhalten wir: a = 1, b = ¥, ¢ = ¥, d = €. Unter Verwendung der Formel fiir

die Koordinaten ¢, des Punktes 7, erhalten wir weiter
ay = OB 4 gir4d) _ gilB+0) gy — o7 4 oi0+7) _ gid

¢ =P 4 B _ i g = ef 4 OB _ et

Aus den obigen Gleichungen erhalten wir a; + ¢; = by + dy und Ka,3, = —Ka,p,- Nach
Verwendung der Formel [2.24] und [2.57] ergibt sich, dass das Viereck A, B;C;D; ein Rechteck.



Kapitel 4
Kopunktale Geraden

Wie schon der Name des Kapitels sagt, kommen hier Beispiele vor, beziehungsweise werden

Sitze behandelt, die kopunktale Geraden aufweisen.

Der Satz von Monge geht auf den franzosischen Mathematiker und Physiker Gaspard Mon-
ge zurck. Durch mehrere physiaklische Entdeckungen und vor allem durch die Schopfung der
darstellenden (deskriptiven) Geometrie machte er sich einen Namen. Beim Beweis wird zuerst
der Umkreis des Vierecks ABC'D als Einheitskreis festgelegt und dann werden die Gleichun-
gen der Geraden aufgestellt.

Im Satz von Miquel schneiden sich drei Kreise in einem Punkt, dem sogenannten MIQUEI
Punkt. Der Beweis wird anhand von Doppelverhiltnissen durchgefiihrt und wir im zweiten Teil

der Diplomarbeit noch genauer behandelt.

Der Satz von Carnot stammt aus der Feder des beriihmten franzosischen Offziers und Ma-
thematikers Graf Lazare Nicolas Marguerite Carnot. Am Anfang des 20. Jahrhunderts war es
sogar iiblich den Kosinussatz der Trigonometrie als Kosinussatz von Carnot zu bezeichnen. Die
Beweisstruktur des Satzes ist dhnlich zur Struktur des Satzes von Monge, zuerst wird ein Punkt

als Koordinatenursprung festgelegt und dann die tibrigen Punkte definiert.

Bei Beispiel 1, 2 und 3 verlaufen die Losungswege analog. Es werden die Gleichungen der

Kreise beziehungsweise der Geraden aufgestellt und dann das Gleichungssystem gelost.

42
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4.1 Satz von Monge

Gegeben ist ein Sehnenviereck ABC'D. Man lege Geraden durch die Mitten der Seiten normal
zur gegeniiberliegenden Seite. Dasselbe erfolgt mit den Diagonalen.
Dann gilt: Die so erhaltenen Geraden schneiden sich ein einem Punkt M/, dem Monge- Punkt

Abbildung 4.1: Satz von Monge

Losung: Wir nehmen den Umkreis des Vierecks ABC'D als Einheitskreis an. Die Koordinaten
der Eckpunkte A, B, C'und D des Vierecks bezeichnen wir mit a, b, ¢ und d. Unter Beniitzung
der Bedingung erhalten wir fiir die Geraden ¢.p, gcds Gad> gpe durch die Seiten AB, C'D,
AD und BC die Gleichungen:

a+b _a+b
c+d _ ¢+d
Jed : 2 — 5 =ab(z — 5 )
a+d a+d
Gad 12— —5 = be(z — i )
e Z_b+c:ad(z_b+c>
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Fiir die Geraden d,. und d,4 durch die Mittelpunkte der Diagonalen erhalten wir

atc a+te

doe : 2 ) bd(z — 5 )
b+d _ b+d
dpq Z—T:ac(z—T)

Der Punkt M hat dann die Koordinate m = %(a + b+ ¢ + d) und erfiillt jede dieser Geraden-
gleichungen, ist also ein gemeinsamer Punkt dieser Geraden.

4.2 Satz von Miquel

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Zu den Strecken AB, BC und AC' werden Punkte A;, B; und
('} angenommen.

Dann gilt: Die Umkreise der Dreiecke AB;C", A1 BC und A;B;C schneiden sich in einem
Punkt M, dem MIQUEL Punkt.

Bemerkung: Ein Dreieck A; B;C wird Miquel Dreieck von M beziiglich des Dreiecks ABC'
genannt. Die Punkte, die nicht Eckpunkte von AABC' sind, haben unendlich viele Miquel
Dreiecke. Die bekanntesten sind seinen “Pedal” Dreiecke, die vorkommen, wenn A, B; und
(y die FuBBpunkte der Normalen durch M auf die Seiten von A ABC' sind. Alle Miquel Dreiecke
eines Punktes haben dieselbe Formgrofe und sind somit gleichsinnig dhnlich. Daher geht der
Durchlaufsinn des Dreiecks ABC nicht ein, es ist also egal ob man das Miquel Dreieck von M
beziiglich AABC oder beziiglich A BAC konstruiert, die Formgrofien bleiben gleich.
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Abbildung 4.2: Satz von Miquel

Losung:
Beim Satz von Miquel zeigen wir eine andere Beweismoglichkeit. Wir beniitzen dazu den Pe-
ripheriewinkelsatz. Dieser lautet:

Peripheriewinkelsatz: Peripheriewinkel, die dem selben Kreisbogen b, zugeordnet sind, sind

gleich grof3. Sie sind halb so groB3 wie der diesem Kreisbogen zugeordnete Zentriwinkel.

Abbildung 4.3: Peripheriewinkelsatz



KAPITEL 4. KOPUNKTALE GERADEN 46

Beweis: Zentriwinkel «, Peripheriewinkel /3, so lautet die Behauptung o = 25

Das Dreieck AC'M ist gleichschenklig, so gilt Z(ACM) = Z(CAM) = e. Also ist v =
180° — 2e.

Das Dreieck AC'M ist gleichschenklig, so gilt Z/(BCM) = Z(CBM) = (. Also ist § =
180° — 2(.

Daraus folgt, &« = 360° — v — 6 = 2¢ + 20

Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes: Sind die beiden Winkel bei C' und C'_ gleich grof3
und liegen sie iiber derselben Strecke AB, so liegen die vier Punkte A, B, C' und C_ auf einem
Kreis.

Abbildung 4.4: Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes

Fortsetzung Losung: Gegeben ist das Dreieck ABC' und auf deren Seiten BC, C'A und AB
die Punkte A;, B; und C. Die Umkreise der Dreiecke AC;B; und BA;C schneiden sich im
Punkt M.

Nach Anwendung des Peripheriewinkelsatzes erhalten wir fiir den Winkel

LC1M By = 180° — LB AC.
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Analog erhalten wir fiir den Winkel
ZAMCY = 180° — ZCBC;.
Daraus folgt dann fiir den Winkel ZA; M By:
LAM By =360° — LZAMC, — ZC1M By = 180° — B1CA;

Nach Anwendung der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes liegt der Punkt A/ am Umkreis
des Dreiecks C' By A;. Damit ist gezeigt, dass die drei Kreise durch AC, By, BA;C; und C'B; A,
kopunktal sind.

Abbildung 4.5: Skizze zum Beweis des Satzes von Miquel
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4.3 Satz von Carnot

48

Gegeben ist ein Dreieck ABC' und drei Punkte A;, B; und Cy. Durch diese Punkte werden
Normalen zu den Seiten BC, C'A und AB des Dreiecks gelegt.

Dann gilt: Die drei erhaltenen Geraden sind genau dann kopunktal, falls
A182 -+ 01A2 -+ 3102 = BlA2 + A102 + 01B2 gllt

—

Abbildung 4.6: Satz von Carnot

Losung: (=)

Der Schnittpunkt der drei Normalen zu den Seiten BC', C'A und AB des Dreiecks ABC' durch

die Punkte A;, By und C wird mit P bezeichnet. Lassen wir den Punkt P mit dem Koordina-

tenursprung zusammenfallen, so erhalten wir:

b—rc

g1
ai

a—>

g2 :
&1

c—a

gs: by

Nach Umformungen erhalten wir:

g Elb + alg
g2 : C1a + Cc1a

gs . [_)16 + blé

aic+ a;c
Elb + 015
l;la + bla
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Werden nun die drei Gleichungen gliedweise addiert so bekommt man:
a1b + bay + c1a + acy + bie + cby = by@ + aby + a1+ cay + c1b + bey, 4.1)

womit die Aussage der Angabe bewiesen ist.

(<)

Die Gleichung der Angabe sei erfiillt. Zwei Normalen zu den Seiten BC und C'A des Dreiecks
ABC durch die Punkte A; und B; schneiden sich 0.B.d.A. im Punkt (). Wir nehmen Punkt ()

als Koordinatenursprung an und erhalten somit:

b—rc b—¢c
aq aq
c—a c—a

bl b1

Unter Beriicksichtigung von undfol gt weiters, “C—’lb = — az_:E’ was bedeutet, dass die dritte

Normale zur Seite AB durch den Punkt C'; auch durch Koordinatenursprung beziehungsweise
durch Punkt ) geht. Daraus folgt, dass die drei Normalen kopunktal sind.

4.4 Beispiele

4.4.1 Beispiel 1

Gegeben ist ein Dreieck ABC'.
Dann gilt: Die drei Kreise, die symmetrisch beziiglich dem Umkreismittelpunkt und der Gera-
den C'A, AB und BC liegen, schneiden sich im Hohenschnittpunkt H des Dreiecks.
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Abbildung 4.7: Beispiel 1

Losung: Der Umkreis des Dreiecks ABC wird als Einheitskreis angenommen. Dann haben die
Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise, die durch die Punkte C'A, AB und BC' gehen, die
Darstellungen a + ¢, a + b und b + c. Nach Verwendung der Formel bekommen wir fiir die
Kreise folgende Gleichungen:

2Z—(a+?¢)z—(a+c)z+ac+ac+cc = 0
Z—(@+bz—(a+bzZ+ab+ab+bb = 0
Z—(b+¢)z—(b+c)Z+be+chb+bb = 0

Der Hohenschnittpunkt H des Dreiecks ABC', welcher durch die Formel h=a+b+c
definiert ist, erfiillt alle drei Kreisgleichungen, wodurch die in der Angabe formulierte Aussage

bewiesen ist.

4.4.2 Beispiel 2

Gegeben ist ein konvexes Viereck ABC'D. Auf seinen Seiten werden nach innen gleichschen-
kelige Dreiecke aufgesetzt, wobei der Winkel bei den aufgesetzten Punkten /V; mit: = 1,..,4
jeweils ein Rechter sein soll.

Dann gilt: Fallen die Eckpunkte /V; und N5 zusammen, genau dann fallen auch die Eckpunkte

N, und N, zusammen.
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Abbildung 4.8: Beispiel 2

Losung: Fiir die Koordinaten ni, ny, ng und n4 der Eckpunkte Ny, N5, N3 und N, erhalten

Wir:
a—bi b—ci
n; = , Ng = ,
L TR
_c—di _d—ai
BT M T T
(=)

Falls wir n; = ng annehmen, so erhalten wir « — ¢ = (b — d)i. Durch Einsetzen fiir a — ¢
b—dt(a—c)i __ (b—d)—(b—d)
1 1—i

bekommen wir weiters ny — ny = = 0, also ny = ny.
(=)

Der zweite Beweisteil folgt analog zum ersten Teil.

4.4.3 Beispiel 3

Gegeben sind zwei Dreiecke ABC und A, B,C}.

Dann gilt: Die Geraden durch die Ecken des Dreiecks A; B;C parallel zu den Seiten BC', AC'
und AB sind genau dann kopunktal, wenn die Geraden durch die Punkte A, B und C' parallel
zu den Seiten B;C, A;C} und A By auch kopunktal sind.
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M1 o

A1

Abbildung 4.9: Beispiel 3

Losung: Wir nehmen den Punkt )/; als Koordinatenursprung an und den Schnittpunkt M, der
Geraden durch die Punkte A und B parallel zu den Seiten B;C bzw. C; A; legen wir in den

Einheitspunkt. Dann erhalten wir:

a—b
gl'a—l_) IUEI
b—c  w
92'1_9—6 ual
c—a by
g3:z——= = H=—
c—a by
b — -1
byt =2
hQIfl_fl = _b—_l
C1 —a b—1

Weiters zeigen wir, dass die Gerade, die durch Punkt C' und parallel zu A, B; verlauft durch den

Einheitspunkt geht. Dass heiBt sie erfiillt das Verhiltnis g : ©=21 = egj—}.

ai1—b1
Nach Umformen erhalten wir:
g1:¢a—cb = p(aa—cb) 4.2)
g2 @b —aic = plab — arc) 4.3)

gs . [_)16 — l_)la = ,u(blé — bla) (44)
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Die Gleichungen §.2] 4.3|und .4 werden miteinander addiert und danach mit —1 multipliziert:

{ /L(Cll_)— all_)— c1 + (Il) = Elb —Elb —C1 +ap

pw(bi@ — c1@ — by +¢1) = bia — ¢1a — by + ¢

Nun werden die Gleichungen ?? gliedweise addiert und beriicksichtigt. Daraus erhalten

wir das Verhiltnis 2=2 = ,¢=1,
alfbl c—1



Kapitel 5
Langen und Winkel

Die Beispiele beziehungsweise der Cosinussatz fiir Vierecke, die in diesem Kapitel behandelt
werden, haben Lingen oder Winkel als Ergebnis, die sich nicht verindern.

Der Cosinussatz fiir Vierecke zeigt, dass die spiter erwdhnte Bedingung fiir jedes Viereck gilt.
Er stellt die Beziehung zwischen den Quadraten Seitenldngen und den dazugehdrigen Winkeln

dar.

In Beispiel 1 wird die vom deutschen Philosophen und Mathematiker Gottfried Wilhelm Leib-
niz stammende Formel behandelt. Er war einer der bedeutendsten Philosophen und “der univer-
sale Geist” seiner Zeit. ”Leibniz sagte iiber sich selbst: Beim Erwachen hatte ich schon so viele

Einfille, dass der Tag nicht ausreiche, um sie niederzuschreiben.”

Die Beweisstrukturen der Beispiele in diesem Kapitel verlaufen alle dhnlich. Es werden zuerst
die Koordinaten der Punkte definiert und anschlieend in gegebene Formeln beziehungsweise
Bedingungen eingesetzt. Einzig die Beispiele 7, 8 und 12 weichen von den anderen ab. Die
Aufgabenstellung ist bereits verschieden zu den restlichen Beispielen. Es ist die Menge von

Punkten gesucht. Als Ergebnis erhalten wir Kreise und Paare von Geraden.
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5.1 Cosinussatz fiir Vierecke

Gegeben ist ein Viereck ABCD.
Dann gilt: AD? = AB>+ BC?+CD?—-2AB-BC-cos3—2BC-CD-cosy—2AB-CD-cosé

--9,115cm

8,374 cm

A 10,591 cm

Abbildung 5.1: Cosinussatz fiir Vierecke

Losung: Die Koordinaten der Eckpunkte des Vierecks ABC'D werden mit a, b, ¢ und d be-
zeichnet. Der Winkel § wird von den Seiten AB und BC' und der Winkel v wird von den Seiten
BC und C'D eingeschlossen. Verlingert man die Seiten AB und DC' in dieselbe Richtung, so
erhilt man einen Schnittpunkt; hier liegt der Winkel 9.

Wir beniitzen die Formeln [2.16/und aus Kapitel ... und finden somit:

AB? + BC? + CD?* — 2AB - BC - cosf3 — 2BC - CD - cosy — 2AB - CD - cosé =
=(b—-a)(b—a)+ (c—b)(c—Db)+ (d—c)(d—7¢) —
—(c=b)(@a—b)—(a—b)e—b)+(d—c)(b—¢) -
—(b—c)(d=7) = (c—d)(b—a) — (b—a)(c—d) =

= (a —d)(a—d) = AD?

Damit ist die Aussage der Angabe gezeigt.
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5.2 Satz von Brettschneider

Gegeben ist ein Viereck ABCD.
Dann gilt: AC? - BD?> = AD? - BC? + AB? - BC? —2AB - BC -CD - AD - cos(y)

Abbildung 5.2: Satz von Brettschneider

Losung: Wir verwenden die Formeln [2.16/und Mit dem Additionstheorem fiir den Cosi-

nus konnen wir die Richtigkeit des Satzes beweisen.

AC? - BD? = AD*- BC? + AB? - BC? —2AB - BC -CD - AD - cos(y)

wobei ¢ = a + vy oder ¢ = 5+ 0 ist.
Haben wir den Fall eines iiberschlagenen Vierecks, d.h. die Seiten durch AD und BC' schneiden
einander, so gilt dieser Satz auch. Der Winkel o wird hier aber von den Seiten AB und AD

eingeschlossen, sowie der Winkel + von den Seiten C'B und C'D.

Abbildung 5.3: Satz von Brettschneider, iiberschlagenes Viereck
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5.3 Beispiele

5.3.1 Beispiel 1

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden bezeichnen wir mit
M und P ein beliebiger Punkt der Ebene.
Dann gilt die Formel von Leibniz PM? = $(PA? + PB? 4+ PC?) — §(BC? + AC? + AB?)

Abbildung 5.4: Beispiel 1

Losung: a, b, c und p sind die Koordinaten der Punkte A, B, C' und P. Fiir die Koordinate des

Schwerpunktes M gilt m = %(a + b+ ¢). Nun setzen wir in die Formel von Leibniz ein:
a+b+c a+b+c  _
g 05— -D=
=3((a=p)@p)+b-p)b—D) +(c—p)c-p) -

—((c=b)(c—=b)+ (c—a)(c—a) + (b—a)(b—1q))

Werden die Klammern in der obigen Gleichung aufgeldst und dann umgeformt, so kommt man

zur Identitit, die Formel von Leibniz ist somit bewiesen.
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5.3.2 Beispiel 2

Gegeben ist ein Sehnenviereck A; A; Az A,.

Dann gilt: Das Viereck A; A; A3 A, ist mit dem Viereck M; My M3 M, kongruent. Die Eckpunk-
te My, My, Msund M, sind Schnittpunkte der Hohen der Dreiecke Ay A3 Ay, A1 A3Ay, A1 A A,
und A; A5 As.

Abbildung 5.5: Beispiel 2

Losung: Wir nehmen den Umkreis des Vierecks A; Ay A3 A, als Einheitskreis an. Laut Formel
[2.34] aus Kapitel ... erhalten wir fiir die Hohenschnittpunkte der Dreiecke Ay A3 Ay, A;A3Ay,
A1A2A4 und A1A2A3:

m1:a2+a3+a4, mgza1+a3+a4

ms=a1+a2+ a4, Mg =01+ G2 + asg
Daraus folgt dann:

hl—h2:a2—a1
hg—h3:a3—a2
hg—h4:a4—a3

h4—h1:a1—a4
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Es gilt daher: Mo M, = A, Ay, MMy = AyAy, MM, = AsA; und M, M, = A, A,. Aus
diesen Gleichungen kann man die Kongruenz und ihre entgegengesetzte Orientierung schlieB3en.

5.3.3 Beispiel 3

Gegeben sei ein Dreieck ABC, mit M als Mittelpunkt des Inkreises. Der Punkt D ist der
Schnittpunkt der Geraden durch AM mit dem Umkreis des Dreiesck ABC.
Dann gilt: DB = DC' = DM.

Abbildung 5.6: Beispiel 3

Losung: Wir nehmen den Umkreis des Dreiecks ABC' als Einheitskreis und den Punkt A als
Einheitspunkt an. Weiters setzen wir ohne Einschrinkung eine positive Orientierung des Drei-

ecks ABC voraus und erhalten:

a=1, b=, c=¢e*, d =P

Wir beniitzen die Formel 2.50, und folgern fiir den Punkt M daher m = ¢ + ¢/A+7) — ¢,

Nach Einsetzen in die obigen Gleichungen folgt:
DC =|c—d| = ‘e”—e’ﬂ’
DB =|b—d| = e — 7| = |7 — €’
DM =|m —d| = |ew—e’ﬂ‘
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also gilt DB = DC' = DM .

5.3.4 Beispiel 4

Gegeben sind ein Trapez ABC'D und zwei Quadrate AN DM und BQC' P mit jeweils gleicher
Orientierung.
Dann gilt: Die Strecken M P und ()N haben die gleiche Lénge.

Abbildung 5.7: Beispiel 4

Losung: Aus der Parallelitit von AB und CD folgt (a — b)(¢ — d) = (@ — b)(c — d). Weiters

berechnen wir:

a+d,. a+d
m=(d— 5 )i + 5
y _a+dy+a+d
n=(a 5 1 5
y _b+cy+b+c
p=\em =T
b+c.. b+c

qg=(b— 5 )i + 5

Unter Beriicksichtigung der Parallelitdt von AB und C'D erhalten wir:

MP? = (p—m)(p—m)=(n—q)(n—7) = NQ*
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5.3.5 Beispiel 5

Gegeben ist ein Kreis w und Punkte A, B und C, die am Kreis liegen. Weiters ist ein Punkt
D im inneren des Kreises gegeben, und zwar so, dass AB = BC und das Dreieck BC'D ein
gleichseitiges ist. Die Gerade durch AD schneidet den Kreis w in einem weiteren Punkt F.

Dann gilt: Die Liange der Strecke AD ist gleich dem Radius des Kreises w.

6,285 cm

Abbildung 5.8: Beispiel 5

Losung: Wir nehmen den Kreis w als Einheitskreis und den Punkt A als Einheitspunkt an. Dann
erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte A, B, C und D:

a=1 (5.1)

b=e" (5.2)

c =% (5.3)

d = e lelets) 4 eiv (5.4)
(5.5)

wobei ¢ # 2?” + km,k € Z. Die Koordinate e des Punktes E erhalten wir als Losung des
Systems:

zz=1

i _1)\et(P+5) 1 iw_ _
z—1= (Dm0 de?ol (5 )

(e—iv—1)e (#T5) fe—iv_1
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. . 20+ %) 4 i
Durch den Satz von Vieta erhalten wir: e = ﬁ
e

fiir die Linge der Strecke D E den Ausdruck:
B (efi(W+%)+1)(7eiap+ei(ﬂp+%)) o
le—d| = i t5) 11 = |e*]

Wegen obiger Gleichungen finden wir

2im

e 3 | = 1 Daraus konnen wir schlie-

T
e?—ll =

Ben, dass die Linge D E gleich dem Radius ist.

5.3.6 Beispiel 6

Gegeben ist ein Halbkreis mit dem Durchmesser AB. Weiters wird eine Kreissehne C'D mit
fixer Liange gelegt. Der Punkt M ist die Mittelpunkt der Sehne C'D und den Schnittpunkt der
Normalen durch den Punkt C' zum Durchmesser mit dem Durchmesser AB bezeichnen wir als
Punkt H.

Dann gilt: Der Wert des Winkels ZC' H M ist von der Lage der Sehne C'D unabhiéngig.

Abbildung 5.9: Beispiel 6

Losung: Wir nehmen den gegebenen Kreis als Einheitskreis und den Punkt 5 als Einheitspunkt
an. Dann erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte A, B, C und D, wobei « ein konstanter
Winkel ist:

Der komplexe Steigungskoeffizient der Geraden C'M ist gleich x; = —1. Laut Formel [2.60]ist

der komplexe Steigungskoeffizient der Geraden HM gleich xk, = 2= Durch Einsetzen der

h—m

e—tpta) _pip 1—ei(2pt+a) 1

obigen Gleichungen erhalten wir weiter: rky = S5, = — —eCrrayga = —ga-
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~

Es sei 0§ = (H M : fﬁ) Nun benutzen wir die Formel [2.60| zum zweiten Mal und erhalten

danach €2 = o= e’ = const., woraus folgt, dass der Wert des Winkels ZC' H M von der

Lage der Sehne C'D unabhingig ist.

5.3.7 Beispiel 7

Gegeben ist ein rechtwinkeliges Dreieck ABC, wobei der rechte Winkel an der Ecke C' liegt.
Das Dreieck ist so gelagert, dass die Punkte A und B auf einem festen Kreis bleiben, und der
Punkt C' im Inneren des Kreises festgehalten wird. Zu finden ist die Menge der Mittelpunkte
M von AB und die Menge der Schnittpunkte D der Tangenten an den Kreis durch A und B.

Bahn_M

Abbildung 5.10: Beispiel 7

Losung: Wir lassen den Mittelpunkt des festgelegten Kreises mit dem Koordinanteursprung
und Punkt C' mit dem Einheitspunkt zusammenfallen. Daraus ergibt sich fiir die Koordinaten
der Punkte C, Aund B ¢ = 1, a = Re™ und b = Re', wobei R der Radius des festen Kreises
(R > 1) ist. Die Charakteristik des rechten Winkels beim Punkt C' des Dreiecks AC'B fiihrt zu
Iief?;_ll =— }ie_ifﬁ’_ll und wird weiter umgeformt zu R?(e’(@=#) 4 ¢i(6=) 1. 2) — R(e® 4 ) —
R(e™™ +e ) +2(1 — R?) = 0.

Wir bezeichnen die Koordinate des Punktes M mit z und die Koordinate des Punktes D mit 2.
Aus den Formeln [2.23]und [2.28] sowie der obigen Gleichung folgt schlieflich:

1, 1, 2R*—1
(- -5 == (56

R? R? RY2R? — 1)
- (R2-1)

(5.7)



KAPITEL 5. LANGEN UND WINKEL 64

Daraus erhalten wir, dass die Menge {1/} der Mittelpunkte ein Kreis mit Mittelpunkt (1;0)

und Radius Y2E°=1 ist, die Menge {D} ist ein Kreis mit Mittelpunkt (— 2~ 0) und Radius

2 RZ_1°
R2V2R2—1
RZ-1 °

5.3.8 Beispiel 8

Zu der Ebene sind zwei Punkte A und B gegeben. Durch den Punkt A wird ein Kreis gelegt,
er schneidet die Gerade durch AB ein zweites Mal im von B verschiedenen Punkt /. Weiters
wird ein Kreis durch die Punkte B, K und durch den Mittelpunkt des ersten Kreises gelegt.
Dieser Kreis schneidet den ersten Kreis ein zweites Mal im Punkt M. Zu finden ist die Menge
der Punkte M.

Abbildung 5.11: Beispiel 8

Losung: Wir nehmen den Punkt A als Koordinatenursprung und den Punkt B als Einheitspunkt
an. Mit C' bezeichnen wir den Mittelpunkt des ersten Kreises: (z — ¢)(Z — ¢) = ¢¢, und mit D
den Mittelpunkt des zweiten Kreises: (z —d)(Z —d) = (1 —¢)(1 — d). Mit m und k werden die
Koordinaten der Punkte M und K bezeichnet. Aus der Angabe geht hervor, dass M und K die

Losungen des Gleichungssystems

z2z2—cz—¢z=0
Z—dz—dz=1—d—d

sind. Weiters kann man aus der Angabe entnehmen, dass k = ¢ +¢,d + d = k + 1 gilt. Nach

beniitzen des Satzes von Vieta erhalten wir fiir m dann m = % Aus den obigen Gleichungen

—c’
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erhalten wir daher (m — 1)(m — 1) = 1, die Menge {M } ist daher ein Kreis mit Mittelpunkt B
und Radius 1.

5.3.9 Beispiel 9

Gegeben ist ein Kreis k& sowie die Punkte A und B auf k, sie begrenzen einen Kreisbogen, mit
Mittelpunkt M. K ist ein beliebiger Punkt am Kreis.
Dann gilt AK - KB = AM — KM .

* 9,658 cm

12,327 cm

Abbildung 5.12: Beispiel 9

Losung: Wir nehmen den Kreis als Einheitskreis und den Punkt B als Einheitspunkt an. Daraus
ergibt sich fiir die Koordinaten der Punkte B, A, M und K:

b=1
a=e"
m=e'?
k= e

Setzen wir nun in die Aussage der Angabe ein, so erhalten wir:
AK - KB = | — e - |1 — %] = |e?| - |w — 1‘ 1 — e =
cosa+isino

= |cos(p — @) +isin(p — a) — 1| - |1 — €| = dsin(252)sin(£) = 2(cos(2522) — cos())
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S — o ) . . . ) o ) -2
AN - KM = (e'2 —e") - (e7'2 —e ") — (e'2 —€'?) - (e'2 —e ) = 2(cos(a S0) - cos(%))

Da bei beiden Gleichungen der letzte Term iibereinstimmt, haben wir daher die Aussage der

Angabe bewiesen.

5.3.10 Beispiel 10

Gegeben sind zwei verschiedene Kreise (wy, C1) und (w2, Cs), die sich in zwei Punkten schnei-
den, einer davon wird mit A bezeichnet. Durch den Punkt A wird eine beliebige Gerade gelegt,
welche die beiden Kreise in zwei weiteren Punkten AM; und M, schneidet. Durch die Punkte
M, und M, werden Tangenten an den jeweiligen Kreis gelegt, die sich im Punkt N schneiden.
Weiters werden parallele Geraden zu den Tangenten M7 N und My N durch die Mittelpunkte C'
und C5 der Kreise gelegt.

Dann gilt: Die Gerade DN geht durch ein und denselben Punkt und die Linge der Strecke
D N ,unabhingig von der Wahl der Gerade durch A, ist konstant.

Abbildung 5.13: Beispiel 10

Losung: Der Kreis (w;, C) wird als Einheitskreis und Punkt A als Einheitspunkt angenommen.
Dann erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte A, C;, M; und M,

a=1, ¢g=0
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my = €%, my=cy+ (1 —73)e"

Wird der zweite Schnittpunkt der beiden Kreise mit B bezeichnet, so erhalten wir fiir ihn b = i:;
Die Gleichungen der Geraden durch M1 N, MsN, C7 D und C5D haben dann die Darstellungen

MiN - 2=€¥Z+e ¥z
1

G —1
. _ (= —
gMQN.z—mg—l_CQG (z —ma)
go,p i 2 = —e*?z
6_1 210 (— —
Jeup i 2= 2= g Ce“’(z—CQ)
—C

Aus den obigen Gleichungen erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte D und NV

d o 62(1—62)+Ez(1—52)62i“'0
- C2—c2
n = 02(1—cz)—?cgeig&(1—62)-&-5(1—52)62“/’
- C2—cC2

02(1—52)
C2—cC2

Aus den Gleichungen fiir D und N folgt dann fiir die Lénge dieser Strecke |d — n| = 2
Die Gleichung der Geraden durch DN hat daher die Darstellung z — n = —20=2) o2i¢(z _7),

c2(1—c2)

womit der Punkt B auch auf dieser Geraden liegt.

5.3.11 Beispiel 11

Gegeben ist ein Sehnenviereck ABC D. Eine Diagonale teilt das Viereck in zwei Dreiecke.
Dann gilt: Die Summe der Inkreisradien der beiden Dreiecke ist unabhingig von der Wahl der

Diagonale.
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- B
2615 ¢
2127cm Q é
=]
iR o !
2,631 cm 3,12cm
D
A

Abbildung 5.14: Beispiel 11

Losung: Wir nehmen den Umkreis des Vierecks ABC' D als Einheitskreis und Punkt A als
Einheitspunkt an. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass das Viereck ABC'D positiv orientiert
ist. Daraus ergibt sich fiir die Koordinaten der Punkte A, B, C' und D

a=1,b=¢e" c=e*, d=e*

Nach Beniitzung der Formel erhalten wir die Koordinaten der Punkte P, (), R und S der
Mittelpunkt der Inkreise der Dreiecke ABC, BCD, CAD und BAD

p = e 4 B8 _ ot
= (B 4 v +B) _ i(B+9)
ro= e 40 _ e

ezﬂ 4 eﬁ+6 . ei5

Wir projizieren die Punkte P und () normal auf eine Gerade, die durch die Punkte R und S
orthogonal zu den Geraden AC' und BD sind. Aus den Formeln [2.62] und erhalten wir
¢ —s = (p — r)e’¥, wobei ¥ = "ED = e?(6+9=7) gilt. Aus der Angabe und der obigen

Formel folgt weiters ¢ = [ + 6 — 7. Die Summe der Inkreisradien fiir eine Diagonale ist

|¢’ — s| und fiir die andere Diagonale ist sie |p’ — r|. Aus der Formel ... erhélt man dann die
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Unabhingigkeit der Wahl der Diagonale.

5.3.12 Beispiel 12

Zu der Ebene ist eine Gerade g und ein Punkt A gegeben, der nicht auf der Geraden liegt. B ist
ein beliebiger Punkt auf der gegebenen Geraden. Zu finden ist die Menge der dritten Eckpunkte
und der Inkreismittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke ABC und ABC}.

Ci

Abbildung 5.15: Beispiel 12

Losung: Wir nehmen die gegebene Gerade als die reelle Achse an und erhalten

Fiir die Koordinaten der Punkte B und C bekommen wir:

s}

mi mi
¢ = ae 3 + befs

ux s

g3
€ 63
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Aus den beiden Gleichungen der Koordinaten c und b folgt dann c—a = —e™% (¢—a). Deshalb
ist die Menge der Eckpunkte C' ein Paar von Geraden, die den Schnittpunkt A_ besitzen. Sie
schlieBen mit der Geraden durch AA_ die Winkel g und = ein.

Der Schwerpunkt M des Dreiecks ABC' hat die Koordinate m = %(a +b+c).Dab = b gilt,
bekommen wir m — 1a(1+e7°%) = €% (1 — 1a@(1+¢°% )). Daher beschreibt auch die Menge
der Schwerpunkte M ein Paar von Geraden, wobei der Punkt D mit der Koordinate d = %a—i— %6

der Schnittpunkt der Geraden ist.



Kapitel 6
Kollineare und konzyklische Punkte

Der erste Satz in diesem Kapitel stammt vom berithmten Mathematiker Carl Friedrich Gauss.
Seine Interessen waren breitgefichert und widmeten sich nicht nur der Mathematik. Bereits
seinen Zeitgenossen waren seine herausragenden wissenschaftlichen Leistungen bewusst. So
lie} zum Beispiel der Konig Hannover sogar Gedenkmiinzen mit seinem Bild und der Inschrift

”dem Fiirsten der Mathematiker” préigen.

Der nichste Satz ist aus der Feder des franzosischen Mathematikers und Physikers Jean-Victor
Poncelet. Er beschiftigte sich wihrend einer 2-jdhrigen Kriegsgefangenschaft mit projektiver
Geometrie, ohne Biicher beniitzen zu konnen. Zu dieser Zeit entstanden die Grundziige seines

Hauptwerkes Traite des proprietes projectives des figures.

Der griechische Mathematiker Claudius Ptoleméeus beschiftigt sich in seinem Satz mit Seh-
nenvierecke. Dieser Satz gilt auch fiir symmetrische Trapeze, da diese auch einen Umkreis
aufweisen. Weiters gilt der Satz auch fiir Rechtecke, auch diese haben einen Umkreis. Daraus

ergibt sich, dass der Satz von Ptolemius den Satz von Pythagoras als Spezialfall enthilt.

Die Beweisstrukturen beim Satz von Droz-Farny, sowie bei den beiden Bespielen 1 und 2
sind dhnlich zu den ersten Sitzen. Meistens wird der konstruierte Kreis (Umkreis oder Inkreis
des Dreiecks oder Vierecks) als Einheitskreis angenommen und dann werden die Koordinaten

der Punkte entsprechend definiert.

71
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6.1 Satz von Gauss

Gegeben ist ein Viereck ABC'D, wobei keine der Seiten parallel zu einer anderen ist. Die ge-
geniiberliegenden Seiten werden zu Geraden verlidngert und miteinander geschnitten.

Dann gilt: Der Mittelpunkt R der beiden Schnittpunkte liegt auf einer Geraden durch die Mit-
telpunkte der Diagonalen AC und BD.

Gauss_(Gerade

Abbildung 6.1: Satz von Gauss

Losung: Die Koordinaten der Eckpunkte A, B, C' und D werden mit a, b, ¢, d und die Koor-
dinaten der Mittelpunkte der Diagonalen P und () mit p und ¢ bezeichnet. Weiters seien m,
n und r die Koodrdinaten der Schnittpunkt der Geraden durch AD und BC beziehungsweise
durch AB und DC' sowie der Mitte R der Strecke M N. Unter Verwendung von Formel [2.22]
schreiben wir die Bedingung der Kollinearitit fiir die Punktetripel A, D, N, B,C, N, A, B, M
und D, C; M auf.

a(d—mn)+dn—a)+n@—d) =0

b(c—n)+cm—b)+nb—2)=0
a(b—m)+b(@m—a) +m(@—>b) =0
d(¢ —m) +c(m —d) +m(d—7¢) =0

Fiir p, ¢ und r erhalten wir weiters:

1 1 1
p:§(a—i—c), q:é(b—i-d),rzé(m—i-n)
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Aus den obigen Gleichungen folgt die kollineare Lage der Punkte P, () und R
p@=r)+qr—q) +r(p—-q) =0, (6.1)
und somit ist die Aussage der Angabe des Beispiels bewiesen.

Wir betrachten nun den oberhalb ausgenommenen Sonderfall, dass das Viereck ABC'D ein

Trapez ist, sprich die beiden Geraden durch AB und C'D sind parallel.

Abbildung 6.2: Satz von Gauss Sonderfall

Hier ist die Gerade durch P(Q) auch parallel zu den Geraden durch AB und C'D. Daher konnen

die Punkte M und R als Fernpunkte angenommen werden.

6.2 Satz von Poncelet

Gegeben ist ein Dreieck ABC' und ein beliebiger Punkt P, welcher aber nicht auf einer der
Geraden durch AB, BC' oder AC liegt. Die Schnittpunkte der Geraden, die durch den Punkt P
unter einem bestimmten Winkel «, und den Geraden durch die jeweiligen Seiten des Dreiecks
bezeichnen wir mit A; € BC, B € CAund C; € AB.

Dann gilt: Der Punkt P liegt genau dann auf dem Umkreis des Dreiecks ABC, wenn die
Punkte A;, B; und C kollinear sind.
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Pancelet_Gerade

Abbildung 6.3: Satz von Poncelet

Losung: (=) Wir nehmen den Umkreis des Dreiecks ABC ' als Einheitskreis an. Unter Verwen-
dung der Formeln[2.61]und [2.60|erhalten wir fiir die Gleichung der Geraden durch den Punkt P
unter dem orientierten Winkel o zur Geraden durch BC"

2l (—

z—p=—bce™(Z —P)

AnschlieBend wird die Koordinate a; des Punktes A; durch das System

2z —p= —bce*(z —p)
z—q=—be(z—7)
definiert und wir erhalten

e?(pbc —b—c) +p

= . 6.2
ai 1 _ oo (6.2)
Durch analoge Rechnung erhalten wir die Koordinaten

2900 (7 oy
by — e?®(pac a c)+p 6.3)

1— eQza

2t (7 b—a—0>

o= o Pabza—b)tp (6.4)

1— 622'04



KAPITEL 6. KOLLINEARE UND KONZYKLISCHE PUNKTE 75

Durch|[6.2)und [6.4] wird die Bedingung

bl_alzb_l_a_l 6.5)

ap—c G —C1

der Kollinearitit[2.25]erfiillt und die Punkte A;, By und C liegen deshalb auf einer Geraden.
(<) Das Verhiltnis ist durch [6.3] erfiillt. Wir beniitzen die Ausdriicke von [6.2] und [6.4] und
erhalten weiters: ggj = p—:g oder pp(c — b) = ¢ —b.Da B # C, also b # c ist, folgt pp = 1.
Daraus folgt, dass der Punkt P am Umkreis des Dreiecks ABC' liegt.

6.3 Satz von Ptolemaus

Fiir ein konvexes Viereck ABC'D gilt folgende Kennzeichnung: Dem Viereck ldsst sich ge-
nau dann ein Kreis umschreiben - es ist also genau dann ein Sehnenviereck, wenn das Produkt
der Langen der Diagonalen des Vierecks gleich der Summe der Produkte der Langen der ge-
geniiberliegenden Seiten ist: AC'- BD = AB- CD + BC' - AD

11,939 cm

Abbildung 6.4: Satz von Ptolemius
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Losung: (=) Nach dem Satz von Brettschneider ?? erhalten wir:
AC? . BD? = AB*> - DC? + AD* - BC* —2-AB-DC - AD - BC - cos(B +0).  (6.6)

Besitzt das Viereck einen Umkreis, so gilt B+ D = 7. Aus der obigen Formel erhalten wir

nach Finsetzen:
(AC - BD)* = (AB - DC + AD - BC)?, (6.7)
so dass
AC-BD = AB-DC + AD - BC (6.8)

gilt.
(<) Die Bedingungen [6.8] und [6.7] sind erfiillt. Aus [6.6] und [6.7] kénnen wir schlieBen, dass
cos(B + ﬁ) = —1 gilt und daher weiter B+ D = 7. Daraus folgt, dass das Viereck ABCD

einem Kreis eingeschrieben ist.

6.4 Satz von Droz-Farny

Gegeben ist ein Dreieck A;B;C;. Durch den Hohenschnittpunkt des Dreiecks werden zwei
beliebige zueinander normale Geraden gelegt. Man erhilt auf den Geraden durch A; A3, A3A;
und A; Ay dann Strecken BBy, C1C5 und D Ds.

Dann gilt: Die Mittelpunkte P, ) und R dieser Strecken sind kollinear.
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Abbildung 6.5: Satz von Droz-Farny

Losung: Wir nehmen den Umkreis des Dreiecks A; A A3 als den Einheitskreis an. Folglich
haben dann die beiden zueinander normalen Geraden und die Geraden durch A, A3, AsA; und

Ay A, die folgenden Gleichungen:

z—h=kr(Z-h)
z—h=—kr(Z—h)
Z 4+ asasz = ay + ag
z+az3a1z = as + aq

z+ a1a9Z = a1 + ay

Fiir den Punkte H gilt: h = a; + as + a3 Wir benutzen die obigen Gleichungen und erhalten so
fiir die Koordinaten der Punkte B;, C; und D;, wobei 7 = 1, 2:

b uh — Kasas uh — Kasa; uh — Kaias

1=, Q= ————— 1=
U+ a k- U+ ask u+ ask
uh + Kasas uh + kasa; uh + kaqas

b2 =, =, d2 e ———

U — 1K U — Ak U — a3k
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wobei u = ajasa — 3 gesetzt ist. Unter Beniitzung der obigen Formel erhalten wir fiir die
Koordinaten der Mittelpunkte P, ) und R der Strecken By B,, CC5 und Dy D, dann

_ u(uh + k)

u? — (a1k)?

_ u(uh + k)

1= w2 (agk)?

~ u(uh + k)

P=2 - (agk)?

Da 2 = %7% p_ (-a) (w-ain’) _ p gilt, sind die Punkte P, Q und R kollinear.
“¢ ~ IT°Ir T (a3-ad) (P ain?)  7q ML ,
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6.5 Beispiele

6.5.1 Beispiel 1

Die Seite BC' eines Dreiecks ABC' beriihrt seinen Inkreis im Punkt D.
Dann gilt: Der Mittelpunkt des Inkreises liegt auf einer Geraden durch die Mitten M und N
der Strecke BC'und AD.

Abbildung 6.6: Beispiel 1

Losung: Wir nehmen den Inkreis als Einheitskreis und den Punkt D als Einheitspunkt an. Die
Punkte F und F sind die Beriihrpunkte mit den Seiten AB und AC'". Daraus folgt laut Bedingung
2.28

2 o 2f _ 2ef
b_e+1’c_f+1’a_e+f (6.9)
n— %(a—l— 1), m = %(c+b) (6.10)

Weiters erhalten wir aus den obigen Gleichungen mn = mn. Das heif3t, die Bedingung ?? der
kollineare Lage ist fiir die Punkte M/, N und O erfiillt.

6.5.2 Beispiel 2

Es sind zwei kongruente und entgegengesetzt orientierte Dreiecke ABC und A, B;C gegeben.
Dann gilt: Die Mittelpunkte M, N und P der Strecken AA;, BB; und C'C] sind kollinear.
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Abbildung 6.7: Beispiel 2

Losung: Fiir die Koordinaten der Punkte B, C, A; und By gilt:

b=pu(c—a)e? +a
e, —ay = (c—a)e”

b1 = M(Cl — Cll)eiigo + aq

Folglich erhalten wir fiir die Koordinaten der Punkte M, N und P:

1 1 1
mzi(a-l-ch), n=§(b+b1),p=§(0+61)

m—n p(eiPyei¥—9))
Wegen =" Tre =

m—
p

mﬁ und Formel |2.25|sind die Punkte M, N und P kollinear.




Kapitel 7
Orthogonale und parallele Geraden

Dieser Teil der Diplomarbeit befasst sich mit Bespielen, die nach der Konstruktion der Aufga-

benstellungen orthogonale oder parallele Geraden aufweisen.

Der Satz von Aubel ist in diesem Kapitel der Einzige beziehungsweise das einzige Beispiel
iiber Aufsatzfiguren. Einem Viereck Quadrate an den Seiten aufgesetzt. Die Mittelpunkte der
Quadrate bilden Strecken, die gleich lang und orthogonal sind. Der Beweis erfolgt iiber die
Festlegung der Koordinaten der Mittelpunkte der Quadrate. Danach werden die Lingen ausge-

rechnet und gezeigt, dass die Strecken zueinander orthogonal sind.

In Beispiel 1 erhilt ist sind ein Kreis und vier Punkte darauf gegeben. Nach Ausfiihrung der
Angabe erhilt man parallele Geraden. Zu Beginn des Beweises wird der Ausgangskreis als
Einheitskreis angenommen. Daraus ergeben sich die Koordinaten der tibrigen Punkte. Nach

Anwendung von Formeln aus Kapitel ... ist gezeigt, dass die Geraden parallel sind.

Die Beweise der Beispiele 2, 3, 4 und 5 verlaufen @hnlich. Es werden Punkte, Kreise oder

Geraden an das Koordinatensystem gebunden und daraus wird der Rest definiert.

81
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7.1 Satz von Aubel

Uber den Seiten eines Vierecks ABC D werden Qudrate nach aufien aufgesetzt. Verbindet man
jeweils die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Quadrate, so entstehen zwei Strecken.

Dann gilt: Diese Strecken sind gleich lang und orthogonal.

Abbildung 7.1: Satz von Aubel

Losung: Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Quadrate iiber den Seiten AB, BC, C'D und AD

die nach auBlen aufgesetzt sind, mit M, N, P und (). Dann erhalten wir

a—m = (b—m)ez
b—n = (c—n)e%
c—p = (d—p)e?
d—q = (a—q)e?
Daraus folgt weiters:
ar +b bi +c
m = — , = —
1+ 1 1+1
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_cz’—i—d _di—l—a
i

Aufgrund dieser Gleichungen erhalten wir (p—m)i = g—n, woraus dann weiter ’W‘ = ‘@’

und M_—f’J_]V@ folgt.

7.2 Beispiele

7.2.1 Beispiel 1

Gegeben ist ein Kreis. Auf ihm sind Punkte A, B, M und N gegeben. Aus dem Punkt M sind
Sehnen M A; und M B; zu legen.
Dann gilt: Die Geraden durch AA; und B B; sind zueinander parallel.

Abbildung 7.2: Beispiel 1

Losung: Wir nehmen den Kreis als Einheitskreis an. Dann werden aufgrund von [2.30]und
die Koordinaten a; und m der Punkte A; und M durch das System

zz=1
z—m=0bnz—m

definiert. Lassen wir in Z weg, so erhalten wir: 2% + z(bnm — m) — bn = 0 Weiters folgt
a, = —%”, und analog erhalten wir aa; = bb;. Daraus folgt, dass die Geraden durch AA; und

B By zueinander parallel sind.
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7.2.2 Beispiel 2

Gegeben ist ein konvexes Viereck ABC'D. Zu den Eckpunkten B und F liegen rechte Winkel
vor, weiters soll ohne Einschrinkung /(BAC) = Z(EAD) gelten.

Dann gilt: Schneiden sich Diagonalen BD und C'E' im Punkte M, so sind die Geraden durch
AM und BE orthogonal.

Abbildung 7.3: Beispiel 2

Losung: Wir lassen den Punkte £ mit dem Koordinatenursprung und den Punkt B mit dem
Einheitspunkt zusammenfallen. Dann erhalten wir d = —kai, k = kund ¢ = 1 + ki(a — 1).

Unter Verwendung von [2.29]bekommen wir das System
m—1==2dm-1)
m=:<m

und finden so die Koordinate m des Punktes M.

(a+a)(ka—1i—k)
—2i + k(a —a)

Die Gleichung der Geraden BE hat die Form z = Z. Wegen ... erhalten wir fiir die Gerade
AM die Gleichung der Form z — a = —(Z — @). Daraus konnen wir letzendlich folgern, dass
AM | BFE gilt.
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7.2.3 Beispiel 3

Gegeben sei ein Dreieck ABC, der Punkt M ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks
ABC. Der Punkt D sei die Mitte der Seite AB und I’ der Schwerpunkt des Dreiecks AC'D.
Dann gilt: M F ist genau dann orthogonal zu C'D, wenn AB = AC gilt, das Dreieck ABC

also gleichschenkelig ist.

10.402lcm

10,398 cm

Abbildung 7.4: Beispiel 3

Losung: (=) Wir nehmen den Umkreis als Einheitskreis an und lassen Eckpunkt A mit dem
Einheitspunkt zusammenfallen. Falls AB = AC gilt, so folgt:

b — ez’a
—iq

c=e

1 .
d=3(1+e)

1 ) .
f — 6(267104 + 3 _'_ eza)

Aufgrund der obigen Gleichungen fiir die Koordinaten der Punkte A, B, C', D und F' wird die
Bedingung der Perpendikularitit erfiillt:
(c—d)f + (¢ — d)f = 0 Die Geraden M F und C'D sind orthogonal.
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(<) Wir setzen voraus, dass M F' und C'D orthogonal sind, also ist das Kriterium der Perpen-
dikularitit (c — d) f + (¢ — d) f = 0 erfiillt. Daraus folgt die Behauptung, dass AB = AC gilt.
Wir fithren nun den Beweis indirekt durch. Wir nehmen also an, dass AB #+ AC und somit
M F und C'D nicht orthogonal zueinander sind.

Wir wihlen ein nicht- gleichschenkeliges Dreieck ABC.

Abbildung 7.5: Beispiel 3, Beweis

In Figur [7.2.3| sehen wir nun, dass M/ = D gilt. Daraus ergibt sich, dass /"M nicht orthogonal
zu C'D ist, es existiert also ein Beispiel dafiir und ist damit allgemein nicht giiltig. Damit hitten
wir bewiesen, dass M/ F'L.C'D genau dann gilt, wenn AB = AC gilt.

7.2.4 Beispiel 4

Auf einer Ebene sind zwei gleichseitige und gleichorientierte Dreiecke ABC' und A, B;C; ge-
geben. Die Mitten der Seiten BC' und B, (' fallen zusammen.

Dann gilt: Der Winkel zwischen den Geraden AA; und B B; ist ein Rechter und fiir das Verhilt-
nis gilt AA; : BB, =1:+/3.
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Abbildung 7.6: Beispiel 4

Losung: Wir lassen den Mittelpunkt Mo der Strecke BC' und B;C; mit dem Koordinatenur-
sprung und den Punkt B mit dem Einheitspunkt zusammenfallen. Daraus erhalten wir fiir die

Koordinaten ¢ und @; der Punkte A und Aj;:

a=1iV3
a] = Zbl\/g

Die Gleichungen der Geraden BB, und AA; haben laut Formel 2.29dann die Darstellungen:

1—

by — 1
Z—i 3:_171 1(z+¢\/§)

1 —

Laut wird der Winkel 6 zwischen den Geraden durch die Formel e = —1 definiert, das
heift weiter, dass 6 = 7 (modn).

Fiir das Verhiltnis AA; : BB, erhalten wir daher:

AAl . ‘(11 —CL| . ‘Zbl\/g—’l\/g‘ - \/g
BBy |b1 — b by — 1|
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7.2.5 Beispiel 5

Auf einer Ebene sind drei Quadrate ABC'D, AB;C;D; und A; BoC D, mit gleichen Orientie-
rungen gegeben.

Dann gilt: D, D, ist zu BM normal und es gilt D; D, = 2M B. Der Punkt M ist der Mittel-
punkt der Strecke B Bs.

13,831 em

Abbildung 7.7: Beispiel 5

Losung: Wir lassen den Mittelpunkt des Quadrats ABC'D mit dem Koordinatenursprung und
den Eckpunkt B mit dem Einheitspunkt zusammenfallen. Daraus ergeben sich folgende Koor-
dinaten:

c=1,a=—1

d1:<bl—a)i+a, dQZ(C—b2>’i+C

Weiters erhalten wir %(d — 1 —dy)i = b — m. Daraus konnen wir schliefen, dass
‘DlD; —9 ‘MB und D, D L MB gilt.




Teil 11

Dreiecke und ihre Formgrofien
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Kapitel 8

Doppelverhiltnisse in der GauB3’schen
Ebene

Wir identifizieren die Euklidische Ebene mit den komplexen Zahlen C und geben einen Fern-
punkt co dazu und sprechen dann von der Gauf’schen Ebene C,, := C U {oco}. Es gilt die
folgende Festlegung: % = 00, é =0 sowiea+0co=00+a =00 Va € C und
a-00 =o00-a= o Ya # 0. Das Doppelverhiltnis von vier Punkten A, B, C'und D in C,
von denen hochstens zwei {ibereinstimmen, wird definiert als die Zahl
(o —
la,b;c,d] = " (8.1)
Enthalten Terme oo, so ”heben” sich diese aufgrund der genannten Rechenregel weg. Das Dop-
pelverhiltniss von vier paarweise verschiedenen Punkten kann Werte aufler 0, 1 und oo anneh-
men, denn wir haben z = [z, 1;0, oo] fiir beliebige z # 0,1, 00. Haben A, B, C und D die
gleichen komplexen Koordinaten, so erhalten wir nach Anwendung der Formel [9.1|die Werte 0,

1 oder co. Zum Beispiel bekommen wir den Wert 1, wenn a mit b zusammenfillt, sprich
_ (a=c)(a=d)

la, a;¢,d] = =g a=e)

= 1. Analog erhalten wir die anderen Werte.

Bei den Doppelverhiltnissen gelten zwei Symmetrie- Gesetze:

Wenn [a, b; ¢, d] =: \ist, dann ist [b, a; ¢, d] = [a,b;d,c] = A" und [a, c;b,d] =1 — \.

Diese Gesetze bestimmen die Doppelverhiltnisse von jeder der 24 Permutationen von A, B, C
und D.

Eine niitzliche Eigenschaft ist das zyklische Vertauschen der letzten drei Punkte, fiir 2 € C,,

definieren wir:

2= (8.2)
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Dann gilt fiir alle p, a, b, ¢ € C,, mit hochstens zwei gleiche Punkte:

[p,a;b,c] = [p,b;c,al (8.3)
[p,a;b,c]” = [p,b;e,al = [p,c;a,b] (8.4)

Die grundlegenden Eigenschaften dieser zyklischen Vertauschung sind:

2= =1—=, 2"=2, z-2.2"=1 (8.5)

Weiters ist zu beachten, dass 0’ = 1, 1’ = oo und oo’ = 0 ist und die Rechenregeln
(z71)Y = ()"t und (271)"” = (2/) 7! gelten.

Die Zahl w = ¢3 = %ﬁ werden wir Ofters verwenden. w und ihre konjugiete Zahl w treten

als Losungen der nachstehenden Bedingungen auf:
z=2=2", |z|=||=|]=1, 2—2z+1=0 (8.6)
AuBerdem brauchen wir folgende Rechenregeln:
ww=1, wtw=1, w’=-1 (8.7)

Doppelverhiltnisse erfiillen viele niitzliche Identitéiten, so gilt zum Beispiel fiir a,b, ¢ # p,q

dann

[p,q;a,b) = [p,q;b,c] = [p,q;c,a] =1 (8.8)

Um zu beweisen, dass Doppelverhiltnisse gleich sind verwenden wir folgenden Satz:
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Satz der gleichen Doppelverhiltnisse (SGD): rq, s1,t1,u1, und 73, So, 9, us sind beliebige
Quadrupel von Punkten in C,

"

7 reell sind, jedoch das

[r1,s1;t1,u1) [r1,515t1,u1]
[ra,s2;5t2,ua]’ [r2,s2;t2,us2]
Doppelverhiltnis nicht. Daraus folgt, dass [r1, s1; t1, u1] = [ra2, So; ta, us).

e Wir setzen voraus, dass beide Quotienten

e Beide Produkte [ry, s1;t1, uy] - [ro, 805 ta, us) und [ry, 8151, uy]” - [ra, So; o, us]” sind reell,

jedoch das Doppelverhiltnis nicht. Dann gilt [ry, s1; ¢, u1] = [ro, So; ta, us].

Nach Identifizierung der Euklidischen Ebene mit den komplexen Zahlen ergeben sich viele Vor-
teile. Verwendet man Doppelverhiltnisse, so kann man grundlegende geometrische Messungen
und Beziehungen prignant ausdriicken und anlytisch studieren.

Nun einige elementare Beziehungen:

e Fiir verschiedene Punkte P, () und R in C gilt Zpqr = arg [oco, ¢; p, 7).

e Die Punkte P, @ und R sind genau dann kollinear, wenn [0, p; g, r| reell ist. Der Punkt

P ist der Mittelpunkt der Seite BC' genau dann, wenn |00, p; ¢, 7] = —1 gilt.

e Die Punkte P, ), R und S in C sind genau dann konzyklisch oder kollinear, wenn

[p, q;r, s reell ist.

Die elementaren geometrischen Abbildungen kénnen auch durch die komplexen Zahlen darge-

stellt werden:

e zentrische Streckung (mit Faktor p > 0): 2 — pz

e Translation (um Vektor 0d): z — z 4+ a

e Drehung (um Koordinatenursprung um den Winkel 0): z — ¥z
e Spiegelung (an der reellen Achse): z — 2

Die Zusammensetzungen der oben genannten Transformationen sind Ahnlichkeitsabbildungen
oder konjugierte Ahnlichkeiten. Zum Beispiel haben wir z — ¢z + a oder z — ¢Z + a, wobei
a,c € C mit ¢ # 0. Ahnlichkeiten konnen zur Gauf3’schen Ebene erweitert werden, in dem
wir oo fest vorgeben. Zum Beispiel hat die Inversion am Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius
p die Darstellung z — w fiir (w — ¢)(z — ¢) = p? und vertauscht ¢ mit co. Durch die Zusam-
mensetzung der Inversionen und einer “Nicht”- Ahnlichkeit erhaltean wir linear gebrochene

Transformationen oder konjugiert linear gebrochene Abbildungen, wie zum Beispiel

_)az—i—b oder z—>af b, wobei ab — bc # 0
cz+d cz+d
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Diese Abbildungen sind genau dann Ahnlichkeiten oder “Nicht”- Ahnlichkeiten, wenn sie oo
fixieren, zum Beispiel wenn ¢ = 0 ist.

Linear gebrochene Abbildungen beinhalten Doppelverhiltnisse und konjugierte linear gebro-
chene Abbildungen konjugierter Doppelverhiltnisse. Diese Eigenschaft gibt uns einige niitzli-
che Rechenregeln, die wir ohne Beweis verwenden: Fiir alle A, B, C'und D in C mit hochstens

zwei gleichen gilt:
e [a,b;c,d] =[a+n,b+n;c+n,d+n| VneC
e [a,b;c,d] = [ma, mb;mec,md] YVm #0 € C
o [a,b;c,d] = [a"t, b7 7t d7Y
o [a,b;c,d] = [a,b;e,d]

AuBerdem ist zu bemerken: Da die Abbildung z — 2’ linear gebrochen ist, haben wir die

Rechenregel
la,b;c,d] = [a', b, d]. (8.9)

Nach Anwendung des Doppelverhiltnisses 9.1| erhalten wir folgende Eigenschaft:

Da die Inversion den Kreis der Inversion fixiert, wird das Zentrum mit oo vertauscht, und das
Doppelverhiltnis konjugiert, der Mittelpunkt M des Kreises durch die Nicht- Kollinearen Punk-
te A, B und S ist die Losung von

[m, a;b,c] = [00, a;b, ]
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Defintion: Die Gestalt eines Dreiecks ABC' ist definiert durch die komplexe Zahl

a—=c

a—>

Aape := [00,a;b, ] = (8.10)

Das Argument und der Betrag von A ;. gibt den Winkel zwischen den Seiten AB und AC und
dem Verhiltnis ihrer Langen an, so sind zwei Dreiecke gleichsinnig dhnlich, wenn sie die glei-
che Gestalt haben und sie sind gegensinnig dhnlich, wenn sie konjugierte Gestalten besitzen.
Durch zyklisches Vertauschen entstehen die anderen Gestalten A\, und A 4p; wenn Ay = A
dann gelten Ay, = A" und A, = A"

Das nachstehende Lemma wir in den kommenden Kapiteln benotigt:
Lemma 1.1: V, W, P und Q) sowie V, W, D und F jeweils Quadrupel von kollinearen oder
konzyklischen Punkten. Wir nehmen an, dass alle Punkte paarweise verschieden sind, auller

e Die Trigerobjekte beriihren einander, dann ist V = W

Abbildung 8.1: Lemma 1.1

e Oder es liegt keine Beriihrung der Tragerobjekte vor, dann ist V' = ) oder W = FE

moglich
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Abbildung 8.2: Lemma 1.1

Dann ist das Doppelverhiltnis [[Z’féz:’j}] reell und nicht Null.

Losung: Die Behauptung ist invariant unter linear gebrochenen Abbildungen, also 0.B.d.A.,
v = oo und die Kreise sind Geraden. Wenn die Geraden parallel sind, zum Beispiel w = v = oo,
dann reduziert sich der Quotient auf if%fl, welcher reell und nicht Null ist. Sind die Geraden nicht
parallel, dann ist der Quotient gleich [0o, ¢; w, p] - [00, d; e, w], welcher reell und nicht Null ist,

wenn @, W, Pund D, E, () Tripel von verschiedenen kollinearen Punkten sind.



Kapitel 9

Dreiecke und ihre FormgroB3en

9.1 Allgemeines

Die endlichen und verschiedenen Punkte A, B und C bestimmen ein Dreieck ABC'. Es sei bei
allen Dreiecken vorausgesetzt, dass sie orientiert sind und ebenso ihre Winkeln. Speziell sind
die Winkel von A ABC definiert durch

a:=/BAC, p:=/ZCBA, v:=/LACB

Fiir alle nicht ausgearteten (die 3 paarweise verschiedenen Punkte A, B und C' sind kollinear)

Dreiecke sind alle Winkel entweder positiv oder negativ.
Defintion: Die FormgroBe eines Dreiecks AABC ist die komplexe Zahl A ;. = [00, a; b, c].

Zwei Dreiecke AABC und AABC sind genau dann gleichsinnig dhnlich, wenn sie dieselbe
Formgrofe besitzen, (0o, a; b, ] = [oo, a; l;, é} Sie sind gegensinnig dhnlich, wenn sie kon-
jugierte Formgrofen haben, [W = [oo, a; I;, é] Wir notieren, dass die Koordinaten a,
b und ¢ der Punkte A, B und C nur endlich und verschieden sein miissen, A\ ,. kann jede
komplexe Zahl aufler 0, 1 und co sein und ist genau dann reell, wenn das Dreieck ausgeartet
ist. Die Dreiecke, die durch andere Beschriftungen entstehen, haben verschiedene Formgrofen,

was durch die Symmetrie-eigenschaften der Doppelverhiltnisse bestimmt ist:

Abca - (Aabc>/a Acab - (Aabc)”a Aacb - (Aabc)_1

Die Formgroe von Dreiecken beinhaltet niitzliche Informationen iiber die Winkel und die

96
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Verhiltnisse der Seitenlingen, bespielsweise haben wir

|a—c]

la—0]

und dhnliche Darstellungen, (A )" und (Agp.)” fiir die anderen Winkel und Verhéltnisse.
Das Dreieck ABC' ist gleichschenkelig mit Scheitelpunkt A, wenn | A, |= 1 ist, das Dreieck

a=arg(Dae) =| Dape |

ABC ist gleichseitig, wenn Ay = w :=e3 oder Ay, = @ gilt.

Weiters beniitzen wir die Formeln

Berechnung der Formgrofie aus den Winkeln (BFW): Fiir § := Z/CBA und v := ZACB
hat das Dreieck ABC' die Formgrofe

1 — e 28 , ,
Aabc - - (622,8)//(622-\/)/ (91)

1 — e2v

Beweis: Wir verwenden den Sinussatz und erhalten dann

Aave =| Dape | iargBave — la=¢lia _ sin jia _ eP=e"W ji(r—p—y) _ 1=e 20 _ (6%5)”(62”)'.

|a—b] T siny T oer—e Y T 1—e2iv

Eine zahlenmiBige FormgroBe ermoglicht uns viele Sitze iiber die Ahnlichkeit von Dreiecken

analytisch zu beweisen. Wir illustrieren dies mit einigen elementaren Beispielen.

9.1.1 Beispiele
Beispiel 1

Gegeben ist eine Strecke AB und ein Dreieck JK M, welches nicht gleichseitig oder gleich-
schenkelig ist. Nun konstruieren wir auf AB Dreiecke PAB, BQA und ABR, die gleichsinnig
ahnlich sind zu AJK M.

Dann gilt: Das aus der Konstruktion entstandende Dreieck PQR ist gleichsinnig dhnlich zu
ANJKM.
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Abbildung 9.1: Beispiel 1

Losung: Wir definieren fiir die FormgroBe des Dreiecks JKM )\ := [0, j; k, M|. Da die drei
konstruierten Dreiecke gleichsinnig dhnlich sind erhalten wir fiir ihre Formgrofen

[00, p; a,b] = [00,b; ¢, a] = [00,a;b,7] = A.
Die Gleichungen p=b _ Z:—“ = 2= = Asind nach p, ¢ und 7 umzuformen und wir erhalten
p—a q a
b— a b(A—1)+a
— , = —-———_  r=a(l =X+ \b).
P=a=x 1 A r=a(l=A+)

Dann berechnen wir

p—r = bl__AA‘”—au—A)—Ab:,(p—r)(1—x):(b—a>(1_A+A2)
pg = L AT DE A= a1 AN

Nun wenden wir fiir die beiden Gleichungen das Gleichsetzungsverfahren an und bekommen
p=—r)1=X)=({p—q) (1 =X\ = A,y = [00,p;q,7] = B = . Das heifit, APQR hat

P—q
die FormgroBe A und hat daher dieselbe Formgrofe wie AJK M und ist somit gleichsinnig

ghnlich zu AJK M.
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Beispiel 2

Gegeben ist ein Dreieck J K M und ein Punkt £/, welcher kein Eckpunkt des Dreiecks ist. Wir
nehmen ein Dreieck ABC' an und konstruieren auf deren Seiten Dreiecke PC'B, CQA und
BAR, die alle dhnlich zu Dreieck JK M sind. Weiters werden in diesen Dreiecken jeweils
Punkte S, 7' und U konstruiert, welche in den betreffenden Ahnlichkeiten durch ”Mitnahme”
der Position von F zu AJK M entstehen.

Dann gilt: Das konstruierte Dreieck ST'U ist dhnlich zu AJK M.

Abbildung 9.2: Beispiel 2

Losung: Wir definieren fiir AJK M die FormgroBe o := A, = [00, j; k, m]. Daraus erhalten
wir fiir den Punkt E beziiglich AJK M die FormgroBe p := [e, j; k, m].
Die Dreiecke PC'B, CQA und BAR sind dhnlich zu AJ K M und haben daher die Formgrofe

g.

Apcb = [Ooapa ¢, b] - Acqa - [OO, ¢ dq, CL] - Aba?" = [OO, ba a, T‘] =0
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Die Punkte S, T"und U haben dieselbe Position wie Punkt F beziiglich AJK M, daher gilt fiir
deren FormgroBe

[s,p;c.b] = [t,c;q,a] = [u, bya,r] = p.
Dividiert man nun die ersten beiden Doppelverhiltnisse, so erhdlt man

e, b o —b
[0, p ¢, ) S = [00, s;¢,b] = &
——173 s—c

Nach umformen nach s erlangen wir

_ pb—oc

s .
p—o0

Analoge Rechenschritte fiihren wir mit den beiden anderen Paaren von Doppelverhiltnisse
durch.

[00,q;a,c] = o und [t,q;a,c]=p
[oo,r;0,a] = o" und [u,r;b,a] = p"
Wir bekommen dann £=¢ = [c0, t; a,c] = Z—,/, setzen fiir o’ = 7= und p’' = 1%/) ein,
in “=% = 00, u; b, a] = Z—,’,’ setzen wir fiir " =1 — Lund p” =1 — % ein und erhalten
. (—o)e—(—p
= pp
— o(1—=pla—p(l—o0)b
p—0
pb—oc _ o(l—pla—p(1—0)b
- AL = PO p—o :U(S_C_Pa+Pb):a
stu pZ:ZC . (1—0');:((71—p)a a—c— pa + pb

Daraus folgt, dass das Dreieck STU dieselbe Formgrofie wie AJ K M hat und somit gleichsin-
nig dhnlich ist zu AJK M.
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9.2 Miquel Dreiecke

Verallgemeinerung des Satzes von Miquel:
Bestimmt man fiir vier Punkte eines Kreises (oder einer Geraden) £ eine zyklische Folge und
legt in der Kreisebene druch je zwei benachbarte dieser Punkte einen Kreis, so liegen die zwei-

ten Schnittpunkte je zweier aufeinander folgender Kreise auf einem neuen Kreis £'.

Abbildung 9.3: Miquel allgemein

Wie schon im Kapitel "Kopunktale Geraden” erwéhnt, lautet der Satz von Miquel:

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Zu den Strecken AB, BC' und AC werden Punkte A;, B; und
('} angenommen.

Dann gilt: Die Umkreise der Dreiecke AB;C", A1BC und A;B;C schneiden sich in einem
Punkt M, dem MIQUEL Punkt.

Nun definieren wir Miquel Dreiecke.

Ein Dreieck A, B;C; wird Miquel Dreieck von M beziiglich des Dreiecks ABC' genannt. Die
Punkte, die nicht Eckpunkte von AABC sind, haben unendlich viele Miquel Dreiecke. Die
bekanntesten sind seine Pedal”Dreiecke, die vorkommen, wenn A, B; und ) die Fulpunkte
der Normalen durch M auf die Seiten von AABC sind. Alle Miquel Dreiecke eines Punktes
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haben dieselbe Formgroéfe und sind somit gleichsinnig dhnlich. Daher geht der Durchlaufsinn
des Dreiecks ABC' nicht ein, es ist also egal ob man das Miquel Dreieck von M beziiglich
AABC oder beziiglich A BAC konstruiert, die FormgroBen bleiben erhalten.

Satz iiber die Formgrofie von Miquel Dreiecken (MDF): Das Dreieck STU ist ein Miquel
Dreieck eines Nicht-Eckpunktes M beziiglich eines nicht ausgearteten Dreiecks ABC..
Dann gilt: Das Dreieck STU hat die FormgroBe Ay, = [m,a;b, c].

Abbildung 9.4: Miquel Dreieck

Losung: Da der Punkt M mit hochstens einem der drei Punkte S, T" oder U zusammenfillt,
konnen wir fiir die Koordinaten dieser Punkte annehmen, dass m # s und m = t gilt. Nun
untersuchen wir, ob die rechte Seite der Gleichung

[c,s;a,m] [u,a;s, 0]

| . . _ . 2
[m, a; b, c] - [00, 53, u] [t,a;c,00]  [b,s;a,m] 9.2)

reell ist. Wir wenden Lemma 6.1 auf die Kreislinienpaare ctms — ctaco und ubms — ubaoo an.
Da[a,b;c,d] = [a™!, b7t 71, d™1] gilt, erhalten wir

. ]- 11 - [c,s,a,m] [%’%7%’0}
[m, a;b, - P;?ﬂ - [3 L4 0] " [b,5;a,m)]
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Durch weitere Rechenginge folgt
m—b a—c\ (u tlu—s) s—t s b—a s—m\
m—c a—>b) \t u(t—s) s s—a)\b-m s—a)
_(c—a s—m)\ [(s—u s
“\e—-m s—a s s—a

=1 =1
Nach Anwendung von Lemma 6.1 erhalte ich die Quotienten der Doppelveriltnisse Eijg und

% Wir nehmen die Kreislinienpaare ctms — ctaco und ubms — ubaoco, setzen ein und

bekommen ©%%™ yng sl 1y, die rechte Seite der Gleichung reell ist, ist auch die

[m,a;b,c] [b,s;a,m]

linke Seite, sprich [m, a; b, c] [00, s; ¢, u| reell.

Analoge Berechnungen fiihren wir fiir [m, b; ¢, a] [00, t; u, s| durch. Hier verwenden wir die
Kreislinienpaare aumt — auboo und scmt — scboo und wenden Lemma 6.1 an. Da die rechte

Seite der Gleichung

[a,t;b,m]  [s, b;too]

[’LL, b; t OO] [C, t; b, m] (93)

[m, b; ¢, a] [0, t;u, 5] =

reell ist, ist auch [m, b; ¢, a] (00, t; u, s reell. Nach Anwendung von ECRT, vorausgesetzt [m, a; b, c|
und [00, s; ¢, u] sind nicht reell, erhalten wir A, = [00, s;t,u] = [m, a; b, ¢] und sind mit dem

Beweis fertig.

Nun nehmen wir an, dass [m, a; b, ¢|] und |00, s; ¢, u| reell sind und auch nicht Null. Der Punkt
M liegt am Umkreis des Dreiecks ABC'. Das Dreieck ST'U ist ausgeartet und es gilt m # wu.

Zuerst setzen wir voraus, dass alle Punkte verschieden sind. Die rechten Seiten der beiden Glei-

chungen
[S,b;a,U] _ [OO,b, CL,U] ’ [OO,C;t,CL] (94)
(s, ¢;a,t] [00, 57, ]
[s,a;u, 8] [00, 85t u] [00,a;u,0] ©.5)
[s,a;t, c| [00, s5¢,b]  [00,a;t, ]
sind reell. Laut ECRT gilt dann [s, ¢; a, t] = [s, b; a, u]. Aus Gleichung
[m,a;b,c] _ [s,bia,u] [oo, byu,m] ©.6)
[0o, st u]  [s,¢a,t] [0, ¢;t,m]
folgt nun, dass loo.bium] ael] fst.

[00,¢5t,m]

Nun verwenden wir Lemma 6.1 bezogen auf die Kreislinienpaare aumt — auboo und acbm —
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actoo. Die rechte Seite der Gleichung

[oo, m:b,u] _ [u,b;m, 00] [e,t;m, o] (9.7)

[co,m;c,t]  [a,m;b,t]  [a,m;t, D]

ist also reell, nach Anwendung von ’ECRT” erhalten wir [co, b; u, m] = [oo, ¢; t, m]. Aus Glei-
chungbekommen wir Agy, = [00, 83, u] = [m,a;b,¢] = [m,a;b,cl.

Sind die Punkte S, T und U jeweils verschieden von A, B und C, so gilt 0.B.d.A u = a.
Dann sind S, 7" und A kollinear, und so ist S = C, was aus [s, ¢;a,t] = 1 = [s, b; a, u| folgt.
Die Gleichungen und gelten auch hier und wir bekommen wieder A, = [m, a; b, c].

9.2.1 Beispiele
Die Brocard Punkte

Als ausgearteten Fall des Satzes von Miquel nehmen wir die Punkte S, 7" und U zusammen-
fallend mit den Eckpunkten A, B und C des Dreiecks ABC' an. Folglich ist jede Seite eines
Eckpunktes Tangente der Kreise durch die Punkte AUT', BSU und C'T'S. Es gibt zwei Moglich-

keiten, diese darzustellen.

Abbildung 9.5: zwei Moglichkeiten der Brocard Punkte

Die Punkte M; und M, mit Miquel Dreiecken ASTU = ABCA und ASTU = ACAB
werden Brocard Punkte des Dreiecks ABC' genannt, und haben Miquel Dreieck mit der Form-
groBe (Agpe)” und (Age)’. Der Brocard Winkel des Dreiecks A ABC' ist der Winkel

p = ZLcbmy = Lbamy = Zacmy = Lbemy = ZLabmy = Zbams und wird durch

¢ = arg[oo,b;my,c| berechnet. Da [00,b;my,c] = 1 — [oo,my;b,c] = 1 — % =
1— % =1— Dupe + Dape - Dape gilt, bekommen wir nach Anwendung der Formel
abe

(’0 et argl — Aabc + AabCAabc — arr'gg _ 6721.04 _ 6*27:ﬁ _ 6727,'7.
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Die isodynamischen Punkte

Beziiglich dem Dreieck ABC' ist der Apollonische Kreis durch den Punkt A die Menge der
Punkte M, die =% = 1=t oder |p| = 1 fiir p := [m, a; b, ] erfiillen.

lm—c| ~ Ja—c|

Apoll_Kreis_durch_B

Abbildung 9.6: isodynamsiche Punkte

Analog erhalten wir den Apollonischen Kreis durch B, der Punkt M liegt darauf genau dann,
wenn |p/| = 1 gilt und am Apollonischen Kreis durch C' genau dann, wenn [p”| = 1 gilt.
Die beiden Punkte, die auf allen drei Kreisen lieben heien isodynamische Punkte und erfiillen
lp| = |p/| = |p"| = 1. Die einzigen Losungen zu diesen Bedingungen sind p = w und p = @.
Laut MDF haben die isodynamsichen Puntke nicht- dhnlich gleichseitige Miquel Dreiecke und

sind Inverse im Umkreis.
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Beispiel 1

Gegeben ist ein Dreieck J /K M und ein Punkt F, der kein Eckpunkt ist. Nun konstruieren wir
ein Dreieck ABC und auf seinen Seiten Dreiecke PCB, AC(Q und ARB, die alle dhnlich
sind zu AJK M. Weiters werden Punkte S, 7" und U in derselben Position wie E zu AJK M
konstruiert.

Dann gilt: Die FormgroBe von ASTU ist unabhingig von der FormgroBe des Dreiecks ABC.

Abbildung 9.7: Beispiel 1

Losung: Wir beweisen dieses Beispiel in dem wir zeigen, dass ASTU eigentlich gegensinnig
ahnlich ist zu den Miquel Dreiecken von E beziiglich AJK M.

Wir definieren die Formgroe von JK M mit 0 := Ajj,,, = [00, j; k, m| und fiir den Punkt £
beziiglich JK M haben wir p := [e, j; k, m|. Daraus ergibt sich fiir die Dreiecke PC'B, ACQ
und ARB bzw. fiir die Punkte S, 7" und U

(00, p; ¢, b] = [00,a;¢,q] = [00,a;7,b] = ©

[s,p;c,b] = [t,a;¢,q] = [u,a;m,0] = p

Dividiert man die ersten beiden Doppelverhiltnisse so erhalten wir nach umformen nach s

[OO,p, C, b] O'C—pb

g
[5,p;C,b] P g—p
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Analoge Rechenschritte fiihren wir mit den beiden anderen Paaren von Doppelverhiltnisse
durch.

[>,q,;a,¢] o un [co,7;b,a] o
t,qg;a, ] p” [w,r;b,a] g/
Nach dem Umformen nach ¢ und u bzw. nach Einsetzen fiir 6’ = 1 — %, Pl = %, o = ﬁ
und p' = 1 erhalten wir.
" opa — pa — opc + pc
= p—
oca—a+b—pb
u =
o —p
Daraus folgt dann weiters
agc—pb oga—a+b—pb
el —— c—a)+a—> . _
Astu: £ - 0( )+ :—:[€,j;k,m] !

ey - ot ople—a)+pla=b)  p

Laut MDF hat das Miquel Dreieck von FE beziiglich AJK M die FormgroBe [e, j; k, m|. Auer-
dem ist laut Definition der Miquel Dreiecke der Durchlaufsinn des Ausgangsdreiecks egal, also

A4, = pund somit gleichsinnig dhnlich zum Miquel Dreieck von E beziiglich AJK M.
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9.3 Satz der ersten Formgrofie

Das Beispiel ... ist ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes.

Satz der ersten FormgroBe (SEF): Auf einer Strecke AB werden Dreiecke PAB, QAB und
RAB mit verschiedenen Formgroen A, ;2 und v konstruiert.

Dann gilt: Das entstandene Dreieck PQ) R hat die Formgrofie A, = [1, A; i, v] und die Miquel
Dreiecke von A und B beziiglich A PQ R haben die FormgroBe [oco, A; i1, v] und [0, A; p, v].

Abbildung 9.8: Satz der ersten Formgrof3e

Losung: Wir losen die Gleichungen A = [0, p; a, b|, i = [00, ¢; a, b] und v = [00, 7; a, b] nach

p, ¢ und r auf und erhalten dann

_Aa—b _ pa—b _va—1b
_A—l’q_,u—l B

p

b

v—1

Daraus ergibt sich dann die FormgroBe fiir das Dreieck PQR

p—r A1 -1 (1—p)(A—v)
Dpgr = |00, p;q,7] = = — = =LA
par = | | p—q A=b_wb o (1—v)(A—p) | |

Fiir das Miquel Dreieck von A beziiglich A PQ R erhalten wir:
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Laut MDF hat das Dreieck die FormgroBe [a, p; g, r|, nun setzen wir fiir p, ¢ und r ein und

erhalten dadurch

a—dq
la,p;q, 1| = —F—= = = [00, A; 1, V]
a—r

Das Miquel Dreieck von A beziiglich APQ R hat nun die FormgroBe [a, p; g, r] = [00, A; i, V).

Fiir das Miquel Dreieck von B beziiglich A PQ) R erhalten wir:
Analog: Wir kénnen p, ¢ und r iibernehmen und setzen wieder ein. Laut MDF hat das Dreieck

die FormgroBe [b, p; q, 7],

b v
b,p;q,7] = Yy il nmn [0, A 1, V]

Das Miquel Dreieck von B beziiglich A PQ R hat nun die FormgroBe [b, p; ¢, r] = [0, \; i, v].
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9.3.1 Beispiele
Korrollar SEF-1

Gegeben ist ein nicht ausgeartetes Dreieck JAK M und ein Punkt F, der kein Eckpunkt ist.
Auf einer Strecke AB werden Dreiecke PAB, BQ A und ABR errichtet, die alle dhnlich sind
zu AJK M. AuBerdem werden Punkte S, T und U in derselben Position wie &£ zu AJK M
konstruiert.

Dann gilt: Wenn das Miquel Dreieck von E beziiglich AJK M die Formgrofie p hat, dann hat
das Dreieck ST'U die Formgrofie

Djrm + p = pDjrm
Ajkm +p—1

Astu =

und die Miquel Dreiecke von A und B beziiglich ASTU haben die Formgroie p’ A", Ag.
Astu-

Jjkm

und p”" A’

Jjkm

Abbildung 9.9: Korrolar SEF-1

Losung: Laut MDF hat das Miquel Dreieck von E beziiglich AJK M die Formgroe p =

le, 7; k, m], womit folgt dass p = [e, j; k, m] gilt. Nun berechnen wir

[oo,j;k,m] €e—m Ajkm

A= [00, 510, b] = [00, e k,m] = N N
[OO,S, a, ] [oo,e, 7m] [e,j;k’,m] e—k p
o [ooskimy ] Bl
1= [00, t;a,b] = [00, e;m, j] le, ks m, §] 14
ik yANA
v = [o0,u;a,b] = [o0, €5, k, ] = comin S

le,m;j, k] p”
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Nun setzen wir in SEF ein und vereinfachen:

1—p Bjgm PAjkm—p
/ " 1— —
Ajkm. Ajkm A]km:| o < I*A]’km> < P PO jkm =D jkm .

ANy = []-7)‘a/JJ7V] - 1, ) R ;
p p p (1 __ PDjkm—p ) <Ajkm _1-p >
P jkm =D ke p 1=Bjkm

Djtm + p = D jem
Ajlcm +p— 1

Fiir das Miquel Dreieck von A beziiglich ASTU erhalten wir laut SEF:

(P Djkm —p — Djgm) (1 —
(p+ Djem — 1)(1 = p)

[007 >\7 ILL7 V] -

Fiir das Miquel Dreieck von B beziiglich ASTU erhalten wir laut SEF":

(P Ljkm —p — Djrm)(p — 1)
p(p+ Djem — 1)(Djgm — 1)

T B

Jkm

[0, A p,0] =
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Beispiel 1

112

Gegeben ist ein Parallelogramm JK M N un ein Punkt £. Auf einer Strecke AB werden Drei-
ecke PAB, QAB, RAB und S AB konstruiert, die alle dhnlich zu AEKJ, AEMK, AENM

und AEJN sind.

Dann gilt: Das "Mittenparallelogramm” von LIPQ RS ist gleichsinnig dhnlich zum Parallelo-

gramm JKMN.

Abbildung 9.10:

Losung: Wir definieren fiir die Dreiecke PAB, QAB, RAB und SAB die Formgroen

A= oo, ek, ] = [0, p;a,b] , pui=[oo, €;m, k] = [00,¢; a,b]

v = [oo,e;n,m| = [oo,r;a,b] , o:=][o00,e;j,n|=][o0,s;a,]
Daraus folgen dann

[00, 5 n, k] = [oo, js €, K] [0, jim, €] = XN'o" = Ay

o0, MK, N = |00, M;€,N| (OO, M;R,C] = UV = Lmkn
[ k,n] = | I kel = v = A

Nun ist erkennbar, dass das JK M N ein Parallelogramm ist:

/ /
o /,L
" __/ "/

(9.8)

C, D, F und G sind die Mittelpunkte der Seiten SP, PQ, QR und RS des Vierecks PQRS.

Dann 16sen wir die Gleichungen

A= oo, p;a,b] , p=|[c0,qab , v=|oo,r;abl , o=][0,s;a,b]
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und erhalten

_pa—b oca—0b va—b

co—1"" wv-1
Wir setzen fiir p, ¢ und s ein

A 1ms (1= N—o)

q—p (1—0)(u_A):[17M§A7V].

Da ADPC gleichsinnig dhnlich zu AQPS ist, wissen wir laut SEF, dass
[00, d;p, c] = [00,p;q,8] = [1, 15 A, 0] = [o0, p's X', 0] gilt.
Analog erhalten wir fiir

p—q  (I=v)(A—p)
B = T T A )

= [1,\ v, 4

Da ADFQ dhnlich ist zu AP R(), wissen wir laut SEF, dass
[00,d; f, g] = [0, pi 7, q] = [1, Ay, v] = [o0, X 1/, /] gilt.
Nachdem [00, d; ¢, p] = —1 gilt (D ist der Mittelpunkt der Seite P()) erhalten wir:

N/_U/
N =

Adfc = [OO, d7 fa g] [007 da Q7p] [007 dapa C] = - [OO, )\/7 Vla ,U] [007 /le )‘/7 0'/}

Wir beniitzen [9.8l um ¢’ zu eliminieren:

/

Adfc - 1 ﬁ o - Amkn

Daraus folgt, dass ADFC gleichsinnig dhnlich ist zu AM K N und weiters ist das Parallelo-
gramm DCGF gleichsinnig dhnlich zum Parallelogramm JK M N.
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9.4 Satz der zweiten FormgrofBe

Sitze wie der von Napoleon oder von Morley erfordern Konstruktionen von Dreiecken mit be-
kannter Formgrofe an den Seiten eines anderen Dreiecks mit ebenfalls bekannter Formgrofie.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall.

Satz der zweiten FormgroBie (SZF): Gegeben ist ein Dreieck ABC'. An seinen Seiten wer-
den Dreiecke PCB, QAC und RBA mit den FormgroBen A, 1 und v konstruiert.
Dann gilt: Sind P, ) und R verschieden, so hat das Dreieck PQ) R die FormgroB3e

A Ay — (222
qur: b (171/)

<ﬂ> Aabc -1

1—p

9.9)

AuBerdem haben die Miquel Dreiecke von A beziiglich A PQ) R die FormgroBe p/v" Ay A gpe.
Die Miquel Dreiecke von B und C beziiglich A PQ) R erhilt man durch zyklische Vertauschung.

Abbildung 9.11: Satz der zweiten Formgroe

Losung: Wir I16sen die Gleichungen A = [0o, p; ¢, b], 1 = [00, p; ¢, b] und v = [0, p; ¢, b] nach
P, @ und R auf:

—b b—\ — — - —vb
P ~ p— c H:q c:>q:c ua’lj:r a:> a—v
r—>b 1—v

A: s
p—c 1—A qg—a 1—u
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Danach berechnen wir:

_b—Xc a-—vb
Por= TN T 1y
= (p—r)(1-MN1-v) = b—a+Aa—c)+I(c—0b) =
_ (a_b).—1{a—b—/\(a—c)—/\y(c—b)}:
a—>b
= (a=b){-14+XDupe +AI(1 — D)} =

= (a=0{A1 —v) Agpe =(1 = Av)}

c—b b-c
= = b; 1 — Agpe
a—b b—a [OO, ,CL,C] b
_ _b—)\c_c—,ua
Pma=9x "1,

= -1 =M1 —-pn) = b—c+pla—"b)+u(c—a)
_ (a_b).—1{C—b—u(a—b)+w(a—0)}:
a—b

= (a_b){_1+Aabc+M_>\VAabc}:
= (a=0){(1 =) Dape —(1 — )}

Setzen wir nun fiir p — 7 und p — ¢ in die FormgroBe Formel ein, so erhalten wir:

e == Aa (= W)} A=) By —(1= M)
par P

T (R v P () S Y =y
_ M — ()
(Tff) Agpe —1

Fiir das Miquel Dreieck von A beziiglich A PQ R erhalten wir:

Von MDF wissen wir, dass das Dreieck die FormgroBe [a, p; g, r| hat.

a—q p—r
a—r p—gq

= la,p;q,7] = = [00, a;7,q] [00,p; q,7]

_ b a— _
,U/I///Aabc = [OO,CL;C, Q] ' [OO,CL; T, b] ’ [OO,CL; b? C] = S ! - ’ o279

a—c a—r a—b_a—rz[oo’a;r’Q]
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Nun setzen wir fiir [a, p; ¢, r] ein:

la,p;q,r] = [00,a;7,q] - [00,p; ¢, 7] = V" Dape Dpgr-

9.4.1 Beispiele
Ein analytischer Beweis des Satzes von Morley

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Die angrenzenden “Winkel-Dreiteiler” schneiden sich in den
Punkten P, () und R.
Dann gilt: Das Dreieck PQ R ist gleichseitig.

o4
2,984 cm
Q P
2084cm SRLERLH il \, 77777777777777777777777777777777777 2,084 cm
/E\
A I L B

Abbildung 9.12: Satz von Morley
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Losung: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir die Winkel positiv an. Fiir die
Winkel haben wir

‘L‘“
w

o

N

>

Q

[N}

1 — e 25 11—«
P T e T 1o
1—e 25 1-8
YT s T 1—at
AABC::1—6—?Z‘B _ 1= 1-p7 1487+
1 — e%C 1—~3 1—7 14+v9+792

Wir beniitzen die Formel SZF, formen um und erhalten:

1-AAaBc 1
_ 1-X 1—v—1
APQR T 1-MAaBc _ Aasc
1-X 1—p

Aus direkter Berechnung erhalten wir fiir

-y 1=~ 14p71 472 it e e
L-Mape _ -5t 55 s Ty
— i = —
[ == ERES
_ _ _ —1\( By+B+1)(By—1)
I 0 [ e el - ) W S A A Sy 2=
(v=8"H1+v+? Y2y +1
-1+ 8Y
Y4y +1
Weiters verwenden wirwo = 1 ,w+w =1 ,a 87w = —v und setzen ein
1 v 1= 1= p'w(w+y)

l-v1  v—1 al=p alt-p Blowt+y)
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B low+B~ Yoy —ww—wy
o\

Blow+y) -ww+y) 1+wy-F'—F'wy (1= +@)
~w(w+7) +a B w(w + ) 14 Wy 4+ wy +72 L4+v+792
—— —_——
- o (w -+ w)
1
Analog:
—7Pw
A~
11—yt 1-9t al'ww+p)
l—pu a—v' a—-y1 alww+p)
—yBw—yB+yB+8°
B a 'w(w+ B) — v o w(w + B)  BTw =+ T+ =) (T +ws™)
aa 'w(wH+ B) — v o 'o(w + B) 1+p-14+p572 1+81+p32
14 B(@+w) + 62
; ar O _ (=THa+ 4672 A=y)(Atws ") (1=~ H(A+ws™")
Und wir bekommen weiter f‘jbc = i 135,1%,4 = e~ .

Der Zihler und der Nenner von Apgr werden dann zu

(=6 +wn) (1= F)@6 " +)
L4+v9+792 L4+ +792

(A= HB Hwy) _ B wy _ w(Btwy)
(1-"DH@B~1+7) = B lwl+y T B lHwy
wir bewiesen, dass das Dreieck PQ) R gleichseitig ist.

Woraus dann fiir Apgr =

= w folgt. Damit hitten

Laut Hahn ist der Satz von Morley auch giiltig, wenn wir die inneren “Winkel- Dreiteiler”

durch die duBeren "Winkel-Dreiteiler” ersetzen.

aullerer Winkel
dulRerer Winkel

konjugierter Winkel
innerer Winkel

Abbildung 9.13: dullere und innere Winkel
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Konstruiert man die dufleren ”Winkel-Dreiteiler” und schneidet diese miteinander, so ergeben

die Schnittpunkte P, ) und R auch ein gleichseitiges Dreieck.

Ty 9,922 cm

Abbildung 9.14: Satz von Morley, dullere Winkel- Dreiteiler

Der Satz von Napoleon ist ein Spezialfall des folgenden Korrollars:

Korrollar SZF-1

Die Dreiecke PC'B, QAC und RBA haben die FormgroBen A, 1 und v und laut SZF gilt

v = 1.

Dann gilt: Das Dreick PQR hat die FormgroBe A, = ¢/ und die Miquel Dreiecke von A
beziiglich A PQ) R sind gleichsinnig dhnlich zu den Miquel Dreiecken von P beziiglich AABC.

Losung: Es gilt A = i Wir setzen in die Formel von SZF ein und erhalten

A = ()

1 A _(=pt 1 "1
pv A —abe ( 1—v ) ﬁ Aabc —pv

Apor =
Pq <1_)\ A , _1)
1—,LL aoc

WV Dape —p"V' "V (W0 Dape 1)
D D —1 W' Dgpe —1
./

W
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Wir erhalten das Miquel Dreieck von A beziiglich A PQ R: Laut SZF haben die Miquel Drei-
ecke von A beziiglich APQR die FormgroBe p/v" A,qr Agpe- Nach dem Einsetzen bekommen

- 1 1 1 1 —
M/M/,V,V/,Aabc B (—) (1 - _) (1 B _> <—> Aabc N M_ly_lAabc N
1—pn v 1 1—-v

= /\Aabc = [Oovp> ¢, b] : [OO,CL; b7 C] = [pva; ba C]

WIr

Daraus folgt, dass die Miquel Dreiecke von A beziiglich A PQ R laut MDF gleichsinnig dhnlich
zu den Miquel Dreiecken von P beziiglich A ABC sind, da sie dieselbe Formgrofe besitzen.

Bemerkung zum Satz von Napoleon: Sind P, ) und R die Zentren von gleichseitigen Drei-
ecken, die an den Seiten des Dreiecks ABC errichtet werden , so gilt A\ = = v = e = w?,
woraus dann folgt, dass A, = (w?)” (w?)" = w gilt und somit bezeigt ist, dass das Dreieck

PQR gleichseitig ist.
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Beispiel 1

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. An den Seiten des Dreiecks werden Dreiecke PC'B, Q AC und
RBA mit den FormgroBen A, p und v errichtet, die Aurv = 1 erfiillen. Nun spiegeln wir P, ()
und R an den Seiten BC, CA und AB von AABC'. Daraus folgt, dass A, i und v vertauscht
(konjugiert) werden.

Dann gilt: Das resultierende Dreicke hat laut Korrollar SZF-1 die Formgrofe n”7’, d.h. das
Dreieck der gespieglten Punkte ist gegensinnig dhnlich zum Ausgangsdreieck ABC'.

c

Abbildung 9.15: Beispiel 1

Losung: Eine Alternative ist, dass man P, () und R an den Mittelpunkten der Seiten BC, C'A
und AB von AABC spiegelt.
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Abbildung 9.16: Losung

Daraus erhalten wir, dass A, ¢ und v bei den Kehrwerte vertauscht werden und laut Korrollar
SZF-1 hat das resultierende Dreieck dann die FormgroBe (1~1)" (v ") = (1) ()" =

()™
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Beispiel 2

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Wir errichten an den Seiten BC, C A und AB Dreiecke PCB,
QAC und RBA mit den FormgroBen A, i und v fiir die Aurv = 1 gilt. Keiner der Punkte P, ()
und R soll der Umkreismittelpunkt von A ABC' sein. Nun invertieren wir die Punkte P, () und
R am Umkreis von AABC und erhalten die Punkte P,,,, Q;n, und R;,,.

Dann gilt: Das resultierende Dreieck P, Q) Rin, hat die Formgroie A

= (ne”s)" (ve2).

PinvqinvTinv

Abbildung 9.17: Beispiel 2

Losung: Die Inversion hélt die Punkte A, B, C' und das konjugierte Doppelverhiltnis fest, so

ist Ay = [00, Pinw; ¢, b]. Wir haben nun i,y Agpe = [Dinw, @; 0, ¢] = [p, a; b, ¢] = A\ 4pe, WOraus

wir dann \;,,, = ’\AA—“:C = \e 2@ erhalten.
abc

Analog erhalten wir ji;,, = fie~2% und vy, = Ve 27, somit gilt  AjpyflinoVine = 1 und das

resultierende Dreieck hat die Formgrofe

— —2%iB\" [(— —92i~\/ - -
Apinvqinvrin'u = /’LZHUVZIHU = (/’Le QZB) (Ve 217) - (/’66727/&)// (V€72Z’y)/

Spezialfall: Wir nehmen an, dass das Dreieck ABC' kein rechtwinkeliges Dreieck ist (der Um-
kreismittelpunkt U liegt auf keiner Seite) und lassen P, ) und R die Umkreismittelpunkte der
Dreiecke UBC, UC A und U AB sein. Wir invertieren die Punkte P, () und R wieder am Um-
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kreis und erhalten die Punkte P;,,, QQin, und R;,,.

Abbildung 9.18: Beispiel 2 Spezialfall

Losung: Nun wissen wir, dass die Inversion am Umkreis von AABC U und oo vertauscht,

[wabe _ Dape _ o 2ia

Aabcf Aabc
folgt. Da P der Umkreismittelpunkt von AU BC ist, erhalten wir Ay, = %ZC und bekommen
A= (D) = = e,

e—2ia

so dass [u,a;b,c] = [00,a;b,¢] = Aue und woraus dann A, =

Analog erhalten wir i = e %% und v = ™", die A\uv = 1 erfiillen. Laut obiger Diskus-
sion und der BFW wird das Dreieck durch die Inversion von P, () und R am Umkreis von
AABC konstruiert und hat die Formgro3e

= (e728)" (e27) = (e 27)" (7)) = Ape

PinvqinvTinv

Somit ist gezeigt, dass das Dreieck gleichsinnig dhnlich ist zu AABC.
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Verallgemeinerung des Satzes von Thebault:

Der Satz von Thebault sagt aus, dass die Zentren, von nach au3en gerichteten Vierecken errich-
tet an den Seiten eines Parallelogramms ein Viereck bilden. Wir verallgemeinern diesen Satz
in der Art dhnlich wie die Verallgemeinerung des Satzes von Napoleon in Beispiel 2 aus dem
Kapitel ”Allgemeines”.

Gegeben ist ein fixes Parallelogramm JK M N und ein Punkt . An den Seiten eines Paral-
lelogramms ABC'D werden Parallelogramme ABC,D,, AsBC Dy, A3B3C'D und AB,C,D
alle gleichsinnig dhnlich zu Parallelogramm JK M N, und Punkte R, S, R und U in derselben
Position wie £ zu JK M N konstruiert.

Dann gilt: Das ”Mittenparallelogramm” des Vierecks RP ST ist gleichsinnig dhnlich zum Par-
allelogramm JK M N.

Abbildung 9.19: Satz von Thebault

Losung: Die Seiten des “"Mitten- Parallelogramms” vom Viereck RPST" sind parallel zu den
Diagonalen von RP ST und haben die halbe Linge. Die Essenz des Beweises besteht darin,
dass zu zeigen ist, dass sich die Diagonalen im korrekten Winkel schneiden un dass die Lingen
im bestimmten Verhiltnis sind.

Die Parallelogramme gegeniiberliegender Seiten des Vierecks ABC' D gehen aus Translationen
auseinander hervor, Abschnitte zugehoriger Punkte (z.B. Diagonalen von RPST) sind jeweils
parallel und gleich zu den Abschnitten verbundener Zentren. Es ist hinreichend den Fall, dass
E das Zentrum von JK M N zu zeigen.

In diesem Fall zeigt die Symmetrie, dass das Viereck RPST ein Parallelogramm ist mit dem-

selben Zentrum () wie das Parallelogramm ABC'D. Sein ”Mitten- Parallelogramm” hat Seiten
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parallel und gleich zu QP und R, darum miissen wir nur zeigen, dass APQR gleichsinnig
dhnlich ist zu AKJN.

Wir definieren die FormgroBen der Dreiecke PC' B und RBA mit A := |00, p; ¢, b] = [00, €; j, 1]
und v := [00,r; b, a] = [00, e; k, j] und (wenn ) und E die Mittelpunkte von AC und N K sind)
fiir die Dreiecke Q AC und die FormgroBe i := [00, ¢;a,¢] = —1 = [00, €; n, k|. Dadurch ist
Apv = 1 erfiillt.

Laut Korrollar SZF-1 hat APQR die FormgroBe A,, = pv'. Nun setzen wir also ein und

erhalten
i = o0, ein, k)" = o0, ke, ]
V = [00, ek, 5] = [00, k; j, €]
k — k — k —
APQT:MHV/:I:Oo)k;e7n]'[oo7k;j7€]: n' ‘ = n:[oo7k’]7n]:Ak'7n

k—e k—j k—j

Daraus folgt nun, dass das Dreieck PQ) R gleichsinnig dhnlich zu AK JN ist.
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