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Vorwort

Die algebraische Codierungstheorie ist eines der wichtigsten Gebiete der Algebra. Bei-
spielsweise basiert die Codierung von CD’s auf dieser Theorie, sowie jeglicher digitale
Datenaustausch zwischen einem Sender und einem Empfänger, ja sogar die Raumfahrt
bedient sich der Theorie der algebraischen Codes; zur Kommunikation mit Raumson-
den werden oft Reed-Solomon Codes benützt (1985 Voyager 2 nach Umprogrammie-
rung, 1989 Galileo zum Jupiter, 1989 Magellan zur Venus und 1990 Ulysses zur Sonne).

Dies ist einer der beiden Aspekte, die das Thema dieser Arbeit für mich so reizvoll
machen. Der andere ist die sehr interessante und anspruchsvolle Theorie dahinter. Wa-
ren die ersten Codes noch relativ einfach, so zieht die heutige Codierungstheorie alle
Register der modernen Mathematik im Bestreben immer bessere Codes zu finden. Die
wohl schönste und wichtigste Entwicklung in dieser Richtung in den letzen Jahrzehn-
ten ist die Konstruktion von V.D. Goppa, der mit Mitteln der algebraischen Geometrie
eine Verallgemeinerung der Reed-Solomon Codes finden konnte. Diese sogenannten Al-
gebraisch Geometrischen Codes, oder Geometrischen Goppa Codes, bestechen durch
ihre hervorragenden asymptotischen Eigenschaften.

Im Jahre 1957 fanden Gilbert und Varshamov eine Schranke (die asymptotische Gilbert-
Varshamov Schranke), die die Existenz von Codes sicherte, deren Parameter gewisse
,,gute” Eigenschaften haben. Ob es Codes mit ,,besseren” Parameter gibt stand da-
mals noch in den Sternen, und nachdem man gut 30 Jahre keine solchen Codes finden
konnte, regierte der allgemeine Glaube, dass es keine besseren Codes gäbe, dass die
Gilbert-Varshamov Schranke also optimal sei. V.D. Goppa war überhaupt der erste,
der explizit Codes angeben konnte, die die Gilbert-Varshamov Schranke erreichen.

Man glaubte jedoch immer noch an die Optimalität der Gilbert-Varshamov Schranke
bis Tsfasman und Zink mit tiefliegenden Methoden aus der Algebraischen Geometrie
(Uniformisierungstheorie von Shimura-Kurven) schließlich zeigen konnten, dass Goppa
Codes existieren, die die Gilbert-Varshamov Schranke brechen.

Diese bahnbrechende Entdeckung hatte nur einen Nachteil: Man wusste zwar von der
Existenz solcher Codes, jedoch war in dem Beweis kein Hinweis enthalten, wie man
nun solche Codes konstruieren könne. Von diesem Zeitpunkt an arbeiteten zahlreiche
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Forschungsgruppen an einer Lösung dieses Problems und H. Stichtenoth und A. Gar-
cia konnten schließlich im Jahre 1996 eine explizite Folge von Codes angeben, die die
Gilbert-Varshamov Schranke bricht, und die in einem gewissen Sinne optimal ist. Ob-
wohl nun endlich ein Beispiel einer expliziten optimalen Codefolge gefunden wurde,
war der Mathematikwelt immer noch nicht ganz klar, was eigentlich der Trick hinter
der Konstruktion von Stichtenoth und Garcia war, es funktionierte ganz einfach.

Im Anschluss an ihr erstes Paper [14] folgten noch einige Arbeiten, die die Konstruktion
erklärten und weitere optimale Codefolgen angaben. Es ist bis dato immer noch nicht
ganz klar warum die Konstruktion für gewisse Kurven funktioniert und für andere nicht.

Ziel dieser Arbeit ist es diese Ergebnisse aufzuarbeiten und Beispiele von optimalen
Codefolgen explizit anzugeben. Im ersten Kapitel beginnen wir mit einigen Grundle-
genden Definitionen und Eigenschaften von linearen Codes. Zudem leiten wir die asym-
ptotische Gilbert-Varshamov Schranke her, die eine wichtige Rolle in der vorliegenden
Arbeit spielt. Ich habe mich in diesem Kapitel an keine spezielle Arbeit gehalten, viel-
mehr wird mein in diversen Vorlesungen über Codierungstheorie erworbenes Wissen
widergegeben. Der Beweis der Gilbert-Varshamov Schranke stammt aus dem Buch von
Oliver Pretzel [31].

Das zweite Kapitel soll eine Einführung in die Theorie der algebraischen Funktio-
nenkörper geben, welche eine gänzlich algebraische Theorie zum Studium algebraischer
Kurven bereitstellt. Wir folgen hier dem Buch von H. Stichtenoth [38], der ein Schüler
von P. Roquette, einem Vorreiter auf diesem Gebiet, war. Einzig der zur Motivation
dienende Abschnitt über Riemannsche Flächen stammt im Wesentlichen aus dem Buch
von M. Rosen [34].

Das dritte Kapitel führt nun endlich die Geometrischen Goppa Codes ein. Im ersten
Abschnitt werden noch einige Grundlagen über algebraische Kurven besprochen, sowie
der Zusammenhang zwischen algebraischen Funktionenkörpern und Kurven. Ich habe
mich hier wieder an kein spezielles Buch gehalten, am ehesten noch an das Buch von O.
Pretzel [31] und das Buch von R. Hartshorne [21]. Es ist mir ein Anliegen diese Zusam-
menhänge zu erwähnen, denn so effizient der Zugang über Funktionenkörper auch sein
mag, um die Idee hinter den Goppa Codes zu verstehen, muss man sich mit Kurven
beschäftigen. Die Abschnitte über die Goppa Codes stammen wieder im Grossen und
Ganzen aus dem Buch von H. Stichtenoth.

Das vierte Kapitel behandelt Erweiterungen von Funktionenkörpern. Es ist das längste
und wahrscheinlich auch das anspruchvollste Kapitel dieser Arbeit. Hier werden die
Werkzeuge bereitgestellt, mit denen man optimale Codes konstruieren kann. Ich habe
mich auch hier an das Buch von H. Stichtenoth gehalten, das an manchen Stellen zwar
sehr technisch ist, aber andererseits auch den kürzesten Weg ans Ziel bietet. Eine andere
Möglichkeit wäre es gewesen, dieses Kapitel mit Hilfe der Theorie von Dedekindringen
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zu erarbeiten, was aber mit einem erheblich grösserem Zeitaufwand verbunden gewesen
wäre, da ich dann ja auch ein Kapitel über Dedekindringe schreiben hätte müssen. Es
ist jedoch meiner Meinung nach lehrreich, sich die Ergebnisse dieses Kapitels auch von
diesem Standpunkt her zu überlegen.

Das fünfte und letzte Kapitel behandelt schließlich Funktionenkörpertürme. In diesem
Kapitel werden wir, unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel vier, zwei Beispiele
von optimalen Codes angeben können, und die aktuellen Probleme der Forschung auf
diesem Gebiet illustrieren.

Schlussendlich möchte ich mich noch bei Herrn Prof. Gerhard Dorfer für dieses in-
teressante Thema und die sehr sorgfältige Betreuung bedanken.

Wien, am 13.03.2006 Philipp Grohs
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Kapitel 1

Lineare Codes

Dieses Kapitel soll eine Einführung in die Theorie der linearen Codes geben, zusammen
mit einigen Beispielen. Eine Einführung in dieses Thema bietet beispielsweise [28].

1.1 Einführung

Das Kommunikationsmodell, welches wir verwenden besteht aus einem Sender, einem
Kommunikationskanal und einem Empfänger. Der Sender sendet eine Information I
über den Kommunikationskanal und der Empfänger erhält die Information I ′. Ziel der
Codierungstheorie ist es nun erstens, festzustellen ob bei der Übertragung ein Fehler
passiert ist ,und zweitens, etwaige Fehler richtig zu korrigieren. In unserem Fall besteht
die Information aus einer endlichen Folge von Symbolen aus einem Alphabet A. A sei
zunächst nur irgendeine endliche Menge.

Diese endliche Folge von Symbolen teilen wir nun in gleichlange Blöcke und erhalten
sogenannte Nachrichtenwörter.

Definition 1.1.1 Ein Nachrichtenwort der Länge k über dem Alphabet A ist ein
Element der Menge Ak.

Ein solches Nachrichtenwort wollen wir nun so codieren, dass eventuelle Übertragungs-
fehler erkannt, bzw. korrigiert werden können. Dazu fügt man dem Nachrichtenwort
noch zusätzliche Symbole hinzu, die sogenannten Kontrollsymbole. Wir können nun
den Begriff des Codewortes definieren:

Definition 1.1.2 Ein Codewort der Länge n besteht aus einem Nachrichtenwort der
Länge k und aus n−k Kontrollsymbolen. Die Menge aller Codewörter heißt Code und
wird mit C bezeichnet. C heißt [n, k]-Code wenn die Nachrichtenwörter k Symbole
besitzen und wenn n− k Kontrollsymbole hinzugefügt werden. Die sogenannte Codie-
rungsvorschrift ist die Abbildung fC, die den Nachrichtenwörtern die Kontrollsymbole
hinzufügt:

fC : N ⊆ Ak → C ⊆ An bijektiv.

1



2 KAPITEL 1. LINEARE CODES

N ist dabei die Menge der zulässigen Nachrichtenwörter. Der Code heißt systema-
tisch, wenn die Kontrollsymbole entweder vorne oder hinten angehängt werden.

Erhält der Empfänger nun ein w ∈ An \ C, dann liegt ein Übertragungsfehler vor.

Definition 1.1.3 Wir definieren eine Abbildung d : An × An → N, indem wir zwei
Elementen u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ An die Anzahl der Indizes i zuordnen,
für die vi 6= ui. Wir nennen d(u, v) die Hammingdistanz von v zu u.

Der Beweis des folgenden Satzes ist einfach.

Satz 1.1.4 Die Hammingdistanz ist eine Metrik auf An.

Korrigieren heißt nun, dass man einem fehlerbehafteten Empfangswort sein nächstgelegenes
Codewort zuordnet (bezüglich der Hammingdistanz). Diese Decodierungsvorschrift nennt
man Maximum Likelihood Decodierung. Sie basiert auf der Annahme

P (a erhalten |a gesendet ) > P (b erhalten |a gesendet ),

für alle b 6= a.

Definition 1.1.5 Man nennt

d := min{d(x, y) : x, y ∈ C; x 6= y}
die Minimaldistanz von C.

Man kann also um jedes Codewort eine Kugel mit Radius d legen, ohne dass ein
anderes Codewort in der Kugel liegt. Diese Überlegung, die die Codierungstheorie
übrigens mit der Theorie der Kreispackungen in Verbindung bringt, macht den Beweis
des folgenden Satzes offensichtlich.

Satz 1.1.6 Sei C ein Code mit Minimaldistanz d. Dann gilt:

(a) C kann genau dann t oder weniger Fehler erkennen, wenn d ≥ t+ 1 gilt.

(b) C kann genau dann t oder weniger Fehler korrigieren, wenn d ≥ 2t+ 1gilt.

Beweis: (a) ist trivial.

(b) Man mache sich klar, dass die Tatsache, dass t oder weniger Fehler korrigiert werden
können, nichts anderes heisst, als dass sich keine zwei Kugeln mit Radius t schneiden,
wenn man sie um zwei Codewörter legt. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

¤

Definition 1.1.7 Sei C ein [n, k]-Code mit Minimaldistanz d. Dann nennen wir C
einen [n, k, d]-Code.
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1.2 Lineare Codes

Genauso wie wir in unserer Sprache eine Grammatik haben, also gewisse Regeln, wie
man Wörter ,,manipulieren” kann, wollen wir nun auch gewisse Regeln auf unserem
Code einführen. Eine Möglichkeit ist es, auf A eine abelsche Gruppenstruktur zu legen
und zu fordern, dass der Code eine Untergruppe von An ist. Solche Codes heißen
Gruppencodes. Wir gehen noch weiter: Wir fordern dass A = Fq der Körper mit q
Elementen ist, und dass die Abbildung

fC : Fkq → Fnq

ein Fq-Vektrorraummonomorphismus (also linear und injektiv) ist. Als Nachrichtenwörter
sind also alle Elemente aus Fkq zugelassen.

Definition 1.2.1 Ein linearer [n, k] Code über dem Alphabet Fq ist ein k-dimensionaler
Unterraum von Fnq .

Definition 1.2.2 Sei a = (a1, . . . , an) ∈ An. Das Hamminggewicht w(a) von a ist
die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente ai, i = 1, . . . , n.

Wir bringen nun die Minimaldistanz mit dem Hamminggewicht in Zusammenhang. C
sei im Folgenden immer ein [n, k, d]-Linearcode.

Satz 1.2.3 Die Minimaldistanz von C ist gleich dem minimalen Gewicht aller von
Null verschiedenen Codewörter.

Beweis:

d = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y} = min{w(x− y) : x, y ∈ C, x 6= y}

= min{w(c) : c ∈ C \ {0}}.
¤

Man kann übrigens die Codierungsvorschrift fC eines jeden Linearcodes ,,systematisch
machen” indem man geeignete Basistransformationen anwendet. Der Code wird durch
die Matrix der Abbildung fC dargestellt.

Definition 1.2.4 Die k×n Matrix der injektiven Abbildung fC heißt Generatorma-
trix von C.

Zu jedem [n, k] Code C kann man den sogenannten dualen Code assoziieren:

Definition 1.2.5 Der zu C duale Unterraum von An (bezüglich des kanonischen in-
neren Produktes < ., . >) heißt dualer Code von C und wir schreiben dafür C⊥.

Aus der Definition folgt direkt
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Satz 1.2.6 Der zu einem [n, k] Code C duale Code, C⊥, ist ein [n, n−k]-Code und es
gilt für die Generatormatrix H von C⊥:

x ∈ C ⇔ xHT = 0 ∈ An−k.

Es ist bis dato kein Zusammenhang bekannt zwischen der Minimaldistanz von C und
der Minimaldistanz von C⊥.

Definition 1.2.7 Die Generatormatrix von C⊥ heißt Kontrollmatrix von C.

Bemerkung 1.2.8 Wir haben hier Codes als k-dimensionale Unterräume von Fnq defi-
niert. Dadurch ist die Codierungsvorschrift fC natürlich nur bis auf eine Basistransfor-
mation in Fkq definiert. Wenn wir also, wie oben, einem Code C seine Codierungsvor-

schrift zuordnen, meinen wir genau genommen eine Äquivalenzklasse von Abbildungen
modulo Basistransformationen (in Fkq).

1.3 Polynomcodes

Wir wollen nun eine spezielle Klasse von Linearcodes genauer studieren: die Poly-
nomcodes. Da Operationen mit Polynomen sehr einfach implementierbar sind, sind
Polynomcodes insbesondere für die Anwendung wichtig. Sehr viele in der Praxis ver-
wendeten Codes sind Polynomcodes. Als Alphabet dient uns wieder der Körper Fq.

Zunächst ordnen wir einem Vektor in naheliegender Weise ein Polynom zu:

Definition 1.3.1 Sei c = (c1, · · · , cm) ∈ Fmq . Wir definieren

pc(x) := c1 + c2x+ · · ·+ cmx
m−1.

Definition 1.3.2 Sei C ein [n, k] Linearcode über Fq und g(x) ∈ Fq[x] mit deg(g(x)) =
n− k. C heißt Polynomcode mit Generatorpolynom g(x), falls die Menge

PC := {pc(x) : c ∈ C}

ganau aus den Vielfachen von g(x) vom Grad < n besteht.

Lemma 1.3.3 Für einen Polynomcode C mit Generatorpolynom g(x) gilt

c ∈ C ⇔ pc(x) ≡ 0 mod(g(x)).
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1.4 Zyklische Codes

Definition 1.4.1 Ein linearer [n, k]-Code C heißt zyklisch, wenn mit jedem Codewort
c = (c1, . . . , cn) ∈ C auch jene Wörter, die durch zyklische Vertauschung der Symbole
von c entstehen, in C liegen.

Satz 1.4.2 Jeder zyklische Linearcode C ist ein Polynomcode.

Beweis: Sei

PC := {pc(x) = c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1 : c = (c1, . . . , cn) ∈ C}.

Wir wählen 0 6= g(x) ∈ PC mit minimalem Grad.

1.Behauptung: g(x) teilt jedes p(x) ∈ PC :
Sei p(x) ∈ PC . Dann gilt

p(x) = q(x)g(x) + r(x) mit deg(r(x)) < deg(g(x)) oder r(x) = 0.

Es gilt also r(x) /∈ PC oder r(x) = 0, da der Grad von g(x) minimal ist. Angenommen
r(x) 6= 0. Es gilt

r(x) = p(x)− q(x)g(x),

und q(x)g(x) ∈ PC weil C zyklisch. Also würde folgen, dass r(x) ∈ PC gilt, Wider-
spruch. Damit ist die Behauptung gezeigt.

2.Behauptung: Sei p(x) ein Polynom vom Grad < n mit g(x)|p(x). Dann gilt p(x) ∈
PC :
Es gilt p(x) = g(x)v(x) ∈ PC weil C zyklisch ist. Daraus folgt, dass C ein Polynomcode
mit Generatorpolynom g(x) ist.

¤

Satz 1.4.3 Ein [n, k]-Polynomcode ist genau dann zyklisch, wenn sein Generatorpoly-
nom g(x) das Polynom xn − 1 teilt.

Beweis: Nehmen wir zuerst an, dass g(x)|xn − 1. Sei f(x) := xn − 1, c ∈ C und p(x)
beliebig. Dann ist pc(x)p(x) mod(f(x)) ∈ PC . Daher gilt

xpc(x) mod(f(x)), x2pc(x) mod(f(x)), · · · ∈ PC .
Führt man eine Division mit Rest durch xn−1 durch, so sieht man, dass diese Polynome
gerade den zyklische Vertauschung des Codevektors c entsprechen. Daher ist C zyklisch.

Zu zeigen bleibt die andere Richtung. Sei also C zyklisch. Dann ist xkpc(x)mod(f(x)) ∈
C für c ∈ C und f(x) = xn−1, da dieses Polynom ja der k-fachen zyklischen Verschie-
bung von c entspricht. Da deg(xkg(x)) = n gilt xkg(x) mod(f(x)) ≡ xkg(x)− xn− 1 ∈
PC und daher g(x)|xkg(x)− (xn − 1), also gilt g(x)|xn − 1.

¤
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1.5 Schranken für Codes

Wir wollen nun einige Schranken für die Codeparameter herleiten. Zunächst ist klar,
dass, wenn k gross ist, d klein ist (bei festem n). Diese Überlegung wird mit der
Singleton Schranke präzisiert.

Proposition 1.5.1 (Singleton Schranke) Für einen [n, k, d]-Linearcode gilt

k + d ≤ n+ 1.

Beweis: Betrachten wir den Teilraum W ⊆ Fnq gegeben durch

W := {(a1, . . . , an) ∈ Fnq : ai = 0 für alle i ≥ d}.

Da jedes a ∈ W ein Hamminggewicht kleiner als d hat, gilt W ∩C = 0. Da dim(W ) =
d− 1, gilt

k + (d− 1) = dim(C) + dim(W )

= dim(C +W ) + dim(C ∩W ) = dim(C +W ) ≤ n.

¤

Definition 1.5.2 Ein [n, k, d]-Code C mit der Eigenschaft k + d = n + 1, heißt C
MDS-Code1.

Die Singletonschranke liefert eine obere Schranke für d. Wir wollen nun eine ,,untere”
Schranke herleiten, in dem Sinne, dass ein Code existiert, der einen bestimmten Wert
von d übertrifft. Um eine solche Schranke herzuleiten, zählen wir zunächst die Wörter
in Fnq , die in einer Kugel Kr(u) mit Radius r um ein u ∈ Fnq liegen.

Lemma 1.5.3 Es gilt für Vr(n) := card(Kr(u))

Vr(n) =
r∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k.

Beweis: Betrachten wir die Anzahl der Wörter, deren Distanz zu u gleich k ist. Dann
sind k Komponenten ungleich denen von u, dafür gibt es

(
n
k

)
Möglichkeiten, und zu

jeder Komponente existieren q−1 Möglichkeiten den Eintrag zu ändern. Aufsummieren
über k liefert das Ergebnis.

¤

Proposition 1.5.4 Sei C ein linearer [n, k, d]-Code über Fq. Gelte card(C) < qn/Vd−1(n),
dann existiert ein linearer [n, k + 1, d]-Code C ′, der C echt enthält.

1maximum distance separable Code
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Beweis: Unsere Voraussetzung besagt, dass ein v ∈ Fnq existieren muss mit d(v, c) ≥ d
für alle c ∈ C. Definieren wir C ′ := C ⊕ {v}. Zu zeigen ist, dass das Hamminggewicht
eines Codewortes aus C ′ grösser gleich d ist. Sei u = c + av ∈ C ′ mit c ∈ C, a ∈ Fq.
Für a = 0 ist die Aussage trivial. Sei also a 6= 0. Dann gilt

w(u) = w(−a−1u) = w(−a−1c− v) = d(−a−1c, v) ≥ d

nach Konstruktion von v.

¤

Korollar 1.5.5 (Gilbert-Varshamov Schranke) Für alle n und d < n existiert ein
linearer [n, k, d]-Code über Fq mit k ≥ n− logq(Vd−1(n)).

Wir wollen noch ein asymptotisches Resultat herleiten. Dazu müssen wir das Verhalten
von Vd−1(n) für n gegen unendlich kennen. Zunächst eine Definition.

Definition 1.5.6 Sei C ein [n, k, d] Code. Wir definieren die Übertragungsrate von
C durch

R(C) :=
k

n

und die relative Minimaldistanz durch

δ(C) :=
d

n
.

Die Gilbert-Varshamov Schranke besagt, dass ein [n, k, d]-Code existiert mit R ≥ 1−
logq(Vd−1(n))/n. Wir studieren nun das asymptotische Verhalten von logq(Vd−1(n))/n
mit Hilfe der sogenannten q-nären Entropiefunktion:

Definition 1.5.7 Für 0 ≤ δ ≤ (q−1)/q definieren wir die q-näre Entropiefunktion
Hq(δ) durch Hq(0) := 0 und

Hq(δ) := δ logq(q − 1)− δ logq(δ)− (1− δ) logq(1− δ).

Lemma 1.5.8 Sei 0 ≤ δ ≤ (q−1)/q und für n ∈ Z sei r = r(n) die größte ganze Zahl
mit r ≤ δn. Dann gilt

(a) logq(Vr(n)) ≤ nHq(δ).

(b) limn→∞ 1
n

logq(Vr(n)) = Hq(δ).

Beweis: (a) Es gilt 0 ≤ 1/q = 1− (q − 1)/q ≤ 1− δ. Also gilt für jedes k ≥ 0

δk ≤ (q − 1)k

qk
≤ (q − 1)k(1− δ)k.
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Sei nun 0 ≤ i ≤ δn und k := δn− i. Dann bekommen wir

δδn−i ≤ (q − 1)δn−i(1− δ)δn−i.

Multiplikation mit (1− δ)n liefert

δi(1− δ)n−i

(q − 1)i
≥ δδn(1− δ)n−δn

(q − 1)δn
= q−nHq(δ). (1.1)

Es gilt nun

1 = 1n = (δ + (1− δ))n

=
n∑
i=0

(
n

i

)
δi(1− δ)n−i

=
n∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

(
δ

q − 1

)i

(1− δ)n−i

≥
r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i

(
δ

q − 1

)δn

(1− δ)n−δn wegen (1.1)

= Vr(n)q−nHq(δ).

Wendet man nun logq an, so erhält man das Gewünschte.

(b) Wir verwenden die Stirlingsche Formel für ln(n!):

ln(n!)− 1

12n
≤

(
n+

1

2

)
ln(n)− n+K ≤ ln(n!)

mit K := ln(2π)
2

. Daraus folgt

logq(n!)− logq(e)

12n
≤

(
n+

1

2

)
logq(n)− n logq(e) +K ′ ≤ logq(n!)

mit einer anderen Konstante K ′. Klarerweise gilt wegen der Summendarstellung von
Vr(n)

Vr(n) ≥
(
n

r

)
(q − 1)r

und wenn wir
(
n
r

)
= n!

r!(n−r)! mit der Stirlingschen Formel abschätzen, so erhalten wir

(wir schreiben log statt logq)

log(Vr(n)) ≥
(
n+

1

2

)
log(n) −

(
r +

1

2

)
log(r)

−
(
n− r +

1

2

)
log(n− r) + r log(q − 1)

− n log(e) + r log(e) + (n− r) log(e)−K ′

− log(e)

12r
− log(e)

12(n− r)
.
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Dividieren wir nun durch n und ignorieren wir die Terme von der Größenordnung O(1)
(für n→∞), so erhalten wir

lim
n→∞

(
log(Vr(n))

n

)

≥ lim
n→∞

(
log(n)− r

n
log(r)− n− r

n
log(n− r) +

r

n
log(q − 1)

)
. (1.2)

Nach der Definition von r gilt limn→∞ r
n

= δ. Nützt man dies aus, so folgt nach kurzer
Rechnung aus (1.2)

lim
n→∞

(
log(Vr(n))

n

)
≥ Hq(δ).

Zusammen mit (a) folgt daraus (b).

¤

Wir können nun unser asymptotisches Resultat beweisen.

Satz 1.5.9 (Asymptotische Gilbert-Varshamov Schranke) Für 0 ≤ δ ≤ q−1
q

existiert eine Folge von linearen Codes der Länge n über Fq mit limn→∞ δ(Cn) = δ
und limn→∞R(Cn) = 1−Hq(δ).

Beweis: Sei r die größte ganze Zahl mit r ≤ nδ. Nach der Gilbert-Varshamov Schranke
existiert ein Code Cn der Länge n mit Minimaldistanz r + 1 und

1− log(Vr(n))− 1

n
≥ R(Cn) ≥ 1− log(Vr(n))

n
.

Die linke Ungleichung erhält man indem man k unter Beibehaltung von d verkleinert.
Nach dem vorigen Lemma gilt

lim
n→∞

R(Cn) = 1−Hq(δ).

Um den Grenzwert der relativen Minimaldistanzen zu berechnen beachte man, dass

δn < r + 1 ≤ δn+ 1

gilt. Also gilt

δ <
r + 1

n
≤ δ +

1

n
,

und folglich

lim
n→∞

δ(Cn) = lim
n→∞

r + 1

n
= δ.

¤
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1.6 Reed-Solomon Codes

Wir wollen uns abschliessend eine prominente Familie von Codes ansehen: die Reed-
Solomon Codes [33]. Sie werden zum Beispiel bei der Codierung von CD’s verwendet.
Ihre herausragende Eigenschaft ist die hervorragende Korrektur von gebündelten Feh-
lern. So kann man beispielsweise in eine CD ein kleines Loch bohren und die CD wird
immer noch fehlerfrei abgespielt. Wir gehen jedoch auf diese Eigenschaft in dieser Ar-
beit nicht ein, in diesem ersten Zugang beschreiben wir die Reed-Solomon Codes als
zyklische MDS-Codes. Wir verwenden als Alphabet Fq.

Definition 1.6.1 Sei α ein primitives Element von Fq und n = q− 1. Dann heißt der
[n, k]-Code mit Generatorpolynom g(x) = (x − α) . . . (x − αd−1) mit d = n − k + 1
Reed-Solomon Code der Länge n und wird mit RS(n, d) bezeichnet.

Offensichtlich ist dieser Code zyklisch, da sein Generatorpolynom das Polynom xn − 1
teilt. Wir zeigen, dass RS(n, d) ein Code mit Minimaldistanz d ist. Daraus folgt aus
der Beziehung d = n− k + 1, dass RS(n, d) ein MDS-Code ist. Zumächst ein Lemma.

Lemma 1.6.2 Sei C ein linearer Code der Länge n mit Kontrollmatrix H. Dann gilt
für die Minimaldistanz d

d ≥ r ⇔ je r − 1 Spalten von H sind linear unabhängig.

Beweis: Sei d ≥ r und H = (h1, . . . , hn). Angenommen r − 1 Spalten wären linear
abhängig. Seien o.B.d.A. die ersten r − 1 Spalten h1, . . . , hr−1 von H linear abhängig.
Dann gilt

∑r−1
i=1 cihi = 0 für einen Vektor 0 6= c = (c1, . . . , ci, 0, . . . , 0) ∈ Fnq . Es gilt

Hc = 0, also c ∈ C und w(c) ≤ r − 1. Widerspruch zu d ≥ r.

Seien umgekehrt je r−1 Spalten linear unabhängig und c ∈ Fnq ein Vektor vom Gewicht
kleiner als r, sagen wir r− l. Seien cii , . . . , cir−l

die Einträge von c ungleich Null. Dann
gilt wegen Hc = 0

r−l∑
j=1

cijhij = 0,

also sind die r − l Spalten hi1 , . . . , hir−l
linear abhängig. Widerspruch.

¤

Satz 1.6.3 Reed-Solomon Codes sind MDS-Codes.

Beweis: Wir überlegen uns nun wie die Kontrollmatrix des Reed-Solomon Codes C =
RS(n, d) aussieht. Sei c = (c1, . . . , cn) ∈ Fnq . Dann gilt für c(x) = c1 +c2x+ · · ·+cnx

n−1

c ∈ C ⇔ (x− α) . . . (x− αd−1)|c(x)
⇔ c(αi) = 0 für i = 1, . . . , d− 1.
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Da andererseits
c ∈ C ⇔ Hc = 0

gilt, muss H die folgende Gestalt haben:

H =




1 α α2 . . . . . . αn

1 α2 (α2)2 . . . . . . (α2)n

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

1 αd−1 (αd−1)2 . . . . . . (αd−1)n




Aufgrund der Formel für die Vandermodsche Unterdeterminante gilt, dass je d − 1
Spalten von H linear unabhängig sind, daher ist die Minimaldistanz d(C) mindestens
d. Nach der Definition gilt also

d(C) ≥ n− k + 1

und wegen der Singleton Schranke gilt sogar

d(C) = n− k + 1 = d,

daher sind Reed-Solomon Codes MDS-Codes.

¤
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Kapitel 2

Algebraische Funktionenkörper

In dieser Arbeit werden die Goppa Codes über die Theorie der algebraischen Funk-
tionenkörper konstruiert. Ursprünglich hat V.D. Goppa diese Codes mit Mitteln der
algebraischen Geometrie, genauer nichtsingulären projektiven Kurven, hergeleitet. Die
Sprache der algebraischen Funktionenkörper (in einer Variablen) ist äquivalent zu
der der nichtsingulären projektiven Kurven. Der Zugang über algebraische Funktio-
nenkörper hat zwei Vorteile: zum einen ist er erheblich direkter, zum zweiten ist die
Verzweigungstheorie mit einem algebraischen Zugang etwas einfacher zu handhaben.
Was man dabei einbüßt ist die Anschauung, die aber bei algebraischer Geometrie über
endlichen Körpern (und nur dafür interessieren wir uns im Wesentlichen) ohnehin sehr
begrenzt und zum Teil irreführend ist. Ziel dieses Kapitels ist eine Einführung in die
Theorie der algebraischen Funktionenkörper, die im Satz von Riemann-Roch ihren
Höhepunkt findet.

2.1 Stellen

Kommen wir zur ersten wichtigen Definition:

Definition 2.1.1 Ein algebraischer Funktionenkörper F/K in einer Variable über
einem Körper K ist eine endliche Körpererweiterung F ⊇ K(x), wobei x transzendent
über K ist.

Im folgenden werden wir F/K kurz als Funktionenkörper bezeichnen. Die Menge

K̃ := {z ∈ F : z ist algebraisch über K}
bezeichet man als Konstantenkörper. K̃ ist ein Körper und es gilt K ⊆ K̃ ⊆ F .
F/K̃ ist klarerweise ein Funktionenkörper.
Wir sagen: K ist algebraisch abgeschlossen in F , falls K = K̃ gilt.

Bemerkung 2.1.2 Es gilt, dass z ∈ F genau dann transzendent über K ist, falls
[F : K(z)] <∞.

13
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Beispiel 2.1.3 Das einfachste Beispiel eines Funktionenkörpers über K ist der soge-
nannte rationale Funktionenkörper K(x) für ein über K transzendentes Element
x.

Warum der rationale Funktionenkörper den Namen ,,Funktionenkörper” trägt, ist
offensichtlich. Wir wollen nun sehen wie man die Elemente eines jeden beliebigen Funk-
tionenkörpers als Funktionen auffassen kann. Dazu benötigen wir die Begriffe des Be-
wertungsringes und der Stellen.

Definition 2.1.4 Ein Bewertungsring eines Funktionenkörpers F/K ist ein Ring
O ⊆ F mit den folgenden Eigenschaften:

(1) K ⊂ O ⊂ F , und

(2) es gilt z ∈ O oder z−1 ∈ O für alle z ∈ F \ {0}.

Proposition 2.1.5 Für einen Bewertungsring O eines Funktionenkörpers F/K gilt:

(a) O ist lokal mit maximalem Ideal P = O \O∗, wobei O∗ die Einheitengruppe von
O bezeichne.

(b) Für 0 6= x ∈ F gilt: x ∈ P ⇔ x−1 /∈ O.

(c) Für K̃ gilt: K̃ ⊆ O und K̃ ∩ P = {0}.

Beweis: (a) Es genügt zu zeigen, dass P := O \ O∗ ein Ideal ist.

(1) Sei x ∈ P und z ∈ O. Dann ist xz keine Einheit in O, also xz ∈ P .

(2) Sei x, y ∈ P \ {0}. Nach Definition 2.1.4 (2) ist x/y ∈ O oder y/x ∈ O. Gelte
o.B.d.A x/y ∈ O. Dann ist 1 + x/y ∈ O und nach (1) auch y(1 + x/y) = y + x.
P ist also ein Ideal von O.

(b) ist klar.

(c) Sei z ∈ K̃. Angenommen z /∈ O. Dann ist z−1 ∈ O. Da z−1 algebraisch über
K ist, existieren Elemente a1, . . . , ar ∈ K mit ar(z

−1)r + · · · + a1z
−1 + 1 = 0, also

−1 = z−1(ar(z
−1)r−1+ · · ·+a1). Es gilt also z = −(ar(z

−1)r−1+ · · ·+a1) ∈ K[z−1] ⊆ O,
also z ∈ O. Die Aussage K̃ ∩ P = {0} ist trivial.

¤

Satz 2.1.6 Sei O ein Bewertungsring eines Funktionenkörpers F/K mit maximalem
Ideal P . Dann gilt:

(a) P ist Hauptideal.
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(b) Sei P = tO. Dann hat jedes Element 0 6= z ∈ F eine eindeutige Darstellung der
Form z = tnu, für ein n ∈ Z, u ∈ O∗.

(c) O ist ein Hauptidealring. Es gilt: falls P = tO und {0} 6= I ⊆ O ein Ideal, so ist
I = tnO für ein n ∈ N.

Definition 2.1.7 Ein diskreter Bewertungsring ist ein lokaler Hauptidealring.

Satz 2.1.6 besagt also nichts anderes, als dass O ein diskreter Bewertungsring ist.
Um ihn beweisen zu können, benötigen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.1.8 Sei O ein Bewertungsring eines Funktionenkörpers F/K, P sein ma-
ximales Ideal, und 0 6= x ∈ P . Sei x1, . . . , xn ∈ P so, dass x1 = x und xi ∈ xi+1P für
i = 1, . . . , n− 1. Dann gilt n ≤ [F : K(x)] <∞.

Beweis: Aus Bemerkung 2.1.2 und Proposition 2.1.5 (c) folgt sofort die Relation
[F : K(x)] <∞. Es genügt also zu zeigen, dass x1, . . . , xn linear unabhängig über K(x)
sind. Nehmen wir an, es existierte eine nichttriviale Linearkombination

∑n
i=1 ϕixi = 0

mit ϕi ∈ K(x). Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner können wir uns
auf den Fall ϕi ∈ K[x] beschränken. Weiters können wir annehmen, dass x nicht alle
Polynome ϕi teilt. Setze ai := ϕi(0) und definiere j ∈ {1, . . . , n} durch die Bedingung
aj 6= 0, aber ai = 0 für alle i > j. Wir erhalten

−ϕjxj =
∑

i6=j
ϕixi (2.1)

mit ϕi ∈ O für i = 1, . . . n (da x = x1 ∈ P ), xi ∈ xjP für i < j und ϕi = xgi für i > j,
wobei gi ein Polynom in x ist. Dividiert man (2.1) durch xj, so erhält man

−ϕj =
∑
i<j

ϕi
xi
xj

+
∑
i>j

x

xj
gixi.

Da alle Summanden auf der rechten Seite in P liegen, liegt ϕj in P . Andererseits gilt
ϕj = aj +xgj mit gj ∈ K[x] ⊆ O und x ∈ P , also haben wir aj ∈ P ∩K, was aufgrund
unserer Voraussetzung aj 6= 0 ein Widerspruch zu Proposition 2.1.5 (c) ist.

¤

Beweis von Satz 2.1.6: (a) Angenommen P wäre kein Hauptideal. Wähle ein Element
0 6= x1 ∈ P . Da nach Voraussetzung x1O 6= P , gibt es ein Element x2 ∈ P \ x1O. Es
gilt x2x

−1
1 /∈ O, also x−1

2 x1 ∈ P nach Proposition 2.1.5 (b), also x1 ∈ x2P . Iteriert man
diese Konstruktion, so erhält man eine unendliche Folge x1, x2, · · · ∈ P mit xi ∈ xi+1P
für alle i ≥ 1, ein Widerspruch zu Lemma 2.1.8!

(b) Zur Eindeutigkeit der Darstellung z = tnu, n ∈ Z und u ∈ O∗:
Sei tmv eine andere Darstellung mit m ∈ Z und v ∈ O∗. Gelte o.B.d.A n ≥ m. Dann
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gilt 1 = tn−muv−1 ∈ P falls n 6= m, Widerspruch. Also gilt n = m, und damit 1 = uv−1,
also u = v.
Zu zeigen bleibt die Existenz einer solchen Darstellung: Da O ein Bewertungsring ist,
brauchen wir die Existenz nur für z ∈ O zeigen. Für z ∈ O∗ haben wir schon eine
Darstellung: z = t0z. Wir müssen also nur noch den Fall z ∈ P behandeln.
Behauptung: Es existiert ein maximales m ≥ 1 mit z ∈ tmO.
Um dies einzusehen betrachtet man die Folge

x1 = z, x2 = tm−1, x3 = tm−2, . . . , xm = t.

Es gilt xi ∈ xi+1P und nach Lemma 2.1.8 gilt also, dass m beschränkt ist. Das beweist
die Behauptung. Sei also z = tmu mit u ∈ O.
Behauptung: u ist Einheit.
Sonst wäre nämlich u ∈ P , also u ∈ tO, und damit z ∈ tm+1O, was ein Widerspruch
zur Maximalität von m wäre.

(c) Sei {0} 6= I ⊆ O ein Ideal. Betrachte die Menge A := {r ∈ N : tr ∈ I}. A ist
nichleer, da für x ∈ I eine Darstellung x = tru gilt mit r ∈ N und u ∈ O∗. Es gilt
tr = xu−1 ∈ I. Setze n := min(A). Dann gilt klarerweise I ⊇ tnO weil tn ∈ I. Umge-
kehrt sei 0 6= y ∈ I. Wir können y schreiben als y = tsw, s ∈ N, w ∈ O∗, daher gilt
ts ∈ I, also s ≥ n und y = tnts−nw ∈ tnO.

¤

Definition 2.1.9 Sei F/K ein Funktionenkörper.

(a) Eine Stelle von F/K ist ein maximales Ideal P eines Bewertungsringes O von
F/K. Jedes Erzeugendenelement von P heißt primes Element für P .

(b) PF := {P : P ist Stelle von F/K}.
Es existiert eine eineindeutige Beziehung zwischen Stellen und Bewertungsringen ei-
nes Funktionenkörpers F/K. Man kann nämlich zu jeder Stelle P den dazugehörigen
Bewertungsring OP durch die Relation OP = {z ∈ F : z−1 /∈ P} zurückgewinnen. OP

heißt der Bewertungsring der Stelle P .

Man kann Stellen bzw. Bewertungsringe auch anders charakterisieren, und zwar, wie
der Name schon vermuten lässt, durch Bewertungen.

Definition 2.1.10 Eine diskrete Bewertung von F/K ist ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus v der multiplikativen Gruppe F ∗ auf die additive Gruppe Z, vermöge
der Relation v(0) := ∞ auf ganz F ausgedehnt, mit den folgenden Eigenschaften:

(1) v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} für x, y ∈ F .

(2) v verschwindet auf K.
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(1) heißt auch Dreiecksungleichung. Eine Verschärfung liefert das folgende Lemma.

Lemma 2.1.11 (Starke Dreieckungleichung) Sei v eine diskrete Bewertung von
F/K und x, y ∈ F mit v(x) 6= v(y). Dann gilt v(x+ y) = min{v(x), v(y)}.
Beweis: Aus der Definition einer diskreten Bewertung folgt, dass v(ay) = v(y) für
alle 0 6= a ∈ K. Es gilt also v(−y) = v(y). Da v(x) 6= v(y) können wir o.B.d.A
annehmen, dass v(x) < v(y) gilt. Angenommen v(x+ y) 6= min{v(x), v(y)}. Dann gilt
also v(x+ y) > v(x) und es gilt

v(x) = v((x+ y)− y) ≥ min{v(y), v(x+ y)} > v(x),

ein Widerspruch.

¤

Wir wollen nun jeder Stelle, bzw. jedem Bewertungsring in bijektiver Weise eine diskrete
Bewertung zuordnen:

Definition 2.1.12 Sei P ∈ PF . Definiere eine Funktion vP : F → Z ∪ {∞} wie folgt:
Wähle ein primes Element t von P . Dann besitzt jedes 0 6= z ∈ F eine eindeutige
Darstellung der Form z = tnu, u ∈ O∗

P . Definiere vP (z) := n und vP (0) := ∞.

Wie man leicht sieht hängt diese Definition nicht von der Wahl des primen Elementes
von P ab.

Satz 2.1.13 Sei F/K ein Funktionenkörper.

(a) Für jede Stelle P ∈ PF ist die oben definierte Funktion vP eine diskrete Bewertung
von F/P . Es gilt

OP = {z ∈ F : vP (z) ≥ 0},
O∗
P = {z ∈ F : vP (z) = 0},

P = {z ∈ F : vP (z) > 0}.
Ein Element x ∈ F ist primes Element für P genau, wenn vP (x) = 1 gilt.

(b) Umgekehrt, sei v eine diskrete Bewertung von F/K. Dann ist die Menge P :=
{z ∈ F : v(z) > 0} eine Stelle von F/K und OP = {z ∈ F : v(z) ≥ 0}.

(c) Jeder Bewertungsring von F/K ist ein maximaler echter Unterring von F bezüglich
der Inklusionsrelation.

Beweis: (a) Um zu zeigen, dass vP eine diskrete Bewertung ist, genügt es die Drei-
ecksungleichung zu zeigen; die anderen Aussagen sind offensichtlich. Betrachten wir
x, y ∈ F mit vP (x) = n und vP (y) = m. Nehmen wir an n ≤ m < ∞. Wir haben also
x = tnu1 und y = tmu2, mit u1, u2 ∈ O∗

P . Dann gilt x + y = tn(u1 + tm−nu2) = tnz
mit z ∈ OP . Für z = 0 ist die Aussage trivial, für z 6= 0 können wir eine Darstellung
z = tku, mit u ∈ O∗

P , k ≥ 0, finden. Daraus folgt x + y = tn+ku und daraus folgt die
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Dreiecksungleichung.

(b) Zunächst ist OP ein Bewertungsring, da für ein z ∈ F entweder v(z) ≥ 0 oder
v(z−1) = −v(z) ≥ 0 gilt. Ausserdem ist OP ein Ring, aufgrund der Homomorphieei-
genschaft einer Bewertung und es gilt K ⊆ OP wegen Definition 2.1.10 (2). Zu zeigen
ist noch, dass P = OP \ O∗ gilt. Da aber für ein z ∈ OP gilt, dass z−1 ∈ OP genau
dann, wenn vP (z) = 0, ist das offensichtlich.

(c) Sei O ein Bewertungsring von F/K, P sein maximales Ideal, vP die dazugehörige
diskrete Bewertung und z ∈ F \O. Wir zeigen F = O[z]. Wegen z /∈ O gilt vP (z−1) > 0.
Also existiert für ein beliebiges y ∈ F ein k ≥ 0 mit vP (yz−k) ≥ 0, d.h. w := yz−k ∈ O,
also y = wzk ∈ O[z].

¤

Wir haben also gezeigt, dass Stellen, Bewertungsringe und Bewertungen im wesent-
lichen auf dasselbe hinauslaufen. Sei P eine Stelle, also ein maximales Ideal von OP ,
dann ist OP/P ein Körper. Für x ∈ OP schreiben wir x(P ) für die Restklasse x+P . Für
x /∈ OP definieren wir x(P ) := ∞. Wegen Proposition 2.1.5 (c) liefert die kanonische
Restklassenabbildung von OP nach OP/P eine kanonische Einbettung von K (sogar
K̃) in OP/P . Auf diese Weise können wir K als Unterkörper von OP/P betrachten.

Definition 2.1.14 Sei P ∈ PF .

(a) FP := OP/P heißt Restkassenkörper von P . Die Abbildung x 7→ x(P ) von F
auf FP ∪ {∞} heißt Restklassenabbildung von P .

(b) deg(P ) := [FP : K] heißt Grad von P .

Proposition 2.1.15 Sei P eine Stelle von F/K und 0 6= x ∈ P , dann gilt

deg(P ) ≤ [F : K(x)] <∞.

Beweis: Da x ∈ P , ist x transzendent über K, also [F : K(x)] <∞, nach Bemerkung
2.1.2. Zu zeigen bleibt deg(P ) ≤ [F : K(x)]. Seien z1, . . . , zn ∈ OP , sodass die Restklas-
sen z1(P ), . . . , zn(P ) linear unabhängig über K sind. Wir zeigen, dass dann z1, . . . , zn
linear unabhängig über K(x) sind. Angenommen es existierte eine nichttriviale Dar-
stellung

n∑
i=1

ϕizi = 0, (2.2)

mit ϕi ∈ K(x). O.B.d.A. können wir annehmen, dass ϕi ∈ K[x] und dass nicht alle ϕi’s
durch x teilbar sind. Wir setzen also voraus, dass ϕi = ai + xgi, mit ai ∈ K, gi ∈ K[x]
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und nicht alle ai = 0. Klarerweise gilt ϕi(P ) = ai. Die Restklassenabbildung auf (2.2)
angewendet ergibt

0 = 0(P ) =
n∑
i=1

ϕi(P )zi(P ) =
n∑
i=1

aizi(P ).

Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit von z1(P ), . . . , zn(P ) über K.

¤

Unter der noch nicht bewiesenen Annahme, dass PF 6= ∅, kann man das Folgende
zeigen:

Korollar 2.1.16 K̃ ist eine endliche Körpererweiterung von K.

Beweis: Wähle ein P ∈ PF . Wie wir später sehen werden geht das, da PF 6= ∅ gilt. K̃
ist vermöge der Restklassenabbildung in FP eingebettet und es gilt

[K̃ : K] ≤ [FP : K] <∞.

¤

Bemerkung 2.1.17 Sei deg(P ) = 1. Dann haben wir FP = K und die Restklassenab-
bildung bildet F auf K ∪ {∞} ab. Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, dann ist
insbesondere jede Stelle vom Grad 1 und man kann jedes Element z ∈ F in folgendem
Sinne als Funktion auffassen:

z :

{
PF → K ∪ {∞}
P 7→ z(P )

(2.3)

Aus dieser Beziehung leitet sich der Name Funktionenkörper ab. Die Elemente von K̃
sind konstant im Sinne von (2.3) und das ist auch der Grund warum K̃
Konstantenkörper heißt. Auch die folgende Definition ist durch (2.3) gerechtfertigt:

Definition 2.1.18 Sei vP die Bewertung, die P zugeordnet ist und z ∈ F . Dann heisst
P

(a) Nullstelle der Ordnung m von z, falls vP (z) = m ≥ 0.

(b) Pol der Ordnung m von z, falls vP (z) = −m < 0.

Nun wollen wir uns mit Hilfe des Lemmas von Zorn überlegen, warum es überhaupt
Stellen gibt:

Satz 2.1.19 Sei F/K ein Funktionenkörper und R ein Unterring von F mit K ⊆ R ⊆
F . Sei I ein nichttriviales Ideal von R. Dann existiert eine Stelle P ∈ PF mit I ⊆ P
und R ⊆ OP .
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Beweis: Betrachte die Menge

F := {S : S ist Unterring von F mit R ⊆ S und IS 6= S}1.

Es gilt R ∈ F, also F 6= ∅. Betrachten wir eine Kette H in F bezüglich der Inku-
sionsrelation. Dann ist T :=

⋃
H ein Unterring von F mit R ⊆ T . Wir wollen zei-

gen, dass IT 6= T . Angenommen es gelte IT = T , dann gäbe es eine Darstellung
1 =

∑n
ν=1 aνsν mit aν ∈ I und sν ∈ T . Da H totalgeordnet ist, gibt es ein S0 ∈ H,

sodass s1, . . . , sn ∈ S0, also gilt 1 ∈ IS0, d.h. IS0 = S0, und das ist ein Widerspruch.
Nach dem Lemma von Zorn existiert also ein maximales Element O in F. Wir zeigen,
dass O ein Bewertungsring ist:

Da I 6= {0} und IO 6= O, haben wir O ⊂ F und I ⊆ O \ O∗. Angenommen es
gibt ein Element z ∈ F mit z /∈ O und z−1 /∈ O. Dann gilt wegen der Maximalität von
O, dass IO[z] = O[z] und IO[z−1] = O[z−1] und wir können a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ IO
finden, sodass

1 = a0 + a1z + · · ·+ anz
n und (2.4)

1 = bo + b1z
−1 + · · ·+ bmz

−m (2.5)

Klarerweise gilt n,m ≥ 1 und wir wählen m und n zusätzlich minimal und fordern
o.B.d.A. n ≥ m. Multipliziert man (2.4) mit 1 − b0 und (2.5) mit anz

n, dann erhält
man

1− b0 = (1− b0)a0 + (1− b0)a1z + · · ·+ (1− b0)anz
n und

0 = (b0 − 1)anz
n + b1anz

n−1 + · · ·+ bmanz
n−m

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhält man eine Gleichung der Form

1 = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1

mit Koeffizienten ci ∈ IO. Das ist ein Widerspruch zur Minimalität von n in (2.4). Es
gilt also z ∈ O oder z−1 ∈ O und O ist ein Bewertungsring von F/K.

¤

Korollar 2.1.20 Sei F/K ein Funktionenkörper und z ∈ F transzendent über K.
Dann hat z mindestens eine Nullstelle und einen Pol. Insbesondere gilt PF 6= ∅.

Beweis: Betrachte den Ring R = K[z] und das Ideal zK[z]. Wegen Satz 2.1.19 gibt es
eine Stelle P ∈ PF mit z ∈ P , also ist P Nullstelle von z. Dieselbe Argumentation auf
z−1 angewendet zeigt die Existenz eines Pols von z.

¤
1IS sei hier die lineare Hülle von I als S-Modul aufgefasst.
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2.2 Der rationale Funktionenkörper

Wir diskutieren im Folgenden die zentralen Eigenschaften des einfachsten Funktionen-
körpers, des rationalen Funktionenkörpers über einem Körper K. Ein Verständnis des
rationalen Funtionenkörpers ist notwendig wenn man die Theorie verstehen möchte,
speziell im Hinblick auf Funktionenkörpertürme. An dieser Stelle sei auch auf eine
Parallele zur algebraischen Zahlentheorie hingewiesen, wo man ja algebraische Zah-
lenkörper, also endliche Erweiterungen von Q = Q(Z) betrachtet. Wir betrachten end-
liche Erweiterungen von K(x) = Q(K[x]). Bekannterweise haben die Ringe Z und
K[x], der Polynomring in einer Variablen über einem Körper K, sehr viele ringtheo-
retische Eigenschaften gemein. Wir interessieren uns hier für Stellen des rationalen
Funktionenkörpers K(x)/K. Die Stellen sind nichts anderes als Bewertungen. Im Falle
Q existieren genau die p-adischen Bewertungen und der Betrag. Ein analoges Resultat
gilt auch für den rationalen Funktionenkörper, der Beweis ist im Grunde derselbe, er
basiert darauf, dass der Ring K[x], genau wie der Ring Z, ein Hauptidealring ist.

Betrachten wir also für ein normiertes, irreduzibles Polynom p(x) ∈ K[x] den Be-
wertungsring

Op(x) :=

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) - g(x)

}
(2.6)

von K(x)/K mit dem maximalen Ideal

Pp(x) =

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) | f(x), p(x) - g(x)

}
(2.7)

Dass der durch (2.6) definierte Unterring von K(x) tatsächlich ein Bewertungsring ist,
ist trivial, ebenso wie die Tatsache, dass das durch (2.7) Ideal die dazugehörige Stelle
ist. Im Fall p(x) = x− α, α ∈ K, schreiben wir abkürzend

Pα := Px−α ∈ PK(x). (2.8)

Diese Stellen entsprechen den p-adischen Bewertungen auf Q, wenn man statt eines
irreduziblen Polynoms eine Primzahl heranzieht. Analog zum Betrag auf Q existiert
noch ein weiterer Bewertungsring von K(x)/K, und zwar

O∞ :=

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], deg(f(x)) ≤ deg(g(x))

}
(2.9)

mit maximalem Ideal

P∞ :=

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], deg(f(x)) < deg(g(x))

}
. (2.10)

P∞ heißt die Unendlichkeitsstelle von K(x). Es sei darauf hingewiesen, dass diese
Definition von der Wahl des Elementes x in K(x)/K abhängt. Es gilt klarerweise
K(x) = K( 1

x
), aber die Unendlichkeitsstelle P∞ in K(x)/K ist genau die Stelle P0 in

K( 1
x
)/K.
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Proposition 2.2.1 Sei F = K(x) der rationale Funktionenkörper.

(a) Sei P = Pp(x) die Stelle definiert durch (2.7), p(x) sei ein normiertes, irreduzibles
Polynom aus K[x]. Dann ist p(x) ein primitives Element von P und die dazu-
gehörige diskrete Bewertung lässt sich wie folgt beschreiben: Sei 0 6= z ∈ K(x).

Hat z die Darstellung z = p(x)n f(x)
g(x)

mit n ∈ Z, f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) - f(x),

p(x) - g(x), dann gilt vP (z) = n. Es gilt FP ∼= K[x]/(p(x)), vermöge

Φ :

{
K[x]/(p(x)) → K(x)P
f(x) mod p(x) 7→ f(x)(P ).

Insbesondere gilt deg(P ) = deg(p(x)).

(b) Speziell im Fall P (x) = x − α, α ∈ K, ist deg(P ) = deg(Pα) = 1 und die
Restklassenabbildung ist gegeben durch

z(P ) = z(α) für α ∈ K,
wobei z(α) durch den Einsetzungshomomorphismus von K(x) auf K(α) definiert

ist, falls z = f(x)
g(x)

mit g(α) 6= 0, ansonsten gilt z(α) = ∞.

(c) Betrachten wir P = P∞. Dann gilt deg(P ) = 1 und 1
x

ist ein primes Element von
P . Die Bewertung vP ist gegeben durch:

vP

(
f(x)

g(x)

)
= deg(g(x))− deg(f(x)),

f(x), g(x) ∈ K[x]. Die Restklassenabbildung lautet wie folgt: Sei z = f(x)/g(x) ∈
K(x), dann ist z(P ) = limx→∞f(x)/g(x).

(d) K ist der volle Konstantenkörper von K(x)/K.

Beweis: Der Beweis hat den Charakter eines Algebra-Übungsbeispiels. Ich möchte da-
her nur die wichtigsten Aussagen zeigen:

(a) Die Aussage über die Bewertung vP ist klar. Um zu zeigen, dass Φ ein Isomor-
phismus ist, betrachte die Abbildung ϕ definiert durch

ϕ :

{
K[x] → K(x)P
f(x) 7→ f(x)(P )

Klarerweise gilt ker(ϕ) = (p(x)). Wir zeigen, dass ϕ surjektiv ist: Sei z ∈ OP .
Schreibe z = u(x)/v(x), mit u(x), v(x) ∈ K[x] und p(x) - v(x). Aus der Haupt-
idealringeigenschaft von K[x] folgt die Existenz von Polynomen a(x), b(x) ∈ K[x] mit
a(x)p(x) + b(x)v(x) = 1. Es folgt

z = 1 · z =
a(x)u(x)

v(x)
p(x) + b(x)u(x),
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und z(P ) = ϕ(b(x)u(x)), also ist ϕ surjektiv. Wir haben

K[x]

π

²²

ϕ // K(x)P

K[x]/(p(x))

Φ
88pppppppppp

π ist die kanonische Restklassenabbildung modulo (p(x)). Aus dem Homomorphiesatz
folgt die behauptete Isomorphie.

(b) Für f(x) ∈ K[x] gilt (x−α) | (f(x)−f(α)), also gilt f(x)(P ) = (f(x)−f(α))(P )+
f(α)(P ) = f(α). Der Rest ist klar.

(c) Wir zeigen nur, dass 1
x

ein primes Element von P∞ ist. Betrachte ein Element

z = f(x)
g(x)

∈ P∞, d.h. deg(f(x)) < deg(g(x)). Dann gilt

z =
1

x
· xf(x)

g(x)
, mit deg(xf(x)) ≤ deg(g(x)),

und daraus folgt z ∈ 1
x
O∞, also ist 1

x
ein primes Element.

(d) Wähle eine Stelle P = Pα. Es gilt K ⊆ K̃ ⊆ K(x)P = K.

¤

Proposition 2.2.1 besagt im Grunde genommen, dass unsere Interpretation von Ele-
menten eines Funktionenkörpers als Funktionen mit der offensichtlichen Interpretation
von Elementen aus K(x) als rationale Funktionen, übereinstimmt.

Satz 2.2.2 Die Stellen Pp(x) und P∞, definiert durch (2.7) und (2.10) sind alle Stellen
von K(x)/K.

Beweis: 1. Fall: x ∈ OP : Dann gilt K[x] ⊆ OP . Setze I := P ∩K[x]. Dann ist I ein
Primideal von K[x]. I 6= {0}, da die Restklassenabbildung eine Einbettung von K[x]/I
in K(x)P , eine endliche Körpererweiterung von K induziert. Daraus folgt die Existenz
eines irreduziblen Polynoms p(x) ∈ K[x] mit I = P ∩ K[x] = p(x)K[x]. Jedes g(x)
mit p(x) - g(x) ist nicht in I, also auch nicht in P , daher ist 1/g(x) ∈ OP . Wir fassen
zusammen:

Op(x) =

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) - g(x)

}
⊆ OP .

Da Bewertungsringe maximale Unterringe sind, gilt Gleichheit.
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2. Fall: x /∈ OP : Dann gilt K[x−1] ⊆ OP , x−1 ∈ P ∩K[x−1] und
P ∩K[x−1] = x−1K[x−1]. Wie im ersten Fall hat man

OP ⊇
{
f(x−1)

g(x−1)
: f(x−1), g(x−1) ∈ K[x−1], x−1 - g(x−1)

}

=

{
a0 + a1x

−1 + · · ·+ anx
−n

b0 + b1x−1 + · · ·+ bmx−m
: b0 6= 0

}

=

{
a0x

m+n + · · ·+ anx
m

b0xm+n + · · ·+ bmxn
: b0 6= 0

}

=

{
u(x)

v(x)
: u(x), v(x) ∈ K[x], deg(u(x)) ≤ deg(v(x))

}

= O∞.

Also gilt OP = O∞.

¤

Korollar 2.2.3 Die Stellen vom Grad 1 von K(x)/K stehen in bijektivem Zusammen-
hang mit K ∪ {∞}

Der Beweis dieses Korollars ist nach dem Vorangegengenen trivial.

2.3 Der schwache Approximationssatz

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung des schwachen Approximationssatzes für Be-
wertungen. Die Aussage dieses Satzes ist im Wesentlichen, dass man für n paarwei-
se verschiedene Bewertungen v1, . . . , vn eines Funktionenkörpers F/K aus den Werten
v1(z), . . . , vn−1(z) für ein Element z ∈ F/K, nichts über den Wert vn(z) aussagen kann.
Darum wird der schwache Approximationssatz manchmal auch als Unabhängigkeitssatz
bezeichnet.

Satz 2.3.1 (Schwacher Approximationssatz) Sei F/K ein Funktionenkörper,
P1, . . . , Pn ∈ PF paarweise verschiedene Stellen von F/K, x1, . . . , xn ∈ F und r1, . . . , rn ∈
Z. Dann existiert ein x ∈ F mit

vPi
(x− xi) = ri für i = 1, . . . , n.

Beweis: Da der Beweis eher technischer Natur ist, zerlegen wir ihn in mehrere Schritte.
Wir bezeichnen mit vi die Bewertung vPi

.

Schritt 1: Es existiert ein u ∈ F mit v1(u) > 0 und vi(u) < 0 für i = 2, . . . , n.
Beweis von Schritt 1: Wir beweisen diese Aussage durch Induktion über n. Sei n = 2.
Da OP1 * OP2 und umgekehrt (wegen der Maximalität von Bewertungsringen), können
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wir ein y1 ∈ OP1 \ OP2 und ein y2 ∈ OP2 \ OP1 finden. Das Element u := y1/y2 hat die
gewünschte Eigenschaft.

Sei n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein y ∈ F mit v1(y) > 0 und
vi(y) < 0 für i = 2, . . . , n − 1. Wenn vn(y) < 0, dann sind wir fertig. Betrachten wir
also den Fall vn(y) ≥ 0. Wähle ein z ∈ F mit v1(z) > 0 und vn(z) < 0 und setze
u := y + zr, wobei r ≥ 1 so gewählt wird, dass r · vi(z) 6= vi(y) für i = 1, . . . , n − 1.
Es gilt v1(u) ≥ min{v1(y), r · v1(z)} > 0 und vi(u) = min{vi(y), r · vi(z)} < 0 für
i = 2, . . . , n wegen der strikten Dreiecksungleichung. Das beweist die Behauptung.

Schritt 2: Es existiert ein w ∈ F mit v1(w − 1) > r1 und vi(w) > ri für i = 2, . . . , n.
Beweis von Schritt 2: Wähle u ∈ F wie in Schritt 1 und setze w := (1 + us)−1. Für
s ∈ N gross genug haben wir v1(w − 1) = v1(−us(1 + us)−1) = s · v1(u) > r1, und
vi(w) = −vi(1 + us) = −s · vi(u) > ri für i = 2, . . . , n.

Schritt 3: Seien y1, . . . , yn ∈ F gegeben. Dann existiert ein Element z ∈ F mit
vi(z − yi) > ri für i = 1, . . . , n.
Beweis von Schritt 3: Wähle s ∈ Z, sodass vi(yj) ≥ s für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Nach
Schritt 2 exitieren w1, . . . , wn mit

vi(wi − 1) > ri − s und vi(wj) > ri − s für i 6= j.

z :=
∑n

j=1 yjwj erfüllt die behauptete Eigenschaft.

Schritt 4: Nach Schritt 3 können wir ein z ∈ F finden mit vi(z−xi) > ri, i = 1, . . . , n.
Wählen wir zi mit vi(zi) = ri. Dann existiert, wieder nach Schritt 3, ein Element z′

mit vi(z
′ − zi) > ri, für i = 1, . . . , n. Es folgt:

vi(z
′) = vi((z

′ − zi) + zi) = min{vi(z′ − zi), vi(zi)} = ri.

Setze x := z + z′. Dann gilt

vi(x− xi) = vi((z − xi) + z′) = min{vi(z − xi), vi(z
′)} = ri.

¤

Korollar 2.3.2 Jeder Funktionenkörper F/K hat unendlich viele Stellen.

Beweis: Angenommen es existierten nur endlich viele Stellen P1, . . . , Pn. Nach dem
schwachen Approximationssatz können wir ein Element 0 6= x ∈ F finden, mit vPi

(x) >
0, für i = 1, . . . , n. x ist transzendent über K, da es Nullstellen besitzt. x hat aber keine
Pole und das ist ein Widerspruch zu Korollar 2.1.20.

¤
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Proposition 2.3.3 Sei F/K ein Funktionenkörper und P1, . . . , Pr Nullstellen eines
Elements x ∈ F . Dann gilt

r∑
i=1

vPi
(x) · deg(Pi) ≤ [F : K(x)].

Beweis: Setze vi := vPi
, fi := deg(Pi) und ei := vPi

(x). Für jedes i existiert ein Element
ti mit

vi(ti) = 1 und vk(ti) = 0 für k 6= i.

Wähle si1, . . . , sifi
∈ OPi

sodass si1(Pi), . . . , sifi
(Pi) eine Basis von FPi

über K bilden.
Aus dem schwachen Approximationssatz folgt, dass man Elemente zij ∈ F finden kann
mit

vi(sij − zij) > 0 und vk(zij) ≥ ek für k 6= i. (2.11)

Wir behaupten, dass die Elemente

tai · zij , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ fi, 0 ≤ a < ei

linear unabhängig über K(x) sind. Daraus folgt dann die Proposition. Nehmen wir also
an es existierte eine nichttriviale Linearkombination

r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕijat
a
i zij = 0 (2.12)

über K(x). O.B.d.A. können wir annehmen, dass ϕija ∈ K[x], und nicht alle ϕija sind
durch x teilbar. Dann finden wir Indizes k ∈ {1, . . . , r} und c ∈ {0, . . . , ek − 1} mit

x | ϕkja für alle a < c und alle j ∈ {1, . . . , fk},
und x - ϕkjc für ein j ∈ {1, . . . , fk}. (2.13)

Multipliziert man (2.12) mit t−ck , so erhält man

r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕijat
a
i t
−c
k zij = 0. (2.14)

Für i 6= k sind alle Summanden von (2.14) in Pk, da

vk(ϕijat
a
i t
−c
k zij) ≥ 0 + 0− c+ ek > 0.

Für i = k und a < c haben wir

vk(ϕkjat
a−c
k zkj) ≥ ek + a− c ≥ ek − c > 0.

Es gilt nämlich x|ϕkja und daher vk(ϕkja) ≥ ek. Sei nun i = k und a > c. Dann gilt

vk(ϕkjat
a−c
k zkj) ≥ a− c > 0.
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Kombiniert man diese Ergebnisse mit (2.14), so erhält man

fk∑
j=1

ϕkjczkj ∈ Pk. (2.15)

Es gilt ϕkjc(Pk) ∈ K und nicht alle ϕkjc(Pk) = 0 wegen (2.13) also ergibt (2.15) eine
nichttriviale Linearkombination

fk∑
j=1

ϕkjc(Pk) · zkj(Pk) = 0

über K. Das ist ein Widerspruch, da zk1(Pk), . . . , zkfk
(Pk) eine Basis von FPk

/K bilden.

¤

Die folgende Aussage ist eine triviale Konsequenz der obigen Proposition:

Korollar 2.3.4 In einem Funktionenenkörper hat jedes Element 0 6= x ∈ F nur end-
lich viele Nullstellen und Pole.

2.4 Divisoren

Im folgenden setzen wir voraus, dass K der volle Konstantenkörper ist. K̃ ist eine
endliche Körpererweiterung von K und F kann als Funktionenkörper über K̃ aufgefasst
werden. Die obige Forderung ist also keine große Einschränkung.

Definition 2.4.1 Die freie abelsche Gruppe, die von den Stellen von F/K erzeugt
wird, heißt Divisorgruppe und wird mit DF bezeichnet. Die Elemente von DF heißen
Divisoren. Sei ein Divisor

D =
∑

P∈PF

nPP mit nP ∈ Z, fast alle nP = 0,

gegeben. Dann definieren wir den Träger von P durch:

supp(D) := {P ∈ PF : nP 6= 0}.
Weiters definieren wir vQ(D) := nQ für Q ∈ PF . Wir definieren eine partielle Ordnung
auf DF durch

D1 ≤ D2 :⇔ vP (D1) ≤ vP (D2) für alle P ∈ PF .
Ein Divisor D heißt positiv, falls D ≥ 0 gilt. Die Gradabbildung deg : PF → Z wird
mittels der universellen Eigenschaft der freien abelschen Gruppe auf DF fortgesetzt.

Da ein Element 0 6= x ∈ F nur endlich viele Nullstellen und Pole hat, macht die
folgende Definition Sinn:
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Definition 2.4.2 Sei 0 6= x ∈ F und bezeichne mit Z (bzw. N) die Menge der Null-
stellen (bzw. Pole) von x. Dann definieren wir

(x)0 :=
∑
P∈Z

vP (x)P, den Nullstellendivisor von x,

(x)∞ :=
∑
P∈N

−vP (x)P, den Poldivisor von x,

(x) := (x)0 − (x)∞, den Hauptdivisor von x.

Offensichtlich gilt (wegen unserer Annahme K = K̃ und Korollar 2.1.20)

x ∈ K ⇔ (x) = 0.

Definition 2.4.3 Wir definieren die Hauptdivisorengruppe

PF := {(x) : 0 6= x ∈ F}.
Da (xy) = (x) + (y) für x, y ∈ F , ist PF tatsächlich eine Gruppe. Die Faktorgruppe

CF := DF/PF ,
heißt Divisorklassengruppe. Liegen zwei Divisoren D1 und D2 in derselben Neben-
klasse bzgl. PF , so schreiben wir

D1 ∼ D2.

Die folgende Definition ist von fundamentaler Bedeutung in der Theorie der Funktio-
nenkörper.

Definition 2.4.4 Für einen Divisor A ∈ DF definieren wir den Riemann-Roch
Raum

L(A) := {x ∈ F : (x) ≥ −A} ∪ {0}.
Für

A =
r∑
i=1

niPi −
s∑
j=1

mjQj,

mit ni,mj > 0, besteht L(A) also genau aus jenen Elementen x ∈ F mit

(1) x hat Nullstellen der Ordnung ≥ mj bei Qj, für j = 1, . . . , s, und

(2) x kann nur Polstellen bei P1, . . . , Pr haben, wobei die Ordnung der Polstelle bei
Pi durch ni beschränkt ist für i = 1, . . . , r.

Die folgende Bemerkung ist eine einfache Folgerung aus Definition 2.4.4, die uns später
immer wieder wertvolle Dienste leisten wird.
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Bemerkung 2.4.5 Sei A ∈ DF . Dann gilt:

(a) x ∈ L(A) ⇔ vP (x) ≥ −vP (A) für alle P ∈ PF .

(b) L(A) 6= {0} ⇔ ∃A′ ∼ A : A′ ≥ 0.

Lemma 2.4.6 Sei A,A′ ∈ DF . Dann gilt

(a) L(A) ist ein Vektorraum über K.

(b) Wenn A ∼ A′, dann sind L(A) und L(A′) isomorph als K-Vektorräume.

Beweis: (a) Sei x, y ∈ L(A) und a ∈ K. Dann gilt für P ∈ PF :

vP (x+ y) ≥ min{vP (x), vP (y)} ≥ −vP (A),

und
vP (ax) = vP (a) + vP (x) = vP (x) ≥ −vP (A).

Wegen Bemerkung 2.4.5 (a) gilt also x+ y, ax ∈ L(A).

(b) Sei A′ = A+ (z). Die Abbildung ϕ : x 7→ x · z liefert den gesuchten Isomorphismus
von L(A′) auf L(A).

¤

Lemma 2.4.7 Es gilt:

(a) L(0) = K.

(b) Sei A < 0, dann ist L(A) = {0}.

Beweis: (a) Für jedes x ∈ K gilt (x) = 0, also ist K ⊆ L(0). Sei umgekehrt x ∈ L(0).
Dann gilt (x) ≥ 0. Also hat x keine Polstelle und liegt daher in K nach Korollar 2.1.20.

(b) Sei x ∈ L(A) \ {0}. Dann gilt (x) ≥ −A > 0. Daher liegt x nicht in K und
hat aber keinen Pol. Widerspruch!

¤

Wir machen eine erste (einfache) Aussage über die Dimension des Riemann-Roch
Raums:

Lemma 2.4.8 Seien A,B ∈ DF mit A ≤ B für einen Funktionenkörper F/K. Dann
gilt L(A) ⊆ L(B) und

dim(L(B)/L(A)) ≤ deg(B)− deg(A).
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Beweis: L(A) ⊆ L(B) ist klar. Um die zweite Aussage zu beweisen betrachten wir
den Fall B = A + P für ein P ∈ PF . Der allgemeine Fall folgt dann durch Induktion.
Wähle nun ein Element t ∈ F mit vP (t) = vP (B) = vP (A) + 1. Sei x ∈ L(B). Dann
gilt vP (x) ≥ −vP (B) = −vP (t). Wir haben daher xt ∈ OP und bekommen eine lineare
Abbildung

ψ :

{ L(B) → FP
x 7→ (xt)(P ).

Es ist x ∈ ker(ψ) genau dann, wenn vP (xt) > 0, d.h. vP (x) ≥ −vP (A). Daher gilt
ker(ψ) = L(A). Wir haben

L(B)

π

²²

ψ // Im(ψ) ⊆ FP

L(B)/L(A)

ψ:=ψ◦π−1
66nnnnnnnnnnnn

wobei π die Restklassenabbildung modulo L(A) bezeichnet. ψ ist ein K-Vektorraum-
isomorphismus und daher gilt

dim(L(B)/L(A)) ≤ dim(FP ) = deg(B)− deg(A).

¤

Proposition 2.4.9 Für A ∈ DF ist L(A) ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Genauer gilt für A = A+ − A−, wobei A+, A− positiv sind,

dim(L(A)) ≤ deg(A+) + 1.

Beweis: Da L(A) ⊆ L(A+), genügt es zu zeigen, dass

dim(L(A+)) ≤ deg(A+) + 1.

Wegen 0 ≤ A+ gilt nach Lemma 2.4.8

dim(L(A+)/L(0)) = dim(L(A+)/K) = dim(L(A+))− 1 ≤ deg(A+).

¤

Definition 2.4.10 Sei A ∈ DF . Wir definieren die Dimension von A durch
dim(A) := dim(L(A)).

Nun zeigen wir, dass die Anzahl der Nullstellen gleich der Anzahl der Pole ist, wenn
man sie nur richtig zählt:

Satz 2.4.11 Sei x ∈ F nicht konstant. Dann gilt

deg(x)0 = deg(x)∞ = [F : K(x)].

Insbesondere gilt, dass jeder Hauptdivisor Grad Null hat.
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Beweis: Sei n := [F : K(x)] und

B := (x)∞ =
r∑
i=1

−vPi
(x)Pi,

wobei P1, . . . , Pr alle Pole von x sind. Dann gilt

deg(B) =
r∑
i=1

vPi
(x−1) · deg(Pi) ≤ [F : K(x)] = n

nach Proposition 2.3.3. Wir müssen noch zeigen, dass n ≤ deg(B) gilt. Wählen wir
also eine Basis u1, . . . , un von F über K(x) und einen Divisor C ≥ 0 sodass (ui) ≥ −C
für i = 1, . . . , n.

Behauptung: Es gilt

dim(lB + C) ≥ n(l + 1) für alle l ≥ 0. (2.16)

Die Elemente xiuj liegen in L(lB + C) für 0 ≤ i ≤ l, 0 ≤ j ≤ n, da

vP (xiuj) = ivP (x) + vP (uj) = −ivP (B) + vP (uj) ≥ −lvP (B)− vP (C)

für alle 0 ≤ i ≤ l, 0 ≤ j ≤ n gilt. Sie sind weiters linear unabhängig über K, weil die
Elemente u1, . . . , un linear unabhängig über K(x) sind. Das beweist die Behauptung.

Setze c := deg(C). Dann gilt nach (2.16) und Proposition 2.4.9

n(l + 1) ≤ dim(lB + C) ≤ l · deg(B) + c+ 1.

Also haben wir
l(deg(B)− n) ≥ n− c− 1 für alle l ≥ 0.

Das ist nur möglich für deg(B) ≥ n. Also gilt

deg(x)∞ = [F : K(x)] = [F : K(x−1)] = deg(x−1)∞ = deg(x)0.

¤

Korollar 2.4.12 Sei A ∈ DF .

(a) Für A′ ∼ A gilt dim(A′) = dim(A) und deg(A′) = deg(A).

(b) Wenn deg(A) < 0, dann gilt dim(A) = 0.

(c) Wenn deg(A) = 0, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) A ist Hauptdivisor. (2) dim(A) ≥ 1. (3) dim(A) = 1.
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Beweis: (a) folgt aus dem obigen Satz und Lemma 2.4.6.

(b) Angenommen es gelte dim(A) > 0. Nach Bemerkung 2.4.5 existiert dann ein Divi-
sor A′ ∼ A mit A′ ≥ 0. Daraus folgt deg(A) = deg(A′) ≥ 0, Widerspruch.

(c) (1)⇒(2): Sei A = (x), dann ist (x−1) ∈ L(A), also dim(A) ≥ 1.
(2)⇒(3) Angenommen dim(A) ≥ 1. Dann existiert ein A′ ≥ 0 mit A′ ∼ A, also
gilt deg(A′) = deg(A) = 0 nach Voraussetzung. Daraus folgt A′ = 0, also dim(A) =
dim(A′) = dim(0) = 1. Aus A ∼ 0 folgt auch die Implikation (2)⇒(1). (3)⇒(2) ist
trivial.

¤

2.5 Das Geschlecht

In diesem Abschnitt wollen wir einen zentralen Begriff im Zusammenhang mit algebrai-
schen Funktionenkörpern einführen: das Geschlecht. Die Bestimmung des Geschlechts
eines gegebenen Funktionenkörpers wird sich als das wichtigste Problem der folgenden
Kapitel herausstellen. Wir beginnen mit einer wichtigen Proposition:

Proposition 2.5.1 Sei F/K ein Funktionenkörper. Dann existiert eine Konstante γ ∈
Z, sodass für alle Divisoren A ∈ DF gilt

deg(A)− dim(A) ≤ γ.

Beweis: Zunächst folgt aus Lemma 2.4.8 die Beziehung

A1 ≤ A2 ⇒ deg(A1)− dim(A1) ≤ deg(A2)− dim(A2). (2.17)

Wir wählen ein nichtkonstantes x ∈ F und betrachten den Divisor B := (x)∞. Wie im
Beweis von Satz 2.4.11 und unter Verwendung der Aussage selbigen Satzes zeigt man
die Existenz eines positiven Divisors C mit
dim(lB + C) ≥ (l + 1) · deg(B) für alle l ≥ 0. Andererseits gilt wegen Lemma 2.4.8
dim(lB + C) ≤ dim(lB) + deg(C). Man erhält also

dim(lB) ≥ (l + 1)deg(B)− deg(C) = deg(lB) + ([F : K(x)]− deg(C)).

Also

deg(lB)− dim(lB) ≤ γ für alle l > 0. (2.18)

für ein γ ∈ Z. Wir zeigen nun, dass (2.18) nicht nur für lB, sondern für jeden beliebigen
Divisor A ∈ DF gilt.
Behauptung: Sei A ∈ DF . Dann existieren Divisoren A1, D und eine positive ganze
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Zahl l sodass A ≤ A1, A1 ∼ D und D ≤ lB.
Beweis: Wähle A1 ≥ A, sodass A1 ≥ 0. Dann gilt nach Lemma 2.4.8 und (2.18)

dim(lB − A1) ≥ dim(lB)− deg(A1)

≥ deg(lB)− γ − deg(A1)

> 0

für l gross genug. Es existiert also ein Element 0 6= z ∈ L(lB−A1). Setze D := A1−(z).
Dann gilt A1 ∼ D und D ≤ A1 − (A1 − lB) = lB. Das beweist die Behauptung.

Nun gilt wegen (2.17) und (2.18)

deg(A)− dim(A) ≤ deg(A1)− dim(A1)

= deg(D)− dim(D)

≤ deg(lB)− dim(lB)

≤ γ.

¤

Nun sind wir in der Lage das Geschlecht sinnvoll zu definieren:

Definition 2.5.2 Sei F/K ein Funktionenkörper. Wir definieren das Geschlecht g
von F/K durch

g := max{deg(A)− dim(A) + 1 : A ∈ DF}.

Aufgrund der obigen Proposition ist das Geschlecht wohldefiniert und endlich. g ist
auch positiv, denn wählt man A = 0, so bekommt man

deg(A)− dim(A) + 1 = deg(0)− dim(0) + 1 = 0.

Satz 2.5.3 (Satz von Riemann) Sei F/K ein Funktionenkörper vom Geschlecht g.
Dann gilt:

(a) Für jeden Divisor A ∈ DF gilt

dim(A) ≥ deg(A) + 1− g.

(b) Es existiert eine ganze Zahl c, abhängig von F/K, sodass

dim(A) = deg(A) + 1− g

für alle A ∈ DF mit deg(A) ≥ c.
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Beweis: (a) folgt aus der Definition des Geschlechts.

(b) Wähle einen Divisor A0 mit g = deg(A0)−dim(A0)+1 und setze c := deg(A0)+g.
Sei deg(A) ≥ c. Dann gilt

dim(A− A0) ≥ deg(A− Ao) + 1− g ≥ c− deg(A0) + 1− g ≥ 1.

Es existiert also ein Element 0 6= z ∈ L(A−A0). Betrachte den Divisor A′ := A+ (z).
Es gilt A′ ≥ A0, und

deg(A)− dim(A) = deg(A′)− dim(A′)

≥ deg(A0)− dim(A0)

= g − 1.

Zusammen mit (a) folgt daraus dim(A) = deg(A) + 1− g.

¤

Lemma 2.5.4 Der rationale Funktionenkörper K(x)/K hat Geschlecht 0.

Beweis: Es gilt klarerweise {1, x, . . . , xr} ⊆ L(rP∞). Wir haben also

r + 1 ≤ dim(rP∞) = deg(rP∞) + 1− g = r + 1− g

für r gross genug (nach Satz 2.5.3).

¤

2.6 Motivation: Riemannsche Flächen

In der Einleitung des ersten Abschnitts war die Rede davon, dass wir den Satz von
Riemann-Roch beweisen möchten. Bekannterweise ist dieser Satz ursprünglich ein Re-
sultat über kompakte Riemannsche Flächen. Dabei werden gewisse Divisoren betrach-
tet, die zu einem Differential gehören und daraus wird eine Formel für L(A) für
einen Divisor A gewonnen. Wir wollen ein analoges Resultat für algebraische Funktio-
nenkörper formulieren. Dazu wäre es hilfreich wenn man ein Analogon zu einem Diffe-
rential auf einer kompakten Riemannschen Fläche für algebraische Funktionenkörper
hätte. Ein solches Analogon existiert und wird im Abschnitt 1.7 definiert und mit dessen
Hilfe lässt sich dann tatsächlich ein Satz von Riemann-Roch für Funktionenkörper be-
weisen. Ziel dieses Abschnitt ist es diese Definition zu motivieren. Für das Verständnis
der restlichen Arbeit ist dieser Abschnitt nicht notwendig, vielmehr soll vermittelt wer-
den, dass die Definitionen nicht vom Himmel fallen, sondern sehr geschickt adaptiert
sind. Einige der Begriffe, die im folgenden Erwähnung finden, können im Rahmen die-
ser Arbeit nicht genauer erläutert werden. Eine gute Einführung in die Theorie der
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Riemannschen Flächen bietet der Klassiker [41]. Moderne Darlegungen der Theorie lie-
fern etwa die Bücher [26] und [12]. Diese Motivation stammt im Wesentlichen aus [34].

Sei also X eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht g, M der Körper der
meromorphen Funktionen auf X, und Ω der Raum der mereomorphen Differentiale auf
X. Wir fixieren uns einen Punkt x ∈ X und ein Differential 0 6= ω ∈ Ω. Sei t eine
lokale Koordinatenabbildung um x. Dann kann man ω lokal um x schreiben als

ω =
∞∑

i=−N
ait

idt. (2.19)

Sei Mx der Körper der meromorphen Funktionenkeime um x und f ∈Mx. Wir können
fω um einen hinreichend kleinen Kreis um x integrieren und erhalten 2πiResx(fω).
Schreibt man f als f =

∑∞
j=−M bjt

j, so erhält man

Resx(fω) =
∑

i+j=−1

aibj (2.20)

Definieren wir die C-lineare Abbildung

ωx :

{
Mx → C
f 7→ Resx(fω)

und betrachten die Menge {ωx : x ∈ X} linearer Funktionale. Was muss für eine
mit X durchindizierte Menge von linearen Funktionalen gelten, wenn sie von einem
Differential kommen? Um das beantworten zu können, rufen wir uns zunächst den
Begriff der Ordnung von ω an der Stelle x ins Gedächtnis: Sie ist definiert als das
Minumum aller ganzen Zahlen i mit ai 6= 0. Diese Definition ist, wie man leicht zeigen
kann, unabhängig von der Wahl der Koordinaten und definiert eine endliche ganze Zahl
ordx(ω). Es gilt ordx(ω) = 0 für fast alle x ∈ X. Man kann also jedem Differential ω
in eineindeutiger Weise einen Divisor (also ein Element der freien abelschen Gruppe,
die von X erzeugt wird) (ω) zuordnen:

(ω) =
∑
x∈X

ordx(ω)x.

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen Funktionenkörpern und kompakten
Riemannschen Flächen herstellen: M ist eine endliche Körpererweiterung von C(x),
also ein Funktionenkörper. Die Punkte von X entsprechen den Stellen von M als
Funktionenkörper. Sei Ox ⊆ Mx der Ring der holomorphen Funktionenkeime um x.
Dann ist Ox ein diskreter Bewertungsring. M ∩Ox ist übrigens ein Bewertungsring des
Funktionenkörpers M . Jedes Element aus Ox kann in eine Potenzreihe in einer Koor-
dinatenabbildung entwickelt werden, wobei alle negativen Koeffizienten verschwinden.
Das maximale Ideal Px von Ox ist das Ideal, welches von tx, der (oder einer) Koordi-
natenabbildung um x, erzeugt wird. Jedes Ideal von Ox wird von tmx erzeugt für ein
m ∈ N (siehe Abschnitt 1.1).
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Lemma 2.6.1 Sei 0 6= ω ∈ Ω ein meromorphes Differential, x ∈ X und ωx das lineare
Funktional auf Mx wie wir es oben definiert haben. Dann existiert eine ganze Zahl N
sodass ωx auf PN

x verschwindet, aber nicht auf PN−1
x . Es gilt

ordx(ω) = −N.

Beweis: Wählt man eine Darstellung wie in (2.19) für ω und wählt man tx = t, so
erhält man trivialerweise die Aussage.

¤

Korollar 2.6.2 ωx verschwindet auf Ox aber nicht auf P−1
x für fast alle x ∈ X.

Beweis: Folgt aus obigem Lemma und der Tatsache, dass ordx(ω) = 0 für fast alle
x ∈ X.

¤

Damit haben wir eine lokale Bedingung für ωx. Eine globale können wir uns auch herlei-
ten. Es gilt, dass auf einer kompakten Riemannschen Fläche die Summe der Residuen
eines meromorphen Differentials gleich Null ist.

Die globale Bedingung lautet

Lemma 2.6.3 Für jedes f ∈M gilt

∑
x∈X

ωx(f) = 0.

Beweis: Aus f ∈ M folgt klarerweise f ∈ Mx. Die Summe macht also Sinn. Da X
kompakt ist, hat f höchstens endlich viele Polstellen, also f ∈ Ox für fast alle x ∈ X.
Da wegen des obigen Korollars ωx(f) = 0 für fast alle x ∈ X gilt, ist die Summe sogar
endlich. fω ist auch ein meromorphes Differential. Es gilt

∑
x∈X

ωx(f) =
∑
x∈X

Resx(fω) = 0

nach den vorangegangenen Bemerkungen.

¤

Nun sind wir in der Lage die sogenannten Weil Differentiale zu definieren: Sei
zunächst der Adeleraum A(X) ⊆ ∏

x∈XMx die Teilmenge von
∏

x∈XMx mit fast
allen x−Komponenten in Ox.

2 A(X) ist ein C-Vektorraum. Schreibt man nämlich ein

2Im folgenden Abschnitt werden wir den Adeleraum etwas anders definieren: Mx ist die Ver-
vollständigung von M bezüglich der Bewertung die dem Bewertungsring M ∩ Ox zugeordnet ist.
Wir werden uns später diese Vervollständigung ersparen und einfach ein Adele als ein Element von∏

x∈X M auffassen mit fast allen x−Komponenten in M ∩Ox.
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Element Φ ∈ A(X) in offensichtlicher Weise als Φ = (fx), so definiert man die Multi-
plikation mit einem Skalar a ∈ C durch aΦ := a(fx) := (afx). Wir ordnen nun jedem
ω ∈ Ω ein lineares Funktional ω̃ auf A(X) zu, und zwar in folgender Art:

ω̃ :

{
A(X) → C

Φ = (fx) 7→ ∑
x∈X ωx(fx).

Aus Lemma 2.6.3 folgt, dass ω̃ auf M verschwindet, wenn man M diagonal in A(X)
einbettet, also f ∈M auf (fx) abbildet mit fx = f für alle x.
Sei D =

∑
x∈X nxx ein Divisor auf X. Definiere

A(D) := {(fx) ∈ A(X) : ordx(fx) ≥ −nx für alle x ∈ X} ∪ {0}.
Nun sieht man sofort, dass folgendes gilt:

Lemma 2.6.4 Das Funktional ω̃ verschwindet auf M und auf A((ω)). Weiters gilt:
wenn ω̃ auf A(D) verschwindet, dann gilt A(D) ⊆ A((ω)).

Wichtig ist nun, dass auch die Umkehrung gilt: Sei λ ein Funktional auf A(X), welches
auf M und auf A(D) verschwindet für einen Divisor D, so gibt es ein Differential ω ∈ Ω
mit ω̃ = λ. Damit haben wir eine rein algebraische Charakterisierung eines Differen-
tials, und zwar als lineare Funktionale auf gewissen Räumen. Diese Charakterisierung
stammt von Weil und kann im Prinzip eins zu eins auf algebraische Funktionenkörper
übertragen werden. Damit sind wir mit unserer Motivation am Ende und wenden uns
wieder den algebraischen Funktionenkörpern zu.

2.7 Der Satz von Riemann-Roch

Im Folgenden sei F/K ein Funktionenkörper vom Geschlecht g.

Wir wollen in diesem Abschnitt Differentiale auf Funktionenkörpern einführen und
den Satz von Riemann-Roch beweisen. Die Definitionen sind durch das vorige Kapitel
motiviert, die Analogien sind offensichtlich.

Definition 2.7.1 Ein Adele3auf einem Funktionenkörper ist eine Abbildung

α :

{
PF → F
P 7→ αP ,

mit der Eigenschaft, dass αP ∈ OP für fast alle P ∈ PF . Wir können also ein Adele
als ein Element des direkten Produktes

∏
P∈P F auffassen. Wir benützen daher die

Schreibweise α = (αP )P∈PF
, oder kürzer α = (αP ). Die Menge

AF := {α : α ist ein Adele von F/K}
heißt Adeleraum.

3Manchmal definiert man ein Adele als Abbildung mit Werten in F̂P , der Vervollständigung von
F bezüglich der Bewertung, die der Stelle P zugeordnet ist. Wir benötigen das im folgenden nicht,
daher nehmen wir mit unserer etwas einfacheren Definition vorlieb.
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AF ist ein K-Vektorraum, die Skalarmultiplikation ist in offensichtlicher Weise defi-
niert. Wir können F in AF einbetten, indem wir einem x ∈ F das Adele, welches in
jeder Komponente gleich x ist, zuordnen, das sogenannte Hauptadele von x. Wegen
Korollar 2.3.4 macht diese Definition Sinn. Die Bewertungen vP dehnen sich auf den
Adeleraum aus, indem man vP (α) := vP (αP ) setzt. Definitionsgemäß gilt für ein Adele
α von F/K, dass vP (α) ≥ 0 für fast alle P ∈ PF .

Definition 2.7.2 Für A ∈ DF definieren wir

AF (A) := {α ∈ AF : vP (α) ≥ −vP (A) für alle P ∈ PF}.

Definition 2.7.3 Für A ∈ DF heißt

i(A) := dim(A)− deg(A) + g − 1

Spezialitätenindex von A.

Satz 2.7.4 Sei A ∈ DF . Dann gilt

i(A) = dim(AF/(AF (A) + F )).

Beweis: Um den Beweis übersichtlicher zu gestalten, unterteilen wir ihn in mehrere
Schritte.
Schritt 1: Sei A1, A2 ∈ AF mit A1 ≤ A2. Dann gilt AF (A1) ⊆ AF (A2) und

dim(AF (A2)/AF (A1)) = deg(A2)− deg(A1). (2.21)

Beweis: Die Inklusion AF (A1) ⊆ AF (A2) ist trivial. Zu zeigen bleibt (2.21). Wir neh-
men an, dass A2 = A1 + P für ein P ∈ PF gilt. Der allgemeine Fall folgt dann leicht
durch Induktion. Wählen wir ein Element t ∈ F mit vP (t) = vP (A1) + 1 = vP (A2) und
betrachten die K-lineare Abbildung

ϕ :

{ AF (A2) → FP
α 7→ (tαP )(P ).

ϕ ist klarerweise surjektiv und ker(ϕ) = AF (A1). Es gilt also

deg(A2)− deg(A1) = deg(P ) = [FP : K] = dim(AF (A2)/AF (A1)).

Schritt 2: Seien A1, A2 wie in Schritt 1. Dann gilt

dim((AF (A2) + F )/(AF (A1) + F )) = (deg(A2)− dim(A2))− (deg(A1)− dim(A1)).
(2.22)

Beweis: Wir haben eine exakte Sequenz linearer Abbildungen

0 → L(A2)/L(A1)
σ1−→ AF (A2)/AF (A1)
σ2−→ (AF (A2) + F )/(AF (A1) + F ) → 0,

(2.23)
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mit σ1(x + L(A1)) := (x)P∈PF
+ AF (A1) und σ2((αP )P∈PF

+ AF (A1)) := (αP )P∈PF
+

AF (A1) + F . Klarerweise ist σ1 injektiv und σ2 surjektiv. Zu zeigen bleibt Im(σ1) =
ker(σ2). Wir zeigen zunächst Im(σ1) ⊆ ker(σ2). Sei x+ L(A1) ∈ L(A2)/L(A1). Dann
gilt

σ2(σ1(x+ L(A1))) = σ2 ((x)P∈PF
+AF (A1)) = (x)P∈PF

+AF (A1) + F = 0 +AF (A1).

ker(σ2) ⊆ Im(σ1): Sei also α ∈ AF (A2) mit σ2(α + AF (A1)) = 0. Dann ist α ∈
AF (A1) + F , also existiert ein x ∈ F mit α − x ∈ AF (A1) ⊆ AF (A2). Es gilt also
x ∈ AF (A2) ∩ F = L(A2). Es gilt α + AF (A1) = x + AF (A1) = σ1(x + L(A1)). Das
beweist die Exaktheit.

Aus der Exaktheit von (2.23) folgt nun wiederum, dass

AF (A2)/AF (A1) ∼= L(A2)/L(A1)⊕ (AF (A2) + F )/(AF (A1) + F ).

Wir erhalten

dim((AF (A2) + F )/(AF (A1) + F )) = dim(AF (A2)/AF (A1))− dim(L(A2)/L(A1))

= (deg(A2)− deg(A1))− (dim(A2)− dim(A1))

nach (2.21).

Schritt 3: Sei B ∈ DF mit dim(B) = deg(B) + 1− g. Dann gilt

AF = AF (B) + F. (2.24)

Beweis: Wegen Lemma 2.4.8 haben wir für einen Divisor B1 ≥ B:

dim(B1) ≤ deg(B1) + dim(B)− deg(B) = deg(B1) + 1− g.

Wegen des Satzes von Riemann gilt aber auch die umgekehrte Ungleichung und wir
erhalten

dim(B1) = deg(B1) + 1− g für alle B1 ≥ B. (2.25)

Wir beweisen nun (2.24): Sei α ∈ AF . Wir wählen einen Divisor B1 ≥ B mit α ∈
AF (B1). Nach (2.22) und (2.25) gilt

dim((AF (B1) + F )/(AF (B) + F )) = 0.

Daher gilt AF (B1) + F = AF (B) + F und da α ∈ AF (B1), folgt α ∈ AF (B) + F .

Schritt 4: Wählen wir nun einen beliebigen Divisor A ∈ DF . Nach dem Satz von
Riemann (Satz 2.5.3) gibt es einen Divisor A1 ≥ A mit dim(A1) = deg(A1) + 1 − g.
Wegen (2.24) gilt AF = AF (A1) + F und daher (wegen (2.22))

dim(AF/(AF (A) + F )) = dim((AF (A1) + F )/(AF (A) + F ))

= (deg(A1)− dim(A1))− (deg(A)− dim(A)) = (g − 1) + dim(A)− deg(A) = i(A).
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¤

Die Aussage des vorigen Satzes nennt man auch ,,schwacher Satz von Riemann-Roch”.

Nun wollen wir den Begriff des Weil Differentials einführen.

Definition 2.7.5 Ein Weil Differential auf F/K ist ein lineares Funktional ω auf
AF (als K-Vektorraum), welches auf AF (A) + F verschwindet für ein A ∈ DF . Wir
nennen

ΩF := {ω : ω ist Weil Differential auf F/K}
den Modul der Weil Differentiale auf F/K. Für A ∈ DF definieren wir

ΩF (A) := {ω ∈ ΩF : ω verschwindet auf AF (A) + F}.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist trivial.

Lemma 2.7.6 ΩF ist ein K-Vektorraum. Sei a ∈ K und ω1, ω2 ∈ ΩF , sodass ωi auf
AF (Ai) + F verschwindet (i = 1, 2), dann verschwindet aω1 + ω2 auf AF (A3) + F für
jeden Divisor A3 mit A3 ≤ min{A1, A2}.

Lemma 2.7.7 Für A ∈ DF gilt dim(ΩF (A)) = i(A).

Beweis: Betrachten wir die Abbildung

Φ :

{
ΩF (A) → (AF/(AF (A) + F ))∗

ω 7→ ω.

mit ω((αP ) + (AF (A) + F )) := ω((α)). Man sieht leicht, dass Φ ein K-Vektorraum-
isomorphismus ist. (AF/(AF (A) + F ))∗ hat als endlichdimensionaler Vektorraum die-
selbe Dimension wie der Raum AF/(AF (A) + F ), also folgt die Aussage aus dem
schwachen Satz von Riemann-Roch.

¤

Daraus folgt übrigens, dass ΩF 6= {0}. Nehmen wir einen Divisor A mit deg(A) ≤ −2,
dann gilt

dim(ΩF (A)) = i(A) = dim(A)− deg(A) + g − 1 ≥ 1,

also ist ΩF (A) 6= {0} und damit auch ΩF 6= {0}.

Wir wollen ΩF auch als Vektorraum über F auffassen.

Definition 2.7.8 Sei x ∈ F und ω ∈ ΩF . Dann definieren wir die Abbildung

xω :

{ AF → K
α 7→ ω(xα).
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Bemerkung 2.7.9

(a) Klarerweise ist xω ein Weil Differential: verschwindet ω auf AF (A) +F , so ver-
schwindet xω auf AF (A+(x))+F . Mit unserer Definition haben wir also auf ΩF

die Struktur eines F -Vektorraums.

(b) Die Abbildung x→ xω ist injektiv für x ∈ F und ω ∈ ΩF . Angenommen es gelte
xω = 0 für alle x ∈ F . Dann wäre ω(xα) = 0 für alle α = (αP ) ∈ AF . Setzen
wir α̃ := (x−1αP ). Dann gilt ω(α) = ω(xα̃) = 0. Daraus folgt ω = 0.

Proposition 2.7.10 ΩF ist ein eindimensionaler F -Vektorraum.

Beweis: Wir wissen, dass ΩF 6= {0}, also wählen wir ein ω1 ∈ ΩF \{0}. Sei 0 6= ω2 ∈ ΩF .
Zu zeigen ist, dass ein z ∈ F existiert mit ω2 = zω1. Wählen wir Ai ∈ DF mit
ωi ∈ ΩF (Ai) (i = 1, 2). Für einen Divisor B ∈ DF betrachten wir die beiden K-
linearen, injektiven Abbildungen

ϕi :

{ L(Ai +B) → ΩF (−B)
x 7→ xωi.

(i = 1, 2).

Aufgrund von Bemerkung 2.7.9 (b) ist diese Abbildung injektiv. Sie ist auch wohl-
definiert: Nach Bemerkung 2.7.9 (a) verschwindet xωi auf AF (Ai + (x)), und da x ∈
L(Ai +B) gilt, verschwindet xωi auf AF (−B).

Behauptung: Es existiert ein B ∈ DF mit

⋂
i=1,2

ϕi(L(Ai +B)) 6= {0}.

Beweis: Wähle B > 0 mit

dim(Ai +B) = deg(Ai +B) + 1− g (i = 1, 2).

Nach dem Satz von Riemann ist das möglich. Noch eine kleine Trivialität: Seien U1, U2

Unterräume eines Vektorraums V , so gilt

dim(U1 ∩ U2) ≥ dim(U1) + dim(U2)− dim(V ). (2.26)

Setzen wir Ui := ϕi(L(Ai +B)) ⊆ ΩF (−B), i = 1, 2. Es gilt

dim(ΩF (−B)) = i(−B) = dim(−B)− deg(−B) + g − 1

= deg(B)− 1 + g.

Daher bekommen wir

dim(U1) + dim(U2)− dim(ΩF (−B))
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= deg(A1 +B) + 1− g + deg(A2 +B) + 1− g − (deg(B) + g − 1)

= deg(B) + (deg(A1) + deg(A2) + 3(1− g)).

Der Ausdruck in Klammern ist unabhängig von B, also gilt für deg(B) groß genug

dim(U1) + dim(U2)− dim(ΩF (−B)) > 0,

und wegen (2.26) beweist das die Behauptung.

Nach der Behauptung existieren also xi ∈ L(Ai + B), i = 1, 2, mit x1ω1 = x2ω2 6= 0,
woraus dann folgt ω2 = (x1x

−1
2 )ω1.

¤

Wir wollen nun jedem Weil Differential ω 6= 0 einen Divisor zuordnen. Dazu definieren
wir die Menge

M(ω) := {A ∈ DF : ω verschwindet auf AF (A) + F}.

Lemma 2.7.11 Sei 0 6= ω ∈ ΩF . Dann existiert ein eindeutig bestimmter Divisor
W ∈M(ω) mit A ≤ W für alle A ∈M(ω), d.h. W = maxM(ω).

Beweis: Nach dem Satz von Riemann existiert eine Konstante c mit i(A) = 0 für
alle A ∈ DF mit deg(A) ≥ c. Da dim(AF/(AF (A) + F )) = i(A) nach Satz 2.7.4,
gilt deg(A) < c für alle A ∈ M(ω). Wir können also einen Divisor W ∈ M(ω) mit
maximalem Grad wählen. Angenommen W erfüllt nicht die Eigenschaften, die wir
verlangen. Dann existiert ein A0 ∈ M(ω) mit A0 6≤ W , also existiert ein Q ∈ PF mit
vQ(A0) > vQ(W ). Wir behaupten

W +Q ∈M(ω),

ein Widerspruch zur Maximalität des Grades von W . Betrachten wir ein Adele α =
(αP ) ∈ AF (W +Q). Dann kann man α auch schreiben als α = α′ + α′′ mit

α′P :=

{
αP für P 6= Q
0 für P = Q

und

α′′P :=

{
0 für P 6= Q
αQ für P = Q

Es gilt α′ ∈ AF (W ) und α′′ ∈ AF (A0), also gilt ω(α) = ω(α′) + ω(α′′) = 0 und damit
verschwindet ω auf AF (W + Q) + F . Widerspruch! Die Eindeutigkeit ist damit auch
bewiesen.

¤

Nach dem vorangegangenem Lemma ist die folgende Definition sinnvoll.
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Definition 2.7.12 Sei F/K ein Funktionenkörper und ω ∈ ΩF \ {0}.
(a) Der Divisor der Weil Differentials ω ist der eindeutig bestimmte Divisor (ω)

von F/K mit

(1) ω verschwindet auf AF ((ω)).

(2) Verschwindet ω auf AF (A) + F , so gilt A ≤ (ω).

(b) Für P ∈ PF definieren wir vP (ω) := vP ((ω)).

(c) Eine Stelle P ∈ PF heißt Nullstelle (Pol) von ω, falls vP (ω) > 0 (vP (ω) < 0).
ω heißt regulär (oder holomorph) an der Stelle P , falls vP (ω) ≥ 0.

(d) Ein Divisor W heißt kanonischer Divisor von F/K, falls W = (ω) für ein
ω ∈ ΩF .

Proposition 2.7.13 Sei F/K ein Funktionenkörper.

(a) Für 0 6= x ∈ F und 0 6= ω ∈ ΩF gilt (xω) = (x) + (ω).

(b) Je zwei kanonische Divisoren sind äquivalent.

Beweis: Verschwindet ω auf AF (A)+F , so verschwindet xω auf AF (A+(x))+F , also
gilt

(ω) + (x) ≤ (xω).

Gleichermaßen gilt (xω) + (x−1) ≤ (x−1xω) = (ω). Kombiniert man die beiden Unglei-
chungen, so erhält man

(ω) + (x) ≤ (xω) ≤ −(x−1) + (ω) = (ω) + (x).

Das beweist (a). (b) folgt aus (a) und der Tatsache, dass ΩF ein eindimensionaler
F -Vektorraum ist.

¤

Aus dem obigen Lemma folgt also, dass die kanonischen Divisoren eine Klasse in der
Divisorklassengruppe CF bilden, die sogenannte kanonische Klasse.

Satz 2.7.14 Sei A ∈ DF ein Divisor und W = (ω) ein kanonischer Divisor von F/K.
Dann ist die Abbildung

µ :

{ L(W − A) → ΩF (A)
x 7→ xω

ein K-Vektorraumisomorphismus. Insbesondere gilt

i(A) = dim(W − A).
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Beweis: Für x ∈ L(W − A) gilt

(xω) = (x) + (ω) ≥ −(W − A) +W = A,

also ist die Abbildung wohldefiniert. µ ist auch linear und injektiv, wie man sofort sieht.
Um zu zeigen, dass µ surjektiv ist, wählen wir ein ω1 ∈ ΩF (A) \ {0}. Nach Proposition
2.7.10 gilt ω1 = xω für ein x ∈ F . Da

(x) +W = (x) + (ω) = (xω) = (ω1) ≥ A,

folgt x ∈ L(W − A) und ω1 = µ(x).

¤

Nun können wir, die bisherigen Ergebnisse zusammenfassend, den Satz von Riemann-
Roch beweisen.

Satz 2.7.15 (Riemann-Roch) Sei W ein kanonischer Divisor von F/K. Dann gilt
für alle A ∈ DF ,

dim(A) = deg(A) + 1− g + dim(W − A).

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 2.7.14 und der Definition von i(A).

¤

2.8 Einige Konsequenzen aus dem Satz von Riemann-

Roch

Lemma 2.8.1 Sei W ein kanonischer Divisor. Dann gilt

deg(W ) = 2g − 2 und dim(W ) = g.

Beweis: Zum Beweis der Aussage über die Dimension setze man in den Satz von
Riemann-Roch A = 0 ein und für die Aussage über den Grad von W setze man A = W
in den Satz von Riemann-Roch ein und benütze dim(W ) = g.

¤

Satz 2.8.2 Sei A ∈ DF mit deg(A) ≥ 2g − 1. Dann gilt

dim(A) = deg(A) + 1− g.

Beweis: Wir haben nach dem Satz von Riemann-Roch

dim(A) = deg(A) + 1− g + dim(W − A)

für einen kanonischen Divisor W . Wegen deg(A) ≥ 2g − 1 und deg(W ) = 2g − 2 gilt
deg(W − A) < 0. Daher folgt wegen Korollar 2.4.12 dim(W − A) = 0.
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¤

Proposition 2.8.3 Sei P ∈ PF . Dann existiert für jedes n ≥ 2g ein Element x ∈ F
mit (x)∞ = nP .

Beweis: Nach dem vorigen Satz gilt

dim((n− 1)P ) = (n− 1)deg(P ) + 1− g

und
dim(nP ) = n · deg(P ) + 1− g.

Daraus folgt
A := L(nP ) \ L((n− 1)P ) 6= ∅.

Jedes x ∈ A erfüllt die gewünschte Eigenschaft.

¤

Der folgende Satz liefert eine Verschärfung des schwachen Approximationssatzes.

Satz 2.8.4 (starker Approximationssatz) Sei S ⊂ PF , P1, . . . , Pr ∈ S, x1, . . . , xr ∈
F , und n1, . . . , nr ∈ Z. Dann existiert ein x ∈ F mit

vPi
(x− xi) = ni für i = 1, . . . , r und

vP (x) ≥ 0 für alle P ∈ S \ {P1, . . . , Pr}.
Beweis: Betrachten wir das Adele (αP ) mit

αP :=

{
xi falls P = Pi, i = 1, . . . , r
0 sonst.

Wählen wir eine Stelle Q ∈ PF \ S. Für m ∈ N groß genug haben wir wegen Satz 2.7.4
und Satz 2.8.2

AF = AF

(
mQ−

r∑
i=1

(ni + 1)Pi

)
+ F.

Es existiert also ein z ∈ F mit z − α ∈ AF (mQ−∑r
i=1(ni + 1)Pi). Das heißt

vPi
(z − xi) > ni für i = 1, . . . , r und (2.27)

vP (z) ≥ 0 für P ∈ S \ {P1, . . . , Pr}. (2.28)

Nun wählen wir Elemente y1, . . . , yr ∈ F mit vPi
(yi) = ni. Genau wie vorhin konstru-

ieren wir ein Element y ∈ F mit

vPi
(y − yi) > ni für i = 1, . . . , r und (2.29)
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vP (y) ≥ 0 für P ∈ S \ {P1, . . . , Pr}. (2.30)

Dann haben wir für i = 1, . . . , r wegen (2.29) und der starken Dreiecksungleichung

vPi
(y) = vPi

((y − yi) + yi) = ni. (2.31)

Setzen wir nun x := y + z, so erhalten wir

vPi
(x− xi) = vPi

(y + (z − xi)) = ni für i = 1, . . . , r

wegen (2.31), und für P ∈ PF \ S gilt vP (x) = vP (y + z) ≥ 0 wegen (2.28) und (2.30).

¤

2.9 Lokale Komponenten von Weil Differentialen

Mit der Definition des Hauptadeles eines Elements x ∈ F haben wir schon eine Ein-
bettung F ↪→ AF kennengelernt. Analog zur Residuenabbildung existiert noch eine
andere lokale Einbettung ιP : F ↪→ AF :

Definition 2.9.1 Sei P ∈ PF .

(a) Sei x ∈ F . Dann ist ιP (x) ∈ AF jenes Adele, welches an der Stelle P gleich x
ist, und auf allen anderen Stellen verschwindet.

(b) Für ein Weil Differential ω ∈ ΩF definieren wir seine lokale Komponente
ωP : F → K durch

ωP (x) := ω(ιP (x)).

Klarerweise ist diese Abbildung K-linear.

Proposition 2.9.2 Sei ω ∈ ΩF und α = (αP ) ∈ AF . Dann gilt ωP (αP ) = 0 für fast
alle Stellen P , und

ω(α) =
∑

P∈PF

ωP (αP ).

Insbesondere gilt ∑

P∈PF

ωP (1) = 0.

Beweis: Wir können ω 6= 0 annehmen und setzen W := (ω). Es existiert eine endliche
Menge S ⊂ PF mit vP (W ) = 0 und vP (αP ) ≥ 0 für alle P /∈ S. Definieren wir β =
(βP ) ∈ AF durch

βP =

{
αP für P /∈ S
0 für P ∈ S.

Dann gilt β ∈ AF (W ) und α = β +
∑

P∈S ιP (αP ), also gilt ω(β) = 0 und

ω(α) =
∑
P∈S

ωP (αP ).

Für P /∈ S gilt ιP (αP ) ∈ AF (W ), und daher ωP (αP ) = 0.
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¤

Wir zeigen noch, dass ein Weil Differential durch eine einzelne lokale Komponente
eindeutig bestimmt ist.

Proposition 2.9.3

(a) Sei 0 6= ω ∈ ΩF und P ∈ PF . Dann gilt

vP (ω) = max{r ∈ Z : ωP (x) = 0 für alle x ∈ F mit vP (x) ≥ −r}.

Speziell gilt ωP 6= 0.

(b) Sei ω, ω′ ∈ ΩF und ωP = ω′P für ein P ∈ PF . Dann gilt ω = ω′.

Beweis: (a) Sei wieder W := (ω). Dann gilt definitionsgemäß vP (ω) = vP (W ). Sei
s := vP (ω). Für x ∈ F mit vP (x) ≥ −s gilt ιP (x) ∈ AF (W ), also ωP (x) = ω(ιP (x)) =
0. Nehmen wir nun an, dass ωP (x) = 0 für ein x ∈ F mit vP (x) ≥ −s − 1. Sei
α = (αQ)Q∈PF

∈ AF (W + P ). Dann gilt

α = (α− ιP (αP )) + ιP (αP )

mit α− ιP (αP ) ∈ AF (W ) und vP (αP ) ≥ −s− 1, also

ω(α) = ω(α− ιP (αP )) + ωP (αP ) = 0.

Also verschwindet ω auf AF (W + P ), Widerspruch zur Definition von W .

(b) Gelte ωP = ω′P , dann gilt (ω − ω′)P = 0, also ω − ω′ = 0 wegen (a).

¤
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Kapitel 3

Goppa Codes

In diesem Kapitel wollen wir die geometrischen Goppa Codes motivieren, definieren
und ihre zentralen Eigenschaften herleiten.

3.1 Kurven und Funktionenkörper

In diesem Abschnitt sollen Zusammenhänge zwischen Kurven und algebraischen Funk-
tionenkörpern skizziert werden. Beweise und (weit) umfangreichere Abhandlungen fin-
den sich in [21, 31].
Sei K ein Körper mit algebraischem Abschluss K.

Definition 3.1.1 Eine affine Kurve C : f(x, y) = 0 über K ist die Menge {(x, y) ∈
K

2
: f(x, y) = 0}, wobei f(x, y) ∈ K[x, y] ein irreduzibles Polynom ist. Die Elemente

aus K2 ∩ C heißen rationale Punkte von C.

Indem wir Fernpunkte hinzunehmen erhalten wir den projektiven Abschluss einer affi-
nen Kurve: Der zweidimensionale projektive Raum über K ist die Menge

P 2(K) := K3 \ {(0, 0, 0)}/ ∼,
wobei

(a1, a2, a3) ∼ (b1, b2, b3) :⇔ bi = λai für ein λ ∈ K∗ und i = 1, 2, 3.

Sei f(x, y, z) ∈ K[x, y, z]. Um sinnvoll sagen zu können, dass f im Punkt (x, y, z) ∈
P 2(K) eine Nullstelle besitzt, muss man fordern, dass f homogen ist, d.h. f(λx, λy, λz) =
λnf(x, y, z) für alle λ ∈ K. Damit hängt die Aussage ,,(x, y, z) ist Nullstelle von f”
nur von der Äquivalenzklasse von (x, y, z) ab.

Definition 3.1.2 Eine projektive Kurve C : f(x, y, z) = 0 über K ist die Menge
{(x, y, z) ∈ P 2(K) : f(x, y, z) = 0}, wobei f(x, y, z) ∈ K[x, y, z] ein irreduzibles ho-
mogenes Polynom ist. Die Elemente aus C ∩ P (K)2 heißen rationale Punkte von
C.

49
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Sei C : f(x, y, z) = 0 eine projektive Kurve über K. Dann kann man dieser Kurve ihre
drei affinen Komponenten C1 : f(1, y, z) = 0, C2 : f(x, 1, z) = 0, C3 : f(x, y, 1) = 0
zuordnen. Umgekehrt kann man einer affiner Kurve C : f(x, y) = 0 ihren projektiven
Abschluss C : zdeg(f(x,y))f

(
x
z
, y
z

)
= 0 zuordnen.

Definition 3.1.3 Sei eine affine Kurve C : f(x, y) = 0 gegeben. Dann defineieren wir
den Funktionenkörper K(C) von C als den Quotientenkörper von K[x, y]/(f(x, y)).

Ist K(C) isomorph zum Körper der rationalen Funktionen h(t)
g(t)

in einer Variablen, so

heißt die Kurve rational. Sei C : f(x, y, z) = 0 eine projektive Kurve. Dann ist der
Funktionenkörper K(C) von C definiert als der Funktionenkörper einer affinen Kom-
ponente von C1. Eine projektive Kurve heißt rational, wenn ihre affinen Komponenten
rational sind.

Definition 3.1.4 Ein Punkt (u, v) einer affinen Kurve C : f(x, y) = 0 heißt singulär,
wenn fx(u, v) = fy(u, v) = 0. Andernfalls heisst (u, v) regulär. Sei C : f(x, y, z) eine
projektive Kurve und (u, v, w) ∈ C. Dann heißt (u, v, w) singulär, falls (1, v, w) ein
singulärer Punkt von C1 ist, (u, 1, w) ein singulärer Punkt von C2 ist, und (u, v, 1) ein
singulärer Punkt von C3 ist. Andernfalls heißt (u, v, w) regulär.

Definition 3.1.5 Eine affine, bzw. projektive Kurve heißt regulär oder nichtsin-
gulär, falls jeder Punkt der Kurve regulär ist.

Sei nun eine projektive Kurve C gegeben, zusammen mit einem Punkt P ∼ (u, v, 1) ∈
C. Wir definieren K[x, y]P als die Menge aller rationalen Funktionen g(x, y)/h(x, y)
mit h(u, v) 6= 0. Sei Q ∼ (u, 1, w) ∈ C, dann geht die Definition analog mit h(u,w) 6= 0
und für R ∼ (1, v, w) ∈ C mit h(v, w) 6= 0. Diese Definitionen sind, wie man zeigen
kann, verträglich.

Definition 3.1.6 Sei C eine projektive Kurve und P ein Punkt auf C. Dann definieren
wir den lokalen Koordinatenring K(C)P als die Elemente von K(C), die durch
rationale Funktionen aus K[x, y]P dargestellt werden können.

Satz 3.1.7 Sei C eine nichtsinguläre projektive Kurve. Dann ist K(C) ein Funktio-
nenkörper und K(C)P ein Bewertungsring. Alle Bewertungsringe von K(C) sind von
dieser Form.

Umgekehrt kann man zu jedem Funktionenkörper F/K eine nichtsinguläre projektive
Kurve C konstruieren mit K(C) = F/K (siehe etwa [21]). Wir haben also den ver-
sprochenen Zusammenhang zwischen Kurven und Funktionenkörpern hergestellt. Die
Stellen vom Grad 1 sind genau die rationalen Punkte der zugehörigen Kurve.

1Die Funktionenkörper der verschiedenen affinen Komponenten von C sind, wie man zeigen kann,
isomorph.
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3.2 Geometrische Goppa Codes

Um die Idee hinter den Goppa Codes zu verstehen, interpretieren wir zunächst die
Reed-Solomon Codes auf eine andere Art. Die Goppa Codes sind dann nur eine na-
heliegende Verallgemeinerung. Sei also Fq = {0, α, α2, . . . , αn = 1} ein Körper mit q
Elementen und n = q − 1.

Satz 3.2.1 Sei 1 ≤ k ≤ n und

Lk := {f ∈ Fq[x] : deg(f(x)) < k}.

Betrachten wir die lineare Auswertungsabbildung ev : Lk → Fnq gegeben durch

ev(f) := (f(α), f(α2), . . . , f(αn)) ∈ Fnq .

Dann gilt mit d = n− k + 1
RS(n, d) = ev(Lk).

Beweis: Zunächst gilt klarerweise dim(ev(Lk)) = k, da die Auswertungsabbildung auf
Lk injektiv ist. Der Reed Solomon Code RS(n, d) ist der Polynomcode mit Generator-
polynom g(x) = (x− α) . . . (x− αn−k). Betrachten wir den Vektor

c := (f(α), . . . , f(αn))

mit einem Polynom f vom Grad kleiner k. Das Polynom, welches diesem Vektor zuge-
ordnet wird ist

cf (x) = f(α) + f(α2)x+ · · ·+ f(αn)xn−1.

Wir wollen zeigen, dass c ∈ RS(n, d) liegt. Dazu genügt es zu zeigen, dass jedes Poly-
nom (x − αi), i ≤ n − k, das Polynom cf (x) teilt, also cf (α

i) = 0 gilt. Aufgrund der
Linearität der Abbildung f 7→ cf (x), genügt es f = xl, l < k zu betrachten. Es gilt

cxl(αi) = αl + α2lαi + α3lα2i + . . . αnlα(n−1)i = αl
1− αn(i+l)

1− α
= 0

wegen der geometrischen Summenformel. ev(Lk) ist also ein Teilraum von RS(n, d) der
gleichen Dimension, also sind die beiden gleich.

¤

Interpretieren wir nun die Punkte α, α2, . . . , αn als Punkte der projektiven nichtsin-
gulären Kurve C : y = 0. Zu den obigen Punkten kommt dann noch der Punkt
(0, 0, 1) dazu, der als unendlich ferner Punkt ∞ agiert. Die Funktionen aus Lk sind
genau diejenigen Funktionen aus K(C) = Fq(x), die an der Stelle ∞ einen Pol vom
Grad kleiner als k haben. Übersetzen wir das auf die Sprache der Funktionenkörper,
dann bekommen wir den rationalen Funktionenkörper Fq(x)/Fq und Lk entspricht dem
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Riemann-Roch Raum L(kP∞). Die wesentliche Einschränkung der Reed-Solomon Co-
des ist, dass man über einem Körper mit q Elementen nur einen Code mit Länge q− 1
definieren kann. Dieser besitzt zwar gute Eigenschaften, ist aber auch sehr kurz. Es
lassen sich auch keine asymptotischen Aussagen machen, da man die Codelänge nicht
losgelöst von der Anzahl der Elemente des Alphabets betrachten kann. Nun kann man
sich aber folgendes überlegen: wir haben im Prinzip gewisse Funktionen auf Punkten
der Kurve C : y = 0 ausgewertet und einen Code der Länge card(C) erhalten. Leider
gilt card(C) = q − 1, was diese Codes sehr kurz macht. Es existieren jedoch Kurven
D : g(x, y, z) = 0 mit viel mehreren (rationalen) Punkten, und was liegt daher näher,
als die obige Konstruktion auf solche Kurven D zu verallgemeinern um einen Code der
Länge card(D) zu erhalten? Das ist die Idee hinter den geometrischen Goppa Codes,
die wir im folgenden exakt formulieren werden. Wir bedienen uns dazu der Sprache der
algebraischen Funktionenkörper.

Für das Weitere seien folgende Begriffsbezeichnungen festgehalten:

• F/Fq ein Funktionenkörper vom Geschlecht g

• P1, . . . , Pn paarweise verschiedene Stellen vom Grad 1

• D := P1 + · · ·+ Pn

• G ∈ DF mit supp(G) ∩ supp(D) = ∅

Definieren wir die Auswertungsabbildung evD : L(G) → Fnq durch

evD(x) := (x(P1), . . . , x(Pn)) ∈ Fnq .

Diese Definition macht Sinn, da wegen supp(G) ∩ supp(D) = ∅ für x ∈ L(G) die
Beziehung vPi

(x) ≥ 0 folgt und daher x(Pi) ∈ Fq für i = 1, . . . , n. Nun sind wir in der
Lage den geometrischen Goppa Code zu definieren:

Definition 3.2.2 Der zu D und G gehörige geometrische Goppa Code ist definiert
durch

CL(D,G) := evD(L(G)).

Nun ist die Codelänge nur noch durch die Anzahl der Stellen vom Grad 1 beschränkt.

Satz 3.2.3 CL(D,G) ist ein [n, k, d] Code mit

k = dim(G)− dim(G−D) und d ≥ n− deg(G).

Beweis: evD ist eine surjektive lineare Abbildung von L(D) nach CL(D,G) mit Kern

Ker(evD) = {x ∈ L(D) : vPi
(x) > 0 für i = 1, . . . , n} = L(G−D).
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Also gilt k = dim(CL(D,G)) = dim(G)−dim(G−D). Wir nehmen an, dass CL(D,G) 6=
0, sonst würde die Aussage über die Minimaldistanz keinen Sinn machen. Sei x ∈ L(D)
mit w(evD(x)) = d. Dann sind genau n−d Stellen Pi1 , . . . , Pin−d

∈ supp(D) Nullstellen
von x, also gilt

0 6= x ∈ L(G− (Pi1 + · · ·+ Pin−d
)).

Es gilt wegen Korollar 2.4.12 (b)

0 ≤ deg(G− (Pi1 + · · ·+ Pin−d
)) = deg(G)− (n− d).

Wir haben also
d ≥ n− deg(G).

¤

Satz 3.2.4 Gelte deg(G) < n. Dann ist die Abbildung evD, die jedem x ∈ L(G) den
Vektor (x(P1), . . . , x(Pn)) zuordnet, injektiv und es gilt:

(a) CL(D,G) ist ein [n, k, d] Code mit

d ≥ n− deg(G) und k = dim(G) ≥ deg(G) + 1− g,

also k + d ≥ n+ 1− g.

(b) Gilt zusätzlich 2g − 2 < deg(G) < n, so folgt

k = deg(G) + 1− g.

(c) Sei {x1, . . . , xk} eine Basis von L(G), dann ist die Matrix

M =




x1(P1) x1(P2) . . . x1(Pn)
...

...
...

xk(P1) xk(P2) . . . xk(Pn)




eine Generatormatrix von CL(D,G).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt deg(G−D) = deg(G)−n < 0, also ist L(G−D) = 0
und evD injektiv. Die restlichen Aussagen folgen aus dem vorigen Satz und dem Satz
von Riemann-Roch.

¤

Mit Hilfe von lokalen Komponenten von Weil Differentialen kann man den Divisoren
G und D noch einen anderen Code zuordnen:

Definition 3.2.5 Seien G und D wie vorhin. Wir definieren den Code CΩ(D,G) ⊆ Fnq
durch

CΩ(D,G) := {(ωP1(1), . . . , ωPn(1)) : ω ∈ ΩF (G−D)}.



54 KAPITEL 3. GOPPA CODES

Satz 3.2.6 CΩ(D,G) ist ein [n, k′, d′]-Code mit

k′ = i(G−D)− i(G) und d′ ≥ deg(G)− (2g − 2).

Unter der Voraussetzung deg(G) > 2g − 2 gilt k′ = i(G − D) ≥ n + g − 1 − deg(G).
Gilt 2g − 2 < deg(G) < n, dann haben wir

k′ = n+ g − 1− deg(G).

Beweis: Sei P ∈ PF eine Stelle vom Grad 1 und ω ∈ ΩF mit vP (ω) ≥ −1.
Behauptung:

ωP (1) = 0 ⇔ vP (ω) ≥ 0. (3.1)

Um das zu beweisen, verwenden wir Proposition 2.9.3, die besagt, dass für eine ganze
Zahl r gilt

vP (ω) ≥ r ⇔ ωP (x) = 0 für alle x ∈ F mit vP (x) ≥ −r. (3.2)

Die Implikation von Rechts nach Links in (3.1) folgt sofort aus (3.2). Für die andere
Richtung nehmen wir an, dass ωP (1) = 0 und sei x ∈ F mit vP (x) ≥ 0. Da deg(P ) = 1
kann man x schreiben als x = a+ y mit a = x(P ) ∈ Fq und vP (y) ≥ 1. Dann gilt

ωP (x) = ωP (a) + ωP (y) = a · ωP (1) + 0 = 0

weil vP (ω) ≥ −1 und vP (y) ≥ 1. Das beweist die Behauptung.

Als nächstes betrachten wir die Fq-lineare Abbildung

%D :

{
ΩF (G−D) → CΩ(D,G),

ω 7→ (ωP1(1), . . . , ωPn(1)).

%D ist surjektiv und nach (3.1) ist sein Kern gegeben durch ΩF (G). Deshalb gilt

k′ = dim(ΩF (G−D))− dim(ΩF (G)) = i(G−D)− i(G). (3.3)

Sei %D(ω) ein Codewort vom Hamminggewicht m > 0. Dann gilt ωPi
(1) = 0 für gewisse

Indizes i = i1, . . . , in−m, also gilt

ω ∈ ΩF

(
G−

(
D −

n−m∑
j=1

Pij

))

wegen (3.1). Nach Satz 2.8.2 folgt aus ΩF (A) 6= 0, dass deg(A) ≤ 2g − 2 ist. Wir
erhalten

2g − 2 ≥ deg(G)− (n− (n−m)) = deg(G)−m.

Es gilt also
d′ ≥ deg(G)− (2g − 2).
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Nehmen wir nun deg(G) > 2g− 2 an. Dann folgt aus Satz 2.8.2 i(G) = 0 und aus (3.3)
und dem Satz von Riemann-Roch folgt

k′ = i(G−D) = dim(G−D)− deg(G−D)− 1 + g

= dim(G−D) + n+ g − 1− deg(G).

Alle weiteren Aussagen folgen nun sofort.

¤

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen CΩ(D,G) und CL(D,G).

Satz 3.2.7 Der Code CΩ(D,G) ist der Dualcode von CL(D,G), d.h.

CΩ(D,G) = CL(D,G)⊥.

Beweis:
1. Behauptung: Sei P ∈ PF eine Stelle vom Grad 1, ω ∈ ΩF mit vP (ω) ≥ −1 und
x ∈ F mit vP (x) ≥ 0. Dann gilt

ωP (x) = x(P ) · ωP (1). (3.4)

Um dies einzusehen schreiben wir x = a+y, a = x(P ) ∈ Fq und y ∈ P , d.h. vP (y) > 0.
Dann gilt wegen (3.2)

ωP (x) = ωP (a) + ωP (y) = a · ωP (1) + 0 = x(P ) · ωP (1).

2. Behauptung: CΩ(D,G) ⊆ CL(D,G)⊥.
Sei ω ∈ Ω(G−D) und x ∈ L(G). Wir erhalten

0 = ω(x) =
∑

P∈PF

ωP (x)

=
n∑
i=1

ωPi
(x) (3.5)

=
n∑
i=1

x(P ) · ωPi
(1) (3.6)

= 〈(ωP1(1), . . . , ωPn(1)), (x(P1), . . . , x(Pn))〉 .
(3.5) folgt aus (3.2) und der Tatsache, dass für P ∈ PF \ {P1, . . . , Pn} vP (x) ≥ −vP (ω)
gilt (da x ∈ L(G) und ω ∈ ΩF (G − D)). (3.6) folgt aus (3.4). Das beweist die 2. Be-
hauptung.

3. Behauptung: dim(CΩ(D,G)) = dim(CL(D,G)⊥).
Es gilt nach dem Satz von Riemann-Roch

dim(CΩ(G,D)) = i(G−D)− i(G)
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= dim(G−D)− deg(G−D)− 1 + g − (dim(G)− deg(G)− 1 + g)

= deg(D) + dim(G−D)− dim(G)

= n− (dim(G)− dim(G−D))

= n− dim(CL(D,G)) = dim(CL(D,G)⊥).

Das beweist die 3.Behauptung und den Satz.

¤

Unser nächstes Ziel ist es zu zeigen, dass die Codes CΩ(D,G) als Goppa Codes CL(D,H)
dargestellt werden können, mit einem geeigneten Divisor H. Dazu benötigen wir das
folgende Lemma.

Lemma 3.2.8 Es existiert ein η ∈ ΩF mit

vPi
(η) = −1 und ηPi

(1) = 1 für i = 1, . . . , n.

Beweis: Sei 0 6= ω0 ∈ ΩF . Nach dem schwachen Approximationssatz existiert ein z ∈ F
mit

vPi
(z) = −vPi

(ω0)− 1 für i = 1, . . . , n.

Setzen wir ω := zω0, dann gilt vPi
(ω) = −1. Also gilt ai := ωPi

(1) 6= 0 wegen (3.1).
Wieder nach dem schwachen Approximationssatz existiert ein y ∈ F mit vPi

(y−ai) > 0.
Es folgt vPi

(y) = 0 und y(Pi) = ai. Wir setzen η := y−1ω und erhalten vPi
(η) =

vPi
(ω) = −1 und

ηPi
(1) = ωPi

(y−1) = y−1(Pi) · ωPi
(1) = a−1

i · ai = 1.

¤

Proposition 3.2.9 Sei η das Weil Differential aus dem vorigen Lemma. Dann gilt

CL(D,G)⊥ = CΩ(D,G) = CL(D,H) mit H := D −G+ (η).

Beweis: Der Code CL(D,H) ist wohldefiniert, da wegen vPi
(η) = −1 für i = 1, . . . , n

supp(D −G+ (η)) ∩ supp(D) = ∅ gilt. Wegen Satz 2.7.14 existiert ein Isomorphismus
µ : L(D−G+ (η)) → ΩF (G−D) gegeben durch µ(x) := xη. Für x ∈ L(D−G+ (η))
gilt

(xη)Pi
(1) = ηPi

(x) = x(Pi) · ηPi
(1) = x(Pi)

wegen (3.4). Daher gilt CΩ(D,G) = CL(D,D −G+ (η)).

¤
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3.3 Asymptotische Eigenschaften

Wir wenden uns den asymptotischen Eigenschaften von Goppa Codes zu. Ein asympto-
tisches Resultat haben wir schon kennengelernt: Die asymptotische Gilbert-Varshamov
Schranke. Wir werden sie nun etwas anders formulieren und dann zeigen wir man mit
Goppas Konstruktion Codes konstruieren kann, die die Gilbert-Varshamov Schranke
übertreffen. Wir beginnen mit einem Resultat, das auf Yu. I. Manin zurückgeht.

Definition 3.3.1 Wir definieren die folgenden Teilmengen von [0, 1]× [0, 1]:

Uq := {(δ, R) : Es existiert ein Linearcode C über Fq mit δ = δ(C) und R = R(C)}
und Vq sei die Menge der Häufungspunkte von Uq.

Satz 3.3.2 (Manin) Es existiert eine stetige Funktion αq(δ), δ ∈ [0, 1] mit

Uq = {(δ, R) : 0 ≤ δ ≤ 1 und 0 ≤ R ≤ αq(δ)}2.

Weiters ist die Funktion αq(δ) monoton fallend.

Beweis: Findet sich in [29].

¤

Die Gilbert-Varshamov Schranke besagt nichts anderes, als

αq(δ) ≥ 1−Hq(δ).

Lange Zeit dachte man, dass sogar

αq(δ) = 1−H1(δ)

gilt. Wir zeigen jedoch mit Hilfe von geometrischen Goppa Codes, dass das nicht gilt.
Zunächst wollen wir eine andere untere Schranke für αq(δ) herleiten. Dazu brauchen
wir das folgende Lemma:

Lemma 3.3.3 Seien P1, . . . , Pn paarweise verschiedene Stellen von F/Fq vom Grad 1.
Dann existiert für jedes r ≥ 0 ein Divisor G ∈ DF mit deg(G) = r und Pi /∈ supp(G)
(i = 1, . . . , n).

Beweis: Falls eine Stelle Q vom Grad 1 existiert mit Q 6= Pi für alle i = 1, . . . , n,
dann leistet G := rQ das Gewünschte. Seien also P1, . . . , Pn alle Stellen vom Grad 1.
Nach dem Approximationssatz existiert ein x ∈ F mit vPi

(x) = 0 für i = 2, . . . , n,
und vP1(x) = −r. Setzen wir G := rP1 + (x). Dann gilt deg(G) = deg(rP1 + (x)) =
r ·deg(P1)+deg((x)) = r nach Satz 2.4.11 und der Voraussetzung deg(P1) = 1. Weiters
gilt vPi

(G) = vPi
(rP1 +x) = r ·vPi

(P1)+vPi
(x) = 0 für i = 1, . . . , n, aufgrund der Wahl

von x.
2Es ist bis dato unbekannt, ob die Funktion αq(δ) differenzierbar ist.
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¤

Definition 3.3.4 Für einen Funktionenkörper F/Fq definieren wir

N(F ) := card({P ∈ PF : deg(P ) = 1}).
Weiters definieren wir

Nq(g) := max{N(F ) : F ist ein Funktionenkörper über Fq vom Geschlecht g}
und

A(q) := lim sup
g→∞

Nq(g)

g
.

Wir beweisen nun eine zweite untere Schranke für αq(δ).

Proposition 3.3.5 Sei A(q) > 1. Dann gilt für 0 ≤ δ ≤ 1− A(q)−1

αq(δ) ≥ (1− A(q)−1)− δ.

Beweis: Sei δ ∈ [0, 1 − A(q)−1]. Wählen wir eine Folge von Funktionenkörpern Fi/Fq
vom Geschlecht gi mit

gi →∞ und
ni
gi
→ A(q), (3.7)

mit ni := N(Fi). Wählen wir zusätzlich Zahlen ri > 0 mit

ri
ni
→ 1− δ. (3.8)

Sei Di die Summe über alle Stellen von Fi/Fq vom Grad 1, also deg(Di) = ni. Nach
dem obigen Lemma existiert ein Divisor Gi ∈ DF mit deg(Gi) = ri und supp(Gi) ∩
supp(Di) = ∅. Betrachten wir den [ni, ki, di]-Code Ci := CL(Di, Gi). Es gilt nach
Satz 3.2.4

ki ≥ deg(Gi) + 1− gi = ri + 1− gi und di ≥ ni − deg(Gi) = ni − ri.

Daraus folgt

Ri := R(Ci) ≥ ri + 1

ni
− gi
ni

und δi := δ(Ci) ≥ 1− ri
ni
. (3.9)

Durch Übergang zu Teilfolgen können wir annehmen, dass die Folgen (Ri)i≥1 und (δi)i≥1

konvergent sind, wir schreiben

Ri → R und δi → δ̃.

Aus (3.7), (3.8) und (3.9) folgt, dass R ≥ 1− δ − A(q)−1 und δ̃ ≥ δ. Es gilt also

αq(δ̃) ≥ R ≥ 1− δ − A(q)−1.

Da αq(δ) fallend ist, folgt

αq(δ) ≥ αq(δ̃) ≥ 1− δ − A(q)−1.
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¤

Untere Schranken für A(q) ergeben also untere Schranken für αq(δ). Mit Hilfe von
Uniformisierungstheorie von Shimurakurven haben Tsfasman und Zink das folgende
zeigen können:

Satz 3.3.6 Für ein Quadrat q gilt

A(q) ≥ q1/2 − 1.

Aus der Drinfeld-Vladut Schranke, die wir im nächsten Kapitel (aufbauend auf dem
Satz von Hasse-Weil) beweisen werden, folgt sogar

Satz 3.3.7 (Tsfasman-Vladut-Zink) Für ein Quadrat q gilt

A(q) = q1/2 − 1.

Mit dem Satz von Tsfasman-Vladut-Zink haben wir eine neue Schranke für αq(δ):

Satz 3.3.8

αq(δ) ≥
(

1− 1

q1/2 − 1

)
− δ für 0 ≤ δ ≤ 1− 1

q1/2 − 1
.

Man sieht leicht, dass das eine echte Verbeserung der Gilbert-Varshamov Schranke ist.
Ziel dieser Arbeit ist es den Satz von Tsfasman-Vladut-Zink zu beweisen. Wir werden
dazu sogar explizite Folgen von Kurven, bzw. Funktionenkörpern Fi/Fq vom Geschlecht

gi konstruieren mit limi→∞
N(Fi)
gi

= q1/2 − 1. Dazu müssen wir zunächst im folgenden
Kapitel Erweiterungen von Funktionenkörpern genauer studieren.
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Abbildung 3.1: Die Asymptotische Gilbert-Varshamov Schranke im Vergleich mit der
linearen Tsfasman-Vladut-Zink Schranke.



Kapitel 4

Erweiterungen von
Funktionenkörpern

Dieses Kapitel ist das technische Herzstück dieser Arbeit. Hier werden die Werkzeuge
entwickelt mit denen man geeignete Funktionenkörpertürme konstruieren kann. Auf-
grund der sehr komplexen Verzweigungstheorie von Funktionenkörpererweiterungen ist
dieses Kapitel sehr umfangreich und auch teilweise technisch. Wer mit Bewertungstheo-
rie und Dedekindringen vertraut ist, wird viele bekannte Sachverhalte entdecken, im
Wesentlichen ist die Theorie der Funktionenkörpererweiterungen ja auch eine Anwen-
dung der Verzweigungstheorie von Bewertungen. Gerne hätte ich dieses Kapitel von
diesem Standpunkt her beleuchtet, jedoch würde das dann ein Kapitel über Dedekind-
ringe und Bewertungen erforderlich machen und das würde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Ein klassisches Werk über Bewertungstheorie ist [37]. In [34, 30] wird die
Theorie der Funktionenekörper mit Hilfe der Theorie von Dedekindringen aufgebaut.
Wir beschäftigen uns hier nur mit algebraischen Erweiterungen, da nur diese für die
Anwendungen interessant sind. Um dieses Kapitel gänzlich verstehen zu können, muss
man mit Galoistheorie vertraut sein.

4.1 Algebraische Erweiterungen

Für das folgende wollen wir einige Voraussetzungen treffen:

• K ist der volle Konstantenkörper von F/K.

• K ist vollkommen, d.h. jede algebraische Erweiterung von K ist separabel.

Wir beginnen mit einigen wichtigen Definitionen.

Definition 4.1.1 Sei F/K ein Funktionenkörper.

(a) Ein algebraischer Funktionenkörper F ′/K ′ heißt algebraische Erweiterung
von F/K, falls F ′ ⊇ F eine algebraische Körpererweiterung ist und K ′ ⊇ K
gilt.

61
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(b) Eine algebraische Funktionenkörpererweiterung F ′/K ′ von F/K heißt Konstan-
tenkörpererweiterung, falls F ′ = FK ′ durch Komposition der Körper F und
K ′ entsteht.

(c) Eine algebraische Funktionenkörpererweiterung F ′/K ′ von F/K heißt endlich,
falls [F ′ : F ] <∞.

Lemma 4.1.2 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K. Dann gilt:

(a) K ′/K ist algebraisch und F ∩K ′ = K.

(b) F ′/K ′ ist eine endliche Erweiterung von F/K, genau wenn [K ′ : K] <∞.

(c) Sei F1 := FK ′. Dann ist F1/K
′ eine Konstantenkörpererweiterung von F/K und

F ′/K ′ ist eine endliche Erweiterung von F1/K
′.

Beweis: (a) Klarerweise ist die Körpererweiterung K ′(x) ⊇ K(x) algebraisch, da ja
F ′ ⊇ F und F ⊇ K(x) algebraische Körpererweiterungen sind. Es gilt also für jedes
a ∈ K ′, dass ein Polynom ψ(T ) = ψ0(x) +ψ1(x)T + · · ·+ψn(x)T

n ∈ K(x)[T ] existiert
mit ψ(a) = 0. Wir haben also

ψ0(x) + ψ1(x)a+ ψ2(x)a
2 + · · ·+ ψn(x)a

n = 0.

Seien o.B.d.A die Koeffizienten ψi(x) Polynome aus K[x], wobei nicht alle durch x
teilbar sind, also ψi(x) = xgi(x) + bi, bi ∈ K, nicht alle bi = 0 (i = 1, . . . , n). Dann
bekommen wir eine Relation der Form

xg0(x) + xg1(x)a+ · · ·+ xgn(x)a
n + b0 + b1a+ bna

n = 0. (4.1)

Diese Relation ist eine Relation im Ring K[x]. Wenden wir den Einsetzungshomomor-
phismus an der Stelle x = 0 auf (4.1) an, so erhalten wir eine algebraische Gleichung
für a. K ′ ⊇ K ist also eine algebraische Körpererweiterung und da K der volle Kon-
stantenkörper von F/K ist, gilt K ′ ∩ F ⊆ K. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

(b) Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K. Dann kann F ′ als Funktionenkörper
über K aufgefasst werden. Es gilt also [K ′ : K] <∞ nach Korollar 2.1.16.
Nehmen wir umgekehrt an, dass [K ′ : K] <∞ gilt. Für ein x ∈ F \K gilt wegen (a),
dass x transzendent über K ′ ist und daher [F ′ : K ′(x)] <∞. Ausserdem gilt

[K ′(x) : K(x)] ≤ [K ′ : K] <∞,

nach Voraussetzung. Also gilt

[F ′ : K(x)] = [F ′ : K ′(x)] · [K ′(x) : K(x)] <∞.

Daraus folgt [F ′ : F ] <∞.

(c) folgt aus (b).
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¤

Definition 4.1.3 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K. Eine Stelle P ′ ∈
PF ′ liegt über P ∈ PF , falls P ⊆ P ′. Man sagt auch: ,,P ′ ist eine Erweiterung von
P”, oder ,,P liegt unter P ′” und schreibt P ′|P .

Proposition 4.1.4 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K, P ∈ PF und
P ′ ∈ PF ′. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) P ′|P .

(2) OP ⊆ OP ′.

(3) Es existiert eine ganze Zahl e ≥ 1 mit vP ′(x) = e · vP (x) für alle x ∈ F .

Ausserdem gilt

P = P ′ ∩ F und OP = OP ′ ∩ F,
falls P ′|P . P heißt deshalb auch die Einschränkung von P ′ auf F .

Beweis:
(1) ⇒ (2): Angenommen es gelte P ′|P und OP 6⊆ OP ′ . Dann existiert ein u ∈ F mit
vP (u) ≥ 0 und vP ′(u) < 0. Wegen P ′|P gilt sogar vP (u) = 0. Sei t ∈ F mit vP (t) = 1.
Dann gilt mit r := vP ′(t) > 0:

vP (urt) = r · vP (u) + vP (t) = 1

und

vP ′(u
rt) = r · vP ′(u) + vP ′(t) ≤ −r + r = 0.

Es gilt also urt ∈ P \ P ′ und das ist ein Widerspruch zu P ′|P .

(2) ⇒ (3): Sei t ein primes Element von P und t′ ein primes Element von P ′. OP ′P =
OP ′OP · t = OP ′ · t ist ein nichttriviales (Haupt-) Ideal von OP ′ weil t ∈ OP ′ und daher
existiert wegen Satz 2.1.6 ein 1 ≤ e ∈ Z mit OP ′t = OP ′(t

′)e. Also gilt t = (t′)eu für
ein u ∈ O∗

P ′ , und daraus folgt (3) unmittelbar.

(3) ⇒ (1): Sei x ∈ P . Dann ist vP (x) ≥ 1 und damit auch vP ′(x) = e · vP (x) ≥ 1, also
gilt x ∈ P ′.

Die restlichen Aussagen folgen nun trivialerweise.

¤

Lemma 4.1.5 Es existiert eine kanonische Einbettung von FP in F ′P ′, falls P ′|P .
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Beweis: Man ordne einer Restklasse x + P ∈ FP = F/OP einfach die Restklasse
x+P ′ ∈ F ′P ′ = F ′/OP ′ zu. Diese Abbildung ist wohldefiniert, nach Voraussetzung, und
injektiv nach der vorangegangenen Proposition.

¤

Man kann also FP als Unterkörper von F ′P ′ auffassen.

Definition 4.1.6 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K, P ∈ PF und
P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P .

(a) Die Zahl e(P ′|P ) := e mithttp://student.tuwien.ac.at/

vP ′(x) = e · vP (x) für x ∈ F
heißt Verzweigungsindex von P ′ über P . Ist e(P ′|P ) > 1, so sagen wir P ′|P
ist verzweigt, andernfalls ist P ′|P unverzweigt.

(b) f(P ′|P ) := [F ′P ′ : FP ] heißt relativer Grad von P ′|P .

Proposition 4.1.7 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K und P ′ eine
Stelle von F ′/K ′, die über einer Stellen P von F/K liegt. Dann gilt

(a) f(P ′|P ) <∞⇔ [F ′ : F ] <∞.

(b) Sei F ′′/K ′′ eine algebraische Erweiterung von F ′/K ′ und P ′′ ∈ PF ′′ mit P ′′|P ′.
Dann gilt

e(P ′′|P ) = e(P ′′|P ′) · e(P ′|P ) und

f(P ′′|P ) = f(P ′′|P ′) · f(P ′|P ).

Beweis: (a) Betrachte die kanonischen Einbettungen K ⊆ FP ⊆ F ′P ′ und K ⊆ K ′ ⊆
F ′P ′ , wobei [FP : K] <∞ und [F ′P ′ : K ′] <∞. Es folgt

[F ′P ′ : FP ] <∞⇔ [K ′ : K] <∞.

Wegen Lemma 4.1.2 ist aber die letztere Bedingung äquivalent zu [F ′ : F ] <∞.

(b) folgt direkt aus der Definition.

¤

Als nächstes wollen wir uns überlegen, ob überhaupt Erweiterungen von einer gegebe-
nen Stelle existieren, und wenn ja, wieviele.

Proposition 4.1.8 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K.

(a) Für jede Stelle P ′ ∈ PF ′ existiert genau eine Stelle P ∈ PF mit P ′|P , und zwar
gilt P = P ′ ∩ F .



4.1. ALGEBRAISCHE ERWEITERUNGEN 65

(b) Umgekehrt hat jede Stelle P ∈ PF zumindest eine und höchstens endlich viele
Erweiterungen P ′ ∈ PF ′.

Beweis: (a) Behauptung: Es existiert ein z ∈ F mit

z 6= 0 und vP ′(z) 6= 0. (4.2)

Angenommen das wäre falsch. Wähle ein t ∈ F ′ mit vP ′(t) = 1. Dann genügt t einer
algebraischen Gleichung über F :

cnt
n + cn−1t

n−1 + . . . c1t+ co = 0, ci ∈ F, cn 6= 0, c0 6= 0.

Nach unserer Annahmen muss vP ′(c0) = 0 gelten und vP ′(cit
i) = vP ′(ci) + i · vP ′(t) > 0

für i > 0. Wir haben einen Widerspruch zur starken Dreiecksungleichung und damit
(4.2) bewiesen.

Setzen wir O := OP ′ ∩ F und P := P ′ ∩ F . Nach (4.2) ist O ein Bewertungsring,
da trivialerweise alle Bedingungen aus Definition 2.1.4 bis auf O ⊂ F erfüllt sind. We-
gen (4.2) gilt aber z−1 /∈ O und das beweist O ⊂ F . P := P ′ ∩ F ist ein Ideal von O
und da für jedes Ideal I von O gelten muss, dass I ⊆ P , ist P die zu O gehörige Stelle.
Die Eindeutigkeit ist klar.

(b) Sei P ∈ PF . wähle ein x ∈ F \K sodass P die einzige Nullstelle von x ist (siehe
Proposition 2.8.3).
Behauptung: Für P ′ ∈ PF ′ gilt

P ′|P ⇔ vP ′(x) > 0. (4.3)

Sei P ′|P , dann gilt vP ′(x) = e · vP (x) > 0. Nehmen wir umgekehrt an vP ′(x) > 0. Sei
Q die eindeutige Stellen von F/K, die unter P ′ liegt (hier verwenden wir (a)). Dann
gilt vQ(x) > 0, also P = Q, da P die einzige Nullstelle von x ist.

Da x /∈ K ′ mindestens eine und höchstens endlich viele Nullstellen in F ′/K ′ hat,
folgt (b).

¤
Wir sind nun in der Lage, einen Homomorphismus von der Divisorgruppe DF auf

die Divisorgruppe DF ′ anzugeben.

Definition 4.1.9 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K und P ∈ PF .
Wir definieren die Conorm von P als den Divisor

ConF ′/F (P ) :=
∑

P ′|P
e(P ′|P ) · P.

Diese Abbildung ist zunächst nur auf PF definiert und wird durch die universelle Ei-
genschaft der Divisorgruppe auf ganz DF ausgedehnt.
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Proposition 4.1.10 Sei F ′/K ′ eine algebraische Erweiterung von F/K. Für 0 6= x ∈
F sei (x)F0 , (x)F∞, (x)F bzw. (x)F

′
0 , (x)F

′
∞ , (x)F

′
der Nullstellen-, Pol- und Hauptdivisor

von x in DF bzw. DF ′. Dann gilt

ConF ′/F ((x)F0 ) = (x)F
′

0 , ConF ′/F ((x)F∞) = (x)F
′

∞ , und ConF ′/F ((x)F ) = (x)F
′
.

Beweis:
(x)F

′
=

∑

P ′∈PF ′

vP ′(x) · P ′ =
∑

P∈PF

∑

P ′|P
e(P ′|P ) · vP (x) · P ′

=
∑

P∈PF

vP (x) · ConF ′/F (P ) = ConF ′/F ((x)F ).

Die restlichen Aussagen folgen daraus unmittelbar.

¤

4.2 Die Fundamentalgleichung von Hilbert

In diesem Abschnitt werden wir die sogenannte Fundamentalgleichung von Hilbert
beweisen. Daraus ergibt sich eine Formel für den Grad der Conorm eines Divisors.
Zudem werden wir mit Hilfe des Satzes von Kummer sehen, wie man einige Stellen
explizit faktorisieren kann. Zunächst ein einfaches Lemma:

Lemma 4.2.1 Sei K ′/K eine endliche Körpererweiterung und x transzendent über K.
Dann gilt

[K ′(x) : K(x)] = [K ′ : K].

Beweis: Wir wählen ein α ∈ K ′ mit K ′ = K(α). Dies ist möglich aufgrund unserer
Annahme, dass K vollkommen ist und des Satzes vom primitiven Element (siehe z.B.
[27]). Daraus folgt K ′(x) = K(α)(x), also gilt [K ′(x) : K(x)] ≤ [K ′ : K]. Um die
umgekehrte Ungleichung zu zeigen, beweisen wir, dass das irreduzible Polynom ϕ(T ) ∈
K[T ] von α über K irreduzibel über K(x) ist. Angenommen dem wäre nicht so. Dann
hätten wir ϕ(T ) = g(T ) · h(T ) mit normierten Polynomen g(T ), h(T ) ∈ K(x)[T ] von
kleinerem Grad als ϕ. Es gilt ϕ(α) = 0, wir können also o.B.d.A. annehmen, dass
g(α) = 0. Wir schreiben

g(T ) = T r + cr−1(x)T
r−1 + ·+ c0(x),

ci(x) ∈ K(x) und r < deg(ϕ). Setzen wir α ein, so erhalten wir

αr + cr−1(x)α
r−1 + · · ·+ c0(x) = 0.

Multiplizieren wir mit einem gemeinsamen Nenner, so erhalten wir

gr(x)α
r + gr−1(x)α

r−1 + · · ·+ g0(x) = 0.

Die Koeffizienten gi(x) sind nun Polynome in K[x] und wir nehmen o.B.d.A. an, dass
nicht alle gi(x) durch x teilbar sind. Setzen wir x = 0, so erhalten wir eine nichttriviale
algebraische Gleichung für α über K vom Grad kleiner als ϕ. Widerspruch!
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¤

Nun sind wir in der Lage die Fundamentalgleichung von Hilbert zu beweisen:

Satz 4.2.2 Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K, P eine Stelle von F/K
und P1, . . . , Pm alle Stellen von F ′/K ′, die über P liegen. Sei ei := e(Pi|P ) und fi :=
f(Pi|P ). Dann gilt

m∑
i=1

eifi = [F ′ : F ].

Beweis: Wähle ein x ∈ F mit P als einziger Nullstelle in F/K (siehe Proposition 2.8.3)
und sei vP (x) =: r > 0. Die Stellen P1, . . . , Pr sind genau die Nullstellen von x in F ′/K ′

wegen (4.3). Wir berechnen [F ′ : K(x)] auf zwei Arten:

[F ′ : K(x)] = [F ′ : K ′(x)] · [K ′(x) : K(x)]

=

(
m∑
i=1

vPi
(x) · deg(Pi)

)
· [K ′ : K]

=
n∑
i=1

(ei · vP (x)) · ([F ′Pi
: K ′] · [K ′ : K])

= r ·
m∑
i=1

ei · [F ′Pi
: FP ] · [FP : K]

= r · deg(P ) ·
m∑
i=1

eifi.

Hier haben wir das obige Lemma und Satz 2.4.12 und Lemma 2.1.8 verwendet. And-
rerseits gilt

[F ′ : K(x)] = [F ′ : F ] · [F : K(x)] = [F ′ : F ] · r · deg(P ),

da ja rP der Nulldivisor von x in F/K ist. Durch Vergleich der beiden Formeln folgt
die Hilbertsche Fundamentalgleichung.

¤

Korollar 4.2.3 Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K und P ∈ PF . Dann
gilt

(a) card({P ′ ∈ PF ′ : P ′|P}) ≤ [F ′ : F ].

(b) Für P ′|P gilt e(P ′|P ) ≤ [F ′ : F ] und f(P ′|P ) ≤ [F ′ : F ].
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Korollar 4.2.4 Sei F ′/K ′ eine endliche Erweiterung von F/K. Dann gilt für jeden
Divisor A ∈ DF ,

deg(ConF ′/F (A)) =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
· deg(A).

Beweis: Es reicht den Fall A = P, P ∈ PF zu betrachten. Es gilt

deg(ConF ′/F (P )) = deg


∑

P ′|P
e(P ′|P ) · P ′




=
∑

P ′|P
e(P ′|P ) · [F ′P ′ : K ′]

=
∑

P ′|P
e(P ′|P ) · [F ′P ′ : K]

[K ′ : K]

=
1

[K ′ : K]

∑

P ′|P
e(P ′|P ) · [F ′P ′ : FP ] · [FP : K]

=
1

[K ′ : K]

∑

P ′|P
e(P ′|P ) · f(P ′|P ) · deg(P )

=
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
deg(P ),

wegen der Hilbertschen Fundamentalgleichung.

¤

Für die folgenden Betrachtungen benötigen wir noch eine Definition.

Definition 4.2.5 Sei B ein Ring und A ⊆ B ein Unterring. x ∈ B heißt ganz über
A, falls x Nullstelle eines normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist. Die Menge
icB(A) := {z ∈ B : z ist ganz über A} heißt ganzer Abschluß von A in B. A heißt
ganz abgeschlossen, falls A = icQ(A)(A) gilt, wobei Q(A) den Quotientenkörper von
A bezeichne.

Wir behandeln nun eine Methode, um alle Erweiterungen einer Stelle P ∈ PF in F ′ zu
beschreiben. Dazu führen wir zunächst einige Schreibweisen ein:

F := FP , der Restklassenkörper von P ;
a := a(P ), die Restklasse von a ∈ OP ;

für Ψ(T ) =
∑
ciT

i ein Polynom mit Koeffizienten ci ∈ OP , sei

Ψ(T ) :=
∑

ciT
i ∈ F [T ].
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Satz 4.2.6 (Kummer) Sei F ′ = F (y), wobei y ganz über OP ist mit Minimalpolynom
ϕ(T ) ∈ OP [T ]. Sei

ϕ(T ) =
r∏
i=1

γi(T )εi

die Zerlegung von ϕ in normierte, irreduzible Polynome über F . Wählen wir normierte
Polynome ϕi(T ) ∈ OP [T ] mit

ϕi(T ) = γi(T ) und deg(ϕi(T )) = deg(γi(T )).

Dann gilt:

(a) Für 1 ≤ i ≤ r existieren paarweise verschiedene Stellen Pi ∈ PF ′ mit

Pi|P, ϕi(y) ∈ Pi und f(Pi|P ) ≥ deg(γi(T )).

(b) Gilt εi = 1 für alle i = 1, . . . , r, dann existiert für jedes i genau eine Stelle Pi|P
mit ϕi(y) ∈ Pi. Diese Stellen sind alle Stellen, die über P liegen und es gilt

ConF ′/F (P ) =
r∑
i=1

Pi.

Die Erweiterungen sind also unverzweigt. Weiters ist der Restklassenkörper F ′Pi

isomorph zu F [T ]/(γi(T )), es gilt also f(Pi|P ) = deg(γi(T )).

Beweis: (a) Sei F i := F [T ]/(γi(T )). F i ist ein Erweiterungskörper von F und es gilt
[F i : F ] = deg(γi(T )).
Sei ρ : OP [T ] → OP [y] der Auswertungshomomorphismus bei y und πi : OP [T ] → F i

die kanonische Restklassenabbildung. Wegen ker(ρ) ⊆ ker(πi) ist die Abbildung σi :=
πi ◦ ρ−1 wohldefiniert und surjektiv. Wir haben

OP [T ]

ρ

²²

πi

&&MMMMMMMMMMMM

OP [y]

π

²²

σi // F i

OP [y]/(ker(σi))

∼=
88qqqqqqqqqqqq

Nach Satz 2.1.19 existiert eine Stelle Pi ∈ PF ′ mit ker(σi) ⊆ Pi und OP [y] ⊆ OPi
, also

gilt Pi|P und ϕi(y) ∈ Pi. OPi
/Pi enthält F i

∼= OP [y]/(ker(σi)), also gilt

f(Pi|P ) ≥ [F i : F ] = deg(γi(T )).

Für i 6= j sind die Polynome γi(T ) = ϕi(T ) und γj(T ) = ϕj(T ) relativ prim in F [T ],
also haben wir Polynome λi(T ), λj(T ) ∈ OP [T ] mit

1 = ϕi(T )λi(T ) + ϕj(T )λj(T ).
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Klarerweise gilt ϕi(y)λi(y) ∈ ker(σi) und ϕj(y)λj(y) ∈ ker(σj), also gilt 1 ∈ ker(σi) +
ker(σj) ⊆ Pi + Pj. Das kann nur sein, wenn Pi 6= Pj.

(b) Nach Voraussetzung haben wir

[F ′ : F ] = deg(ϕ(T )) =
r∑
i=1

deg(ϕi(T ))

≤
r∑
i=1

f(Pi|P ) ≤
∑
i=1

e(Pi|P )f(Pi|P )

≤
∑

P ′|P
e(P ′|P )f(P ′P ) = [F ′ : F ].

Daraus folgen alle Behauptungen sofort.

¤

4.3 Unterringe von Funktionenkörpern

Um in der Erweiterungstheorie weiterkommen zu können, müssen wir zunächst Unter-
ringe von Funktionenkörpern studieren.

Definition 4.3.1 Ein Unterring eines Funktionenkörpers F/K ist Ein Ring R mit
K ⊆ R ⊆ F , wobei R kein Körper sein darf.

Wir betrachten nun spezielle Unterringe:

Definition 4.3.2 Für ∅ 6= S ⊂ PF sei

OS := {z ∈ F : vP (z) ≥ 0 für alle P ∈ S}.

der Durchschnitt aller Bewertungsringe OP mit P ∈ S. Jeder Ring von dieser Form
heißt Holomorphiering von F/K.

Dass Holomorphieringe tatsächlich Unterringe sind ist noch zu zeigen:

Lemma 4.3.3 Sei F/K ein Funktionenkörper.

(a) Jeder Bewertungsring OP ist ein Holomorphiering. Es gilt OP = OS mit S =
{P}.

(b) Jeder Holomorphiering OS ist ein Unterring von F/K.
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(c) Für P ∈ PF und ∅ 6= S ⊂ PF gilt

OS ⊆ OP ⇔ P ∈ S.
Also gilt OS = OT ⇔ S = T.

Beweis: (a) ist klar!

(b) Wir müssen nur zeigen, dass OS kein Körper ist. Wählen wir nun eine beliebige
Stelle P1 ∈ S. Nach dem starken Approximationssatz existiert ein Element 0 6= x ∈ F
mit

vP1(x) > 0 und vP (x) ≥ 0 für alle P ∈ S.
Wir verwenden hier, dass S 6= PF . Es gilt klarerweise x ∈ OS und x−1 /∈ OS, also ist
OS kein Körper.

(c) Behauptung: Sei P /∈ S. Dann existiert ein z ∈ F mit

vP (z) < 0 und vQ(z) ≥ 0 für alle Q ∈ S. (4.4)

Falls S ∪{P} 6= PF , so braucht man nur den starken Approximationssatz anzuwenden.
Gilt S ∪ {P} = PF , so wählen wir ein z ∈ OS mit mindestens einer Nullstelle in S.
Da z auch eine Polstelle haben muss, die nicht in S liegt, gilt vP (z) < 0. Damit ist die
Behauptung gezeigt.

Jedes Element, welches (4.4) erfüllt ist in OS, aber nicht in OP . Wir haben also gezeigt:
aus P /∈ S folgt OS * OP , und das beweist (c).

¤

Proposition 4.3.4 Sei OS ein Holomorphiering von F/K. Dann gilt

(a) F ist der Quotientenkörper von OS.

(b) OS ist ganz abgeschlossen.

Beweis: (a) Sei x ∈ F \ {0}. Dann existiert nach dem starken Approximationssatz ein
Element z ∈ F mit

vP (z) ≥ max{0, vP (x−1)} für alle P ∈ S.
Klarerweise gilt dann z ∈ OS und y := xz ∈ OS, also ist x = yz−1 im Quotientenkörper
von OS.

(b) Sei u ∈ F ganz über OS. Dann erfüllt u eine Gleichung der Form

un + an−1u
n−1 + · · ·+ a0 = 0, (4.5)
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wobei alle Koeffizienten ai in OS liegen. Wir zeigen, dass vP (u) ≥ 0 für alle P ∈ S.
Angenommen das wäre falsch, also vP (u) < 0 für ein P ∈ S. Dann hätten wir wegen
vP (ai) ≥ 0

vP (un) = nvP (u) < vP (aiu
i) für i = 0, . . . n− 1.

Mit der starken Dreiecksungleichung erhält man einen Widerspruch zu (4.5).

¤

Satz 4.3.5 Sei R ein Unterring von F/K und

S(R) := {P ∈ PF : R ⊆ OP}.

Dann gilt:

(a) ∅ 6= S(R) ⊂ PF .

(b) icF (R) = OS(R).

Beweis: (a) Da R kein Körper ist, gibt es ein nichttriviales Ideal I ⊂ R und nach
Satz 2.1.19 existiert eine Stelle P ∈ PF mit I ⊆ P und R ⊆ OP . Daraus folgt S(R) 6= ∅.
Betrachten wie andererseits ein Element x ∈ R welches transzendent über K ist. Jede
Polstelle von x liegt nicht in S(R), also gilt S(R) 6= PF .

(b) icF (R) ⊆ OS(R) ist klar. Wir zeigen die umgekehrte Inklusion.
Behauptung: Sei z ∈ OS(R). Dann gilt

z−1 ·R[z−1] = R[z−1]. (4.6)

Angenommen die Behauptung wäre falsch, dann wäre z−1 ·R[z−1] ein echtes Ideal von
R[z−1]. Nach Satz 2.1.19 können wir eine Stelle Q ∈ PF finden mit

R[z−1] ⊆ OQ und z−1 ∈ Q.

Es folgt Q ∈ S(R) und z /∈ OQ. Widerspruch!

Nach (4.6) haben wir eine Darstellung der Eins

1 = z−1 ·
s∑
i=0

ai(z
−1)i (4.7)

mit a0, . . . , as ∈ R. Multipliziert man (4.7) mit zs+1, so erhält man eine Ganzheitsglei-
chung für z über R.

¤
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Korollar 4.3.6 Ein Unterring R von F/K mit Quotientenkörper F ist ganz abge-
schlossen genau dann, wenn R ein Holomorphiering ist.

Proposition 4.3.7 Sei OS ein Holomorphiering von F/K. Dann existiert ein einein-
deutiger Zusammenhang zwischen S und der Menge von maximalen Idealen von OS,
gegeben durch

P 7→MP := P ∩ OS (für P ∈ S).

Darüber hinaus ist die Abbildung

ϕ :

{ OS/MP → FP = OP/P
x+MP 7→ x+ P

ein Isomorphismus.

Beweis: Betrachten wir für ein P ∈ S den Ringhomomorphismus

Φ :

{ OS → FP
x 7→ x+ P.

Behauptung: Φ ist surjektiv.

Sei z + P ∈ FP mit z ∈ OP . Nach dem starken Approximationssatz existiert ein
x ∈ F mit

vP (x− z) > 0 und vQ(x) ≥ 0 für alle Q ∈ S \ {P}.
x liegt also in OS und Φ(x) = z + P . Das beweist die Behauptung.

Der Kern von Φ ist MP , also ist ϕ ein Isomorphismus. Da FP ein Körper ist, ist MP

ein maximales Ideal von OS. Mit Hilfe des starken Approximationssatzes kann man
wie oben zeigen, dass MP 6= MQ für P 6= Q aus S.

Zu zeigen bleibt, dass jedes maximale Ideal von OS als P ∩ OS geschrieben werden
kann für ein P ∈ S. Sei also M ein maximales Ideal. Nach Satz 2.1.19 existiert eine
Stelle P ∈ PF mit

M ⊆ P und OS ⊆ OP .

Es gilt also P ∈ S. Da M ⊆ P ∩ OS und M maximales Ideal ist, folgt M = P ∩ OS.

¤

Definition 4.3.8 Ein Ring R heißt Dedekindring, falls er

(i) noethersch,

(ii) ganz abgeschlossen, und

(ii) von Dimension 1 ist, d.h. jedes Primideal von R ist maximal.
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Lemma 4.3.9 Sei ∅ 6= S ⊂ P. Dann ist OS ein Dedekindring.

Beweis: OS ist ganz abgeschlossen wegen Korollar 4.3.6. Wir zeigen, dass die Loka-
lisierung bezüglich eines maximalen Ideals ein diskreter Bewertungsring ist. Sei ein
maximales Ideal MP = P ∩ OS gegeben mit P ∈ S. Wir zeigen

(OS \MP )−1OS = OP . (4.8)

Sei z/u ∈ (OS \ MP )−1OS. Dann gilt vP (z/u) = vP (z) − vP (u) = vP (z) ≥ 0, also
z/u ∈ OP . Sei umgekehrt x ∈ OP . Nach dem starken Approximationssatz existiert ein
u ∈ F mit vP (u) = 0 und vQ(u) ≥ max{0,−vQ(x)} für alle Q ∈ S\{P}. Dann gilt aber
u /∈ P , vP (xu) = vP (x) ≥ 0, also xu ∈ OP und damit x = (xu)/u ∈ (OS \MP )−1OS.
Das beweist (4.8).

Sei nun 0 6= I ⊂ OS ein Primideal. Dann existiert ein P ∈ S mit I ⊆ MP nach
Satz 4.3.7. Es gilt

(OS \MP )−1OS ⊆ (OS \ I)−1OS, (4.9)

und da (OS \MP )−1 ein Bewertungsring, und daher ein maximaler Unterring von F/K
ist, gilt Gleichheit in (4.9). Daraus folgt I = MP .

Zu zeigen bleibt, dass OS noethersch ist. Das folgt unmittelbar aus Lemma 9.4 in [9],
und der Tatsache, dass jedes Element in F \ {0} nur endlich viele Nullstellen besitzt.

¤
Abschließend noch eine Proposition, die dem Leser, der mit Dedekindringen oder Rie-
mannschen Flächen vertraut ist, nicht überraschend erscheinen wird:

Proposition 4.3.10 Sei S ⊆ PF eine nichtleere endliche Menge von Stellen von F/K.
Dann ist OS ein Hauptidealring.

Beweis: Sei S = {P1, . . . , Ps} und {0} 6= I ⊆ OS ein Ideal von OS. Für i = 1, . . . , s
wählen wir xi ∈ I mit

vPi
(xi) =: ni ≤ vPi

(u) für alle u ∈ I.
Nach dem Approximationssatz können wir zi ∈ F finden mit

vPi
(zi) = 0 und vPj

(zi) > nj für alle j 6= i.

Offensichtlich ist zi ∈ OS, also gilt x :=
∑s

i=1 xizi ∈ I. Nach der starken Dreiecks-
ungleichung gilt vPi

(x) = ni für i = 1, . . . , s. Wir wollen zeigen, dass I ⊆ xOS. Die
umgekehrte Inklusion ist ja trivial, da x ∈ I. Betrachten wir ein Element z ∈ I. Setze
y := x−1z, dann gilt

vPi
(y) = vPi

(z)− ni ≥ 0 für i = 1, . . . , s.

Also gilt y ∈ OS und damit z ∈ xOS.

¤
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4.4 Lokale Ganzheitsbasen

In diesem Abschnitt wollen wir den Begiff der lokalen Ganzheitsbasis einführen. Wir
verwenden hier einige Eigenschaften der Spurabbildung, sie können in jedem Algebra-
buch nachgelesen werden (z.B. in [27]). Der (einfache) Beweis des folgenden Lemmas
findet sich in [27].

Lemma 4.4.1 Sei TrF ′/F die Spurabbildung der Erweiterung F ′/F , R ein ganz abge-
schlossener Unterring von F/K mit Q(R) = F , und z ∈ icF ′(R). Dann gilt TrF ′/F (z) ∈
R.

Satz 4.4.2 Sei R ein ganz abgeschlossener Unterring von F/K mit Quotientenkörper
F und F ′/K ′ eine endliche, separable Erweiterung von Grad n. Sei R′ = icF ′(R). Dann
gilt:

(a) Für jede Basis {x1, . . . , xn} von F ′/F existieren Elemente ai ∈ R \ {0} mit
a1x1, . . . , anxn ∈ R′. Es gibt also Basen von F ′/F , die in R′ enthalten sind.

(b) Sei {z1, . . . , zn} ⊆ R′ eine Basis von F ′/F und {z∗1 , . . . , z∗n} die duale Basis
bezüglich der Spurabbildung der Erweiterung F ′/F . Dann gilt

n∑
i=1

Rzi ⊆ R′ ⊆
n∑
i=1

Rz∗i .

(c) Sei R zusätzlich ein Hauptidealring. Dann existiert eine Basis {u1, . . . , un} von
F ′/F mit

R′ =
n∑
i=1

Rui.

Beweis: (a) ist ein bekanntes Resultat aus der algebraischen Zahlentheorie (siehe z.B.
[27], Kapitel VII, Prop. 1.1).

(b) Jedes z ∈ F ′ kann dargestellt werden als

z = e1z
∗
1 + · · ·+ enz

∗
n mit ei ∈ F.

Falls z ∈ R′ ist, dann ist zzj ∈ R′ für j = 1, . . . , n, und daher gilt TrF ′/F (zzj) ∈ R
wegen Lemma 4.4.1. Es gilt

TrF ′/F (zzj) = TrF ′/F

(
n∑
i=1

eizjz
∗
i

)
= ej,

also ej ∈ R, daher gilt R′ ⊆ ∑n
i=1Rz

∗
i .
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(c) Wähle eine Basis {w1, . . . , wn} von F ′/F mit R′ ⊆ ∑n
i=1Rwi (nach (b) ist das

möglich). Setzen wir für 1 ≤ k ≤ n

Rk := R′ ∩
k∑
i=1

Rwi.

Wir konstuieren induktiv u1, . . . , un mit Rk =
∑n

i=1Rui.
Sei k = 1. Dann ist R1 = R′ ∩Rw1. Wir setzen

I1 := {a ∈ F : aw1 ∈ R′}.
Da R′ ⊆ ∑n

i=1Rwi, gilt I1 ⊆ R. I1 ist sogar ein Ideal von R, also gilt I = a1R für ein
a1 ∈ R. Setzen wir u1 := a1w1, so erhalten wir R1 = Ru1.

Sei k ≥ 2 und u1, . . . , uk−1 mit Rk−1 =
∑k−1

i=1 Rui. Sei

Ik := {a ∈ F : es existieren b1, . . . , bk−1 ∈ R
mit b1w1 + . . . bk−1wk−1 + awk ∈ R′}.

Ik ist ein Ideal von R, also Ik = akR. Wähle uk ∈ R′ mit

uk = c1w1 + · · ·+ ck−1wk−1 + akwk.

Klarerweise gilt Rk ⊇
∑k

i=1Rui. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wählen wir
ein w ∈ Rk, also

w = d1w1 + · · ·+ dkwk mit di ∈ R.
Dann gilt dk ∈ Ik, also dk = dak mit d ∈ R und

w − dak ∈ R′ ∩
k−1∑
i=1

Rwi = Rk−1 =
k−1∑
i=1

Rui.

Also gilt w ∈ ∑k
i=1Rui. Wir haben gezeigt, dass R′ =

∑n
i=1Rui. Da nach (a) eine Basis

von F ′/F existiert, die in R′ liegt, sind die Elemente u1, . . . , un linear unabhängig über
F und damit bilden sie eine Basis von F ′/F .

¤
Korollar 4.4.3 Sei F ′/F eine endliche, separable Erweiterung von F/K und P ∈ PF .
Sei O′

P := icF ′(OP ). Dann gilt

O′
P =

⋂

P ′|P
OP ′ .

Es existiert eine Basis {u1, . . . , un} von F ′/F mit

O′
P =

n∑
i=1

OP · ui.

Eine solche Basis heißt Ganzheitsbasis von O′
P über OP (oder auch lokale Ganz-

heitsbasis von F ′/F für die Stelle P ).
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Beweis: Wenn man sich den Beweis von Satz 4.3.5 ansieht, dann merkt man, dass
nirgends verwendet wird, dass K der volle Konstantenkörper ist. Wir betrachten also
den Funktionenkörper F ′/K und wenden Satz 4.3.5 an. Daraus folgt die erste Behaup-
tung. Die zweite ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz 4.4.2 (c), weil OP ein
Hauptidealring ist.

¤

Das folgende Korollar zeigt, dass lokale Ganzheitsbasen nicht nur existieren, sondern
dass jede Basis fast überall eine lokale Ganzheitsbasis ist.

Korollar 4.4.4 Sei F/K ein Funktionenkörper, F ′/F eine endliche, separable Erwei-
terung und {z1, . . . , zn} irgendeine Basis von F ′/F . Dann ist {z1, . . . , zn} eine lokale
Ganzheitsbasis für fast alle P ∈ PF .

Beweis: Betrachten wir die duale Basis {z∗1 , . . . , z∗n}. Die Menge der Koeffizienten der
Minimalpolynome von z1, . . . , zn, z

∗
1 , . . . z

∗
n ist endlich. Sei S ⊆ PF die Menge aller Pole

dieser Koeffizienten. Dann ist S endlich und für P /∈ S gilt

z1, . . . , zn, z
∗
1 , . . . , z

∗
n ∈ O′

P ,

mit O′
P = icF ′(OP ). Also gilt

n∑
i=1

OP zi ⊆ O′
P ⊆

n∑
i=1

OP z
∗
i ⊆ O′

P ⊆
n∑
i=1

OP zi

wegen Satz 4.4.2 (b) und der Tatsache, dass {z1, . . . , zn} die Dualbasis von {z∗1 , . . . z∗n}
ist.

¤

An dieser Stelle erwähnen wir noch einen Zusatz zum Satz von Kummer. Da dieses
Resultat im Folgenden nicht benötigt wird, verzichten wir auf den Beweis (siehe [38]
Kaptitel III.3).

Satz 4.4.5 Voraussetzungen wie in Satz 4.2.6. Gelte weiters, dass {1, y, . . . , yn−1} eine
lokale Ganzheitsbasis bei P ist. Dann sind P1, . . . , Pr wie in Satz 4.2.6 (b) die einzigen
Stellen, die über P liegen, und es gilt

ConF ′/F (P ) =
r∑
i=1

εiPi.

Ausserdem ist F ′Pi
isomorph zu F [T ]/(γi(T )), also gilt f(Pi|P ) = deg(γi(T )).
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4.5 Die Cospur

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur endliche, seperable Erweiterungen F ′/K ′ von
F/K. Wir wollen jedem Weil Differential von F/K ein Weil Differential von F ′/K ′

zuordnen. Damit werden wir eine sehr nützliche Formel für das Geschlecht von F ′

herleiten, die Hurwitzsche Geschlechtsformel. Zuerst müssen wir aber noch den Begriff
der Differente einführen. Da die Erweiterung F ′/F separabel ist, ist die Spurabbildung
nicht identisch Null.

Definition 4.5.1 Für P ∈ PF , sei wie zuvor O′
P = icF ′(OP ). Dann heißt die Menge

CP := {z ∈ F : TrF ′/F (z · O′
P ) ⊆ OP}

Komplementärmodul über OP .

Proposition 4.5.2 Es gilt

(a) CP ist ein O′
P -Modul, und O′

P ⊆ CP .

(b) Sei {z1, . . . , zn} eine Ganzheitsbasis von von O′
P über OP . Dann gilt

CP =
n∑
i=1

OP · z∗i .

(c) Es existiert ein Element t ∈ F ′ (abhängig von P ) mit CP = t · O′
P . Für dieses

Element gilt
vP ′(t) ≤ 0 für alle P ′|P,

und für t′ ∈ F ′ gilt

CP = t′ · O′
P ⇔ vP ′(t

′) = vP ′(t) für alle P ′|P.

(d) CP = O′
P für fast alle P ∈ PF .

Beweis: (a) folgt unmittelbar aus Lemma 4.4.1.

(b) Betrachten wir zuerst ein Element z ∈ CP . Da {z∗1 , . . . , z∗n} eine Basis von F ′/F
ist, gibt es x1, . . . , xn ∈ F mit z =

∑n
i=1 xiz

∗
i . Da z ∈ CP und z1, . . . , zn ∈ O′

P , gilt
xj = TrF ′/F (zzj) ∈ OP für 1 ≤ j ≤ n. Es gilt also z ∈ ∑n

i=1OP z
∗
i .

Sei umgekehrt z ∈ ∑n
i=1OP z

∗
i und u ∈ O′

P . Schreiben wir z =
∑n

i=1 xiz
∗
i und u =∑n

j=1 yjzj mit xi, yj ∈ OP . Dann gilt
∑n

i=1 xiyi = TrF ′/F (zu) ∈ OP , also z ∈ CP .

(c) Nach (b) wissen wir, dass CP =
∑n

i=1OPui mit gewissen ui ∈ F ′. Wählen wir
ein x ∈ F mit

vP (x) ≥ 0 und vP (x) ≥ −vP ′(ui)
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für alle P ′|P und i = 1, . . . , n. Daraus folgt sofort x · CP ⊆ O′
P . Wie man leicht sieht,

ist x · CP ein Ideal von O′
P und nach Proposition 4.3.10 ein Hauptideal. Es gilt also

x · CP = y · O′
P . Setzen wir t := x−1y, so erhalten wir CP = t · O′

P . Da O′
P ⊆ CP , gilt

vP ′(t) ≤ 0 für alle P ′|P . Schlussendlich haben wir

t · O′
P = t′ · O′

P

⇔ tt′−1 ∈ O′
P und t−1t′ ∈ O′

P

⇔ vP ′(tt
′−1) ≥ 0 und vP ′(t

−1t′) ≥ 0 für alle P ′|P

⇔ vP ′(t) = vP ′(t
′) für alle P ′|P.

(d) Sei {z1, . . . , zn} eine Basis von F ′/F . {z1, . . . , zn} und {z∗1 , . . . , z∗n} sind für fast alle
P eine lokale Ganzheitsbasis. Aus (b) folgt dann, dass CP = O′

P für fast alle P .

¤

Definition 4.5.3 Betrachten wir eine Stelle P ∈ PF und den ganzen Abschluss O′
P in

F ′. Sei CP = t · O′
P der Komplementärmodul über OP . Dann definieren wir für P ′|P

den Differentenexponenten von P ′ über P durch

d(P ′|P ) := −vP ′(t).

Nach der obigen Proposition macht diese Definition Sinn und es gilt d(P ′|P ) ≥ 0.
Weiters gilt, da CP = 1 · O′

P für fast alle P , dass d(P ′|P ) = 0 ist, für fast alle P ∈ PF
und P ′|P . Wir können daher den Divisor

Diff(F ′/F ) :=
∑

P∈PF

∑

P ′|P
d(P ′|P ) · P ′

definieren. Dieser Divisor heißt Differente von F ′/F .

Lemma 4.5.4 Für z ∈ F ′ gilt

z ∈ CP ⇔ vP ′(z) ≥ −d(P ′|P ) für alle P ′|P.

Ausserdem gilt Diff(F ′/F ) ≥ 0.

Beweis: Diff(F ′/F ) ≥ 0 ist klar. Aus CP = t · ⋂
P ′|P OP ′ folgt sofort die andere

Behauptung.

¤
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Definition 4.5.5 Sei

AF ′/F := {α ∈ AF ′ : αP ′ = αQ′ falls P ′ ∩ F = Q′ ∩ F}.
Wir dehnen die Spurabbildung TrF ′/F auf eine Abbildung AF ′/F → AF aus, vermöge

(TrF ′/F (α))P := TrF ′/F (αP ′) für α ∈ AF ′/F ,

wobei P ′|P gilt.
Für einen Divisor A′ ∈ DF ′, setzen wir

AF ′/F (A′) := AF ′(A
′) ∩ AF ′/F .

Dass TrF ′/F : AF ′/F → AF wohldefiniert ist, zeigt das folgende Lemma:

Lemma 4.5.6 TrF ′/F (α) ∈ AF für α ∈ AF ′/F . Die Spur eines Hauptadeles von z ∈ F ′
ist das Hauptadele von TrF ′/F (z).

Beweis: Es gilt αP ′ ∈ OP ′ für fast alle P ′ ∈ PF ′ . Da ja der ganze Abschluss von OP

gleich
⋂
P ′|P OP ′ ist, gilt TrF ′/F (αP ′) ∈ OP für fast alle P ∈ PF , also erhalten wir ein

Adele von F/K. Die zweite Aussage ist trivial.

¤

Wir sind nun in der Lage, jedem Weil Differential auf F/K ein spezielles Weil
Differential auf F ′/K ′ zuordnen zu können, die sogenannte Cospur.

Satz 4.5.7 Für jedes Weil Differential ω auf F/K existiert ein eindeutig bestimmtes
Weil Differential ω′ auf F ′/K ′ mit

TrK′/K(ω′(α)) = ω(TrF ′/F (α)) (4.10)

für alle α ∈ AF ′/F . Dieses Weil Differential heißt Cospur von ω in F ′/F , und wird
mit CotrF ′/F (ω) bezeichnet. Falls ω 6= 0 und (ω) ∈ DF der Divisor von ω ist, dann gilt

(CotrF ′/F (ω)) = ConF ′/F ((ω)) +Diff(F ′/F ). (4.11)

Um diesen Satz beweisen zu können, benötigen wir zwei Lemmata:

Lemma 4.5.8 Für jedes C ′ ∈ DF ′ gilt AF ′ = AF ′/F +AF ′(C
′).

Beweis: Sei α = (αP ′)P ′∈PF ′ ein Adele von F ′. Nach dem Approximationssatz existiert
für alle P ∈ PF ein Element xP ∈ F ′ mit

vP ′(αP ′ − xP ) ≥ −v′P (C ′) für alle P ′|P.
Setzen wir nun β = (βP ′)P ′∈PF ′ mit βP ′ := xP für P ′|P . Dann gilt β ∈ AF ′/F und
α− β ∈ AF ′(C

′) und daher α ∈ AF ′/F +AF ′(C
′).
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¤

Lemma 4.5.9 (Liftungslemma) Sei M/L eine endliche, seperable Körpererweiterung,
V ein M-Vektorraum und µ : V → L eine L-lineare Abbildung. Dann existiert eine
eindeutig bestimmte M-lineare Abbildung µ′ : V →M mit TrM/L ◦ µ′ = µ.

V

µ′

²²

µ

ÂÂ@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

M
TrM/L // L

Beweis: Betrachten wir den Raum M∗ der L-Linearformen auf M . Dann ist M∗ ein
eindimensionaler M -Vektorraum, wenn man (z · λ)(w) := λ(z ·w) definiert. Definieren
wir für v ∈ V die Abbildung λv : M → L durch λv(a) := µ(av). Diese Abbildung ist
L-linear, es existiert also ein Element zv ∈ M mit λv = zv · TrM/L. Man prüft leicht
nach, dass µ′(v) := zv das Gewünschte leistet.

¤

Nun können wir uns an den Beweis von Satz 4.5.7 machen.

Beweis von Satz 4.5.7: Sei

W ′ := ConF ′/F ((ω)) +Diff(F ′/F ).

Nach Lemma 4.5.8 gilt AF ′ = AF ′/F +AF ′(W
′).

AF ′

ω′

²²

IdAF ′/F
+0

//

ω2

**

AF ′/F
TrF ′/F //

ω1

!!CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
AF

ω

²²
K ′

TrK′/K // K

Die Strategie des Beweises ist nach der Graphik klar. Man muss nur noch nachrechnen,
dass man damit auch wirklich Weil Differentiale erhält und dass die Gleichung (4.11)
gilt.

Schritt 1: Wir definieren ω1 in naheliegender Weise Als ω1 = ω ◦ TrF ′/F . Dann gilt:

(a1) ω1(α) = 0 für α ∈ AF ′/F (W ′) + F ′.
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(b1) Sei B′ ∈ DF ′ mit B′ 6≤ W ′. Dann existiert ein β ∈ AF ′/F (B′) mit ω1(β) 6= 0.

Beweis von Schritt 1: (a1): ω1 verschwindet klarerweise auf F ′, da ω auf F verschwindet.
Um zu beweisen, dass ω1(α) = 0 für alle α ∈ AF ′(W

′), genügt es zu zeigen, dass für
alle P ∈ PF und alle P ′|P gilt, dass

vP (TrF ′/F (αP ′)) ≥ −vP (ω). (4.12)

Wählen wir ein Element x ∈ F mit vP (x) = vP (ω). Dann gilt

vP ′(xαP ′) = vP ′(x) + vP ′(αP ′) ≥ e(P ′|P )vP (ω)− vP ′(W
′)

= vP ′(ConF ′/F ((ω))−W ′) = −vP ′(Diff(F ′/F )) = −d(P ′|P ).

Daher gilt xαP ′ ∈ CP und daher vP (TrF ′/F (xαP ′)) ≥ 0. Es gilt TrF ′/F (xαP ′) =
x · TrF ′/F (αP ′) und vP (x) = vP (ω) und daraus folgt (4.12).

(b1): Wir haben also einen Divisor B′ gegeben mit B′ 6≤ W ′. Daher existiert eine
Stelle P0 ∈ PF mit

vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′) < −d(P ∗|P0) (4.13)

für ein P ∗|P0. Betrachten wir die Menge

J := {z ∈ F ′ : vP ∗(z) ≥ vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′) für alle P ∗|P0}.

Nach dem Approximationssatz existiert ein Element u ∈ J mit

vP ∗(u) = vP ∗(ConF ′/F ((ω))−B′) für alle P ∗|P0.

Nach Lemma 4.5.4 liegt u nicht in CP0 . Da J · O′
P0
⊆ J , haben wir

TrF ′/F (J) * OP0 . (4.14)

Wählen wir nun ein t ∈ F mit vP0(t) = 1. Nach der Definition von J existiert ein r ≥ 0
mit tr · J ⊆ O′

P0
, also gilt

tr · TrF ′/F (J) = TrF ′/F (tr · J) ⊆ OP0 .

tr · TrF ′/F (J) ist ein Ideal von OP0 , also gibt es ein s ≥ 0 mit tr · TrF ′/F (J) = ts · OP0 .
Wir haben also TrF ′/F (J) = tm · OP0 für ein m ∈ Z. Wegen (4.14) gilt m ≤ −1, daher
gilt

t−1 · OP0 ⊆ TrF ′/F (J). (4.15)

Nach Proposition 2.9.3 (a) können wir ein Element x ∈ F finden mit

vP0(x) = −vP0(ω)− 1 und ωP0(x) 6= 0. (4.16)
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Wir wählen y ∈ F mit vP0(y) = vP0(ω), also xy ∈ t−1 · OP0 . Nach (4.15) gibt es ein
z ∈ J mit TrF ′/F (z) = xy. Wir definieren uns ein Adele β ∈ AF ′/F durch

βP ′ :=

{
0 für P ′ - P0

y−1z für P ′|P0

Aus der Definition von J folgt für P ′|P0

vP ′(β) = −vP ′(y) + vP ′(z)

≥ −vP ′(ConF ′/F ((ω))) + vP ′(ConF ′/F ((ω))−B′)

= −vP ′(B′).

Also gilt β ∈ AF ′/F (B′). Ausserdem haben wir ω1(β) = ω(TrF ′/F (β)) = ωP0(x) 6= 0
wegen (4.16). Das beweist (b1).

Schritt 2: Wir definieren ω2 : AF ′ → K wie folgt. Für α ∈ AF ′ existieren nach
Lemma 4.5.8 Adele β ∈ AF ′/F und γ ∈ AF ′(W

′) mit α = β + γ. Wir setzen

ω2(α) := ω1(β).

ω2 ist damit wohldefiniert; sei α = β1 + γ1 eine andere Darstellung, so gilt

β1 − β = γ − γ1 ∈ AF ′/F ∩ AF ′(W
′) = AF ′/F (W ′).

Nach (a1) gilt also ω1(β) − ω1(β1) = 0. Das einzige Problem ist jetzt noch, dass K ′

nicht gleich K ist. Dazu haben wir das Liftungslemma:

Schritt 3: Nach dem Liftungslemma gibt es eine K ′-lineare Abbildung ω′ : AF ′ → K ′

mit TrK′/K ◦ ω′ = ω2. Daraus folgt unmittelbar (4.10). Zu zeigen bleibt noch:

(a3) ω
′(α) = 0 für α ∈ AF ′/F (W ′) + F ′.

(b3) Sei B′ ∈ DF ′ nicht kleiner als W ′, dann existiert ein Adele β ∈ AF ′(B
′) mit

ω′(β) 6= 0.

Ad (a3): Da ω′ K ′-linear ist, ist das Bild von AF ′(W
′)+F ′ entweder 0 oder ganz K ′. In

letzterem Fall gibt ein ein α ∈ AF ′(W
′) mit TrK′/K(ω′(α)) 6= 0, da die Spurabbildung

TrK′/K nicht verschwindet. Damit gilt aber ω2(α) 6= 0 und das ist ein Widerspruch.

Ad (b3): Wir wissen schon nach Schritt 2, dass ein β ∈ AF ′(B
′) existiert mit ω2(β) 6= 0.

Also gilt TrK′/K(ω′(β)) 6= 0 und das zeigt die Behauptung.

Damit haben wir die Existenz von ω′ gezeigt. Es bleibt noch die Eindeutigkeit:
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Nehmen wir also an, wir hätten ein ω∗ ∈ ΩF ′ mit der Eigenschaft (4.10). Setzen wir
ν := ω∗ − ω′, so erhalten wir

TrK′/K(ν(α)) = 0 für alle α ∈ AF ′/F . (4.17)

Da ν ein Weil Differential ist, existiert ein Divisor C ′ ∈ DF ′ mit der Eigeschaft, dass ν
auf AF ′(C

′) verschwindet. Aus Lemma 4.5.8 folgt TrK′/K(ν(α)) = 0 für alle α ∈ AF ′ .
Daraus folgt ν = 0, also ω∗ = ω′.

¤
Wir beweisen noch einige Eigenschaften der Cospur.

Proposition 4.5.10

(a) Seien ω, ω1 und ω2 Weil Differentiale von F/K und sei x ∈ F . Dann gilt

CotrF ′/F (ω1 + ω2) = CotrF ′/F (ω1) + CotrF ′/F (ω2)

und
CotrF ′/F (xω) = xCotrF ′/F (ω).

(b) Sei F ′′/F ′ eine weitere endliche, seperable Erweiterung. Dann gilt

CotrF ′′/F (ω) = CotrF ′′/F ′(CotrF ′/F (ω))

für jedes ω ∈ ΩF .

Beweis: Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 4.5.7 genügt es zu zeigen, dass die
der Gleichung (4.10) entsprechenden Relationen erfüllt sind. Das rechnet man aber
unmittelbar nach.

¤

Korollar 4.5.11 Sei ein Turm F ′′ ⊇ F ′ ⊇ F von endlichen, seperablen Funktio-
nenkörpererweiterungen gegeben. Dann gilt:

(a) Diff(F ′′/F ) = ConF ′′/F ′(Diff(F ′/F )) +Diff(F ′′/F ′).

(b) d(P ′′|P ) = e(P ′′|P ′)d(P ′|P ) + d(P ′′|P ′), falls P ′′|P ′|P .

Beweis: (b) ist nur eine Umformulierung von (a). Wir beweisen also nur (a):

Wählen wir ein Weil Differential ω ∈ ΩF \ {0}. Dann gilt

(CotrF ′′/F (ω)) = ConF ′′/F ((ω)) +Diff(F ′′/F ).

Andererseits gilt
(CotrF ′′/F (ω)) = (CotrF ′′/F ′(CotrF ′/F (ω)))

= ConF ′′/F ((ω)) + ConF ′′/F ′(Diff(F ′/F )) +Diff(F ′′/F ′).

Hier haben wir die Transitivität der Conorm benützt. Vergleicht man die beiden Dar-
stellungen von (CotrF ′′/F (ω)), so erhält man die Behauptung.



4.6. DIE DIFFERENTE 85

¤

Wir zeigen noch eine sehr wichtige Folgerung aus Satz 4.5.7, die Hurwitzsche Ge-
schlechtsformel:

Satz 4.5.12 Sei F/K ein Funktionenkörper vom Geschlecht g und F ′/F eine endliche,
seperable Erweiterung. Sei K ′ der Konstantenkörper von F ′ und g′ das Geschlecht von
F ′/K ′. Dann gilt

2g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g − 2) + deg(Diff(F ′/F )).

Beweis: Wählen wir ein Weil Differential ω 6= 0 auf F/K. Nach Satz 4.5.7 gilt

(CotrF ′/F (ω)) = ConF ′/F ((ω)) +Diff(F ′/F ).

Der Grad eines kanonischen Divisors in F/K bzw. F ′/K ′ ist 2g − 2 bzw. 2g′ − 2, also
haben wir

2g′ − 2 = deg(ConF ′/F ((ω))) + deg(Diff(F ′/F ))

=
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g − 2) + deg(Diff(F ′/F ))

wegen Korollar 4.2.4.

¤

4.6 Die Differente

Wir haben nun mit der Hurwitzschen Geschlechtsformel ein gutes Werkzeug zur Hand,
um das Geschlecht einer endlichen, seperablen Erweiterung zu bestimmen. Etwas fehlt
uns dabei aber noch: Wir haben bisher keine Methode kennengelernt, wie man die
Differente explizit berechnet. Diesem Problem widmet sich dieser Abschnitt.

Wir beginnen mit dem zentralen Resultat dieses Abschnitts, der Dedekindschen Dif-
ferentenformel.

Satz 4.6.1 Es gilt für alle P ′|P :

(a) d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P )− 1.

(b) d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1 genau dann, wenn char(K) - e(P ′|P )
(z.B. wenn char(K) = 0).

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir Einiges an Vorarbeit:
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Lemma 4.6.2 Sei F ∗/F eine algebraische Funktionenekörpererweiterung, P ∈ PF und
P ∗ ∈ PF ∗ mit P ∗|P . Betrachten wir einen Automorphismus σ von F ∗/F . Dann ist
σ(P ∗) := {σ(z) : z ∈ P ∗} eine Stelle von F ∗ und es gilt

(a) vσ(P ∗)(y) = vP ∗(σ
−1(y)) für alle y ∈ F ∗.

(b) σ(P ∗)|P .

(c) e(σ(P ∗)|P ) = e(P ∗|P ) und f(σ(P ∗)|P ) = f(P ∗|P ).

Beweis: σ(OP ∗) ist klarerweise ein Bewertungsring von F ′/K ′ und σ(P ∗) sein maxi-
males Ideal. Ist t∗ ein primitives Element von P ∗, so ist σ(t∗) ein primes Element von
σ(P ∗).

(a) Sei 0 6= y ∈ F ∗ und y = σ(z). Schreiben wir z = (t∗)r · u mit u ∈ (OP∗)∗,
dann ist σ(u) ∈ (Oσ(P ∗))

∗ und y = σ(t∗)r · σ(u), also ist vP ∗(z) = vσ(P ∗)(y).

(b) klar, da σ(P ) = P .

(c) Die Aussage über die Verzweigungsindizes ist klar. Jeder Automorphismus σ in-
duziert einen Isomorphismus σ : F ∗P ∗ → F ∗σ(P ∗), vermöge

σ(z + P ∗) := σ(z) + σ(P ∗).

Daraus folgt die Aussage über die relativen Grade.

¤

Nun sind wir in der Lage Satz 4.6.1 (a) zu zeigen:

Beweis von Satz 4.6.1 (a): Wir müssen zeigen, dass

TrF ′/F (t · O′
P ) ⊆ OP (4.18)

für alle t ∈ F ′ mit
vP ′(t) = 1− e(P ′|P ) für alle P ′|P. (4.19)

Betrachten wir eine endliche Galoiserweiterung F ∗ von F mit F ⊆ F ′ ⊆ F ∗. Wählen
wir nun n := [F ′ : F ] Automorphismen σ1, . . . , σn von F ∗/F die, auf F ′ eingeschränkt,
paarweise verschieden sind. Wir haben für z ∈ O′

P

TrF ′/F (t · z) =
n∑
i=1

σi(t · z). (4.20)

Sei P ∗ irgendeine Stelle von F ∗, die über P liegt und setzen wir P ∗i := σ−1
i (P ∗) und

P ′i := P ∗i ∩F ′. σi(z) ist ganz über OP , da z ∈ O′
P . Also gilt vP ∗(σi(z)) ≥ 0. Wir erhalten

vP ∗(σi(t · z)) = vP ∗(σi(t)) + vP ∗(σi(z))
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≥ vP ∗(σi(t)) = vP ∗i (t)

= e(P ∗i |P ′i )(1− e(P ′i |P ))

> −e(P ∗i |P ′i )e(P ′i |P ) = −e(P ∗i |P )

= −e(P ∗|P ).

Wir haben das vorige Lemma und die Voraussetzung (4.19) benützt. Nun sehen wir
mit (4.20)

−e(P ∗|P ) < vP ∗(TrF ′/F (t · z)) = e(P ∗|P ) · vP (TrF ′/F (t · z)).
Daher gilt vP (TrF ′/F (t · z)) ≥ 0 und (4.18) folgt.

¤

Um Satz 4.6.1 (b) beweisen zu können, brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 4.6.3 Sei P ∈ PP und seien P1, · · · , Pr ∈ PF ′ alle Erweiterungen von P in
F ′/F . Betrachten wir die Restklassenkörper k := OP/P bzw. ki := OPi

/Pi ⊇ k und
die dazugehörigen kanonischen Restklassenabbildungen π : OP → k bzw. πi : OPi

→ ki
(i=1,. . . ,r). Dann gilt für jedes u ∈ O′

P

π(TrF ′/F (u)) =
r∑
i=1

e(Pi|P ) · Trki/k(πi(u)).

Beweis von Satz 4.6.1 (b): Wir behalten die Notation von Lemma 4.6.3 bei und wir
schreiben abkürzend ei := e(Pi|P ). Sei P ′|P und e := (P ′|P ). Wir wollen zeigen, dass

d(P ′|P ) = e− 1 ⇔ char(K) - e. (4.21)

Wir zeigen zuerst die Implikation von Rechts nach Links. Gelte also char(K) - e.
Angenommen d(P ′|P ) ≥ e. Dann existiere ein w ∈ F ′ mit

vP ′(w) ≤ −e und TrF ′/F (w · O′
P ) ⊆ OP . (4.22)

Da K vollkommen ist, ist die Erweiterung k1/k separabel und wir können ein y0 ∈ OP ′

finden mit Trk1/k(π1(y0)) 6= 0. Nach dem Approximationssatz existiert ein Element
y ∈ F ′ mit

vP ′(y − y0) > 0

und
vPi

(y) ≥ max{1, ei + vPi
(w)} für 2 ≤ i ≤ r. (4.23)

Daraus folgt y ∈ O′
P , und nach Lemma 4.6.3 gilt

π(TrF ′/F (y)) = e · Trk1/k(π1(y)) +
r∑
i=2

ei · Trki/k(πi(y))
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= e · Trk1/k(π1(y)) 6= 0.

Hier verwenden wir, dass char(K) - e. Wir erhalten

vP (TrF ′/F (y)) = 0.

Wählen wir nun ein x ∈ F mit vP (x) = 1. Dann gilt

TrF ′/F (x−1y) = x−1 · TrF ′/F (y) /∈ OP . (4.24)

Andererseits gilt x−1yw−1 ∈ O′
P , da

vP ′(x
−1yw−1) = −e+ vP ′(y)− vP ′(w) ≥ 0

und

vPi
(x−1yw−1) = vPi

(y)− (ei + vPi
(w)) ≥ 0, i = 2, . . . , r,

nach (4.22) und (4.23). Also gilt x−1y ∈ w · O′
P und TrF ′/F (x−1y) ∈ OP nach (4.22),

was ein Widerspruch zu (4.24) ist. Wir haben damit also die Implikation von Rechts
nach Links gezeigt.

Wir zeigen noch die Implikation von Links nach Rechts von (4.21). Nehmen wir al-
so an char(K) | e und zeigen, dass dann d(P ′|P ) ≥ e. Wähle u ∈ F ′ mit

vP ′(u) = −e und vPi
(u) ≥ −ei + 1 (i = 2, . . . , r). (4.25)

Sei x ∈ F ein P -primes Element. Für jedes z ∈ O′
P gilt

vP ′(xuz) ≥ 0 und vPi
(xuz) > 0

für i = 2, . . . , r. Also ist xuz ∈ O′
P und nach Lemma 4.6.3 gilt

π(TrF ′/F (xuz)) = e · Trk1/k(π1(xuz)) +
r∑
i=2

ei · Trki/k(πi(xuz))

= e · Trk1/k(π1(xuz)) = 0.

Daraus folgern wir, dass x · TrF ′/F (uz) ∈ P = x · OP , also TrF ′/F (uz) ∈ OP für jedes
z ∈ O′

P . Das impliziert u ∈ CP und −e = vP ′(u) ≥ −d(P ′|P ) wegen (4.25).

¤

Beweis von Lemma 4.6.3: Wie man zeigen kann, gilt TrF ′/F (u) ist die Spur der F -
linearen Abbildung µ : F ′ → F ′, definiert durch µ(z) := u · z (siehe Appendix A in
[38], oder [1]).
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Sei t ein primes Element von P . Wir versehen V := O′
P/tO′

P mit einer k-Vekorraumstruktur
vermöge der Skalarmultiplikation

(x+ P ) · (z + tO′
P ) := xz + tO′

P (x ∈ OP , z ∈ O′
P ).

Wählen wir eine Ganzheitsbasis {z1, . . . , zn} von O′
P über OP , n = [F ′ : F ]. Dann ist

{z1 + tO′
P , . . . , zn + tO′

P} eine Basis von V über k, also gilt dimk(V ) = n. Definieren
wir eine k-lineare Abbildung µ : V → V durch

µ(z + tO′
P ) := u · z + tO′

P . (4.26)

Sei A = (aij) die Koordinatenmatrix von µ bezüglich {z1, . . . , zn}. Da u ∈ O′
P und

{z1, . . . , zn} Ganzheitsbasis ist, sind die Koeffizienten aij ∈ OP . A := (π(aij)) ist die
Koordinatenmatrix von µ bezüglich {z1 + tO′

P , . . . , zn + tO′
P}, und daher

π(TrF ′/F (u)) = π(Tr(A)) = Tr(A) = Tr(µ). (4.27)

Wir definieren für 1 ≤ i ≤ r die Faktorräume Vi := OPi
/P ei

i und die Abbildungen
µi : Vi → Vi durch

µi(z + P ei
i ) := u · z + P ei

i .

Wir versehen Vi in derselben Art wie V mit einer k-Vektorraumstruktur. Bezüglich
dieser Struktur sind die Abbildungen µi linear. Nun existiert ein kanonischer Isomor-
phismus

f : V →
r⊕
i=1

Vi,

gegeben durch
f(z + tO′

P ) := (z + P e1
1 , . . . , z + P er

r ).

Nach dem Approximationssatz ist f surjektiv. f ist auch injektiv: nehmen wir an
f(z + tO′

P ) = 0. Dann gilt vPi
(z) ≥ ei, also vPi

(z · t−1) ≥ 0 für i = 1, . . . , r. Das
impliziert z · t−1 ∈ O′

P , also z ∈ tO′
P (nur nebenbei bemerkt: Diese Isomorphie würde

auch aus der Zerlegung der Ideals P in Primideale im Dedekindring O′
P und dem

Chinesischen Restsatz folgen). Wir haben ein kommutatives Diagramm:

V
µ //

f

²²

V

f

²²⊕r
i=1 Vi

(µ1,...,µn) //
⊕r

i=1 Vi

Nach (4.27) gilt daher

π(TrF ′/F (u)) =
r∑
i=1

Tr(µi). (4.28)
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Wir müssen jetzt nur noch zeigen, dass

Tr(µi) = ei · Trki/k(πi(u)).

Betrachten wir die Kette von k-Unterräumen

Vi = V
(0)
i ⊇ V

(1)
i ⊇ · · · ⊇ V

(ei)
i = 0,

mit V
(j)
i := P j

i /P
ei
i ⊆ Vi. Diese Räume sind invariant unter µi, also induziert µi lineare

Abbildungen

σij :

{
V

(j)
i /V

(j+1)
i → V

(j)
i /V

(j+1)
i

[z + P ei
i ] 7→ [u · z + P ei

i ]
, j = 0, . . . , ei − 1.

[z + P ei
i ] bezeichnet dabei die Restklasse in V

(j)
i /V

(j+1)
i . Man sieht leicht, dass

Tr(µi) =

ei−1∑
j=0

Tr(σij). (4.29)

Wir wissen, dass
Trki/k(πi(u)) = Tr(γi) (4.30)

wobei γi die k-lineare Abbildung von ki auf ki ist, die durch γi(z + Pi) := u · z + Pi
definiert ist. Wir konstruieren nun für 1 ≤ j < ei−1 einen k-Vektorraumisomorphismus
h : ki → V

(j)
i /V

(j+1)
i , sodass das folgende Diagramm kommutiert:

ki
γi //

h

²²

ki

h

²²

V
(j)
i /V

(j+1)
i

σij // V
(j)
i /V

(j+1)
i

Aus diesem Diagramm folgt Tr(γi) = Tr(σij) und daraus folgt dann das Lemma aus
(4.29) und (4.30).

h ist wie folgt definiert: Sei ti ∈ F ′ ein primes Element von Pi. Dann definieren wir

h(z + Pi) :=
[
tjiz + P ei

i

]
.

Dass h wohldefiniert und ein Isomorphismus ist, rechnet man leicht nach.

¤

Wir können nun Verzweigungen genauer charakterisieren.
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Definition 4.6.4 Sei F ′/F eine algebraische Funktionenkörpererweiterung und P ∈
PF .

(a) Eine verzweigte Erweiterung P ′|P heißt zahm verzeigt, falls char(K) - e(P ′|P ).
Andernfalls heißt P ′|P wild verzweigt.

(b) P heißt verzweigt in F ′/F , falls ein P ′|P existiert, sodass P ′|P verzweigt ist.
andernfalls heißt P unverzweigt.

(c) Eine verzweigte Stelle P heißt zahm verzweigt, falls alle Erweiterungen P ′|P
zahm sind. Andernfalls heißt P wild verzweigt.

(d) P heißt total verzweigt, falls nur eine Stelle P ′ über P liegt und e(P ′|P ) =
[F ′ : F ] gilt.

(e) F ′/F heißt verzweigt, falls zumindest eine Stelle verzweigt ist.

(f) F ′/F heißt zahm, falls keine Stelle wild verzweigt ist.

Das nächste Korollar ist eine unmittelbare Folgerung aus der Dedekindschen Differen-
tenformel.

Korollar 4.6.5 Sei F ′/F eine endliche, separable Funktionenkörpererweiterung.

(a) Sei P ∈ PF und P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Dann ist P ′|P genau dann verzweigt, wenn
P ′ ≤ Diff(F ′/F ) gilt.
Falls P ′|P verzweigt ist, gilt

d(P ′|P ) = e(P ′|P )− 1 ⇔ P ′|P ist zahm verzweigt ,

d(P ′|P ) ≥ e(P ′|P ) ⇔ P ′|P ist wild verzweigt.

(b) Fast alle Stellen sind unverzweigt in F ′/F .

Es folgt noch ein nützliches Korollar aus der Dedekindschen Differentenformel und der
Hurwitzschen Geschlechtsformel.

Korollar 4.6.6 Sei F ′/F eine endliche, separable Funktionenkörpererweiterung mit
gleichem Konstantenkörper K. Sei g das Geschlecht von F/K und g′ das Geschlecht
von F ′/K. Dann gilt

(a)

2g′ − 2 ≥ [F ′ : F ](2g − 2) +
∑

P∈PF

∑

P ′|P
(e(P ′|P )− 1)deg(P ′).

(b)
g ≤ g′.
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Wir wollen uns noch eine andere Art überlegen, wie man die Differente abschätzen
kann.

Satz 4.6.7 Sei F ′ = F (y) eine endliche, separable Funktionenkörpererweiterung vom
Grad [F ′ : F ] =: n. Sei P ∈ PF , sodass y ganz über OP ist und ϕ(T ) ∈ OP [T ] das
Minimalpolynom von y. Seien P1, . . . , Pr ∈ PF ′ alle Stellen, die über P liegen. Dann
gilt

(a) d(Pi|P ) ≤ vPi
(ϕ′(y)) für 1 ≤ i ≤ r.

(b) {1, . . . , yr} ist eine lokale Ganzheitsbasis bei P genau dann, wenn in (a) Gleich-
heit gilt.

Um diesen Satz zu beweisen, benötigen wir zunächst zwei Lemmata. Definitions-
gemäss läßt sich das Polynom ϕ(T ) in F ′ als

ϕ(T ) = (T − y)(cn−1T
n−1 + · · ·+ c1T + c0),

mit cn−1 = 1 faktorisieren. Es gilt

Lemma 4.6.8 { c0
ϕ′(y) , · · · , cn−1

ϕ′(y)} ist die duale Basis zu {1, y, . . . , yn−1}.

Beweis: Betrachten wir die n Einbettungen σ1, . . . , σn von F ′/F in einen algebraischen
Abschluss Φ von F . Setzen wir yj = σj(y), so erhalten wir

ϕ(T ) =
n∏
j=1

(T − yj).

Ableiten und T = yν setzen ergibt

ϕ′(yν) =
∏

j 6=ν
(yν − yj).

Betrachten wir nun für 0 ≤ l ≤ n− 1 die Polynome

ϕl(T ) :=

(
n∑
j=1

ϕ(T )

T − yj
· ylj
ϕ′(yj)

)
− T l ∈ Φ[T ].

Klarerweise ist ϕl(yν) = 0 für ν = 1, . . . , n und daher ist ϕl(T ) das Nullpolynom für
alle l = 0, . . . , n− 1. Es gilt also

T l =
n∑
j=1

ϕ(T )

T − yj
· ylj
ϕ′(yj)

für 0 ≤ l ≤ n− 1.
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Indem wir σi(T ) = T setzen, dehnen wir nun die Einbettungen σi auf Abbildungen
σi : F ′(T ) → Φ(T ) aus. Wir erhalten

T l =
n∑
j=1

σj

(
ϕ(T )

T − y
· yl

ϕ′(y)

)

=
n∑
j=1

σj

(
n−1∑
i=0

ciT
i · yl

ϕ′(y)

)

=
n−1∑
i=0

TrF ′/F

(
ci

ϕ′(y)
· yl

)
T i.

Koeffizientenvergleich liefert die gewünschte Aussage.

¤

Lemma 4.6.9 Es gilt

(a) cj ∈
∑n−1

i=0 OP · yi für j = 0, . . . , n− 1.

(b) yj ∈ ∑n−1
i=0 OP · ci für j = 0, . . . , n− 1.

Beweis: (a) Sei
ϕ(T ) = T n + an−1T

n−1 + · · ·+ a1T + a0

mit ai ∈ OP . Definitionsgemäß haben wir die folgende Rekursionsformel:

cn−1 = 1, c0y = −a0, und ciy = ci−1 − ai für 1 ≤ i ≤ n− 1. (4.31)

Die Aussage (a) gilt klarerweise für j = n − 1. Angenommen es gilt also für ein j ∈
{1, . . . , n− 1}

cj =
n−1∑
i=0

siy
i mit si ∈ OP .

Dann erhalten wir aus (4.31)

cj−1 = aj + cjy = aj +
n−2∑
i=0

siy
i+1 + sn−1y

n

= aj +
n−2∑
i=0

siy
i+1 − sn−1

n−1∑
i=0

aiy
i ∈

n−1∑
i=0

OP · yi.

Induktive Anwendung des obigen Arguments liefert (a).
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(b) Wir gehen ähnlich vor, wie beim Beweis von (a). Diesmal gilt die Aussage of-
fensichtlich für j = 0. Angenommen es gilt für ein j ≥ 0

yj =
n−1∑
i=0

rici mit ri ∈ OP .

Wenden wie (4.31) an, so erhalten wir

yj+1 =
n−1∑
i=0

riciy =
n−1∑
i=1

ri(ci−1 − ai)− r0a0

=
n−2∑
i=0

ri+1ci −
(
n−1∑
i=0

riai

)
· cn−1 ∈

n∑
i=0

OP · ci.

¤

Nun können wir uns an den Beweis von Satz 4.6.7 machen:

Beweis von Satz 4.6.7: (a) Wir bezeichnen wieder mit O′
P den ganzen Abschluss von

OP in F ′. Wir müssen zeigen, dass die folgende Aussage gilt:

z ∈ CP ⇒ vPi
(z) ≥ −vPi

(ϕ′(y)) für i = 1, . . . , r.

z ∈ CP kann geschrieben werden als

z =
n−1∑
i=0

ri · ci
ϕ′(y)

mit ri ∈ F.

Da yl ganz über OP und z ∈ CP ist, gilt TrF ′/F (z · yl) ∈ OP . Aufgrund von Lemma
4.6.8 gilt

TrF ′/F (z · yl) = rl ∈ OP .

Aus Lemma 4.6.9 (a) folgt nun

z =
1

ϕ′(y)
·
n−1∑
i=0

rici ∈ 1

ϕ′(y)
·
n−1∑
i=0

OP · yi ⊆ 1

ϕ′(y)
· O′

P .

Das beweist die Behauptung.

(b) Nach Lemma 4.6.9 wissen wir, dass

n−1∑
i=0

OP · yi =
n−1∑
i=0

OP · ci.
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Sei nun {1, . . . , yn−1} eine Ganzheitsbasis bei P . Es folgt

CP =
n−1∑
i=0

OP · ci
ϕ′(y)

=
1

ϕ′(y)
·
n−1∑
i=0

OP · ci

=
1

ϕ′(y)

n−1∑
i=0

OP · yi =
1

ϕ′(y)
· O′

P .

Das beweist
d(Pi|P ) = vPi

(ϕ′(y)) für i = 1, . . . , r. (4.32)

Wir müssen noch zeigen, dass umgekehrt aus (4.32) folgt, dass {1, . . . , yn−1} eine Ganz-
heitsbasis bei P ist. Dabei müssen wir nur zeigen, dass

O′
P ⊆

n−1∑
i=0

OP · yi.

Die umgekehrte Inklusion ist ja trivial. Sei also z ∈ O′
P . Wir können z schreiben als

z =
n−1∑
i=0

tiy
i mit ti ∈ F.

Wegen Lemma 4.6.9 (a) gilt cj ∈ O′
P und nach Voraussetzung gilt CP = 1

ϕ′(y) · O′
P , also

folgt

tj = TrF ′/F

(
1

ϕ′(y)
· cj · z

)
∈ OP .

Das beweist den Satz.

¤

Proposition 4.6.10 Sei F ′/F eine endliche separable Erweiterung von Funktionen-
körpern, P ∈ PF und P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Sei P ′|P total verzweigt (also
e(P ′|P ) = [F ′ : F ] =: n) und t ∈ F ′ ein primes Element von P ′ mit Minimalpoly-
nom ϕ(T ) ∈ F [T ] über F . Dann gilt d(P ′|P ) = vP ′(ϕ

′(t)) und {1, t, . . . , tn−1} ist eine
Ganzheitsbasis von F ′/F bei P .

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass {1, t, . . . , tn−1} linear unabhängig über F ist. Ange-
nommen wir hätten eine Linearkombination

n−1∑
i=0

rit
i = 0 mit ri ∈ F , nicht alle ri = 0.

Für ri 6= 0 gilt
vP ′(rit

i) = vP ′(t
i) + e(P ′|P ) · vP (ri) ≡ i mod n.
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Also gilt vP ′(rit
i) 6= vP ′(rjt

j) für i 6= j und ri 6= 0, rj 6= 0. Die Starke Dreiecksunglei-
chung impliziert

vP ′

(
n−1∑
i=0

rit
i

)
= min{vP ′(riti) : ri 6= 0} <∞,

und das ist ein Widerspruch. {1, t, . . . , tn−1} ist also eine Basis von F ′/F . Aus der
Hilbertschen Fundamentalformel folgt, dass P ′ die einzige Stelle ist, die über P liegt,
also gilt icF ′(OP ) = OP ′ . Wir wollen zeigen, dass

OP ′ =
n−1∑
i=0

OP · ti.

Sei z ∈ OP ′ und schreiben wir

z =
n−1∑
i=0

xit
i mit xi ∈ F.

Dann gilt mit dem obigen Argument 0 ≤ vP ′(z) = min{n · vP (xi) + i : 0 ≤ i ≤
n − 1}, also muß vP (xi) ≥ 0 sein, und die Behauptung folgt. Die Aussage über den
Differentenindex folgt aus dem vorigen Satz.

¤

4.7 Konstantenkörpererweiterungen

Im folgenden versuchen wir Konstantenkörpererweiterungen genauer zu verstehen. In
diesem Kapitel ist es nun erstmals unerlässlich, einen volkommenen Konstantenkörper
K zu fordern. Wie immer bezeichne Φ ⊇ F einen algebraischen Abschluss von F .

Sei K ′ ⊇ K eine algebraische Körpererweiterung (mit K ′ ⊆ Φ). Dann ist F ′ := FK ′

ein Funktionenkörper über K ′ und daher ist sein Konstantenkörper eine endliche Er-
weiterung von K ′. Wir wissen allerdings a priori nicht, ob K ′ schon der volle Konstan-
tenkörper ist. Mit dieser Frage beschäftigen wir uns zunächst.

Zuerst aber ein einfaches Lemma.

Lemma 4.7.1 Sei α ∈ Φ algebraisch über K. Dann gilt [K(α) : K] = [F (α) : F ].

Beweis: [F (α) : F ] ≤ [K(α) : K] ist trivial. Zu zeigen ist nur, dass das Minimalpolynom
ϕ(T ) ∈ K[T ] von α über K irreduzibel über F bleibt. Angenommen wir hätten eine
Faktorisierung ϕ(T ) = g(T )h(T ) über F . g und h sind normierte Polynome vom Grad
≥ 1 aus F [T ]. Jede Nullstelle von g(T ) und h(T ) in Φ ist eine Nullstelle von ϕ, also



4.7. KONSTANTENKÖRPERERWEITERUNGEN 97

algebraisch über K. Also sind alle Koeffizienten von g(T ) und h(T ) algebraisch über K,
da sie ja mit Hilfe der elementarsymmetrischen Funktionen also Polynomausdrücken
in den Nullstellen dargestellt werden können. Andererseits sind die Koeffizienten in F .
Da K algebraisch abgeschlossen in F ist, gilt g(T ), h(T ) ∈ K[T ]. Widerspruch.

¤

Nun können wir die Frage über den Konstantenkörper von einer Konstantenkörper-
erweiterung beantworten:

Proposition 4.7.2 Sei F ′ = FK ′ eine algebraische Konstantenkörper-
erweiterung von F/K. Dann gilt:

(a) K ′ ist der volle Konstantenkörper von F ′.

(b) Jede Teilmenge von linear unabhängigen Elementen über K bleibt linear un-
abhängig über K ′.

(c) [F : K(x)] = [F ′ : K ′(x)] für alle x ∈ F \K.

Beweis: (a) Sei γ ∈ F ′ algebraisch über K ′. Dann ist γ algebraisch über K und es
existieren endlich viele Elemente α1, . . . , αr ∈ K ′, sodass γ ∈ F (α1, . . . , αr). Nach dem
Satz vom primitiven Element existiere ein α ∈ K ′, mit K(α1, . . . , αr) = K(α). Hier
geht ein, dass K perfekt ist, also die Erweiterung K(α1, . . . , αr)/K separabel ist. Da γ
algebraisch über K ist, können wir ein β ∈ F ′ finden, mit K(α, γ) = K(β). Daher gilt
F (β) = F (α, γ) = F (α), da γ ∈ F (α). Wir erhalten aufgrund des vorigen Lemmas

[K(β) : K] = [F (β) : F ] = [F (α) : F ] = [K(α) : K].

Daraus folgt K(α) = K(β) und daher gilt γ ∈ K(α) ⊆ K ′.

(b) Sei y1, . . . , yr ∈ F linear unabhängig über K. Betrachten wir eine Linearkombi-
nation

r∑
i=1

γiyi = 0 mit γi ∈ K ′.

Wählen wir wieder ein α ∈ K ′ mit K(γ1, . . . , γr) = K(α). Wir schreiben

γi =
n−1∑
j=0

cijα
j mit cij ∈ K,n = [K(α) : K].

Wir erhalten

0 =
r∑
i=1

n−1∑
j=0

(
cijα

j
)
yi =

n−1∑
j=0

(
r∑
i=1

cijyi

)
αj,
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wobei
∑
cijyj ∈ F . Da nach dem obigen Lemma [F (α) : F ] = [K(α) : K] gilt, sind die

Elemente 1, α, . . . , αn−1 linear unabhängig über F und daher gilt

r∑
i=1

cijyi = 0 für j = 0, . . . , n− 1.

Da aber y1, . . . , yr linear unabhängig über K sind, gilt cij = 0 für alle i, j. Daher ist
γi = 0 für i = 1, . . . , r.

(c) Klarerweise gilt [F ′ : K ′(x)] ≤ [F : K(x)]. Wir zeigen, dass alle Elemente z1, . . . , zs,
die linear unabhängig über K(x) sind, auch linear unabhängig über K ′(x) bleiben.
Angenommen, das gelte nicht, dann hätten wir

s∑
i=1

fi(x) · zi = 0,

und o.B.d.A. gelte fi(x) ∈ K ′[x] und fi(x) 6= 0 für zumindest ein i. Daher existiert
eine lineare Abhängigkeit in der Menge {xjzi : 1 ≤ i ≤ s, j ≥ 0} über K ′. Nach Teil
(b) unserer Proposition ist die Menge auch linear abhängig über K, also sind z1, . . . zs
linear abhängig über K(x). Widerspruch.

¤

Satz 4.7.3 Sei F ′ = FK ′ eine algebraische Konstantenkörpererweiterung von F/K.
Dann gilt:

(a) F ′/F ist unverzweigt.

(b) F ′/K ′ hat dasselbe Geschlecht wie F/K.

(c) Für jeden Divisor A ∈ DF gilt deg(ConF ′/F (A)) = deg(A).

(d) Für jeden Divisor A ∈ DF gilt

dim(ConF ′/F (A)) = dim(A).

Jede Basis von L(A) ist auch Basis von L(ConF ′/F (A))1.

(e) Ist W ein kanonischer Divisor von F/K, so ist ConF ′/F (W ) ein kanonischer
Divisor von F ′/K ′.

(f) Die Conormabbildung ConF ′/F : CF → CF ′ ist injektiv.

(g) Für P ′ ∈ PF ′ gilt
F ′P ′ = FPK

′ wobei P := P ′ ∩ F.
1Wir betrachten dabei L(A) als K-Vektorraum, und L(ConF ′/F (A)) als K ′-Vektorraum.
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(h) Ist die Erweiterung K ′/K endlich, so ist jede Basis von K ′/K eine Ganzheitsbasis
von F ′/F für alle P ∈ PF .

Beweis: Da wir den Rest nicht benötigen, beweisen wir hier nur die Aussagen (a) und
(b) für endliche Erweiterungen. Der restliche Beweis findet sich in [38].
Sei also K ′ = K(α) eine endliche Erweiterung von K und ϕ(T ) das Minimalpolynom
von α über K. Nach dem Lemma 4.7.1 ist ϕ(T ) irreduzibel über F . Sei P ∈ PF und
P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Nach Satz 4.6.7 gilt

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ϕ
′(α)).

Da α separabel ist, gilt ϕ′(α) 6= 0 und da ϕ′(α) ∈ K ′ liegt, gilt vP ′(ϕ
′(α)) = 0. Nach

der Dedekindschen Differentenformel ist P ′|P unverzweigt. Nach Lemma 4.7.1 gilt [F ′ :
F ] = [K ′ : K]. Damit, und aus der eben gezeigten Tatsache, dass deg(Diff(F ′/F )) = 0
ist, folgt die Aussage (b) sofort mit der Hurwitzschen Geschlechterformel.

¤

Proposition 4.7.4 Sei F/K ein Funktionenkörper mit Konstantenkörper K. Sei F ′/F
eine endliche Körpererweiterung mit Konstantenkörper K ′. Sei K̄ ⊆ Φ ein algebrai-
scher Abschluss von K. Dann gilt

[F ′ : F ] = [F ′K̄ : FK̄] · [K ′ : K] (4.33)

Für den Spezialfall F ′ = F (y) erhalten wir: Sei ϕ(T ) ∈ F [T ] das Minimalpolynom von
y über F . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) K ′ = K.

(2) ϕ(T ) ist irreduzibel in FK̄[T ].

Beweis: Wegen F ⊆ FK ′ ⊆ F ′, gilt

[F ′ : F ] = [F ′ : FK ′] · [FK ′ : F ]. (4.34)

Da die Erweiterung K ′/K separabel und endlich ist, gilt K ′ = K(α) für ein α ∈ K ′

und wir erhalten wegen Lemma 4.7.1, dass

[FK ′ : F ] = [K ′ : K]. (4.35)

Aufgrund von Proposition 4.7.2 (c) gilt für jedes x ∈ F \K,

[FK ′ : K ′(x)] = [FK̄ : K̄(x)] und [F ′ : K ′(x)] = [F ′K̄ : K̄(x)].

Daraus folgt
[F ′ : FK ′] = [F ′K̄ : FK̄]. (4.36)

Setzt man nun (4.35) und (4.36) in (4.34) ein, so erhält man (4.33).
Betrachten wir nun den Fall F ′ = F (y). Es gilt deg(ϕ(T )) = [F ′ : F ] und [F ′K̄ : FK̄]
ist gleich dem Grad des Minimalpolynoms von y über FK̄, welches ein Teiler von ϕ(T )
in FK̄[T ] ist. Die Äquivalenz von (1) und (2) folgt nun sofort aus (4.33).
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¤

Noch ein nützlicher Satz, der eine Verallgemeinerung des Eisensteinschen Kriteriums
darstellt:

Satz 4.7.5 (Eisensteinsches Kriterium) Sei F/K ein Funktionenkörper und

ϕ(T ) = anT
n + an−1T

n−1 + · · ·+ a1T + a0

ein Polynom mit Koeffizienten in F . Angenommen es existiert eine Stelle P ∈ PF
sodass die Bedingung (1) oder (2) erfüllt ist:

(1) vP (an) = 0, vP (ai) ≥ vP (a0) > 0 für i = 1, . . . , n− 1, und ggT (n, vP (a0)) = 1.

(2) vP (an) = 0, vP (ai) ≥ 0 für i = 1, . . . , n− 1, vP (a0) < 0, und ggT (n, vP (a0)) = 1.

Dann ist ϕ(T ) irreduzibel in F [T ]. Sei F ′ = F (y), wobei y eine Nullstelle von ϕ(T ) ist.
Dann hat P genau eine Erweiterung P ′ ∈ PF ′ und es gilt e(P ′|P ) = n und f(P ′|P ) = 1.
Weiters ist K der volle Konstantenkörper von F ′.

Beweis: Betrachten wir einen Erweiterungskörper F ′ = F (y), mit ϕ(y) = 0. Es gilt
[F ′ : F ] ≤ deg(ϕ(T )) = n. Gleichheit gilt genau dann, wenn ϕ(T ) irreduzibel in F [T ]
ist. Wählen wir eine Erweiterung P ′|P . Aus ϕ(y) = 0 folgt

−anyn = a0 + a1y + . . . an−1y
n−1. (4.37)

Nehmen wir zunächst (1) an: Aus vP ′(an) = 0 und vP ′(ai) > 0 für i = 0, . . . , n − 1
folgt vP ′(y) > 0. Sei e := e(P ′|P ). Dann gilt vP ′(a0) = e · vP (a0) und vP ′(aiy

i) =
e · vP (ai) + i · vP ′(y) > e · vP (a0) für i = 1, . . . , n − 1. Mit (4.37) und der starken
Dreiecksungleichung folgt

n · vP ′(y) = e · vP (a0).

Aus ggT (n, vP (a0)) = 1 folgt n|e, also n ≤ e. Andererseits gilt n ≥ [F ′ : F ] ≥ e wegen
der Hilbertschen Fundamentalgleichung. Also gilt

n = e = [F ′ : F ].

Die restlichen Aussagen sind triviale Folgerungen aus der Hilbertschen Fundamental-
gleichung und Proposition 4.7.4. Der Beweis mit der Voraussetzung (2) ist sehr ähnlich
und kann daher ausgelassen werden.

¤
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4.8 Galoiserweiterungen

In diesem Abschnitt behandeln wir Galoiserweiterungen F ′/F und nennen dann F ′/K ′

eine Galoiserweiterung von F/K. Zunächst werden wir einige allgemeine Resultate
herleiten, zum Beispiel dass die Automorphismengruppe von F ′/F transitiv auf der
Menge der Stellen P ′ ∈ PF ′ operiert, die über einer Stelle P ∈ PF liegen. Daraus
werden wir einige Folgerungen ziehen. Danach wenden wir uns zwei Spezialfällen zu:
Kummer Erweiterungen und Artin-Schreier Erweiterungen. Erweiterungen dieser Art
werden uns später asymptotisch optimale Familien von Goppa Codes liefern.

Satz 4.8.1 Sei F ′/K ′ eine Galoiserweiterung von F/K und P1, P2 ∈ PF ′ Erweiterun-
gen von P ∈ PF . Dann gilt P2 = σ(P1) für ein σ ∈ Gal(F ′/F ).

Beweis: Angenommen σ(P1) 6= P2 für alle σ ∈ G := Gal(F ′/F ). Nach dem Approxi-
mationssatz existiert ein z ∈ F ′ mit vP2(z) > 0 und vQ(z) = 0 für alle Q ∈ PF ′ mit
Q 6= P2 und Q|P . Sei NmF ′/F : F ′ → F die Normabbildung (siehe Appendix A in [38],
bzw. [27] oder [1]). Wir erhalten

vP1(NmF ′/F (z)) = vP1

(∏
σ∈G

σ(z)

)
=

∑
σ∈G

vP1(σ(z))

=
∑
σ∈G

vσ−1(P1)(z) =
∑
σ∈G

vσ(P1)(z) = 0 (4.38)

weil P2 6= σ(P1) für alle σ ∈ G. Ausserdem gilt

vP2(NmF ′/F (z)) =
∑
σ∈G

vσ(P2)(z) > 0. (4.39)

Es gilt NmF ′/F (z) ∈ F , und daher

vP1(NmF ′/F (z)) = 0 ⇔ vP (NmF ′/F (z)) = 0 ⇔ vP2(NmF ′/F (z)) = 0.

Das ist ein Widerspruch zu (4.38) und (4.39).

¤

Korollar 4.8.2 Voraussetzungen wie in Satz 4.8.1. Seien P1, . . . , Pr ∈ PF ′ alle Stellen,
die über P ∈ PF liegen. Dann gilt:

(a) e(Pi|P ) = e(Pj|P ) und f(Pi|P ) = f(Pj|P ) für alle i, j. Wir schreiben daher auch

e(P ) := e(Pi|P ) und f(P ) := f(Pi|P )

und nennen e(P ) (bzw. f(P )) den Verzweigungsindex (bzw. den relativen Grad)
von P in F ′/F .
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(b) e(P ) · f(P ) · r = [F ′ : F ].

(c) d(Pi|P ) = d(Pj|P ) für alle i, j.

Beweis: (a) ist klar wegen Lemma 4.6.2 und Satz 4.8.1.

(b) folgt aus (a) und der Fundamentalungleichung von Hilbert.

(c) Betrachten wir

O′
P =

r⋂
i=1

OPi
,

den ganzen Abschluss von OP in F ′. Sei σ ∈ Gal(F ′/F ). Dann gilt σ(O′
P ) = O′

P und
σ(CP ) = CP , da TrF ′/F (σ(u)) = TrF ′/F (u). Sei CP = t · O′

P . Dann haben wir

σ(t) · O′
P = σ(CP ) = CP = t · O′

P .

Betrachten wir nun zwei Stellen Pi, Pj, die über P liegen. Dann gibt es σ ∈ Gal(F ′/F )
mit σ(Pj) = Pi, woraus folgt

−d(Pi|P ) = vPi
(σ(t)) = vσ−1(Pi)(t) = vPj

(t) = −d(Pj|P ).

¤

Nun wollen wir uns zyklische Erweiterungen genauer ansehen. Die einzigen zyklischen
Galoiserweiterungen sind Artin-Schreier Erweiterungen und Kummer Erweiterungen
(siehe [27] bzw. [1]). Wir wollen diese Erweiterungen im Zusammenhang mit Funktio-
nenkörpern betrachten. Diese Ergebnisse gehen auf H. Hasse zurück, siehe [24]. Zuerst
betrachten wir Kummer Erweiterungen.

Proposition 4.8.3 Sei F/K ein algebraischer Funktionenkörper sodass K eine pri-
mitive n-te Einheitswurzel enthalte (n > 1 relativ prim zu char(K)). Sei u ∈ F mit
u 6= wd für alle w ∈ F und d > 1 mit d|n. Sei

F ′ := F (y) mit yn = u.

Eine solche Erweiterung heißt Kummer Erweiterung. Es gilt:

(a) Das Polynom Φ(T ) = T n−u ist das Minimalpolynom von y über F . Die Erweite-
rung F ′/F ist galoissch, die Galoisgruppe ist zyklisch und alle Automorphismen
sind von der Gestalt σ(y) = ζy, wobei ζ eine n-te Einheitswurzel ist.

(b) Sei P ∈ PF und P ′ ∈ PF ′ eine Erweiterung von P . Dann gilt

e(P ′|P ) =
n

rP
und d(P ′|P ) =

n

rP
− 1

mit rP := ggT (n, vP (u)) > 0.



4.8. GALOISERWEITERUNGEN 103

(c) Sei K ′ der Konstantenkörper von F ′ und g (bzw. g′) das Geschlecht von F/K
(bzw. F ′/K ′). Dann gilt

g′ = 1 +
n

[K ′ : K]

(
g − 1 +

1

2

∑

P∈PF

(
1− rP

n

)
deg(P )

)
.

Beweis: (a) folgt aus Hilbert’s Theorem 90, siehe [27] bzw. [1].

(b) 1. Fall: rP = 1.
Es gilt

n · vP ′(y) = vP ′(y
n) = vP ′(u) = e(P ′|P ) · vP (u).

Daraus folgt, da n und vP (u) relativ prim sind, dass e(P ′|P ) = n. Da char(K) - n gilt,
ist nach der Dedekindschen Differentenformel der Differentenexponent gegeben durch
d(P ′|P ) = n− 1.

2. Fall: rP = n.
Dann gilt vP (u) = l · n für ein l ∈ Z. Wählen wir ein t ∈ F mit vP (t) = l und setzen

y1 := t−1y und u1 := t−nu.

Dann gilt yn1 = u1, vP ′(y1) = vP (u1) = 0, und das Minimalpolynom von y1 über F ist

Ψ(T ) = T n − u1 ∈ F [T ].

y1 ist also ganz über OP und daher gilt nach Satz 4.6.7

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(Ψ
′(y1)).

Es ist Ψ′(y1) = n · yn−1
1 , und daher gilt vP ′(Ψ

′(y1)) = (n− 1) · vP ′(y1) = 0, und damit
d(P ′|P ) = 0. Nach der Dedekindschen Differentenformel haben wir e(P ′|P ) = 1.

3. Fall: 1 < rP < n.
Betrachten wir den Zwischenkörper

F0 := F (y0) mit y0 := yn/rP .

Dann gilt [F ′ : F0] = n/rP und [F0 : F ] = rP . Das Element y0 erfüllt die Gleichung

yrP0 = u

über F und mit P0 := P ′∩F0 können wir den 2. Fall auf F0/F anwenden und erhalten
e(P0|P ) = 1. Daraus folgt

vP0(y0) =
vP (u)

rP
,
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und da dieser Wert relativ prim zu n/rP ist, können wir Fall 1 auf die Erweiterung
F ′ = F0(y) ⊇ F0 anwenden (da yn/rP = y0) und erhalten e(P ′|P0) = n/rP . Aufgrund
der Multiplikativität des Verzweigungsindexes gilt daher e(P ′|P ) = n/rP . Wieder folgt
aus der Dedekindschen Differentenformel d(P ′|P ) = n

rP
− 1.

(c) Es gilt

deg(Diff(F ′/F )) =
∑

P∈PF

∑

P ′|P
d(P ′|P ) · deg(P ′)

=
∑

P∈PF

(
n

rP
− 1

)
·
∑

P ′|P
deg(P ′).

Die zweite Summe können wir noch vereinfachen, da wir ja wissen, dass bei einer
Galoiserweiterung die Verzweigungsindizes nicht von der Stelle abhängen, die über P
liegen. Wir haben also

∑

P ′|P
deg(P ′) =

1

e(P )
· deg


∑

P ′|P
e(P ′|P ) · P ′




=
1

e(P )
· deg(ConF ′/F (P )) =

rP
n
· n

[K ′ : K]
· deg(P )

=
rP

[K ′ : K]
· deg(P ).

Fassen wir nun zusammen, so erhalten wir

deg(Diff(F ′/F )) =
∑

P∈PF

n− rP
rP

· rP
[K ′ : K]

· deg(P )

=
n

[K ′ : K]
·

∑

P∈PF

(
1− rP

n

)
· deg(P ).

Aus der Hurwitzschen Geschlechtsformel folgt nun (c).

¤

Die zweite Klasse von Erweiterungen, die wir näher studieren wollen, sind die soge-
nannten Artin-Schreier Erweiterungen. Dazu benötigen wir jedoch zuvor noch ein
kleines Lemma.

Lemma 4.8.4 Sei F/K ein algebraischer Funktionenkörper der Charakteristik p > 0,
u ∈ F und P ∈ PF . Dann gilt entweder (a) oder (b):

(a) es existiert ein z ∈ F mit vP (u− (zp − z)) ≥ 0,
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(b) es existiert ein z ∈ F mit

vP (u− (zp − z)) = −m < 0 und m 6= 0 mod p.

Im Fall (b) ist m eindeutig bestimmt durch

−m = max{vP (u− (wp − w)) : w ∈ F}. (4.40)

Beweis: Wir beginnen mit einer
Behauptung: Seien x1, x2 ∈ F \ {0} und vP (x1) = vP (x2). Dann existiert ein y ∈ F
mit

vP (y) = 0 und vP (x1 − ypx2) > vP (x1). (4.41)

Es gilt (x1/x2)(P ) 6= 0, also gilt (x1/x2)(P ) = y(P )p für ein y ∈ OP \ P . Hier
haben wir die Vollkommenheit von OP/P benützt. Klarerweise gilt vP (y) = 0 und
vP ((x1/x2)− yp) > 0. Daraus folgt (4.41).

Behauptung: Gelte vP (u− (zp1 − z1)) = −lp < 0. Dann existiert ein Element z2 ∈ F
mit

vP (u− (zp2 − z2)) > −lp. (4.42)

Wählen wir ein Element t ∈ F mit vP (t) = −l. Dann gilt

vP (u− (zp1 − z1)) = vP (tp).

Nach (4.41) existiert ein y ∈ F mit vP (y) = 0 und

vP (u− (zp1 − z1)− (yt)p) > −lp.
Da vP (yt) = vP (t) = −l > −lp, gilt

vP (u− (zp1 − z1)− ((yt)p − yt)) > −lp.
Setzen wir z2 := z1 + yt, so erhalten wir (4.42).

Damit ist aber schon bewiesen, dass entweder (a) oder (b) gelten muss! Zu zeigen bleibt
im Fall (b) noch (4.40). Für jedes w ∈ F gilt p · vP (w − z) 6= −m, da m 6= 0 mod p.
1. Fall: p · vP (w − z) > −m.
Dann gilt vP ((w − z)p − (w − z)) > −m und vP (u − (wp − w)) = vP (u − (zp − z) −
((w − z)p − (w − z))) = −m nach der strikten Dreiecksungleichung.
2. Fall: p · vP (w − z) < −m.
Dann erhalten wir vP (u− (wp −w)) = vP (u− (zp − z)− ((w− z)p − (w− z))) < −m.
In jedem Fall gilt vP (u− (wp − w)) ≤ −m, und das beweist (4.40).

¤

Nun sind wir in der Lage Artin-Schreier Erweiterungen zu behandeln.
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Satz 4.8.5 Sei F/K algebraischer Funktionenkörper und char(K) = p > 0. Sei u ∈ F
mit u 6= wp − w für alle w ∈ F . Sei

F ′ = F (y) mit yp − y = u.

Eine solche Erweiterung heißt Artin-Schreier Erweiterung.
Definiere für P ∈ PF

mP :=





m falls ein z ∈ F existiert mit
vP (u− (zp − z)) = −m < 0 und m 6= 0mod(p),

−1 falls ein z ∈ F existiert mit vP (u− (zp − z)) ≥ 0.

Nach dem vorangegangenen Lemma ist mP wohldefiniert. Es gilt:

(a) F ′/F ist eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad p. Die Automorphismen sind
gegeben durch σ(y) = y + ν, ν = 0, 1, . . . , p− 1.

(b) P ist genau dann unverzweigt, wenn mP = −1.

(c) P ist genau dann total verzweigt, wenn mP > 0. Sei P ′ die Stelle über P . Dann
gilt

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP + 1).

(d) Gelte mQ > 0 für ein Q ∈ PF . Dann ist K algebraisch abgeschlossen in F ′ und
es gilt

g′ = p · g +
p− 1

2

(
−2 +

∑

P∈PF

(mP + 1) · deg(P )

)
.

wobei g′ (bzw. g) das Geschlecht von F ′/K ′ (bzw. F/K) bezeichne.

Beweis: (a) folgt aus der additiven Form von Hilbert’s Theorem 90, siehe [27] oder [1].

(b) und (c): 1. Fall: mP = −1.
Dann existiert also ein z ∈ F mit vP (u − (zp − z)) ≥ 0. Sei y1 := y − z und
u1 := u − (zp − z). Dann gilt F ′ = F (y1) und ϕ1(T ) = T p − T − u1 ist das Mini-
malpolynom von y1 über F . Da vP (u1) ≥ 0, ist y1 ganz über OP und es gilt für jede
Erweiterung P ′|P

0 ≤ d(P ′|P ) ≤ vP ′(ϕ
′
1(y1)) = 0,

da ϕ′1(T ) = −1. Also gilt d(P ′|P ) = 0 und P ′|P ist unverzweigt.

2. Fall: mP > 0.
Wählen wir ein z ∈ F mit vP (u − (zp − z)) = −mP . Betrachten wir die Elemente
y1 := y− z und u1 := u− (zp− z). Es gilt wieder F ′ = F (y1) und das Minimalpolynom
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von y1 über F ist ϕ1(T ) = T p−T −u1. Sei P ′ eine Erweiterung von P . Da yp1−y1 = u1,
erhalten wir

vP ′(u1) = e(P ′|P ) · vP (u1) = −mP · e(P ′|P )

und
vP ′(u1) = vP ′(y

p
1 − y1) = p · vP ′(y1).

Da p und mP relativ prim sind, und e(P ′|P ) ≤ [F ′ : F ] = p gilt, haben wir

e(P ′|P ) = p und vP ′(y1) = −mP .

Insbesondere ist P ′|P total verzweigt.

Sei nun x ein primes Element von P . Wählen wir ganze Zahlen i, j ≥ 0 mit 1 = ip−jmP .
Dann ist das Element t := xiyj1 ein primes Element von P ′, da vP ′(t) = 1. Nach Pro-
position 4.6.10 gilt

d(P ′|P ) = vP ′(ψ
′(t)),

wobei ψ das Minimalpolynom von t über F bezeichnet. Sei G := Gal(F ′/F ). Klarer-
weise gilt

ψ(T ) =
∏
σ∈G

(T − σ(t)) = (T − t)h(T )

mit
h(T ) =

∏

σ 6=id
(T − σ(t)) ∈ F ′[T ].

Also gilt ψ′(T ) = h(T ) + (T − t)h′(T ) und ψ′(t) = h(t). Wir haben nun

d(P ′|P ) = vP ′

(∏

σ 6=id
(t− σ(t))

)
=

∑

σ 6=id
vP ′(t− σ(t)).

Wir wissen, dass jedes σ 6= id aus G von der Form σ(y1) = y1 + µ für ein µ ∈
{1, . . . , p− 1} ist. Es gilt also

t− σ(t) = xiyj1 − xi(y1 + µ)j = −xi
j∑

l=1

(
j

l

)
yj−l1 µl.

Da vP ′(y
j−1
1 ) < vP ′(y

j−l
1 ) gilt für l ≥ 2, folgt aus der starken Dreiecksungleichung

vP ′(t− σ(t)) = vP ′(x
i) + vP ′(jµy

j−1
1 )

= ip+ (j − 1) · (−mP ) = ip− jmP +mP = mP + 1.

Zusammenfassend erhalten wir

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP + 1)
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und das beweist (b) und (c). Die Formel für das Geschlecht g′ in (d) folgt direkt aus
der Hurwitzschen Geschlechtsformel.

Wir müssen nur noch zeigen, dass K algebraisch abgeschlossen ist, falls eine total ver-
zweigte Stelle Q existiert. Angenommen K wäre nicht algebraisch abgeschlossen. Sei K ′

der algebraische Abschluß in F ′. Dann ist K ′F/F eine Konstantenkörpererweiterung
vom Grad > 1 in der Q unverzweigt ist nach Satz 4.7.3. Das ist aber ein Widerspruch
zur Multiplikativität der Verzweigungsindizes.

¤

4.9 Verzweigungsgruppen

Wir betrachten wieder eine Galoiserweiterung F ′/F von algebraischen Funktionenkörpern
mit Galoisgruppe G := Gal(F ′/F ). Sei P eine Stelle von F/K und P ′ eine Erweiterung
von P in F ′.

Definition 4.9.1

(a) GZ(P ′|P ) := {σ ∈ G : σ(P ′) = P ′} heißt Zerlegungsgruppe von P ′ über P .

(b) GT (P ′|P ) := {σ ∈ G : vP ′(σz−z) > 0 für alle z ∈ OP ′} heißt Trägheitsgruppe
von P ′ über P .

(c) Der Fixkörper Z := Z(P ′|P ) von GZ(P ′|P ) heißt Zerlegungskörper, und der
Fixkörper T := T (P ′|P ) von GT (P ′|P ) heißt Trägheitskörper von P ′ über P .

Klarerweise gilt GT (P ′|P ) ⊆ GZ(P ′|P ) und sowohl GT (P ′|P ), als auch GZ(P ′|P ) sind
Untergruppen von G.

Satz 4.9.2 Mit der obigen Notation gilt:

(a) Die Zerlegungsgruppe GZ(P ′|P ) hat Ordnung e(P ′|P ) · f(P ′|P ).

(b) Die Trägheitsgruppe GT (P ′|P ) hat Ordnung e(P ′|P ) und ist ein Normalteiler von
GZ(P ′|P ).

(c) Die Körpererweiterung F ′P ′/FP ist galoissch. Jeder Automorphismus σ ∈ GZ(P ′|P )
induziert einen Automorphismus σ von F ′P ′ über FP indem man σ(z(P ′)) =
σ(z)(P ′) setzt für ein z ∈ OP ′. Die Abbildung

Φ :

{
GZ(P ′|P ) → Gal(F ′P ′/FP )

σ 7→ σ

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern GT (P ′|P ). Insbesondere
ist Gal(F ′P ′/FP ) isomorph zu der Faktorgruppe GZ(P ′|P )/GT (P ′|P ).
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(d) Sei PZ := P ′ ∩ Z und PT := P ′ ∩ T . Dann gilt P ′|PT |PZ |P . Weiters gilt

e(P ′|PT ) = e(P ′|P ) = [F ′ : T ] und f(P ′|PT ) = 1,

f(PT |PZ) = f(P ′|P ) = [T : Z] und e(PT |PZ) = 1,

und
e(PZ |P ) = f(PZ |P ) = 1.

Beweis: (a) G operiert transitiv auf der Menge der Erweiterungen von P , also existie-
ren σ1, . . . , σr ∈ G so wählen, dass alle Erweiterungen von P durch σ1(P

′), . . . , σr(P ′)
gegeben sind, wobei σi(P

′) 6= σj(P
′) für i 6= j, d.h. σ1 . . . , σr ist ein vollständiges Re-

präsentantensystem von G/GZ(P ′|P ), also gilt [F ′ : F ] = ord(G) = r · ord(GZ(P ′|P )).
Andererseits gilt [F ′ : F ] = e(P ′|P ) · f(P ′|P ) · r. Das beweist (a).

Wir betrachten nun PZ . Offensichtlich ist die Zerlegungsgruppe von P ′ über PZ durch
GZ(P ′|P ) gegeben, also gilt e(P ′|PZ) · f(P ′|PZ) = ord(GZ(P ′|P )) = e(P ′|P ) · f(P ′|P )
wegen (a). Da e(P ′|P ) = e(P ′|PZ) · e(PZ |P ) und f(P ′|P ) = f(P ′|PZ) · f(PZ |P ), gilt

e(PZ |P ) = f(PZ |P ) = 1. (4.43)

Insbesondere ist P ′ die einzige Erweiterung von PZ in F ′.

Als nächstes beweisen wir (c): Zuerst eine Notation: Für z ∈ OP ′ sei z := z(P ′) ∈ F ′P ′ ,
und für ψ(T ) =

∑
ziT

i ∈ OP ′ [T ] sei ψ(T ) :=
∑
ziT

i ∈ F ′P ′ [T ]. Nun kommen wir zum
eigentlichen Beweis: Da nach unserer generellen Annahme K vollkommen ist, ist die
Erweiterung F ′P ′/FP separabel, also F ′P ′ = FP (u) für ein u ∈ OP ′ . Die Erweiterung ist
galoissch, wenn wir zeigen können, dass F ′P ′ der Zerfällungskörper eines Polynoms über
FP ist. P ′ ist die einzige Erweiterung von PZ , also ist OP ′ der ganze Abschluss von OPZ

in F ′ und das Minimalpolynom ϕ(T ) ∈ Z[T ] von u über Z hat Koeffizienten in OPZ
.

Da nach (4.43) f(PZ |P ) = 1, liegt z ∈ FP für alle z ∈ OPZ
. Also gilt ϕ(T ) ∈ FP [T ]. Da

die Erweiterung F ′/Z galoissch ist, zerfällt ϕ(T ) in Linearfaktoren, ϕ(T ) =
∏

(T − ui)
mit ui ∈ OP ′ , also gilt

ϕ(T ) =
∏

(T − ui) mit ui ∈ F ′P ′ . (4.44)

Eine der Nullstellen von ϕ(T ) ist u, also ist F ′P ′ der Zerfällungskörper von ϕ über FP .

Sei σ ∈ GZ(P ′|P ) und y, z ∈ OP ′ mit y = z. Dann gilt y − z ∈ P ′, also gilt
σ(y) − σ(z) = σ(y − z) ∈ σ(P ′) = P ′ und σ(y)(P ′) = σ(z)(P ′). Φ ist also wohl-
definiert und ein Homomorphismus. Der Kern von Φ ist GT (P ′|P ) entsprechend der
Definition der Trägheitsgruppe. Zu zeigen bleibt, dass Φ surjektiv ist:

Jeder Automorphismus α ∈ Gal(F ′P ′/FP ) ist duch das Bild von u eindeutig bestimmt
und es muss α(u) = ui (siehe (4.44)). Da F ′/Z galoissch ist, existiert ein σ ∈ Gal(F ′/Z) =
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GZ(P ′|P ) mit σ(u) = ui und folglich gilt σ = α, also ist Φ surjektiv.

(b) Dass GT (P ′|P ) ein Normalteiler von GZ(P ′|P ) ist, ist klar, da es Kern eines Ho-
momorphismus’ ist (nach (c)). Wegen (c) und (a) gilt

f(P ′|P ) = [F ′P ′ : FP ] = ord(Gal(F ′P ′/FP ))

= ord(GZ(P ′|P ))/ord(GT (P ′|P ))

= (e(P ′|P ) · f(P ′|P ))/ord(GT (P ′|P )).

Also gilt ord(GT (P ′|P )) = e(P ′|P ).

(d) Direkt aus der Definition folgt, dass die Trägheitsgruppe von P ′ über PT gleich
GT (P ′|P ) ist. Wenden wir (b) zuerst auf die Erweiterung F ′/T und dann auf F ′/F an,
so erhalten wir

e(P ′|PT ) = ord(GT (P ′|P )) = e(P ′|P ). (4.45)

(d) folgt nun leicht aus (4.43) und (4.45) und der Multiplikativität des Verzweigungs-
grades und der relativen Grade.

¤

Eine andere Charakterisierung des Zerlegungskörpers und der Trägheitskörpers liefert
der folgende Satz.

Satz 4.9.3 Sei F ′/F eine Galoiserweiterung von Funktionenkörpern, P ∈ PF eine
Stelle und P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Für einen Zwischenkörper F ⊆ M ⊆ F ′ sei PM :=
P ′ ∩M . Dann gilt:

(a) M ⊆ Z(P ′|P ) ⇔ e(PM |P ) = f(PM |P ) = 1.

(b) M ⊇ Z(P ′|P ) ⇔ P ′ ist die einzige Stelle von F ′, die über PM liegt.

(c) M ⊆ T (P ′|P ) ⇔ e(PM |P ) = 1.

(d) M ⊇ T (P ′|P ) ⇔ PM ist total verzweigt in F ′/M .

Beweis: Nach Satz 4.9.2 sind alle Implikationen von links nach rechts trivial. Bevor
wir uns die Umkehrung überlegen, sei noch bemerkt, dass die Zerlegungsgruppe von
P ′ über PM in GZ(P ′|P ) enthalten ist und gleiches gilt für die Trägheitsgruppe. Dies
folgt direkt aus der Definition dieser Gruppen. Hier soll nur (a) bewiesen werden, die
anderen Beweise gehen ganz ähnlich.

(a) Angenommen e(PM |P ) = f(PM |P ) = 1. Dann gilt e(P ′|PM) · f(P ′|PM) = e(P ′|P ) ·
f(P ′|P ), also hat die Zerlegungsgruppe von P ′ über PM dieselbe Ordnung wieGZ(P ′|P )
nach Satz 4.9.2 (a). Aus der obigen Bemerkung folgt, dass GZ(P ′|P ) gleich der Zerle-
gungsgruppe von P ′ über PM ist. Insbesondere folgt GZ(P ′|P ) ⊆ Gal(F ′/M), also gilt
Z(P ′|P ) ⊇M .
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¤

Definition 4.9.4 Sei P ∈ PF . Dann heißt P vollständig zerlegt in F ′, wenn e(Q|P ) =
f(Q|P ) = 1 gilt, für alle Q ∈ PF ′ mit Q|P .

Korollar 4.9.5 Sei F ′/F eine endliche, seperable Erweiterung von Funktionenkörpern
und seinen F1, F2 Zwischenkörper mit F ′ = F1F2. Dann gilt für P ∈ PF
(a) Falls P vollständig zerlegt ist in F1/F und F2/F , dann zerfällt P in F ′/F .

(b) Ist P unverzweigt in F1/F und F2/F , dann ist P unverzweigt in F ′/F .

Beweis: (a) Wählen wir eine Galoiserweiterung F̃ /F mit F̃ ⊇ F ′ ⊇ F . Sei P ′ eine Stelle
von F ′, die über P liegt. Wählen wir eine Erweiterung P̃ ∈ PF̃ von P ′. Sei Pi := P ′∩Fi
(i = 1, 2). Da P in Fi/F vollständig zerfällt, gilt e(Pi|P ) = f(Pi|P ) = 1 für i = 1, 2.
Also gilt Fi ⊆ Z(P̃ |P ) und daher F ′ ⊂ Z(P̃ |P ), also gilt e(P ′|P ) = f(P ′|P ) = 1 nach
Satz 4.9.3(a). Der Beweis von (b) geht sehr ähnlich und wird daher nicht geführt.

¤

Wir wollen nun auf eine ähnliche Art wilde Verzweigungen studieren.

Definition 4.9.6 Sei F ′/F eine Galoiserweiterung von Funktionenkörpern mit Ga-
loisgruppe G = Gal(F ′/F ). Betrachten wir eine Stelle P ∈ PF und eine Erweiterung
P ′ ∈ F′ von P . Für jedes i ≥ −1 definieren wir die i-te Verzweigungsgruppe von
P ′|P durch

Gi := {σ ∈ G : vP ′(σz − z) ≥ i+ 1 für alle z ∈ OP ′}.
Gi(P

′|P ) ist klarerweise eine Untergruppe von G.

Proposition 4.9.7 Sei F ′/F eine Galoiserweiterung, P ∈ PF , P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P und
Gi := Gi(P

′|P ). Dann gilt

(a) G−1 = GZ(P ′|P ) und G0 = GT (P ′|P ). Insbesondere gilt ord(G0) = e(P ′|P ).

(b) G−1 ⊇ G0 ⊇ . . . Gi ⊇ Gi+1 ⊇ · · · und Gm = {id} für m gross genug.

(c) Sei σ ∈ G0, i ≥ 0 und t ein primes Element von P ′. Dann gilt

σ ∈ Gi ⇔ vP ′(σt− t) ≥ i+ 1.

(d) Sei char(F ) = 0. Dann gilt Gi = {id} für alle i ≥ 1. Weiters ist G0 = GT (P ′|P )
zyklisch.

(e) Sei char(F ) = p > 0. Dann ist G1 ein Normalteiler von G0. Die Ordnung von G1

ist eine Potenz von p und die Faktorgruppe G0/G1 ist zyklisch mit einer Ordnung
relativ prim zu p.
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(f) Sei char(F ) = p > 0. Dann ist Gi+1 ein Normalteiler von Gi für alle i ≥ 1. Die
Faktorgruppe Gi/Gi+1 ist isomorph zu einer additiven Untergruppe von F ′P ′.

Beweis: (a) und (b) sind klar.

(c) Betrachten wir T , den Trägheitskörper von P ′ über P und setzen wir PT = P ′ ∩T ,
e := e(P ′|P ), und OPT

= OP ′ ∩ T . Da P ′|PT total verzweigt ist, bilden die Elemente
1, t, . . . , te−1 eine Ganzheitsbasis für F ′/P bei PT . Sei nun σ ∈ G0 = Gal(F ′/T ) mit
vP ′(σt−t) ≥ i+1 und z ∈ OP ′ . Wir können z schreiben als z =

∑e−1
i=0 xit

i mit xi ∈ OPT

und erhalten

σz − z =
e−1∑
i=1

xi((σt)
i − ti) = (σt− t)

e−1∑
i=1

xiui,

mit ui = ((σt)i − ti)/(σt − t) ∈ OP ′ . Daraus folgt vP ′(σz − z) ≥ vP ′(σt − t) ≥ i + 1.
Also gilt σ ∈ Gi und das beweist (c).

Im folgenden bezeichne (F ′P ′)
∗ die multiplikative Gruppe des Restklassenkörpers, sowie

F ′P ′ die additive. Wir zeigen die Existenz eines Homomorphismus’

χ : G0 → (F ′P ′)
∗ mit Ker(χ) = G1, (4.46)

sowie für alle i ≥ 1 die Existenz von

ψi : Gi → F ′P ′ mit Ker(ψi) = Gi+1. (4.47)

Die Aussagen (d),(e) und (f) folgen sofort aus der Existenz dieser Homomorphismen.
Für (d) beachte man noch, dass keine endliche Untergruppe von F ′P ′ existiert und daher
Gi = Gi+1 für alle i ≥ 1 gelten muss. Da Gi = {id} ab einem Index, folgt (d).

Wir zeigen zunächst (4.46). Wählen wir ein primes Element t von P ′ und setzen wir
für σ ∈ G0

χ(σ) :=
σ(t)

t
+ P ′ ∈ (F ′P ′)

∗.

χ hängt nicht von der spezifischen Wahl von t ab: Sei t∗ = u · t ein anderes primes
Element von P ′ (also vP ′(u) = 0). Dann gilt

σ(t∗)
t∗

− σ(t)

t
=
σ(t) · σ(u)

t · u − σ(t)

t
=
σ(t)

t
· u−1 · (σ(u)− u) ∈ P ′.

Man beachte, dass wegen σ ∈ G0 gilt, dass σ(u) − u ∈ P ′. Wir zeigen, dass χ ein
Homomorphismus ist: Sei σ, τ ∈ G0. Dann ist τ(t) ein primes Element von P ′ und
daher

χ(στ) =
(στ)(t)

t
+ P ′ =

σ(τ(t))

τ(t)
· τ(t)
t

+ P ′ = χ(σ)χ(τ).

Ein Element σ ∈ G0 liegt im Kern von χ genau dann, wenn (σ(t)/t) − 1 ∈ P ′, also
vP ′(σ(t)− t) ≥ 2 gilt. Also gilt ker(χ) = G1. Das beweist (4.46).
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Wir wollen noch (4.47) zeigen: Sei i ≥ 1 und σ ∈ Gi. Dann ist σ(t) = t + ti+1 · uσ
für ein uσ ∈ OP ′ . Wir definieren ψi durch

ψi(σ) := uσ + P ′.

Die Homomorphieeigenschaft von ψi rechnet man unmittelbar nach, die Aussage über
den Kern ist klar.

¤

Das folgende Korollar erwähne ich ohne Beweis (der Beweis ist dem von Satz 4.9.3 sehr
ähnlich):

Korollar 4.9.8 Sei F ′/F eine Galoiserweiterung mit char(F ) = p > 0, P ∈ PF und
P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Sei weiters V1(P

′|P ) der Fixkörper der ersten Verzweigungsgruppe
G1(P

′|P ) und PM := P ′ ∩M für einen Zwischenkörper F ⊆M ⊆ F ′. Dann gilt:

(a) M ⊆ V1(P
′|P ) ⇔ ggT (e(PM |P ), p) = 1.

(b) M ⊇ V1(P
′|P ) ⇔ PM ist total verzweigt in F ′/M und e(P ′|PM) ist eine Potenz

von p.

Ohne Beweis möchte ich noch den folgenden Satz erwähnen. Der Beweis findet sich
z.B. in [38].

Satz 4.9.9 (Hilbertsche Differentenformel) Sei F ′/F eine Galoiserweiterung von
Funktionenkörpern, P ∈ PF und P ′ ∈ PF ′ mit P ′|P . Dann gilt

d(P ′|P ) =
∞∑
i=0

(ord(Gi(P
′|P ))− 1).

Wir wollen nun das Lemma von Abhyankar beweisen. Dazu benötigen wir zuerst
ein gruppentheoretisches Lemma. Die hier verwendeten gruppentheoretischen Begriffe
werden z.B. in [27] oder [1] erklärt.

Lemma 4.9.10 Sei G eine endliche Gruppe und U ein Normalteiler, sodass ord(U) =
pn, wobei p eine Primzahl oder 1 ist. Weiters soll G/U eine zyklische Gruppe sein mit
ggT (ord(G/U), p) = 1. Angenommen H1 sei eine Untergruppe von G mit pn|ord(H1).
Dann gilt für jede Untergruppe H2 ⊆ G

ord(H1 ∩H2) = ggT (ord(H1), ord(H2)).

Beweis: Es gilt klarerweise, dass sowohl die Ordnung von H1, also auch die Ordnung
von H2 von der Ordnung von H1 ∩H2 geteilt werden, also gilt

ord(H1 ∩H2) | ggT (ord(H1), ord(H2)).
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U ist ein Normalteiler von G und daher die einzige p-Sylow-Untergruppe von G. Es
gilt ord(H1) = pna1 mit ggT (a1, p) = 1 und ord(H2) = pma2 mit ggT (a2, p) = 1 und
m ≤ n. Daraus folgt ggT (ord(H1), ord(H2)) = pmd mit d := ggT (a1, a2). Es genügt zu
zeigen, dass

H1 ∩H2 enthält eine Untergruppe der Ordnung pm, und (4.48)

H1 ∩H2 enthält ein Element, dessen Ordnung ein Vielfaches von d ist. (4.49)

Wir zeigen zuerst (4.48): Da pn | ord(H1) existiert eine p-Sylow Untergruppe von H1

der Ordnung pn. Da aber ord(U) = pn und U die einzige p-Sylowgruppe von G ist,
gilt U ⊆ H1. Wählen wir eine p-Sylowgruppe V von H2. Dann gilt ord(V ) = pm und
V ⊆ U ⊆ H1. Damit ist (4.48) bewiesen.

Um (4.49) zu zeigen, betrachten wir die kanonische Restklassenprojektion π von G
auf G/U . Es gilt ord(π(H1)) = a1 und ord(π(H2)) = a2. Da G/U zyklisch ist, gilt
ord(π(H1) ∩ π(H2)) = d. Wählen wir nun g1 ∈ H1 und g2 ∈ H2 sodass π(g1) = π(g2)
die Untergruppe π(H1)∩ π(H2) erzeugt. Dann gilt g−1

1 g2 ∈ U ⊆ H1, also g2 ∈ H1 ∩H2

und die Ordnung von g2 ist ein Vielfaches von d.

¤

Satz 4.9.11 (Lemma von Abhyankar) Sei F ′/F einen endliche, separable Funk-
tionenkörpererweiterung. Seien F1, F2 Unterkörper von F ′ mit F ′ = F1F2 und F ⊆
F1, F2. Sei P ′ ∈ PF ′ eine Erweiterung von P ∈ PF und Pi := P ′ ∩ Fi, i = 1, 2. Sei
zumindest eine der Erweiterungen P1|P oder P2|P zahm. Dann gilt

e(P ′|P ) = kgV (e(P1|P ), e(P2|P )).

Beweis: Wählen wir eine Galoiserweiterung F ∗/F mit F ′ ⊆ F ∗ und eine Erweiterung
P ∗ ∈ PF ∗ von P ′. Sei G := GT (P ∗|P ) und Hi := GT (P ∗|Pi). Da zumindest eine
Erweiterung Pi|P zahm ist, können wir o.B.d.A. annehmen, dass ggT (e(P1|P ), p) = 1
gilt. Die Gruppen G, H1 und H2 erfüllen die Voraussetzungen von Lemma 4.9.10 und
daher gilt

ord(H1 ∩H2) = ggT (ord(H1), ord(H2)).

Wegen F ′ = F1F2 gilt Gal(F ∗/F ′) = Gal(F ∗/F1) ∩ Gal(F ∗/F2) und GT (P ∗|P ′) =
GT (P ∗|P1) ∩GT (P ∗|P2) = H1 ∩H2. Wir haben

e(P ∗|P ′) = ord(GT (P ∗|P ′)) = ord(H1 ∩H2)

= ggT (ord(H1), ord(H2)) = ggT (e(P ∗|P1), e(P
∗|P2))

= ggT (e(P ∗|P ′) · e(P ′|P1), e(P
∗|P ′) · e(P ′|P2))

= e(P ∗|P ′) · ggT (e(P ′|P1), e(P
′|P2)).
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Es gilt also
ggT (e(P ′|P1), e(P

′|P2)) = 1. (4.50)

Andererseits gilt

e(P ′|P ) = e(P ′|P1) · e(P1|P ) = e(P ′|P2) · e(P2|P ). (4.51)

Aus (4.50) und (4.51) folgt

e(P ′|P ) = kgV (e(P1|P ), e(P2|P )).

¤

4.10 Die Drinfeld-Vladut Schranke

4.10.1 Die Hasse-Weil Schranke

Im Folgenden nehmen wir an, dass F/Fq ein Funktionenkörper über einem endlichen
Körper Fq vom Geschlecht g ist. Beweise zu den in diesem Abschnitt getätigten Aus-
sagen findet man in [38] oder in [34]. Sei

An := card ({A ∈ DF : A ≥ 0 und deg(A) = n}) .
Definition 4.10.1 Wir definieren die Zetafunktion eines Funktionenkörpers F/Fq
durch

Z(t) := ZF (t) :=
∞∑
n=0

Ant
n ∈ C[[t]].

Zur Motivation: Die klassische Zetafunktion ist definiert durch

ζ(s) :=
∞∑
n=1

n−s, s ∈ C, Re(s) > 1.

Wir fassen Z(t) als Analogon zu der klassischen Zetafunktion auf, indem wir die ab-
solute Norm eines Divisors A ∈ DF definieren durch

N (A) := qdeg(A).

Die Funktion
ζF (s) := ZF (q−s)

lässt sich dann schreiben als

ζF (s) =
∞∑
n=0

Anq
−sn =

∑
A∈DF ,A≥0

N (A)−s.

Weitere motivierende Beispiele liefert die Theorie der Zetafunktionen algebraischer
Zahlkörper.
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Definition 4.10.2 Sei C0
F := {[A] ∈ CF : deg[A] = 0}. Dann heißt h := ord(C0

F )
Klassenzahl von F/Fq.

Man kann zeigen, dass mit unseren Voraussetzungen immer h < ∞ gilt, siehe [38],
Kap. V. Wir listen einige grundlegende Eigenschaften der Zetafunktion auf:

Proposition 4.10.3

(a) Die Potenzreihe Z(t) ist konvergent für |t| < q−1, und für diese t gilt

Z(t) =
1

(1− t)(1− qt)
, falls g = 0, und

Z(t) = F (t) +G(t) mit

F (t) =
1

q − 1

∑

[C]∈CF
0≤deg[C]≤2g−2

qdim[C] · tdeg[C], und

G(t) =
h

q − 1

(
qgt2g−1 1

1− qt
− 1

1− t

)
.

(b) Es gilt Z(t) =
∏

P∈PF
(1− tdeg(P ))−1.

(c) Es gilt Z(t) = qg−1t2g−2Z
(

1
qt

)
.

(d) Z(t) besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf C.

Definition 4.10.4 Die Funktion

L(T ) := (1− t)(1− qt)Z(t)

heißt L-Polynom von F/Fq.

Satz 4.10.5 Es gilt

(a) L(t) ist ein Polynom vom Grad 2g.

(b) L(t) = qgt2gL
(

1
qt

)
.

(c) Wir schreiben L(t) = a0 + a1t+ . . . a2gt
2g. Dann gilt

(1) a0 = 1 und a2g = qg.

(2) a2g−i = qg−iai für 0 ≤ i ≤ g.

(3) a1 = N − (q + 1), wobei N die Anzahl der Stellen vom Grad 1 ist.
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(d)

L(t) =

2g∏
i=1

(1− αit).

Die Zahlen αi sind ganzalgebraische Zahlen und sie können in einer Reihenfolge
angeordnet werden, sodass αiαg+i = q für i = 1, . . . , g.

(e) Sei Lr(t) das L-Polynom der Konstantenkörpererweiterung Fr = FFqr . Dann gilt

Lr(t) =

2g∏
i=1

(1− αri t),

wobei die αi’s dieselben sind, wie in (d).

Sei Fr := FFqr . Dann definieren wir

Nr := Nr(F ) := card{P ∈ PFr : deg(P ) = 1}.

Korollar 4.10.6 Es gilt für r ≥ 1

Nr = qr + 1−
2g∑
i=1

αri ,

wobei die αi’s wie in Satz 4.10.5 definiert sind. Insbesondere gilt

N(F ) = q + 1−
2g∑
i=1

αi.

Beweis: Nach Satz 4.10.5 (c) (3) ist der Koeffizient bei t von Lr(t) gleich Nr− (qr +1).
Andererseits folgt aus der Faktorisierung in Satz 4.10.5 (e), dass der Koeffizient gleich
−∑2g

i=1 α
r
i ist.

¤

Nun kommen wir zum Satz von Hasse-Weil. Dieser Satz ist auch als die Riemannsche
Vermutung für Funktionenkörper bekannt und lautet wie folgt:

Satz 4.10.7 (Hasse-Weil) Sei F/Fq ein Funktionenkörper, L(t) sein L-Polynom,
und α1, . . . , α2g die Reziprokwerte seiner Nullstellen. Dann gilt:

|αi| = q1/2 für i = 1, . . . , 2g.
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Aus dem Satz von Hasse-Weil folgt

ζF (s) = 0 ⇒ ZF (q−s) = 0 ⇒ |q−s| = q−1/2.

Da |q−s| = q−Re(s) heißt das

ζF (s) = 0 ⇒ Re(s) = 1/2.

Damit sollte die Bezeichnung ,,Riemannsche Vermutung für Funktionenkörper” klar
sein. Eine direkte Konsequenz aus dem Satz von Hasse-Weil ist die sogenannte Hasse-
Weil Schranke.

Satz 4.10.8 (Hasse-Weil Schranke) Für die Anzahl N = N(F ) der Stellen von
Grad 1 gilt

|N − (q + 1)| ≤ 2gq1/2.

Beweis: Folgt direkt aus dem Satz von Hasse-Weil und dem Korollar 4.10.6.

¤

4.10.2 Die Drinfeld-Vladut Schranke

Wir wollen einige Folgerungen aus dem Satz von Hasse-Weil ziehen. Dazu schreiben
wir für i = 1, . . . , 2g

wi := αiq
−1/2,

α1, . . . , αi sind dabei die Reziprokwerte der Nullstellen des L-Polynoms von F/Fq. Es
gilt |wi| = 1 nach dem Satz von Hasse-Weil und wir können annehmen (siehe Satz
4.10.5 (d)), dass

wg+i = wi = w−1
i für i = 1, . . . , g.

Nach dem Korollar 4.10.6 folgt

Nrq
−r/2 = qr/2 + q−r/2 −

g∑
i=1

(wri + w−ri ). (4.52)

Seien reelle Zahlen c1, . . . , cg gegeben. Multiplizieren wir (4.52) mit cr, so erhalten wir

N1crq
−r/2 = crq

r/2 + crq
−r/2 −

g∑
i=1

cr(w
r
i + w−ri )− (Nr −N1)crq

−r/2. (4.53)

Summiert man nun (4.53) für r = 1, . . . ,m auf, so erhält man

N1λm(q−1/2) =

= λm(q1/2) + λm(q−1/2) + g −
g∑
i=1

fm(wi)−
m∑
r=1

(Nr −N1)crq
−r/2, (4.54)
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wobei

λm(t) :=
m∑
r=1

crt
r

und

fm(t) := 1 + λm(t) + λm(t−1)

für t ∈ C. Es gilt fm(t) ∈ R für |t| = 1.

Indem wir die Werte ci klug wählen, leiten wir nun die Drinfeld-Vladut Schranke
her. Zuvor wollen wir uns noch einige Definitionen aus dem Kapitel 3.3 in Erinnerung
rufen. Für einen Funktionenkörper F über Fq sei

N(F ) := card({P ∈ PF : deg(P ) = 1}),

und

Nq(g) := max{N(F ) : F ist ein Funktionenkörper über Fq vom Geschlecht g.}.

Weiters sei

A(q) := lim sup
g→∞

Nq(g)

g
.

Aus der Hasse-Weil Schranke folgt sofort N
g
≤ 2q1/2, und damit

A(q) ≤ 2q1/2.

Diese Abschätzung wollen wir verbessern.

Proposition 4.10.9 Seien c1, . . . , cm ∈ R mit

(1) cr ≥ 0 für alle r = 1, . . . ,m, und es existiert ein i mit ci > 0.

(2) fm(t) ≥ 0 für alle t ∈ C mit |t| = 1.

Dann gilt

N ≤ g

λm(q−1/2)
+

λm(q1/2)

λm(q−1/2)
+ 1. (4.55)

Beweis: Es gilt N = N1 ≤ Nr für alle r ≥ 1, also gilt nach (4.54) und den Annahmen
(1) und (2)

N · λm(q−1/2) ≤ λm(q1/2) + λm(q−1/2) + g.

Dividiert man durch λm(q−1/2), so erhält man das Gewünschte (man beachte, dass
wegen (1) λm(q−1/2) > 0 gilt).

¤
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Satz 4.10.10 (Drinfeld-Vladut Schranke)

A(q) ≤ q1/2 − 1.

Beweis: Setzen wir
cr := 1− r

m
(r = 1, . . . ,m).

Es gilt für t 6= 1,

λm(t) =
m∑
r=1

(
1− r

m

)
tr =

t

(1− t)2

(
tm − 1

m
+ 1− t

)
(4.56)

und

fm(t) = 1 + λm(t) + λm(t−1) =
2− (tm + t−m)

m(t− 1)(t−1 − 1)
. (4.57)

Da t−1 = t für |t| = 1 gilt, folgt aus (4.57) fm(t) ≥ 0 für alle t ∈ C mit |t| = 1. Wir
können also die obige Proposition anwenden und erhalten

N

g
≤ 1

λm(q−1/2)
+

1

g

(
1 +

λm(q1/2)

λm(q−1/2)

)
. (4.58)

Aus (4.56) folgt sofort

lim
m→∞

λm(q−1/2) =
1

q1/2 − 1
.

Daher existiert für alle ε > 0 ein m0 mit

λm0(q
−1/2)−1 < q1/2 − 1 + ε/2.

Wählen wir nun g0 so, dass

1

g0

(
1 +

λm0(q
1/2)

λm0(q
−1/2)

)
< ε/2.

Dann gilt für jedes g ≥ g0 wegen (4.58)

N

g
< q1/2 − 1 + ε,

und daher
A(q) ≤ q1/2 − 1.

¤



Kapitel 5

Funktionenkörpertürme

Dieses Kapitel soll eine Einführung in die Theorie der Funktionenkörpertürme geben.
Wir haben im Kapitel 3 die Grösse A(q) betrachtet, im speziellen für gerade Primzahl-
potenzen q, und gesehen, dass man mit einer Folge von Funktionenkörpern Fn, die die
Gleichung

lim
n→∞

N(Fn)

g(Fn)
=
√
q − 1

erfüllt (g(Fn) bezeichne im Folgenden das Geschlecht von Fn), Codes konstruieren
kann, die die Gilbert-Varshamov Schranke übertreffen. Ziel dieses Kapitels ist es, zwei
Beispiele für derartige Folgen von Funktionenkörpern zu geben.

5.1 Grundlagen und Definitionen

Wir beginnen mit der Definition eines Funktionenkörperturmes. Die Definitionen gehen
im wesentlichen auf H. Stichtenoth und A. Garcia zurück (siehe [16]).

Definition 5.1.1 Ein Funktionenkörperturm über Fq ist eine unendliche Folge
F = (Fn)n∈N von Funktionenkörpern Fn/Fq mit vollem Konstantenkörper Fq, sodass

(i) F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ . . . und für jedes n ≥ 1 ist die Körpererweiterung Fn/Fn−1

separabel und es gilt [Fn : Fn−1] > 1,

(ii) g(Fj) > 1 für ein j ≥ 0.

Bemerkung 5.1.2 Diese Definition ist nicht immer einheitlich, so benützen sowohl
H. Stichtenoth, als auch J. Wulftange zeitweise eine etwas andere, im Wesentlichen
äquivalente Definition, siehe [43, 15].

Das erste, was wir zeigen werden, ist, dass für einen gegebenen Funktionenkörperturm
F = (F0, F1, F2, . . . ) der Grenzwert limi→∞N(Fi)/g(Fi) immer existiert.

Definition 5.1.3 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Turm über Fq. Dann heißt

121
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(i)

ν(F) := lim
i→∞

N(Fi)

[Fi : F0]

die Zerfällungsrate von F , und

(ii)

γ(F) := lim
i→∞

g(Fi)

[Fi : F0]

das Geschlecht von F .

Eine direkte Folgerung aus der Hilbertschen Fundamentalgleichung ist das folgende
Lemma.

Lemma 5.1.4 Sei E/Fq eine Funktionenkörpererweiterung eines Funktionenkörpers
F/Fq und sei t die Anzahl der Stellen vom Grad 1 von F/Fq, die in E/F vollständig
zerfallen. Dann gilt:

t[E : F ] ≤ N(E) ≤ [E : F ]N(F ).

Damit können wir nun das Folgende beweisen:

Lemma 5.1.5 Die Limiten ν(F), und γ(F) existieren, und es gilt

0 ≤ ν(F) <∞ und 0 < γ(F) ≤ ∞.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Existenz von ν(F). Für i ≥ 1 haben wir

N(Fi)/[Fi : F0]

N(Fi−1)/[Fi−1 : F0]
≤ N(Fi)

[Fi : Fi−1]N(Fi−1)
≤ 1

wegen Lemma 5.1.4, also ist die Folge
(
N(Fi)
[Fi:F0]

)
i≥0

monoton fallend und folglich konver-

gent. Weiters gilt klarerweise 0 ≤ ν(F) <∞.

Für die Aussage zum Geschlecht, betrachten wir die Folge
(
g(Fi)−1
[Fi:F0]

)
i≥0

. Wegen der

Hurwitzschen Geschlechtsformel gilt

g(Fi+1)− 1 = [Fi+1 : Fi](g(Fi)− 1) +
1

2
deg(Diff(Fi+1/Fi))

≥ [Fi+1 : F0]

[Fi : F0]
(g(Fi)− 1).

Die Folge
(
g(Fi)−1
[Fi:F0]

)
i≥0

ist also monoton wachsend, und hat denselben Grenzwert γ(F)

wie
(

g(Fi)
[Fi:F0]

)
i≥0

. Die Aussage 0 < γ(F) ≤ ∞ ist trivial.



5.1. GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN 123

¤

Nun macht die folgende Definition Sinn:

Definition 5.1.6 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Funktionenkörperturm. Wir definieren

λ(F) := lim
i→∞

N(Fi)

g(Fi)
=
ν(F)

γ(F)
.

Lemma 5.1.7 Es gilt für einen Funktionenkörperturm F = (F0, F1, F2, . . . ) über Fq

0 ≤ λ(F) ≤ √
q − 1.

Beweis: Die linke Abschätzung folgt aus dem Lemma 5.1.5, die rechte ist nichts anderes
als die Drinfeld-Vladut Schranke.

¤

Definition 5.1.8 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Funktionenkörperturm über Fq. Dann
heißt F

(i) asymptotisch schlecht, falls λ(F) = 0,

(ii) asymptotisch gut, falls λ(F) > 0, und

(iii) asymptotisch optimal, falls λ(F) =
√
q − 1.

Definition 5.1.9 Ein Funktionenkörperturm F = (F0, F1, F2, . . . ) heißt

(i) zahm, falls alle Erweiterungen Fn/F0 zahm sind.

(ii) wild, falls F nicht zahm ist.

Meistens betrachtet man rekursive Türme:

Definition 5.1.10 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Funktionenkörperturm über Fq. F
heißt rekursiv, falls ein f(x, y) ∈ Fq[x, y] existiert, mit

Fi+1 = Fi(xi+1) mit f(xi, xi+1) = 0 für i ≥ 0,

und F0 = Fq(x0).
F heißt gerade, falls degx(f) = degy(f), ansonsten heißt F schief.

Bemerkung 5.1.11 Man kann zeigen, dass schiefe Türme immer asymptotisch schlecht
sind (siehe [17]).
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Bemerkung 5.1.12 Es ist eine schwierige Aufgabe, zu bestimmen ob eine Folge von
Funktionenkörpern (Fn)n≥0, die durch Fi+1 = Fi(xi+1) gegeben ist, mit f(xi, xi+1) = 0
tatsächlich einen Turm definiert, d.h. dass f immer irreduzibel bleibt. Es existieren in
diese Richtung keine allgemeinen Resultate, ausser für gewisse Klassen von Türmen
(z.B. Fermattürme, siehe [43], oder auch gewisse Kummertürme vom Grad 2, siehe
[15]). Man beweist solche Resultate meistens, indem man zeigt, dass in jeder Erweite-
rung Fn+1/Fn eine Stelle verzweigt.

Definition 5.1.13 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Funktionenkörperturm. Dann definie-
ren wir:

(i) V (F/F0) := {P ∈ PF0 : P ist verzweigt in einer Erweiterung Fn/F0 für ein
n ≥ 0}, den Verzweigungsort, und

(ii) S(F/F0) := {P ∈ PF0 : deg(P ) = 1 und P zerfällt vollständig in allen Erweite-
rungen Fn/F0}, den Zerfällungsort

von F .
Entsprechend sind der Fk-Verzweigungsort V (F/Fk), und der Fk-Zerfällungsort S(F/Fk)
für k ∈ N definiert.

Lemma 5.1.14 Sei F = (F0, F1, F2, . . . ) ein Funktionenkörperturm über Fq und gelte
S(F/F0) 6= ∅. Dann gilt

ν(F) ≥ t > 0,

mit t := card(S(F/F0)).

Beweis: Sei P ∈ S(F/F0). Dann liegen [Fn : F0] Stellen vom Grad 1 von Fn über P in
der Erweiterung Fn/F0 für alle n ≥ 0. Also gilt N(Fn) ≥ t[Fn : F0]. Die Aussage folgt
nun direkt aus der Definition von ν(F).

¤

5.2 Zahme Türme

Wir behandeln einige Resultate über zahme Funktionenkörpertürme. Der wesentliche
Vorteil eines zahmen Turmes ist, dass man mit der Dedekindschen Differentenformel ein
wichtiges Werkzeug zur Bestimmung der Differente und damit des Geschlechts in der
Hand hat. Für wilde Türme hat man das nicht und man muss in der Regel um einiges
mehr an Rechenarbeit investieren um das Geschlecht berechnen zu können. Wir wollen
uns für diesen Abschnitt einen zahmen Funktionenkörperturm F = (F0, F1, F2, . . . )
über Fq fixieren.

Definition 5.2.1 Sei die Menge V (F/F0) endlich. Dann heißt F von endlichem
Verzweigungstyp.
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Lemma 5.2.2 Sei F ein zahmer Turm von endlichem Verzweigungstyp. Dann gilt

γ(F) ≤ g(F0) +
s− 2

2
,

mit s :=
∑

P∈V (F/F0) deg(P ).

Beweis: Sei P ∈ PF0 und Q ∈ PFn mit Q|P . Da der Turm zahm ist, gilt d(Q|P ) =
e(Q|P )− 1. Wir erhalten

deg(Diff(Fn/F0)) =
∑

P∈V (F/F0)

∑

Q|P
d(Q|P )deg(Q)

≤
∑

P∈V (F/F0)


∑

Q|P
e(Q|P )f(Q|P )


 deg(P )

= [Fn : F0]s.

Aus der Hurwitzschen Geschlechtsformel folgt

2g(Fn)− 2 ≤ [Fn : F0](2g(F0)− 2 + s)

und daraus folgt die Behauptung.

¤

Korollar 5.2.3 Sei F ein zahmer Turm von endlichem Verzweigungstyp und gelte
S(F/F0) 6= ∅. Dann gilt mit s :=

∑
P∈V (F/F0) deg(P ) und t := card(S(F/F0))

λ(F) ≥ 2t

2g(F0) + s− 2
.

Insbesondere ist F asymptotisch gut.

Beweis: Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus Lemma 5.1.14 und Lemma 5.2.2.

¤

Es gilt auch eine Umkehrung unter der Voraussetzung, dass alle Erweiterungen Fn/F0

galoissch sind. Mann nennt dann F galoissch.

Satz 5.2.4 Sei F ein asymptotisch guter, zahmer, galoisscher Turm. Dann ist F von
endlichem Verzweigungstyp und es gilt S(F/Fn) 6= ∅ für ein n ≥ 0.
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Beweis: Angenommen, der Verzweigungsort sei unendlich. Dann gibt es Stellen
Pn1 , Pn2 , · · · ∈ PF0 (n1 ≤ n2 ≤ . . . ), sodass Pni

verzweigt ist in der Erweiterung Fni
/F0.

Sei Qi eine Stelle aus Fni
mit Qi|Pni

. Dann gilt

deg(Diff(Fni
/F )) =

∑

P∈PF0

∑

P ′|P
d(P ′|P )deg(P ′)

=
∑

P∈PF0

∑

P ′|P
(e(P ′|P )− 1) · deg(P ′)

=
∑

P∈PF0

rP · (e(P )− 1) · f(P ) · deg(P )

= [Fni
: F0]

∑

P∈PF0

(e(P )− 1)

e(P )
· deg(P )

≥ [Fni
: F0]

i∑
j=1

(e(Pnj
)− 1)

e(Pnj
)

≥ i

2
[Fni

: F0].

Die zweite Zeile folgt aus der Dedekindschen Differentenformel, die dritte Zeile folgt
aus Korollar 4.8.2, man beachte auch die Notation wie in Kapitel 4.8. Die vierte Zeile
folgt aus der Hilbertschen Fundamentalformel. Der Rest ist klar. Aus der Hurwitzschen
Geschlechtsformel folgt

2g(Fni
)− 2 ≥ [Fni

: F0](2g(F0)− 2) +
i

2
[Fni

: F0]

und daraus folgt γ(F) = ∞. Das impliziert aber λ(F) = 0. Widerspruch.

Nun zeigen wir, dass S(F/Fn) 6= ∅ für ein n ≥ 0.
Sei M die Menge der Stellen vom Grad 1 von F0. Für P ∈ M und i ∈ N definieren
wir ri(P ) als die Anzahl an Stellen vom Grad 1, die über P in der Erweiterung Fi/F0

liegen und setzen

µ(P ) := lim
i→∞

ri(P )

[Fi : F0]
.

Dann gilt

ν(F) =
∑
P∈M

µ(P ) > 0,

weil nach Voraussetzung λ(F) = ν(F)
γ(F)

> 0 gilt. Also muss ein P ∈ M existieren mit

µ(P ) > 0. Da alle Erweiterungen galoissch sind, liegen nur rationale Stellen über P in
Fi, d.h. alle relativen Grade fi(P ) müssen 1 sein für alle i ≥ 1, und wir haben

ri(P ) =
[Fi : F0]

ei(P )
,
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wobei ei(P ) der Verzweigungsindex von P in der Erweiterung Fi/F0 ist. Es gilt

0 < µ(P ) = lim
i→∞

1

ei(P )
.

Die Folge (ei(P ))i≥1 ist also ab einem Index konstant, sagen wir ab dem Index n und
daher zerfallen die Stellen in Fn, die über P liegen vollständig in allen Erweiterungen
Fm/Fn mit m > n.

¤

Bemerkung 5.2.5 In [13] wird gezeigt, dass ein galoisscher Turm dessen Galoisgrup-
pen Gal(Fn/F0) abelsch sind, asymptotisch schlecht ist. Der Beweis basiert auf der
Theorie höherer Verzweigungsgruppen, siehe Kapitel 4.9.

5.3 Ein zahmer optimaler Turm

Hier wollen wir das erste Beispiel eines asymptotisch optimalen Turmes präsentieren
(siehe [15]). Diese Konstruktion funktioniert jedoch nur über Fq mit einem Primzahl-
quadrat q = p2, p 6= 2. Wir fixieren ein Element i ∈ Fq mit i2 = −1.

Definition 5.3.1 Wir betrachten das Polynom f(x, y) := 2xy2− x2− 1 ∈ Fq[x, y] und
den dazugehörigen rekursiven Funktionenkörperturm F = (F0, F1, F2, . . . ).

Wir haben also in jedem Rekursionsschritt eine Kummererweiterung. Dass dadurch
auch tatsächlich ein Turm definiert wird, müssen wir erst zeigen.

Lemma 5.3.2 Sei F := Fq(x, y) mit f(x, y) = 0. Dann gilt:

(i) [F : Fq(x)] = [F : Fq(y)] = 2, und Fq ist der volle Konstantenkörper von F .

(ii) In der Erweiterung F/Fq(x) verzweigen genau die Stellen mit x = 0, x = ∞, x =
i, x = −i.

(iii) Sei Q ∈ PF mit x(Q) = ∞ (nach (ii) existiert genau eine solche Stelle). Dann
gilt y(Q) = ∞, und Q ist unverzweigt in der Erweiterung F/Fq(y).

Beweis: (ii) und [F : Fq(X)] = 2 folgt sofort aus dem Satz 4.8.3. Da total verzweigte
Stellen existieren, folgt auch, dass Fq der volle Konstantenkörper von F ist. Wir zeigen
nun (iii): Wegen (ii) ist vQ(x) = −2 und daraus folgt vQ(y) = −2, also y(Q) = ∞. Sei
Q1 := Q ∩ Fq(y). Dann liegt sowohl die Stelle P1 ∈ PF mit x(P1) = 0, y(P1) = ∞, als
auch die Stelle Q über Q1 in der Erweiterung F/Fq(y). Daher zerfällt die Stelle Q1 in
dieser Erweiterung, also ist Q unverzweigt in F/Fq(y). Aus dieser Tatsache folgt auch
F 6= Fq(y) und [F : Fq(y)] = 2.

¤
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Korollar 5.3.3 Es gilt:

(i) [Fn : F0] = 2n, für alle n ≥ 0.

(ii) Der Pol von x0 ist total verzweigt in der Erweiterung Fn/F0 und Fq ist algebraisch
abgeschlossen in Fn.

(iii) Sei Q ∈ PFn der (nach (ii) eindeutig bestimmte) Pol von x0 in Fn. Dann ist Q
unverzweigt in der Erweiterung Fn/Fq(xn).

Beweis: Nach dem Lemma 5.3.2 ist der Fall n = 1 erledigt. Wir nehmen an, die Aussa-
gen gelten für n. Sei Q ∈ PFn+1 mit x0(Q) = ∞, Q1 := Q∩ Fn, Q2 := Q∩ Fq(xn, xn+1)
und P := Q ∩ Fq(xn). Q1 ist die Polstelle von x0 in Fn und nach Induktionsvorausset-
zung gilt e(Q1|P ) = 1 und xn(P ) = ∞. Ausserdem ist Q2 eine einfache Polstelle von
xn+1 und Q2|P ist total verzweigt. Nun wenden wir das Lemma von Abhyankar (Satz
4.9.11) an und erhalten zusammen mit Lemma 5.3.2 alle Aussagen für n+ 1.

¤

Lemma 5.3.4 Die Stellen Px0=0, Px0=∞, Px0=i, und Px0=−i sind total verzweigt in der
Erweiterung F2/F0, und daher gilt g(F2) ≥ 3.

Beweis: Folgt aus Satz 4.8.3 und der Hurwitzschen Geschlechtsformel.

¤

Damit ist gezeigt, dass F tatsächlich ein Turm ist.0 Wir bestimmen nun den Verzwei-
gungsort unseres Turmes:

Lemma 5.3.5 Es gilt

V (F/F0) = {P ∈ PF0 : mit x0(P ) ∈ A}, mit (5.1)

A := {0,∞, 1,−1, i,−i}.
Beweis: Wir zeigen nur ,,⊆” in (5.1), da wir nur diese Inklusion benötigen. Die andere
Inklusion kann man ganz problemlos nachrechnen.
Sei P ∈ V (F/F0). Dann existiert ein n ≥ 1 und eine Stelle Q ∈ PFn , sodass Q
über P liegt und in der Erweiterung Fn/Fn−1 verzweigt ist. Fassen wir nun Fn als das
Kompositum von Fn−1 und F2 := Fq(xn, xn−1) auf, so erhalten wir mit dem Lemma von
Abhyankar (Satz 4.9.11), dass Q in der Erweiterung Fq(xn−1, xn)/Fq(xn−1) verzweigt.
Es gilt also nach Lemma 5.3.2, dass xn−1(Q) ∈ A. Wir wollen zeigen, dass x0(Q) ∈ A
gilt. Dazu genügt es zu zeigen, dass wenn xi(Q) ∈ A liegt, auch xi−1(Q) ∈ A liegt für
alle i ≥ 1. Um das zu zeigen betrachten wir unsere definierende Gleichung

x2
i =

x2
i−1 + 1

2xi−1

.
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Nun sieht man sofort die folgenden Implikationen:

xi(Q) = 0 ⇒ xi−1(Q) ∈ {i,−i},
xi(Q) = ∞ ⇒ xi−1(Q) ∈ {0,∞},
xi(Q) = ±1 ⇒ xi−1(Q) = 1,

xi(Q) = ±i ⇒ xi−1(Q) = −1.

Das beweist unser Lemma.

¤

Wir wollen nun den Zerfällungsort von F bestimmen. Dazu benötigen wir einige
Resultate über sogenannte Deuring Polynome. Diese Polynome sind von Deuring ein-
geführt worden um supersinguläre elliptische Kurven zu klassifizieren (siehe [7] oder
[32])und sind definiert durch

H(X) :=

p−1
2∑
j=0

(p−1
2

j

)2

Xj ∈ Fp[X].

Sei
Ω := {α ∈ Fp : H(α4) = 0}.

Fp sei dabei ein algebraischer Abschluss von Fp.

Satz 5.3.6

(i) Das Polynom H(X) ist separabel.

(ii) Ω ⊆ Fp2 und card(Ω) = 2(p− 1).

Beweis: Der Beweis zu (i) findet sich in [7] und [32]. Da H(0) 6= 0 und deg(H(X)) =
(p− 1)/2, folgt aus (i) sofort card(Ω) = 2(p− 1). Der Beweis der Behauptung Ω ⊆ Fp2
findet sich im Appendix von [15].

¤

Wir zeigen den folgenden Satz, aus dem die Optimalität des Turmes F folgt.

Satz 5.3.7 Sei α ∈ Ω und β ∈ Fp mit β2 = α2+1
2α

. Dann gilt β ∈ Ω.

Der Satz 5.3.7 ist eine direkte Folgerung der folgenden Proposition.

Proposition 5.3.8 Es gilt

H(X4) = Xp−1 ·H
((

X2 + 1

2X

)2
)
.
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Beweis (Skizze): Wir haben

Xp−1 ·H
((

X2 + 1

2X

)2
)

= Xp−1 ·
p−1
2∑
j=0

(p−1
2

j

)2

·
(
X2 + 1

2X

)2j

=

p−1
2∑
j=0

(p−1
2

j

)2

· 1

4j
· (X2 + 1)2j ·Xp−1−2j

=

p−1∑

k=0

ck ·X2k,

mit

ck =

p−1
2∑
j=0

(p−1
2

j

)2

· 1

4j
·
(

2j

k + j − p−1
2

)
.

Nach einiger Rechnung erhält man

ck ≡ Sk mod (p) für 0 ≤ k ≤ p− 1 und

Sk := (−1)k
k∑
j=0

(−1)j

4j
·
(

2j

j

)2

·
(
k + j

2j

)
.

Da p 6= 2 gilt, ist Sk in Fp wohldefiniert, da 4j 6= 0 in Fp.

Behauptung: Es gilt für Sk wie oben definiert:

(i) Sk = 0 für k ungerade, und

(ii) Sk = 1
4k

(
k
k/2

)2
für k gerade.

Zum Beweis verwenden wir die Gaußsche hypergeometrische FunktionG(z) := 2F1(
1
2
, 1

2
; 1; z)

(siehe [20]). Diese Funktion erfüllt bekannterweise die Differentialgleichung

z(1− z) · y′′ + (1− 2z) · y′ − 1

4
· y = 0,

und besitzt die Potenzreihenentwicklung

G(z) =
∑
n≥0

1

42n
·
(

2n

n

)2

· zn.

Eine kurze Rechnung zeigt, dass dann die Funktionen G(z2) und 1
1−z · G

(
−4z

(1−z)2
)

Lösungen der Differentialgleichung

z(z2 − 1) · y′′ + (3z2 − 1) · y′ + z · y = 0
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sind, und daraus folgt

G(z2) =
1

1− z
·G

( −4z

(1− z)2

)
. (5.2)

Nun gilt, da der Koeffizient von zn−k in der Summe (
∑n

m=0 z
m)

2k+1
gleich

(
n+k
2k

)
ist,

dass
1

1− z
G

( −4z

(1− z)2

)
=

∑
n≥0

(−1)n · Sn · zn,

und wegen (5.2) gilt daher

∑
n≥0

(−1)n · Sn · zn =
∑
n≥0

1

42n
·
(

2n

n

)2

· z2n. (5.3)

Das beweist unsere Behauptungen (i) und (ii).

Behauptung: ck ≡
( p−1

2
k/2

)2

mod (p) für k gerade und 0 ≤ k ≤ p− 1.

Durch vollständige Induktion rechnet man das Folgende nach:

4k ·
( p−1

2

k/2

)2

≡
(
k

k/2

)2

mod (p) für k gerade und 0 ≤ k ≤ p− 1.

Daraus und aus (5.3) folgt sofort die Behauptung.

Setzt man diese Ergebnisse in die Definition von ck ein, so erhält man die Aussage
der Proposition.

¤

Satz 5.3.9 Der Turm F ist asymptotisch optimal.

Beweis: Sei P := Pα ∈ PF0 mit α ∈ Ω. Nach Satz 5.3.6 gilt deg(P ) = 1. Nach Satz
5.3.7 besitzt die Gleichung

β2 =
α2 + 1

2α

zwei verschiedene Nullstellen β in Ω. Aus dem Satz von Kummer (Satz 4.2.6) folgt,
dass die Stelle P in der Erweiterung F1/F0 vollständig zerfällt. Durch Induktion folgt,
dass P in allen Erweiterungen Fn/Fn−1 vollständig zerfällt, und daraus folgt

Ω ⊆ S(F/F0).

Wir verwenden nun die Notation von Korollar 5.2.3 und sehen, dass

t ≥ card(Ω) = 2(p− 1) und s ≤ 6.
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Setzt man in Korollar 5.2.3 ein, so erhält man unter Verwendung der Tatsache g(F0) = 0

λ(F) ≥ 4(p− 1)

6− 2
= p− 1 = A(p2)

und das beweist die Optimalität von F .

¤

5.4 Ein wilder optimaler Turm

Für wilde Türme kann man keine Resultate in der Art von Satz 5.2.3 herleiten, da man
keine Kontrolle über die Differente besitzt. Es genügt dann nicht den Verzweigungsort
zu bestimmen, man muss vielmehr in jedem Schritt Fn/Fn−1 die Differente kennen und
dann die Transitivität der Differente ausnützen. Das werden wir als erstes tun und
erhalten den folgenden Satz.

Satz 5.4.1 Sei F = (F0, F1, F2, . . . , ) ein Turm über Fq. Gelte

deg(Diff(Fn+1/Fn)) ≤ ε · [Fn+1 : Fn] · deg(Diff(Fn/Fn−1))

für alle n ≥ 1 mit 0 ≤ ε < 1. Sei weiters der S(F/F0) 6= ∅. Dann gilt mit t :=
card(S(F/F0))

λ(F) ≥ 2(1− ε)[F1 : F0] · t
deg(Diff(F1/F0)) + (1− ε)[F1 : F0](2g(F0)− 2)

,

falls deg(Diff(F1/F0)) + (1− ε)[F1 : F0](2g(F0)− 2) > 0.

Beweis: Wir setzen Dn+1 := deg(Diff(Fn+1/Fn)) für n ≥ 0.
Aus Dn+1 ≤ ε[Fn+1 : Fn] ·Dn folgt

Di+1 ≤ εi[Fi+1 : F1] ·D1 für alle i ≥ 1. (5.4)

Wir erhalten wegen der Hurwitzschen Geschlechtsformel, (5.4) und Korollar 4.5.11

2g(Fn+1)− 2 = [Fn+1 : F0](2g(F0)− 2) + deg(Diff(Fn+1/F0))

= [Fn+1 : F0](2g(F0)− 2) +
n∑
i=0

[Fn+1 : Fi+1] ·Di+1

≤ [Fn+1 : F0](2g(F0)− 2) +
n∑
i=0

εi[Fn+1 : F1] ·D1

= [Fn+1 : F0]

(
(2g(F0)− 2) +

D1

[F1 : F0]
· 1− εn+1

1− ε

)

≤ [Fn+1 : Fn]

(
(2g(F0)− 2) +

D1

(1− ε)[F1 : F0]

)
.
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Unter Verwendung von Lemma 5.1.14 sieht man

λ(F) ≥ 2t

2g(F0)− 2 + D1

(1−ε)[F1:F0]

=
2(1− ε)[F1 : F0] · t

D1 + (1− ε)[F1 : F0](2g(F0)− 2)
.

¤

Bemerkung 5.4.2 Die Forderung deg(Diff(F1/F0)) + (1− ε)[F1 : F0](2g(F0)− 2) >
0 stellt keine Einschränkung dar, da g(Fn) ≥ 2 ab einem Index n gilt, und wenn
man F durch den Turm F̃ = (F̃0, F̃1, F̃2, . . . ) := (Fn, Fn+1, Fn+2, . . . ) ersetzt gilt
deg(Diff(F̃1/F̃0)) + (1 − ε)[F̃1 : F̃0](2g(F̃0) − 2) > 0 und man kann den Satz an-
wenden.

Wir wollen nun ein Beispiel eines optimalen, wilden Turmes über Fq2 angeben,
wobei q eine Primzahlpotenz ist (siehe [16]).

Definition 5.4.3 F sei der durch das Polynom

f(x, y) = (xq−1 + 1)yq + (xq−1 + 1)y − xq ∈ Fq2 [x, y]

definierte rekursive Turm.

Die folgenden Teilmengen von Fq2 werden wir zur Analyse dieses Turmes benötigen:

Ω := {α ∈ Fq2 : αq + α = 0} und Ω∗ := Ω \ {0}.

Klarerweise besteht die Menge Ω aus q Elementen.
Wie man mittels einer Substitution y1 := αy mit α ∈ Ω∗ sofort sieht, besteht dieser
Turm aus Artin-Schreier Erweiterungen

Fi+1 = Fi(xi+1) mit xqi+1 + xi+1 =
xqi

xq−1
i + 1

.

Lemma 5.4.4 Sei F = Fq2(x, y) mit f(x, y) = 0 und P ∈ PFq2 (x) mit x(P ) ∈ Ω∗∪{∞}.
Dann ist P in der Erweiterung F/Fq2(x) total verzweigt.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus dem Satz über Artin-Schreier Erweiterungen (Satz
4.8.5).

¤

Wir berechnen den Zerfällungsort:

Lemma 5.4.5 S(F/F0) = {Pα ∈ PF0 : α ∈ Fq2 \ Ω}.
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Beweis: Sei P ∈ PFi
mit xi(P ) /∈ Ω. Dann gilt

f(xi+1) := xqi+1 + xi+1 − xqi
xq−1
i + 1

∈ OP [xi+1]

und

f(xi+1) ≡ xqi+1 + xi+1 − αq+1

αq + α
=: f(xi+1) mod (P ),

(wir haben den konstanten Koeffizienten mit α 6= 0 erweitert). Es gilt

NmFq2/Fq(α) = αq+1

und
TrFq2/Fq(α) = αq + α.

Daher gilt

γ :=
αq+1

αq + α
∈ Fq \ {0}.

Alle q Nullstellen von f(xi+1) liegen in Fq2 , da die Spurabbildung TrFq2/Fq eine Fq-
lineare, und surjektive Abbildung ist. Da f separabel ist, zerfällt f in Linearfaktoren
über Fq2 und nach dem Satz von Kummer (Satz 4.2.6) zerfällt P total in der Erwei-
terung Fi+1/Fi. Wir zeigen noch, dass xi+1(P

′) /∈ Ω für P ′|P . Dafür genügt es aber
wieder nach dem Satz von Kummer zu zeigen, dass keine Nullstelle von f in Ω liegt.
Das ist jedoch unmittelbar klar, da γ 6= 0 gilt.

¤

Unser nächstes Ziel ist es, den Verzweigungsort zu berechnen.

Lemma 5.4.6 Sei P ∈ PFq2(x1).

(i) Sei x1(P ) ∈ Ω. Dann ist P total verzweigt in der Erweiterung Fq2(x0, x1)/Fq2(x1).

(ii) Sei x1(P ) = ∞. Dann ist P unverzweigt in der Erweiterung Fq2(x0, x1)/Fq2(x1).

Beweis: Wir haben als definierende Gleichung

xq1 + x1 =
xq0

xq−1
0 + 1

.

Setzen wir x̃0 := 1
x0

, so erhalten wir

xq1 + x1 =
1

x̃0 + x̃q0
(5.5)

und daher

x̃q0 + x̃0 =
1

xq1 + x1

.
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Es gilt klarerweise Fq2(x0) = Fq2(x̃0), und wegen (5.5) und dem Satz über Artin-Schreier
Erweiterungen folgt die Behauptung, da

vP

(
1

xq1 + x1

)
= −vP (xq1 + x1) = −1 für x1(P ) ∈ Ω,

und

vP

(
1

xq1 + x1

)
= −vP (xq1 + x1) = q für x1(P ) = ∞.

¤

Lemma 5.4.7 Für ein P ∈ PFn mit x0(P ) ∈ Ω∗ ∪ {∞} gilt

(i) P ∩Fn−1 ist total verzweigt in Fn/Fn−1 für alle n und d(P/P ∩Fn−1) = 2(q− 1).

(ii) xi(P ) = ∞ für alle i ≥ 1.

(iii) P ∩ Fq2(xn) ist unverzweigt in der Erweiterung Fn/Fq2(xn)

(iv) F definiert einen Turm über Fq2.

Beweis: (ii) folgt sofort aus der definierenden Gleichung.

(iii) Um Übersichtlichkeit zu gewährleisten verwenden wir die folgende Notation:

Fk,l := Fq2(xk, xk+1, . . . , xl).

Der Fall n = 1 ist bereits durch Lemma 5.4.6 erledigt. Nehmen wir an, die Ein-
schränkung von P sei in der Erweiterung F0,n/Fn,n unverzweigt. Wieder nach dem
Lemma 5.4.6 und dem Lemma 5.4.4 haben wir dann das folgende Diagramm für P (die
Zahlen bezeichnen die Verzweigungsindizes):

F0,n+1

ttttttttt

HH
HH

HH
HH

H

Fn,n+1 F0,n

Fq2(xn+1)

1
rrrrrrrrrr

Fq2(xn)

q
JJJJJJJJJ

1
vvvvvvvvv

Das Lemma von Abhyankar liefert:

F0,n+1

1

ttttttttt
q

HH
HH

HH
HH

H

Fn,n+1 F0,n

Fq2(xn+1)

1
rrrrrrrrrr

Fq2(xn)

q
JJJJJJJJJ

1
vvvvvvvvv
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P ist also unverzweigt in der Erweiterung F0,n+1/Fn+1,n+1, und das beweist (iii).

(i) Es gilt für n ≥ 2

vP∩Fn−1(x
q
n−1/(x

q−1
n−1 + 1)) = −1 · e(P ∩ Fn−1|P ∩ Fq2(xn−1)).

Aus (ii) und (iii) folgt e(P ∩ Fn−1|P ∩ Fq2(xn−1)) = 1, also ist nach dem Satz über
Artin-Schreier Erweiterungen (Satz 4.8.5) die Stelle P ∩ Fn−1 total verzweigt in der
Erweiterung Fn/Fn−1. Die Aussage über den Differentenindex folgt auch aus Satz 4.8.5.

(iv) folgt aus (i) und der Formel für das Geschlecht im Satz über Artin-Schreier Erwei-
terungen.

¤
Aus diesen Betrachtungen folgt, dass wir alles über die Stellen P mit x0(P ) ∈ Ω∗ ∪
{∞} wissen. Ihr Verzweigungsverhalten lässt sich wie folgt beschreiben (wir verwenden
wieder das Lemma von Abhyankar und die Tatsache, dass xi(P ) = ∞ für alle i ≥ 1
gilt.

F0,4 Fn−4,n

F0,3

q
yyyyyyyy

Fn−3,n

1

MMMMMMMMMM

F0,2

q
yyyyyyyy

F1,3

1

EEEEEEEE
Fn−3,n−1

q
qqqqqqqqqq

Fn−2,n

1

MMMMMMMMMM

F0,1

q
yyyyyyyy

F1,2

1

EEEEEEEE
q

yyyyyyyy
Fn−2,n−1

1

MMMMMMMMMM

q
qqqqqqqqqq

Fn−1,n

1

KKKKKKKKKK

F0,0

q
yyyyyyyy

F1,1

1

EEEEEEEE
q

yyyyyyyy
F2,2

1

EEEEEEEE
Fn−2,n−2

q
qqqqqqqqqq

Fn−1,n−1

1

MMMMMMMMMM

q
ssssssssss

Fn,n

1

HHHHHHHHH

Wir kennen außerdem den Differentenindex d(P/P ∩ Fn−1). Dieser ist 2(q − 1) nach
dem Satz über Artin-Schreier Erweiterungen. Nun wollen wir alle Stellen bestimmen,
die in einer Erweiterung Fn/Fn−1 verzweigen können.

Lemma 5.4.8 Angenommen P ist in Fn/Fn−1 verzweigt. Dann ist P in Fn−1,n/Fn−1,n−1

verzweigt. Insbesondere gilt xn−1(P ) ∈ Ω∗ ∪ {∞}.
Beweis: Angenommen P ist unverzweigt in Fn−1,n/Fn−1,n−1. Dann haben wir das fol-
gende Bild:

Fn

Fn−1

e>1

tttttttttt
Fn−1,n

LLLLLLLLLLL

Fn−1,n−1

JJJJJJJJJ 1

ssssssssss
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Das ist aber ein Widerspruch zum Lemma von Abhyankar.

¤

Die Stellen, die theoretisch verzweigen können, sind also jene, mit

(a) x0(P ) ∈ Ω∗ ∪ {∞},

(b) x0(P ) = x1(P ) = · · · = xt(P ) = 0 und xt+1(P ) = α ∈ Ω∗

Fall (a) haben wir unter Kontrolle. Wenden wir uns nun dem Fall (b) zu: Sei P eine
Stelle mit x0(P ) = x1(P ) = · · · = xt(P ) = 0 und xt+1(P ) = α ∈ Ω∗. Dann folgt wie in
Lemma 5.4.7 (ii) xt+k(P ) = ∞ für alle k ≥ 2 und nach dem Lemma von Abhyankar
haben wir das folgende Bild:

Ft−1,t+3

Ft−1,t+2

?
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Ft,t+3

?
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Ft−1,t+1

1
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Ft,t+2
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rrrrrrrrrr
Ft+1,t+3

1
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Ft−1,t

1
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Ft,t+1

q

LLLLLLLLLL
?

rrrrrrrrrr
Ft+1,t+2

?

LLLLLLLLLL

q
rrrrrrrrrr

Ft+2,t+3

1

LLLLLLLLLL

Ft−1,t−1

1
ttttttttt

Ft,t

q

JJJJJJJJJ
1

rrrrrrrrrr
Ft+1,t+1

q

LLLLLLLLLL

q
rrrrrrrrrr

Ft+2,t+2

1

LLLLLLLLLL

q
rrrrrrrrrr

xt−1 = 0 xt = 0 xt+1 = α xt+2 = ∞

Das folgende Lemma zeigt, dass wir die Fragezeichen immer durch 1 ersetzen können.

Lemma 5.4.9 Sei 1 ≤ k ≤ t und sei Q ∈ PFt+1−k,t+k
mit xt+1(Q) = α ∈ Ω∗. Dann ist

Q unverzweigt in der Erweiterung Ft+1−k,t+k+1/Ft+1−k,t+k.

Für den Beweis wollen wir eine neue Notation einführen (siehe [14, 16]):

Definition 5.4.10 Sei F/K ein Funktionenkörper, P ∈ PF , und x, y, z ∈ F . Wir
schreiben

x = y +O(z) an der Stelle P,

wenn

x = y + t · z mit vP (t) ≥ 0.

Beweis von Lemma 5.4.9: Wir setzen Hk := Ft+1−k,t+1+k und Ek := Ft+1−k,t+k. Wir
zeigen induktiv

Q ist unverzweigt in Hk/Ek (5.6)
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und
xt+k+1 = αq+1x−1

t+1−k +O(1) an der Stelle Q. (5.7)

Sei k = 1. Dann gilt E1 = Fq2(xt, xt+1) und H1 = E1(xt+2), xt(Q) = 0, und xt+1(Q) =
α. Es gilt also an der Stelle Q

(xt+1 − α)q + (xt+1 − α) = xqt+1 + xt+1

=
xqt

xq−1
t + 1

= xqt (1− xq−1
t +O(xqt )).

Daraus folgt

xt+1 − α = xqt (1− xq−1
t +O(xqt ))− (xt+1 − α)q

= xqt (1− xq−1
t +O(xqt )),

und daher gilt (an der Stelle Q)

1

xt+1 − α
= x−qt (1 + xq−1

t +O(xqt )) = x−qt + x−1
t +O(1). (5.8)

Weiters gilt

xqt+2 + xt+2 =
(xt+1 − α)q + αq

xq−1
t+1 + 1

=
αq

xq−1
t+1 + 1

+O(1). (5.9)

Wir schreiben xq−1
t+1 + 1 = (xt+1 − α) · h(xt+1), wobei h ein Polynom vom Grad q − 2

ist. Leiten wir diese Gleichung ab, so erhalten wir

−xq−2
t+1 = h(xt+1) + (xt+1 − α) · h′(xt+1),

also gilt h(α) = −αq−2. Es folgt

αq

xq−1
t+1 + 1

− αq+1

xt+1 + 1
= αq · 1− α · h(xt+1)

xq−1
t+1 + 1

= O(1) (5.10)

an der Stelle Q, da 1− α · h(α) = 1− α · (−αq−2) = 1 + αq−1 = 0 gilt. Aus (5.8), (5.9)
und (5.10) folgt, dass an der Stelle Q gilt

xqt+2 + xt+2 =
αq+1

xt+1 − α
+O(1)

=
αq+1

xqt
+
αq+1

xt
+O(1).

Aus der Relation (αq+1)q = αq+1 folgt

(
xt+2 − αq+1

xt

)q

+

(
xt+2 − αq+1

xt

)
= O(1). (5.11)
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(5.11) heißt nichts anderes als

0 ≤ vQ

((
xt+2 − αq+1

xt

)q

+

(
xt+2 − αq+1

xt

))

und daraus folgt wegen der (starken) Dreiecksungleichung

0 ≤ vQ

(
xt+2 − αq+1

xt

)

und das heißt wiederum genau

xt+2 = αq+1x−1
t +O(1),

und das ist (5.7).
Weiters folgt aus (5.11), dass

0 ≤ vQ

(
xqt+2 + xt+2 −

((
αq+1

xt

)q

+
αq+1

xt

))
= vQ

(
xqt+1

xq−1
t+1 + 1

−
((

αq+1

xt

)q

+
αq+1

xt

))
.

Aus dem Satz über Artin-Schreier Erweiterungen folgt, dass Q unverzweigt in H1/E1

ist.

Nun sei k ≥ 2. An der Stelle Q hat man

xqt+k−1 + xt+k−1 =
xqt+k

xq−1
t+k + 1

=
xt+k

1 + (x−1
t+k)

q−1
= xt+k(1− (x−1

t+k)
q−1 +O(x−qt+k))

Es folgt (man verwende, dass x−1
t+k(Q) = 0 gilt)

xqt+k+1 + xt+k+1 = xt+k +O(1). (5.12)

Andererseits gilt an der Stelle Q

xqt+2−k + xt+2−k =
xqt+1−k

xq−1
t+1−k + 1

= xqt+1−k(1− xq−1
t+1−k +O(xqt+1−k)),

und daher
xt+2−k = xqt+1−k(1− xq−1

t+1−k +O(xqt+1−k))

(man beachte, dass xt+1−k(Q) = 0). Wir erhalten

x−1
t+2−k = x−qt+1−k(1 + xq−1

t+1−k +O(xqt+1−k)),
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und daher
x−1
t+2−k = x−qt+1−k + x−1

t+1−k +O(1). (5.13)

Nach Induktionsvoraussetzung (Formel (5.7)) gilt

xt+k = αq+1x−1
t+2−k +O(1). (5.14)

Kombinieren wir nun (5.12), (5.13) und (5.14), so erhalten wir

xqt+k+1 + xt+k+1 = xt+k +O(1)

= αq+1x−1
t+2−k +O(1)

= αq+1x−qt+1−k + αq+1x−1
t+1−k +O(1).

Wir haben also
(
xt+k+1 − αq+1

xt+1−k

)q

+

(
xt+k+1 − αq+1

xt+1−k

)
= O(1).

Analog, zum Fall k = 1 sieht man, dass Q unverzweigt ist in der Erweiterung Hk/Ek.

¤
Wir können jetzt also unser Verzweigungsdiagramm komplettieren:
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1
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1
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q
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q
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1
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q
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xt−1 = 0 xt = 0 xt+1 = α xt+2 = ∞

Wir wollen nun unsere Erkenntnisse in Form eines Lemmas zusammenfassen:

Lemma 5.4.11 Sei 0 ≤ t < n und Q ∈ PFn mit

xi(Q) =





0 für 0 ≤ i ≤ t,
α ∈ Ω∗ für i = t+ 1
∞ für t+ 2 ≤ i < n.

Dann gilt
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(i) Die Einschränkung von Q ist unverzweigt in Fn/Fn−1, falls n ≤ 2t+ 2,

(ii) Die Einschränkung von Q ist total verzweigt in Fn/F2t+1, falls n > 2t + 2 und
der Differentenexponent ist 2(q − 1).

Beweis: Die Aussagen über die Verzweigungen folgen durch ,,diagram chasing” im obi-
gen Verzweigungsdiagramm. Die Aussage über den Differentenexponenten folgt direkt
aus dem Satz über Artin-Schreier Erweiterungen.

¤

Lemma 5.4.12 Sei n > 2t + 2. Dann gilt für die Stelle Q aus dem obigen Lemma
deg(Q) = qt+1.

Beweis: Am besten versteht man die Aussage, wenn man ein Beispiel betrachtet. Sei
t = 0 und n = 3.
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F0

x0 = 0 x1 = α x2 = ∞ x3 = ∞

Die Zahlen links von den Linien bezeichnen die relativen Grade, die Zahlen rechts
davon die Verzweigungsindizes. In der Erweiterung F1/F0 zerfällt die Stelle total, der
relative Grad ist also 1. In der Erweiterung F2/F1 ist die Stelle unverzweigt und es liegt
genau eine Stelle über ihr. Daher gilt nach der Hilbertschen Fundamentalformel, dass
der relative Grad gleich q ist. In der Erweiterung F3/F2 ist die Stelle total verzweigt,
daher ist der relative Grad gleich 1. Nun sollte auch der allgemeine Fall klar sein.

¤

Nun sind wir endlich in der Lage den Grad der Differente explizit anzugeben.

Lemma 5.4.13 Sei n ≥ 1. Dann gilt

deg(Diff(Fn/Fn−1)) = 2 · (q − 1) · qbn+1
2
c.



142 KAPITEL 5. FUNKTIONENKÖRPERTÜRME

Beweis: Zuerst leisten die Stellen mit x0(P ) ∈ Ω∗∪{∞} einen Beitrag. Es gibt q solche
Stellen und jede hat den Differentenindex 2(q− 1). Der zweite Beitrag kommt von den
Stellen, die in den vorherigen Lemmata betrachtet wurden. Für jedes α ∈ Ω∗ und jedes
0 ≤ t ≤ bn−3

2
c existiert eine solche Stelle und der Differentenindex ist 2(q − 1). Wir

haben also

deg(Diff(Fn/Fn−1)) = q · 2 · (q − 1) +

b(n−3)/2c∑
t=0

∑
α∈Ω∗

qt+1 · 2 · (q − 1)

= q · 2 · (q − 1) +

b(n−3)/2c∑
t=0

qt+1 · 2 · (q − 1)2

= 2q(q − 1)(1 + (qb(n−1)/2c − 1))

= 2 · (q − 1) · qbn+1
2
c.

¤

Wir zeigen, dass F asymptotisch optimal ist.

Satz 5.4.14 Es gilt
λ(F) = q − 1.

Beweis: Wir ersetzen den Turm F durch den Turm F ′ := (F ′0, F
′
1, . . . , ) mit F ′i := F2i.

Klarerweise gilt λ(F) = λ(F ′) und nach Lemma 5.4.13 und Korollar 4.5.11 gilt

Dn := deg(Diff(F ′n/F
′
n−1)) = deg(Diff(F2n/F2n−2))

= 2(q − 1)qb(2n+1)/2c + 2q(q − 1)qb2n/2c

= 2(q2 − 1)qn.

Die Voraussetzungen von Satz 5.4.1 sind also erfüllt mit ε := q−1 und t := card(S(F ′/F ′0)) =
card(S(F/F0)) = q2 − 1. Wir bekommen

λ(F ′) ≥ 2(1− q−1)q2(q2 − q)

2(q2 − 1)q + (1− q−1)q2(−2)
= q − 1.

¤

Bemerkung 5.4.15 Durch diesen Turm ist der Satz von Tsfasman-Vladut-Zink mit
Hilfe einer expliziten Konstruktion bewiesen.

5.5 Ausblick

Die Forschung auf dem Gebiet der Funktionenkörpertürme ist noch lange nicht abge-
schlossen. Nachdem man über Funktionenkörpern mit Konstantenkörper quadratischer
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Ordnung optimale Türme konstruieren kann, ist sehr wenig bekannt über Funktio-
nenkörper mit Konstantenkörper nicht quadratischer Ordnung. Es existieren jedoch
einige Ergebnisse, so konnte J. P. Serre mit Klassenkörpertürmen und dem Golod-
Shaverevic Theorem zeigen, dass eine Konstante c > 0 (unabhängig von q) existiert
mit

A(q) ≥ c log(q) > 0.

Für q = p3 (p Primzahl) existiert eine bessere Schranke. T. Zink bewies, dass

A(p3) ≥ 2(p2 − 1)

p+ 2
. (5.15)

J. Bezerra, A. Garcia und H. Stichtenoth konnten in [6] zeigen, dass (5.15) auch gilt,
wenn man statt p eine beliebige Primzahlpotenz q einsetzt. Der Beweis liefert auch
einen expliziten Turm, der diese Schranke erreicht und ist mit den in dieser Arbeit
entwickelten Methoden zu verstehen. Diese Schranke liefert übrigens wieder eine Ver-
besserung der Gilbert-Varshamov Schranke.

Ein anderes offenes Problem ist die Klassifizierung von Funktionenkörpertürmen. Zwar
wurden schon einige spezielle Ergebnisse erzielt, z.B. in [5] oder [43], ein vollständiges
Verständnis der verschiedenen Typen von (rekursiven) Funktionenkörpertürmen ist je-
doch noch nicht vorhanden.

In [4] wird die Theorie der Funktionenkörper mit Graphentheorie in Verbindung ge-
bracht. Dieses Paper ist sehr interessant und trägt sehr zum Verständnis der Verzwei-
gungstheorie bei.

Ein weiteres Problem, auf das in dieser Arbeit gar nicht eingegangen wird, ist die
Konstruktion eines effizienten Codierungsalgorithmus’. Ein Hauptproblem ist dabei
das Finden einer Basis für den Vektorraum L(G) (siehe Kapitel 3). Ein wirklich prak-
tikabler Algorithmus wurde bis heute noch nicht gefunden.

Man kann Geometrische Goppa Codes dahingehend verallgemeinern, dass man auch
bei Stellen höheren Grades auswertet. Diese Codes heißen XNL-Codes und wurden von
Xing, Niederreiter und Lam erfunden. Eine Einführung in diese Codes findet sich in
[30]. Man hat diese Codes auch auf ihre asymptotischen Eigenschaften überprüft, si-
gnifikante Verbesserungen gegenüber den Geometrischen Goppa Codes fand man dabei
bisher nicht.

Es gibt Bestrebungen, die Konstruktion von Goppa Codes mit elementaren Mitteln
zu erklären, siehe [11], jedoch können diese Überlegungen nur auf eine spezielle Klasse
von Goppa Codes angewendet werden.

Die Theorie der Funktionenkörpertürme findet auch in anderen Gebieten der Mathe-
matik Anwendung. In der Finanzmathematik verwendet man oft sogenannte Quasi
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Monte-Carlo Verfahren zur Numerischen Integration von Funktionen. Diese Verfahren
werten die Funktion an gewissen Punkten aus und bilden dann das Mittel. Die Kon-
vergenz dieses Verfahrens hängt wesentlich von der Verteilung der Punkte, genauer
von der Sterndiskrepanz der Punktmenge, ab. Punktfolgen mit geringer Sterndiskre-
panz heißen low-discrepancy sequences und solche Folgen können mit Mitteln der
Theorie der algebraischen Funktionenkörper konstruiert werden (siehe z.B. [30]).
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