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1 Vorwort

In der CAD-Modellierung von Objekten werden oft Flichenmodelle verwendet, diese
weisen der zweidimensionalen Oberflache natiirlich keine dritte Raumkoordinate zu. In
den Anwendungen, etwa Maschinenbau, Architektur, usw. spielt jedoch die
Materialstarke von Bauteilen eine wichtige Rolle. Um diese zu berticksichtigen stehen in
CAD-Systemen die sogenannten ,Offset-Operationen” zur Verfligung. Hierbei kann es zu
Selbstschnitten kommen, was bei Anwendungen natiirlich méglichst vermieden werden

soll. Auferdem wirkt dann ein Objekt schon in der Modellierung realistischer.

Wann genau es bei welchen Objekten an Offsetkurven zu Spitzen bzw. an Offsetflachen
zu Selbstschnitten kommen kann, wird in dieser Arbeit behandelt. Dazu werden im
Kapitel 2 zuerst die wichtigsten differentialgeometrischen Grundbegriffe, welche fiir die
weiteren Erklarungen notwendig sind, aufgefiihrt und erlautert. Im Kapitel 3 widme ich
mich dann den Storungen der Regularitat von Offsets, wobei ich fiir den ebenen Fall das
Beispiel der Ellipse gewdhlt habe. Im Weiteren wird dann die Situation im Raum
behandelt. Die folgenden zwei Kapitel sind vollstindig Beispielen gewidmet. In Kapitel 4
werden zunachst Beispiele der Ebene angefiihrt, wobei hier speziell auf Kegelschnitte
eingegangen wird. Abschlief3end fiihre ich in Kapitel 5 eine Reihe von Beispielen von
Offsetflachen an. Ausgewahlt habe ich dafiir Drehflachen, torsale Regelflaichen und

Schraubflachen.

Die Berechnungen der Offsetkurven und -flachen sowie deren Visualisierung habe ich
mit dem Programm Maplel3 ausgefiihrt. Im Anhang an diese Arbeit findet sich eine CD
mit allen Dateien zu den Beispielen im mws-Format. Gelegentlich stammen mehrere
Bilder aus einer mws-Datei. Die Beschriftung der Dateien ist an die
Kapitelnummerierung angelehnt, z.B. findet sich die ,Abbildung 54: Ringtorus“ aus dem
Kapitel ,5.1.2 Torus“ in der Datei ,5_1_2_torus.mws”. Alle Dateien wurden ohne

numerische und graphische Ergebnisse gespeichert. Die Figuren kénnen beim Durchlauf

der Maple-Datei jederzeit sichtbar gemacht werden.

Am Ende der Arbeit sind ein Literatur- sowie ein Abbildungsverzeichnis angefiigt. Alle
differentialgeometrischen Begriffe und Lehrsitze dieser Arbeit finden sich an

unterschiedlichen Stellen in den genannten Biichern des Literaturverzeichnisses.



1 Vorwort 2

Die Arbeit richtet sich an geometrisch interessierte Leser, welche mit den

differentialgeometrischen Grundbegriffen vertraut sein sollten.
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2 Differentialgeometrische Grundbegriffe

2.1 Ebene Kurven

Ein Punkt der Ebene E wird durch seine Koordinaten X = (x1,X2) in einem ebenen
kartesischen xixz-Koordinatensystem definiert. Eine Kurve c(t) besitzt die

Parameterdarstellung

c(t) = (cl(t),cz (t)),t eElcR

Fir ihre Koordinatenfunktionen c¢; wird angenommen, dass diese hinreichend oft

differenzierbar sind
¢:teER » () ER,i=1,2

Im Folgenden werden stets Kurven in parametrisierter Form vorausgesetzt, analog

werden wir stets parametrisierte Flachen zu Grunde legen.
Polarkoordinaten

Im x1x2-Koordinatensystem mit Ursprung O kann eine ebene Kurve auch mit Hilfe ihrer
Polarkoordinaten angegeben werden. Dazu werden der Radius r und der Drehwinkel ¢

zwischen positiver x1-Achse und der Verbindung OP angegeben
r =d(0P)
@ = ¥<(x1-Achse, OP)

Um von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten oder umgekehrt umzurechnen,

verwendet man folgende bekannte Formeln

X1 = Ircosq, Xy = rsin @

X2
r= /x% + x5, @ = arctan (X—)
1



2 Differentialgeometrische Grundbegriffe 4

X2

X1 P

X1

Abbildung 1: Polarkoordinaten, kartesische Koordinaten

Da r und ¢ Funktionen in t sind, ergibt sich daraus die Parameterdarstellung der Kurve

in Polarkoordinaten
c(t) = (r(v), e(V))
2.1.1 Tangente

Betrachtet werden ein fester Punkt P = c(to) der Kurve c(t), t € [ und ein ,nahegelegener
laufender” Kurvenpunkt Q = c(t), das heifst: t liegt in einer e-Umgebung (-e+to, to+€), € > 0

von t. Die Verbindung s(t) = PQ ist eine Sehne der Kurve. Man lasst nun t gegen to laufen
Sy = tll)rgs(t) = tll_)tg PQ
Falls die Grenzlage so von s(t) existiert, so ist sie die Tangente so im Punkt P an die Kurve

C.

Der 1.Ableitungsvektor

dc . . . . dg;
a(to) =c(tp) = (C1 (to), ¢, (to))' ¢ (to) = E(to)
gibt im Falle ¢ (ty) # (0,0) die Richtung der Tangente so an.
Die Parameterdarstellung der Tangente so in P lautet daher

X()\) = C(to) +Ac (to), AER
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Wird der Kurvenparameter t als Zeit interpretiert, so ist durch ¢ (ty) der
Geschwindigkeitsvektor des in der Kurve ,laufenden“ Punktes gegeben, und sein Betrag

ist seine Geschwindigkeit v(to)
v(to) = [le(to)ll
Kurvennormale

Die Kurvennormale n(to) von c(t), t € [ im Punkt P = c(to) liegt orthogonal zur

Kurventangente, daher gilt
c(tg).n(ty) =0

Flir ebene Kurven lautet ein Richtungsvektor der Kurvennormalen daher
(¢ ©,6®)

In Abhangigkeit vom Ableitungsvektor kann folgende Unterscheidung von

Kurvenpunkten getroffen werden:
e Reguldrer Kurvenpunkt: ¢(ty) # (0,0)
Die Tangente approximiert den Kurvenverlauf ,,um“ den Punkt c(to).
e Singulédrer Kurvenpunkt: ¢(ty) = (0,0)

Es gibt keine einheitliche Aussage iiber den Kurvenverlauf in der Umgebung von

c(to).
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Beispiele fiir Kurven mit einem singuliaren Punkt

Neilsche Parabel (t?,t3): Hier ,sieht” man die Singularitit im Ursprung O = (0,0).

45

Abbildung 2: Neilsche Parabel

Die Neilsche Parabel hat im Ursprung O = (0,0) einen singuldren Punkt.

,2Unzweckmifig“ parametrisierte Gerade (t,t3): Hier ,sieht* man die Singularitit im

Ursprung ,nicht".

05

45

Abbildung 3: x1-Achse

2.1.2 Evolute

Geht man von einer Kurve c(t) = (cq (t),c2(t)),t €I c R aus, so legt der Normalvektor
n(to)= (—¢, (to),¢;(ty)) die Kurvennormale im Punkt c(to) fest. Die Gleichung der

Kurvennormalen im laufenden Punkt c(t) lautet deshalb

(x — c(t)). ct)=0
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Durch Umformung

(- (G)HER) -
erhilt man folgende Gleichung der Kurvennormalen
x1€1 (1) — 1 (D1 (D) + %262 (1) — (D (D) =0
ny (%1 + ny()x; +no(t) =0

n; (1) = ¢; (1), np(t) = —c(v). c(t)

Abbildung 4: Kurvennormale und -tangente

In der obigen Figur, sowie in den folgenden ebenen Figuren, ist die Tangente in griin,

und die Kurvennormale in blau dargestellt.

Die Kurvennormalen n(t) der Kurve c(t), t € I bestimmen eine einparametrige
Geradenmenge und hiillen im Allgemeinen eine Kurve c* ein, die Evolute der Kurve c, in

der folgenden Figur fett dargestellt.
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~N

f

Abbildung 5: Kurvennormalen und Evolute

Die Evolute c* einer Kurve c braucht nicht regular zu sein, wie folgende Beispiele zeigen.
Im Sonderfall eines Kreises c ist sie sogar punktférmig, denn die Kreisnormalen ,hitillen”

den Kreismittelpunkt ,ein®“.

Abbildung 6: Normalen eines Kreises

Ist c eine Gerade, so sind alle Kurvennormalen zueinander parallel und es existiert keine

Hullkurve.
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Abbildung 7: Normalen einer Geraden

Enthalt eine Kurve Kreis- und/oder Geradenstiicke, so ist die Evolutenbildung in diesen

Bereichen nicht regular.

Im Folgenden wird die Existenz der ersten und zweiten Ableitung der Kurve c

vorausgesetzt.

Die Evolute c* einer ebenen Kurve c ist definiert als Einhiillende aller Kurvennormalen,
und sie ist auch die Menge der Kriimmungsmitten von c, wie die folgende Diskussion

zeigt.
Parameterdarstellung der Evolute

Man betrachtet den Schnittpunkt H(t) der Kurvennormalen in zwei ,benachbarten”

Punkten c(to), c(t) der parametrisierten Kurve c(t), t € I (vgl. 2.1.1)

H(®) = n(te) Nn(t)
Man betrachtet nun die Grenzlage t->to

H(to) = lim H(Y)

Falls die Grenzlage H(to) existiert, so ist dieser Punkt der Hiillpunkt in der

Kurvennormalen, also der Bertihrpunkt der Kurvennormale n mit der Evolute c*

d
H(to) = n(to) N (t9) = n(to) N (to)
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Zur Bestimmung von n(t,) wird die Gleichung
X. C(ty) —c(tg).c(ty) =0
der Kurvennormalen differenziert, das ergibt
X. €(tg) — €(to)?-c(to). €(to) = 0
Als Losung des linearen Gleichungssystems
X. C(ty) —c(tg).c(ty) =0
X. €(tg) — €(tg)?-c(t). &(ty) = 0

ergibt sich das Koordinatenpaar des Hiillpunktes H(to), und somit die Parametrisierung

der Evolute c*
c*(®) = (¢1" (), " (D)

2+ &° 2+ 6°
* = +c
C2 Co 177

. .
Cl = Cl_CZ - e
C1C —CC

Flr det(é(to), E(to)) = 0 gibt es keine Losung des Gleichungssystems. Dieser Fall tritt bei
allen Wendepunkten der Kurve c(t) auf. Es gibt dann keinen Beriihrpunkt H(t) von n(t)
mit c*(t) und keinen Kriimmungsmittelpunkt von c(t). In einem Wendepunkt von c(t) ist
der Krimmungsradius unendlich und der Krimmungskreis ,verflacht in die

Kurventangente.
Kriimmungsradius

Um den Kriimmungsradius zu berechnen, wird der Richtungsvektor der

Kurvennormalen normiert

1 1

——— (1,6 1) = —=
lle@ll [i2, .2
Cq + Cy

lle®I®
det(e(t), €(Y))

n(t) = (=2 (0, ¢ (D)

p(t) = [lc(te) — c*(t)ll =

p(to) bezeichnet den orientierten Kriimmungsradius.
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Mithilfe des Kriimmungsradius ergibt sich folgende Parametrisierung der Evolute

c(t) = c() + p(On(H)

1 . .
n(t) = ol (—Cz (), ¢ (t))
el
PO = Ge(e®, ¢0)

Durch den Kriimmungsradius wird der Kriimmungskreis festgelegt, welcher die Kurve c

optimal approximiert. Der Krimmungskreis ist in der folgenden Figur rot dargestellt.

Abbildung 8: Kriimmungskreis

Bezeichnet p(t) den Krimmungsradius im Punkt c(t), so ist die Krimmung x

folgendermafden definiert

1
k(t) = |m|

_ det(¢(t), E(D))
® = cor

K(to)) > 0 .. Die Kurve liegt ganz in der positiven Halbebene beziiglich der

Kurventangente, dort weist die Kurvennormale hin.

K(to)) < O .. Die Kurve liegt ganz in der negativen Halbebene beziiglich der

Kurventangente.
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Im Allgemeinen durchsetzt die Kurve ¢ den Krimmungskreis im Punkt P. In
Sonderfillen kann die Kurve lokal ganz auf einer Seite des Kriimmungskreises liegen,
dann spricht man von einem Kurvenscheitel. Dieser Fall liegt z.B. in den Scheiteln der

Kegelschnitte vor.

Abbildung 9: Kriitmmungskreis im Hauptscheitel der Ellipse

Abbildung 10: Kriitmmungskreis im Nebenscheitel der Ellipse

Ein Kreis hat konstante Kriimmung k(t) = i%. Bei einer Geraden ist die Krimmung

gleich Null.

Tangente, Normale, Evolute, Kriimmungskreis, Kriimmungsradius und der Betrag der
Kriimmung |k| einer Kurve sind nicht von der Parametrisierung oder Positionierung in
der Ebene einer Kurve abhdngig. Man nennt Begriffsbildungen dieser Art geometrische
Begriffsbildungen der Kurve. Insbesondere sind der Tangentenvektor und Normalvektor
geometrische  Begriffsbildungen  beziiglich  gleichsinnigem  Wechsel  der

Parametrisierung: Sie dndern ihre Orientierung bei Wechsel der Durchlaufrichtung der
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Kurve. Die Kriimmung jedoch ist vorzeichenbehaftet. In Wendepunkten und

Flachpunkten ist die Krimmung gleich Null.
2.1.3 Offset einer ebenen Kurve

Eine reguldre ebene Kurve c ist durch ihre Parameterdarstellung gegeben

c(t) = (cl(t),cz (t)),t eElcR

In jedem Punkt der Kurve c gibt es eine eindeutige Kurventangente und eine eindeutige

Kurvennormale

RN
n(t) = m (—Cz (©, ¢ (t))

Auf den Normalen von ¢ wird nun eine orientierte Strecke mit konstanter orientierter
Lange d € R aufgetragen. So entsteht die Offsetkurve oder Parallelkurve cq von ¢ im
Abstand d. Im Zusammenhang mit Offsetkurven - und im Folgenden auch Offsetflachen
- ist die Begriffsbildung ,konstante orientierte negative Streckenldnge“ natiirlich
sinnvoll. Fiir d = 0 liegt natlirlich die Ausgangskurve vor. Die Motivation fiir die

Begriffsbildung , Parallelkurve” folgt weiter unten.

Abbildung 11: Offsetkurven einer ebenen Kurve

Auf jeder Normalen der Kurve c findet man also Punkte Q1(t), Q2(t) mit der orientierten
Distanz d zur Kurve c. Diese Punkte entstehen durch den Schnitt eines Kreises, mit

Mittelpunkt Q(t) € c und Radius |d|, mit der Kurvennormalen n(t).
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2 0 /i 4 6

Abbildung 12: Offsetkurven hiillen Kreisschar ein

Man kann die Offsetkurve also auch als Hillkurve von Kreisen betrachten. Die Mitten

dieser Kreise liegen auf c, der Radius hat den Betrag |d|.
Variiert d, so erhadlt man eine ganze Schar von Offsetkurven.
Parameterdarstellung der Offsetkurve

Um die Parameterdarstellung der Offsetkurve cq zu erhalten, wird nun zu jedem Punkt

c(t) der Kurve c die orientierte Distanz d in Richtung des Normalvektors addiert
cg() =c(t) +dn(), [n®|=1
Differenziert man nun die Identitit n?(t)=1, so erhilt man die Gleichung
n(t).n(t) =0

Aus dieser Gleichung kann man erkennen, dass n normal zu n liegt, und daher n parallel

zZu C ist.
Die Tangentenrichtung von cq berechnet sich aus der Ableitung von cq
cq(t) = ¢(t) +d.n(t)

Da ¢ und n linear abhédngig sind, haben cq und c in entsprechenden Punkten die gleiche
Kurvennormale. Dadurch sind auch alle Tangenten von c parallel zu den Tangenten von

cq, das rechtfertigt die Bezeichnung , Parallelkurve®.
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Da nun c und cq in entsprechenden Punkten parallele Tangentenvektoren ¢(t;) und
Cq(tg) haben, und daher auch gleiche Kurvennormalen besitzen, besitzen auch alle

Kurven der Menge {c4,d € R} die gleiche Evolute c*.

Umgekehrt entstehen alle Kurven der Menge {cq,d € R} durch einen ebenen
Bewegungsvorgang aus der Evolute c*. Die Tangenten von c* sind die Normalen der
Kurven von {c4,d € R}. Wird nun eine Tangente g von c* auf c* abgerollt, so durchlauft

ein fester Punkt P € g die Kurve ca. {c4,d € R} sind die Evolventen der Evolute c*.

Der Punkt c*(to) auf n(to) ist das momentane Drehzentrum fiir die Anderung der
Normalen beim beschriebenen Abrollvorgang, also der Kriimmungsmittelpunkt von c in

P = c(to).

Ein Kreis, der die Kurve c in P = c(to) beriihrt, hat also seinen Mittelpunkt auf n(to).
Derjenige Kreis mit Mittelpunkt c*(to) approximiert die Kurve am besten, ist also der

Kriimmungskreis von c im Punkt P.
2.2 Raumkurven

2.2.1 Tangente

Punkte im Raum werden durch ihre Koordinaten X=(x1,x2,x3) im rdumlichen
kartesischen xixzx3-Koordinatensystem angegeben. Eine Raumkurve c¢ hat die

Parameterdarstellung
c(®) = (c1(D),c2(0),c3(D) ,teRi=1,23
Ihre Koordinaten besitzen die Koordinatenfunktionen
¢:telcR - () ER,i=1,23
Wir setzen im Folgenden stets hinreichend oftmalige Differenzierbarkeit voraus.

Analog zur Ebene lautet der erste Ableitungsvektor

d

&(t) = (¢1(0, &5 (1), &3(0), & (1) = d—ii
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Ein Punkt c(to) der Raumkurve c ist regular, wenn gilt
c(to) # (0,0,0)

Der 1. Ableitungsvektor ¢(t,) gibt den Richtungsvektor der Tangente an. Diese besitzt

daher die Parameterdarstellung
C(to) + }\é(to),}\ ER

Interpretiert man t als Zeit, so ist ¢(t) der Geschwindigkeitsvektor. Sein Betrag |[¢(t)||

gibt die Geschwindigkeit des in ¢ ,laufenden” Punktes c(t) an.
Bogenlinge

Betrachtet man zwei Parameterwerte a < b aus dem Intervall I, so berechnet sich die

Bogenlange L(a,b) zwischen den Kurvenpunkten c(a) und c(b) auf folgende Weise

b
L(a,b) = f le@®lldt , lle@®Il = ve®.et) = \/0'12 +6" + ¢

Bei Bogenlidngenparametrisierung, also konstanter Geschwindigkeit |[¢(t)|| = 1, lautet
die Bogenlange L(a,b) = b - a. Sie wird beschrieben durch die Grenzlage eines

Sehnenpolygons, dessen Knoten auf der Raumkurve c liegen.
Der normierte Ableitungsvektor wird als Tangentenvektor t(t,) = ¢(t,) bezeichnet.

Eine regulire parametrisierte Kurve c(t) kann stets auf die Bogenldange
,umparametrisiert” werden. Wir setzen daher im Folgenden eine

Bogenlangenparametrisierung von c voraus.
2.2.2 Schmiegebene

Die Tangente in P approximiert die Raumkurve c in der Umgebung von P geradlinig. Nun
ist eine Ebene durch die Kurventangente in P gesucht, welche die Raumkurve c
moglichst gut approximiert. Liegt die Kurve in einer Ebene, so ist die gesuchte Ebene die

Tragerebene der Kurve.
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Wie schon erwihnt, entsteht die Tangente c(ty) + A.¢(ty) aus dem Grenzwert einer
Folge von Sehnen. Nun wird eine Ebene durch die Tangente und einen ,benachbarten”

Kurvenpunkt c(t) gelegt. Man erhalt die Ebene
c(to) + 2. &(to) + u(c(t) — c(to))
Die Grenzlage dieser Ebene
(%) = lim o ()

ist die Schmiegebene o(t) der Raumkurve c¢ im Kurvenpunkt c(to) mit

Parameterdarstellung
X(A, ) = c(to) + A ¢(to) + n.é(to) , A n €R
Voraussetzung ist, dass c in der Umgebung von P nicht geradlinig verlauft.

Die Schmiegebene o(t) wird aufgespannt durch den ersten Ableitungsvektor ¢(t), dieser
entspricht bei Interpretation von t als Zeit dem Geschwindigkeitsvektor, und dem

zweiten Ableitungsvektor ¢(t), welcher dem Beschleunigungsvektor entspricht.

Liegt eine Bogenldngenparametrisierung vor, und wird die Identitit ¢(t) =1

differenziert, so erhilt man
c)=1= ¢c(t).é(t)=0

Daraus folgt, dass der zweite Ableitungsvektor normal zum Tangentenvektor t(t) = ¢(t)
liegt. Wird der zweite Ableitungsvektor jetzt noch gleichsinnig normiert, so erhalt man

den Normalvektor der Raumkurve

1
el

n(t) = 0

2.2.3 Kriimmungskreis

Die Normalebene v(t) einer Raumkurve liegt normal zur Kurventangente. Sie besitzt

daher die Parameterdarstellung

V() = (x = c(t). &(t) = x. &(t) — c(b).&(t) = 0
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Alle Normalebenen einer Raumkurve hiillen eine abwickelbare Flache ein. Eine

derartige Flache nennt man Torse.

Nun betrachtet man die Schnittgerade der Normalebene v(t) mit der Ableitungsebene

v(t), deren Gleichung lautet
X.6(t) —e()*-c(b).e() =0

Diese Schnittgerade v(t) N v(t) ist die Krimmungsachse der Raumkurve c. Schneidet
man nun noch die Krimmungsachse mit der Schmiegebene o(t) der Raumkurve, so

erhalt man den Krimmungsmittelpunkt
K(t) = v(t) nv(t) N o(t)

Der in K(t) zentrierte Kreis in der Schmiegebene o(t) approximiert die Raumkurve c am
besten. Man nennt ihn den Kriimmungskreis. Sein Radius ist der Abstand vom

Kriimmungsmittelpunkt zum jeweiligen Punkt der Raumkurve

p=|lc"—cl

Sind die Ableitungsvektoren ¢(t) und ¢(t) linear unabhangig, so ist die Raumkurve c in
der Umgebung von c(t) nicht geradlinig, und es existiert eine Schmiegebene o(t) mit

folgender Parametrisierung
c(t) + Ac(t) + pc(y)
Folgende Bedingungen fiir die Berechnung von A, p miissen erfiillt sein
A2+ u(ed)=0
) + i =¢?
llexé||? = ¢2.¢% — (&.©)?

e?(e.e) | ¢t

— .C — .C
|lexcl|? llexcl|?

*

C =C—

c* ist die vom Krimmungsmittelpunkt durchlaufene Kurve, also die Evolute der

Raumkurve c.
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Nun lasst sich der Krimmungsradius berechnen

llell®
p=|lc"—cll ==
|[exél|

Die Kriimmung ist der Kehrwert des Kriimmungsradius

1 lex|]

Cp o el

Handelt es sich um eine Bogenlingenparametrisierung, so gilt k = ||¢||, also
¢(t) = k.n(t)

Bogenldnge, Kurventangente, Normalvektor, Schmiegebene, Krimmung und
Krimmungskreis sind geometrische Begriffsbildungen der Kurve «c¢. Der
Tangentenvektor hingegen wechselt seine Richtung beim Wechsel der

Parametrisierung.
2.2.4 Frenet-Begleitbasis

Ohne Einschrankung wird eine Bogenldngenparametrisierung c(t),telcR
angenommen, es gilt also [|¢(t)|| = 1. Dann erhalt man den Tangentenvektor t(t) = ¢(t),
sowie den Normalvektor durch Umformung von ¢(t) = x n(t). Diese beiden Vektoren

werden nun zu einem Tripel erganzt

1
el

t(t) = ¢(t),n(t) = .¢(1),b(t) = t(t) x n(t)

Der Vektor b(t) ist der Binormalenvektor der Raumkurve c. Das Tripel (t,n,b) nennt man
die Frenet-Begleitbasis. Sie wird in jedem Punkt der Kurve angehangt. Mithilfe der

Frenet-Begleitbasis erhalt man
Schmiegebene o(t) = c(t) + At(t) + un(t)
Normalebene v(t) = c(t) + An(t) + pb(t)

Rektifizierende Ebene B(t) = c(t) + At(t) + pb(t)
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Die Anderung der Frenet-Begleitbasis (, 11, b) kann mit der folgenden Matrix dargestellt

()-(2 2 )

Dies sind die Frenetschen Ableitungsgleichungen. Die Kriimmung x beschreibt die

werden

Anderung der Kurventangente, die Torsion Tt gibt die Anderung der Schmiegtangente an.

Abschlief3end noch die Formel fiir die Berechnung der Torsion

_ det(,6,0)
BESE

Die Krimmung k ist immer grofier oder gleich Null. Die Torsion t hingegen ist
vorzeichenbehaftet. Das Vorzeichen der Torsion ist abhdngig von der Position der

Frenet-Begleitbasis zur Schmiegebene o(t).

Normalvektor, Krimmung und Torsion sind geometrische Begriffsbildungen.
Tangentenvektor und Binormalenvektor sind von einem gleichsinnigen Wechsel der

Parametrisierung abhéngig.
2.3 Flachen

2.3.1 Parameterdarstellung

Punkte X einer Ebene E im Raum werden unter Verwendung von linearen Funktionen

xi(u,v) wie folgt dargestellt
x(0,v) = (x1(0,v), %, (0, v),x3(w,v)) ,(u,v) € R?

Die Abbildung x: (u,v) € R? - x(u,v) € R3 bildet die uv-Ebene auf die Ebene E im Raum
ab.

Betrachtet man nun allgemeine Flachen im Raum R, so wird ein Gebiet U c R? in den

Raum R3 abgebildet

x:(u,v) € U c R? & x(u,v) = (%1 (4, v),%x,(u,v),x3(u,v)) € R3
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x(U) = ® bezeichnet ein Flachenstiick im Raum R. Die Funktionen x;(u,v) € U € R? sind

die Koordinatenfunktionen der parametrisierten Flache ®.
2.3.2 Flachenkurven, Flachentangente, Tangentialebenen

Die Parameterdarstellung x(u,v) € Uc R? > R3 stellt ein Flichenstick @ dar.
Betrachtet man die achsenparallelen Geraden zu den Parameterwerten u = up und v = vy,
so werden diese auf die Parameterlinien von ® durch den Punkt Xo = x(uo,vo), welcher

aus dem Punkt Po = (uo,vo) entsteht, abgebildet.
Nun werden die partiellen Ableitungen der Flache @ in einem Punkt gebildet

6X1 6X2 aX3)

2 v = xwv = (
gu V) T AV E G0 e B

0x

= @w) =x,v) = (

6X1 OXZ 0X3>
av

v’ av’ av

Die Vektoren x, (ug, vg) und x, (ug, vo) sind die Tangentialvektoren der Parameterlinien
im Punkt Xo. Sind xy und xy linear unabhangig, so spannen sie die Tangentialebene to von

& in Xp auf
x(ug, Vo) + s %X, (ug, vo) + tx, (ug, vo) ,(s,t) € R?

In einem regularen Punkt der Flache ® sind die beiden partiellen Ableitungen x, und xv

linear unabhéngig. Somit lasst sich der Normalvektor n berechnen
n(UO'VO) = Xy (Uo,Vo) X XV(uO: VO) * (0;0;0)

Die Gerade no durch den Punkt X in Richtung des Normalvektors ist die Flichennormale

von @ mit Parameterdarstellung
x(ug,vo) + An(ug, vp) ,AER

Bei Selbstdurchdringung einer Flache liangs einer Kurve k ist ein Punkt Xo durch zwei
unterschiedliche Parameterpaare (uo,vo) und (u1,v1) gegeben. Diese ,Teilbereiche” um
die Punkte in U haben unterschiedliche Normalvektoren und Flachennormalen. Bei

Selbstbertihrung hingegen haben die Punkte gleiche Flachennormalen.
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Besitzt eine Flache nur reguldre Punkte, so spricht man von einer regularen Flache. Ein
singularer Punkt der Flache ist durch die lineare Abhdngigkeit von den partiellen

Ableitungen xy und xv gekennzeichnet. Dies tritt z.B. in einer Kegelspitze auf.

Eine parametrisierte Kurve 1 € U mit der Parameterdarstellung 1(t) = (u(t),v(t)) wird
abgebildet auf die Kurve kj in ®. Sie besitzt dann die Parameterdarstellung x(u(t), v(t)) =
x(t) und geht durch den Punkt x(to). Ihr Ableitungsvektor x(u(t), v(t)) berechnet sich

mithilfe der Kettenregel

X(u(t),v(t)) = x,(u, v). u(t) + x, (u, v). v(t)

Die Gerade durch Xo in Richtung x(u(ty), v(ty)) ist die Tangente an die Flachenkurve ki €

®@, sie wird auch Flachentangente genannt.

Mit der Parametrisierung x(u,v) = (u,v,z(u,v)) wird eine Flache als Graph einer Funktion

z(u,v) dargestellt. Diese Art der Parametrisierung ist stets regular, denn

1 1
n=xu><XV=<0>x(0>=(—zu,—zv,1)¢0
Zy Z,

Bei der Graphdarstellung einer Kurve I(t) = (u(t),v(t)) wird also die Koordinate

x3(u(t),v(t)) = x3(t) ,iber” den Punkten von | aufgetragen.
2.3.3 Offset einer Flache

Die Definition von Offsetflichen wird analog zur Definition von Offsetkurven in den
Raum iibertragen, es gelten dann weitgehende Analogien: Eine feste Distanz d € R wird
von einer Flache entlang der Flachennormalen aufgetragen. Bei fester Distanz d ergibt
sich aus einer reguldren Flache ® ihre Offsetflache ®q. Die Flache ® und alle ihre Offsets
@4 besitzen in den Punkten einer festen Flichennormalen der Ausgangsfliche @ stets
gleiche Flachennormalen, die Tangentialebenen von ® und ®q sind in ,auf dieser Art
entsprechenden Punkten“ parallel zueinander, daher handelt es sich bei Offsets von

Flachen um Parallelflachen.

Offsetflachen @4 kdnnen auch als Hiille von Kugeln mit festem Radius |d| und Mitte auf
@ angesehen werden: Auf jeder Flachennormalen der Ausgangsflache @ findet man zwei

Punkte der Offsetflaichen ®g.
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Parameterdarstellung einer Offsetfliche

Die Parameterdarstellung einer reguldren Flache @ im R3 hat folgende Gestalt

X(u' V) = (Xl (u' V)' X2 (u' V)' X3 (u' V))

Der Normalvektor einer parametrisierten Fldache x(u,v) berechnet sich aus dem
Kreuzprodukt der partiellen Ableitungen xu(u,v) und xy(u,v). Normiert man den
Normalvektor, so wird die Parameterdarstellung der Offsetflache @4 auf folgende Weise

dargestellt
xq4(u,v) = x(u,v) + dn(u,v),d € R

Bei speziellen Flachenklassen gehoren die Offsetflichen dem gleichen Flachentyp wie

die Ausgangsflache an. Dazu zahlen zum Beispiel Zylinder- und Drehflachen.
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3 Storungen der Regularitidt von Offsets

3.1 Storungen der Regularitdt in der Ebene

Bei entsprechender Distanz d treten Storungen der Regularitat an den Offsetkurven von
ebenen Kurven c(t),t € I © R zuerst an jenen Stellen auf, an denen sich der minimale

Kriimmungsradius befindet.

Diese Eigenschaft wird nun am Beispiel der Ellipse und ihren Offsetkurven

veranschaulicht.
3.1.1 Diskussion der Stérungen der Regularitat von Offsetkurven am Beispiel der Ellipse

Die aufdere Offsetkurve einer Ellipse ist stets reguldr. Die innere Offsetkurve einer
Ellipse weist genau dann Spitzen auf, wenn d > pmin bZw. d < pmax. Die minimalen und
maximalen Krimmungsradien einer Ellipse findet man genau in den Haupt- und

Nebenscheiteln.
Ein Zweig der inneren Offsetkurve cq mit

Pmin < d < Pmax

hat Spitzen an der Evolute c*. Die Spitzen entsprechen den Kurvenpunkten cq(t), an

denen d = p(t) gilt. An jeder Spitze trifft die Offsetkurve die Evolute orthogonal.

In den folgenden Figuren ist die Ellipse rot, die innere Parallelkurve griin, die dufdere

Parallelkurve magenta und die Evolute blau dargestellt.

Abbildung 13: Offsetkurven der Ellipse bei d<rmin
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Abbildung 14: Offsetkurven der Ellipse bei d=rmin

2
L, Xv
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Abbildung 15: Offsetkurven der Ellipse bei rmin<d<rmax

Abbildung 16: Offsetkurven der Ellipse bei d=rmax
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Abbildung 17: Offsetkurven der Ellipse bei d>rmax

Storungen der Regularitat einer ebenen Kurve sind abhdngig von

e der Positionierung der Offsetkurve beziiglich ihrer Ausgangskurve und deren
Tangenten

e dem Betrag |d| der orientierten Strecken entlang der Kurvennormalen.
3.2 Storungen der Regularitdt im Raum

Wie schon erwahnt, werden Offsetflaichen oft benoétigt, um Materialstirken zu
berticksichtigen. Dazu wird eine orientiere Strecke der Lange d auf der Normalen der

Ausgangsflache abgetragen.

Die so entstehende Offsetfliche kann reguldare Stérungen enthalten. Diese Stérungen

sind von mehreren Punkten abhéngig:

e Die Lage der Ausgangsfliche zu ihren Tangentialebenen, also ob sie diese
durchsetzt oder nicht, beeinflusst die Gestalt der Offsetflache.

e Storungen der Offsetfliche sind weiters abhangig von der Positionierung der
Offsetflache zur Ausgangsflache und deren Tangentialebenen.

e Ein weiterer wichtiger Punkt ist der Betrag |d| der Distanz d. Dieser darf nicht
»zu grofl“ gewdhlt werden. Um den Abstand der Offsetfliche zu ihrer
Ausgangsflache abzuschatzen, betrachtet man das Verhalten der Kriimmungen
der Normalschnitte von @ in einer Umgebung @ eines bestimmten Punktes Xo

auf ®. Dazu berechnet man eine Naherungsfliche ®.
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3.2.1 Reihenentwicklung nach Taylor

Wir verwenden in diesem Abschnitt statt der Koordinaten x1, x2, X3 die Bezeichnung x, y,
z, da die Indexposition fiir partielle Ableitungen verwendet wird. Die Nidherungsfliche ®
wird in ein xyz-Koordinatensystem gelegt, wobei der Punkt Xo den Ursprung des
Koordinatensystems darstellt und die Tangentialebene 1o von @ in Xp in der xy-Ebene

liegt.

Ein Teilbereich @ von ® wird nun als Graph einer einzigen Funktion tber der xy-Ebene

dargestellt

b, = {(x, y, f(x, y))|(x, y)eUcC ]Rz}
f.(x,y) EUcCR? » f(x,y) ER
Schritt 1

Im ersten Schritt wird f durch eine méglichst einfache Ersatzfunktion f approximiert.
Das heift, der Graph von f wird durch einen Graph ® von f lokal ,hinreichend genau*

ersetzt.

Ein Hilfsmittel zur Analyse von Funktionen in der Umgebung eines festen
Parameterwertes to ist die Taylorreihe an der sogenannten ,Entwicklungsstelle®.

Nachfolgend die Taylorreihe f(x) fiir Kurven bzw. f(x,y) fir Flachen

1
f(x) = f(xo) + f(x0) (x — %) + Ef“ (xo)(x—x0)* + ()

f(x,y) = f(x0,y0 ) + fx (X0, Y0 )(x— %0 ) + £, (X0, Y0 )y — yo )
1
+§[fxx (XOIYO )(X_ X0 )2 + foy (XOIYO )(X_XO )(y_YO)

+1y X0,¥0 )y —yo)* |+ ()

Dabei enthalten die Symbole (3) die Ableitungen der Koordinatenfunktionen f(x) bzw.

f(x,y) von mindestens der Ordnung 3.
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Mathematischer Inhalt der Taylorformeln

Funktionswerte f(x) konnen mithilfe der Taylorformeln als unendliche Summe (Reihe)
berechnet werden. Die mathematische Anwendung der Taylorformeln besteht nun
darin, die unendliche Summe bereits nach endlich vielen Summanden abzubrechen. Im
Folgenden betrachten wir nur Summanden bis zum Grad zwei. So erhdlt man einen
Funktionswert eines ndherungsweise endlichen Polynoms in ein bzw. zwei Variablen (x-
x0) bzw. (x-x0) und (y-yo), welche die Koordinatendifferenz zwischen der festen

Entwicklungsstelle und dem ,laufenden” Punkt angeben.
Man unterscheidet folgende Taylorpolynome fiir Kurven (in x) und Flachen (in x und y):
Konstantes Startpolynom
fO(x) = f(xo)

fO(x,y) = f(x0,y0)

Taylorpolynom vom Grad 1 (lineares Taylorpolynom)
f(x) = f(xo) + ' (x0) (X — %)
fD(x,y) = f(x0,¥0) + fx (X0, y0) (x — %) + fy, (X0, y0) (¥ — ¥o)

Taylorpolynom vom Grad 2 (quadratisches Taylorpolynom)
1
fP ) = f(xg) + f (x0) (x — %) + Ef“ (x0) (x — X0)?

f@(x,y) = f(x0,y0) + fx (X0, ¥0 )x—%¢ ) + fy X0, ¥0)(y —¥o)
+2 o Gr0,¥0 )= %0 )2 4 26 (20,90 )k = %0 )y = 30 )
+ fyy X0,¥0) (Y — Yo )? ]
Vor allem das quadratische Taylorpolynom ist wichtig flir die geometrischen

Diskussionen in dieser Arbeit. Die Koeffizienten der Taylorpolynome zweiten Grades

sind die Ableitungen von f an der Entwicklungsstelle.
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Fir Kurven:

f‘(Xo), f“(Xo),

Fir Flachen:

fx (XO' YO)i f (XO' YO)i fxx (XO' YO)' fXy (XO' Yo)' fyy (XO' YO)'
Wichtige Punkte beim ,Abbrechen” der Taylorreihe

Um eine qualitativ sinnvolle Naherung der Funktionswerte zu erhalten, ist es wichtig,

einige Punkte zu beachten.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Umgebung I, € Rbzw.l, € R? der
Entwicklungsstelle Xo und der Qualitit der Ergebnisse, das heifdt die Differenz zum
tatsachlichen Funktionswert. Dieser Zusammenhang ist abhangig von der Funktion f.
Aus diesem Grund muss die Umgebung Iy € Rbzw.[; C R? manchmal ,sehr klein“

gewahlt werden.

Die Genauigkeit der Ergebnisse ist weiters abhangig vom Grad des Taylorpolynoms von
f, also von der maximalen Ordnung der verwendeten Ableitungen an der
Entwicklungsstelle. Bei geometrischen Anwendungen sind meist nur Ableitungen ersten
und zweiten Grades von Bedeutung. Polynomteile dritten und gegebenenfalls hoheren
Grades werden zu einem Restglied zusammengefasst. Dazu ist die Existenz und
Stetigkeit der Ableitungen dritten und vierten Grades erforderlich. Die Abschatzung des
Restglieds ist meist sehr aufwandig, im Computeralgebrasystem Maple findet man dazu

entsprechende Funktionen.

Zusammenfassend suchen wir im ersten Schritt ein Taylorpolynom fiir die Funktion
f=fPD(xy)

mithilfe derer man eine ,hinreichend genau“ approximierende Flache

D= {(X, y, f(x, y)) |(x, y)eUcC ]Rz}

fiir die Flache @ in der Umgebung eines Punktes erhalt.
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Das nichste Ziel ist es, die Funktion f®(x,y) durch geeignete Wahl des

Koordinatensystems weiter zu vereinfachen.
Schritt 2

Man betrachtet nun eine lokale Graphdarstellung der reguldren Flache ®. Der Punkt Xo

wird in den Ursprung des Koordinatensystems gelegt. Dies fiihrt zu
(XOI yO) = (0,0)
f(X(),yO) = f(0,0) =0

Die Tangentialebene 1o in Xo liegt in der xy-Ebene. Daraus ergeben sich folgende

Ergebnisse
fX(XO' YO) = fX(O,O) =0
fy(XO'yO) = fy(0,0) =0

Weiters ergibt sich nun die Taylorentwicklung
1 2 2 3
fexy) == [fx (0,0)x% + 2, (0,0)xy + 5, (0,0)y?] + (%)

) L 2 2
B y) = 5[ (0,0)x% + 26y, (0,0)xy + £y, (0,00y7]

Betrachtet man nun einen festen Flachenpunkt X, :(0,0,f(0,0)):O, so werden

Koeffizienten definiert

fx (0,0) = p
fy (0,0) = q
f,y(0,0) =T

Daraus ergibt sich folgende Gleichung der Flache

1
fA(xy) = > (px* + 2gxy + ry?)
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Im Allgemeinen gilt nicht p = q = r = 0. Ausnahmepunkte sind Flachpunkte von &, diese
kommen z.B. in ebenen Flachen vor. Um die Funktion weiter zu vereinfachen, das heifdt
das gemischte Element gxy zu eliminieren, wird die xy-Ebene noch mit dem Drehwinkel

t um die z-Achse verdreht. Im Sonderfall f, (0,0) = q = 0 ist dieses Ziel bereits erreicht.

Fiir eine Drehung um die z-Achse verwendet man folgende Formel

X cost —sint 0\ /X
y | =1|sint cost O <y)
’ 0 0 1/ \z

Z

Man erhalt aus der obigen Funktion
f(x,y) = %(p’X‘2 +2qXy +1r'y?)
wobei sich ¢ nun durch p und r ausdriicken ldsst
q‘ = (r — p)sin2t + 2qcos2t
Nun lasst sich der Drehwinkel to berechnen

2q
p—I‘

tan 2ty =

Eine konkrete Berechnung von p‘ und r‘ ist hier nicht von Bedeutung, daher werden

wieder die alten Bezeichnungen x, y, z und p, q = 0, r verwendet.
Zusammenfassung

Die regulare Ausgangsfliche @ besitzt also um den Flachenpunkt Xo = O ohne

Einschrankung eine Umgebung ®, c ® mit folgender Graph-Darstellung

@ ={(xy f(xy)|(xy) € UcR?}

wobei f(x,y) dabei durch das Taylorpolynom zweiten Grades approximiert wird

1
fD(xy) = > (px* + ry?)

Xo liegt im Ursprung des Koordinatensystems, die Tangentialebene to in der xy-Ebene.



3 Storungen der Regularitat von Offsets 32

Flir die Koeffizienten p und r gelten folgende Definitionen
P = £,(0,0) = £5(0,0)
— _ ¢@
r = f,,(0,0) = £;;,°(0,0)
3.2.2 Beriihrung zweier Kurven bzw. Flachen in einem Punkt

Zwei Kurven bzw. Flachen beriihren einander, wenn ihre gew6hnlichen bzw. partiellen
Ableitungen iibereinstimmen. Stimmen die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
tiberein, spricht man von Bertihrung zweiter Ordnung oder Oskulation. Stimmen nur die
ersten Ableitungen {berein, so handelt es sich um ,gewohnliche“ Beriihrung. Bei
Oskulation von Kurven haben die beiden Kurven gleiche Kriimmung im Beriihrpunkt.

Bei Oskulation von Flachen haben alle Schnitte durch Xo gleiche Kriimmung.

Da hier Funktionswerte und erste und zweite Ableitungen von f und f iibereinstimmen,
ist die Untersuchung von Krimmungen der Ausgangsfliche & auch an der

Naherungsflache

d= 0@ = {(x, y,f(z)(x, y)) |(X, y) €U, C U}
im Punkt Xo = (0,0,0) moglich.

Die implizite Darstellung von ®, c & lautet
1
z=fBxy) =5 Ex* +1y7)

3.2.3 Visualisierung der Ndherungsflache

Man unterscheidet vier Typen der Ndherungsfliche @@ von @ im Flachenpunkt Xo =
(0,0,0). Diese sind abhdngig von den Vorzeichen der Konstanten p und r. Man nennt

diese Flachen ,quadratische Flachen®.

e sgnp=sgnr
Haben die beiden Koeffizienten p und r gleiches Vorzeichen, handelt es sich um
ein elliptisches Paraboloid. Der Punkt Xo = (0,0,0) liegt im Flachenscheitel und
wird deshalb als elliptischer Flachenpunkt bezeichnet.
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e sgnp#sgnr
Haben die beiden Koeffizienten p und r unterschiedliche Vorzeichen, handelt es
sich bei ®(2) um ein hyperbolisches Paraboloid. X liegt im Flachenscheitel und Xo
ist ein hyperbolischer Flachenpunkt.

e p.r=0,aber (p,r) % (0,0)
In diesem Fall handelt es sich bei @ um einen parabolischen Zylinder. Xo liegt
auf der Scheitelerzeugenden und wird Flachenpunkt genannt.

e p=r=0
Verschwinden beide Koeffizienten, fallt die Naherungsflaiche ®(2 in die xy-Ebene

und Xo heifst Flachpunkt von ®.
Elliptischer bzw. hyperbolischer Punkt

Das lokale Verhalten einer Flache ® in einem elliptischen oder hyperbolischen Punkt Xo
€ @ ist einheitlich. Die oberhalb beschriebenen Koeffizienten p und r sind ungleich Null,
variieren mit Xo stetig und sind in der ganzen Flache ®(2) ungleich Null. Dazu gibt es
folgende Aussage der Differentialgeometrie: ,Nichtnullstellen einer stetigen Funktion

liegen nicht isoliert®.

Um einen elliptischen Flachenpunkt Xo betrachten wir eine flachenhafte Umgebung
@, c ®. Die Tangentialebene hat mit @ nur Xo gemeinsam. Das heif3t, dass die Flache ®
lokal ganz auf einer Seite der Tangentialebene liegt. Die flichenhafte Umgebung eines

elliptischen Flachenpunktes enthalt nur elliptische Flachenpunkte.

Auch um einen hyperbolischen Flachenpunkt betrachten wir eine flachenhafte
Umgebung @y, jedoch wechselt die Flache stetig von einer auf die andere Seite von to.
Die Schnittkurve von ® mit to sind die beiden Scheitelerzeugenden des hyperbolischen
Paraboloids. @ durchsetzt die Tangentialebene to. Die flichenhafte Umgebung eines

hyperbolischen Punktes besteht nur aus hyperbolischen Flachenpunkten.

Weiters gibt es noch zusammenhangende Flachen, welche elliptische und hyperbolische
Flachenteile enthalten. Diese beiden Teile werden durch Flachenkurven getrennt. Diese

Flachenkurven bestehen aus parabolischen Flachenpunkten oder Flachpunkten.
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Beispiel - Ringtorus

Im Innenbereich des Ringtorus befinden sich hyperbolische Punkte, im Auféenbereich
elliptische Punkte. Getrennt werden diese beiden Bereiche von den Plattkreisen, welche

aus parabolischen Punkten bestehen.
Parabolische Flachenpunkte

Das lokale Verhalten einer Flache in der Umgebung eines parabolischen Flachenpunktes
ist nicht einheitlich. Es ist mindestens einer der Koeffizienten p oder r gleich Null. Diese
Nullstellen kénnen isoliert sein oder in einem ganzen Intervall vorkommen. Man
unterscheidet zwei Arten von parabolischen Zylindern:

Besitzt die Flache @ nur Flachpunkte, so handelt es sich um eine Ebene.

Besitzt die Flache hingegen nur parabolische Punkte, so ist diese zusammengesetzt aus
Zylinder-, Kegel- und Tangentenflachen von Raumkurven. Es kdénnen, miissen aber nicht,

alle vorkommen.

Es gibt nun finf verschiedene Arten des Verhaltens einer Flache ® um einen

parabolischen Punkt mit
o® = {(X, y, f®)(x, y)) |(X, y) €Uy C U}

f®(xy) = fP(xy) = x>
f®(xy) =x2 +y3
f®(x,y) =y? 4+ x*
fP(xy) = y* —x*
(D xy) = (v —x*)?

Bei allen fiinf Varianten handelt es sich um Schiebflichen, von denen eine Profilkurve
eine nach oben offene ,Standardparabel” in der xz-Ebene ist. Bei der zweiten Profilkurve
unterscheidet man zwischen:

e y-Achse

e kubische Standardparabel in yz-Ebene

e nach oben offene Standardparabel vom Grad 4 in yz

e nach unten offene Standardparabel vom Grad 4 in yz

¢ in Richtung x offene Standardparabel in xy
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Um das ,Durchsetzen” bzw. ,Nichtdurchsetzen“ der Flachen zu visualisieren, werden

diese mit to bzw. einer nahe gelegenen Parallelebene zu to geschnitten.

Abbildung 18: Parabolischer Punkt mit geradlinigem Tangentialschnitt

Abbildung 19: Parabolischer Punkt mit Tangentialschnitt mit Spitze

Abbildung 20: Parabolischer Punkt mit einpunktigem Tangentialschnitt
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Abbildung 21: Parabolischer Punkt mit Tangentialschnitt mit Selbstberiihrung

Abbildung 22: Parabolischer Punkt mit parabelférmigem Tangentialschnitt

3.2.4 Oskulatorie

Es soll nun die ,Verteilung” der Kriimmungen der Normalschnitte von @ in einem

regularen Flachenpunkt bestimmt werden. Die quadratische Naherungsflache
0@ = {(X, y, f®)(x, y)) |(x, y) € Uy C U} oskuliert die Fliche ® in Xo, wobei f(x,y) das
quadratische Taylorpolynom ist, welches nach geeigneter Wahl des Koordinatensystems

(To ... xy-Ebene, no ... z-Achse) die Form f@®(x,y) Z%(pxz + ry?) hat. Die implizite

Gleichung der Naherungsflache lautet z = %(px2 + ry?).

ve ist die Normalebene von ®. ¢ gibt den Winkel zwischen x-Achse und der

Schnittgeraden xy Nv, an. Durchlduft nun ¢ das Intervall [0,m), so erhdlt man jede

mogliche Normalebene v, von @ in Xo.
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Um die Schnittkurve c, =CD(2)nv(p der Naherungsfliche mit der Normalebene

darzustellen, legt man in die Normalebene das wz-Koordinatensystem, wobei die w-
Achse der Schnitt der xy-Ebene mit der Normalebene vy, ist. Liegt ein Punkt P in der
Normalebene, so hat er die Darstellung p = (w cos, w sing, z). Somit erhdlt man die

Darstellungen der Schnittkurve cy in der Form

1
2= (p(w cos@)? + r(w sing)?)

2z
bzw. w? = ———————
pcos? @+rsin? @

Gilt p cos? @ + rsin? ¢ # 0, so ist ¢, eine Parabel in Standardpositionierung mit Scheitel

S =Xo = 0. Die Parabelachse liegt in der z-Achse. Man unterscheidet folgende zwei Falle:
sgn(p cos? @ + rsin? ¢) = 1 ... ¢y ist nach oben offen
sgn(p cos? @ + rsin® @) = —1 ... ¢y ist nach unten offen

Ist pcos? @ +rsin? @ = 0, so erfiillt ¢, die Gleichung z = 0. c, liegt also horizontal-

geradlinig in der w-Achse.

Der Radius p(¢) des Kriimmungskreises c, im Scheitel S berechnet sich gemaf3

1
|p cos? @ + rsin? o]

p(p) =

Die Visualisierung des Radius p(¢) entspricht der Visualisierung von @ in einer
flichenhaften =~ Umgebung von Xo. Es handelt sich hierbei um den
Scheitelkrimmungskreis ke, in der Normalebene vy, wobei ¢ = «(x,w) das Intervall
[0,m) durchlauft. Die von den Kreisen {k,|¢ € [0,m)} lberstrichene Flache ist die
Oskulatorie Oskxo von @ in Xo. Im Allgemeinen hat diese den Grad vier in den

Koordinaten x, y, z.

Im Sonderfall p = r ist die Naherungsflaiche ®(2) ein Drehparaboloid und die Oskulatorie

eine Kugelflache.

Flachentangenten zum Kriimmungsradius p(¢() = oo sind Schmiegtangenten im Punkt

Xo von @. Man unterscheidet:
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Elliptischer Flachenpunkt ... keine Schmiegtangenten
Parabolischer Flachenpunkt ... eine Schmiegtangente
Hyperbolischer Flachenpunkt ... zwei Schmiegtangenten
Flachpunkt ... alle Tangenten sind Schmiegtangenten
Dupinsche Indikatrix

Um die Verteilung der Radien p(¢), und vor allem die Position der Extremwerte,

darstellen zu konnen, wird auf der w-Achse der Wert,/|p(¢)| auf beide Seiten von Xo aus
abgetragen. Die Streckenendpunkte P1(¢) und P2(¢) haben folgende Gestalt

1

P (@) = +/|p(@)|(cos @,sin@) = - — (cos @, sin )
JIpcos? @ + rsin? g|
1
P, (@) = —/|p(@)|(cos @,sinp) = — (cos @, sin )

JIpcos? @ + rsin? g|

Der Winkel ¢ ist dabei aus dem Intervall [0,m) und die Menge der Punkte
{P;(0),P, ()] € [0,T)} € Ty nennt man die Dupinsche Indikatrix Dupxo von ® in Xo.

Statt p(¢) wird der Betrag /|p(¢p)| abgetragen. Dadurch kann die Dupinsche Indikatrix
durch symmetrische Kegelschnitte oder zueinander parallele Geradenpaare erfasst

werden. So kommt es zu einer einfacheren Berechnung der Extremwerte der Radien.

Aufierdem gilt: Besitzt f:x € R = f(x) € R in f(xo) einen Extremwert, so besitzt auch

f@:x € R - fP(x) € R in f@)(xo) einen Extremwert.

Bei p(¢@g) = o liegt kein Punkt im Endlichen, das heif3t die w-Achse enthéilt keinen
Punkt der Dupinschen Indikatrix Dupxo. In einem Flachpunkt gilt in jeder Richtung
p(@() = oo, also ist die Dupinsche Indikatrix die leere Menge und jede Flachentangente

in einem Flachpunkt ist eine Schmiegtangente.
Weiters unterscheidet man folgende Fille:

e Elliptischer Flachenpunkt: Es existiert keine w-Richtung mit p(¢@,) = oo
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e Hyperbolischer Flachenpunkt: Es existieren genau zwei w-Richtungen mit

p(pg) = oo.

e Parabolischer Flachenpunkt: Es existiert genau eine w-Richtung mit p(¢,) = oo.

Die Dupinsche Indikatrix ist symmetrisch beziiglich Xo, geht also durch Xo. Die Punkte

der Dupinschen Indikatrix auf der x- bzw. y-Achse haben die Koordinaten

Elliptischer Flichenpunkt

In einem elliptischen Flachenpunkt Xo € ® gilt sgn p = sgn r. Ohne Einschrankung kann

man annehmen, dass p, r > 0 gilt. Die Ndherungsflache ®(2) ist ein elliptisches Paraboloid

. . _1 2 2 3 i =1
mit der Gleichung z = - (px“ +ry<) . Der Kriimmungsradius p(¢) = s ZgiminZg 1St

immer grofder Null. Es existiert daher keine Schmiegtangente. p(¢) ist aus dem Intervall
11
71

Die Oskulatorie Oskxo in einem elliptischen Flachenpunkt besteht aus einem einzigen
Flachenmantel und bertihrt die Tangentialebene to in Xo. Bei p # r hat die Oskulatorie

einen Selbstschnitt, bei p = r handelt es sich um eine Kugelflache.
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Abbildung 23: Oskulatorie in einem elliptischen Flachenpunkt

Abbildung 24: Netz der Oskulatorie in einem elliptischen Flichenpunkt
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Abbildung 25: Kriimmungskreise in einem elliptischen Flichenpunkt

Hyperbolischer Flichenpunkt

In einem hyperbolischen Flachenpunkt Xo € ® gilt sgn p # sgn r. Ohne Einschrankung
kann man p > 0, r < 0 annehmen, sowie r1 = -r > 0. Die Ndaherungsfliche ®(?) in einem

hyperbolischen Flachenpunkt ist ein hyperbolisches Paraboloid mit der Gleichung
Z= %(px2 — r,y%). Die Schnittkurve mit der xz-Ebene ist nach oben offen, jene mit der

yz-Ebene nach unten offen.

1 .
> — . Genau im Punkt tan @, = + |=
|p cos 4 @—rqsin @] rq

Fiir den Kriimmungsradius gilt p(¢) =

ist |p(q@g)| = 0. Das heifdt, in einem hyperbolischen Flachenpunkt existieren zwei
Schmiegtangenten. Diese sind genau die Erzeugenden e; und e; in der Tangentialebene

To = Xy durch den Flachenscheitel Xo = 0. Der Kriimmungsradius bewegt sich in zwei

Intervallen [%, %) und [, o0).
1

Die Oskulatorie Oskxo besteht in einem hyperbolischen Flachenpunkt aus zwei

Flachenmanteln, welche durch die Tangentialebene to getrennt werden.
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Abbildung 26: Oskulatorie in einem hyperbolischen Flichenpunkt

Abbildung 27: Netz der Oskulatorie in einem hyperbolischen Flichenpunkt
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Abbildung 28: Kriimmungskreise in einem hyperbolischen Flichenpunkt

Parabolischer Flichenpunkt

In einem parabolischen Flachenpunkt Xo € @ gilt p.r = 0, aber (p,r) # (0,0). Ohne

Einschrankung kann man p = 0 und r > 0 annehmen. Die Naherungsfliche ®(2) ist ein

nach oben offener parabolischer Zylinder mit der Gleichung z=§y2. Die

Zylindererzeugenden liegen parallel zur x-Achse.

Der Kriilmmungsradius p(¢) = ist genau bei o = 0 unendlich. Daher existiert eine

rsin2 ¢
Schmiegtangente in Richtung der Scheitelerzeugenden. Der Kriimmungsradius bewegt

sich im Intervall [%, ).
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Abbildung 29: Oskulatorie in einem parabolischen Flachenpunkt

Abbildung 30: Netz der Oskulatorie in einem parabolischen Flichenpunkt
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Abbildung 31: Kriitmmungskreise in einem parabolischen Flichenpunkt
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4 Offsets von ebenen Kurven

4.1 Offset des Kreises

Ein Kreis k ist definiert durch seine Mitte m und seinen Radius r. Um nun eine
Offsetkurve zum Kreis k zu erstellen, betrachtet man ein Paar von Kreisen, welche die

gleiche Mitte m und den Radius r+d bzw. r-d besitzen.

Alle Offsetkurven von Kreisen sind konzentrische Kreise. Sie besitzen die gleichen

Kurvennormalen und haben daher parallele Tangenten in entsprechenden Punkten.

Im Allgemeinen ist die Offsetkurve jedoch nicht vom gleichen Typ wie die Originalkurve.

Abbildung 32: Offsetkurven des Kreises bei d<r

N
/

Abbildung 33: Offsetkurven des Kreises bei d=r
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Abbildung 34: Offsetkurven des Kreises bei d>r

4.2 Offset der Ellipse

Die Ellipse ist eine ebene Kurve ohne Selbstdurchdringungen oder Spitzen. Wie man
aber leicht erkennen kann, ist die Offsetkurve cq einer Ellipse keine Ellipse mehr. Bei
kleiner Distanz d ldsst sich vielleicht noch vermuten, dass es sich um eine Ellipse
handelt. Vergrofiert man jedoch die Distanz, so kommt es auf der Offsetkurve zu

Selbstschnitten. Es handelt sich daher um keine Ellipse mehr.

Im Innenbereich kann man beim Offsetbild der Ellipse Selbstdurchdringungen und
Spitzen vermeiden, indem man den Betrag |d| kleiner als den kleinsten

Kriimmungsradius, dieser findet sich in den Hauptscheiteln, der Ellipse wahlt.

Aufgrund der Symmetrie hat die innere Offsetkurve einer Ellipse entweder zwei

Spitzpunkte oder vier Spitzen auf der Evolute.

Ein Beispiel eines Spitzpunktes liefert die Parameterdarstellung t= (t3,t*) im

Koordinatenursprung mit dem Parameterwert t = 0.
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Abbildung 35: Spitzpunkt an einer ebenen Kurve

Abbildung 36: Offsetkurven einer Ellipse bei d<rmin

Abbildung 37: 2 Spitzpunkte an der Offsetkurve einer Ellipse bei d = rmin
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Abbildung 38: 4 Spitzen an der Offsetkurve einer Ellipse bei rmin<d<rmax

Abbildung 39: 2 Spitzpunkte an der Offsetkurve einer Ellipse bei d=rmax

Abbildung 40: Offsetkurven einer Ellipse bei d>rmax
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Beispiel - Umriss eines Torus unter Normalprojektion

Die Offsetkurven einer Ellipse erscheinen auch als Umriss eines Torus unter

Normalprojektion.

Der Torus ist die Hiillflache einer Kugel S mit konstantem Radius r = d, ihre Mitte bewegt
sich auf einem Kreis k. Die Normalprojektion des Mittenkreises k ergibt eine Ellipse kn.
Bei Normalprojektion erscheint der Umriss der Kugel S als Kreis mit Radius d, seine
Mitte befindet sich auf k». Der Normalumriss des Torus ist die Hiille einer Schar von
Kreisen S7, mit Radius d und Mitte auf k». Also ist der Normalumriss des Torus eine

Offsetkurve von k».
4.3 Offset der Parabel

Der minimale Kriimmungsradius der Parabel findet sich im Scheitel. Ist d < pmin, SO ist
das Offsetbild der Parabel eine regulire Kurve. Bei d = pmin besitzt die innere

Parallelkurve einen Spitzpunkt, bei d > pmin Zwei Spitzen.

Abbildung 41: Offsetkurven der Parabel bei d<rmin
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Abbildung 42: Offsetkurven der Parabel bei d=rmin

[YIRN

15 -1 045 05 1 15

e T

Abbildung 43: Offsetkurven der Parabel bei d>rmin

4.4 Offset der Hyperbel

Auch bei der Hyperbel findet sich der minimale Kriimmungsradius in den Scheiteln der
Hyperbel. Zur besseren Anschaulichkeit wird in den folgenden Figuren nur ein Ast der
Hyperbel dargestellt. Bei d < pmin ist die Offsetkurve der Hyperbel eine reguldare Kurve.

Bei d = pmin besitzt die innere Offsetkurve einen Spitzpunkt, bei d > pmin Zwei Spitzen.
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Abbildung 46: Offsetkurven der Hyperbel bei d>rmin
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4.5 Offset der logarithmischen Spirale

Die logarithmische Spirale weist zwar keine minimalen oder maximalen
Krimmungsradien auf, trotzdem findet man auf ihrem Offsetbild zwei

,unterschiedliche” Seiten.

Abbildung 47: Offsetkurven der logarithmischen Spirale

4.6 Offsets von ebenen Polygonen

Offsets von ebenen Polygonen findet man haufig in CAD-Anwendungen. Jede Kante eines
ebenen Polygons hat eine eindeutige Normale. In einer Ecke befinden sich mehrere,
namlich unendlich viele, Normalen. Eine Ecke an der Offsetkurve ergibt dadurch einen

Kreisbogen.

Abbildung 48: Offsetkurven eines Polygons

Die Endpunkte der beiden Offsetkurven von Polygonen koénnen auf zwei Arten

verbunden werden:



4 Offsets von ebenen Kurven 54

e Verbindung der beiden Endpunkte mit einem Liniensegment in Richtung der

gemeinsamen Normalen

Abbildung 49: Offsetkurven eines Polygons - lineare Endpunktverbindung

e Verbindung mit einem Halbkreis (Radius d)

Abbildung 50: Offsetkurven eines Polygons - halbkreisformige Endpunktverbindung
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5 Offsets von Flachen im Raum

5.1 Offsets von Drehflachen

Eine Drehflache @ entsteht durch Drehung einer nichtnotwendig ebenen Kurve um die
Drehachse a, ohne Einschrankung legen wir a in die x3-Achse. Die stetige Drehung D3(u)
um die x3-Achse besitzt folgende Gestalt
, cosu —sinu 0
X =

sinu cosu 0>X=D3(U)X ,uU€ER
0 0 1

Besitzt die Kurve c die Parameterdarstellung
c= (c1 (v), cz(v),c3(v)),v EIcR
so hat die von ¢, bei Drehung um x3, iiberstrichene Drehflache ® die Parametrisierung
x(u,v) = (cl (v) cosu — cy(v) sinu, ¢y (v) sinu+ c;(v) cosu, c3 (V))
veElLu€|[—mm|

Liegt die erzeugende Kurve c in einer Ebene durch x3, so nennt man ¢ den Meridian von
®. Als Ebenen fiir den Ausgangsmeridian c bieten sich z.B. die Koordinatenebenen durch
x3 an. In der x3xi-Ebene z.B. gilt cz2(v) = 0. Diese Erzeugung einer Drehflache durch

Drehung einer ebenen Kurve um die Drehachse legen wir im Folgenden zugrunde.

Man wahlt nun die x3-Achse als Drehachse a und u €I = [—m, t]. Mithilfe dieses
Intervalls der Lange 21 wird die gesamte Drehflache einmal iiberstrichen. Handelt es

sich um einen symmetrischen Meridian beziiglich der Drehachse, so ist das Intervall

[— g, g] mit Lange m ausreichend.

Parameterdarstellung einer Drehfliche

Das Netz der Parameterlinien auf ® besteht aus den Drehlagen der erzeugenden Kurve c
(u = uo), und den Breitenkreisen, also die Bahnkurven der Punkte von c (v = vo). Ist die

erzeugende Kurve c ein Meridian, so bilden die Parameterlinien ein orthogonales
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Kurvennetz auf ®. Drehflaichen werden ldngs ihrer Breitenkreise von Kugeln beriihrt,

vorausgesetzt die Meridiantangente ist nicht orthogonal zur Drehachse.
Offsets von Drehflachen

Offsets von Drehfldachen sind aufgrund der geometrischen Erzeugung natiirlich wieder

Drehflachen:

Eine Drehflache @ entsteht ohne Einschrankung durch Rotation einer Profilkurve ¢ um
eine komplanare Achse a. Die Kurvennormalen von c entsprechen den Flachennormalen

der Drehflache &.

Das Offset ®q einer Drehflaiche @& entsteht aus einer ebenen Offsetkurve cq der
Profilkurve ¢ und anschliefRender Rotation von cq um die Achse a. Daher ist die

Offsetflache ®4 einer Drehflache ® eine koaxiale Drehflache.
5.1.1 Kugel

Eine Kugel mit Zentrum m und Radius r hat als Offset konzentrische Kugeln mit Zentrum

z und Radius r+d bzw. r-d.
Bei d = r fdllt die innere Offsetfache in einen Punkt, den Kugelmittelpunkt.

Zur besseren Anschaulichkeit wird hier immer nur eine Kugelhalfte samt ihrer

Offsetflachen dargestellt.
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Abbildung 51: Offsetflachen der Kugel bei d<r

=r

Abbildung 52: Offsetflichen der Kugel bei d
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Abbildung 53: Offsetflichen der Kugel bei d>r

5.1.2 Torus

Ein Torus entsteht durch Rotation eines Kreises um eine Achse a der Kreisebene, das
heifdst der Meridian c ist ein Kreis. Wahlt man x3 als Drehachse und den Mittelpunkt
M=(m1,0,0) von k auf der x1-Achse, so erhdlt man bei m1 = 0, das heifst der Mittelpunkt M

von c liegt in a, eine Kugel, bei m1 # 0 eine ,echte” Torusflache.

Der grofite Breitenkreis des Torus ist der Aquator, der tiefste und hochste Breitenkreis
ist jeweils ein Plattkreis. Abhdngig von der Gréfie von m1 unterscheidet man drei Arten

von Tori.

Die Offsetflaiche ®q4 eines Torus @ ist aufgrund der geometrischen Erzeugung von @ als

Hiillflache einer um die Torusachse gedrehten Kugel nattirlich wieder ein Torus.

Zur besseren Anschaulichkeit wird in diesem Abschnitt immer nur die untere Halfte der

verschiedenen Tori mit ihren Offsetflachen dargestellt.

Andererseits entsteht ein Torus auch aus Kugeln mit gleichem Radius, deren Mitten sich

auf einem Kreis befinden.
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Offsets von Kugeln sind wieder Kugeln. Daher ist auch die Offsetflache eines Torus

wieder ein Torus mit gleicher Achse und gleichem Mittenkreis.
Ringtorus

Beim Ringtorus gilt mi>r. Der kleinste Breitenkreis wird Kehlkreis genannt.

Abbildung 54: Ringtorus Abbildung 55: untere Hilfte des Ringtorus

Die innere Offsetfldche bei d = r fillt in den Mittenkreis des Ringtorus zusammen.

Abbildung 56: Offsetflichen des Ringtorus bei d<r
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Abbildung 57: Offsetflachen des Ringtorus bei d=r

Abbildung 58: Offsetflichen des Ringtorus bei d>r
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Dorntorus

Hier ist m1 = r und der Kehlkreis féllt in das punktférmige Zentrum des Dorns

zusammen.

Abbildung 59: Dorntorus Abbildung 60: untere Hilfte des Dorntorus

Abbildung 61: Offsetflichen des Dorntorus bei d<r
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Abbildung 62: Offsetflichen des Dorntorus bei d=r

Abbildung 63: Offsetflichen des Dorntorus bei d>r
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Spindeltorus

Ist m1 <, so spricht man von einem Spindeltorus. Die innenliegende Spindel bildet eine
selbststandige Drehfliche ®;. Sie besitzt selbst einen grofdten Breitenkreis ki in der

Aquatorebene. Die Knotenpunkte des Spindeltorus sind die Minima der Breitenkreise.

Abbildung 64: Spindeltorus Abbildung 65: untere Halfte des Spindeltorus

Abbildung 66: Offsetflichen des Spindeltorus bei d<r
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Abbildung 67: Offsetflichen des Spindeltorus bei d=r

Abbildung 68: Offsetflichen des Spindeltorus bei d>r
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5.1.3 Drehquadriken
Drehquadriken entstehen aus der Drehung eines Kegelschnittes um eine seiner Achsen.

Die Offsetflachen @4 einer Drehquadrik @ sind zwar wieder Drehflichen um dieselbe
Drehachse, allerdings nur im torsalen Fall d = 0 wieder eine Quadrik, wie die Abschnitte

4.2, 4.3 und 4.4 - und nattrlich die folgenden Abbildungen - unmittelbar zeigen.
Drehellipsoid

Durch Drehung einer Ellipse um eine ihrer Achsen entsteht das Drehellipsoid. Bei d <
pmin Sind beide Offsetflichen reguldre Flachen. Genau bei d = pmin besitzt die innere

Offsetflache zwei nichtreguldre Punkte (vgl. Abbildung 36-40).

B e =

gl

Abbildung 69: Offsetfliichen des Drehellipsoids bei d<rmin
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Abbildung 70: Offsetfliichen des Drehellipsoids bei d=rmin

Abbildung 71: Offsetflichen des Drehellipsoids bei rmin<d<rmax
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Abbildung 72: Offsetflichen des Drehellipsoids bei d=rmax

Abbildung 73: Offsetflichen des Drehellipsoids bei d>rmax
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Drehparaboloid

Ein Drehparaboloid entsteht aus der Drehung einer Parabel um ihre Achse. Die innere
Offsetflache eines Drehparaboloids besitzt eine reguldre Storung bei d = pmin (vgl.

Abbildung 41-43).

Abbildung 74: Offsetflichen des Drehparaboloids bei d<rmin
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Abbildung 75: Offsetflichen des Drehparaboloids bei d=rmin
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Abbildung 76: Regulire Storung der oberen Offsetfliche des Drehparaboloids bei d
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Abbildung 77: Offsetflichen des Drehparaboloids bei d>rmin

Einschaliges Drehhyperboloid

Die Standardangabe des einschaligen Drehhyperboloids besteht aus der Drehung einer
Hyperbel ¢ um ihre Nebenachse n. Eine andere Moglichkeit fiir die Angabe eines
einschaligen Drehhyperboloids ist die Drehung einer Geraden um eine windschiefe

Achse a.

Man wahlt nun die Meridianhyperbel c in der x3xi-Ebene, ihren Mittelpunkt in M = O,
ihre Nebenachse n entlang der x3-Achse und ihre Hauptachse orthogonal dazu entlang

der x1-Achse. Man erhilt nun die Parametrisierung eines Astes der Hyperbel

c(v) = (acoshv,0,bsinhv)

x? x5 =0
az b2

Die Asymptoten a; sind die Geraden durch M, welche die Hyperbelpunkte ,sehr gut”

approximieren. Man kann also die Asymptoten als Tangenten aus M an c ansehen

a; = lim MP

P
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Dreht man nun die Meridianhyperbel ¢ um die x3-Achse, so erhdlt man folgende

Parameterdarstellung der Drehflache ®
T T
x(u,v) = D3(u)c(v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,bsinhv),u € [_E'E] ,VER

u = 0 ergibt die Meridianhyperbel c € x3x1. Die Drehfldche @ hat nun die Gleichung

2 2 2

X1 X2 X3
F(x{,X9,X3) =—=+—=——=—-1=0
(1; 27 3) az az bZ

Dreht man die Asymptoten um die Nebenachse der Hyperbel, so entsteht der

drehkegelformige Asymptotenkegel I' von @

2 2 2
122,23 a2 ' a2 b2

Der minimale Kriimmungsradius findet sich hier in den Scheiteln der Meridianhyperbel.
Bei d = pmin kommt es auf der inneren Parallelfliche zu einer Selbstberiihrung, bei d >

pmin ZU Zwei Selbstdurchdringungen (vgl. Abbildung 44-46).

< —
4

Abbildung 78: Einschaliges Drehhyperboloid
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Abbildung 79: Offsetflichen des einschaligen Drehhyperboloids bei d<rmin

Abbildung 80: Innere Offsetflache des einschaligen Drehhyperboloids bei d<rmin
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Abbildung 81: Offsetflichen des einschaligen Drehhyperboloids bei d=rmin

Abbildung 82: Innere Offsetfliche des einschaligen Drehhyperboloids bei d=rmin
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Abbildung 83: Offsetflichen des einschaligen Drehhyperboloids bei d>rmax

Zweischaliges Drehhyperboloid

Nun betrachtet man die Drehung einer Hyperbel um ihre Hauptachse h. Die
Meridianhyperbel c liegt dabei in der x3xi-Ebene. Ihr Mittelpunkt liegt im Ursprung O,
ihre Achsen in Richtung der Koordinatenachsen x; und x3. Man erhdlt so die

Parameterdarstellung beider Schalen des zweischaligen Drehhyperboloids &

x(u,v) = D;(u)c(v) = (facoshv,—bsinhvsinu,bsinhvcosu),u € [_E'E] ,2VER

sowie die Gleichung

x{ x5 x5
F(Xl,Xz,Xg) :a_z_ﬁ_b_z_ 1=0

Wahlt man u = 0, so erhdlt man die Meridianhyperbel c in der x3xi-Ebene. Da diese

symmetrisch ist, ist das Intervall I mit der Lange 1 ausreichend. Der Asymptotenkegel

hat in diesem Fall folgende Gleichung
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xi
F(Xl,Xz,X3) =a—2—__—= 0

Abbildung 84: Zweischaliges Drehhyperboloid

Zur besseren Anschaulichkeit wird in den folgenden Beispielen nur ein Teil des

zweischaligen Drehhyperboloids dargestellt.

Die Offsetflache besitzt je eine regulare Storung bei d = pmin.
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Abbildung 85: Offsetflichen des zweischaligen Drehhyperboloids bei d<rmin

Abbildung 86: Aufiere Offsetfliche des zweischaligen Drehhyperboloids bei d<rmin
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Abbildung 87: Offsetflichen des zweischaligen Drehhyperboloids bei d=rmin

Abbildung 88: Aufiere Offsetfliche des zweischaligen Drehhyperboloids bei d=rmin
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e e e

Abbildung 89: Offsetflichen des zweischaligen Drehhyperboloids bei d>rmax

5.2 Offsets von torsalen Regelflachen

Regelflachen entstehen durch stetige Bewegung einer Geraden. Zu den Regelflachen

gehoren insbesondere Zylinder-, Kegel-, Regeldreh- und Regelschraubflidchen.

Ist die Tangentialebene in allen Punkten langs einer jeden Erzeugenden der
Regelflachen jeweils gleich, spricht man von einer torsalen Regelflaichen, und die
Erzeugenden heifden torsal. Die torsalen Regelflachen bestehen aus Teilen von Zylinder-,
Kegel- und Tangentenflichen von Raumkurven. Andernfalls spricht man von
windschiefen Regelflichen: Bei diesen besitzen die Erzeugenden im Allgemeinen in
jeweils zwei verschiedenen Punkten auch verschiedene Tangentialebenen, es kann aber
auch einzelne torsale Erzeugende geben. Zu den windschiefen Regelflachen gehoren z.B.

das einschalige Drehhyperboloid oder die Regelschraubflachen.

Regularitit von torsalen Regelflichen

Durch jeden Punkt einer torsalen Regelflache gehen geradlinige Flachenkurven.
Durch jeden Punkt eines Kurvenstiicks | geht genau eine Gerade.

Luelx R 1) €R3
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®: (u,A) EIXR - P(u,A) =1(w) + Ar(u)

r(u) ist der Richtungsvektor der Erzeugenden. Ist r(u) konstant, so handelt es sich um
einen Zylinder. Gehen alle Erzeugenden der torsalen Regelfliche durch einen festen

Punkt S, so handelt es sich um einen Kegel mit der Spitze S.

Langs jeder Erzeugenden einer torsalen Regelflache existiert eine feste Tangentialebene,
wie es bei Zylinder- und Kegelflachen der Fall ist. Eine derartige Erzeugende wird, wie
schon erwahnt, torsale Erzeugende genannt. Auf einer torsalen Erzeugenden gibt es

hochstens einen nichtregularen Punkt, und es gilt:

Istug € [und {1(u0), r(uo)} linear unabhénig, dann ist die Erzeugende torsal

& {i(ug), r(up), #(up)} linear abhangig

Aufgrund der geometrischen Struktur einer torsalen Regelflache @ gilt daher, dass die
Offsetflachen @4 stets ebenfalls torsale Regelflichen sind. Allerdings wechselt im Falle
eines Kegels oder der Tangentenflache der Typ zu einer Tangentenfliche @4, nur bei

einem Zylinder @ sind die Offsetflichen ®4 stets wieder Zylinderflachen.
5.2.1 Zylinderflachen

Eine Zylinderfliche ® wird aus einer Leitkurve c mit der Parameterdarstellung x(t)
durch eine stetige Translation mit dem Vektor a # (0,0,0) beschrieben. Und man erhalt

somit die Parameterdarstellung ®
x(t) + ua

Ohne Einschrankung konnen wir x(t) als Normalschnitt von @ beziiglich a voraussetzen.
Die Offsetflichen ®q4 einer Zylinderflache ® sind daher wieder Zylinderflachen, und

zwar mit derselben Erzeugendenrichtung.
Drehzylinder

Ein Drehzylinder @ mit Achse A und Radius r hat als Offset zwei Drehzylinder ®4 mit
Radius r+d bzw. r-d und Achse A. ® und ®4 besitzen gleiche Flachennormalen normal

zur Achse A.

Die innere Offsetflache fallt bei d = r in die Zylinderachse zusammen.
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Abbildung 90: Offsetflachen des Drehzylinders bei d<r

Abbildung 91: Offsetflichen des Drehzylinders bei d=r
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Abbildung 92: Offsetflachen des Drehzylinders bei d>r

Allgemeine Zylinderflachen

In Abhdngigkeit der Leitkurve c der Zylinderflache @ kann es natiirlich zu Stérungen der

Regularitat der Offsetflaiche ®4 von ® kommen.

Abbildung 93: Allgemeine Zylinderfliche
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Abbildung 94: Offsetflichen einer Zylinderfliche bei kleinem d

Abbildung 95: Offsetflichen einer Zylinderfliche bei grofiem d
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5.2.2 Kegelflachen

In diesem Punkt werden allgemeine Kegelflachen, jedoch nicht notwendig Drehkegel
behandelt. Eine Kegelflache entsteht aus einer ebenen Kurve, welche mit geraden Linien
mit der Spitze v verbunden wird. In der Spitze v ist die Kegelflache @ nicht regular,

daher gibt es in diesem Punkt keine eindeutige Flachennormale.

Aufgrund der geometrischen Erzeugung einer Kegelfliche ® sind die Offsetflichen ®q
zwar wieder torsale Regelflichen, doch wie die folgenden Abbildungen zeigen nicht
notwendig kegelig, sondern im Allgemeinen Teile von Tangentenflichen von

Raumkurven.

Abbildung 96: Offsetflichen der Kegelfldche bei kleinem d
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Abbildung 97: Offsetflichen der Kegelfliche bei grofem d

5.2.3 Tangentenflachen einer Raumkurve

Tangentenflachen einer Raumkurve enthalten nur torsale Erzeugende. Betrachtet wird
nun eine nicht geradlinige Kurve c. Die Menge aller Punkte ihrer Tangenten ist eine
Tangentenflache ® mit Gratkurve c. Die Punkte der Gratkurve sind die Gratpunkte der
Tangentenflache ®. Ist c eine ebene Kurve, so fillt die Tangentenfldache in die Ebene von

C.

Handelt es sich bei der Kurve c um ein regulares Kurvenstiick, so ist die Tangentenflache

eine Regelflache. Ist c reguldar und wendepunktfrei, so ist die Tangentenflache torsal.

Jede torsale Regelflache besteht aus Teilen von Zylinder-, Kegel- und Tangentenflachen

von Raumkurven.
Die Tangentenflache ® einer Raumkurve c(t) besitzt die Parameterdarstellung
c(® +sc(®), el =1

Weiters wird fiir c(t) die Krimmung k # 0 vorausgesetzt, da es sich sonst um einen

Wendepunkt handeln wiirde, in welchem die Tangentenflache nicht regular ist.
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In Richtung des Binormalenvektors c3(t) wird nun die Offsetdistanz d abgetragen. Somit

erhdlt man die Parameterdarstellung der Offsetflache ®q(s,t) von ®
c(t) +sci(t) +des(t)
Nun wird @4 nach s und t differenziert
Gy, =01
D4, = ¢+ sc¢; +dcz = [[€|lcy + ske, — dtey = ¢q[¢]] + (sx — dT)c,
Man untersucht nun den Fall, dass ®4_ und @4, linear unabhangig sind.
{d)ds,d)dt}la & ¢ X (cqle]l + (sk —dT)cy) = (sk—dT)c3 =0 = sk—dt =0

dt
:}SOZ—
K

Nun wird die Parameterdarstellung der Gratkurve g der Offsetfliche ®4 aufgestellt
dt
c(t) + —cq +dcs
K
Die erste Ableitung der Gratkurve g(t) ergibt

. T dr ,
g=c+d(;)cl+?c1+dc3

. C . .
Verwendet man nun die Formeln ¢; = e’ €1 = KC2, €G3 = —TC

so ergibt sich die Umformung
e T i s
g=0¢ <||c|| +d (E)) + dtcy; —dtcy = ¢ (”C” +d (K))

Es wird nun untersucht, ob die Gratkurve g(t) auch singuldre Punkte enthalten kann

g=0<:>||¢||+d(§)=o

= Die Gratkurve g der Offsetfliche ®4 kann singulare Punkte besitzen.
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Schraublinie

Bei einer stetigen Schraubung zum Schraubparameter p beschreibt jeder Punkt des
Raumes eine Bahnkurve, wobei die Punkte der Schraubachse fix bleiben. Liegt ein Punkt
nicht auf der Schraubachse a, so beschreibt er unter stetiger Schraubung eine

Schraublinie s.

Man wahlt nun das Koordinatensystem geeignet, so dass die Schraubachse a in der x3-
Achse liegt, und der Punkt zum Parameterwert ¢ = 0 in der Ebene x3 = 0 liegt. So erhalt
man folgende Parameterdarstellung einer Schraublinie ¢, wobei der Punkt P die

Koordinaten (r,0,0) besitzt
(r cos@, r sing, pp) € R3

Jede Schraublinie c ist ein reguldares Kurvenstiick. Ihr Grundriss c‘ ist ein Kreis um den
Grundriss der Achse a‘. Der Drehzylinder mit Schraubachse a als Drehachse wird

Schraubzylinder genannt.

Die Gratlinie g der Offsetfliche der Tangentenfldache einer Schraublinie ist aufgrund der

geometrischen Erzeugung schiebungsgleich zu c in Richtung der Schraubachse.

Diese Tatsache kann man auch dadurch bestétigen, dass die Kriimmung k4 und Torsion

Tq berechnet werden. Nach den Formeln von 2.2.3 und 2.2.4 bestatigt man
K =KTg =T
Nach dem Hauptsatz der Kurventheorie sind daher c und g kongruent.

Es gilt also: Die Offsetflichen ®4 der Tangentenfliche & einer Schraublinie ¢ zum
Schraubparameter p um eine Achse a sind zu @ in Richtung a schiebungsgleiche Flachen.
Allerdings sind die , Offset-Bilder” von c nicht die Gratkurven g der Offsetflichen ®q. Die
Gratkurve g(t) der Offsetflache ®q ist regular, da

Jrz+p2>0

gilt.
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Abbildung 99: Offsetflichen einer Tangentenfliche einer Schraublinie
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Kubische Parabel
Die Parameterdarstellung der kubischen Parabel c(t) lautet
ct) =(atbt?ct’) eR3abceR
Entlang dieser Raumkurve c(t) wird nun die Tangentenflache ® erzeugt.

Wie schon erwdhnt, ist die Offsetfliche ®q4 einer Tangentenflache ® wieder eine torsale
Regelflache, im Fall der Tangentenflache einer kubischen Parabel die Tangentenflache

einer Raumkurve g; der kegelige oder zylindrische Fall tritt nicht ein.

In den folgenden Bildern ist jeweils eine ,obere” und eine ,untere” Offsetfliche ®q einer
Tangentenflache ® der kubischen Parabel dargestellt. In beiden Abbildungen kann man
erkennen, dass die Gratkurve g(t) der Offsetfliche ®q4 Spitzen besitzen kann. Die
Gratkurve g(t) der Offsetflache @4 ist dann also im Gegensatz zur kubischen Parabel c(t)
selbst keine reguldre Raumkurve mehr. Die Parameterwerte ty, tz, ..., welche zu Spitzen

der Gratkurve g fiihren, sind durch gi (t)=0,1i=1, 2, .. gekennzeichnet. Aus dem

einleitenden Abschnitt 5.2.3 gilt die Kennzeichnung
o : Ty _
g=0e el +d(-) =0

Diese Bedingung fiihrt zu einem algebraischen Problem, welches mit dem verwendeten

Computeralgebrasystem ausgewertet werden kann.
Vereinfacht formuliert gilt:

Je grofder die Offsetdistanz d ist, umso mehr reelle Spitzen kann die Gratkurve g
besitzen. In den Figuren 101 und 102 treten jeweils zwei reelle Spitzen von g auf, die

durch Kugeln markiert sind.
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Abbildung 100: Tangentenflache der kubische Parabel

Abbildung 101: ,Oberer” Teil einer Offsetfliche der Tangentenfliche der kubischen Parabel
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Abbildung 102: "Unterer" Teil einer Offsetfliche der Tangentenfliche der kubischen Parabel

5.3 Offsets von Schraubflachen

Als Schraubachse a einer Schraubflache @ wahlen wir ohne Einschrankung die Gerade

x3. Die stetige Schraubung S3(u) um x3 wird wie folgt erfasst
, cosu —sinu 0 0
X =|sinu cosu O0]x+| 0 |=D3z(uw)x+v(u),ueRrR
0 0 1 p-u

Wird ein Punkt X = (1,0,0) verschraubt, so erhalt man die Schraublinie s(u) = (r cosu, r
sinu, pu). Wahlt man nun eine Raumkurve c(v) = (¢;(v),cy(v),c3(v)), welche keine

Bahnschraublinie ist, so erhilt man die Schraubflache ®

x(u,v) = D3(u) c(v) + v(u)

= (c;(v) cosu — cy(v) sinu, ¢y (v) sinu + c;(v) cosu, c3(v) + pu)
ueRvel

Das Netz der Parameterlinien einer Schraubfliche besteht einerseits aus den

verschraubten Kopien von ¢ (u = up), andererseits aus den Bahnschraublinien (v = vo).
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Schneidet man @ mit Ebenen durch die Schraubachse a, so erhilt man die Meridiane der

Schraubflache.

Aufgrund der geometrischen Erzeugung einer Schraubfliche @ um die Achse a zum
Schraubparameter p sind die Offsetflaichen ®4 von @ stets wieder Schraubflichen zum

Parameter p.

Auf die verschiedenen Arten der Kreisschraubflache und die Schraubrohrflache wird in

den nachsten Punkten naher eingegangen.
5.3.1 Kreisschraubflachen

Grundsatzlich entsteht eine Kreisschraubflache durch Verschraubung eines Kreises ¢ um
die Drehachse a. Hier werden zwei verschiedene Typen von Kreisen gewahlt, um eine

Kreisschraubfldche zu erhalten:
Meridiankreis

Der Meridian der Schraubfldche ist ein Kreis, das heifdt der Kreis c liegt in einer

lotrechten Ebene.

|

Abbildung 103: Kreisschraubfliche eines Meridiankreises
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Abbildung 104: Offsetflachen einer Kreisschraubfliache eines Meridiankreises beid <r

Abbildung 105: Offsetflichen einer Kreisschraubfliche eines Meridiankreises beid =r
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Abbildung 106: Offsetflachen einer Kreisschraubfliache eines Meridiankreises bei d > r

Schichtenkreis

Der verschraubte Kreis c¢ liegt in einer horizontalen Ebene, man nennt ihn

Schichtenkreis.

Abbildung 107: Kreisschraubfliche eines Schichtenkreises
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Abbildung 108: Offsetflichen der Kreisschraubfliche eines Schichtenkreises mitd <r
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Abbildung 109: Offsetflichen einer Kreisschraubfliche eines Schichtenkreises mitd =r
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Abbildung 110: Offsetflichen einer Kreisschraubflidche eines Schichtenkreises mitd >r

5.3.2 Schraubrohrflache

Der verschraubte Kreis c liegt nun in der Bahnnormalebene des Kreismittelpunktes.
Eine Schraubrohrfliche ist die Hillflaiche einer verschraubten Kugel K mit c als
Gratkreis. Diese Kugel beriihrt die Hiillflache, also die Schraubrohrflache ®, langs eines
Grof3kreises in der Bahnnormalebene, also langs dem Kreis c. Dieser Beriihrkreis ist die

Charakteristik des Hiillvorgangs.

Die Offsetflichen @4 einer Schraubrohrfliche @® um eine Schraubachse a zum
Schraubparameter p sind aufgrund dieser geometrischen Erzeugung daher wieder

Schraubrohrflachen um die Schraubachse a zum Schraubparameter p.

Diese Eigenschaft gilt auch noch fiir Rohrflachen, welche aus einer bewegten Kugel
entlang der Mittenkurve entstehen. Eine Rohrflache kann aufderdem als Offset der

Mittenkurve angesehen werden.
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Abbildung 111: Schraubrohrflache

Abbildung 112: Offsetflichen der Schraubrohrfliche bei d<r
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Abbildung 113: Offsetflichen der Schraubrohrfliche bei d=r
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Abbildung 114: Offsetflichen der Schraubrohrfliche bei d>r
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