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Einleitung

Die zeitunabhéingige, eindimensionale Schrodingergleichung fiir ein Teil-
chen, das zwischen zwei undurchdringbaren Barrieren bei 0 und bei 7 in ei-
nem Potential V eingeschlossen ist, ist die gewOhnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung

h? d?
o O @) + V() = Bole), x e (0,m),

zusammen mit den Randbedingungen

¥(0) = () = 0.

Dabei ist h das reduzierte Planck’sche Wirkungsquantum, m die Masse des
Teilchens und E ein reeller Parameter. Das Problem besteht nun darin,
bei gegebenem, reellwertigem Potential V' € L'(0, 7), diejenigen Werte E zu
bestimmen, fiir die eine nichttriviale Losung dieser Gleichung existiert. Diese
Werte sind die Energieeigenwerte dieses Teilchens, die zugehorigen Losungen
sind die Eigenzusténde. Es stellt sich heraus, dass abzéhlbar unendlich viele
Energieeigenwerte existieren und dass diese sich nur bei co haufen.

Das dazu inverse Problem besteht hingegen darin, zu einer gegebenen
Folge reeller Zahlen E,, n € N, ein reellwertiges Potential V € L'(0,7) so
zu bestimmen, dass die Energieeigenwerte zu diesem Potential genau die
Zahlen F,, n € N sind. Dass dieses Problem nicht fiir jede beliebige Folge
losbar ist, sieht man schon daran, dass diese Folge notwendigerweise gegen
unendlich streben muss. Tatséchlich stellt sich heraus, dass die Losbarkeit
dieses Problems nur vom asymptotischen Verhalten der Zahlen E,, n € N
abhingt und dass, falls es 16sbar ist, eine Vielzahl von Lésungen existiert.

Mit solchen und #hnlichen Problemen beschéftigt sich die vorliegende
Arbeit. In Kapitel 1 zeigen wir zur Vorbereitung einige Existenz- und Ein-
deutigkeitssétze fiir gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in
Verbindung mit dem formalen Sturm-Liouville Differentialausdruck

d2

dz?
auf (a,b). Dabei ist (a,b) ein beschrinktes oder unbeschrinktes Intervall
und ¢ eine lokal integrierbare, reellwertige Funktion auf (a, b).

In Kapitel 2 betrachten wir Realisierungen des Differentialausdrucks 7
als Operatoren im Hilbertraum L?(a,b), insbesondere solche, die selbstad-
jungiert sind. Es stellt sich heraus, dass stets selbstadjungierte Realisierun-
gen von 7 existieren. Das entscheidende Hilfsmittel zu deren Bestimmung
ist die Weyl’sche Alternative und damit die Klassifikation der Randpunkte
in Grenzkreis- und Grenzpunktfall. Im Folgenden charakterisieren wir die
selbstadjungierten Realisierungen auf zwei verschiedene Weisen; zum einen

T= +4q(x)

iii



iv EINLEITUNG

iiber die Wronskideterminante und zum anderen durch die sogenannten An-
fangszahlen. In beiden Fillen stellt sich heraus, dass die selbstadjungierten
Realisierungen von 7 durch Einschrinkung der maximal definierten Reali-
sierung durch Randbedingungen bei a und bei b entstehen. Wir beschlieflen
dieses Kapitel mit der Bestimmung der Resolventen der selbstadjungierten
Realisierungen, die, wie sich herausstellt, Integraloperatoren sind.

Im folgenden Kapitel 3 beginnen wir damit, eine Spektraltheorie fiir
selbstadjungierte Realisierungen, die reguldr bei a sind, zu entwickeln. Da-
zu fithren wir zuerst die Weyl-Titchmarsh m-Funktion und das zugehorige
Spektralmafl ein. Mit Hilfe dieser Objekte erhalten wir eine Spektraldarstel-
lung dieser Operatoren. Der restliche Teil dieses Kapitels beschéftigt sich
mit der Eindeutigkeit des inversen Problems von der Weyl-Titchmarsh m-
Funktion. Nach einigen Vorbereitungen iiber Jost-Losungen und die Asym-
ptotik der m-Funktion, beweisen wir den Hauptsatz dieses Kapitels; einen lo-
kalen Eindeutigkeitssatz. Er besagt, dass zwei selbstadjungierte Realisierun-
gen lokal um den Randpunkt a iibereinstimmen, falls sich die m-Funktionen
asymptotisch dhnlich verhalten. Als einfache Folgerung dieses Satzes erhélt
man, dass die m-Funktion den Operator eindeutig bestimmt.

Kapitel 4 beschéftigt sich schlieflich mit der direkten und inversen Spek-
traltheorie im regulédren Fall. In diesem Fall besteht das Spektrum der selbst-
adjungierten Realisierungen nur aus Eigenwerten. Da sich herausstellt, dass
die Eigenwerte den Operator nicht eindeutig bestimmen, fithren wir zusétz-
lich die sogenannten Normierungskonstanten ein. Diese Zahlen, zusammen
mit den Eigenwerten, nennen wir die Spektraldaten. Das Hauptziel dieses
Kapitels sind Existenz- und Eindeutigkeitssidtze fiir das inverse Problem
von den Spektraldaten. Wir zeigen, dass die Spektraldaten das Potential
und den Operator eindeutig bestimmen und geben notwendige und hin-
reichende Bedingungen dafiir an, dass zwei Zahlenfolgen die Spektraldaten
einer selbstadjungierten Realisierung mit quadratisch integrierbarem Poten-
tial sind. Dazu verwenden wir die Theorie der Transformationsoperatoren
und die Gel’fand-Levitan Integralgleichung, der die Kerne dieser Operatoren
geniigen. Es stellt sich dabei heraus, dass fiir die Losbarkeit des inversen Pro-
blems von den Spektraldaten nur das asymptotische Verhalten dieser Folgen
entscheidend ist. Wir beschlieflen das Kapitel mit einigen inversen und hal-
binversen Eindeutigkeitssédtzen. Das sind beispielsweise Eindeutigkeitssitze,
bei denen das Potential lokal um einen Randpunkt bekannt ist.

Im Anhang stellen wir schliefSlich noch einige benotigte Ergebnisse aus
der Funktionentheorie zusammen.



KAPITEL 1

Sturm-Liouville Differentialausdriicke

Ist (a,b) ein beschrinktes oder unbeschrinktes Intervall und p € [1, 00),
so bezeichnen wir mit LP(a, b) die Menge aller Aquivalenzklassen von Borel-
messbaren, komplexwertigen Funktionen auf (a,b), die absolut p-fach iiber
(a,b) beziiglich des Lebesguemafles integrierbar sind. Der Einfachheit halber
schreiben wir fiir ein Teilintervall (a, 3) C (a,b) und eine messbare Funktion
f auf (a,b)

fell(a,B), falls flp € LF(a,B).
Eine messbare Funktion f auf (a,b) ist lokal integrierbar, falls fiir alle kom-
pakten Teilintervalle [, 3] C (a,b), f € L'(a, B) gilt. Mit L}, (a,b) bezeich-
nen wir den Raum aller lokal integrierbaren Funktionen.

Ist («, ) ein beschriinktes Teilintervall von (a,b), so bezeichnen wir mit
AC|a, 3] die Menge aller absolut stetigen, komplexwertigen Funktionen auf
[a, B]. Eine komplexwertige Funktion f auf (a, b) ist lokal absolut stetig, falls
fiir jedes kompakte Teilintervall [«, 5] C (a,b), f € AC|a, (] gilt, wobei wir
der Einfachheit halber wieder

f € AC[a, B] schreiben, falls  fj, 5 € AC]a, 5].

Den Raum der lokal absolut stetigen Funktionen auf (a,b) bezeichnen wir
mit ACc(a,b). Ist f € ACie(a,b), so ist f fast iiberall differenzierbar und
wir bezeichnen mit f’ die Ableitung von f.

1.1. Systeme gewo6hnlicher Differentialgleichungen

Zur Vorbereitung werden wir einige Existenz- und Eindeutigkeitssétze
iiber Systeme gewdohnlicher, linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
beweisen. Sei dazu in diesem Abschnitt n € N, (a,b) ein beschrinktes oder
unbeschrénktes Intervall und || - || eine beliebige Norm auf C™. Die dazu-
gehorige Operatornorm auf C"*™ bezeichnen wir ebenfalls mit || - ||. Aufer-
dem sei in diesem Abschnitt F' stets eine C"-wertige Funktion auf (a,b),
deren Komponenten lokal integrierbar sind und M eine C™*"-wertige Funk-
tion auf (a,b), deren Komponenten ebenfalls lokal integrierbar sind.

Unter einer Losung der Gleichung Y’ = MY + F verstehen wir eine
C"-wertige Funktion Y auf (a,b), deren Komponenten lokal absolut stetig
sind und die

Y =MY +F
fast iiberall auf (a,b) erfiillt.

SATZ 1.1.1. Fir jedes ¢ € (a,b) und Y, € C" existiert eine eindeutige
Lésung von
Y'=MY +F mit Y(c)=Y..
Sind M, F und Y, reell, so ist auch die Ldsung reell.

1



2 1. STURM-LIOUVILLE DIFFERENTIALAUSDRUCKE

BEWEIS. Sei Y eine Losung von Y/ = MY + F mit Y(¢) = Y.. Dann
sieht man durch Integration, dass Y auch die Integralgleichung

(+) Y(z) =Y.+ / M@)Y(t) + F(t)dt, =€ (a,b),

erfiillt. Ist umgekehrt eine Funktion Y eine Losung von (x), so ist Y als
Integral von lokal integrierbaren Funktionen lokal absolut stetig und man
sieht durch Differenzieren von (%) und Einsetzen des Wertes ¢, dass Y eine
Losung von Y/ = MY + F mit Y (¢) = Y, ist. Eine Funktion Y ist also genau
dann eine Losung von Y/ = MY + F mit Y (¢) = Y, wenn sie Losung der
Integralgleichung (x) ist. Es geniigt daher die eindeutige Losbarkeit dieser
Integralgleichung zu zeigen.

Seien «a, € (a,b), a < f mit ¢ € [a, 3] und B = C ([a, f]; C™) der

Raum der stetigen, C"-wertigen Funktionen auf [«, ]. Bezeichne mit || - ||
Yoo = sup {[Y(2)[l}, Y eB
z€[a,f]

die Supremumsnorm, die B zu einem Banachraum macht. Weiters definieren
wir fir Y € B

I¥llp = sup {2l IOy @) .
z€fa,f]

Dann ist || - || p eine Norm auf B, die wegen der Ungleichung
e 2 IMOI Y oy < Y |l5 < Y oo ¥ € B,

B zu einem Banachraum macht. Sei die Abbildung 7' : B — B definiert
durch

TY (z) =Y. + /x M(s)Y (s)+ F(s)ds, z¢€|a,f0], Y € B.

Da mit Y € B auch TY stetig auf [«, 5] ist, ist T wohldefiniert. Fiir zwei
Funktionen Y, Z € B gilt dann fiir alle z € [«, 5]

ITY (2) = TZ(2)|| = ’ /x M(s) (Y (s) = Z(s)) ds

<

[ M@y e - 2] ds

/ M (s)| 2l IMDlde] g

<Y -Z|p

und daher
e 2 IMOI 7y () — TZ(2)|| <

SHY—Z”B/ M (s) =21 1M @1at] g

— Ly =z ge2E M@
2

1
<Y —Z|B.
< IV =2l



1.1. SYSTEME GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3

Bildet man das Supremum iiber alle z € [a, 3], so erhélt man
1
7Y - T2z < LY - 2|15

T ist also eine Kontraktion im Banachraum (B, || - ||p) und hat als solche
einen eindeutigen Fixpunkt, der die Integralgleichung auf [«, 5] erfiillt. Die
Gleichung Y/ = MY + F mit Y (¢) = Y. hat daher auf jedem kompakten
Teilintervall («, 3) eine eindeutige Losung und damit auch auf dem ganzen
Intervall (a,b).

Seien nun M, F und Y, reell. Dann ist T'Y reell, falls nur Y reell ist. Ist
nun Y € B eine beliebige reelle Funktion, so ist 7Y, n € N eine Folge reeller
Funktionen die fiir n — oo beziiglich der Norm || - || g und damit gleichméBig
auf [, ] gegen die Losung konvergiert. Also ist die Losung reell auf [« (]
und damit auch auf dem ganzen Intervall. O

Sind die Funktionen || M (-)|| und ||F(-)|| sogar bis zu einem Randpunkt
integrierbar, so konnen Losungen stets stetig in diesen Randpunkt fortge-
setzt werden.

Sarz 1.1.2. Falls |M()|, |F()|| € L*(a,c) fir ein (und damit alle)
¢ € (a,b), so existiert fiir jede LosungY von Y' = MY + F der Grenzwert

Y(a) := il{r}z Y(x)

und ist endlich.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei Y eine Losung von Y/ = MY + F. Wir zeigen zunichst,
dass Y in einer Umgebung von a beschrénkt ist. Sei dazu ¢ € (a,b), sodass
J2M(s)||ds < 1/2, was nach Voraussetzung moglich ist. Ware Y nicht
beschrénkt auf (a,c], so gébe es eine monoton fallende Folge z,, € (a,c),
n € N mit x,, — a fiir n — oo, sodass fiir alle © € [z, c], ||Y (zn)| > [|[Y ()|
gilt. Integriert man die Gleichung Y/ = MY + F, so erhilt man

Y (2n) = Y(c) - / M(s)Y(s) + F(s)ds, neN
und daher
IVl < Y@+ [ 1N @)1+ 1P(0)ds
<IN+ V@l [ IMlds+ [ IFe]ds
<PV @I+ 1Y@l + [ 1FG)lds, neN
und damit
Yl <2A¥ @l +2 [ IFG)lds, nen.

Die Funktion Y ist also in einer Umgebung von a beschrinkt. Um die Be-
hauptung einzusehen, zeigen wir dass Y (z) fiir z \, a ein Cauchynetz ist.



4 1. STURM-LIOUVILLE DIFFERENTIALAUSDRUCKE
Die Losung Y erfiillt fiir alle 21, 2 € (a,b)

Y(z1) =Y (22) / M(s )+ F(s)ds
und damit

1Y (1) = Y (22)|| <

/962 [IM(S)[[Y ()] + [1F(s)llds| -

Da der rechte Ausdruck beliebig klein wird, wenn man nur x; und x5 nahe
genug bei a wihlt, ist Y (x) ein Cauchynetz fiir  \, @ und daher konvergent.
O

Satz 1.1.3. Falls |M()||, |F()| € L*(a,¢) fir ein c € (a,b), so existiert
fiir jedes Y, € C™ eine eindeutige Losung Y der Gleichung
Y'=MY +F mit Y(a)=Y,.

Sind M, F und Y, reell, so ist auch die Lésung reell.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Satz 1.1.1, wenn
man ¢ = a setzt und fiir jedes 5 € (a,b), fir B den Raum der C"-wertigen,
stetigen, beschriankten Funktionen auf (a, 3] wihlt. O

Seien nun im Folgenden in diesem Abschnitt My, My zwei C"*"™-wertige
Funktionen auf (a,b), deren Komponenten lokal integrierbar sind und fiir
jedes z € C sei

M, = My + zMs.
Wir wollen zeigen, dass dann die Losungen Y, z € C von
Y =M)Y +F
mit den selben Anfangswerten analytisch von z € C abhéngen.

SaTz 1.1.4. Seic € (a,b), Y. € C" und Y, fir jedes z € C die Ldsung
von
Y = M,Y +F mit Y(c)=Y,.
Dann sind die Komponenten von Y, (xzg) fiir jedes xo € (a,b) ganze Funktio-
nen in z.

BEWEIS. Seien a, 8 € (a,b) mit @ < (3, sodass ¢ € [a, 3] und wie im
Beweis von Satz 1.1.1, B = C (o, 8]; C™). Fiir jedes z € C sei weiters Y,
die konstante Funktion

YZ,O(:U) =Y., wz¢€ [O‘vﬂ]

auf [, f] und T, die entsprechende Abbildung, wie aus dem Beweis von
Satz 1.1.1. Fiir jedes N € N sei weiters

V.n =TNY.p.

Aus dem Beweis von Satz 1.1.1 folgt, dass fiir jedes z € C die Folge Y, y fiir
N — oo auf [a, (] gleichméBig gegen die Losung Y, konvergiert. Wir wollen
zunéchst zeigen, dass die Funktionen Y, y, N € Ny Polynome in z sind, also

N
x) = ZaN,k(:E)zk, z € [a, f],
k=0
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fir bestimmte Funktionen any € C([a, 5];C"), N € No, k € {0,...,N}.
Offensichtlich gilt das, falls N = 0. Fiir N € N folgt die Behauptung induktiv
durch

YZ,N(CE) = l/c + /w (Ml(t) + ZMQ(t)) YVZ,Nfl(t) + F(t)dt

N—1 .
=Y.+ / Ml(t)aN,Lk(t)dt 2" +
k=0 "¢
N-1 .. T
+ Z/ My(t)an 1 x(t)dt 25+ +/ F(t)dt, x € [a,f].
k=0 *¢ ¢

Insbesondere sind also die Komponenten von Y, y(z) ganze Funktionen in
z, fiir alle € [, (], N € Ny. Es bleibt zu zeigen, dass die Folge Y, n
flir N — oo sogar lokal gleichméflig in z gegen Yz][a’m konvergiert. Wir
betrachten dazu die Teleskopsummen

o0
Velag =Yz0+ Y Yany1—Yew, 2€C
N=0

und zeigen, dass die Summe lokal gleichméfig in z konvergiert. Sei dazu
R € R eine beliebige positive Zahl und

O = 2L IIMI@) | +RIM2(0)]|dt |

Dann folgt aus dem Beweis von Satz 1.1.1

Vet = Yanlly < C TN Yoo = TN 0] .,

C
S QW HTZYZ,O - YZ,OHB,Z
C
<

>~ QW ||Tz}/z,0 - YZ,OHOO

fiir alle N € N und z € C mit |z2| < R. Dabei ist fiir jedes z € C, || - || B, die
Norm auf B wie im Beweis von Satz 1.1.1. Weiters gilt fiir alle z € [«, (]

112V, 0(2) = Yao(a)| = \

/x M. ()Y, + F(t)dtH
5
< / ML ONYell + |2l [[ MO 1Yl + [[£(2)[|dt

8
SmaX(HYcH,l)/ My ()] + RI[Ma(8)[| + [ F(2) | dt,

woraus man mit der vorigen Ungleichung sieht, dass die Teleskopsumme
sogar lokal gleichméfig konvergiert. O

Gilt sogar ||[M1()|, [|M2()]], |F()|| € L'(a,c) fiir ein ¢ € (a,b), so gilt
Satz 1.1.4 auch fiir den Fall ¢ = a, sowie fiir xg = a. Entsprechende Aussagen
gelten fiir den Randpunkt b.
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1.2. Sturm-Liouville Differentialausdriicke
Sei (a, b) wieder ein beschrianktes oder unbeschrénktes Intervall.

DEFINITION 1.2.1. Ein Sturm-Liouville Differentialausdruck auf (a,b)
ist ein gewohnlicher Differentialausdruck der Form
2

dx?
wobei g eine lokal integrierbare, reellwertige Funktion auf (a, b) ist. Die Funk-
tion g nennen wir das Potential dieses Sturm-Liouville Differentialausdrucks.

+q(z),

Wir setzen im Folgenden stets voraus, dass 7 ein Sturm-Liouville Diffe-
rentialausdruck auf dem Intervall (a, b) mit Potential ¢ ist. Um diesen Diffe-
rentialausdruck sinnvoll auf eine Funktion u auf (a,b) anwenden zu kénnen,
muss nicht nur u lokal absolut stetig sein, sondern auch die Ableitung u'. Ist
AC2 (a,b) der Raum

loc
Acfoc(av b) = {“ € ACjoc(a,b) | u' € ACioc(a, b)} )
so gilt fiir alle u € AC? (a,b) also

loc
Tu(z) = —u"(z) + q(x)u(),

fiir fast alle z € (a,b). Die Funktion 7u ist in diesem Fall dann eine fast

iiberall definierte, lokal integrierbare Funktion auf (a,b).

Die Voraussetzung, dass das Potential reellwertig ist, hat zur Folge, dass
es sich bei 7 um einen reellen Differentialausdruck handelt, womit wir mei-
nen, dass

i =7u, uc ACE.(a,b)
gilt. Fiir Kapitel 1 ist diese Voraussetzung, dass ¢ reell ist nicht notwendig.
Samtliche Aussagen und Beweise dieses Kapitels gelten auch ohne diese Vor-
aussetzung. Die Voraussetzung, dass q lokal integrierbar ist, ist die minimale
Anforderung an das Potential, in dem Sinne, dass das Potential eines Sturm-
Liouville Differentialausdrucks, fiir den Korollar 1.2.4 gilt, notwendigerweise
lokal integrierbar ist.

Wir sagen 7 ist regulér bei a, falls a endlich ist und

q € L'(a,c)

fiir ein ¢ € (a,b). Anderenfalls sagen wir 7 ist singuldr bei a. Entsprechend
definieren wir regulédr und singulér fiir den Randpunkt b. Ist 7 regulér bei a
und bei b, so sagen wir 7 ist reguldr. Anderenfalls sagen wir 7 ist singulér.

Oft ist es niitzlich 7 auf ein Teilintervall von (a,b) einzuschrénken. Ist
a, B € [a,b], o < B 50 ist 7|, ) der Sturm-Liouville Differentialausdruck
auf (o, 3) zum Potential g|(, g). Gilt insbesondere a, 3 € (a,b), s0 ist T|(q.p)
regulér bei a, 7|, ) regulidr bei 8 und 7|, g) regulér.

Sei f eine lokal integrierbare Funktion auf (a,b) und z € C. Unter

einer Losung der Gleichung (7 — z)u = f verstehen wir eine Funktion
u € AC? (a,b), die

(T—2u=1u—2u=f
fast iiberall auf (a,b) erfiillt. Aus den Ergebnissen aus Abschnitt 1.1 er-
halten wir nun folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber Losungen
dieser Gleichung. Die Voraussetzung, dass f lokal integrierbar ist, ist dabei
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notwendig da fiir jedes u € AC} (a,b) die Funktion (7 — z)u stets lokal
integrierbar ist.

SATZ 1.2.2. Seiz € C, f € L} (a,b), c € (a,b) und dy, dy € C. Dann

loc
existiert eine eindeutige Losung u von

(r—2)u=f mit ulc)=d; und u'(c)=ds.
Sind q, f, di, do und z reell, so ist auch die Ldsung reell.

BEWEIS. Setzt man

0 1 0
M:(q—z 0) und F:<f>,

so sind die Komponenten dieser Funktionen lokal integrierbar. Es existiert
also eine Losung

Y = <y1> von Y'=MY+F mit Y(c)= <d1> :
Y2 da

Die Funktion y; ist dann eine Loésung von (7 — z)u = f mit y;(¢) = dy und
yi(c) = ya(c) = da, also existiert eine Losung. Umgekehrt ist fiir jede Losung
uwvon (7 — z)u = f mit u(c) = dy und v/(c) = dg, die Funktion

Y = <ZZ,> eine Losung von Y/ = MY + F mit Y(c) = <§1> :
2

woraus die Eindeutigkeit folgt. Sind ¢, f, di, do und z reell, so ist wegen
Satz 1.1.1 auch die Loésung reell. O

Fiir f, g € AC?

loc

@) 9@ | _ i
0 8| = 1@ - e, o€ @),

Wir sammeln ein paar einfache Figenschaften der Wronskideterminante.

(a,b) sei W(f,g) die Wronskideterminante

W(f, 9)(x) =

PROPOSITION 1.2.3. Fiir alle f, g € ACE (a,b) gilt:

(1) W(f,9) € ACioc(a,b) und W(f, g)/ =7f9—f19.

(2) W ist linear in beiden Argumenten.

(3) W ist antisymmetrisch, also W(f,q) = —W (g, f).

(4) Sind u; und uz Lisungen von (T — z)u = 0, so ist W(uy,u2) kon-
stant und es gilt

W(ui,ug) #0 & iy, ug linear unabhdngig.

BEWwWEIS. Da Produkte und Summen von absolut stetigen Funktionen
auf Kompakta wieder absolut stetig sind ist W (f, g) € ACjoc(a,b). Weiters
ist

W(f.9) =g —Fa =rd+rd"—r'g—rg
=g(—f"+aqf) = f(=9" +a9) =7f9— frg

was (1) zeigt. Die Eigenschaften (2) und (3) sind offensichtlich. Um (4)
einzusehen seien w; und uy Losungen von (7 — z)u = 0. Aus (1) folgt
W (uy,uz) = 0. W(uq,uz) ist also konstant. Seien nun uy, us linear abhéingig.
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Ist ue = 0 so gilt offensichtlich W (uy,ue) = 0. Ist ug # 0, so gilt fiir ein
C € C, u; = Cug und daher

W (uy,ug) = uguh — ujus = Cugulh — Cubus(z) = 0.

Sei umgekehrt W (ui,uz2) = 0 und ¢ € (a,b). Gilt uz(c) = uh(c) = 0, so folgt
aus der Eindeutigkeit von Losungen us = 0, also sind u1, us linear abhéngig.
Ist (ua(c), ub(c)) # 0, so existiert wegen

ui(c) wua(c)
uy(c) uy(c)

ein C € C sodass uj(c) = Cua(c) und v} (c) = Cul(c). Da mit uy auch Cug
eine Losung von (7 — z)u = 0 ist folgt aus der Eindeutigkeit von Lésungen
u1 = Cug also, dass w1 und uo linear abhéngig sind. O

0=W(ui,u2)(c) =

Ist z € C, so nennen wir zwei linear unabhéngige Losungen uj, us der
Gleichung (7 — z)u = 0 ein Fundamentalsystem dieser Gleichung. Folgendes
Korollar zeigt, dass Fundamentalsysteme stets existieren.

KOROLLAR 1.2.4. Sei z € C und ¢ € (a,b). Dann existiert ein Funda-
mentalsystem uyi, ug der Gleichung (T — z)u = 0 mit

ui(c) = uh(c) =1 und uf(c) =us(c) =0,
und damit auch mit W(ui,ug) = 1.
BEWEIS. Seien u; und ue Losungen von (7 — z)u = 0 mit
up(c) =uh(c) =1 und uj(c) = uz(c) =0.

Wegen W (u1,u2) = W(u1,u2)(c) = 1 sind nach Proposition 1.2.3, u; und usy
linear unabhingig und daher ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0. O

Mit Hilfe von Fundamentalsystemen kann man nun beliebige Losungen
der Gleichung (7 — z)u = f darstellen.

PRroPOSITION 1.2.5. Sei z € C und uy, us ein Fundamentalsystem von
(1 — 2)u = 0. Weiters sei ¢ € (a,b), di, do € C und f € L}, (a,b). Dann
existieren c1, co € C, sodass die Lisung u von

(r—2)u=f mit u(c)=d; und u'(c)=do,

dargestellt werden kann als

u(z) = crur(z) + coua(z) + /ft w1 (z)

ui (w)us(t) — uh(x)us (t)

T
(@) = ex (o) + eauy(o) + [
C
x € (a,b). Ist uy, ug ein Fundamentalsystem mit
ui(c) = uh(c) =1 und wus(c) =uj(c) =0,

so gilt c; = dy und ca = ds.
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BEWEIS. Seien c1, ¢o € C und fiir € (a, b) sei
- T ug(z)ua(t) — ua(z)u (t)
u(x) = caui(x) + coua(x) +
() = era(e) - emate) + [ R

Dann rechnet man unmittelbar nach, dass fiir alle = € (a, b)

@'(z) = cruy(z) + couh(z) + /m “i(fﬂ)lx((gljuz’iécx))m(t)

gilt und weiters, dass (7 — z)u = f gilt. AuBlerdem gilt

F(t)dt.

ft)at

i(c) = crui(c) + couz(c) und @' (c) = cru)(c) + coub(c).

Da die Vektoren
(o)) (20

linear unabhéngig sind, existieren c1, co € C, sodass
a(c) = crui(c) + coua(c) = dp und  @'(c) = cruf(c) + cous(c) = ds.
Wegen der Eindeutigkeit von Losungen gilt damit w = «. Ist nun wq, ug ein
Fundamentalsystem mit
ui(c) =uh(c) =1 und wug(c) =uj(c) =0,
so gilt
dy = u(c) = cquy(c) + cua(c) = ¢
und  dp = u'(c) = c1u)(c) + cauh(c) = co.

O

KOROLLAR 1.2.6. Fiir jedes z € C ist die Menge aller Lisungen der Glei-
chung (1 —2z)u = 0 ein zweidimensionaler linearer Teilraum von AC? (a,b).

BEwEIS. Wegen Korollar 1.2.4 ist dieser Teilraum mindestens zweidi-
mensional, wegen Proposition 1.2.5 ist er genau zweidimensional. (]

Auch die Aussagen von Satz 1.1.2 und Satz 1.1.3 iibertragen sich, durch
Anwendung auf das dquivalente System, sofort auf Sturm-Liouville Differen-
tialausdriicke.

SATZ 1.2.7. Sei T requlir bei a, z € C und f eine lokal integrierbare
auf (a,b), sodass f € L'(a,c) fir alle c € (a,b). Dann existieren fiir alle
Lésungen w der Gleichung (T — z)u = f die Grenzwerte

w(a) := lim u(x) wnd u'(a):=lim ' (z
(@) = lim uz) (a) 1= lim u/(a)

und sind endlich. Weiters existiert fiir alle di, do € C eine eindeutige Lisung
u der Gleichung (T — z)u = f mit den Anfangswerten

uw(a) =dy und u'(a) = ds.

Sind q, f, di, do und z reell, so ist auch die Ldésung reell.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

Man sieht leicht, dass unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.7, sowohl
Korollar 1.2.4 als auch Proposition 1.2.5 auch im Fall ¢ = a giiltig sind.

Wir wollen nun schliellich auch noch Satz 1.1.4 auf Sturm-Liouville Dif-
ferentialausdriicke tibertragen.
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SATZ 1.2.8. Sei ¢ € (a,b), di, da € C und fiir jedes z € C sei u, die
Lésung von
(1—2u=0 mit ulc)=d; und u'(c)=ds.

Dann sind u,(xg) und ul(xo) fir jedes o € (a,b) ganze Funktionen von
Ordnung hichstens 1/2 in z. Sind o, § € (a,b) mit a < 3, so gilt sogar

luy ()| + ’u'z(x)‘ < CeB\/m, r€la,pf], z€C
fir bestimmte Konstanten C, B € R.

BEWEIS. Dass diese Punktauswertungen analytisch sind folgt durch An-
wenden von Satz 1.1.4 auf das &quivalente System aus dem Beweis von
Satz 1.2.2. Seien «, 8 € (a,b), @ < (3, sodass ¢ € [, 5] und f,, z € C die

Funktionen

Fo(@) = |2 Jua(@)? + ul ()|

auf (a,b). Fir jedes z € C* = C\{0} gilt dann wegen der elementaren
Ungleichung

, x€(ayb), z€C

|2 Is[* + It

2|st| <
E

, s, teC

und, da die Funktion u, eine Losung von (7 — z)u = 0 ist
Fi@) < |2l 4|ul(@)] Jua(2)] + |g(@)] [us(@)] [ ()|
2] [us(2)[* + [ul ()
B VA

fiir fast alle € (a,b). Da wir uns auf den Fall |d;| + |d2| > 0 einschrinken
konnen, erhédlt man damit

s [TRO
1ngz(x) _1 gfz( )+ . fz(t)

20z + |q(t
<tog ([l +[aaf?) + [ 2L,

o VI
la(t)]

Slog(\z||d1|2+!d2|2)+(ﬁ—0é)2\/m+/ ﬁdt, z € [a, ],

(2lz] + la()]) ,

dt

fiir alle z € C* und daraus

o2/l (4 L
Fo() < (s P + ) OV R < 0eBVEL s fa,g)

fiir bestimmte Konstanten C', B € R. O

)

Ist 7 regulédr bei a, so gilt Satz 1.2.8 auch in den Fillen ¢ = a, g = a
sowie a = a. Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.



KAPITEL 2

Sturm-Liouville Differentialoperatoren

Sei in diesem Kapitel (a,b) wieder ein beschrénktes oder unbeschrianktes
Intervall und 7 ein Sturm-Liouville Differentialausdruck auf (a,b) mit Po-
tential ¢, wie in Abschnitt 1.2. Wir wollen 7 in diesem Kapitel als Operator
im Hilbertraum L?(a, b) realisieren. Das Skalarprodukt in diesem Raum be-
zeichnen wir mit

b R
(f.9) = / FOg@dt,  f, g€ I (ab),

die Norm mit || - ||. Ist T ein Operator in L?(a,b) so bezeichnen wir mit
D (T) den Definitionsbereich von T. Die Konjugation f — f auf L?(a,b)
bezeichnen wir als die natiirliche Konjugation.

2.1. Sturm-Liouville Differentialoperatoren

Der maximale, durch den Differentialausdruck 7 induzierte Operator
Tmax in L%(a,b) ist gegeben durch

D (Twax) = {f € L*(a,b) | f € AC} (a,b), Tf € L*(a,b)}

und Tyaxf = 7f fiir f € D (Tmax). Der Definitionsbereich von Tiax ist
der maximal mogliche Definitionsbereich, um einen Operator in L?(a,b) zu
erhalten. Wir fithren weiters den prédminimalen, durch den Differentialaus-
druck 7 induzierten Operator Ty in L?(a,b) ein. Er ist gegeben durch

D (Ty) = {f € D (Tmax) | supp f kompakt in (a,b)}

und Tof = 7f fur f € D(Tp). Da sogar beliebig oft differenzierbare Funk-
tionen mit kompaktem Triger dicht in L?(a,b) liegen, sind die Operatoren
Twax und Tp dicht definiert. Weil mit f € AC? (a,b) auch f in AC? (a,b)
liegt und 7f = 7f gilt, sieht man, dass Tjayx reell beziiglich der natiirlichen
Konjugation ist. Da mit f auch f kompakten Triger hat, ist auch T reell
beziiglich der natiirlichen Konjugation.

Wir sagen eine messbare Funktion f auf (a,b) liegt in L?(a,b) bei a,
falls f € L?(a,c) fiir alle ¢ € (a,b). AuBerdem sagen wir eine Funktion
[ € AC? (a,b) liegt in D (Tiax) bei a, falls f und 7f in L?(a,b) bei a
liegen. Entsprechendes definieren wir fiir den Randpunkt b. Offenbar liegt
eine Funktion genau dann in L?(a,b), wenn sie in L?(a,b) bei a und bei b
liegt. Liegt eine Funktion f in L?(a,b) bei einem Randpunkt, so liegt auch
f in L?(a,b) bei diesem Randpunkt. Weiters sieht man unmittelbar, dass
eine Funktion genau dann in D (Tiax) liegt, wenn sie in D (Tinax) bei a und
bei b liegt. Liegt eine Funktion f in D (Tihax) bei einem Randpunkt, so liegt
auch f in D (Tjax) bei diesem Randpunkt. Die folgende Proposition zeigt,

11
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dass sich Funktionen, die in D (Tyax) bei einem regulidren Randpunkt liegen,
stets stetig in diesen Randpunkt fortsetzen lassen.

PROPOSITION 2.1.1. Sei T reguldr bei a und liege f in D (Tmax) bei a.
Dann existieren die Grenzwerte

fl@) = lm f(@) und f(@) = lim /(@)

und sind endlich. Weiters ist f, f' € AC|a,c] fiir alle ¢ € (a,b). Entspre-
chendes gilt fir den Randpunkt b. Ist T sogar regulir und f € D (Tmax), SO
ist f, f' € AC|a,b).

BEWEIS. Sei 7 regulir bei a, f in D (Tpnax) bei a und ¢ = 7f. Dann
liegt g in L?(a,b) bei a und daher g € L%(a,¢) fiir alle ¢ € (a,b). Da (a,c)
ein endliches Intervall ist, gilt auflerdem g € L!(a,c). Da f eine Lésung der
Gleichung 7 f = g ist, folgt die stetige Fortsetzbarkeit aus Satz 1.2.7. Wegen
7f = g € L'(a,c) gilt —f" + qf € L'(a,c). Da ¢ € L'(a,c) und f auf
(a,c) beschriinkt ist, ist f” € L'(a,c) und daher f’ € AC[a,c]. Damit ist
f' € L'(a,c) und daher f € AC]a, c]. Analog beweist man die Behauptungen
fiir den Randpunkt b. Ist 7 regulér, so folgt die Behauptung unmittelbar aus
dem bereits Gezeigten. O

LEMMA 2.1.2. Es gilt:

(1) Fir alle f, g € AC? (a,b) und «, B € (a,b) mit o < 3 gilt die
Lagrange-Identitit

B
| 71030 - 10790 = W(£9)(B) - W)
(2) Liegen f und g in D (Tmax) bei a, so existiert der Grenzwert
W, 9)(a) = lim W(7,5)(a)

und ist endlich. Entsprechendes gilt fiir den Randpunkt b.
(3) Sind f, g € D (Tmax), so gilt

(Tmaxfyg) - (f, Tmaxg) = W(fa ?)(b) - W(f, g)(a> = Wf(f,?)
BEWEIS. Wegen Proposition 1.2.3 (1) gilt

3 8
W(fvg)(ﬁ)—W(f,g)(a)Z/ W(f,g)’(t)dtZ/ Tf)g(t) — f(t)Tg(t)dt,

was (1) zeigt. Liegen nun f und ¢ in D (Tihax) bei a, so existiert in der Glei-
chung aus (1) der Grenzwert fiir @« — a. Also existiert auch der Grenzwert
aus der Behauptung. Genauso sieht man die Behauptung fiir den Randpunkt
b ein. Sind nun f, g € D (Thax), so existieren die Grenzwerte aus (2). Lésst
man in der Gleichung aus (1) « gegen a und [ gegen b streben, so erhélt
man die Gleichung aus (3). O

Falls 7 bei a regulér ist und f, g in D (Timax) bei a liegen, so gilt fiir den
Grenzwert

W (f,9)(a) = f(a)g'(a) - f'(a)g(a),

da f und g stetig nach a fortgesetzt werden koénnen.
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Wir werden im Folgenden oft Funktionen aus D (Tjhax) mit speziellen Ei-
genschaften benttigen. Folgende Proposition stellt dann die Existenz solcher
Funktionen sicher.

ProposITION 2.1.3. Es gilt:

(1) Ist T regulir und dy, do, ds, dy € C, so existiert ein f € D (Tax)
mit f(a) = di, f'(a) = dy, (b) = da und f'(5) = ds.

(2) Sei T regulir bei a und di,dy € C dann existiert ein f € D (Tiax)
mit f(a) = dy und f'(a) = do. Entsprechende Aussage gilt fiir den
Randpunkt b.

(3) Sei fo in D (Tmax) bei a und f, in D (Tmax) bei b. Dann existiert
ein f € D (Tmax) mit f = f, in einer Umgebung von a und f = fj
i einer Umgebung von b.

BEWEIS. Sei 7 regulir und u;, ug das Fundamentalsystem von 7u = 0
mit ui(a) = uh(a) = 0 und uz(a) = uj(a) = 1. Da diese Funktionen stetig
auf [a, b] fortgesetzt werden konnen, liegen u; und ug in L?(a, b) und damit
in D (Thax)- Sei (c1,c2) € C? die Losung des Gleichungssystems

(ui,u1)  (uz,u1)\ fer) _ (—da
(ur,u2) (ug,uz2)) \c2 d2 )~
So eine Losung existiert, da die Determinante der Matrix wegen der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung genau dann nicht verschwindet, wenn wuj, us linear
unabhéngig sind, was der Fall ist. Sei f = ciu; + cous und v die Losung von
v = f mit v(b) = v'(b) = 0. Da v beschrinkt ist, liegt v in D (Tinax) und
v(a) = W(v,u1)(a) = W(v,u1)(a) — W(v,u1)(b)
= (vuTmaxul) - (Tmaxv7u1) = _(fu Ul)
= —c1(u1,u1) — ca(ug,u1) = dy
und
v(a) = —W (v, 13)(a) = W(v,3)(b) — W(v,53)(a)
= (Tmaxv, u2) — (v, Tmaxuz2) = (f, u2)
= c1(u1,u2) + c2(uz, u2) = da.
Analog konstruiert man eine Funktion w € D (Tyax), die bei a verschwindet
und die geforderten Werte bei b annimmt. Die Funktion v 4+ w leistet dann
das Gewiinschte, womit (1) gezeigt ist.
Sei nun 7 regulér bei a, dann ist fiir ¢ € (a,b), 7|(4,) reguldr. Wegen (1)
existiert dann eine Funktion g auf [a, ¢], sodass

g, g/ € AC[(Z,C], g, T’(a,c)g € LQ(a7C)7

gla) =do, g'(a)=d1, g(c)=0 und g'(c)=0
gilt. Sei f : (a,b) — C definiert durch

f(z) = {9(37) falls z < ¢

0 sonst.

Dann ist f € AC? (a,b) und f, 7f € L*(a,b), also f € D (Tinax)-
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Um (3) einzusehen sei f, in D (Tyax) bei a und fp in D (Tinax) bei b.
Weiters seien «, § € (a,b) mit o < . Wegen (1) existiert eine Funktion g
auf [, (], sodass

9, ¢ € AC[a, B], g, T|(a,39 € L* (e, B),
g(a) = fala), g'(@) = fala), 9(B) = fo(B) und g¢'(B) = f;(B)
gilt. Sei f : (a,b) — C definiert durch
fa(z) fallsz <«
flz)=qg(x) fallsa<xz<f
fo(z) falls g < z.
Dann ist f € AC? (a,b) und f, 7f € L?(a,b), also f € D (Tinax)- O

Wir wollen als néchstes zeigen, dass der maximale Operator T, die
Adjungierte des praminimalen Operators Ty ist. Dazu benttigen wir zuerst
noch die folgenden zwei Lemmata.

LEMMA 2.1.4. Sei z € C, dann ist

Vu € ker (1 — %) : /f )dt—O}

Dabei ist L3y(a,b) der Raum aller Funktionen aus L*(a,b) mit kompaktem
Trager in (a,b) und

ker (1 —z) = {u € AC} (a,b)| (1 —Z)u=0}.

ran (Tp — z) = {f € L%, (a,b)

Bewers. Ist f € ran(Tp — z), so gilt (1 — z)g = f fiir ein bestimmtes
g € D(Tp). Da g auBerhalb eines kompakten Intervalls [«, 5] C (a,b) ver-
schwindet, verschwindet auch f auferhalb von [, (] fast iiberall. Also liegt
f in L3,(a,b). Ist nun u € ker (1 — %), so gilt

fu(t)dt = [ f(t) = | 7Tg(t)u(t)dt - Bzg(t)wdt
A [ stntoa= [ /

_ / g(®) (m@) = zu(d) ) dt + W (u,9)(B) = W (u, 9)(a)

=0

<
:/ T —Dut)g(t)dt = 0.

Sei umgekehrt f € L3,(a,b), sodass fiir alle u € ker (1 — %),

/ "t =0

erfiillt ist. Weiters seien «, 8 € (a,b), sodass supp f C [a, (] und ¢ die
Losung von (7 — z)g = f mit g(a) = 0 und ¢'(a) = 0. Dann gilt wegen
Proposition 1.2.5

T

(@) = (@) [ @i - u) [ aof@d
wobei u1, uz ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0 mit
up(a) =uh(a) =1 und uj(a) =u(a) =0
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ist. Aus dieser Darstellung sieht man, dass g auf (a, ] verschwindet. Ist
x € (B3,b) so gilt

g B
gla) = (o) [ ua(t)f (Bt~ ua(o) [ ua(0)f (00t =
Also verschwindet g auBerhalb von [«, 5], liegt also in D (Tp) und es gilt
f eran (T — 2). O

LEMMA 2.1.5. Sei V' ein Vektorraum iber C und Fy,...,F,,F € V*
lineare Funktionale auf V. Dann gilt

F € span{Fy,....F,} < m ker F; C ker F.
i=1
BEWEIS. Angenommen (i, ker F; C ker F'. Sei ® definiert durch
> - vV —- C»
1Mv — (FA(v),...,F,W)) "

Wir definieren ein lineares Funktional g auf ®(V) durch g(®(v)) = F(v).
Da wegen der Annahme aus ®(v;) = ®(vy) folgt, dass F(vy) = F(ve) gilt,
ist dieses Funktional wohldefiniert. Sei G : C" — C eine lineare Fortsetzung
von g. Dann existieren Zahlen aq,...,a, € C, sodass

Gviy...,vn) = (v1,...,0p) (al,...,an)T = Zaivi, v1,...,0, € C.
i=1
Fiir ein beliebiges v € V gilt dann
n
F(v) = G(®(v)) = G(F1(v),..., Fa(v)) = Y a;Fi(v).
i=1

Also ist F' € span{F, ..., F,}. Die Umkehrung ist offensichtlich. O

SATZ 2.1.6. Die Adjungierte des praminimalen Operators ist der mazi-
male Operator,
T(;k = Tmax-

BEWEIS. Sei f € D (Tp) und g € D (Thax) dann gilt wegen Lemma 2.1.2
und weil f und damit W (f,g) nahe bei a und nahe bei b verschwinden

(Tof.g) — (f, Tmaxg) = W(f,9)(b) — W(f,9)(a)
= él% W(f,9)(B) - C{l{ﬂg W(f,g)(a)=0.
Es gilt also Tiax C 1. Zu zeigen bleibt, dass D (1) C D (Tmax)- Sei dazu

ein f € D (1) gegeben und g eine Losung von 7g = T f. Wir definieren ein
lineares Funktional F' auf L3,(a,b) durch

b
Fk) = / @) — g@k()dt, k€ LZo(ab).

Sei weiters u1, ug ein Fundamentalsystem von 7u = 0 und F}, F5 die linearen
Funktionale auf L2,(a, b), definiert durch

Fj(k:):/buj(t)k:(t)dt, k€ Ly (a,b), j € {1,2}.
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Sei nun h € ker F; N ker Fy, dann ist nach Lemma 2.1.4 auch h € ranTy.
Also existiert ein k € D (Tp) mit Tok = h und daher

b b
F(h) = / () = 9@ Tok()dt = (Tok, f) — / K(t)rg (Dt

b
= (k, 15 f) — / k() Tg f(t)dt = 0.

Also ist h € ker F' und daher ker F; Nker Fy C ker F'. Nach Lemma 2.1.5 ist
also F' = ¢1F1 + coF5 mit geeigneten c¢q, co € C und damit

b
/ 0 — 90— crun(t) — cqua(@)k(t)dt =0 k € Lip(a,b).

Damit gilt notwendigerweise f = g + ciu; + couo fast iiberall. Es ist also
f e AC, (a,b) und 7f = 7g € L*(a,b), also f € D (Tax)- U

Da Tiax eine Erweiterung von Ty ist, ist T symmetrisch und damit
abschlieSbar. Den Abschluss des praminimalen Operators nennen wir den
minimalen, durch den Differentialausdruck 7 induzierten Operator Ty, in
L*(a,b),

Tinin = TO

Wir stellen nun einige Eigenschaften der Operatoren T,y und Tyay in fol-
gendem Korollar zusammen.

KOROLLAR 2.1.7. FEs gilt:

(1) Der minimale Operator Ty ist dicht definiert, abgeschlossen und
symmetrisch.

(2) Der mazimale Operator Tyax ist dicht definiert und abgeschlossen.

(3) Es gilt To € Tmin € Tmaxs Tmax =Ty, und  Tiin = Trhax-

(4) Fiir alle z € C gilt ran (Tipin — 2)= = ker (Tax — 2).

BEWEIS. Da T, als Abschluss eines symmetrischen Operators dicht
definiert, abgeschlossen und symmetrisch ist gilt (1). Tax ist dicht definiert,
da er eine Erweiterung von Ty ist und als Adjungierte des praminimalen
Operators abgeschlossen. Offenbar gilt Ty C Ty = Tin und Ty C Tax-
Da Tinax abgeschlossen ist, gilt damit auch Tuin = Ty € Timax. Weiters ist

Tt = To =T = Tmax und Tyin = To = T3* = Tiiax- (4) gilt, da allgemein
fiir dicht definierte Operatoren T', ran T+ = ker T* gilt. (]

Da der praminimale Operator reell beziiglich der natiirlichen Konjuga-
tion ist, ist auch sein Abschluss T,y reell beziiglich der natiirlichen Konju-
gation. Der minimale Operator kann auch explizit angegeben werden.

SATZ 2.1.8. Der minimale Operator ist gegeben durch
D (Twmin) = {f € D (Tmax) | Vg € D (Tinax) : W(f, 9)(a) = W(f,g)(b) = 0}
und Tinf = 7f fir f € D (Tmin)-
BEWEIS. Ist f € D (Twmin) = D (T}fax) € D (Thmax) so gilt

0= (Tmava g) - (f7 Tmaxg) = W(f7§>(b) - W(f,g)(a)
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fiir alle g € D (Tiax). Ist ein beliebiges g € D (Tmax) gegeben, so existiert
ein g, € D (Tax) mit g = ¢ in einer Umgebung von a und g, = 0 in einer
Umgebung von b. Daraus folgt

W(f>g)(a) = W(fv%)(a) - W(fa %)(b) =0.
Analog sieht man, dass W (f, g)(b) = 0 fiir alle g € D (Tinax) gilt. Ist umge-
kehrt f € D (Tiax), sodass

W(f,9)(a) =W(f,9)(b) =0, g €D (Tnax)

gilt, so ist auch
(Tmaxf7 g) - (f7 Tmaxg) = W(f, g)(b) - W(fa g)(a) =0,
also ist f € D (T} .x) = D (Twin)- Da Tiin eine Einschrinkung von Ti,ayx ist

der Satz damit bewiesen. O

Falls 7 bei einem Randpunkt regulér ist, so kann der minimale Operator
auch einfacher angegeben werden.

KOROLLAR 2.1.9. Ist T reguldr bei a, so gilt

0= f(a) = f'(a), }
D Tmin = eD Tmax .
(Ton) = {1 €D o) | 5210 0 gD (1
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b. Ist T requldr, so gilt
D (Twin) = {f € D (Tmax) | f(a) = f'(a) = f(b) = f'(b) = 0}.
BEWEIS. Sei f € D (Tiin) und v, w € D (Tipax) mit
v(a) =w'(a) =1 und v'(a) =w(a)=0.
Wegen 0 = W(f,v)(a) = f(a) und 0 = W(f,w)(a) = f'(a) folgt die erste
Behauptung. Analog zeigt man die Behauptung fiir den Randpunkt b. Die
restliche Behauptung folgt nun direkt aus dem bereits Gezeigten. U

SATZ 2.1.10. Die Defektzahlen des minimalen Operators Tin sind gleich
und mazximal 2, also

N(Tinin) = dimker (Tipax — 1) = dimker (Tipax + 1) < 2.

BEWEILS. Weil es jeweils genau zwei linear unabhéngige Lésungen von
(t—i)u = 0 und von (7+1i)u = 0 gibt, sind ker (Tnax — 7) und ker (Tiyax + @)
hochstens zweidimensional. Weiters gilt

u € ker (Thax — 1) < 0 € ker (Thax + 7).

Da aus uq und wuo linear unabhingig folgt, dass auch w7 und wg linear un-
abhéingig sind, folgt damit die Behauptung. O

Nach den von Neumann’schen Formeln (siehe beispielsweise [1], [4]) gilt
D (Twax) = D (Tiin) + ker (Tinax — i)+ ker (Tiax + 7)-

Der maximale Operator Ty ist also eine 2 n (T, )-dimensionale Erweite-
rung von Tin. Da die Defektzahlen von T, gleich sind, existieren selbst-
adjungierte Erweiterungen von Ti,iy. Diese sind genau die n(7 iy )-dimensio-
nalen, symmetrischen Erweiterungen von Tii,. Weiters folgt aus der End-
lichkeit der Defektzahlen, dass die selbstadjungierten Erweiterungen halb-
beschrankt nach unten sind, falls Tii, es ist. Ist 7 regulér, so ist das immer
der Fall.
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PROPOSITION 2.1.11. Ist T reguldr, so ist der minimale Operator Tumin
halbbeschrinkt nach unten, also

(Twinf: £) = CIIfI*, f € D (Tumin)
fiir eine Konstante C' € R.

BEWEIS. Sei f € D (Tin). Dann gilt fiir alle z, y € (a, b)

/x ’ f(t)dt

<2f()I* + 21y — 2| /y [FOF de <20 f@)]* + 21y — | |1 £]>

Ist 0 < e < b— a, so gilt dann fiir alle x € (a, b)

x+e x+e x+e
(@) e = / | (@)[Pdy < 2 / FW)P + 20 / ly — | dy

<2 I + 2117

Setzt man ¢_ = min(0, ¢), so erhélt man mit partieller Integration, da f und
f" am Rand verschwinden

b .
(Toinf, f) = / (@) @) + a(@) | () Pda

2

F@)P < (fW)|+1fy) = F@))? <20f @) +2

b
= [1r@P +a@ire)kas
b
21717+ [ o)) P

b
21712+ [ @) (2P + el 1P ) o

1R (e [Cewr) +2 [ @

) b
> = [ o @I,

-1
falls man nur € < — <fab q- (x)da:) wihlt. O

2.2. Weyl’sche Alternative

Wir sagen 7 ist bei a im Grenzkreisfall (GKF), falls fiir alle z € C, alle
Losungen der Gleichung (7 — z)u = 0 in L?(a, b) bei a liegen. Weiters sagen
wir, 7 ist bei a im Grenzpunktfall (GPF), falls fiir alle z € C, eine Losung
von (7 — z)u = 0 nicht in L?(a,b) bei a liegt. Entsprechend definiert man
Grenzkreis- und Grenzpunktfall fiir den Randpunkt b. Man sieht unmittel-
bar, dass sich Grenzkreis- und Grenzpunktfall gegenseitig ausschlieffen. Dass
bei jedem Randpunkt stets einer der beiden Fille vorliegt, zeigt das folgende
Lemma.

LEMMA 2.2.1. Existiert ein zg € C, sodass alle Losungen der Gleichung
(1 — z0)u = 0 in L?(a,b) bei a liegen, so ist T bei a im Grenzkreisfall.
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.
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BEWEIS. Sei z € C und u eine Losung von (7 — z)u = 0. Ist uy, ug ein
Fundamentalsystem von (7 — zp)u = 0 mit W (uy,u2) = 1, so liegen u; und
ug nach Voraussetzung in L?(a,b) bei a. Es existiert daher ein ¢ € (a,b),
sodass fiir die Funktion v = |u| + |uz]

|Z—Z[)|/ v(t)dt < 1/2

gilt. Da u Losung der inhomogenen Gleichung (7 — zp)u = (z — zp)u ist, gilt
nach Proposition 1.2.5 mit geeigneten Konstanten ¢q, co € C, fiir = € (a, b)

u(z) = cur(z) + coua(z) + (2 — 20) /w (ur(x)ug(t) — ug(x)ui(t)) u(t)dt.
Also hat man, mit C' = max (|c1], |c2]|)
lu(z)] < Cv(z) + |z — Z0|U(£L')/ v(t)|u(t)|dt, =€ (a,c)

und mit der Ungleichung (d; + d2)2 < Qd% + 2d% fiir dq, do € R, sowie der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

()2 < 20%0()? + 2|2 — 20|20(x)? /Cv(t)%zt / W@ Pdt, @€ (a,c).

Integriert man diese Ungleichung von s € (a, ¢) nach ¢, so erhélt man

/: lu(t)|?dt < 2C? /acv(t)th + 2|z — 2|2 </ac v(t)th>2 /SC lu(t)[2dt

C 1 C
< 202/ v(t)th+2/ |u(t)|2dt
a S
und daher . .
/ lu(t)|?dt < 402/ v(t)?dt < oco.
S a

Weil s € (a, ¢) beliebig war, gilt auch

(& C
/ u(t)2dt < AC? / o(t)2dt < oc.
a a
Da u stetig ist liegt v in L?(a,b) bei a. O
Aus Lemma 2.2.1 folgt nun direkt die Weyl’sche Alternative.

SATZ 2.2.2 (Weyl’sche Alternative). 7 ist bei jedem Randpunkt entweder
im Grenzkreisfall oder im Grenzpunktfall.

PROPOSITION 2.2.3. Ist T requldr bei a, so ist T bei a im Grenzkreisfall.
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei 7 regulér bei a und w eine Losung von 7u = 0. Dann ist
u nach Satz 1.2.7 stetig in a fortsetzbar und damit beschréankt in einer
Umgebung von a. Da a endlich ist, liegt u in L?(a,b) bei a. O

Liegt bei einem Randpunkt der Grenzkreisfall vor, so sagt man auch 7
sei quasireguldr bei diesem Randpunkt. Proposition 2.2.3 rechtfertigt diese
Bezeichnung.

Wir bezeichnen mit I'(Ty,;,) den Regularitéitsbereich von T,

D(Tin) = {2 € C|3C > 0:Yf €D (Tin) : |(Toin — 2) £l > C |||}
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LEMMA 2.2.4. Ist z € I'(Twin) so existiert eine nichttriviale Lisung u
von (7 — z)u = 0, die in L?(a,b) bei a liegt. Entsprechende Aussage gilt fiir
den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei zunéchst vorausgesetzt, dass 7 bei b regular ist. Falls kei-
ne nichttriviale Losung von (7 — z)u = 0 in L?(a,b) bei a liegt, so ist
ker (Tinax — 2) = {0} und daher n(Tin) = 0, also Tinin = Tmax- Um den
Widerspruch zu sehen betrachten wir Funktionen f, g € D (Tipax) mit

JB)=gB) =1 und f'(b) = g(b) =0.
Wegen
W (f,g)(b) = f(b)g'(b) — g(b)f'(b) =1 #0

ist f & D (Tiin), was ein Widerspruch zu Tiin = Tinax ist.

Falls 7 bei b nicht regulér ist betrachten wir fiir ein ¢ € (a,b), den
bei ¢ regulidren Differentialausdruck 7|, ). Sei T, der, durch den Differen-
tialausdruck T’(a’c) induzierte minimale Operator. Setzt man eine Funktion
fe € D(T,) durch Null auf ganz (a,b) fort, so liegt diese Fortsetzung f in
D (Trnin) und es gilt

I(Te = 2) felle = |(Tmin — 2) fI| = ClIf[| = Cl felle,

fiir eine positive Konstante C, wobei |- || die Norm auf L?(a, ¢) ist. Die Zahl
z ist also im Regularitétsbereich von T.. Nach dem bereits Gezeigten und
da die Losungen von (7|(,) — 2)u = 0 genau die Losungen von (7 — z)u = 0
eingeschrénkt auf (a, c) sind, existiert eine Losung von (7 — z)u = 0, die in
L?(a,b) bei a liegt. O

KOROLLAR 2.2.5. Ist z € I'(Tynin) und liegt bei a der Grenzpunktfall vor,
so existiert eine, bis auf skalare Vielfache eindeutige, michttriviale Lisung
der Gleichung (1 —z)u = 0, die in L?(a,b) bei a liegt. Entsprechend Aussage
gilt fiir den Randpunkt b.

BeEwEIs. Nach Lemma 2.2.4 existiert eine nichttriviale Losung der Glei-
chung (7 — z)u = 0, die in L?(a,b) bei a liegt. Liige eine weitere, linear
unabhingige Losung in L%(a,b) bei a, so wiirden bereits alle Losungen in
L?(a,b) bei a liegen, was nicht moglich ist, da 7 bei a im Grenzpunktfall
ist. (]

Folgendes Lemma zeigt, dass man Grenzkreisfall und Grenzpunktfall
auch mit Hilfe der Wronskideterminante charakterisieren kann.

LEMMA 2.2.6. 7 ist bei a genau dann im Grenzpunktfall, wenn

W(f,g)(a) =0, firalle f, g €D (Tmax) -

T ist bei a genau dann im Grenzkreisfall, wenn ein f € D (Tmax) existiert,
sodass

W(f,f)a)=0 und W(f g)(a) #0, fireingé€ D (Tmax)-

Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.
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BEWEIS. Sei 7 bei a im Grenzkreisfall und wq, us ein reelles Funda-
mentalsystem der Gleichung 7u = 0 mit W(uj,u2) = 1. u; und ug lie-
gen in L?(a,b) bei a und damit auch in D (Tyayx) bei a. Dann existieren f,
g € D (Thax) mit f = u; und g = ug nahe bei a und f = g = 0 nahe bei b.
Es gilt dann

W(f,9)(a) = W(u1,uz)(a) =1#0
und
W(f, f)(a) = W(ur,ur)(a) =0
da wuj reell ist.

Liege nun bei a der Grenzpunktfall vor. Sei zundchst angenommen, dass
7 bei b regulér ist. Dann ist T eine 2-dimensionale Erweiterung von Ty,
da nach Korollar 2.2.5, dimker (Tinax —4) = 1 gilt. Seien v, w € D (Tinax)
mit v = w = 0 in einer Umgebung von a und

v(b) =w'(b) =1 und o'(b) =w(b) =0.
Dann ist
D (Twax) = D (Tiin) + span {v, w},
da v, w linear unabhéngig sind und nicht in D (T},y) liegen. Seien nun f,

g € D (Thax) dann existieren fo, go € D (Tin), sodass f = fop und g = go in
einer Umgebung von a und daher

W(f,9)(a) = W(fo,90)(a) = 0.

Falls nun 7 bei b nicht regulér ist, betrachtet man fiir ein ¢ € (a, b), den bei ¢
reguliren Differentialausdruck 7/, ) und verwendet, dass fiir f € D (Tiax),
fl(a,c) im Definitionsbereich des maximalen von 7|, .y induzierten Operators
liegt. O

Liegt bei a und bei b der Grenzpunktfall vor, so zeigt Korollar 2.2.5, dass
es fiir jedes z € C\R Losungen von (7 — 2)u = 0 gibt, die in L?(a,b) bei a
oder bei b liegen. Folgendes Lemma zeigt, dass es jedoch keine nichttrivialen
Losungen geben kann, die in L?(a, b) liegen.

LEMMA 2.2.7. Sei 7 bei a und bei b im Grenzpunktfall und z € C\R.
Dann liegt keine nichttriviale Lésung von (1 — z)u = 0 in L?(a,b).

BEWEIS. Ist u € L%(a,b) eine Losung der Gleichung (7 — z)u = 0, so ist
u € L*(a,b) eine Losung von (7 —2)u = 0. Beide Funktionen, u und % liegen
in D (Tnax)- Fiir o, 5 € (a,b), a < [ gilt dann, wegen der Lagrange-Identitét

B - B
W (u,w)(B) — W(u,u)(a) = (2 — z)/ u(t)u(t)dt = 2i Im(z)/ lu(t)|?dt.

(e
Wegen Lemma 2.2.6 konvergiert die linke Seite gegen 0 falls @« — a und
8 — b. Da die rechte Seite dann gegen 2iIm(z)||u||? konvergiert, gilt |[u|? = 0
und daher u = 0. O

SATZ 2.2.8. Fiir die Defektzahlen des minimalen Operators Tmin gilt:

2 falls 7 an beiden Randpunkten im GKFE ist.
n(Tmin) = < 1 falls T an genau einem Randpunkt im GKEF ist.
0 falls 7 an keinem Randpunkt im GKF ist.
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BEWEIS. Liegt bei a und bei b der Grenzkreisfall vor, so liegen die zwei
linear unabhingigen Losungen von (7 —i)u = 0 in L?(a,b) bei a und bei b,
daher auch in L?(a,b) und damit in D (Tjhax). Daher gilt also

n(Tiin) = dimker (Tipax — 7) = 2.

Liegt nun bei einem Randpunkt der Grenzkreisfall und beim anderen der
Grenzpunktfall vor, so existiert nach Lemma 2.2.5, bis auf skalare Vielfache
genau eine nichttriviale Losung von (7 —4i)u = 0 die in L?(a,b) bei dem
GPF-Randpunkt liegt und damit in L?(a, b) und daher auch in D (Tyax). Es
gilt daher n(Tyin) = 1.

Liegt an beiden Randpunkten der Grenzpunktfall vor, so ist wegen Lem-
ma 2.2.7, ker (Typax — ) = {0} und daher n(Tyin) = 0. O

2.3. Selbstadjungierte Realisierungen

Ein Operator S in L?(a,b) ist eine selbstadjungierte Realisierung von
7, falls S eine selbstadjungierte Einschrinkung des maximalen Operators
Thax ist. Jede solche selbstadjungierte Realisierung von 7 ist notwendi-
gerweise eine Erweiterung des minimalen Operators Tinin. Aus S C Thax
folgt nédmlich, da die Adjungierten der umgekehrten Inklusion geniigen,
Toin =T} €S =S5,

Folgender Satz ist oft niitzlich, um zu {iberpriifen, ob ein Operator eine
selbstadjungierte Realisierung von 7 ist. Man beachte, dass der Definitions-

bereich des Operators dabei nicht explizit angegeben wird.

SaTz 2.3.1. Ein Operator S ist genau dann eine selbstadjungierte Real-
sisterung von T, wenn

D(S) ={f € D(Tmax) | Vg € D(S) : W(f,9)(b) = W(f,g)(a) = 0}
und Sf =71f fir f € D(S).
BEWEIS. Zur Abkiirzung setzen wir
D ={f € D(Tmax) | Vg € D(S) : W(f,9)(b) = W(f,9)(a) = 0}.

Sei zuerst S eine selbstadjungierte Realisierung von 7. Da S dann eine Ein-
schrinkung von Tj.x ist, geniigt es zu zeigen, dass D (S) = D gilt. Sei dazu
f €D(S) C D (Thax) und g € D (S). Dann gilt, da S selbstadjungiert ist
und wegen Lemma 2.1.2

0= (va g) - (fa Sg) = (Tmaxfa g) - (fa Tmaxg) = W(fag)(b) - W(fvg)(a)

und damit f € D. Sei umgekehrt ein f € D gegeben, dann gilt fiir alle
g€D(S)

0=W(f,9)() = W(f.9)(a) = (Tmaxf,9) = (f: Tmaxg) = (5f,9) — (f, 59)

Also liegt f im Definitionsbereich der Adjungierten S* = S.

Gelte umgekehrt D (S) = D und Sf = 7f fur f € D(S). S ist eine
Einschriankung von Tiya, es bleibt daher zu zeigen dass S selbstadjungiert
ist. S ist symmetrisch da fiir alle f, g € D (S) gilt, dass (Sf,g) = (f, Sg). Es
bleibt also D (S*) C D (S) zu zeigen. Sei dazu f € D (S*). Da Funktionen
aus D (Tiin) auch in D und damit in D (S) liegen, ist S eine Fortsetzung von
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Trnin und es gilt daher S* C T77.
g € D(S) gilt dann

0= (vag) - (fa S*g) = (Tmaxf7g) - (f7Tman) = W(fag)(b) - W(f)?)(a)u
also ist f € D =D (9). O

= Tax, also f € D (Tihax). Fiir Funktionen

Wir wollen im Folgenden die selbstadjungierten Realisierungen von 7
bestimmen. Dabei ist der einfachste Fall derjenige, wenn an beiden Rand-
punkten der Grenzpunktfall vorliegt.

SATZ 2.3.2. Liegt bei a und bei b der Grenzpunktfall vor, so gilt

Tmin = Trnax-
Thax ist die einzige selbstadjungierte Realisierung von .
BEwEIS. Nach Satz 2.2.8 ist in diesem Fall Tiin = Timax, also ist Tiax
selbstadjungiert. Wegen Tiin € S C Thax it Thax die einzige selbstadjun-
gierte Realisierung von 7. U

Als néchstes wollen wir die selbstadjungierten Realisierungen von 7 be-
stimmen, falls 7 bei einem Randpunkt im Grenzkreisfall und beim anderen
Randpunkt im Grenzpunktfall ist. Wir sagen eine Funktion v € D (Tipax)
erfiillt (2.1a), falls

(2.1a) W(v,v)(a) =0 und W(h,v)(a) #0, fiireinh € D (Tmax)-
Entsprechend sagen wir v erfiillt (2.1b), falls
(2.1b)  W(v,0)(b) =0 wund W(h,v)(b) #0, fiirein h € D (Thax) -

T ist bei @ nach Lemma 2.2.6 genau dann im Grenzkreisfall, wenn eine Funk-
tion v € D (Thax) existiert, die (2.1a) erfiillt. Ist 7 bei a im Grenzkreisfall
und bei b im Grenzpunktfall, so gilt (2.1a) genau dann, wenn v & D (Tiyin)
und W (v,v)(a) = 0.

ProposITION 2.3.3. Es gilt:

(1) Fiir alle Funktionen fi, fa, f3, fa € ACE (a,b) gilt auf (a,b) die
Pliicker’sche Identitdt

W (f1, )W ([f3, fa) + W(f1, f5)W (fa, f2) + W(f1, f)W (fa, f3) = 0.
(2) Sei v € D(Tmax) mit (2.1a), dann gilt fir f € D (Tmax)
W(f,0)(a) =0 & W(f7)(a)=0.
(3) Seiv € D (Tmax) mit (2.1a), dann gilt fir f, g € D (Tmax)
W(f,v)(a) =W(g,v)(a) =0 = W(f,g)(a) =0.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Die linke Seite in (1) ist gleich der Determinante

fi o 3 Ja
Lifi fs f3 K4
211 fo f3 fal’

fifa fs i

die offensichtlich verschwindet, was (1) zeigt.
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Sei nun v € D (Thax) mit (2.1a). Dann existiert ein h € D (Tax), sodass
W (h,v)(a) # 0. Setzt man in (1) fi = v, fo =, f3 = hund f4 = h, so sieht
man, dass dann auch W(h,v)(a) # 0 ist. (2) folgt nun aus (1) mit f; = f,
fo=wv, fs=70, fa=hund (3) folgt mit f1 = f, fo=9g, fs =7, fs=h. O

Wir kénnen nun die selbstadjungierten Realisierungen angeben, falls an
einem Randpunkt der Grenzkreisfall und an dem anderen der Grenzpunktfall
vorliegt.

SATZ 2.3.4. Ist T bei a im Grenzkreisfall und bei b im Grenzpunktfall,
so ist ein Operator S genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T,
wenn ein v € D (Tmax) mit (2.1a) existiert, sodass

D (5) ={f € D (Tmax) | W(f,v)(a) = 0}
und Sf =r1f fir f € D(S).
Entsprechende Aussagen gelten falls T bei a im Grenzpunktfall und bei b
im Grenzkreisfall ist.

BeEWwEIS. Da in diesem Fall n(T i) = 1 ist, sind die selbstadjungierten
Fortsetzungen von T,,;, genau die eindimensionalen, symmetrischen Fort-
setzungen von Tni,. Man sieht also, dass ein Operator S genau dann eine
selbstadjungierte Realisierung von 7 ist, wenn ein v € D (Tipax) mit (2.1a)
existiert, sodass

D (S) =D (Tmin) + span {v}
und Sf = 7f fir f € D(S). Es bleibt daher zu zeigen, dass
D (Tinin) + span{v} = {f € D (Timax) | W(f,?)(a) = 0}
gilt. Dass der linke im rechten Teilraum enthalten ist, folgt aus Satz 2.1.8 und
da W (v,7)(a) = 0 gilt. Der rechte Teilraum kann aber auch nicht mehr sein,
da er sonst gleich D (Tihax) wire, woraus mit Proposition 2.3.3 (3) folgen
wiirde, dass W (f, g)(a) = 0 fiir alle f, g € D (Thax), was ein Widerspruch
dazu ist, dass 7 bei a im Grenzkreisfall ist. O

Aus dem Beweis von Satz 2.3.4 ersieht man unmittelbar, dass zwei selbst-
adjungierte Realisierungen genau dann verschieden sind, wenn die entspre-
chenden Funktionen v aus Satz 2.3.4 linear unabhéngig modulo D (Tiin)
sind. Die Funktion v kann stets so gew#hlt werden, dass v in einer Umge-
bung von a eine reelle Losung von (7 — z)u = 0 mit z € R ist.

Mit Proposition 2.3.3 (2) sieht man, dass in diesem Fall jede selbstad-
jungierte Realisierung reell beziiglich der natiirlichen Konjugation ist.

Als néchstes werden wir die selbstadjungierten Realisierungen von 7 an-
geben, falls 7 bei beiden Randpunkten im Grenzkreisfall ist.

SATZ 2.3.5. Ist T bei a und bei b im Grenzkreisfall, so ist ein Operator S
genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T, wenn modulo D (Tiin)
linear unabhdngige v, w € D (Tax) existieren, die

(2.2) W2(v,7) = Wo(w, @) = W2(v,@w) =0
erfillen, sodass

D(8) = {/ € D (Toax) | WE(S,5) = WE(f,w) = 0}
und Sf =T1f fir f € D(S).
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BEWEIS. Da in diesem Fall n(Tyin) = 2 ist, sind die selbstadjungier-
ten Fortsetzungen von T, genau die zweidimensionalen, symmetrischen
Fortsetzungen von Tii,. Ein Operator S ist daher genau dann eine selbst-
adjungierte Realisierung von 7, wenn modulo D (Tyi,) linear unabhéngige
v, W € D (Thax) mit (2.2) existieren, sodass

D (S) = D (Tiin) + span {v, w}
und Sf = 7f fir f € D(S). Es bleibt daher zu zeigen, dass

D (Tin) + span {v,w} = {f € D (Twax) ‘Wcl:(fﬁ) = Wf(f,@) = O} =D

gilt, wobei wir den rechten Teilraum zur Abkiirzung mit D bezeichnen. Dass
der linke Teilraum in D enthalten ist, ist klar wegen Satz 2.1.8 und (2.2). Um
zu sehen, dass D auch nicht grofler sein kann, betrachten wir die linearen
Funktionale F,,, F, auf D (Tjhax), definiert durch

Fo(f) =Wb(f,%) und Fy(f) = Wi(f, @) fiir f € D (Thax)-

Der Durchschnitt der Kerne dieser Funktionale ist genau D. Diese Funktio-
nale sind linear unabhéngig, denn sind c¢1,co € C und ¢1 F, + coFy, = 0, so
ist fiir alle f € D (Tinax)

0= c1Fy(f) + coFu(f) = caW2(f,0) + cxW2(f, W) = WE(f, 1T + co®).

Da fiir jedes f € D (Tmax) €in f € D (Thmax) existiert, dass bei a mit f
tibereinstimmt und bei b verschwindet, gilt auch

W(f,c10+ cow)(a) =0 fiir alle f € D (Tiax) -

Da das gleiche auch fiir b gilt, ist nach Satz 2.1.8, ¢17 + cow € D (Tyin)- Da
v und w linear unabhingig modulo D (Ti,) sind, folgt ¢; = ¢o = 0, also
sind F,, Fy, linear unabhéngig. Aus Lemma 2.1.5 folgt nun

ker F,, Z ker F,, und Kker F,, € ker F,,.

Es existieren also fy, fu € D (Tmax) sodass Wo(f,,0) = Wb(f.,, W) = 0 aber
W(fo,w) # 0 und WP(fy,,) # 0. f, und f, sind linear unabhiingig und
liegen nicht in D. D kann also hochstens eine zweidimensionale Erweiterung
von D (Tiin) sein, was die Behauptung zeigt. O

Falls 7 bei beiden Randpunkten im Grenzkreisfall ist, so kann man die
selbstadjungierten Realisierungen in zwei Kategorien einteilen. Ist ndmlich
S eine selbstadjungierte Realisierung von 7, so sagen wir S ist eine selbst-
adjungierte Realisierung von 7 mit getrennten Randbedingungen, falls ein
v € D (Tax) mit (2.1a) und ein w € D (Tinax) mit (2.1b) existiert, sodass

D(S) = {f € D(Tmax) ‘ W(.ﬂ@)(a) = W(fv@)(b) = 0}

und Sf = 7f fiir f € D(S) gilt. Umgekehrt ist jeder solcher Operator,
wegen Satz 2.3.4 eine selbstadjungierte Realisierung von 7. Ist eine selbst-
adjungierte Realisierung S von 7 keine selbstadjungierte Realisierung von 7
mit getrennten Randbedingungen, so sagen wir S ist eine selbstadjungierte
Realisierung von 7 mit gekoppelten Randbedingungen.
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Ist S eine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit getrennten Randbe-
dingungen, so ist S wegen Proposition 2.3.3 (2) reell beziiglich der natiir-
lichen Konjugation. Im Fall von gekoppelten Randbedingungen muss das
nicht gelten.

2.4. Anfangszahlen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine alternative Charakterisierung der
selbstadjungierten Realisierungen von 7 angeben.
Ist 7 bei a im Grenzkreisfall und wy, wy € D (Tinax) mit

(2.3a)  W(wi,wz)(a) =1 und W(wi,w7)(a) =W (ws,w3)(a) =0,

so sind die linearen Funktionale «, as auf der Menge aller Funktionen f,
die in D (Thax) bei a liegen, definiert durch

ar(f) =W(f,wz)(a) und  as(f) = -W(f,wi)(a),

die Anfangszahlen beziiglich wy, wy bei a. Entsprechend definiert man An-
fangszahlen fiir den Randpunkt b.

Ist 7 bei a im Grenzkreisfall, so existieren stets Funktionen wq, ws, wel-
che die Bedingung (2.3a) erfiillen. Man wéhle beispielsweise Funktionen wy,
wa, die fiir ein z € R in einer Umgebung von a mit einem reellen Fundamen-
talsystem von (7 — z)u = 0, das W (w1, we) = 1 erfiillt, {ibereinstimmen.

Die Anfangszahlen spielen im quasireguldren Fall eine &hnliche Rolle, wie
die Punktauswertungen der Funktion und deren Ableitung im Randpunkt,
im reguldren Fall.

PROPOSITION 2.4.1. Ist T reguldr bei a, so existieren wy, we € D (Thax)
mit (2.3a), sodass die Anfangszahlen oy, ag beziiglich wy, wa

ar(f) = fla) und ax(f)=f'(a), f€D(Tmax)
erfiillen. Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Da 7 bei a regulér ist, existieren Funktionen wq, we € D (Thax)
mit
wy(a) = wh(a) =1 und wi(a) = ws(a)=0.
Dann ist offensichtlich (2.3a) erfiillt und fiir f € D (Tinax) ist

ai(f) = W(f,w2)(a) = f(a) und az(f) = -W(f,w1)(a) = f'(a).
(]

Im Folgenden seien in diesem Kapitel stets wy, we € D (Tinax) mit (2.3a)
falls 7 bei a im Grenzkreisfall ist, und

(23b)  W(w,ws)(b) =1 und W(wn,wr)(b) = W(ws, w3)(b) = 0

falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Weiters seien a1, ao die Anfangszahlen
beziiglich wi, wy bei a, falls 7 bei a im Grenzkreisfall ist, und Gy, B2 die
Anfangszahlen beziiglich wy, wy bei b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist.

Wir stellen einige Eigenschaften der Anfangszahlen in folgender Propo-
sition zusammen.
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PROPOSITION 2.4.2. Ist T beia im Grenzkreisfall, so gilt fiir f € D (Tmax)

ai(f) = aa(f)W (w1, w2)(a) und  aa(f) = aa(f)W (w1, w2)(a).
Auferdem gilt fiir alle f, g € D (Tmax)
W(f,9)(a) = ar(f)az(g) — az(f)ar(g)-
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.
BEWEIS. Wendet man die Pliicker’sche Identitéit auf
a1 ()W (w1, w3)(a) = W(f, w2)(a)W (w1, w2) (a)
= W(f,ws)(a)W (w1, w3)(a)

an, so erhélt man die erste Behauptung. Genauso sieht man die zweite Be-
hauptung ein. Mit der Pliicker’schen Identitét erhdlt man weiters

W (wy, wa)(a)W (wr, wz)(a) = =W (w1, w2)(a)W (w2, w1)(a)
= W(wi, w2)(a)W (w1, w2)(a) =1
Zweimaliges Anwenden der Pliicker’schen Identitéat auf
W(f,9)(a) = W(f,g)(a)W (w1, ws)(a)W (w1, wz)(a)
zeigt die dritte Behauptung. O

Der erste Teil dieser Proposition zeigt, dass die Anfangszahlen einer re-
ellen Funktion reell sind, falls nur W(wi,w2)(a) = 1 ist, was insbesondere
dann der Fall ist, wenn w; oder we reell ist. Weiters zeigt diese Propositi-
on, dass die Wronskideterminante bei a¢ nur von den Anfangszahlen bei a
abhéngt. In Kombination mit Satz 2.3.4 werden wir eine Charakterisierung
der selbstadjungierten Realisierungen von 7 mit Hilfe der Anfangszahlen
erhalten. Wie sich die Charakterisierung iibertréigt, zeigt folgendes Lemma.

LEMMA 2.4.3. Sei 7 bei a im Grenzkreisfall. Ist v € D (Tyax) mit (2.1a),
so existiert ein « € [0,7), sodass fir alle f € D (Timax)

W(f,0v)(a) =0 < a1(f)cosa— as(f)sina=0

gilt. Ist umgekehrt oo € [0,7), so existiert ein v € D (Tyax) mit (2.1a), sodass
fir alle f € D (Tax)

W(f,0)(a) =0 < ay(f)cosa— as(f)sina=0
gilt. Entsprechende Aussagen gelten fir den Randpunkt b.
BEWEIS. Sei v € D (Tiax) mit (2.1a), also mit

W(v,v)(a) =0 und W(g,7)(a) #0 fiir ein g € D (Thax) -
Dann ist wegen

W (9,7)(a) = W (w7, 3)(a) (a1(9)s(v) — aa(g)an(v) ) #0,
(a1(v), aa(v)) # 0 und wegen

0= W(v,7)(a) = W (@, w3)(a) (a1(v)az(v) — as(v)ar ()

= W(w1,wz)(a)2i Im (e (v)az (v))
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ist a1 (v)ae(v) reell. Also ist

o <a1(5)> € R\{0}, wobei Cy = {042(’0) falls ap(v) # 0

as(v) a1(v)  sonst.

Da C; # 0 existiert ein a € [0, 7) und ein Cy € C*, sodass

ar(v)\ sin
(0@(1})) =0 <cos &) '
Fiir ein f € D (Tiax) gilt dann
W (£.9)(a) = W (w1, w3)(a) (a1(f)az(v) - as(f)ar(v))
= W (wr,w3)(a)Cs (a1(f) cosa — az(f)sina),

was die erste Behauptung zeigt.
Ist umgekehrt a € [0, 7), so sei v = sin cw; + cos aws. Dann ist

W (v,v)(a) = cosasina (W (w,w3)(a) + W(ws, wi)(a)) =0
und wegen
W(wi,v)(a) = cosa und W(ws,7)(a) = —sina
sieht man, dass (2.1a) gilt. Ist f € D (Tiax), SO ist
W(f,v)(a) =W(f,w1)(a)sina+ W(f,wz)(a)cosa
= a1(f) cosa — as(f)sina,
was die zweite Behauptung zeigt. O

Aus diesem Lemma folgt, zusammen mit Satz 2.3.4 unmittelbar folgende
Charakterisierung der selbstadjungierten Realisierungen.

SATZ 2.4.4. Sei T bei a im Grenzkreisfall und bei b im Grenzpunktfall.
Dann ist ein Operator S genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
T, wenn ein « € [0, ) existiert, sodass

D(S)={f € D(Tmax) | a1(f)cosa — as(f)sina =0}
und Sf =r1f fir f € D(S).
Entsprechende Aussagen gelten falls T bei a im Grenzpunktfall und bei b
im Grenzkreisfall ist.

Aus Proposition 2.4.1 erhédlt man nun folgende Charakterisierung der
selbstadjungierten Realisierungen falls 7 bei a sogar regulér ist.

KOROLLAR 2.4.5. Sei T bei a reguldr und bei b im Grenzpunktfall. Dann
ist ein Operator S genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T,
wenn ein o € [0, 7) ezistiert, sodass

D(S) ={f € D (Tmax) | fla)cosa — f'(a)sina =0}

und Sf =r1f fir f € D(S).
Entsprechende Aussagen gelten falls T bei a im Grenzpunktfall und bei b
im Grenzkreisfall ist.

Wir wollen nun auch fiir den Fall, dass an beiden Randpunkten der
Grenzkreisfall vorliegt, eine Charakterisierung der selbstadjungierten Reali-
sierungen von 7 mit Hilfe der Anfangszahlen angeben.
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SATZ 2.4.6. Sei T bei a und bei b im Grenzkreisfall. Dann ist ein Operator
S genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von 7, wenn Matrizen B,
By, € C**2 mit

(2.4)  rg(Bu|By) =2 wund B.JB: = B,JBj mit J:<0 —1>

1 0
D(s) = {r e D) | . () = 8 (50)) ]
und Sf = f fir f € D(S).

BEWEIS. Ist S eine selbstadjungierte Realisierung von 7, so existieren
modulo D (Tiin) linear unabhéngige v, w € D (Tax) mit

W2 (v,7) = Wo(w, @) = W2(v,w) = 0,

existieren, sodass

sodass
D(S) = {f € D (Tax) | Wi(f,0) = We(f.0) = 0}
und Sf = 7f fiir f € D(S). Seien By, B, € C*>*2 definiert durch
7= (o aw) 0 m= (G0 i)
Dann rechnet man unmittelbar nach, dass
B,JB: = ByJB; <& Wv,7)=W!(w, @) =W(v,w) = 0.

Um zu sehen, dass rg (B,|By) = 2 ist, seien ¢1, ¢ € C und

az(7) az(w) az(c17 + o)
0=c —a1 () +e —q(w) | _ | —ea(c? + cow)

B2(7) Ba (W) B2(c1T + cow)

—f1(7) —fB1(w) —B1(c17 + cow)

Also verschwinden alle Anfangszahlen von ¢;7 + cow und damit wegen Pro-
position 2.4.2 auch W(c1v + cow, f)(a) und W(c1v + cow, f)(b) fiir alle
f € D(Tmax)- Es gilt also 10 + cow € D (Tinin) und daher, da v, w li-
near unabhingig modulo D (Ti,) sind, ¢; = co = 0. Also hat (B,|Bp) Rang
2. Weiters rechnet man unmittelbar nach, dass fiir f € D (Tiax)

Wi =W =0 e m(20) =5 ()
gilt, was die geforderte Darstellung von S zeigt.

Seien umgekehrt By, By € C?*2 mit den geforderten Eigenschaften ge-
geben. Dann existieren v, w € D (Tinax), sodass

(V)  —aq(v) B2(v)  —pi(0)
Ba = _ __ d By = — — .
<a2<w> —ar(@)) M T \B@) —Bi(w)
v und w sind linear unabhingig modulo D (Tiyin), denn sind ¢p, ¢ € C und
c1v + cow € D (Tinin), S0 ist

a9 (01771 + 027111) a9 (@) [ (@)
0= | —almraw) | _f-a@) | | -«a@®)
Ba(T10 + Gaw) ' 5@ 2| Bo(w)

—B1(€1v + caw) —B1(v) — 1 (w)
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und da die Zeilen von (B,|By) linear unabhéngig sind folgt ¢; = co = 0. Da
auch hier

B,JB = B, JB; << W w,1)=W(w,@w)=W’(v,w) =0

gilt, erfiillen v, w die Voraussetzungen aus Satz 2.3.5. Wie oben sieht man
wieder, dass fir f € D (Timax)

al(f)) <51(f)> big bl —

Ba =B And Wa 3 = Wa ) =0
(oxth) =2 (55 () = Walis)

gilt. Also ist S nach Satz 2.3.5 eine selbstadjungierte Realisierung von 7. [J

SATZ 2.4.7. Sei T bei a und bei b im Grenzkreisfall. Dann ist ein Opera-
tor S genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T mit getrennten
Randbedingungen, wenn «, € [0,7) existieren, sodass

ar(f)cosa — as(f)sina =0 }

D(S) = {f € D (Tmax) Bi(f)cos B — Ba(f)sin =0

und Sf =T1f fir f € D(S).
Ein Operator S ist genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
T mit gekoppelten Randbedingungen, wenn ein o € [0,7) und ein R € R**?

mit det R = 1 existieren, sodass
Bilf)\ _ i a1(f)
(7)== (oxh) )

BeEwEIs. Nach Lemma 2.4.3 sind die selbstadjungierten Realisierungen
mit getrennten Randbedingungen, genau die im Satz angegebenen Opera-
toren. Es bleibt also nur die zweite Behauptung zu zeigen. Ist .S eine selbst-
adjungierte Realisierung von 7 mit gekoppelten Randbedingungen und Ma-
trizen B,, By € C?*? wie in Satz 2.4.6, so sind wegen (2.4) die Rénge von
B, und von By gleich und entweder 1 oder 2. Wéaren die Rénge 1, so wére
fiir alle z1, 20 € C

D(S) = {f € D (Tm)

und Sf =r1f fir f € D(S).

B, (2) = (c121 + caz2)w, und By (2) = (d1z1 + daz2) wp

mit geeigneten

(@’ (3;) wa, wp € C2\{(0,0)}.

Da w, und wy, wegen rg (B,|Bp) = 2 linear unabhéingig sind, gilt

m(5)=m() = w(@)-n)-
z9 Z9 ) z2

Insbesondere gilt

B,JB: = B,JB; < B.JB!=B,JB; =0.
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Sei nun v € D (Tax) mit a2(v) = ¢; und o;(v) = —cg. Dann rechnet man
nach, dass

0 = BoJ B}, = (¢icz — c1G)walg
= W (w1, wa)(a)(a1(v)az(v) — ag(v)ar (0))w,w,"
= W (wy, wo)(a)W (v,7)(a)w, "

gilt. Also ist W (v,7)(a) = 0 und wegen (a1(v), az(v)) = (c2,¢1) # 0 erfiillt
v (2.1a). Wegen

b (%D — (@1(/)a2(®) — as(Fas (0))wa = W (£, 7) (@)
gilt
ar(f)) _ O
n(ah) =0 = wuow =0
Entsprechend erhélt man eine Funktion w € D (Tiax), die (2.1b) erfiillt und
fiir die gilt

Bi(f) _ (B —
Bb<ﬁ2(f)>—0 o W(f,m)(b) = 0.

Der Operator S wére also keine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit
gekoppelten Randbedingungen.

Die Rénge von B, und By, miissen daher 2 sein. Setzt man B = B, 'B,,
so folgt aus B, JJB: = B,J B}, dass B = J(B~1)*J* gilt und daher | det B| =
1, also det B = €'¢ fiir ein ¢ € [0, 7). Es gilt dann

(b1 b2\ _ 1y ize (0 —1 by —bay 0 1
B_<621 b22>_‘](B T =e110 o ) e an ) Lo o

b b .

_ _i2p 11 12\ _ i2¢

=e — — ] =€ B.
<b21 bz2>

Setzt man R = e~ B, so ist wegen
R—R=e%B—¢%B=¢%?¥B—e¥B=0
R € R? und
det R = dete B = e *°det B = 1.
Wegen

n(0B)=m (1) o (B) =5 (i) = eor (22h)

hat S die geforderte Darstellung.

Ist nun umgekehrt ein Operator S wie in der zweiten Behauptung ge-
geben, so folgt aus Satz 2.4.6, dass S selbstadjungiert ist. Wére S eine
selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingungen, so géibe
es ein f € D(S)\D (Tmin), dass in einer Umgebung von a verschwindet.
Dann wiirde auch §1(f) = fB2(f) = 0 gelten und daher f € D (Timin). Also
kann S keine selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingun-
gen sein. O

Mit Proposition 2.4.1 erhalten wir nun unmittelbar, folgende Darstel-
lungen der selbstadjungierten Realisierungen, falls 7 regular ist.
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KOROLLAR 2.4.8. Ist T reguldr, so ist ein Operator S genau dann eine
selbstadjungierte Realisierung von T mit getrennten Randbedingungen, wenn
a, B € [0,7) existieren, sodass

D(S)= {feD(TmaX)
und Sf =rf fir f € D(S).

Ein Operator S ist genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
T mit gekoppelten Randbedingungen, wenn ein o € [0,7) und ein R € R**?
mit det R = 1 existieren, sodass

D(s) = {f € D (Thnex) ‘ ( jf%) R ( J{f(j)))}
und Sf = 7f fiir f € D(S).

f(b)cosp— f'(b)sinB =0

f(a)cosa — f'(a)sina =0 }

2.5. Resolventen

Wir wollen in diesem Abschnitt die Resolventen der selbstadjungierten
Realisierungen von 7 bestimmen.

SATZ 2.5.1. Sei T bei a und bei b im Grenzkreisfall und S eine selbstad-
jungierte Realisierung von 7. Dann ist fiir jedes z € o(S) die Resolvente R,
etn Integraloperator

b
R.f(z) = / ke(e.y) f(y)dy, = € (a,b), | € L¥(a,b)

mit quadratisch integrierbarem Kern k,. Ist uy, ug ein Fundamentalsystem
von (T—2z)u = 0, so existieren Koeffizienten mj?(z) € C,1,je{1,2}, sodass
der Kern gegeben ist durch
2 +
ko (2, y) = Zé,j:l mz_](z)ul(x)uj(y)a falls y <z
>oi g1 My (2ui(z)uy(y), falls y > .

BEWEIS. Sei uj, ug ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0. Ohne
Einschréinkung kénnen wir W (uj,u) = 1 annehmen. Ist f € L3,(a,b), so
ist g = R.f eine Losung der Gleichung (7 — z)u = f und liegt in D (S).
Wegen Proposition 1.2.5 gilt mit geeigneten Konstanten ¢y, co € C

(+)
Ref(x) = ui(x) <c1 <[ uz(t)f(t)dt> T ug(a) (Cz - ul(t)f(t)dt> ,

x € (a,b). Da R, f im Definitionsbereich von S liegt gilt

5 (oatw ) =2 (5in )

mit geeigneten Matrizen B,, By € C?*? wie in Satz 2.4.6. Weil f kompakten
Trager hat gilt

(1) = (ot exonfuad) (i) e ()

= (2)
C2
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und
<@1(sz)> NG +ffu2(t )f(t)dt ( )
Po(Bo1)) \ (1 + [Pua(t) f(2)dt
co — ff ur(t) f(t)dt) Br(uz)
c2 = [ ua(t)F(t)dt ) Ba(us)
~(Br(w) o1+ f UQ )V f(t)dt
— \P2(w) co— | Vf(t)dt
_ Ja ua(
Mg <02> +M ( fa )
Also gilt

¢ S ua(t) f(t)dt
(Bata = 5o (1) = &M{memwg'

Wiére B,M, — ByMg nicht invertierbar, so gébe es

(Zl) € C1\{(0,0)} mit B,M, (2) — ByMj (2) .

Die Funktion dju; + doug wire dann eine Losung von (7 — z)u = 0, die
im Definitionsbereich von S liegt, also ein Eigenvektor zu z. Da das ein
Widerspruch zu z € o(S) wire, muss Bq M, — By Mp invertierbar sein. Wegen

c _ b ua(t) f(t)dt
() = - maryy o, (_faf; - }&)dt)

konnen die Konstanten ¢; und ¢y also als Linearkombinationen von

b b
/uz(t)f(t)dt und /ul(t)f(t)dt

dargestellt werden, wobei die Koeflizienten unabhéngig von f sind. Mit der
Gleichung (x) sieht man, dass dann R, f die geforderte Integraldarstellung
mit einer Funktion k,, wie in der Behauptung hat. Die Funktion k. ist
quadratisch integrierbar, da die Losungen u; und ug nach Voraussetzung in
L?(a,b) liegen. Da sowohl der Operator K,

b
KJ@z/kMWVM@,xG@WfGﬁwM

auf L?(a,b), als auch die Resolvente R, beschriinkt sind, folgt die Behaup-
tung daraus, dass beide auf der dichten Teilmenge LZ,(a, b) iibereinstimmen.
O

KOROLLAR 2.5.2. Sei 7 bei a und bei b im Grenzkreisfall und S eine
selbstadjungierte Realisierung von 7. Dann besteht das Spektrum von S, aus
abzihlbar unendlich vielen Figenwerten mit Vielfachheit hochstens zwei, also

o(S)={ | neNg} wund dimker(S—X\,) <2, neN,
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Die Figenwerte haben keinen endlichen Hdufungspunkt, es gilt sogar

IECRES
72 .
n€Ng An
An#0
Ist S eine selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingungen,
so sind alle Eigenwerte einfach.

BEWEIS. Da der Kern k, aus Satz 2.5.1 fiir jedes z € o(S) quadratisch
integrierbar ist, ist die Resolvente R, ein Hilbert-Schmidt-Operator und da-
mit kompakt. Das Spektrum von S besteht daher aus abzéhlbar unendlich
vielen Eigenwerten (siehe [1] Satz 5.20). Weil die Gleichung (7 — z)u = 0
nur zwei linear unabhéngige Losungen hat, ist die Vielfachheit der Eigen-
werte hochstens zwei. Da die Eigenwerte von R, quadratisch summierbar
sind, sind auch die Zahlen A2 summierbar. Ist nun S eine selbstadjungier-
te Realisierung mit getrennten Randbedingungen und sind ¢; und ¢ zwei
Eigenfunktionen zum selben Eigenwert, so gilt W (¢1, ¢2)(a) = 0. Die Funk-
tionen sind also linear abhéngig, woraus die restliche Behauptung folgt. [

Ist S eine selbstadjungierte Realisierung von 7, so sagen wir S ist ei-
ne selbstadjungierte Realisierung von 7 mit getrennten Randbedingungen,
falls nicht beide Randpunkte im Grenzkreisfall sind oder falls S eine selbst-
adjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingungen ist, falls beide
Randpunkte im Grenzkreisfall sind. Der Definitionsbereich von S ist in die-
sem Fall durch eine Randbedingung bei a, falls 7 bei a im Grenzkreisfall ist
und eine Randbedingung bei b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist, bestimmt.
Die Resolventen solcher Operatoren kénnen einfacher dargestellt werden.

SATz 2.5.3. Sei S eine selbstadjungierte Realisierung von T mit getrenn-
ten Randbedingungen und z € o(S). Sind ug und uy nichttriviale Losungen
von (T — z)u = 0, sodass

die Randbedingung bei a erfillt, falls T bei a im GKF ist,
“Yin L%(a,b) bei a liegt, falls T bei a im GPF ist,

und

die Randbedingung bei b erfillt, falls T bei b im GKF ist,
*Yin L2(a,b) bei b liegt, falls T bei b im GPF ist,

so ist die Resolvente R, gegeben durch
b

R. f(z) = W (up, 1) <ub<:c> / a0 (W)dy + uala) / ub<y>f<y>dy>

b
:/ k(2 9) f()dy, = € (a,0), f € L2(a,b),

wobei

W, ua) T ua(@)us(y),  falls x <y
Bulonw) = {W(Ub,ua)_lua(y)ub(x), falls = > y.
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BEWEIS. Wiren u, und wuj linear abhingig, so wire u, € L*(a,b) und
wiirde zusétzlich die Randbedingung bei b erfiillen, falls 7 bei b im Grenz-
kreisfall ist. Also wire u, € D (S) ein Eigenvektor zu z, was ein Widerspruch
zu z € o(S) wire. Die Funktionen ug, up bilden also ein Fundamentalsys-
tem von (7 — 2)u = 0. Sei nun f € L?(a,b). Zur Abkiirzung setzen wir fiir
x € (a,b)

i) = W)™ (w0(0) [ a0 0001+ (o) [ b w(tf ()it ).

Man rechnet unmittelbar nach, dass dann (7 —z)uy = f gilt. Ist nun speziell
fe L%O(a, b), so ist uy in einer Umgebung von a proportional zu u, und in
einer Umgebung von b proportional zu u. Die Funktion uy erfiillt also die
Randbedingung bei a und bei b und liegt damit in D (.5). Es gilt daher also

(S — 2 = (r - 2uy =
und damit R, f = uy.

Ist nun f € L?(a,b) beliebig und f,, € LZ,(a,b) eine Folge mit f, —
f fiir n — oo, so folgt, da die Resolvente beschrinkt ist R.f, — R.f.

Weiters konvergiert uy, punktweise gegen uy, also gilt R, f = uy. Da beide
Funktionen stetig sind, gilt die Gleichheit punktweise. O

Ist 7 bei einem Randpunkt im Grenzpunktfall, so existiert nach Korol-
lar 2.2.5 und wegen o(S) C I'(Tinin) eine, bis auf skalare Vielfache eindeutige,
nichttriviale Losung von (7 — z)u = 0, die in L?(a, b) bei diesem Randpunkt
liegt. Auch falls 7 bei einem Randpunkt im Grenzkreisfall ist existiert eine,
bis auf skalare Vielfache eindeutige, nichttriviale Losung von (7 — z)u = 0,
welche die Randbedingung bei diesem Randpunkt erfiillt. Funktionen w, und
up, wie in Satz 2.5.3 existieren also stets.






KAPITEL 3

Weyl-Titchmarsh m-Funktion

3.1. Weyl-Titchmarsh m-Funktion

Sei in diesem Kapitel 7 ein Sturm-Liouville Differentialausdruck auf ei-
nem beschrénkten oder unbeschriankten Intervall (a, b) der beim Randpunkt
a regulér ist und S eine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit getrennten
Randbedingungen. Es existiert daher ein eindeutiges o € [0, 7), sodass die
Funktionen aus dem Definitionsbereich von S bei a die Randbedingung

f(a)cosa — f'(a)sina =0, feD(S),

erfiillen. Ist 7 bei b im Grenzkreisfall, so erfiillen die Funktionen aus dem
Definitionsbereich von S auflerdem noch eine Randbedingung bei b.

Fiir jedes z € C sei 6,, ¢, das Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0 mit
den Anfangswerten

0.(a) = ¢.(a) =cosa und —0.(a) = ¢.(a) =sina.

Die Anfangswerte sind dabei so gewéhlt, dass die Funktionen ¢,, z € C die
Randbedingung bei a erfiillen.

PROPOSITION 3.1.1. Fiir jedes z € o(S) existiert eine eindeutige Zahl
m(z) € C, sodass die Funktion

in L*(a,b) liegt und die Randbedingung bei b erfiillt, falls T bei b im Grenz-
kreisfall ist.

BEWEIS. Wegen z € p(S) existiert eine, bis auf skalare Vielfache ein-
deutige, nichttriviale Losung u, von (7 — 2)u = 0, die in L?(a,b) liegt und
die Randbedingung bei b erfiillt, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Da 0., ¢,
ein Fundamentalsystem bilden, kann man diese Losung als

Uy = Cl,zez + CQ,z¢za

mit bestimmten Konstanten ¢y ., c2 . € C darstellen. Wire ¢; . = 0, so wire
u, ein Vielfaches von ¢, und wiirde damit die Randbedingung bei a erfiillen.
Die Funktion u, lige also im Definitionsbereich von S und wire damit ein
Eigenvektor von S zum Eigenwert z, was ein Widerspruch zu z € o(.S) wire.
Setzt man m(z) = ca./c1 2, so liegt die Funktion 6, +m(2)¢, in L?(a,b) und
erfiillt die Randbedingung bei b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Da alle
Losungen mit dieser Eigenschaft linear abhéngig sind, ist m(z) die einzige
Zahl mit dieser Eigenschaft. O

Die so definierte Funktion m : o(S) — C nennen wir die Weyl-Titch-
marsh m-Funktion von S. Die Funktionen

Y, =0, +m(2)d,, z€ o(S)
37
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heifilen die Weyl-Losungen von S. Da die Anfangswerte der Funktionen 6,
¢z, z € C reell sind, gilt 6z = 0, und ¢z = ¢, fiir alle z € C. Ist z € p(95), so
ist auch z € p(5) und die Funktion

0z + m(2)dz = 0= + m(z)¢-
liegt in L?(a,b) und erfiillt wegen Proposition 2.3.3 die Randbedingung bei
b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Es gilt also

(3.1) m(z) =m(z), z € o(S).

PROPOSITION 3.1.2. Fliir z1, 23 € 0(S), 21 # 22 gilt
miz2
/ s ()b, (1)t = m(z1) —m(z2)
Z1 — %9
Insbesondere gilt fir z € C\R

0 < fhs) 2 = T2(2)

BEWEIS. Aus der Definition der Funktionen 6, und ¢, z € C sieht man
unmittelbar, dass fiir alle z1, 29 € C

W(ezlaezz)(a) = W(¢Zl7¢22)(a) =0 und W(HZI?QSZQ)(G“) =1
gilt. Sind 21, 22 € 0(S), so folgt daraus
Wz, ¥, )(a) = W(0s,,0z,)(a) + m(22)W(0s,, ¢2,)(a) +
+ m(z1)W (@2, 0z,)(a) + m(z1)m(22)W (¢, ¢2,)(a)
=m(z2) — m(z1).
Ist 7 bei b im Grenzpunktfall, so gilt auBlerdem noch
W<wz17wz2)(b) = 0:

da offensichtlich 1,,, 1., € D (Tmax). Falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist,
erfiilllen ,, und %,, die Randbedingung bei b. Aus Proposition 2.3.3 (3)
folgt damit, dass auch in diesem Fall

W(42,102,)(b) =0
gilt. Mit Lemma 2.1.2 folgt damit

b
(21 — ZQ)/ Yoy ()2 () dt = W (12,102, ) (D) — W (2,92, ) (a)

=m(z1) —m(2),
woraus die erste Behauptung folgt. Ist z € C\R so sind z, Z € o(5). Mit den
Gleichungen m(z) = m(z) und

Uz =0z + m(Z)dz =Y.

folgt aus der ersten Behauptung dieser Proposition

b m(z) —m(z m mi(z
el = [ sty = MEZE) ),

Im =z

zZ—2Z Im z

Da v, eine nichttriviale Losung ist, gilt auerdem 0 < |[|1,|[%. O

Da die Funktionen 8, und ¢, analytisch von z € C abhéngen, folgt nun
auch dass die Funktion m analytisch ist.
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SATZ 3.1.3. Die Weyl-Titchmarsh m-Funktion m ist analytisch.

BEWEIS. Seien ¢, d € (a,b) mit ¢ < d. Wegen Satz 2.5.3 und da

gilt fiir alle z € p(S) und z € (¢, d)

x d
Rolo(x) = -(2) / 6. (y)dy + b2 () / ba()dy
= (0 (x) + m(2)6+(2)) / " 6. (y)dy +
‘ d
T 6:(x) / 0.(y) + m(2)6-(y)dy
d d
= m(2): (x) / 6-(y)dy + / Fa(z,y)dy,

wobei

1. _ ¢z(33)9z(y), falls = < Y
) = {%(y)@z(x), falls = > .

Weiters gilt dann

d 2 d pd_
(R:1(a)s Lie,y) = mi(2) </ ¢z(y)dy> +/ / koo (2, y)dy da.

Da die linke Seite analytisch von z € o(.5) abhéngt und die Integrale, wegen
Satz 1.2.8 analytisch von z € C abhéngen, folgt die Behauptung, falls fiir
jedes zg € o(S), Zahlen ¢, d € (a,b) existieren, sodass

d
/ é-(y)dy #0

fiir alle z in einer Umgebung von zy. Ist also zg € 0(.9), so existieren Zahlen
¢, d € (a,b) mit ¢ < d, sodass

d
/ bmo () dy 0,

da ¢, als nichttriviale Losung stetig ist und nicht {iberall verschwindet. Da
die Abbildung

d
zr—>/ o.(y)dy, ze€C

stetig ist, folgt die Behauptung. O

KOROLLAR 3.1.4. Fiir jedes xq € [a,b) sind 1,(xo) und . (xo) analytisch
in z € o(S5).

BEWEIS. Folgt unmittelbar aus ¢, = 6, + m(z)¢, und Satz 3.1.3. O
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3.2. Spektralmaf}

Es gelten in diesem Abschnitt die selben Voraussetzungen wie im vorigen
Abschnitt 3.1. Aus Proposition 3.1.2 folgt, dass die Weyl-Titchmarsh m-
Funktion m, die obere Halbebene CT,

Ct={z€C|Im z >0}

in sich selbst abbildet. Da m auch analytisch ist, existiert nach Satz A.1.1
ein eindeutiges positives Borelmaf p auf R, sowie Zahlen c1, ¢o € R, sodass

1 A\ N
m(z)zcl+022+/1%)\_z1_|_)\2dp()\), zeCT.

Das Mafl p nennen wir das Spektralmafl von m.

Sei im Folgenden L?(R; p) der Hilbertraum aller Aquivalenzklassen von
messbaren, komplexwertigen Funktionen auf R, die beziiglich p quadratisch
integrierbar sind. Das Skalarprodukt in diesem Raum bezeichnen wir mit

(f.9)p = /R FNaVdp(N). . g€ LA(R: p),

die Norm mit [|-||,. Ist G : R — C eine messbare Funktion, so bezeichnen wir
mit Mg den maximal definierten Multiplikationsoperator mit G in L?(R; p),
also

D(Mg) ={f € L*R;p) | G f € L*(R;p)}
und Mg f =G f fir f € D(Mg).

Wir wollen zunéchst einen Zusammenhang zwischen p und dem opera-
torwertigen Spektralmafl £ von S herstellen. Dazu sei fiir jedes f € Cyola, b),
wobei

Coola,b) = {g € Cla,b)| suppg kompakt in [a,b)},
die Funktion f : R — C definiert durch

N b
fo) = / FHorbdt, A eR.

Wir nennen f die Fouriertransformierte von f.

LEMMA 3.2.1. Seien f, g € Cyola,b), G € C(R) und A1, A2 € R mit
A1 < Ag. Dann gilt

(8B, Xlf,0) = (MaM,, o\, f.5)

BEWEIS. Sei d € (a,b), sodass supp f Usupp g C [a,d] und K das Kom-
paktum
K=[\—-1,2+1] xa,d] X [a,d] CR x [a,b) X [a,b).

Wir verwenden die folgende, schwache Version der Formel von Stone (siehe
beispielsweise [5] Theorem XII 2.11)

(G(S)E (M, A\o] f9) =

. . 1 A2+9d
= }{1%);1{?) % /)\1+5 G()\) ((R)\+Z'5f, g) - (RAfiefa g)) dA.
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Aus Satz 2.5.3 folgt fiir alle z € o(5)

= . (x / ¢ () f(t)dt + ¢ (x /wz z € (a,b).

Setzt man das in obige Gleichung ein, so erhélt man

1 b
(GS)E (.2 1.9) = limn in = [ g(a)

T Ao+0
/ f(t) /A G(A) (Varic (1) rtic () — a—ic(¥)Pr—ic(t)) dA dt +

146

b )\2+6
+ / £(0) / GOV (Sasie(@)torsic (1) — brse(@)ric () AN di e,
x A

146
wobei die Integrationsreihenfolge vertauscht werden darf, weil der Integrand
beschriankt ist und auflerhalb eines Kompaktums verschwindet. Aus dem
Beweis von Satz 1.1.4 folgt, dass 0.[(,  und .|}, fiir jedes ¢ € (a,b) sogar

Cla, ¢]-wertige analytische Funktionen in z € C sind. Bezeichnet man mit 6,
und ¢, die, auf [a,b) stetige Ableitungen von 6, und ¢, nach z € C, so gilt

Orsic(x) = Ox(x) £ ich(z) + O (£7)
Drsic(x) = da(x) Lichy(z) + O (£7)

fir ¢ — 0 und zwar gleichméBig fiir alle (A, z,z) € K. Damit erhilt man
mit Proposition A.1.2

Vatie () Pazic (t) = (Oa(x) + m(\ £ ig)) da ()
+iem(\ £ ic) (@(xma) n @(m)@(t)) +O(e),

fiir e — 0 und zwar gleichméfig fir alle (A, z, t) € K. Mit Hilfe der Gleichung
m(Z) = m(z), z € C\R erhélt man daraus

Ungic () Oryic (1) — Uaic (@) Pr—ic(t) =
= 2ie Re m(\ + ig) ((1'5>\(x)¢>\(t) + ¢A($)¢A(t)> +
+ 2ipx(2)Pa(t) Im m(\ +ie) + O (e),

fiir ¢ — 0 und zwar gleichméBig fiir alle (A, z,t) € K. Aus den Abschétzun-
gen aus Proposition A.1.2 folgt damit, mit dem Satz von Lebesgue

(G(S)E (M, 2] f.9) =

Ao+0
/ / S timtim ~ [ GO ()6 (0)Tm m(\ + ie)dA d da

MN0eN\0 T A1 +6
Mit Eigenschaft (A.2) aus Satz A.1.1 folgt daraus

b b
(G(S)E (i, Ml f, )—/ g<x>/ f(t)/A |, GO dil

a

/Al,,\Q] /f Joa(t dt/ g(x)pa(x)dx dp(N)
:/um] GFNFNdp(N),
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wobei die Vertauschung der Integrale wieder erlaubt ist, da der Integrand
beschrinkt ist und auflerhalb eines Kompaktums verschwindet. Es bleibt zu
zeigen, dass f und § in L?(R; p) liegen. Aus dem bereits Gezeigten folgt, mit
G=1firalleneN

VE(=n ) f? = (B(=n,nlf, f) = / FO2dp(N).
(=n,n]

Fiir n — oo konvergiert die linke Seite gegen ||f||?, woraus folgt, dass f in
L?*(R; p) liegt und | f]| = || fll, gilt. O

Dieses Lemma zeigt, dass fiir jedes f € Cy[a,b) die Fouriertransfor-
mierte f in L2(R; p) liegt und ||| = || /]| p gilt. Die Abbildung " ist also eine
dicht definierte, lineare Isometrie von L?(a,b) nach L?(R;p) und lisst sich
als solche eindeutig zu einer Isometrie auf ganz L?(a,b) fortsetzen. Diese

Fortsetzung bezeichnen wir mit F und nennen sie die Fouriertransformation
von S. Ist f € L3 [a,b), wobei

L3y la,b) = {g € L*(a,b) | supp g kompakt in [a,b)},

b
- / F(D)dr(t)dt

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Fouriertransformation F sogar
unitér, also zusétzlich noch surjektiv ist. Dazu sei fiir jedes g € Cpo(R), die
Funktion ¢ : [a,b) — C definiert durch

3(x) = /R gNer(@)dp(N), @ € [ah).

Die Funktion § nennen wir die Fourier-Riicktransformierte von g. Wegen
den Abschéitzungen aus Satz 1.2.8 und da g kompakten Tréger hat, ist g
stetig auf [a,b). Es gilt daher fiir jedes ¢ € [a,b)

/ 9(2) 2 do = / i) [ GOVon@)dp(N) da

= [30) [ gw)ora)drapty
R a
< |7 (e 2)1l, 9,

— / 9(x)2dz |lgll,
/ ()P de < gl

Die Funktion § liegt also in L?(a,b) und es gilt ||g|| < lg]l,- Als dicht defi-
nierte, beschrinkte, lineare Abbildung von L?(R; p) nach L?(a,b) lisst sich
die Abbildung ~ eindeutig zu einer beschrinkten, linearen Abbildung G auf
ganz L?(R;p) fortsetzen. Es wird sich herausstellen, dass diese Abbildung
die Inverse der Fouriertransformation F ist.

so gilt fiir p-fast alle A € R

und damit
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SATZ 3.2.2. Die Fouriertransformation F ist unitdr mit
Fl=g.

BEWwWEIS. Wir zeigen zuerst, dass GF = I gilt. Sei dazu f € Cyg [a,b).
Wegen Lemma 3.2.1 gilt dann fiir alle Funktionen g € Cyg [a,b) und n € N

(E(—n,n]f,g)—/ o /m z)dz dp(N)

::LlAwﬂfuwxxmm»g@Mx:(ngnmfﬂﬂ-

Da Cyo [a,b) dicht in L?(a,b) liegt, gilt damit
E(-n,n]f=GM_, Ff.
Bildet man den Grenzwert n — oo, so erhélt man daraus
GFf=F.

Da Cyo [a, b) dicht in L?(a,b) liegt, folgt damit die Behauptung.
Um zu zeigen, dass G die Inverse von F ist, geniigt es daher zu zeigen,
dass G injektiv ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass
(*) R.G=0GM, 6 =z¢€ (C\R
gilt, wobei
1
Tz()\) = E, A S R, z € C\R

Sei dazu z € C\R und f € Cpo(R). Wir zeigen zuerst, dass GM,_f in
D (Tiax) liegt. Da ¢y fiir jedes A € R stetig differenzierbar ist und wegen
Satz 1.2.8, ist GM,_ f stetig differenzierbar und es gilt fiir alle z € (a,b)

6.1/ = [ L2 (@)do)

:/Ajgﬂwm»+/{91rwww@m

— [ I @i+ [ [ oo - o ar

wobei die Vertauschung der Integrale mit dem Satz von Fubini gerechtfertigt
werden kann. Die Funktion GM,._ f’ ist also lokal absolut stetig und es gilt

~GM,_f"(x) + (q(x) — 2)GM,_f(x /f Jor(z)dp(N) = Gf (),

fiir fast alle € (a,b). Das zeigt, dass GM,_f in D (Tmax) liegt und dass
sogar

(Tmax - Z) ngzf = gf
gilt. Es bleibt daher zu zeigen, dass die Funktion GM,, f sogar in D (S5)
liegt. Dass die Randbedingung bei a erfiillt ist, folgt da auch die Funktionen
odx, A € R diese Randbedingung erfiillen. Da diese Funktion offensichtlich in
L?(a,b) liegt, bleibt zu zeigen, dass sie auch die Randbedingung bei b erfiillt,
falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. In diesem Fall ist jedes A € o(S) ein Eigen-
wert von S und ¢, erfiillt die Randbedingung bei b, also W (¢, 1;)(b) = 0.
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Aus Satz 3.1.3 und Eigenschaft (A.1) aus Satz A.1.1 folgt, dass R\o(S) eine
p-Nullmenge ist. Es gilt daher

W (M. £ )(6) = limy W (M. £ (@)

e AQY .

= glﬁl}ré ) EWW)/\’ ¥i)(z)dp(N)

B / /{ ) 31, ) (B) o) = 0,
a(S) ?

wobei Integral und Grenzwert vertauschbar sind, weil es sich bei dem In-
tegral eigentlich um eine endliche Summe handelt. Da beide Seiten stetig
sind, haben wir damit (%) gezeigt. Ist nun f € ker g, so folgt aus dem be-
reits Gezeigten, dass auch M, f — M,_f € kerG, fiir alle z € C\R. W&hlt
man speziell z = r +iv, r € R, v € (0,00), so folgt daraus, dass auch die
Funktionen f,,, r € R, v € (0,00)
1 v
fl/,r()\) f(A)ﬂ'()\_r)2+y2’ AER

in ker G liegen. Seien nun r1, ro € R, r; < ro mit p{ry,r2} = 0. Dann liegen
auch die Funktionen f,, v € (0,00)

T2
fl/ :/ fl/,Tdr
T1
in ker G. Es gilt dann

/]R ‘fl’()‘) - f()‘)]l(m,m)()‘)’zdp()‘) =

-/ L () +
(—o00,r1)U(r2,00
2
1
2 dr| dp()\).

14
+ / fA) / - -
(r1,r2) (—00,r1)U(rz,00) T (A—71)2+

Da beide Summanden fiir v \, 0 gegen Null konvergieren, folgt, dass die
Funktionen f, fiir v \, 0 in L?(R;p) gegen die Funktion My, ., [ kon-
vergieren. Damit liegt also auch die Funktion Mﬂ(””) f in kerG. Es gilt
daher

() / F(Nér(@)dp(N) =0,z € [a,b).
(r1,m2)

Falls a # 0, so folgt aus dieser Gleichung
[ s =0,
(7‘177‘2)

Ist o = 0, so folgt das selbe, wenn man (xx*) zuerst differenziert. Da das fiir
alle r1, ro € R, bis auf die abzéhlbar vielen Sprungstellen der Verteilungs-
funktion von p gilt, haben wir diese Gleichung sogar fiir alle r1, ro € R.
Daraus folgt aber f(A) = 0 fiir p-fast alle A € R. Die Abbildung G ist also
injektiv. (]
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Die folgende Variante des Spektralsatzes zeigt nun, dass fiir eine stetige
Funktion G auf R, der Operator G(S) durch die Fouriertransformation in
den Multiplikationsoperator mit G in L?(R; p) iibergeht.

SATZ 3.2.3. Sei G eine stetige Funktion auf R. Dann bildet F den De-
finitionsbereich von G(S) auf den Definitionsbereich von Mg ab und es gilt

G(S) = F 'MgF.
Insbesondere gilt
o(S) = supp p.
BEWEIS. Sind g € Coo(R) und f € Cpola, b), so gilt

1= [ 1) [[006r@an0) de
o
= [a0) [ r@or@arann) = (.9)

p
Daraus folgt sofort

(f,G9) = (Ff.9),, fe€Lab), geL*R;p).
Mit Lemma 3.2.1 folgt daraus fiir alle A1, Ao € R, A1 < Ao

(G(S)EO, Mlf,0) = (MaM,, o, F 1. Fg)

= (gMGM]l()\l,)\Q]]:fvg> , [y 9¢€ LQ((IJ)),

also
G(S)E(A, A2] = gMgM]lQMQ]]:.

Ist nun f im Definitionsbereich von G(S), so folgt daraus
2
|Marts ., Fi = 16 Bl 6(S)1 )P
fiir n — oco. Also liegt Ff in D (M¢g) und
G(S)f =GMgFf.
Ist umgekehrt g € D (M¢), so konvergiert die Folge G(S)E(—n,n]Gg wegen

|G(S)E(=n,nGg ~ GMag| = |Ma (Ms,.9 - 9)| — 0,

p
fiir n — oo. Also liegt Gg in D (G(S5)). O
KOROLLAR 3.2.4. Es gilt
_ 1 A N
m(z) = Re m(z)—l—/R/\_Z—l_i_/\zdp()\), zeC™.

BeEWEIS. Ist g € Cpo(R) und z € C\R, so gilt einerseits

R.G9(a) = 931,.9(0) = | L2 6 (@anin)

und andererseits, wegen Satz 2.5.3

R.Gg(a) = ¢(a) (Gg, =) = ¢-(a) (9, FP2) .
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Falls a # 0 folgt daraus, dass die Funktion r,, die Fouriertransformierte
von v, ist. Ist a = 0, so erhéilt man das selbe, wenn man die Ableitung der
Resolvente betrachtet. Daraus und der Gleichung

1 Im 2
I —— | dp(A\) =51 ——dp(\
m(A ) o) = extin =+ [ a0

R

Im m(z) = caIm z+/
R

folgt mit Proposition 3.1.2

_ Im m(z)

1 9 9 1
— = _dp\) = = P = |1 F ) = | ————dp(N),
rt [ oo = T = el = Wl = [ o)

also cp = 0. Weiters gilt

) 1 A
Rem(z)—q—l—/RRe()\_i—w)dp(A)

1
=C1 =+ /RRG <1—i-)\2> dp()\) =C1.

O

Ist A € o(9) ein Eigenwert, so kann man das Mafl p{\} in diesem Punkt
iiber die Funktion ¢, berechnen.

PROPOSITION 3.2.5. Ist \ ein Eigenwert von S, so gilt

PN} = 6l 2.

BEWEIS. Ist A ein Eigenwert, so ist ¢, ein Eigenvektor zu A. Wegen
Lemma 3.2.1 gilt fiir alle A1, Ao € R mit Ay < A < A9

For=TFE (M, Xo]or = My, ,, Fox
Also verschwindet F¢, (t) fiir p-fast alle t # \. Weil F unitér ist folgt daraus

2 _ 2 2
l6al2 = | Foal2 = /{A} Foxt) dp(t)
2

= p{A} </ab ¢A(w)2dl’> = p{A}lloal*-
O

Wir wollen diese Begriffe nun an einem einfachen Beispiel illustrieren.
Sei dazu im Folgenden

2=z
stets eine Wurzel auf C, die auf C\ (—o0, 0] analytisch ist und die Re v/z > 0,
fiir alle z € C erfiillt.

BEISPIEL 3.2.6. Sei 79 der Sturm-Liouville Differentialausdruck auf dem
Intervall (a, c0) mit Potential ¢° = 0. Weil a endlich ist, siecht man, dass 7°
bei a regulir ist. Da die Losungen von 7% = 0 genau die Polynome von
Grad hochstens eins sind, ist 79 bei oo im Grenzpunktfall. Weiters sei SO die
selbstadjungierte Realisierung von 7° mit Dirichlet-Randbedingungen bei a,
also

fla)=0, feD(S").
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Fiir alle z € C ist das entsprechende Fundamentalsystem 67, ¢2 aus Ab-
schnitt 3.1 zu diesem Operator gegeben durch

00x) = cosv/a(z —a) und @Uz) = VLD g o),
Vz
wobei diese Funktionen im Fall z = 0 als
00(x) =1 und ¢J(z)=2—a, x€ [a,00)

zu interpretieren sind. Obwohl die Wurzel nicht analytisch auf C ist, sind
die Punktauswertungen 69(zo) und ¢%(z), fiir jedes zg € [a, 00) analytisch
auf ganz C. Es wire sogar egal welche Wurzel man verwendet. Die Funktion

Yo(x) = 0%(z) — V—2¢2(z) = cosiv/—z(z — a) + isiniv—z(x — a)
_ v Ea—a)

, € la,00)

ist daher fiir alle z € C\R eine Losung von (7‘0 — z) u = 0 und liegt in

L?(a,00), ist also die Weyl-Losung. Die Weyl-Titchmarsh m-Funktion m°

von S° ist daher

m?(z) = —v/—z, z€C\R.
Das Spektralmaf p° von m? ist dann wegen Eigenschaft (A.1) aus Satz A.1.1,
fiir jede Borelmenge B gegeben durch

1
p°(B) = W/Bﬂ(o,oo)(él?)\/fdéﬂ-

Insbesondere folgt daraus

o (SO) = supp p° = [0, 00).

3.3. Jost-Lésungen

Neben den Voraussetzungen der vorigen Abschnitte, sei in diesem Ab-
schnitt b = co und ¢ ein Potential, das zusétzlich

[l - a)ds < o0
a
erfiillt. Weiters verwenden wir die Notation
o1(u) = / lg(s)|ds und o9(u) = / o1(s)ds, wu € [a,0).

Das ist sinnvoll, da in diesem Fall ¢ € L!(a, o) und auch o € L!(a,0), da

/aoo o1(B)df = /aoo /aoo Lit,00)(s)lq(s)[ds di
= /aoo la(s)] /aoo (1,009 (5)dlt ds

= /OO lq(s)|(s — a)ds < 0.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen
fiir jedes z € C\R eine Losung von (7 — z)u = 0 existiert, die sich asympto-
tisch so verhilt, wie die Weyl-Losung 10 von S° aus Beispiel 3.2.6.
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LEMMA 3.3.1. Es existiert eine quadratisch integrierbare Funktion K auf
[a,00) x R, welche der Integralgleichung

1 [ 1 [ y+(s—x)
Ky =5 [ a@das+y [ a) [ Ksdrds, (@) € Ax
z Yy

= —(s—x)
geniigt, auflerhalb von A verschwindet und auf Ao stetig ist, wobei
Ao ={(z,y) eR* a <z <y}.
BEWEIS. Sei die Funktion Ky auf [a,00) x R definiert durch

L 2%, q(s)ds falls (z,y) € A
K0<x7y):{2f;yq<> (2,9)

0 sonst.

Weiters definieren wir fiir n € N die Funktion K, auf [a,00) X R induktiv
durch

1 [ y+(s—2)
Kn(x,y):Q/ q(s)/ oo K, _1(s,t)dtds.
T y—(s—x

Nach Definition verschwindet K auflerhalb von A,,. Dass fiir n € N auch die
Funktion K, auBerhalb von A, verschwindet, sicht man induktiv aus der
Definition, da in diesem Fall der Integrand K,,_1 auf dem Integrationsbereich
verschwindet. Wir wollen nun induktiv die Abschétzung

21 <a:+y) (02(x) — 0 (52))"

‘Kn(x7y) ) (%y) S A007 n e NO

-2 2 n!

zeigen. Fiir K ist diese Abschéitzung offensichtlich. Fiir n € N erhalten wir,
da die Funktionen o und o9 monoton fallend sind fiir alle (z,y) € A

1 [ y+(s—x)
| Kn(,y)] < 2/ ‘Q(S)’/ | Kp—1(s,t)|dt ds

max(y—(s—x),s)

o) y+(s—x o s+t go(3) — o s+t\\n—1
<1/ ‘q(s),/“ ) 1(55) (o2(8) — o2 (1)

2 max(y—(g_w)73) 2 (n _ 1)[
z+ty 0o s u==
o1 (*5%) 2 -
< YY) —
~ 2(n—1)! /z la(s)] max(Z52.) (02(s) — o2 (1)" " drds
_ o (5 /°° / -
- 2(n—1)! sty Jp_us g(s)[ (o2(s) — o2 (r))" " dsdr
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Wegen dieser Abschitzung konvergiert die Reihe

y) =3 Kule,y), (2,y) € [a,00) x R

gleichméfig und es gilt

K(z,y)| < Zf’l (*34) (02() —2'2 (=9)"

2
91 (%ﬁ) eag(x)fo'g(%ﬂ)

, (z,y) € A,

\)

Natiirlich verschwindet K auflerhalb von A.. Da die Funktionen K,,, n € Ny
auf A, stetig sind, ist auch K stetig auf A,,. Um die Integralgleichung zu
zeigen, seien (x,y) € Ay. Dann gilt

K(:Cay) = KO(:E?y) + Z Kn(fb,y)

n=1

P 1 [ y+(s—x)
:Ko(x,y)—FZZ/ q(s)/ Kp_1(s,t)dtds

n=1 z

y—(s—z)

1 y+(s—z) 2
Koy [ ae) [ S Kaa(styitds
T y—(s—z) n—1

1 [ 1 [ y+(s—x)
= / q(s)ds—i—/ q(s)/ K(s,t)dtds,
2 e 2 Ja y—(s—2)

wobei die Vertauschung der Integrale und Summen mit dem Satz von Fu-
bini und den Abschétzungen aus dem vorigen Schritt gerechtfertigt wer-
den kann. Es bleibt zu zeigen, dass K quadratisch integrierbar ist. Aus der
Abschétzung, die K erfiillt folgt,

/ / (z,y)” dy dw <
- 4/ / <$+y> o2(o2(2) =0 (252
1/a o1z ) (w+y) (r2e)-22(242)) gy

o1(x) [62(02($) o L/ zda:

) dy d

IN

8

9\8;\

o1(x) (6202(36) - 1) dx

_ 16%2(@] -

| —
Q
[\&)
—~
&
N—
o

N N e Y N Y

/
D
[\~]
9
(V]
NS
|
—_
|
)
(V)
—
Q
SN—
~_



50 3. WEYL-TITCHMARSH m-FUNKTION

KOROLLAR 3.3.2. Hat g kompakten Triger in |a,c0), also q(x) = 0 fir
fast alle x € (¢, ), fir ein ¢ € [a,00), so erfillt die Funktion K zusditzlich
K(z,y) =0 fir alle (z,y) € [a,00) x R mit y > 2¢ — x.

BEWEIS. Die Funktion K verschwindet in diesem Fall offensichtlich,
fir alle (z,y) € [a,00) x R mit y > 2¢ — . Mit Induktion sieht man, dass
auch die Funktionen K, n € N in diesem Bereich verschwinden, woraus die
Behauptung folgt. O

Sei nun K eine Funktion, wie aus Lemma 3.3.1 und Vx der Volterra-
Integraloperator auf L?(a, oo) mit Kern K

Vi f(x /K:Ct t)dt, x € (a,00), f € L*(a,00).

Da der Kern K quadratisch integrierbar ist, ist dieser Operator wohldefi-
niert.

SATZ 3.3.3. Fiir alle z € C\R ist die Funktion Vi eine Lésung von
(1 —2)u =0 und erfillt

|VK1/12(:E)| < eo2l@ W)z }, x € |a,0).

BEWEIS. Sei z € C\R. Dann gilt fiir alle 7, s, ¢ € R mit ¢ > s und
a<r—(t—s)

r+(t—s) r+(t—s)
/ YO (u)du = / e VR gy,

r—(t—s) r—(t—s)
eV Er-a) siniv/—z(t — s)
iv—=z
— 20t — 5+ a).

Damit erhélt man nun fiir z € (a, c0)

o [ aetesa= [0 [t

. / g )(s)8Us — z + a)ds.

AuBerdem erhilt man fiir z € (a,00) und s € (x, 00)

(%) 2¢0(s—ﬂz+a/ K(s,t)y0(t)dt
(s—2)
/ K(s.t) /H_) $0(y)dy dt
(s—2)
/ Y( / o) K(s,t)dtdy

y+(s—x)
/ e / K (s, t)dt dy,
(s—x)

wobei die letzte Gleichheit gilt, da fiir y <z < s

y+(s—z)
/ K(s,t)dt = 0.
y—(s—x)
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Die Vertauschung der Integrale in (x) und (**) ldsst sich dabei mit dem Satz
von Fubini rechtfertigen. Sei nun

f2(x) = VK¢0 / K(z,y)v, (y)dy, =€ (a,0).

Das asymptotische Verhalten dieser Funktion folgt mit der Abschitzung von
K und da !1/12‘ monoton fallend ist, aus

Vsl < ] 2] [ g () e

= [93(a)| + [02(a)| [eo=(5)]

= [42(@)] ), @ € [a,00).

o0

y=zx

Aus der Integralgleichung, die K erfiillt, sowie (%) und (xx) folgt dann
/ K(z, )¢, (y)dy =

-5 ﬂﬂ«@w@wwy+
// / S:c) K (s, )yl (y)dt ds dy

= [ s - at apats)ulonds +
/ #(s — x + a)q( / K(s,t)y%(t)dt ds

/qbos—x—i—a) ( /Ksth )

_/ W\/(g‘l’)q(s)fz(smt, z € (a,00).

Also erfiillt die Funktion f,

o) e/ g [TIVEED ) 1 )y, € o)

und ist damit eine Losung von (7 — z)u = 0, wie man unmittelbar nachrech-
net. U

Der Operator Vi bildet also die Losungen ¢?, z € C\R auf Losungen
von (7 — z)u = 0 ab, die sich asymptotisch wie die Funktionen 10 verhal-
ten. Da die Funktionen Vx? fiir alle 2 € C\R in L?(a, c0) liegen, sind sie
skalare Vielfache der Weyl-Losungen v, z € C\R, falls nur 7 bei co im
Grenzpunktfall ist. Man kann zeigen, dass dies unter den Voraussetzungen
dieses Abschnitts stets der Fall ist. Die Funktionen Vx?, 2 € C\R werden
oft auch Jost-Losungen genannt.
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3.4. Asymptotik der m-Funktion

Sei in diesem Abschnitt 7 wieder ein Sturm-Liouville Differentialaus-
druck auf einem beschrinkten oder unbeschrinkten Intervall (a,b), der re-
guldr bei a ist und S eine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit getrennten
Randbedingungen. Es existiert daher ein eindeutiges « € [0, 7), sodass

f(a)cosa — f'(a)sina =0, feD(S).

Ist 7 bei b im Grenzkreisfall, so erfiillen die Funktionen aus dem Definiti-
onsbereich von S aulerdem noch eine Randbedingung bei b. Weiters sei m
die Weyl-Titchmarsh m-Funktion von S und die Funktionen ¢,, 6,, z € C
und v, z € o(S) wie in Abschnitt 3.1 definiert.

Wir fithren fiir alle z € C\R die Funktion

v (z)
P =y
ein. Wére v.(z) = 0 fiir ein # € [a,)), so wire 1., ) ein Eigenvektor
zum Eigenwert z einer selbstadjungierten Realisierung von T’(x’b) und zwar
derjenigen mit Dirichlet-Randbedingungen bei x und der Randbedingung
von S bei b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Die Funktionen p,, 2 € C\R
sind also wohldefiniert. Auflerdem sind sie lokal absolut stetig und erfiillen
die Riccati-Gleichung

x € [a,b)

(@) = q(x) — 2 = pa(2)’
fiir fast alle = € (a,b). Weiters sieht man unmittelbar
_Yl(a)  m(2)¢(a)+6.(a)  m(z)cosa—sina

p=(a) = ¥.(a)  m(2)¢.(a) +0.(a) m(z)sina+ cosa’ z€C\R
und damit
(32) m(z) = sina + p;(a)cosa 1,(a)sina + ¢ (a) cosa s €C\R.

cosa —pz(a)sine  t.(a)cosa — ¢, (a)sina’
Insbesondere gilt daher offensichtlich im Fall o = 0
Y. (a)
m(z) =
(2) o)

Allgemeiner gilt sogar folgende Proposition.

=p.(a), zeC\R.

PROPOSITION 3.4.1. Sei ¢ € [a,b) und Sy die selbstadjungierte Realisie-
rung von 7|y mit Dirichlet- Randbedingungen bei c und der Randbedingung
von S bei b, falls T und damit 7|y bei b im Grenzkreisfall ist. Ist mo die

m-Funktion von go, so gilt
mo(z) =p.(c), z¢€ C\R.

Bewers. Fir z € C\R ist die Funktion f.(z) = ¢.(z), € [c,b) eine
Losung von (7|(.p) — z)u = 0, die in L?(c,b) liegt und die Randbedingung
bei b erfiillt, falls 7|(.;) bei b im Grenzkreisfall ist. Also ist f, ein skalares
Vielfaches der Weyl-Losung v, von Sy und es gilt

M@:@®:ﬁ@:%@:
V.(e)  f:e) (o)

p.(c), ze€ C\R.
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Wir wollen in diesem Abschnitt das asymptotische Verhalten von m
untersuchen. Zunéchst werden wir uns auf den Fall & = 0 beschréinken.
Anschlieflend iibertragen wir die Ergebnisse mit Hilfe von (3.2) auf den all-
gemeinen Fall. Wir betrachten dazu im Folgenden, fiir ein, zunéchst belie-
biges ¢ € (a,b), den Sturm-Liouville Differentialausdruck 7. auf (a,co) mit
Potential

Golx) = {q(w), falls = € (a, (|
0, falls = € (¢, 00).
Weiters sei S, die selbstadjungierte Realisierung von 7. mit Dirichlet-Rand-
bedingungen bei a, also

fla)=0, [feD(S).

Da 7. bei co im Grenzpunktfall ist, ist keine Randbedingung bei co not-
wendig. Weiters sei m. die Weyl-Titchmarsh m-Funktion von S, und die
Funktionen 6., ¢¢ ., 2 € Cund 9.z, p -, 2 € C\R in offensichtlicher Weise,
wie in Abschnitt 3.1 definiert.

LEMMA 3.4.2. Seien A, B, C, D € C mit AD — BC =1, D # 0,
Im (CD) < 0 und f die Mébiustransformation

AC+ B
1O = e

Dann gilt fiir ¢1, ¢ € CT
1£(¢1) — F(G)| < |Im (CD)| .

BEWEIS. Betrachte die Mobiustransformation

€)= mpet = 5ot

IS =Dty 1 - cD T+ ¢
Dann gilt g(0) = 0 und ¢'(0) = 1. Also ist g (RU {oo}) ein Kreis, der die
reelle Achse im Ursprung tangiert. Der andere Punkt auf der imaginéren
Achse ist

(e C®=CU{o0}.

¢ e C™.

-1 —1
g (Re (091)) ~ Im(CDY)’
Also hat der Kreis Durchmesser [Im (CD™!) ‘_1 = |D|?|Im (CD) ‘_1. Setzt
man D = |D|e mit ¢ € [0,27), so gilt wegen AD — BC =1

AC+B  ADC+BD ¢ BC¢+ BD
=67 D~ Cpcrp® ~ eDC+D? T CDC D?
¢ BCOC+D

: B
— o 2ip D -2
@by pocrp ¢ PO

Da die Translation um B/D und die Multiplikation mit e=2*% den Durch-
messer unveréndert ldsst, bildet f, RU{oo} auf einen Kreis mit Durchmesser
ID|7?|Im (CD™1)|” = |Im (CD)

ab. Da der Pol —DC~! von f in der unteren Halbebene liegt, ist f(C")
beschrinkt. Also muss C* auf das Innere dieses Kreises abgebildet werden,
was die Behauptung zeigt. O

‘—1 }—1
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LEMMA 3.4.3. Sei a = 0 und fiir jedes z € C\R sei f, die Mébiustrans-
formation

0.(c)¢ —0.(c
£.(0) = PR,
¢2(c)¢ — ¢.(c)
Dann gilt fir jede nichttriviale Losung u von (1 — z)u = 0
V@ _ (v
u(a) 7 \ule) )’
BEWEIS. Die Inverse von f, ist die Mobiustransformation
_ ¢.(c)C+0.(c
fz l(c) —_ ( ) ( )7
¢=(c)¢ + 0:(c)
Wegen o = 0 gilt nach Proposition 1.2.5 fiir jede Losung u

u(z) = u(a)b:(z) +u'(a)g=(z), € [a,b)

(e C™.

¢ € C™.

also
w(c) _ ¢(ov'(a) + 0 (c)ula) .y (u'(a)
u(e) — da(c)(a) + 0:(c)ula) I <U(a) ) ’
woraus die Behauptung folgt. O

LEMMA 3.4.4. Sei o =0 und z € C\R. Dann gilt

m () me ()] < [ (9.9 )|

BEWEIS. Aus Eigenschaft (3.1) sieht man, dass wir uns auf den Fall
Im(z) > 0 einschrianken kénnen. Sei f, die Mobiustransformation aus Lem-
ma 3.4.3. Wir wollen zeigen, dass die Voraussetzungen aus Lemma 3.4.2
erfiillt sind. Offensichtlich gilt

6.(c).(¢) — 0.(c) s (c) = W (B, 6.)(c) = L.

Auflerdem gilt ¢, (c) # 0, da sonst eine selbstadjungierte Realisierung von
T\(M) existierte, mit qﬁz\(w) als Eigenvektor zum Eigenwert z. Sei weiters

f(@) = ~m (6.(2)dL()) , @ € [a,b).
Wegen f(a) = 0 und
7'(2) = —tm (|6@)|* + 6. (2) 7))
= —Im (q(@) |6 () > — Z | ()
= —[¢:(x)* Im(z2),
fiir fast alle z € (a,b) gilt dann
1 (6. = f(0) = [ 't =~1m(a) [ [o-(0 dt <o

Also erfiillt f, alle Voraussetzungen aus Lemma 3.4.2. Nach Lemma 3.4.3

gilt
k@) (0N
ms) = S50 = £ (519 = 1 0t
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Da die Fundamentalsysteme 6., ¢, von S und 0. ., ¢.. von S, auf [a,c]
iibereinstimmen, gilt andererseits auch

me(z) = e ()—fz( : (C)) £ (pe=(0)).

1/)0 z( ) wc z(c)
Wegen Proposition 3.4.1 gilt weiters p,(c), pe.(c) € C*, womit man mit
Lemma 3.4.2 das Gewiinschte erhilt. U

PROPOSITION 3.4.5. Sei a« =0 und z € C\R mit

Re\@>max< / la(s \ds).

Dann gilt
864 ’Z‘ 2(c—a)Re \/TZ
5 |Im+/— |

Beweis. Da die Funktion ¢, eine Lésung von

[m (2) —me(2)] < —

(TO|(a,b) - Z) U= —qo,
ist, gilt nach Proposition 1.2.5

6ul0) = 20e) + [ (21200) - ) a0)0- )
- () /¢°x—y+a><>¢z<y>dy, 7 € [a,b),

wobei 62 und ¢? die Funktionen aus Beispiel 3.2.6 sind und die zweite Gleich-
heit aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen folgt. Auflerdem
werden wir noch die folgende Abschiitzung fiir ¢2 brauchen

e(x—a)Re\/TZ _ e—(x—a)Re\/TZ _ } _ e(:c—a)Re\/jz
2[v=2| IR VAt

Sei nun g die Funktion

g(x) = V/—ze~(@—a)Re ‘/quﬁz(a:), x € [a,b).

Dann gilt fiir alle = € [a, ]
l9(@)] = [v=ze RV g, ()]
< |[V=ze @R VTR0 )| 4
+ ‘\/—ze‘(””‘“’Reﬁ/ $x—y+ a)q(y)@(y)dy‘

)| x € [a,b).

<1+

/ ¢ (x —y + a)e”TTYIRe ﬁq(y)g(y)dy‘

<t o [ lawllotldy

1
<14 - sup |g(y)|.
y€la,c]
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Damit ist g auf [a c] durch 4/3 beschriankt. Weiters gilt fiir alle z € [a, (]

o)~ o) < [ \¢°x—y+a Ja(y)¢-(y)| dy
<|v=2|" (& —y+ a)q(y)g(y)e¥ V=
< V=2 elem eV sup l9(y I/ lq(t)|dt
y€la,c]
e(acfa)Re\/fiz
S -
3 ‘\/—z‘
Daraus erhélt man mit der Dreiecksungleichung nach unten
162(2)] > ’¢O( )‘ elz—a)Rev/—2
(2)] > |05(2)| — ————
3 ‘\/—z|
e(l’*&)Re\/TZ _ ef(xfa)Re\/jz e(xfa)Re\/jz
> _
h 2|v—| 3|v—]
(z—a)Rev/—z
=< (1 — 3¢ 2(@—a)Re ‘/TZ) , € la,d.
6|v—2|
Fiir x € [ ] kann man das weiter abschétzen durch
e(x—a)Re\/jz 9 In(6)
-0 = S (1 3 )
6|v—|
e(a:fa)Re\/?z
12 ’\/—z}

Sei nun wie im Beweis von Lemma 3.4.4
(@) = 1 (6.@)7L@) = ~(2) [ [oulo)fde, 7€ fab)
Dann gilt

tn (6.(7L@) | = 17(@)| =l 2] [ [6-(0) 2 o
> [2Re v "2 Im /2| / 6.(@) da
> ‘QRG\/TZIIH\/TZ‘ /C 62(x—a)Re\/jzdx

122 |/—2|? ate
_ 2Rey/=z[Im /=] 2 aRev™> (1= e temamev)
122 |z| 2Re/—2
|Im F’ 2 (c— a)Re\/jz
“ %61 7]

Mit Lemma 3.4.4 ergibt sich nun die Behauptung

Im (2) —me (2)] < (Im (¢T(c)¢;(c)) ‘71 < 8?1\11]&'5/’?46_2(0_&)%@-
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PROPOSITION 3.4.6. Sei z € C\R mit Rey/—z > 2 [ |q(t)|dt. Dann gilt
|mC (z) + \/—z’ < 2/ lq(t)|dt.
a

BEWEIS. Zur Abkiirzung setzen wir Q(c) = [7|q(t)|dt. Ist Q(c) = 0,
so folgt die Behauptung sofort aus Beispiel 3.2.6. Sei also im Folgenden
Q(c) > 0 und f die Funktion

f(x) =pez(z) +V—2, =€ a,0).
Dann erfiillt die Ableitung von f
f'(@) = q(a) = 2 = peo(2)* = q(x) — f(2)? + 2v/=2f(2),
fiir fast alle x € (a,00) und wegen Proposition 3.4.1 und Beispiel 3.2.6 gilt
f(¢) =pc(c) +V—2z=0.
Also haben wir

T f(z) = - / T (g(0) ~ F4P) bty € fad]

T

Angenommen die Funktion f wire auf [a, ¢| nicht durch 2 Q(c) beschrénkt.
Dann existiert wegen der Stetigkeit von f ein ¢y € [a,¢) mit |f(co)| = 2Q(c)
und |f(x)| < 2Q(c) fiir alle = € (¢, ¢]. Dann wére aber

[ e ) - g2y an

co

S/ ‘q(t)’dt+4Q(C)2/ ¢~ 2Re V=E(t—co) gy
co

C 2 0 C 2
ey < A0+ gy =200

Also muss f auf [a, c] durch 2 Q(c) beschrinkt sein, insbesondere gilt

Ime (2) + vV=2| = |pez(a) + V2| = |f(a)] < 2/c lq(1)]dt.

|f(co)| =

< Q(e) +

Fiir jedes § € (O, g) bezeichnen wir mit K5 C C den Kegel
Ks ={z€C]| |Imz| > tand |Rez|}.

Wir werden nun die vorangehenden zwei Propositionen kombinieren und
sehen, dass sich die Funktion m im Fall a = 0 asymptotisch, fiir grofe z in
K, wie die m-Funktion m" von S° aus Beispiel 3.2.6 verhiilt.

SATZ 3.4.7. Ist a =0, so gilt fiir jedes § € ((), g)
|m(z) + \/—z| — 0, fir |z| — oo in K.
BeEwEIs. Fiir jedes z € K gilt

Im z=—-Im (\/jzx/jz) = —2Rev—2zImv—2
Re z = —Re (V=2v=2) = — (Rev=2)" + (Im v=2)".
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Aus [Im z| > tand |Re z| folgt daher

‘Im@}z — ’Re@f < ‘(Im\/TZ 2 — (Re\/TZ 2) = |Re 2|

Im 2|
< tand  tond ‘Re \/—z’ ’Im\/—z‘
Da Im+/—2z # 0 gilt damit
Re+v—z 2 2 |Re 2 50
Imy/—z tand |Imy/—2z
und daher notwendigerweise
Re+/— 1 1
¢ s +\——t1=7>0.
Im+/—2 tand tan® 0
Weiters gilt
1
=1/|Re z|* + |Im z|* < |I -
() J2l = /Re 2 [1m 22 < [1m 2]y /14—
1 2 1 2
=2Rev—z|Im v/~ \/1 35 < \/1 + —55 (Rev=2)".
y n

Sei nun € > 0 beliebig und ¢ € (a,b) so klein, dass

/|q |dt<—

Aus (%) und da stets Re/—z > 0 gilt, sieht man, dass die Voraussetzungen
aus Proposition 3.4.5 und Proposition 3.4.6 erfiillt sind, falls nur |z| > M;
fir ein M; € R. Weiter existiert aus den gleichen Griinden ein My € R,
sodass fiir alle z € K mit |z| > My

1728 €
/1 Re+/— —2(c—a)Rev/—2 < =
5 + tan2 5 eV TEe —-2
gilt. Also gilt fiir alle z € Ks mit |z| > max(M;, Ma)
‘m )+ V— }<|m H—]mc )+ V- |
864 |z| _ — ¢
<= —2(c a)Reﬁ+ 2/ d
‘Im \/_72’ “ ‘Q(s)‘ S
E @21%6 V2 ‘Im \ _Z} 1+ 1 672(cfa)Re\/jz
-2 5 ‘Im \/—z’ tan? &
e 1728 1
_ = 1 Re/— —2(c—a)Re/—z
2 + 5 + tan? d ¢ =¢
-2 2

O
Im néchsten Abschnitt werden wir noch folgendes Ergebnis benotigen.

PROPOSITION 3.4.8. Seid € (a,b) und § € (0,%). Dann existieren Kon-
stanten C', M € R, sodass

[p=(@) +V=2| <C, welad, 2 €K, |2] > M.
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Bewers. Wir wihlen ein festes v € (0,b — d). Fiir jedes xo9 € [a,d]
stimmt nach Proposition 3.4.1 die Abbildung z — p,(xg) auf C\R mit der
m-Funktion einer selbstadjungierten Realisierung von T’(x(hb) mit Dirichlet-
Randbedingungen bei zq iiberein. Mit ¢ = d + v € (a,b) folgt dann aus
Proposition 3.4.5 und Proposition 3.4.6

|p(20) + V—2| <

e+ 1728 1
<2 / lq(t)|dt + 14 Re /7 ¢~ 2(d+7—a0)Re /=2
I

o 5 tan? §
dty 1728 1 C9RevE
<2 lq(t)|dt + 3 1+ tanQ(SRe\/—ze ,
a

falls nur z € K5 und

Re /=7 > max (1“§6>,4 / dﬂ rq<t>|dt) ,

was sicher dann erfiillt ist, wenn nur |z| > M, fiir ein bestimmtes M € R.
Da diese Abschéitzung unabhéngig von xq € [a, d] ist und die rechte Seite fiir
alle z € K5 mit |z| > M beschrénkt ist, ist die Behauptung bewiesen. [

Wir iibertragen nun die Ergebnisse aus Satz 3.4.7 auf den allgemeinen
Fall a € (0, ).

SATz 3.4.9. Ist o € (0,7), so gilt fiir jedes § € (O, g)
m(z) — —cotay, fir |z| — oo in K.
BEWEIS. Wegen (3.2) gilt

m(z) = sina + p.(a) Cf)SOé’ L €C\R
cosa — p.(a)sina

Nach Satz 3.4.7 gilt
Ip.(a)| — oo, fiir |z] — oo in Kj
und damit
p.(a)"'sina + cosa

m(z) = - - — —cota, fiir|z| — oo in K.
pz(a)~lcosa —sina

3.5. Lokale Eindeutigkeitssitze

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich die m-Funktionen
zweier Sturm-Liouville Operatoren unterscheiden, wenn diese lokal um den
Randpunkt a iibereinstimmen. Seien dazu 7;, i € {1,2} zwei, bei a reguldre
Sturm-Liouville Differentialausdriicke auf Intervallen (a, b;) mit Potentialen
gi, wie in den vorigen Abschnitten. Fiir ¢ € {1,2} sei auBerdem «; € [0,7)
und S; eine selbstadjungierte Realisierung von 7; mit der Randbedingung

f(a)cosa; — f'(a)sina; =0, feD(S;)

bei @ und einer Randbedingung bei b;, falls 7; bei b; im Grenzkreisfall ist.
Weiters bezeichnen wir mit m; die Weyl-Titchmarsh m-Funktion von .S; und
mit 0; 5, ¢; -, z € Cund ¢; ., pi -, 2 € C\R die entsprechenden Funktionen,
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wie in Abschnitt 3.1 und 3.4. Um die Differenz der zwei m-Funktionen zu
untersuchen, verwenden wir die Riccati-Gleichungen, welche die Funktionen
Di.z, 2 € C\R erfiillen. Dazu zeigen wir zunéchst folgenden allgemeinen Satz.

SATz 3.5.1. Seien c € (a,00), r € L'(a,c), G C C und fir jedes z € G
und i € {1,2} sei f;. eine absolut stetige Funktion auf [a,c], welche die
Riccati-Gleichung

fio(@) =r(z) =z fi-(2)?, x € (ac)
fast tberall erfillt. Existiert ein C € R mit
(3.3) |fiz(z) + V2| <C, z€lad, z€G, ie{l,2},
so gilt
f1.2(a) = fo(a)| < 20e 2ema)Bev=2=C) ¢ G,
BEWEIS. Fiir z € G seien
fo(@) = f12(z) = faz(x) und g.(z) = fr.(z) + frz(2), = €ad.
Dann gilt
fil) = fio(2) = f5.(2) = = frz(2)? + faz(2)?
= —(f1:(®) = f2,(2)) (f1,:(2) + fo:(2)) = = [2(2)g:(x), € [a,c]
und daher
fo(@) = f(ele 0%z €fa,e]
Aus (3.3) erhalten wir die Abschétzung
Re fiz +Rev—2 < |Re(fi. +V=2)| < |fi. +V—2|<C, zeG.
Zusammen gilt damit
1£12(a) = fo2(@)] = [ f12(0) = faz(c)[ele e fra (¥R LoDl
< 9(C'e)s 20—2Re/=zdt
— 90 2e—a)(Rev=2-C) g
O

Wir wollen Satz 3.5.1 auf die Funktionen p; . und ps ., z € C\R, welche
die Riccati-Gleichungen

p;z(z) =qi(z)— =z —pLZ(aj)Q, x € (a,b;), z€ C\R, i€ {1,2}

fast iiberall erfiillen, anwenden. Die benétigte Abschéitzung (3.3) haben wir
bereits in Proposition 3.4.8 bewiesen. Wir erhalten somit folgenden Satz.

SATZ 3.5.2. Seic € (a,b1) N (a,b2) und 6 € (0,%). Stimmen die Poten-
tiale auf (a,c) iberein, also

0 (z) = q2()
fir fast alle x € (a,c), so gilt

p1z(a) — p2z(a) =0 (6‘2“‘“)1:‘e \/‘7) . fir |z| — oo in Kj.



3.5. LOKALE EINDEUTIGKEITSSATZE 61

BeEWEIS. Da die Potentiale ¢; und g2 auf (a, c¢) fast iiberall iibereinstim-
men, erfiillen die Funktionen p; , und ps . auf (a,c) die Riccati-Gleichung

Pio(@) = qu(z) — 2 = piz(2)*, 2 €0(S), i €{1,2}
fiir fast alle x € (a, c). Weiters existieren nach Proposition 3.4.8 Konstanten
C, M € R, sodass

‘pzz +\/7‘<C’ x € [a,c], z € Ks, |z| > M.

Nach Satz 3.5.1 gilt somit also

[p1,2(a) = po.o(@)] < [prs(e) = pas(e)| 2D 2em RV,
fiir alle z € K5 mit |z] > M. Aus Satz 3.4.7 und Proposition 3.4.1 folgt

Ip1,2(c) — p2.(c)| — 0, fiir |2| — oo in K
und daraus die Behauptung. O
Falls a; = ag = 0, so folgt, wegen
mi(z) = pi.(a), ze€C\R, ie{l,2}

unter den Voraussetzungen von Satz 3.5.2

mi(z) —ma(z) =0 (e_2(c_a)Re \/_7) , fir |z| — oo in Kj.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass auch die Umkehrung davon gilt. Dazu
benétigen wir zunéchst noch zwei allgemeine Lemmata.

LEMMA 3.5.3. Seic € (a,00), ¢ € (—3,%) und f € L'(a,c) mit
/f tare‘/’dt‘<c«‘ (c—a)ret®

fiir bestimmte Konstanten C', M € R. Dann gilt f = 0.

, r>M,

BeEwEIS. Die Funktion
_[Cf®) .
) = mdt, z € (C\ {’”"‘ re [_C, —(I]}

ist analytisch. Fiir jedes € > 0 betrachten wir die Funktion h. auf R

_ h(e —is) — h(—e —is)
he(s) = — / (1) +€2dt
= f*g:(s), SER,
wobei .
5
S R.
9e(t) Tt 4 g2’ te

Da die Funktionen g. eine approximative Einheit, fiir € \ 0 sind, konvergiert
he = f * g. fiir e \, 0 in L*(R) gegen f. Es geniigt daher zu zeigen, dass h
zu einer, auf C\{—ic} analytischen Funktion fortgesetzt werden kann. Wir
betrachten dazu die ganze Funktion F

C .
:/ ft)e = dt, zeC.

Nach Voraussetzung erfiillt F
|F(r)| < Ce "% r > M.
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Die Funktion H -
H(z) —/ F(r)e"zewdr
0

ist daher analytisch fiir alle z € C mit Im(z) > —Re(z) tan ¢ — c¢. AuBerdem
gilt fiir alle z > max(|al,|c|)

H(iz) = / F (T)exewrd”:/ / F)e D gt g
0 0 a
c 00 i c ,—ip )
= / () /0 e IR g dt = / % T g = eienia).

+x

Mit dem Identitétssatz folgt nun die Behauptung. U

LEMMA 3.5.4. Sei ¢ € (a,00) und Vi, ein Volterra-Integraloperator auf
L'(a,c) mit beschrinktem Kern L

Vid@) = [ Lea)i@y a€ (@o), e L)
Dann gilt o(V,) = {0}.

BEWEIS. Sei C' € R eine Schranke von |L|, also |L(x,y)| < C, fiir fast
alle z, y € (a,c). Wir zeigen induktiv, dass fiir n € N die Abschétzung

(x —a)" !
(n—1)"

gilt. Fiir n = 1 gilt die Behauptung, da
V@] < [ 1Ll 1)l dy

VL f(@)] < C*|[flh z € (a,0), f€Lac)

gc/mewzcwm e (a0, felLlac).

Ist n > 1, so gilt nach Induktionsvoraussetzung

x . . x —a n—2
Vsl < [ el Ve wldr < el [
o E T e, fe o)
e 1 (n_l)‘ s X a,C, a,C.
Es gilt dann also fiir alle n € N
n _ ¢ n n ¢ (33 — a)n—l
Vel = [ Wes@lds < ol [0
=i pentag
und damit ( )
n nlc—a)"
Vi <C —ar
Wegen
Vvl — o,

flir n — oo verschwindet der Spektralradius von V. Da das Spektrum nicht
leer ist, folgt damit die Behauptung. O
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Der folgende lokale Eindeutigkeitssatz zeigt, wann die zwei Operatoren
S7 und Sy lokal um den Randpunkt a iibereinstimmen.

SATZ 3.5.5. Fiir c € (a,b1) N (a,bz) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gilt a1 = ag und q1(z) = q2(x) fir fast alle x € (a,c).
(b) Fiir alle § € (0,%) gilt

m(z) —ma(z) =0 (e_z(c_“)RC‘/jz) ,  fir |z| — o0 in K.
(c) Fiir jedes € > 0 ezistiert ein ¢ € (0,7), sodass
my (re'®) — my (re'®) = O <€—2(C—a—£)Re\/—refP> . firr — oo,

BeEwEIS. Wir zeigen zuerst die Implikation (a) = (b). Aus (a) folgt mit
Satz 3.5.2

p1z(a) —paz(a) =o (6_2(0_‘1)1)‘6‘/_7) , fiir |z2| = o0 in Kjp.

Im Fall a; = ay = 0 folgt daraus sofort (b). Ist a := ag = g € (0,7), so
folgt aus Gleichung (3.2) unmittelbar

_ p2,z(a) - pl,z(a)
() 1ma(z) —ma(2) = —5— (p1.-(a) + cot @) (pa..(a) + cota)’

z € C\R.

Aulerdem folgert man aus Satz 3.4.7, dass
|pi,=(a) + cot ot <sina, ze Ky, |z| > M, ie{1,2},

fiir ein geeignetes M € R, My > 0. Zusammen mit (%) erhdlt man auch in
diesem Fall

my(z) —ma(z) =0 (e_z(c_a)RC ‘/TZ) , fiir |z] — oo in K.

Die Implikation (b) = (c) ist offensichtlich. Es bleibt also (c¢) = (a) zu zeigen.
Aus (c) folgt wegen Satz 3.4.7 und Satz 3.4.9 notwendigerweise a; = a. Wir
zeigen (a) zunéchst im Fall oy = ap = 0. Ist nun ¢ € (0,c—a) und ¢ = c—e¢,
so gilt nach Voraussetzung

(%) my (rei®) —my (re'?) = O (efZ(Efa)Re \/77“761'%0)  fiir r — oo

fiir ein ¢ € (0, 7). Wegen Satz 3.5.2 konnen wir annehmen, dass by = by = oo
gilt und die Potentiale ¢; und g auflerhalb von [a, ¢] verschwinden ohne diese
Eigenschaft zu verlieren. Seien nun K; und Ky Kerne zu 7 und 79, wie aus
Lemma 3.3.1 und fiir z € C\R, f, = Vi, ¥? und fo. = Vi,¥) die Jost-
Losungen, wie in Satz 3.3.3. Da 71 und 7» bei co im Grenzpunktfall sind
und die Lésungen fi . und fs . in L?(a, 00) liegen, sind sie fiir alle z € C\R
skalare Vielfache der Weyl-Losungen. Damit gilt

@) @)

Pi®) = 5@ T Fal@)

Weiters gilt fiir alle z € C\R fiir die Losungen f; . und fa .

x € [a,00), z € C\R, i € {1,2}.

fiz(z) fa(2) = e~ 2(z—a)V=z +/ L(x,t)e_2(t_“)\/jzdt, x € [a,00),

x
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wobei L gegeben ist, durch
L(z,y) = 2K (x,2y — z) + 2Ks(x,2y — x) +

2y—x
—1—2/ Ki(z,t)Ka(z,2y — t)dt, =z € [a,00), y> x,
X

wie man durch Einsetzen und eine Substitution sieht. Aus Korollar 3.3.2
sieht man, dass L(z,y) verschwindet, falls nur y > 2¢ — x, woraus auch
folgt, dass L beschrénkt ist. Setzt man

Agq(z) = q1(x) — g2(x), =z € (a,00),
so erhilt man fiir alle z € C\R

/Aq(x)flvz(x)fQ,z(x)dQT:/ Aq(z)e=2@=V="72q, |
¢ pra
+ / Aq(z) / Lz, y)e 2W=O0V==24y g

= /aé <Aq(az) + /amL(x,y)Aq(y)dy> o2z,

¢ 2¢—x
- / Aq(z) / L(w,y)e 2=V "2dy da,

indem man das innere Integral in der zweiten Zeile bei ¢ aufspaltet und
anschlieffend die Integrationsreihenfolge vertauscht. Andererseits gilt

W(fl,zaf2,z)/(x) = *AQ(x)sz(fE)sz(-f), S (aa OO)
und daher

/ " Ag(@) 2 (@) fo (@) = W (frsn o) @), =

= [(p12(2) = p2,2(2)) fr.2(2) fo ()],
= (11,2(¢) = p2,2(8)) f1.2(0) f2,2(¢) — (M (2) — m2(2)) f1,2(a) f2,2(a).

Unter Beriicksichtigung von Proposition 3.4.8, Satz 3.3.3 und (xx) erhélt
man damit zusammen

/ (Aq<x>+ / L(:c,qu(y)dy) 2oV gy |

‘pl rew( ) P2 re“f’ )‘ {fl,rei%" (5)‘ ‘f2,rew (E)| +
+ ‘ml (Teup) — m2 (,’"eigo)} ‘fl,rew (a)‘ ‘fQ,rew (a)‘

2c—x .
/Aq / L(z,y)e W=V dy dx

< 01672(0 a)Re \/77’6“P’ r> M

fiir bestimmte Konstanten Ci, M; € R, M; > 0. Damit folgt mit Lem-
ma 3.5.3

xT

a1(x) — aa(z) + / L(z,y) (a1 (y) — a2(u)) dy = 0

a
fiir fast alle z € (a, ¢) und daraus mit Lemma 3.5.4, ¢1 (z) = ga2(x) fiir fast alle
x € (a,¢). Da ¢ beliebig nahe bei ¢ gewihlt werden kann, folgt ¢1(z) = ¢a2(x)
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fiir fast alle x € (a,c). Um (a) auch im Fall a := a1 = a2 € (0, 7) einzusehen,
sei € > 0 beliebig. Aus Satz 3.4.7 folgt dann

Ipi=(a) + cota| < C4 ‘\/jz| , z € Ks, |z| > My, i€ {1,2}
fiir geeignete Konstanten C, M; € R. Zusammen mit (x) erhdlt man
Ip1.2(a) — po..(a)] <sin? aC?z| |my(2) —ma(2)|, z€ K, |2| > M
und damit, mit der Voraussetzung aus (c)

‘pl,rew (a) — Do peie (a)| < 026—2(c—a—5)Re V —reiLP7 r> M,

fiir geeignete Zahlen ¢ € (0,7) und Co, My € R, My > 0. Aus dem bereits
gezeigten Fall folgt damit ¢;(x) = g2(x) fiir fast alle x € (a, ¢). O

Als einfache Folgerung dieses Satzes zeigen wir nun, dass die m-Funktion
den Differentialausdruck und die konkrete selbstadjungierte Realisierung
eindeutig bestimmt.

SATZ 3.5.6. Euwistiert fir jedes ¢ € (a,b1) N (a,bs) ein ¢ € (0,7), sodass
mq (Tew) — mgy (Tew) =0 (6_2(C_G)Re _rew> )
fiir r — oo und gilt zusdtzlich

ml(Z()) = mQ(Z(])

fiir ein zg € C\R, so gilt bereits by = by, ¢1 = q2 und S1 = Ss.

BEwEIS. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit b1 < by vor-
aussetzen. Nach Satz 3.5.5 gilt dann a3 = ap und q;(z) = g2(z) fir fast alle
x € (a,by). Also stimmen auch die Fundamentalsysteme 6; ., ¢1 . und 65 .,
¢o,, fiir alle z € C auf (a,b;) tiberein. Wegen mq(z9) = ma(2) gilt dann
auch 1, (z) = o (x) fiir © € (a,b1). Wére nun by < by, so wire 7
regulér bei b;. Die Weyl-Losung v ., erfiillt also eine Randbedingung bei
bi. Wegen 11 5(b1) = 12, (b1) wire dann aber v [, 5,) €in Eigenvek-
tor zum Eigenwert 2o einer selbstadjungierten Realisierung von 72|, ) Es
gilt also by = by und damit ¢; = go. Ist 7 und damit 7 bei by im Grenz-
punktfall, so gilt bereits S1 = So. Ist 71 bei b im Grenzkreisfall, so folgt aus
W (11,295 ¥2,2 ) (b1) = 0 mit Proposition 2.3.3, dass auch die Randbedingun-
gen bei by gleich sind, also S; = Ss. O

KOROLLAR 3.5.7. Fulls
mi(z) = ma(z), z€Ch
so gilt bereits by = by, q1 = g2 und S1 = Ss.

Da die Funktionen m; und me analytisch sind, geniigt es natiirlich auch,
dass m1 und ms auf einer Folge von Punkten aus CT iibereinstimmen, die
sich in C* héufen.

Betrachtet man nur reguldre Sturm-Liouville Differentialausdriicke auf
einem festen Intervall, so kann man die Voraussetzung in Satz 3.5.6, dass die
m-Funktionen an einem beliebigen Punkt iibereinstimmen, durch eine ele-
gantere Voraussetzung ersetzen. Seien dazu im Folgenden 71 und 72 regulédre
Sturm-Liouville Differentialausdriicke auf dem selben Intervall (a,b), also
b:=b; = by < oo und qi, ¢2 € L'(a,b). In diesem Fall existieren eindeutige
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Zahlen (31, B2 € (0,7), sodass die Funktionen aus den Definitionsbereichen
der selbstadjungierten Realisierungen S7 und S5 die Randbedingungen

f(b)cosB; — f/(b)sin3; =0, feD(S;), ie{l,2}
bei b erfiillen. Geniigen die Weyl-Titchmarsh m-Funktionen mq und ms dann
fiir ein ¢ € (0,7) der Abschétzung

my (rew) — Mo (Tei“’) =0

)

(672(1;7(1)1% VW)

fiir r — 00, so gilt bereits g1 = g2 und S1 = So. Aus dem bereits Gezeigten
folgt ndmlich unmittelbar, dass in diesem Fall sowohl die Potentiale ¢; und
g2, als auch die Randbedingungen bei a iibereinstimmen. Dass auch bei b
die selben Randbedingungen vorliegen, also 81 = (32, folgt aus der Gleichung

; my (Tei"o) —my (Tew) B 4 |cot 31 — cot [ , Eaﬁs ﬁla_ﬂQ 6_(07 )
T v e |\ alls f1 = 2 =0
00, sonst,

welche in diesem Fall gilt. Da wir diesen Eindeutigkeitssatz fiir regulére
Sturm-Liouville Operatoren im Folgenden nicht brauchen werden, verweisen
wir fiir Beweise dieser Gleichung auf [45] Theorem 1.3 und [47] Remark 2.10.



KAPITEL 4

Direkte und inverse Spektraltheorie
im regulidren Fall

4.1. Spektraltheorie im reguliren Fall

Sei 7 in diesem Abschnitt ein reguldrer Sturm-Liouville Differentialaus-
druck auf dem Intervall (0, 7) mit Potential ¢ € L' (0, 7) und S eine selbstad-
jungierte Realisierung von 7 mit getrennten Randbedingungen. Es existieren
daher eindeutige Zahlen a, § € [0, 7), sodass S durch die Randbedingungen

f(0)cosa — f'(0) sina = 0,
J(r)cosf— f'(x)sin = 0,

f € D(S) bestimmt ist. Nach Korollar 2.5.2 besteht das Spektrum o (.S) aus
einfachen, isolierten Eigenwerten, die wegen Proposition 2.1.11 nach unten
beschriankt sind. Wir bezeichnen daher im Folgenden mit A,, n € Ny die
aufsteigend sortierten Eigenwerte von S. Weiters sei, wie in Abschnitt 3.1
fiir jedes z € C, 0,, ¢, das Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0 mit den
Anfangswerten

0.(a) = ¢.(a) =cosa und —0.(a) = ¢.(a) =sina.

Da die Funktionen ¢, z € C die Randbedingung bei 0 erfiillen, ist eine Zahl
z € C, wegen der Eindeutigkeit von Losungen genau dann ein Eigenwert von
S, wenn ¢, zusitzlich auch die Randbedingung bei 7 erfiillt. Weil o (S) nur
aus Eigenwerten besteht, gilt also

z€a(S) &  ¢.(m)cosf — ¢ (m)sinB =0.
Die Eigenwerte von .S sind also genau die Nullstellen der ganzen Funktion
w(z) = ¢.(m)cos B — ¢.(m)sin3, z¢€C.

In diesem Fall ist dann die Funktion ¢, die, bis auf skalare Vielfache ein-
deutige Eigenfunktion zu z. Die Funktionen ¢,, = ¢, , n € Ny bilden daher
ein vollstédndiges Orthogonalsystem aus Eigenvektoren von S.

Bezeichnet man mit m die Weyl-Titchmarsh m-Funktion von S, wie in
Abschnitt 3.1, so erfiillen die Funktionen 6, + m(z)¢, fiir alle z € o(S) die
Randbedingung bei 7. Daraus erhélt man, dass sich die Funktion m als

0, (m)cos B — 6., (m)sin 8
6.(m) cos f — @, (m)sin §
darstellen ldsst. Als Quotient zweier ganzer Funktionen ist m meromorph.

Da fiir jedes z € o (S) der Nenner, nicht aber der Zahler verschwindet sind
die Pole von m genau die Eigenwerte von S.

m(z) = z € o(9)

67
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Ist p das Spektralmafl von m, wie in Abschnitt 3.2, so folgt aus Propo-
sition 3.2.5, dass

= [lénll " 6x,,
n=0

wobei fiir jedes n € Ny, ), das Dirac-Mafl im Punkt ), ist. Die Fourier-
transformierte F f einer Funktion f € L?(0,7) ist in diesem Fall

Ff() = /0 " FObu()dt = (fén), €N,

Dass die Fouriertransformation eine surjektive Isometrie ist und die Parse-
val’sche Gleichung

/f o(D)dt = / FFO) FaN) dp(N)

= Z énll ™ F £ (An) Fg(An),  f.g € L*(0,7)
n=0

gilt, folgt in diesem Fall auch sofort daraus, dass die Funktionen ¢,, n € Ny
ein vollstdndiges Orthogonalsystem bilden.
Sei nun n € Ny und u,, ein normierter Eigenvektor zu \,. Wir setzen

o lun (0)] 72, falls o € (0, 7)
T, (0)]72, falls a = 0.

Da sich normierte Eigenvektoren nur um einen skalaren Faktor mit Betrag
Fins unterscheiden, sind diese Zahlen wohldefiniert. Die Zahlen x,, n € Ny
nennen wir die Normierungskonstanten von S. Da auch die Funktionen ¢,
n € Ny Eigenvektoren sind, sieht man, dass

_ [6nl*sin~2a, falls a € (0,7)
" el falls o = 0

gilt. Die Folge (A, fn)nen, nennen wir die Spektraldaten von S.

Das folgende Beispiel stellt nicht nur eine Illustration der eingefiihrten
Begriffe dar, wir werden diese Operatoren auch in den néchsten Abschnitten
benétigen. Es wird sich zeigen, dass viele Eigenschaften dieser Operatoren
auch fiir allgemeine reguldre Sturm-Liouville Operatoren gelten.

BEISPIEL 4.1.1. Wir betrachten den reguldren Sturm-Liouville Differen-
tialausdruck 7° auf (0,7) mit dem Potential ¢ = 0. Speziell interessieren
wir uns fiir die selbstadjungierten Realisierungen S, S,?, SY und Sg von 7
mit den jeweiligen Randbedingungen

(a) 1(0) = und f'(m) =0, feD (5'2) ,
(b) f(0)=0 und f(m) =0, feD(Sy),
(¢ f(0)=0 und f'(m) =0, feD(sy),
(d) f(0)=0 und f(m) =0, feD(SY)
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Die entsprechenden Losungen 27Z, ¢2jz, gbgz und ¢27z, z € C, welche die
Randbedingung bei 0 erfiillen sind dann gegeben durch
0 0
0.2() = ¢ (x) = cosVzx, xe€[0,n], z€C

und
sin y/zx
\/E M
wobel die letzteren Funktionen fiir z = 0 als
¢270(1’) = ¢2,0($) =z, TE [O,W]

zu interpretieren sind. Die Eigenwerte dieser Operatoren sind damit genau

g,z(x) = ¢2,z(x) =

z € [0,7], z €C,

die Nullstellen der ganzen Funktionen w?, wf, w? und w)
0 sin y/zm 0
= > = ) € (C?
wg(z) =z Ve wp(2) = cos /27 z
sin/zm
wl(z) = — cos vz, wy(z) = N z € C,
also genau die Zahlen
1\2
)‘2,71 = n2, )‘g,n = (n + 2> ) n € No,
0 1’ 0 2
Nen = n+§ , Adn = (n+1)7, n € Np.
Die zugehorigen Eigenvektoren sind die Funktionen
1
qﬁgm(x) = cosnz, ¢2’n(:c) = cos <n + 2> z, x€[0,7], n € Ny,
. 1 .
0 sin(n+3)z sin(n+1)x
=, =, € |0, 7], n € Np.
gbc,n(x) n+ % de,n(l') n+1 Z [ ﬂ'] n 0

Fiir die Normierungskonstanten erhélt man damit

0o {7’[‘, falls n =0
2

K
an , fallsmeN
und
0 _ 30 ,0 _ 40 o _ T €N
Ko = AenFen = Mdnfidn = 57 n 0-

Die Fourierentwicklungen beziiglich der Eigenfunktionen dieser Operatoren
sind also die gewohnlichen Fourierentwicklungen beziiglich der Winkelfunk-
tionen. Beispielsweise ist die Entwicklung einer Funktion f € L?(0,7) be-
ziiglich der Eigenfunktionen des Operators S?

f(z) = 71r/07r f(t)dt—i—ngli/o7r f(t)cosntdt cosnz, =z € (0,7),

wobei diese Reihe in L?(0,7) konvergiert.
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4.2. Asymptotik der Spektraldaten

Unter den Voraussetzungen von Abschnitt 4.1 wollen wir in diesem Ab-
schnitt das asymptotische Verhalten der Spektraldaten des Operators S un-
tersuchen. Dazu bezeichnen wir mit A,, n € Ny wieder die aufsteigend sor-
tierten Eigenwerte von S und mit &y, n € Ny die Normierungskonstanten.
Wir untersuchen zunéchst das asymptotische Verhalten der Losungen ¢, fiir
|z| — oo in C.

LEMMA 4.2.1. Fiir die Lésungen ¢, gilt
e —ZT
¢, (r) = sinacos vzx + O 7

¢ (z) = —sinay/zsinvzz + O (e‘/j“>

gleichmdfig fir alle x € [0, 7], fir |z| — oo in C. Ist « =0, so gilt sogar

¢.(z) = Sm\/égx +0 (6\/;21)

¢ (z) = cosvVzx + O (e\/;z>

gleichmdfig fiir alle x € [0, |, fir |z| — oo in C.

BEWEIS. Da die Funktion ¢, fiir jedes z € C eine Losung von

(=) u = 5.
ist, folgt aus Proposition 1.2.5 und den Additionstheoremen der Winkel-
funktionen
sin /zx
Ve |
Vz

() ¢.(x) = sin o cos v/zx + cos

Tsin/z(x —t)
+A‘ﬂq®@@ﬁ,xemmL
(%) ¢ (x) = —sina/z sin 2z + cosa cos 2z +

+ [ cosvale - 1) aon(0dt, € o7
0
Setzt man fiir jedes z € C, f.(x) = ¢.(x)e”V~**, x € [0, 7], so folgt aus (x)

1f2(2)| < |sina cosy/zz eV cos >t \/Exe_‘/?”

<,
0
| cos n llallx max |f.(t)], z€[0,n],
\/M | 2| t€[0,]

wobei || - ||; die Norm auf L'(0, ) ist. Falls |z| > ||¢||?, so folgt

—1
. | cos gl
max |f,(t)] < | |sina| + 1 - —
max [1.(1) Q s =

_|_

+

SV ) eV

dt
Vz

< |sina +
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und daraus
|p.(x)] < Cefev=2® 2 c[0,7], 2€C, |2| >R

fiir Konstanten C', R € R. Setzt man diese Abschéitzung in (%) und (xx) ein,
so folgt die erste Behauptung. Insbesondere erhélt man im Fall o = 0

(;SZ(CIT):O( \/E )

gleichméfig in = € [0, 7], fiir |2|] — oo in C. Setzt man das erneut in die
obigen Gleichungen ein, so folgt die restliche Behauptung. O

Um nun das asymptotische Verhalten der Eigenwerte von S zu unter-
suchen verwenden wir die ganze Funktion w aus Abschnitt 4.1, deren Null-
stellen genau die Eigenwerte von S sind. Wir unterscheiden dabei die vier
moglichen Fille

(4.1a) falls a # 0 # 3,
(4.1b) falls o # 0 = 3,
(4.1c) falls « = 0 # 3,
(4.1d) falls « =0 = 3.

LEMMA 4.2.2. Fir die Funktion w gilt

w(z) = —sina sinfz Sin\/\ggw +0 (e _ZW) , falls o # 0 # 3,

w(z):sinacos\/EW—f—(’)(e\/;:), falls o # 0 = 3,
=z
w(z):—sinﬂcos\/gw+0<e\/jz>, falls a =0 # 3,
. V—zm
W(Z) = Sln\/égﬂ- +0 <e P ) ) fallS a=0= 67

fir |z| — oo in C.

BeEwEIs. Die Behauptung folgt durch Einsetzen der Ergebnisse aus Lem-
ma 4.2.1 in die Definition von w. O

Man sieht, dass der Hauptterm in der Abschitzung von w in Lem-

ma 4.2.2, im wesentlichen die entsprechende Funktion w?, w?, w? oder w9 aus

Beispiel 4.1.1 ist. Wir werden im Folgenden sehen, dass sich daher auch die
Nullstellen dieser Funktionen, zumindest asymptotisch dhnlich verhalten.
Wir zeigen zunéchst eine grobe Abschéitzung fiir die Eigenwerte.

LEMMA 4.2.3. Fir fast alle n € Ny gilt
n—%§m<n+%, falls o # 0 # 3,
n§m<n+1, falls « #0 =3 oder a =0 # (3,
n+é§m<n+g, fallsa =0=p.
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BeweEIs. Da die Beweise in allen vier Féllen &hnlich sind, zeigen wir die
Behauptung nur im Fall o # 0 # (. Aus Satz 1.2.7 oder der Produktdar-
stellung der Sinusfunktion sieht man, dass die Funktion H

H(z) = sinasin fy/zsinyzr, 2€C

analytisch ist. Die Nullstellen von H sind einfach und genau die Punkte n?,
n € Np. Nach Lemma 4.2.2 folgt die Existenz von Konstanten C, R € R,
sodass

(+) w(z) + H(z)| < C|eV=7],
Fiir jedes n € N sei D,, C C die Kugel mit Radius

(+3)

um den Ursprung. Um den Satz von Rouché anwenden zu kénnen, werden
wir die Funktion |H| auf dem Rand von D, nach unten abschétzen. Sei
dazu fiir jedes k € Z, U C C die Kugel um kr mit Radius 7/8 und U die
Vereinigung aller dieser Kugeln. Wegen der Abschétzung
‘1 _ eQiz‘ 1— 672Im(z) 1—e2
= > > ,
2 - 2 2

z€C, |z| > R.

sin z

z€C, Im(z) > 1

efiz
und da diese Funktion stetig ist und auf C*\U nicht verschwindet, folgt

sin z

>C; >0, zeCHU, —gSRezgg,

e—z‘z
fiir eine positive Konstante C1 € R. Aus der Periodizitét folgt diese Abschiit-
zung auch fiir alle z € Ct\U und daraus fiir jedes n € N die Abschétzung

o= °

2]

< Oy |siny/zr| < |H(z)|, =z€dD,

fiir eine Konstante Cy € R. Ist nun n und damit /|z| gro} genug, so folgt
zusammen mit ()

lw(z)+ H(2)| < |H(2)|, z€0dD,

und daher mit dem Satz von Rouché, dass w in D,, genausoviele Nullstellen
hat wie H, also n + 1. Ist also n grofl genug so liegt der Eigenwert A\, in D,
aber nicht in D,,_1, was genau die Behauptung im Fall « £ 0 # G ist. [0

SATZ 4.2.4. Die Eigenwerte von S erfiillen

1 pm
ﬁ:n+§f° Q(t)dt—l—cota—cotﬁ+o<i)7 falls o040 4 5,

nm

L ma)dt t
\/)\n:n+}+2f0q() 1—|—Cooz 0<1>, falls o £ 0 = 3,
2 (n—|—§)7r n
1 i [Tq@t)dt — cot 1
\/An=n+2+2f°(q?£il)w ”B+o<n>, falls o =0 # 3,
2
LT a(t)dt
1/An:n+1+M+0 1 , f‘allsoé:():/[))7
(n+1)m n

fiir n — oo.
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BEWEIS. Wir behandeln wieder nur den Fall @ #£ 0 # 3. Mit der Dar-
stellung der Funktionen ¢,, z € C aus dem Beweis von Lemma 4.2.1 folgt
fiir alle Eigenwerte )\n, n € Ny

(%) 0=w (M) =Apcos\/A,m+ Bypsiny/ A, n €Ny,
wobei

cot B [ sin/Aut
sina Jo Vg

1
— — /cos\/ nt q(t)oa, (t)dt, n e Ny

Ay, =cotf —cota — q(t)px, (t)dt +

S1n &

cot a cot 3 cot B [T cosv/Ant
T + v+ e N w qa(t)ox, (1)dt +

/sm\/ nt q(t)oy, (t)dt, n € Ny.

Da die Folge A,, beschrénkt ist und |B,| — oo falls n — oo, muss notwen-

digerweise
sin\/A,m — 0

B, =

sin o

fiir n — oo gelten und daher

\/Ew—mr—>0

flir n — oo. Mit der Abschéitzung aus Lemma 4.2.1, elementaren Umformun-
gen der Winkelfunktionen, der groben Abschétzung fiir A, aus Lemma 4.2.3
und dem Lemma von Riemann-Lebesgue folgt

1 [7 1 [7 1
A, = cot 3 — cot v — 2/ q(t)dt — 2/ cos 2v/Ant q(t)dt + O (n)
0

0

1 s
= cot 3 — cot @ — 2/ q(t)dt +o(1),
0

cotacotp 1 [T . 1
Bn =V >\7’L + T — 2/0 sin 24/ )\nt q(t)dt + O <7’L>

—n+o(1),
fiir n — oo. Da cos A, # 0 fiir alle hinreichend grofien n € N, folgt aus ()

cota — cot B+ 5 [; q(t)dt + o(1)
tan /A, =
AV AT = n+o(1)

_ cota —cot B+ 3 [ q(t)dt+0(1>

- -
fiir n — oo. Mit der Taylorentwicklung der Arkustangensfunktion erhilt

man
cota —cot B+ 1 [T q(t)dt 1
\/Eﬂ—mr: b Q‘fO q() +0<>
n n

fiir n — oo. O

Ist das Potential ¢ sogar quadratisch integrierbar, so erhélt man eine
bessere Abschitzung der Eigenwerte. Wir fithren dazu eine Notation, analog
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zur Landau-Notation ein. Ist a, € C, n € Ny eine Folge komplexer Zahlen,
so schreiben wir

1
an = <> fiir n — oo, falls Z lan* n? < co.

n
n€Ng

Das ist dquivalent dazu, dass eine quadratisch summierbare Folge b,, € C,
n € Ny existiert, sodass
b
ayp = i, n € Npy.
n
KOROLLAR 4.2.5. Ist das Potential sogar quadratisch integrierbar, also

q € L*(0,7), so erfiillen die Eigenwerte von S sogar

Vn =n+ %foﬂf}(t)dt—i-cota—cotﬂ e

<1> ,  falls a #£ 0 # g,
n

nm
L™ q(t)dt + cot
Van=ni 2f°q()1+coa+62<1>, falls o # 0= 5,
2 (n+2)7r
1 I [Tq(t)dt — cot 1
/)\n:n+7+2f0q()1 COB+€2<>’ fCLllSO[:O#ﬁ,
2 (n—|—2)7r
L [Mq(t)dt
\/)\n:n—i—l—|—2f0¢+€2 1 , falls a = 0= 0,
(n+1)7w n

fiir n — oo.

BEwWEIS. Wir zeigen die Behauptung wieder nur im Fall « # 0 # 5. Im
Beweis von Satz 4.2.4 sind in diesem Fall die Folgen

/0052\/)\nt q(t)dt und /sinQ\//\nt q(t)dt, neN
0

0
sogar quadratisch summierbar, woraus die Behauptung folgt. O

Wir kommen nun zur Asymptotik der Normierungskonstanten. Auch
hier werden wir sehen, dass diese sich asymptotisch so verhalten, wie die
Normierungskonstanten der entsprechenden Operatoren aus Beispiel 4.1.1.

SATZ 4.2.6. Fir die Normierungskonstanten gilt
1
Koy = g +o (n) ,  falls a € (0,7),
us 1
Apkn = =40 () ,  falls =0,
2 n

fiir n — oo.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung wieder nur im Fall « # 0 # 3, die
restlichen Félle beweist man &hnlich. Fiir die Eigenwerte gilt

bn
VA, =n+—, né€Np,
n

wobei b, € R, n € Nj eine beschrénkte Folge reeller Zahlen ist. Daraus, sowie
der Darstellung der Funktionen ¢,,, n € Ng aus dem Beweis von Lemma 4.2.1
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und der Taylorentwicklung der Winkelfunktionen folgt

2
™ b n
||¢7;H :/ cosznxdm—"/ xsin2nz dx +
0

sin“ «

cot o

sin 2nz dr + —— / sin 2n:c/ q(t)dtdx +
v \ﬁ
2\ﬁ/ / t)sin2n(x —t) dtdx +

1
_QM/O /0 q(t) 51n2ntdtdx+(’)<n2>

fir n — oco. Wegen

4 s
/ cos’nz dr ==, neN,
0 2

bleibt zu zeigen, dass die restlichen Summanden von Ordnung o (1) sind.
Der zweite, dritte und vierte Summand ist sogar von Ordnung ¢? ( ) Wegen

// t) sin 2n( a:—t)dtdw—/ q(t)/ sin2n(z — t) dx dt
0 t

™

= q(t) (1 —cos2n(b—t))dt
2n Jo

-o(})

fiir n — oo, ist auch der fiinfte Summand von der gewiinschten Ordnung.

Schliefllich folgt aus

//q( sm2ntdtdx—// t) sin 2nt dx dt
0o Jo

= / (t)(b —t) sin 2nt dt
0

und dem Lemma von Riemann-Lebesgue, dass auch der sechste Summand
von dieser Ordnung ist. O

KOROLLAR 4.2.7. Ist das Potential sogar quadratisch integrierbar, also
q € L*(0,7), so gilt sogar

1
Ky = % + 72 (n) ,  falls a € (0,7),
T a1
Mbn ==+ —1|, fallsa=0,
2 n

fiir n — oo.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung nur im Fall o # 0 # 8. Im Beweis
von Satz 4.2.6 ist in diesem Fall die Folge

/ q(t)(b—t)sin2ntdt, neN
0

sogar quadratisch summierbar, woraus die Behauptung folgt. (]
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Aus der Asymptotik der Spektraldaten erhélt man nun folgenden Satz
iiber die gleichgradige Konvergenz von Fourierentwicklungen.

SATZ 4.2.8. Sei f € L*(0,7) und on fiir jedes N € N
N

on(z) = lénl™ /wa(t)%(t)dt Pn(x), € [0,7]

n=0
die Partialsummen der Fourierentwicklung beziiglich der Eigenfunktionen
von S. Seien weiters 02 N O'SN, O'BN und 02 N fiir jedes N € N

s N ™
o0 y(x) = i/o f(t)dt+z72r/0 F(t)cosntdt cosnz,  x € [0,7],
n=1
N
2 (7 1 1
O'ng(l') = Z 77/0 f(t) cos <n+ 2) tdt cos <n+ 2) xz, x€l0,7],
n=0
N
iy 1 1
JgN(J:) = Z 72T/o f(t)sin (n+ 2) tdt sin <n+ 2) z, x€l0,m],
n=0

N 9 T
@) =3 / F(t) sin (n+ 1) £dt sin (n + 1) , z € [0,7]
n=0 TJo

die Partialsummen der Fourierentwicklungen beziiglich der Eigenfunktionen
der Operatoren SY, Sl?, SV und 5’3 aus Beispiel 4.1.1. Fualls q quadratisch
integrierbar ist, also q¢ € L*(0,), so gilt

Jim oy — g v, =0, falls o # 0 # B,

A}im HUN—JgNHOO =0, falls o £ 0 = 3,

]\}ii}lOOHO-N_O-gNHOO =0, falls a« =0 #£ 3,

]\}i_I)HOOHJN—Ug,NHOO =0, fallsa =0= 7,
wobei || - ||oo die Supremumsnorm auf C[0, 7| bezeichnet.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung wieder nur im Fall o # 0 # 3. Wie
im Beweis von Satz 4.2.6 bzw. Korollar 4.2.7 sieht man, dass

/07r F()on(t)dt = sinoz/oﬂ F(t) cosnt dt + £2 (i)

flir n — oo gilt. Daraus folgt wie im Beweis von Satz 4.2.4 bzw. Korollar 4.2.5

[ énll > /OTr f)on(t)dt dn(x) = 727/; f(t) cosnt dt cosnz + £> <1>

n

gleichméfig in z € [0, 7] fir n — oo. Also konvergiert die Differenz der
Partialsummen absolut und gleichméfig in « € [0, 7. Da diese Differenz in
L?(0,7) gegen Null konvergiert, folgt die Behauptung. O

Man sieht daraus, dass die Fourierentwicklung beziiglich der Eigenfunk-
tionen von S einer Funktion in einem Punkt genau dann konvergiert, wenn
die gewdhnliche Fourierentwicklung dieser Funktion in diesem Punkt kon-
vergiert und dass in diesem Fall die Grenzwerte iibereinstimmen.
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4.3. Transformationsoperatoren

Es gelten in diesem Abschnitt wieder die Voraussetzungen der vorigen
Abschnitte 4.1 und 4.2. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass man
fiir jedes z € C die Lésungen von

(T—2)u=0,
welche die Randbedingung bei 0 erfiillen, durch Losungen der Gleichung
(7‘0 — z) u=20

aus Beispiel 4.1.1, die einer bestimmten Randbedingung bei 0 geniigen,
ghnlich wie in Abschnitt 3.3, durch einen Volterra-Integraloperator darstel-
len kann. Konkret wollen wir in diesem Abschnitt folgenden Satz beweisen.

SATZ 4.3.1. Es existiert eine stetige, reellwertige Funktion K auf A,
A:{(:U,y)GRQ | Ogygxgw},

sodass fiir jedes z € C die Funktion ¢,

©.(x) = cosv/zx +/ K(z,t)cosy/ztdt, x€(0,n], fallsae (0,7),
0

sin y/zx sin /2t gt

pz(x) = NG +/0 K(x,t) N

eine Losung von (T — z)u = 0 ist und zwar diejenige mit den Anfangswerten

z € [0,7], fallsa =0,

v.(0)=1 und ¢, (0) = cot o, falls o« € (0,7),
©-(0) =0 und 0. (0) =1, falls a = 0.

Bezeichnet man mit V' den Volterra-Integraloperator
Vi@ = [ K@i ce o), fe o)
0

auf L%(0, ), so bildet also der Operator I + V fiir jedes z € C die Losungen
der Gleichung (7° — z)u = 0 mit den Anfangswerten

u(0) =1 und u'(0) =0, falls o € (0, ),
u(0) =0 und u'(0) =1, falls a« = 0,

auf die Losungen ¢, ab. Einen Operator mit diesen Eigenschaften nennen
wir Transformationsoperator von S. Da sowohl die Funktionen

cosvzx, z€l0,n], 2€C

als auch die Funktionen

sin y/zx
\/E )

den ganzen Raum L?(0,7) aufspannen, kann nur ein solcher Transformati-
onsoperator existieren. Satz 4.3.1 besagt also, dass der Operator I + V der
Transformationsoperator von S ist. Bevor wir diesen Satz beweisen kénnen
benétigen wir noch etwas Vorbereitung.

xz € |0,7], zeC
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LEMMA 4.3.2. Es existiert eine reellwertige Funktion H auf [0, 7] X R,
welche der Integralgleichung

1 5 1 [z y+(z—s)
Hay) =5 [ a@ds g [ o) [ Hsvdds (o) e A
2 Jo 2 Jo y—(x—s)
gendigt, auflerhalb von Ay verschwindet und auf Ay stetig ist, wobei
Ay ={(z,y) eR? | [y <z <},
BEWEIS. Sei die Funktion Hy auf [0, 7] x R definiert durch

a4y
Ho(x, y) — {% fo 2 q(s)ds, falls (z,y) € Ag
0,

sonst.

Weiters definieren wir fir n € N die Funktion H,, auf [0, 7] x R induktiv
durch

1 T y+(z—s)
Hn(x,y)zz/o q(s)/ L il itds, () € 0,7] <R
y—(z—s

Aus diesen Definitionen folgt, dass die Funktionen H,, n € Ny reellwer-
tig sind und aulerhalb von Ay verschwinden. Wir wollen nun induktiv die
Abschétzung

o1 (3Y) 2”01 (2)"
2 n!

-/ “l(s)lds, @ € 0,7].
0

Fiir Hy ist diese Abschitzung offensichtlich. Fiir n € N erhalten wir, da die
Funktion o1 monoton wachsend ist, fiir (x,y) € Ay

|Hp(z,y)| <

) ($7y)€Ai7 nENO

zeigen, wobei

1 [= y+(z—s)
)< [ el [ )|Hn (s 1)|dt ds

y+ x—5) t) Sn—lo.l(s)n—l
<3 / ‘q ‘ / (n _ 1)| dtds
o (Fty
s [ |q<s>|snflal<s>"*1<x -~ 5)ds
~ 2(n—1)! no o
_ o1 (%3 201 (2)"
2 n!

Wegen dieser Abschitzung konvergiert die Reihe

= Hu(x,y), (w,y)€[0,7] xR
n=0
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gleichméfig. Da die Summanden auf AL stetig sind, ist es auch H. Auflerdem
ist H reellwertig und verschwindet auflerhalb von Ay. Um die Integralglei-
chung einzusehen, sei (z,y) € Ay. Dann gilt

H(:E7y) = HO(:an) + ZHn(x; y)

n=1
y+(z—s)
(x,y +Z / / H,_1(s,t)dtds

(z—s)
y+(z—s) °°
= Hy(z,y) / / H,_1(s,t)dtds

(ws)nl

e y+(a—s)
—5 [ Ta@ases [Ca) [T Hsaras,
2 Jo 0 y—(z—s)

wobei die Vertauschung der Integrale und Summen mit dem Satz von Fubini
und den Abschétzungen aus dem vorigen Schritt gerechtfertigt werden kann.
O

LEMMA 4.3.3. Sei z € C und e die Funktionen

ef(x) = etV 4 H(x,t) Va0,

z
—T

Dann sind die Funktionen eX die Losungen von (1 — z)u = 0 mit den An-
fangswerten

w0) =1 und u'(0) =+v-=z.

BEwEIs. Fiir alle r, s, t € R mit ¢t > s gilt
/T+(t_8) eiﬁudu _ 2€:|: —zr sin \/g(t - 5)

r—(t—s) \/E

Damit erhélt man nun fir z € [0, 7]

/ / j[‘ﬁydsdy—/o q(s)/ B eV "y ds

—2/0q() z ds.

Auflerdem erhélt man fiir (z,s) € A

(%) o 2 \/E\/(f =9 H(s t) etV dt =
z
t+(x—s)
/ H(s,t) / eV dy dt
y+(w 8)
:/ etV-2y / H(s,t)dtdy
(z—s)

y+(z—s)
:/ i‘/jzy/ H(s,t)dtdy,
- y—(z—s)



80 4. DIREKTE UND INVERSE SPEKTRALTHEORIE IM REGULAREN FALL

wobei die letzte Gleichheit gilt, da in diesem Fall fiir |y| > «
y+(z—s)
/ H(s,t)dt =0
y—(z—s)

gilt. Es folgt nun aus der Integralgleichung, die H erfiillt, sowie (x) und (xx)

T

H(z,y) e dy

zt+y

1 /* [= —
= 2/ / i q(s) etV dsdy +
—z JO

T prx y+(z—s)
+ ;/ / q(s)/ H(s,t) e~ dt ds dy
—x JO Y

—(a—s)

_ / sin y/2(z — 5) q(s)e*V"*5ds +
0

v .
+ /O:B Sm\/g\/(;s)q(s) SS H(s,t) eVt ds
= /Ox sin\/E\/(g:—s)q(s) <ejE 4 _SS H(s,t)ei*/:’tdt) ds
_ /O ’ Sin\/g\/(g_s)q(s)ef(s)ds.

+

Also erfiillen die Funktionen e

o) =y [P kg, e o

und sind damit die Losungen von (7 — z)u = 0 mit den Anfangswerten

ef(0)=1 und e'(0) = +v—2.

Sei nun die Funktion K auf A definiert durch
K(z,y) = cota + H(z,y) + H(z, —y) +

+ cota/ H(z,t) — H(z,—t)dt, (v,y) €A,
y

falls € (0, 7) und
K(w,y):H(x,y)—H(x,—y), (CC,y)EA,

falls & = 0. Aus der Integralgleichung, der die Funktion H geniigt, sieht man
unmittelbar die Gleichungen

1 x
(4.2a) K(z,z)=cota+ 2/ q(s)ds, x€|0,7n], fallsa e (0,7),
0

2

ein. Wir zeigen nun, dass die Funktion K, die in Satz 4.3.1 geforderten
Eigenschaften hat.

1 x
(4.2b) K(z,z) = / q(s)ds, x € [0,xm], fallsa=0,
0



4.3. TRANSFORMATIONSOPERATOREN 81

BEWEIS VON SATZ 4.3.1. Sei zunéchst a € (0,7) und z € C*. Aus der
Darstellung der Winkelfunktionen durch die Exponentialfunktion, folgt aus
Lemma 4.3.3, dass auch die Funktion

sin/zx
_l’_
NE
+ H(z,t) (cos V2t + cot asm\/E ) dt, x€0,7]
— vz
eine Losung von (7 — z)u = 0 ist und zwar diejenige mit den Anfangswerten
w(0)=1 und /(0) = cota.
Durch Umformen sieht man

f»(z) = cos /zx + cot a/ cos/zt dt +

0

f2(z) = cos/zx + cot «

+/$(H(x,t)+H(m,—t))cos\/Et dt +
0
T t
-|-/0 (H(x,y)—H(:v,—y))cotoz/o cosy/zs dsdt

:cosﬁﬁ—k/ K(z,t)cos/zt dt, x € [0,7].
0

Aus Stetigkeitsgriinden gilt die Behauptung auch fiir z = 0.
Genauso sieht man, dass im Fall o = 0, fiir 2 € C* die Funktion

sin/zx v sin\/zt
z = H , T
fo) = [ ™,
sin \/zx /x sin /zt
= + H(x,t)— H(x,—t dt, xze€l0,m
L [ - H ) L 0,7
die Losung von (7 — z)u = 0 mit den Anfangswerten
w(0)=0 und u'(0)=1

ist. Wie oben folgt die Behauptung fiir z = 0 aus Stetigkeitsgriinden. O

dt

Da der Operator V ein Volterra-Integraloperator mit stetigem Kern ist,
ist I + V invertierbar und die Inverse ist auch von der Form I + W, wobei
W ein Volterra-Integraloperator mit stetigem Kern L ist. Es gilt dann also

coszx = p, () +/ L(z,t)p,(t)dt, =€ 0,7], 2 €C, fallsae (0,7),
0

sin \/zz
Vz
Wir wollen im nun Folgenden eine Integralgleichung fiir den Kern K
herleiten, die wir zur Losung des inversen Problems verwenden werden. Wir
betrachten dazu fiir jedes N € N die Funktion Fy auf [0, 71]?

= p,(x) +/ L(z,t)p,(t)dt, z€[0,7], z€ C, fallsa=0.
0

N 0 0 0 0
Fn(z,y) = E i ,1 2 ) - Z’n(n)o Z’n(y), z, y € (0,7,
n=0 n in

wobei , je nachdem welcher der vier Félle (4.1a), (4.1b), (4.1c) oder (4.1d)
aus Abschnitt 4.2 vorliegt, a, b, ¢ oder d ist. Wir wollen nun zeigen, dass
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die Funktionen Fiy fiir N — oo zumindest in L? ((0, 7r)2) konvergieren. Der
Raum L? ((0,7r)2) ist dabei der Hilbertraum aller Aquivalenzklassen von
Borel-messbaren, komplexwertigen Funktionen auf (0, 7)?2, die beziiglich des
Lebesguemafles quadratisch integrierbar sind.

PROPOSITION 4.3.4. Die Folge Fn konvergiert in L? ((0,)?).

BEwWEIS. Wir zeigen die Behauptung nur im Fall « # 0 # 5. In diesem
Fall haben wir

N
COSV/ ApT COS v/ A COSTIT COSN
Fy(z,y) =) n,{ L 0 Yz, yeloq], NeN
n=0 n a,n

Wir betrachten die Funktionen ®y, N € N auf [—27, 27]
N

cos VAt cosnt
On(t) =) -

K ngm

, te[-2m2m], NeN.
n=0

Aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen folgt sofort
1
FN(:L‘,y):§(<I’N(x+y)+fI>N(:B—y)), l‘,yG[O,TF],NEN.

Wir wollen zeigen, dass die Folge ® fiir N — oo in L?(—27, 27) konvergiert.
Aus der Asymptotik der Eigenwerte und Normierungskonstanten folgt

b
\//\n:n+a—n und anz+l, n € Ny,
n 2 n
fiir zwei beschrénkte, reellwertige Folgen (ap)nengs (bn)nen,- Damit und ei-
ner Taylorentwicklung erhélt man
VAnt t 4 b 2 ant 1
oS VAt _ COSTH ——"cosnt—%sinnt—i—(?()

Kn KO w2 n T n n?

gleichméBig in ¢ € [—2m, 27] fiir n — oo0. Da die Summe iiber den Fehlerterm
sogar gleichméfig konvergiert, bleibt zu zeigen, dass die Folgen

N g Nt
Z—ncosnt und Zisinnt, t € [-2m,2n], NeN
n

n
n=1 n=1

fir N — oo in L?(—2m,27) konvergieren. Die erste Reihe konvergiert weil
die Funktionen

cosnt, te€[-2m2n], n€N

orthogonal aufeinander und in L?(—27, 27) beschriinkt sind und die Koeffi-
zienten quadratisch summierbar sind. Aus den gleichen Griinden konvergiert

auch die Reihe

[e.9]

3 %” sinnt, te[-2m,2n].

n=1
Da die Multiplikation mit der unabhingigen Variablen auf L?(—27,27) ste-
tig ist, folgt, dass auch die zweite Reihe konvergiert. Die Folge ® konver-
giert also fiir N — oo gegen eine Funktion ® € L?(—27,27). Sei nun

Fle,y) = 5 (@@ +y) + 0@ —y)), o ye (0,
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Dann folgt aus

/0 / Fx(z,y) — F(a,y)[* de dy
1 s s
<5 [ [ 1ene+y - vty +
0 0
1 s s
/O /0 By —y) — B — y)|? dady

// B (t) — B2 dedy = ||y — B2

die Behauptung, wobei | - ||¢ die Norm in L?(—27,27) ist. In den restlichen
Féllen verwendet man die Funktionen &5, N € N

dy(t) =

€ [—2m, 2],

icosmt_cos(”+%>t falls o # 0 = 3

0 )
Kn K

Zcos\/it cos (n+3)t

Ankin A0 k0 ’

c,n've,n

€ [—2m, 2w, falls a=0#p,

Zcos\ﬁt cos(n+1)t

0 ;
A nkn >\dn d,n

€ [—2m2n], fallsa=0=7.

O

Den Grenzwert der Folge Fiy in L? ((0,7)?) bezeichnen wir mit F. Bevor
wir die Integralgleichung fiir den Kern K herleiten, brauchen wir noch die
folgende Gleichung.

ProposITION 4.3.5. Es gilt
Yy
F(o.9) = L) + | Lo 0)L(y. 00
0

fir fast alle (z,y) € A. Insbesondere ist F' stetig.

BEWEIS. Zur Vorbereitung sei G eine beschrinkte, messbare Funktion
auf [0,7)2 und G, N € N die Funktionen

N ™
Gx (o) =D 16l [ Gla 00t 60(0), 2 y € 0.7,
n=0 0

Da fiir alle z € [0, 7], Gn(z, -) die N-te Partialsumme der Fourierentwick-
lung der Funktion G(z, -) ist, konvergiert die Folge

g 2
/0 G(z,t)pn(t)dt

o0

/0 "G y) - Gl )Py = Y loall

n=N-+1

— 0,

fir N — oo monoton fallend gegen Null. Daraus folgt mit dem Satz von
Lebesgue, dass die Folge Gy in L? ((0,77)2) gegen G konvergiert. Weiters

seien Gy, N € N die Funktionen

N 72 T T
(o) = 3 on /0 G, t)ba(t)dt /0 Gly. Don(t)dt, . y € [0,7).
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Da in der Summe genau die Fourierkoeffizienten der Funktionen G (x, - ) und
G(y, -) stehen, konvergiert Gn(z,y) wegen der Parseval’schen Gleichung
punktweise gegen die Funktion G

Gz, y) = /0 G DG Dtz y € [0,7]

auf [0, 7]%. Aus der Abschiitzung

Oney) <3 l6al
n=0
- / G, )2 dt / Gy, dt, @, ye 0,7,
0 0

-2
I

T 2 T 2
/ G, t)pn(t)dt / Gy, t)én(t)dt
0 _ 0

folgt mit dem Satz von Lebesgue, dass die Funktionen Gy fiir N — oo in
L2 ((0,m)?) gegen die Funktion G konvergieren.

Wir wollen nun die Behauptung im Fall oo # 0 # 3 zeigen, die restliche
Fille zeigt man dhnlich. Aus der Gleichung

sin v cos \/ A\ = ¢y () +/ L(z,t)pn(t)dt, x€]0,n]
0
erhélt man fir alle z, y € [0, 7]

Z On(x d)n _cosnx cosny .

Ky sin? o K9

+Z||¢n|—2/ )bu(t)dt dn(z) +

+Z 6,172 [ L 6ule)dt 6,(0) +

+Zu¢n|| / (2, )pn(t)d /yuy,tm(t)dt

Da sowohl die linke Seite, als auch der zweite, dritte und vierte Summand
der rechten Seite fiir N — oo in L? ((O, 71')2) konvergieren, konvergiert auch

der erste Summand in L? ((0,7)?). Aus der Parseval’schen Gleichung folgt
dann

y > n(t cosns cosnt
/ / )— 5 dtds =
Ky, Sin? o Kan

= - s)ds !
_nZOH%H /Oqﬁn( )d /0 bn(t)dt +

1 z Y

5 / cosnsds / cosntdt
K

a,n J0 0

2/0 ﬂ(o,x)(t)ﬂ(om(t)dt—/o Loy () L0y (H)dt =0, =, y € [0,7].
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Also konvergiert der erste Summand fiir N — oo notwendigerweise gegen
Null. Aus dem, am Anfang des Beweises Gezeigten folgt, durch Bildung des
Grenzwertes fiir N — oo

min(z,y)
Fla) = L) o) + el + [ L)L)
fiir fast alle (z,y) € [0, 7]?. Insbesondere gilt

F(x,y) = L(x,y) + /Oy L(xz,t)L(y,t)dt

fiir fast alle (x,y) € A. Die Funktion F ist also stetig auf A. Weil F' sym-
metrisch ist, folgt dass F auch auf [0, 7]? stetig ist. O

SATZ 4.3.6. Der Kern K geniigt der Integralgleichung
Kay)+ [ K@OF(tg)dt+ Flag) =0, (.9) € A
0

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung nur im Fall o # 0 # (. Durch
Anwenden der Operatoren I + V und I + W erhélt man fiir alle N € N

N N y

> 6l *0n(2)n(6) + 3 [0nl* 6u() / Ly, )én(t)dt —
n=0

N

> " llénll 7> sin e g () cos v/ Any

n=

N
os\ﬁx cos
Z \ﬁy

o

3
o

/th COS\/ nt COSV A, yd

COSNT COSN x
(x,y) + Z A /0 K(x,t)Fn(t,y)dt +

an

+Z

Im Beweis von Proposmon 4.3.5 haben wir gesehen, dass die Funktionen

/th)cosntdtcosny, z,y € [0,7].

N
— COSNIT CoOSN
S l6all 7 u(@)duly) - =", @, yeo,al, NeN

fir N — oo in L? ((O, 7r)2) gegen Null konvergieren. Auflerdem gilt

Wi

/Z K(z,t)Fn(t,y)dt — /I K(z,t)F(t,y)dt
0 0

g/ / T max yK(s,t)P/ \En(t,y) — F(t,y)|* dt dy da
o Jo (st)eA 0

<7 max |K(s,t)|||Fx — F|l3,
(s,t)eA

dy dz
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wobei hier | - ||2 die Norm in L? ((0,7)?) bezeichnet. Zusammen erh#lt man
mit dem, am Anfang des Beweises von Proposition 4.3.5 Gezeigten

L)L) = K (o)) + [ KGO F6 )i+ Pl
fiir fast alle (z,y) € [0, 7]?. Insbesondere haben wir
K(z,y) —I—/OJCK(x,t)F(t,y)dt%—F(:B,y) =0
fiir fast alle (x,y) € A. Da beide Seiten stetig sind, folgt die Behauptung. O

4.4. Inverses Problem von den Spektraldaten

Wir wollen in diesem Abschnitt das inverse Problem von den Spekt-
raldaten untersuchen. Es besteht darin, zu gegebenen Zahlen (A, kn)nen,
eine selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingungen eines
reguldren Differentialausdrucks auf (0,7) zu bestimmen, dessen Spektral-
daten genau diese Zahlen sind. Wir wollen zuerst zeigen, dass dieses Pro-
blem, falls es losbar ist, eindeutig losbar ist. Seien dazu S; und Sy zwei
selbstadjungierte Realisierungen zweier reguldrer Sturm-Liouville Differen-
tialausdriicke 71 und 75 auf (0,7) mit Potentialen ¢; und go. Weiters seien
(AMons K1n)neN, und (A2n, K2.n)nen, die zugehorigen Spektraldaten, p; und
po die zugehorigen Spektralmafle. Es gilt dann der folgende Eindeutigkeits-
satz.

SATZ 4.4.1. Stimmen die Spektraldaten tiberein, also
AMan=A2pn und Kip, =Ky, firallen € Ny,
so gilt bereits g1 = qo und S1 = Ss.

BEWEIS. Wegen Satz 4.2.6 folgt aus der Gleichheit der Normierungskon-
stanten, dass entweder oy, as € (0,7) oder a; = ag = 0 gilt. Mit Satz 4.2.4
folgt daraus, aus der Gleichheit der Eigenwerte, dass in beiden Féllen auch
B1, P2 € (0,7) oder 31 = P2 = 0 gelten muss. Es stimmen daher auch
die entsprechenden F-Funktionen F; und Fb aus Abschnitt 4.3 iiberein. Be-

zeichnet man mit K7 und K5 die Kerne der Transformationsoperatoren, so
folgt aus Satz 4.3.6

Kl(oa 0) = _Fl(Oa 0) = _FQ(Oa 0) = KQ(Oa 0)

Aus den Gleichungen (4.2a) und (4.2b) folgt nun a3 = ag in allen Féllen.
Es gilt daher auch p; = p2 und damit fiir die m-Funktionen m; und ms von
Sl und 52

mi(z) —me(2) =C, ze€C\R
fiir eine reelle Konstante C' € R. Wegen a; = as gilt

mi(iz) — meo(iz) — 0, fiirz — oo in R
und damit C' = 0. Mit Korollar 3.5.7 folgt nun die Behauptung. O
KOROLLAR 4.4.2. Stimmen die Spektralmafe iberein, also

P1 = P2,
so gilt bereits ¢ = qo und S = Ss.
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BEWEIS. Aus p; = po folgt
Mp=Ayn und ||¢1n] = |d2n], n € Ny,

)

wobei fiir ¢ € {1,2}, die Funktionen ¢;,, die Eigenvektoren zu den Eigen-
werten \; ,, wie in Abschnitt 4.1 sind. Wegen

™ . .
|pinl — 581112 a;, i€ {1,2}

2

fiir n — oo folgt sin? ay = sin® ap und damit Kin = K2m, N € Np. O

Wir wollen in diesem Abschnitt den folgenden Satz iiber die Losbarkeit
des inversen Problems von den Spektraldaten beweisen.

SATZ 4.4.3. Sei (An)nen, €ine streng monoton wachsende Folge reeller
Zahlen und (kn)nen, €ine Folge positiver Zahlen, die eine der vier Bedin-

gungen
A 1 1
(43&) Vi =n+— —|—€2 ( ) und Kp = T + /2 <>
n 2 n
(4.3b) VA, = n+1+ ce(l und o= a2 (L
' " 2 n "2 n
1 1 1
(4.3c) VA =n+z 5T 7)”; + 2 (n) und Ankin = g + £ (n)

A 1 1
43d) VAn=n+1+42 402 () und Ay = 42 ()
n n n

fiir n — oo und eine Konstante A € R erfiillen. Dann existiert ein Sturm-
Liowville Differentialausdruck T auf (0,7) mit Potential ¢ € L?(0,7), sowie
Zahlen o, € [0,7), sodass die Zahlen (A, kn)nen, die Spektraldaten der
selbstadjungierten Realisierung S von T mit den Randbedingungen

f(0)cosa — f'(0)sina = 0,
f(x) cos B — f(m)sinf =0,
f€D(S) sind.

Aus Abschnitt 4.2 ist bekannt, dass diese FEigenschaften der Spektralda-
ten in diesem Fall notwendig sind. Wir haben mit diesem Satz also eine Cha-
rakterisierung aller méglichen Spektraldaten von selbstadjungierten Reali-
sierungen mit getrennten Randbedingungen von reguldren Sturm-Liouville
Differentialausdriicken auf dem Intervall (0, 7) mit quadratisch integrierba-
ren Potentialen. Die vier Fille in diesem Satz entsprechen den vier Féllen
aus Abschnitt 4.2. Im ersten Fall gilt notwendigerweise «, 8 € (0,7), im
zweiten Fall o € (0,7), 8 = 0, im dritten Fall « = 0, # € (0,7) und im
vierten Fall « = 8 = 0.

Wir wollen in diesem Abschnitt Satz 4.4.3 im Fall (4.3a) beweisen, die
restlichen Félle beweist man dhnlich. Seien dazu (A, )nen, eine streng mono-
ton wachsende Folge reeller Zahlen und (£, )nen, eine Folge positiver Zahlen,

die
1 1
VA =n+ 02 <> und i = =+ 0 (),
n 2 n

fiir n — oo erfiillen. Wir beschranken uns zunichst also auf den Fall A = 0.
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Wie in Abschnitt 4.3 betrachten wir die Funktionen Fy, N € N

N
CcoS VAT €cos v A COSTI COSN
Fn(z,y) =) nﬁ n py Y zyelo,n], NeN.
n=0 n a,n

Wegen der geforderten Asymptotik der Folgen (Ap)nen, und (Kn)nen,, sieht

man wie in Abschnitt 4.3, dass die Folge Fy fir N — oo in L? ((0,)?)

gegen eine Funktion F' € L? ((0,7)?) konvergiert. Um die Funktion F néher

zu untersuchen fithren wir, wie in Abschnitt 4.3 die Funktionen ®, N € N
N

cos /At cosnt
UED S

K ngyn

, te[-2m2n], NeN

n=0
ein. Auch hier siecht man wieder, wie in Abschnitt 4.3, dass die Folge & fiir
N — oo in L?(—2m,27) gegen eine Funktion ® € L?(—2m,27) konvergiert.
Das sogar noch mehr gilt, zeigt die folgende Proposition.

PROPOSITION 4.4.4. Die Folge @ konvergiert gleichmdf$ig gegen eine
absolut stetige Funktion ® € AC[—2m, 2] mit Ableitung ® € L?(—2w,27).
Die Funktionen ® konvergieren in L*(—2m,27) gegen ®'.

BeEwEIs. Wir zeigen zuerst, dass die Folge

N . .

t Vnt

Bh(t) =3 n NI e 2, 2n], NN
K Kn

a,n

n=0
fiir N — oo in L?(—2m, 27) konvergiert. Nach Voraussetzung gilt

b
\/X:n—i—a—n und mn:E—}——n, n € Ny,
n 2 n

wobei die Folgen (ap)nen, und (by)nen, quadratisch summierbar sind. Dar-
aus folgt

nsnént — \/EM = %bn sin nt — gant cosnt + £? <1>

K9 n n ™ T n
gleichméBig in t € [—27,27] fiir n — oo. Die Summe iiber den Fehlerterm
konvergiert sogar gleichméfig. Dass die Summen iiber die restlichen bei-
den Terme in L?(—2m,27) konvergieren folgt genauso, wie im Beweis von
Proposition 4.3.4. Also konvergiert die Folge @'y fiir N — oo gegen eine
Funktion ® € L?(—2m,27). Aus der Asymptotik der Zahlen k,, n € Ny
folgt auflerdem

N 1 > |1 1
PN <> | — | <D |——5-|<x NeN
lkn Kan| T S lEn Kan

Also konvergiert die Folge ®x(0) fiir N — oo gegen eine Zahl ¢(0) € R. Aus
Dy (t) = PN(0) + /t 'y (s)ds, te[-2m2n], NeN
folgt nun, dass die Folge ® 5 soogar gleichméflig konvergiert und dass
O(t) = ®(0) + /Ot ®'(s)ds, te[-2m, 2n],

was auch die Bezeichnungen ®(0) und @’ rechtfertigt. O
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Aus den Additionstheoremen der Winkelfunktionen folgt
Fn(z,y) = % (Pn(z+y)+PN(x—y)), =, ye[0,n], NeN.
Also konvergiert auch die Folge Fy, N € N gleichméflig und es gilt
Fley) = 3 @@ +y) + @@ —1)), o ye o,

Insbesondere ist F' stetig.

Sind die Zahlen (A, £n)nen, tatséchlich die Spektraldaten einer selbst-
adjungierten Realisierung eines reguldren Sturm-Liouville Differentialaus-
drucks, so erfiillt der Kern des zugehorigen Transformationsoperators not-
wendigerweise die Integralgleichung aus Satz 4.3.6. Uber diese Integralglei-
chung erhalten wir nun den gesuchten Kern K.

SATZ 4.4.5. Es existiert eine eindeutige, stetige, reellwertige Funktion K
auf A, die der Integralgleichung

(4.4) K(z,y) + /Ol‘ K(z,t)F(t,y)dt + F(z,y) =0, (z,y) €A
gentigt.

BeEWwEIS. Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes x € [0, 7] eine eindeutige,
reellwertige Losung K, € C|0, z] der Integralgleichung

/K F(t,y)dt+ F(z,y) =0, y€0,x]

existiert. Dazu geniigt es zu zeigen, dass —1 in der Resolventenmenge des
Integraloperators V,

() = /0 “Fty)fdt, ye 0,4, f el

auf C[0, z] liegt. Da dieser Operator kompakt ist miissen wir zeigen, dass
—1 kein Eigenwert ist. Sei also g € C[0, ], sodass

9(y) + Vag(y) /Fty dt=0, yel0,z].

Daraus folgt mit der Parseval’schen Gleichung

0—/Ig Idy+// (t,y)g(t)g(y)dt dy

/|g \dy—i-z // g(y) cos \/Ant cos /Ay dt dy +

nOn

— Z / / cos nt cosny dt dy
= Z - / (t) cos v/ Ant dt

Weil die Koeffizienten positiv sind, folgt daraus

/g(t)cos\/)\ntdt:(), n € Np.
0
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Aus Satz A.3.3 folgt damit g = 0, woraus die gewiinschte Behauptung folgt.
Sei nun K die Funktion

K(.’E,y):K$<y), (l’,y) €A.

Diese Funktion ist offenbar eine Losung der Integralgleichung. Um zu zeigen,
dass K stetig ist, sei fiir jedes x € [0, 7], V, der Operator

1
V() = /0 2F(zs,at)f(s)ds, t€0,1], feC0,1]

auf C[0, 1]. Mit einer Substitution sieht man, dass die Funktion K, € C|[0, 1]
K.(t) = K(z,zt), te]l0,1]
fiir jedes = € [0, 7] eine Losung von
(14+V2) Kot B =0
ist, wobei F, € C[0,1] gegeben ist durch
F,(t) = F(z,xt), te[0,1].
Fiir jedes z € (0, 7] ist der Operator

J Clo,z] — C[0,1]
Uﬂﬂ'{ P )

ein isometrischer Isomorphismus und mit einer Substitution sieht man, dass
U, WU, =V,

gilt. Die Operatoren I + Vy, x € (0, 7] sind also invertierbar und es gilt
-1
‘ (1+W)

Da sowohl Vi = 0, als auch f/o = 0 ist auch I + ‘70 invertierbar und diese
Gleichheit gilt auch fiir z = 0.

Die Operatoren V, h#éngen beziiglich der Operatornormtopologie stetig
von z € [0, 7] ab. Ist ndmlich ¢ > 0, so existiert ein ¢ > 0, sodass

= |a+va

, x€(0,m].

E
|F(z1,91) — F22,92)| < o falls nur |z — @o| + |y1 — y2| < 4.

Sind nun z, y € [0, 7] mit

)
|z — y| < min <, 8)
27 2|[Flloo

so folgt aus der Abschétzung

|

Ve — ffyH < s,?é?{)),(l} |xF(zs,xt) — yF(ys, yt)|

< max w|F(zs,2t) — Fys,yt)| + |z =yl [ Flleo <€

s5,t€[0,1]

die Behauptung, wobei ||-||oo hier die Supremumsnorm auf [0, 7]? bezeichnet.
Daraus folgt nun, dass auch die Inverse von I + V, stetig von z € [0, 7]



4.4. INVERSES PROBLEM VON DEN SPEKTRALDATEN 91

abhingt. Da die Funktion F stetig ist, sieht man, dass die Funktion Fj
stetig von z € [0, 7] abhéngt, woraus folgt, dass auch

- ~ —1
K, = (1 +Vm) E,

stetig von z € [0, 7] abhéingt. Also ist die Funktion K auf [0, 7] x [0,1]

K(z,t) = K(z,2t), x€]0,7n], te]|0,1],

stetig, woraus die Stetigkeit von K folgt. Die Eindeutigkeit dieser Losung
folgt aus dem ersten Teil des Beweises. O

Falls die Zahlen (A, kn)nen, die Spektraldaten eines selbstadjungierten
Sturm-Liouville Operators, wie in Satz 4.4.3 sind, so ist wegen Satz 4.4.5,
die Funktion K notwendigerweise der Kern des zugehorigen Transformati-
onsoperators. Wegen Gleichung (4.2a) steckt in diesem Fall das gesuchte
Potential, sowie die Randbedingung bei 0 in dieser Funktion. Bevor wir
diese Information jedoch herauslesen konnen, benétigen wir noch folgende
Proposition.

PROPOSITION 4.4.6. Die Funktion
x— K(z,z), z€][0,7]
ist absolut stetig mit quadratisch integrierbarer Ableitung.

BeEweis. Wir verwenden die Notation aus dem Beweis von Satz 4.4.5.
Zunéchst nehmen wir an, dass ¢ zweimal stetig differenzierbar auf [—2m, 27|
ist. In diesem Fall ist auch F,, V, und damit (I + V,)~! und K, zweimal
stetig differenzierbar beziiglich x € [0, 7]. Insbesondere ist dann natiirlich
auch die Abbildung

z = Ky (1) = K(z,2)

zweimal stetig differenzierbar auf [0, 7]. Wir werden im Folgenden auflerdem
noch benotigen, dass die Losung K in diesem Fall im Inneren von A zweimal
stetig partiell differenzierbar ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Funktion
K auf (0,7) x (0, 1) zweimal stetig partiell differenzierbar ist. Dass die zweite
Ableitung nach der ersten Variable existiert und stetig ist, haben wir bereits
gesehen. Aus der Integralgleichung

1
K(xz,t) —I—ac/ K(z,s)F(xs,xt)ds + F(z,2t) =0, x€[0,n], t€[0,1],
0

die K erfiillt folgt, dass auch die zweite Ableitung nach der zweiten Va-
riable, sowie die gemischte Ableitung existieren und stetig sind. Man sieht
daraus sogar, dass diese Ableitungen stetig auf [0, 7] x [0, 1] fortgesetzt wer-
den kénnen. Wegen

K(x,y)zK(x,g>, O<y<z<m
x

konnen damit auch die entsprechenden Ableitungen von K, zumindest auf
A\{(0,0)} stetig fortgesetzt werden.
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Um die Behauptung im allgemeinen Fall einzusehen, approximieren wir
die Funktion K in geeigneter Weise. Wegen Satz 4.4.5 existiert fiir jedes
N € N eine eindeutige stetige Funktion Ky auf A, sodass

() KN@W»+AIKNm¢wwawmv+ﬂwxw>:o,<xw>eA.

Wir wollen zuerst zeigen, dass die Losungen Ky fiir N — oo gleichméfig
gegen K konvergieren. Neben der im Beweis von Satz 4.4.5 eingefiihrten
Notation, setzen wir fiir x € [0, 7], N € N

KN,x(y) = KN(x7y)v FN,x(y) = FN(x>y)7 Y€ [va]

wnd Vyaf) = [ FOFs)dt e Dl f e Clo.al
Aus der Integralgleichung (x), folgt fiir jedes x € [0, 7] und N € N
I+ V) Kng+ (Vg — Vo) KNz + Fngz =0
und daher
Eng+ (I +Va) ™ (Ve = Vo) K + (I 4+ V2) ™ Five = 0.
Nach dem Beweis von Satz 4.4.5 ist die Abbildung

(1+ W) B

stetig auf [0, w]. Es existiert daher eine Konstante Cy € R, sodass

,j[?}—)‘

|a+vy| = H (r+ f/gc)f1 <Cy, zelol

Da die Funktionen Fy fiir N — oo gleichméfig gegen F' konvergieren, gilt

1
SWCVHFN—FHOO<§,

falls nur N > Ny fiir ein bestimmtes Ny € N. Daraus folgt

|+ )™ (Ve = Vo)

z € (0,7,

-1
Kne=—(T+ I+ V)™ (Via = V) (T4 Va)™ P, @€ [0,7]
fiir alle N > Ny. Bezeichnet man mit || - || die Norm in C[0, z], so gilt daher

Cv |FNll,
1— H(I V) (Ve — Vi)

||KN,x”x < <2CyCp, =zE€ [0,7‘(]

fiir alle N > Ny, wobei Cp € R, sodass ||Fn|lcoc < Cr, N € N. Die Funk-
tionen K, N € N sind also durch eine Konstante Cx € R beschriankt. Aus
der Integralgleichung (x) folgt

I+ V) Kng+Fy= Vo —VNg) ENg + Fp — Fng, x€[0,7], NeN.

Wegen
I+Vy) 'Fo=—K,, zel0,7]
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folgt daraus, fiir alle x € [0,7] und N € N
KNz — Ko, =
= [T+ Vo) (Ve = Vi) K + (4 Vo)™ (B = Fva)|

<HI+V ‘ +HI+V HHF FMH
< mCyCk ||F — FNHOOJFCVIIF Fylls

Die Folge K konvergiert also fiir N — oo gleichméflig gegen K.
Wir wollen als néichstes zeigen, dass fiir jedes = € (0,7) und N € N, die
Funktionen Kzlvm

OK
Ky .(y) = axN(w y), ye(0,z)

fir N — oo in L%(0,z) konvergieren. Differenziert man die Integralglei-
chung (*) nach der ersten Variable, so erhilt man fiir alle N € N die Inte-
gralgleichung

() K}Vx /KNa: F(t,y)dt+Gnz(y) =0, O0<y<z<m,

wobei fiir jedes z € (0, 7) die Funktion Gn, auf (0,x) gegeben ist durch

OF,
Galy) = Kn(z,2)Fx(r.y) + 2 (x.y), g€ (0,2).

Fiir x € (0,7) und N € N betrachten wir die Operatoren W, und Wy,
@%i/wa@wﬁ, ye 0], f€12(0,),
Wi f(y t/f’FNty y 0,2, e I2(0,2),

auf L?(0, x). Ahnlich wie im Beweis von Satz 4.4.5 sicht man, dass die Ope-
ratoren I + Wy, x € (0, 7] invertierbar sind und dass

H(I+ WI)_lH < Cw, ze(0,1),

fiir eine Konstante Cyy € R gilt. Mit dieser Notation folgt dann aus der
Integralgleichung ()

(I+Wo)Kyp+ (Wna—Wo) Ky, +Gng =0, z€(0,m), NEN.
Wie oben sieht man, dass

|+ W)™ W - i)

— Wal

SCVV”FN_FH2< 6(0777)7

1
2 )
falls nur N > N fiir ein bestimmtes N7 € N. Daraus folgt fiir alle z € (0, 7)
und N > N1

Ko=— (T4 T+ W)™ (Waa = Wa)) (T4 W) G
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und damit
Cw G elly,
KN, < = < 20w |Gl
= |+ W)™ (Wi = W)
oF
<20WCKHFNI”21:+2CWH N (x, +)
2,x

< 2/mCwCkCr + 2 Cw H‘P H@ ,
wobei hier | - ||2, die Norm in L?(0,z) und || - |¢ die Norm in L?(—27, 27)
bezeichnet. Die Normen der Funktionen Ky . in L*(0,) sind also fiir alle

z € (0,7) und alle N > Ny durch eine Konstante C}, € R beschrénkt. Sei
nun fiir jedes z € (0, 7) die Funktion G, € L?(0,7)

Caly) = K(w,2)Fla,y) + 5 (¥ +y) + @@ —y)), ye(0.)
Fiir jedes = € (0, ) folgt dann aus der Gleichung

(I +Wa) KN o+ Go = (Wo = W) Ky +Go = Gy, N €N,
die Abschétzung

2,x

KN+ (I +W,)™!

— |+ W) W = W) K (T W)™ (G = Giva)

2,x
< [+ w7 W = Wavall 1Kol + |2+ W) [ 16 = Gl
< 7w CwCk |Fy — Fll o + Cw || — iy ||, +
+ V7 Cw (Ck |y = Flloo + Cr | En — K| )
<O (IIFy = Flloo + IEN = Ko + |23 — @[5 ,

fir alle N > N; und eine bestimmte Konstante C' € R. Die Funktionen
K}v’m, N € N konvergieren also fiir N — oo in L?(0, ) gegen die Funktion
K! = —(I+W,) 'G,, und zwar gleichmiBig fiir alle x € (0, 7).

Sei nun fiir jedes N € N, K% die Ableitung der Funktion z — Ky(z,z)
auf [0, 7], also

KN(J:,JJ):KN(O,O)—i—/OIK]{,)(t)dt, x € [0,7].

Wir wollen nun schliellich zeigen, dass diese Funktionen fiir N — oo in
L?(0, ) konvergieren. In diesem Fall, folgt nimlich

K(z,z) :K(0,0)+/0m lim K2(t)dt, = e]0,n]

—00

und damit die gewiinschte Behauptung. Aus der Integralgleichung (x) folgt
fir alle N € N

v OF,
~KR(z) = Kn(z,2)Fy(z, x) —i—/o KN(x,t)a—ZjV(t,x)dt +

n / KL (0 Fx (b 2)dt + FR(z), € (0,m),
0
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wobei F£ die Ableitung der Funktion = — Fy(x,x) auf [0,7] bezeichnet.
Wir miissen also zeigen, dass die einzelnen Summanden in L2(0, 7) konver-
gieren. Da die Funktionen Ky und Fy gleichméBig konvergieren, konvergiert
der erste Summand sogar gleichméfig. Auch der zweite und dritte Summand
konvergiert gleichméflig, denn

€T
J

KN(ac,t)a(gV(t, T) — K(w,t)% (®'(t+2)— D (t —x)) ’ dt <

. OFx
</0 |KN(x,t)—K(:c,t)|'ay(t,x) dt +

+ /m |K ()] ‘aFN(t,x) 1 (@' (t+z) — D'(t — :n))‘dt
0 8y 2
< Ky = Kl V7 [[ @[ + Crev/m || @ — @',
fiir alle z € (0,7), N € N und
/ KX () (t2) — KL F(t,2)| dt <
0

< [ Kk 0] 1Fn (o) - Fto)lde +
0

T
4 /0 F(t,2)| [ KL o () — M8 dt
< ||FN - FHOO \/%HKZIV,{EH27I + CF\/%HK}V@ - K;HQ,z
< ||Fy = Fll VT Ck +
+CpVmC (|Kny — Koo + |1FN — Flloo + | @y — 2| 5) »
fiir alle z € (0,7), N > N;. Wegen

Fy(z,x) = = (Pn(22) + On(0)), z€[0,m], NN

N |

konvergiert auch
FR(z) = dy(2z), zec0,7], NeN
fir N — oo in L%(0,7), womit der Beweis beendet ist. O

Wegen dieser Proposition gilt

1 xX
K(z,z) =cota+ 2/ q(t)dt, x€[0,m],
0

fiir ein reellwertiges ¢ € L?(0,7) und ein a € (0, 7). Die Funktion ¢ wird
wegen Gleichung (4.2a) das Potential unseres Differentialausdrucks werden.
Sei also im Folgenden 7 der Sturm-Liouville Differentialausdruck auf (0, )
mit Potential ¢ und S diejenige selbstadjungierte Realisierung von 7 mit der
Randbedingung

f(0)cosa — f/(0)sina =0, fe€D(S)
bei 0 und der Randbedingung
W (f, d20) (1) = f(m) @), () — f/(m)ro () =0, f €D(S)
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bei 7. Die Funktionen ¢,, z € C sind dabei wieder, wie in Abschnitt 4.1 die
Losung der Gleichung (7 — z)u = 0 mit den Anfangswerten
uw(0) =sina und «/(0) = cos .

Wir wollen nun zeigen, dass die Zahlen (A, kp)nen, tatsdchlich die Spekt-
raldaten von S sind. Dazu zeigen wir zuerst, dass die Funktion K der Kern
des Transformationsoperators von S ist.

PROPOSITION 4.4.7. Fiir jedes z € C ist die Funktion
xX
©.(x) = cosv/zx —i—/ K(z,t)cosy/ztdt, z€0,7]
0

eine Losung von (1 — z)u = 0 und zwar diejenige mit den Anfangswerten
uw(0) =1 wund u'(0) = cota.

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptung zunéchst unter der Annahme, dass
¢ zweimal stetig differenzierbar auf [—2m,27] ist. Nach dem Beweis von
Proposition 4.4.6 ist K in diesem Fall zweimal stetig partiell differenzierbar
im Inneren von A und die Ableitungen sind stetig auf A\{(0,0)} fortsetzbar.
Aus der Integralgleichung (4.4) folgt

0’F 0?K q(z) OF
W(x,y) + W(UC,Q) + TF(Q%Z»/) + K(ﬂfax)%(%y) +
0K T PK
sowie

O*F I’K v O*F
— — K(x,t)—(t,y)dt =0
G @)+ Gren + [ K@oGz )
fiir alle (z,y) aus dem Inneren von A. Aus der Darstellung von F' durch die
Funktion ® sieht man unmittelbar, dass
O*F  O0°F OF OF
- = d —(t,00=—(0,t)=0, te]0
() Gmem g md G0 =500 =0. teon]
gilt. Weiters sieht man durch Differenzieren der Integralgleichung (4.4) nach

der zweiten Variable, dass
oK /’C OF oF
—(z,0) = — K(x,t)—(t,0)dt — —(x,0) =0, x € (0,7).
5y @0 == [ K3 w0~ 5o (r.0) (0,7)

Subtrahiert man die obigen Gleichungen, so erhilt man damit und durch
partielle Integration fiir alle (z,y) im Inneren von A

PK PK
@(%?J) - TyQ(%y) —q(z)K(z,y) +

T 02K K
[ (G0 - S —a@K(w0)) Pt =0

Da die Funktion

2 2
o) = S @) = o) @K ), € 002)
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fiir jedes x € (0,7) stetig auf [0, z] fortgesetzt werden kann, gilt also

(I+V,)H,=0, x€(0,m),

wobei die Operatoren V;, z € (0,x) wie im Beweis von Satz 4.4.5 definiert
sind. Daraus folgt aber H, = 0, x € (0, 7) und damit

’K ’K
() %xg(wvy) = %yQ(w,y) +q@)K(z,y), 0<y<az<m
Differenziert man die Funktionen ¢, z € C, so erhélt man
T OK
¢.(z) = —/zsinyzz + K(z,x) cos ﬁx+/ aa(m,t) cos \/zt dt,
0 X
fir alle z € (0,7) und

o (x) = —zcos/zx + Mcos Vzr — K(z,2)/zsinv/zx +

2
0K T 9’K
+ 67(1‘,3:) cos v/ zx +/0 W(m,t) cosv/ztdt, x € (0,7).
Mit (x), (*x*), der Gleichung
0K 0K ~q(x)
%(x,$)+87y($,$) = T, S (0771')

und partieller Integration erhélt man damit

-2 (z) + q(x)p. (1) = 20, x€(0,7), 2 €C.
Da die Funktionen ¢,, z € C auch die geforderten Anfangswerte annehmen,
ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen.

Um die Behauptung auch im allgemeinen Fall einzusehen, verwenden wir
die Funktionen K, N € N aus dem Beweis von Proposition 4.4.6. Aus dem
bereits Gezeigten folgt, dass die entsprechenden Funktionen ¢y ., z € C fiir
alle N € N die Gleichung

N (z) = cos/zx + cot an Sm\/\ég:U +

4 /0 “W\/(;—t)q]v(t)wz(t)dt, z € [0,7]

erfiillen, wobei

1 x
Ky(z,x) = cotay + 2/ gn(s)ds, x€[0,7].
0

Da die Funktionen Ky fiir N — oo gleichméfig gegen K konvergieren folgt,
dass die Funktionen ¢y, fiir N — oo gleichméfig gegen ¢. konvergieren
und ay gegen « konvergiert. Auflerdem konvergieren nach dem Beweis von
Proposition 4.4.6 die Potentiale ¢y fiir N — oo in L%(0,7) gegen ¢. Bildet
man in obiger Gleichung den Grenzwert fiir N — oo, so erhélt man

sin y/zx
Vz
+/” sin/z(z — t)
0

. (x) = cosv/zz + cot +

—Q(t)(pz(t)dt7 T € [077[']7

NE

woraus die Behauptung im allgemeinen Fall folgt. O
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Der Operator I + V', wobei

Vf(m):/oxK(x,t)f(t)dt, zel0,q], feI20),

ist also der Transformationsoperator von S. Wir wollen nun die Inverse von
I 4+ V bestimmen. Sei dazu L die Funktion

(4.5) L(z,y) = F(z,y) + /Oy K(y,t)F(z,t)dt, (z,y) €A

auf A und W der Operator
xr
Wf(x) :/ L(z,t)f(t)dt, =z €0,7], fe L*0,7),
0

auf L2(0, 7).
PROPOSITION 4.4.8. Der Operator I + W ist die Inverse von I + V.

BEWEIS. Da die Funktionen ¢,, z € C aus Proposition 4.4.7 den ganzen
Raum L?(0,7) aufspannen, geniigt es zu zeigen, dass die Gleichung

cosVzr = p,(r) + /Ox L(x,t)p,(t)dt, z € [0,n]

fiir alle z € C gilt. Der Beweis davon ist dhnlich dem Beweis von Propositi-
on 4.4.7. Wir nehmen zuerst wieder an, dass ® zweimal stetig differenzierbar
ist. Wie im Beweis von Proposition 4.4.7 sieht man, dass

92L 2L
@(%y) = @(x,y) —q(y)L(z,y), O<y<z<m

gilt. Weiters folgt aus (4.5)

L(z,x) = F(x,z) + /Om K(z,t)F(z,t)dt

1 x
=—-K(z,z) = —cota — 2/ q(s)ds, x€[0,7]
0

und fiir alle z € C und x € (0,7)

gﬁ(% 0)¢:(0) — L(z,0)¢%(0) = cot a F(x,0)¢.(0) — F(x,0)¢(0) = 0.

Ist nun z € C und setzt man
f@) = ula) + [ Lw0ga(0)dt, € 0.7
0

so folgt daraus, dhnlich wie im Beweis von Proposition 4.4.7

1) = spu)+ 2 [ Laten(Odt = 2£ (o), 7€ (0.7

Da die Funktionen f,, z € C die Anfangswerte f,(0) =1 und
f2(0) = ¢(0) + L(0,0)¢.(0) = cot a — K(0,0) =0

annehmen, ist damit die Behauptung in diesem Fall bewiesen.
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Um die Behauptung auch im allgemeinen Fall einzusehen, verwenden wir
wieder, wie im Beweis von Proposition 4.4.7 die Funktionen Fy und Ky,
N € N. Die entsprechenden Funktionen Ly, N € N

Ly(z,y) = Fy(z,y) + /Oy Kn(y,t)Fn(z,t)dt, (x,y) €A

auf A konvergieren fiir N — oo gleichméflig gegen L und die Funktionen
©¥N,z, N € N konvergieren fiir jedes z € C fiir N — oo gleichméBig gegen die
Funktion ¢,. Nach dem bereits Gezeigten gilt

xr
cos Vzr = pn . (z) +/ Ly(z,t)on(t)dt, x € [0,7].
0
Bildet man den Grenzwert fiir N — 00, so erhélt man das Gewiinschte. [

Fiir jedes f € L?(0,m) bezeichnen wir mit F f die Fouriertransformierte
von f beziiglich S, wie in Abschnitt 4.1, also

= /Oﬂf(t)cb,\(t)dt, A€R.

PROPOSITION 4.4.9. Fiir jedes f € L*(0,7) gilt die Gleichung

o0

Z |FFAn)[* = sin® a||f].

n()n

BeweEIs. Ist f € L%(0,7), so gilt
= [ soesat =sina [ onar
= sinoz/o7r f(t) cos \FAtdt+sina/07r f(t) /OtK(t, s)cos Vs ds dt
= sinoz/o7r g(t)cos VAtdt, \eR,

wobei
(%) /Kst §)ds = (I+ VL), telo,x].

Aus der Integralgleichung (4.4), sowie der Gleichung (4.5) folgt damit

/0 ' F(z,t)g(t)dt = / ' f(t) (F z,t) + /0 tK(t, s)F(s,m)ds) dt
/0 f(t <F z,t) +/tK(t, s)F(s,x)ds> dt +
+/ f(t)(th /Kts (s:c)ds)dt
/OLa:t dt—/Ktx z e [0,m].

Man erhélt daraus mit (x) und

fla) =T+ V) gle) = (I +W¥)g(x) = g(x)+/ﬂ L(t,x)g(t)dt, € 0,7]
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die Gleichung
1 o0

1
) Dl G (OO

n=0

Z | [o g(t) cos ntdt‘ Z | [o g(t) cos rtdt‘ Uoﬂg(t) cos ntalt‘2

"2
— lgli? + / / a05)9(t) (s, )dt ds
= llgll* + (/OLst dt—/KtSf()dt>ds
= |lglI* + / /tL dsdt—/ g(s)/ K(t,s)f(t)dt ds
~lall*+ [ 10 (FO - 50) e~ [ 561 (0(s) = 7(5)) ds

= |I£1.

O

Wir zeigen nun, dass die Zahlen (A, kp)nen, tatséchlich die Spektral-
daten von S sind.

SATZ 4.4.10. Die Zahlen (A, kn)neN, Sind die Spektraldaten von S.

BeweEIs. Eine Zahl X\ € R ist genau dann ein Eigenwert von S, wenn

W(x, dx,) () = 0.
Da die Funktionen ¢y, A € R die Randbedingung bei 0 erfiillen, gilt

W(hx,» Oa)(T) = W (o, Or,, ) (1) = W (b, , D, )(0)
= [ Weoron 0

— (e — ) /0 " b (D, (D, 1, m € Np.

Um zu zeigen, dass die Zahlen \,, n € Ny Eigenwerte von S sind, geniigt
es daher zu zeigen, dass die Funktionen ¢, , n € Ny paarweise orthogonal
aufeinander sind. Fiir jedes feste m € Ny folgt aus der Asymptotik der
Zahlen \,, n € Ny und der Funktionen ¢, , n € Ny

[ o6, 0t - O, (7 >%<A>_A' (@)dan(m)
ot 0 ()= )

fiir n — oo. Daraus folgt, dass die Reihe

Zﬂn/ Dx, V), (t)dt Oy, (x), € [0, 7]
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absolut und gleichméflig konvergiert. Aus Proposition 4.4.9 erhélt man

(f.9 sma—z —Ff M) Fg(Aa),  f, g € L20,m),

nOn

woraus die Gleichheit

(Gr. f)sin® o = Z (@“’@m) W (Z (d’“’d’“% n,f>

n=0 n=0

fiir alle f € L2(0,7) folgt. Also gilt notwendigerweise

sin® a ¢y, (z) = /<Z5,\n )Ox, (H)dt &, (2), € [0,7].
n= 0 Fin

Durch Anwenden des Transformationsoperators I + V folgt

(o) 1 T
sin? o cos \/ Az = E / O, ()b, (H)dt cos\/ Az, €0, 7]
Rn 0
n=0

Aus Satz A.3.3 folgt daher fiir alle n, m € Ny

1 (7 sina, fallsn=m
ol RERCLGI {

0, sonst.

Die Zahlen A, n € Ny sind also Eigenwerte von S. Dass diese Zahlen bereits
alle Eigenwerte von S sind, folgt aus der Asymptotik der Zahlen \,, n € Nj.
Wegen

or,l2 = [ o, (062, 01t = ko sin®a, € N,
0
sind die Zahlen (A, £n)nen, die Spektraldaten des Operators S. O

Wir haben damit Satz 4.4.3 im Fall (4.3a) unter der zusétzlichen Vor-
aussetzung A = 0 bewiesen. Den allgemeinen Fall A # 0 fithren wir nun auf
diesen Fall zuriick.

BEWEIS VON SATZ 4.4.3. Sei A,, n € Ny eine streng monoton wachsen-
de Folge reeller Zahlen und k,, n € Ny eine Folge positiver Zahlen, die

A 1 1
VAn=n+=+ 0 <> und K, = E—FEQ <>
n n 2 n
fiir n — oo und eine Konstante A € R erfiillen. Wir betrachten die Folgen
An, N € Ny und &, n € Ny, definiert durch
A=A — 2\ und Fp = kn, n€ENp.

Diese Folgen erfiillen

\/S\n:n—l—éz <1> und anﬁ—i—ﬁz <1>
n 2 n

flir n — oo. Nach dem bereits Gezeigten existiert daher ein Sturm-Liouville
Differentialausdruck 7 mit Potential ¢ € L?(0, 7), sowie Zahlen a, 3 € [0, 7),
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sodass die Zahlen (S\n, Rn)nen, die Spektraldaten der selbstadjungierten Rea-
lisierung S von 7 mit den Randbedingungen

f(0)cosa — f'(0)sina = 0,
f(m)cos @ — f'(x)sin B =0,

sind. Sei nun 7 der Sturm-Liouville Differentialausdruck auf (0,7) mit Po-
tential ¢ = ¢ + 2\ und S die selbstadjungierte Realisierung von 7 mit den
selben Randbedingungen wie S. Man sieht daraus, dass die Definitionsberei-
che von S und S iibereinstimmen und dass S = S + 2 gilt. Die Eigenwerte
von S sind also genau die Zahlen A\, = S\n 4+ 2), n € Ny. Bezeichnet man
mit ¢, und éz, z € C die entsprechenden Loésungen, wie in Abschnitt 4.1,
so gilt wegen

¢, = ar, 2€C

auBlerdem
5 - 2 -2, L
o, [I” = H%n—sz = ¢;nH = fipsin® a = kpsin®a, n € No.
Die Zahlen (A, kn)nen, sind also die Spektraldaten von S. O

4.5. Inverse und halbinverse Eindeutigkeitssitze

Sei 7 in diesem Abschnitt wieder ein regulérer Sturm-Liouville Differenti-
alausdruck auf dem Intervall (0, 7) mit Potential ¢ € L(0,7) und 3 € [0, 7).
Fiir jedes a € [0,7) sei S, die selbstadjungierte Realisierung von 7 mit den
Randbedingungen

f(0)cosa — f'(0)sina = 0,

f(m)cos B — f'(m)sin B = 0,
f € D(S,). Weiters bezeichnen wir mit m,, die Weyl-Titchmarsh m-Funk-
tion des Operators S, und mit o, das Spektrum von S,.

Fiir jedes z € C sei u, die Losung von (7 — z)u = 0 mit den Anfangs-
werten

uy(m) =sinf und ul(mw) = cos .

Die Funktionen u,, z € C erfiillen also die Randbedingung bei 7 und eine
reelle Zahl X ist genau dann ein Eigenwert von S, wenn u) zusétzlich die
entsprechende Randbedingung bei 0 erfiillt, also

A€o, &  up(0)cosa—u)(0)sina = 0.

Da die Losung u, fiir jedes z € C\R ein skalares Vielfaches der Weyl-Losung
1, ist, erhélt man mit Gleichung (3.2) aus Abschnitt 3.4

~ uz(0)sina + ul(0) cos a

«@ - ’ Sa
mal(?) uz(0) cosaw — u/,(0) sin & 2 €e(Sa)
und insbesondere fiir o« = 0
u’,(0
m()(Z): ( ), ZEQ(SQ).
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Zusammenfassend gilt
A€o, & ux(0)cosa—u)(0)sina=0
< uy(0) =0, falls « = 0
< mo(N) =cota, falls a € (0, ).
Insbesondere sieht man daraus, dass die Spektren o, fiir verschiedene Zahlen
« paarweise disjunkt sind, also
Oy NOay =0, a1, az €[0,7), a1 # as.

Wir wollen in diesem Abschnitt Eindeutigkeitssétze zeigen, die Teilmen-
gen der Spektren o, verwenden. Dazu sei fiir jedes M, C o, die Funktion
Ny, auf R die Verteilungsfunktion von M,, also

Nu,() =#{A e My | A<th= > 1, teR
AEMy
A<t

Als Vorbereitung fiir die folgenden Eindeutigkeitssidtze brauchen wir
noch eine Variante des Phragmén-Lindelof Prinzips.

LEMMA 4.5.1. Sei f eine ganze Funktion, n € (0,1) und rp € R, k € N
eine Folge positiver Zahlen, sodass

sup |f(2)] < CePE, keN
zeC
|2|=rk

fiir bestimmte Konstanten B, C' € R. Fulls f zusdtzlich
flix) =0, fir|z] — o0 in R
erfillt, so gilt f = 0.

BEwEIs. Wir wihlen eine, im Folgenden feste Zahl v € (n,1). Fiir jedes
e > 0 sei g. die auf C\(—o0,0] analytische Funktion
g=(2) = e_aeylogz, z € C\(—o0,0],
wobei log denjenigen auf C\(—o0,0] analytischen Zweig des Logarithmus
bezeichnet, fiir den log1 = 0 gilt. Es gilt dann

v

ip)| — p—er¥cos(vy)  ,—er” cos 0 |:_E E} .
|9- (re'?)| = <e TLor>0, 96 |—0.g
Insbesondere ist g. auf der imagindren Achse durch 1 beschrinkt. Sei nun
ein beliebiges zp € C mit Re(zp) > 0 gegeben und k € N so grof3, dass

1
n
)

wobei K € R, sodass |f(iz)| < K, € R. Weiters bezeichnen wir mit D C C
den Kreissektor

_1
v—n

2B

vm
€ cos 5

log(CK—1)
B

i

T > max (‘Zo|,

D ={zeC]| |z| <rg, Re(z)>0}.
Die Funktion |fg.| ist auf der imaginéren Achse durch K beschrinkt. Au-
Berdem folgt fiir alle ¢ € (g, %) aus der Voraussetzung an 7y

‘f (rkeigp) e (’I"kei@){ < CeBrZe—erZ cos 4 < Ce—BrZ <K.
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Diese Funktion ist also auf dem Rand von D durch K beschrankt. Nach dem
Maximumsprinzip gilt daher |fg.| < K auf ganz D, insbesondere auch fiir

zp, also
vlog zq

|/ (20)9:(20)] = | f(z0)e™™* <K.

Da diese Abschétzung fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt daraus |f(z9)| < K. Also
ist f auf der ganzen rechten Halbebene durch K beschriankt. Entsprechend
zeigt man, dass f auch auf der linken Halbebene durch K beschrinkt ist.
Nach dem Satz von Liouville ist damit f konstant und wegen f(iz) — 0 fiir
r — oo gilt f=0. O

Wir wollen nun einige Eindeutigkeitsséitze beweisen. Seien dazu 7 und
To zwel reguliire Sturm-Liouville Differentialausdriicke auf (0, 7) mit Poten-
tialen ¢; und g2 und B, By € [0,7). Weiters sei fiir jedes a € [0,7) und
i € {1,2}, S; o die selbstadjungierte Realisierung von 7; mit den Randbe-
dingungen
f(0)cosa — f'(0)sina = 0,
f(m)cos B; — f'(m)sin B; = 0,
f € D(Siq) und die GroBen m;q, 0o und u;, wie am Anfang dieses
Abschnitts definiert.

SATZ 4.5.2. Seien N € N und ay, . ..,an € [0,7) paarweise verschieden.
Weiters seien My, C 01,0,, © € {1,..., N} Teilmengen der Spektren, sodass

Nt (8) > mi Noy o (0) + ki, t>t, i €{1,..., N},
fiir ein ty € R, wobei die Zahlen n; € [0,1], k; € Z

N N
Z 7> 2 und Z k; >0
i=1 i=1

erfillen. Gilt dann M,, C 024,, 1 € {1,...,N}, so folgt mio = mao und
damit g1 = qo und (B1 = .
BeEwEIs. Wir betrachten die Produkte
Hy, (2)= ] Ea(z), zeC,ie{l,...,N},
AEMa,

wobei Ey, A € R die ganzen Funktionen

1—-%, falls A#0

z, falls A =10
sind. Wie in Abschnitt A.2 sieht man, dass diese Produkte wegen der Asym-
ptotik der Eigenwerte lokal gleichméfig konvergieren. Die Nullstellen dieser
Funktionen H Ma, sind einfach und genau die Elemente von M,,. Auflerdem
haben wir fiir diese Funktionen die Abschéitzungen aus Lemma A.2.2 und

Lemma A.2.3 zur Verfiigung. Da die Mengen M, paarweise disjunkt sind
hat auch die Funktion

N
H(z)=]][Hwm,, (2), z€C
i=1
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nur einfache Nullstellen. Ist A € M, fiir ein i € {1,..., N}, so gilt nach
Voraussetzung

m170(>\) =cotq; = mgyo()\), falls o; € (0, 71')
und
u A (0) =u2x(0) =0, falls a; = 0.
In beiden Fillen folgt daraus
US,A(O)UZ/\(O) - Ulz,,\(o)ul,/\(o) =0.
Die Funktion G

L (0)u2,.(0) — . (0)us,.(0) N
G(z) = ) , z€C\ <U1 Mm>

lésst sich daher analytisch auf ganz C fortsetzen. Nach Satz 1.2.8 und Lem-
ma A.2.3 erfiillt sie die erste Voraussetzung von Lemma 4.5.1. Wie in Lem-
ma 4.2.1 sieht man, dass

ui2(0) = O (e *”), i€ {1,2),
fiir |z] — oo in C gilt. Ist 5 =0, so gilt sogar
e —ZT

ui,Z(O):(’)< 7z ), i€ {1,2},

fiir |z| — oo in C. Mit Lemma A.2.2, sowie der Voraussetzung an die Zahlen
n; und k4, ¢ € {1,..., N} folgt damit
. ’ul zx(O)UZ zx( )‘
|G ix)| = m
|H (iz)|
< 06(2 Zl 1m)7rRe\/7wc

1,0(ix) —ma(ix)|

|x| ™ Lok |mo(ix) — meo(ix)]
< Clmypoliz) —mooliz)], zeR, |z >R

fiir bestimmte Konstanten C', R € R. Aus Satz 3.4.7 folgt, dass dieser Aus-
druck gegen Null konvergiert, falls |z| — oo in R. Nach Lemma 4.5.1 gilt
also notwendigerweise G' = 0 und damit m1o = may. O

Die Forderung an die Zahlen k; in diesem Satz kann in manchen, aber
nicht in allen Fillen abgeschwécht werden. Fordert man beispielsweise, dass
die Randbedingung bei 7, a priori gleich ist, also #; = (2 und dass bei 0
keine Dirichlet-Randbedingungen vorliegen, also aq,...,an # 0, so geniigt

auch schon
N
> ki> -1
i=1

Das folgt daraus, dass man in diesem Fall bessere Abschétzungen fiir die, im
Beweis auftretenden Funktionen Hyy, hat. Anschaulich bedeutet das, dass
man in diesem Fall um einen Eigenwert weniger benétigt, um das Potential
eindeutig zu bestimmen.

Als einen Spezialfall dieses Satzes erhalten wir, dass zwei Spektren aus-
reichen, um das Potential und die Randbedingung bei 7 eindeutig zu be-
stimmen.
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KOROLLAR 4.5.3. Gilt
Ola; = 02, UNd O01a, = 020y,
fiir zwei verschiedene oy, ag € [0,7), so gilt bereits my,9 = ma.

Die Bemerkung nach Satz 4.5.2 gilt auch hier. Ist die Randbedingung
bei 7 a priori bekannt und gilt a1, as # 0, so geniigt es auch, wenn sich
eines der zwei Spektren um einen Eigenwert unterscheiden. Insbesondere
sieht man, dass ein einzelner Eigenwert in diesem Fall nicht unabhéingig von
den restlichen Eigenwerten der zwei Spektren ist.

Setzt man voraus, dass die Potentiale ¢; und ¢y fiir ein ¢ € (0,7) auf
dem Intervall (0,c) iibereinstimmen, so kann man erwarten, dass weniger
Information iiber die Spektren notwendig ist, um auf Gleichheit der Poten-
tiale zu schlieflen. Die folgende Verallgemeinerung von Satz 4.5.2 zeigt, dass
das tatséchlich der Fall ist.

SAaTz 4.54. Seien ¢ € [0,7), N € N und ay,...,an € [0,7) paarweise
verschieden. Weiters seien My, C 014,, © € {1,...,N} Teilmengen der
Spektren, sodass

Ny, () > i Noy, () + ki, t>to, i€{1,...,N},
fir ein ty € R, wobei die Zahlen n; € [0,1], k; € Z

N N
Zm22(1—§) und Zkizo
i=1 i=1

erfillen. Gilt dann q1(x) = q2(z) fir fast alle x € (0,c¢), sowie M,, C 02.4,,
ie{l,...,N}, so folgt mio=mao und damit g1 = g2 und B = Pa.

BEwEIS. Wir kénnen uns auf den Fall ¢ € (0, 7) einschrinken. Mit der
Notation, wie im Beweis von Satz 4.5.2 gilt

o vz (0)ug . (0)]

< O ReVTIT ) o(ix) — mag(iz)], z€R, |z| >R
fiir Konstanten C, R € R. Mit dem lokalen Eindeutigkeitssatz 3.5.5 folgt

Ima,o(iz) — ma,o(iz)|

|G(iz)| — 0, fiir x| — oo in R.
Nach Lemma 4.5.1 gilt daher G = 0 und damit my o = may. U

Auch hier geniigt unter der zusétzlichen Voraussetzung 7 = (2 und
at,...,any # 0 wieder die Forderung

N
Zki > 1.
=1

Kennt man das Potential auf dem halben Intervall, so geniigt bereits ein
Spektrum um den Operator eindeutig zu bestimmen.

KOROLLAR 4.5.5. Gilt fiir ein « € [0,7)
Ola =024 und q(x)=q(x), fir fastallex e (0, g) ,

so gilt bereits mi19 = map.
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4.6. Symmetrische Potentiale

Im vorigen Abschnitt 4.5 haben wir gesehen, dass falls das Potential lo-
kal um den Randpunkt 0 bekannt ist, weniger Eigenwerte notwendig sind
um das Potential eindeutig zu bestimmen. In diesem Abschnitt wollen wir
die Eindeutigkeit unter der Annahme eines symmetrischen Potentials un-
tersuchen. Sei dazu 7 ein regulérer Sturm-Liouville Differentialausdruck auf
dem Intervall (0, 7) mit einem Potential ¢, das symmetrisch um den Inter-
vallmittelpunkt ist, also

q(z) = q(m — x), fiir fast alle x € (0,7).
Weiters sei a € [0,7) und S die selbstadjungierte Realisierung von 7 mit
den symmetrischen Randbedingungen
f(0)cosa — f'(0)sina = 0,
f(m)cosa + f'(m)sina =0,
f € D(S). Diese Randbedingungen sind ein Spezialfall der allgemeineren

Randbedingungen aus Abschnitt 4.1. Namlich der Fall, in dem sin(a+3) =0
gilt, also a + 8 = 0 modulo 7.

PROPOSITION 4.6.1. Jeder Eigenvektoren ¢ von S ist symmetrisch oder
antisymmetrisch, also

¢(x) = +op(r —x), =z € (0,m).

o(5)=0 i o(3)=0

BEWEIS. Sei ¢ ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A € R. Setzt man

g(z) = f(m —x), = €l0,m],

Insbesondere gilt

so gilt
79(z) = —¢"(z) + q(x)g(z) = —f"(7 — @) + q(7 — ) f (7 — z)
=Sf(r —z) = Af(m —z) = Ag(x),
fiir fast alle z € (0, 7). AuBlerdem erfiillt g die Randbedingungen, denn
g(0)cosa — ¢'(0)sina = f(m) cosa + f/(m)sina = 0,
g(m)cosa + ¢'(m)sina = f(0)cosa — f'(0) sina = 0.

Da alle Eigenwerte einfach sind, folgt daraus f = cg, fiir eine Konstante

ce C*. Aus
1(3)=9(3) wa r(3)=~(3)

folgert man, ¢ = 1 oder ¢ = —1, woraus genau die Behauptung folgt. U

Wir wollen nun Eindeutigkeitssétze im Fall von symmetrischen Poten-
tialen beweisen. Dazu seien 71 und 79 regulidre Sturm-Liouville Differential-
ausdriicke auf dem Intervall (0, ) mit symmetrischen Potentialen ¢; und go.
Weiters seien a1, ae € [0, 7) und S; und Sy die entsprechenden selbstadjun-
gierten Realisierungen mit symmetrischen Randbedingunen wie oben.
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SATZ 4.6.2. Stimmen die Spektren von S1 und Sy iberein, also
o (51) =0 (52),
so gilt bereits q1 = q2 und o = .

BEWEIS. Fiir jedes z € C, i € {1,2} sei u; , die Losung von (7; — 2) u = 0
mit den Anfangswerten

uj.(m) = —sina und wj (m) = cosa.

Weiters sei S; g die selbstadjungierte Realisierung von Ti\(ﬂ/zm) mit Dirichlet-
Randbedingungen bei 7/2 und der selben Randbedingung wie \S; bei 7. Dann
gilt fiir die m-Funktion m; von S; o

(T
uz’z (i) , € Q(Si,()) .
Uiz (5)

Aus Proposition 4.6.1 folgt nun, dass

o (3)16a (3) - (3) 4 () =0, Aot

Setzt man

mi(z) =

H(z)= ][ Ex2)., z€C,
A€o (St)

wobei Ey, A € ¢(S]) die ganzen Funktionen

1—-%, fallsA#0
z, falls A =10

sind, so lasst sich die Funktion G

we (5) uhe (5) = w2 (5) wis (5)
G(z) = ’ : , e C\o(S
(2 . 2 €C\o(81)
analytisch auf ganz C fortsetzen. Wie im Beweis von Satz 4.5.2 geniigt es
nun zu zeigen, dass

Glia)| = e B2 BN oy iy — 0

|H (iz)]

fiir |z| — oo in R. Das folgt aber wie im Beweis von Satz 4.5.2 aus Lem-
ma 4.2.1, Lemma A.2.1 sowie Satz 3.4.7. U

4.7. Anmerkungen

Wir wollen dieses Kapitel mit einigen ergénzenden und weiterfithrenden
Anmerkungen beschlielen.

1. Dass wir uns auf das Intervall (0,7) festgelegt haben, stellt keine
wesentliche Einschrinkung dar. Jeder reguldre Sturm-Liouville Differenti-
alausdruck ldsst sich durch eine geeignete Transformation in einen Sturm-
Liouville Differentialausdruck auf dem Intervall (0,7) iiberfiihren. Die Ei-
genwerte eines so transformierten Operators unterscheiden sich um einen
positiven Faktor von den Eigenwerten des urspriinglichen Operators.
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2. Wir haben in Abschnitt 4.2 das asymptotische Verhalten der Ei-
genwerte fiir integrierbare und quadratisch integrierbare Potentiale unter-
sucht. Fordert man zusétzliche Regularitit von ¢, wie beispielsweise be-
schrinkte Variation oder Differenzierbarkeit, so erhélt man bessere asym-
ptotische Abschéitzungen. Ergebnisse dieser Art finden sich beispielsweise in
[48], [49], [25] und [33].

3. Satz 4.2.8 iiber die gleichgradige Konvergenz von Fourierentwicklun-
gen gilt auch, falls man nur ¢ € L'(0,7) fordert. Siehe beispielsweise [52].

4. In Abschnitt 4.4 haben wir alle moglichen Spektraldaten von Sturm-
Liouville Operatoren mit quadratisch integrierbaren Potentialen bestimmt.
Im Gegensatz dazu sind die moglichen Spektraldaten von Operatoren mit
nur integrierbarem Potential nicht nur durch die Asymptotik aus Satz 4.2.4
und Satz 4.2.6 bestimmt. Man muss in diesem Fall auch noch fordern, dass
der Grenzwert ® der Funktionen ®y aus Abschnitt 4.4, die auch hier we-
gen der Asymptotik zumindest in L?(—2m,27) konvergieren, absolut ste-
tig ist. Man kann auch zeigen, dass diese Bedingung notwendig ist. Man
hat damit also eine Charakterisierung aller moéglichen Spektraldaten von
Sturm-Liouville Differentialoperatoren mit integrierbaren Potentialen. Sie-
he beispielsweise [29] oder [31].

5. Eines der ersten Eindeutigkeitsresultate war, dass zwei Spektren das
Potential eindeutig bestimmen, siehe [33]. Satz 4.5.2 ist eine Verallgemei-
nerung davon. Eindeutigkeitssitze dieser Art, die Teilmengen der Spektren
verwenden findet man in [39] und [40].

6. Falls sich in Korollar 4.5.3 eines der beiden Spektren um endlich vie-
le Eigenwerte unterscheiden, so kann man die Differenz der Potentiale ¢
und g2 durch bestimmte Losungen darstellen. Fiir solche Ergebnisse, siehe
beispielsweise [34], [37] oder [32].

7. Eindeutigkeitsséitze, die Kenntnis des Potentials auf dem halben In-
tervall voraussetzen, wurden zuerst in [35] bewiesen. Erweiterungen auf be-
liebige Intervalle um einen Randpunkt, wie in Satz 4.5.4 findet man in [39],
[40] und [44]. Wir haben diese Ergebnisse mit Hilfe des lokalen Eindeutig-
keitssatzes 3.5.5 gezeigt, was den Beweis sehr vereinfacht.

8. Setzt man in Satz 4.5.4 zusétzlich voraus, dass die Potentiale ¢; und
g2, fiir ein n € Ny in einer Umgebung von ¢, 2n-mal stetig differenzierbar
sind, so geniigt auch die Forderung

N
Zki > —n—1.
=1

Das folgt daraus, dass man in diesem Fall eine bessere Abschéitzung fiir die
Differenz

myo(ix) — mao(iz),
fiir x| — oo in R zur Verfiigung hat. Die notwendigen Abschétzungen findet
man in [50], [51] oder auch in [39].

9. Auch falls man fordert, dass die Differenz der Potentiale ¢; und go fiir
ein p € (1,00) in LP(0, ) liegt, sind weniger Eigenwerte notwendig. Solche
Resultate findet man in [41] und [42].

10. Weitere Ergebnisse fiir symmetrische Potentiale findet man beispiels-
weise in [37] oder [32].






ANHANG A

Einige funktionentheoretische Hilfssétze

A.1. Nevanlinna-Funktionen

Eine analytische Funktion m : C* — C7T heifit Nevanlinna-Funktion.
Solche Funktionen werden oft auch als Pick-, Herglotz- oder R-Funktionen
bezeichnet. Wir sammeln in diesem Abschnitt einige grundlegenden Eigen-
schaften dieser Funktionen.

SAaTz A.1.1. Sei m eine Nevanlinna-Funktion. Dann existiert ein ein-
deutiges Borelmaf p auf R mit

1
/Rwdpw <00,

sodass
1 A n

m(Z):C1+CQZ+ R)\_Z_mdp(A), ZE(C .

Dabei st
c1 =Re m(i), c2= lim mgm) >0
n/00 M
und p das Maf, dass fiir A1, Aa € R mit A1 < Ay gegeben ist durch
Ao+

(A.1) p (A1, A2] = lim lim — Im m(\ + ie)dA.

Ist f € C(R) eine stetige Funktion und A1, A2 € R mit Ay < A2, so gilt
1 Ao+0

A2 / fdp = lim lim — FN) Im m(A + ig)dA.

an [ =gt [0 mO i)

Weiters bendtigen wir in Abschnitt 3.2 noch die folgende Eigenschaften
von Nevanlinna-Funktionen.

ProrosITION A.1.2. Sei m eine Nevanlinna-Funktion und X\ € R. Dann
qgilt

e|Re m(A+ie)| — 0, fiire\,0.
Sind A1, Ao € R mit Ay < Ao und g9 > 0, so gilt
elmA+1ie)| < C, Xe€ A, A, 0<e<ep,
fiir eine Konstante C' € R.

Diese und weitere Eigenschaften von Nevanlinna-Funktionen findet man
beispielsweise in [6], [7], [8], [9], [10], [11] oder [12].
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A.2. Abschétzungen fiir eine Klasse ganzer Funktionen

Sei A\, € R, n € Ny eine streng monoton wachsende Folge reeller Zahlen,
die einer der Abschitzungen

(A.3a) Van=n+0 (n71),

(A.3b) VA =n+ % +0(n7h),
(A.3c) Van=n+1+0(n™"),

flir n — oo geniigt. Wir betrachten das Produkt
Hy,(2) = H E.(z), z€C,
n€Ng
wobei die ganzen Funktionen F,, n € Ny durch

1— &, falls A\,
() =] A AT
z, falls A\, =0

definiert sind. Wegen der Abschétzung, der die Zahlen \,, n € Ny geniigen,
konvergiert die Reihe

z
Z’l—En(Z)|§‘1_Z‘+Z N zeC
neNy n€Np
An#£0

lokal absolut und gleichméflig. Aus diesem Grund konvergiert auch obiges
Produkt lokal gleichméfig und die Nullstellen der Funktion Hy, sind einfach
und genau die Zahlen \,, n € Np.

LEMMA A.2.1. Die Funktion Hy, erfillt

|Hy, (iz)| ™' = O <e_7rRe v _ix]x\_W) , falls (A.3a) gilt,
| Hy, (iz)| "} = O (e—”Rev—iw) , falls (A.3b) gilt,
|Hy, (i)™ = O (e—”Rev—iﬂx\Vz) , falls (A.3¢) gilt,

fir |x| — oo in R.

BEWwWEIS. Wir zeigen nur die Behauptung im ersten Fall (A.3a). Sind
¢, d €[0,00) und 0 < ¢ < d, so gilt offenbar

14 222
——— <1 R.
) 14+d2x2 =77 T E
Gilt andererseits 0 < d < ¢, so hat man
14 22 (02 _ d2) 72 A2 2
) et iree StTE T ®

Wegen der Produktdarstellung der Sinusfunktion
2

sinz:zH(lniﬂ), z € C,

neN
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sowie den Gleichungen (%) und (xx) gilt fir alle z € R\[—1, 1]

}\/i»a:sinz' —i:mT‘Q_ 2272 1—1—%
. 2 - . 2 . 2
| Hn, (i) |Eo(iz)|” [ ox | Enliz)]
)\2
§2max()\(2),1)772 H —
neN n
[An|>n2

wobei das Produkt wegen der Asymptotik der Zahlen A,, n € Ny

An 1
2:1+(’)<2), fiir n — oo
n n

konvergiert. Weiters gilt

siniy/—izm| 1 e~VTiEm _ oV —iam
eV —ixm B 5 eV —um
:1’1_6—2 —ixT 1
2 2’

fiir || — oo in R und daher

‘6\/ —ixT

———— < (i, z€R, [z| >R
’San —Zl‘ﬂ"

fiir bestimmte Konstanten C, R; € R. Zusammen ergibt sich die Behaup-
tung im Fall (A.3a)

‘\/ﬁe —ixT
| Hr, (iz)]

fiir Konstanten Cs, Ro € R. Die restlichen Fille beweist man dhnlich, wobei

man im Fall (A.3b) die Kosinusfunktion, statt der Sinusfunktion verwendet.
(]

<Cy z€R, || >Ry

Sei nun M eine Teilmenge von Ny und H); die ganze Funktion
Hy(2) = [] En(2), zeC.
neM

Die Nullstellen dieser Funktion sind einfach und genau die Zahlen \,,, n € M.
Weiters sei Njs die Verteilungsfunktion

Nu()=#{ne M| , <t}=> 1, teR
neM
An <t

der Menge {\,, | n € M }. Diese Verteilungsfunktion erfiillt, wegen der Asym-
ptotik der Zahlen \,, n € Ny

Nur(t) < Ny (1) = 0 (V)

fiir ¢ — oo. Fiir die Funktionen Hj; gilt eine Verallgemeinerung von Lem-
ma A.2.1.
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LEMMA A.2.2. Seien n € [0,1] und k € Z, sodass
Nu(t) 2 nNyo(t) + K, ¢ = to,
fiir ein tg € R. Dann erfillt die Funktion H s

|y (i)t = O (e‘"”Re\/_”|m|_k_"/2) . falls (A.3a) gilt,
\Hy(iz)| ™t = O (e*nﬂﬁev%yxrk) , falls (A.3b) gilt,
|Hy (i)t = O (e‘"”Re\/‘iﬂ:prk*"/Q) , falls (A.3c) gilt,

fir |x| — oo in R.

BEWEIS. Wir setzen zunichst voraus, dass A, # 0 fiir alle n € M. Sei
to € R* = R\{0} kleiner als jedes A,, n € Ny. Mit partieller Integration
folgt fiir jede Teilmenge M von Ny

, x| 1 z?
log]HM(m)\:ZIOg 1—— :§ZIOg 1—1—)\—2

An
neM neM

NM (t) .1'2 o > x2 NM (t)
- log (1+ % dt
[ 2 °g< te e +/to 21 a2 ¢

0 2
:/ L NM(t)dt, z € RX.
to

2422 ¢t

Der Randterm bei tg verschwindet, da Nj; in einer Umgebung von ty ver-
schwindet. Derjenige bei oo, da die Abschitzungen

x? 22
M < It wnd tog (145 ) < %
gelten, falls nur ¢ grof3 genug ist. Nach Voraussetzung gilt
Ny (t) > Nas(t) > n Ny (t) + Kk, t > 1,
fiir eine Konstante t; > ¢y und daher

< g2 N ()
log |Hp(ix)| =
R

< 22 Ny,(t) 22k
> 02 gt / = dt
_n/to Pyt 7)), w2t

b 2?2 Np(t) —n Ny (t) + k
+/ I m(t) =0 Nwo(t) +k
tn "tz t

dt

k 2\
> nlog |Hy, (ix)| + [—2log <1+?2>} +C
t=to

= nlog |Hy, (ix)| + klog +C, zeR~®

1
to

wobei C € R so klein ist, dass
/tl 2 Np(t) —n Ny (t) + k
to

5 5 dt>C, xR~
t“-+x t
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gilt, was moglich ist, da dieses Integral gleichméBig fiir alle z € R beschrinkt
ist. Daraus folgt nun

ok
ix
\HMU@HHHM@@Wl—?—eQ x e R*.
0
Wegen der elementaren Ungleichung
Zl<hi-El<2Z], zeR, |g > [t
to to 0

folgen die Behauptungen in allen drei Féllen mit Hilfe von Lemma A.2.1.
Falls~nun ein ng € M existiert, sodass A\, = 0, so betrachten wir die
Menge M = M\{no}. Es gilt dann

Nyp(t) = Nu(t) =1 2Ny (8) + k-1,

fiir alle hinreichend groflen ¢ € R. Da wir das bereits Gezeigte auf die Funk-
tion H,; anwenden konnen, folgt die Behauptung aus der Gleichung

Hy(2) = 2Hy;(2), z¢€C.
U

In Abschnitt 4.5 benttigen wir auflerdem noch eine Abschétzung iiber
den minimalen Betrag der Funktionen Hjy.

LEMMA A.2.3. Fir jedes p > % existiert eine Folge rp, € R, k € N

positiver Zahlen mit rp, — oo fiir k — oo, sodass
inf |Hp(2)| > eBrr
inf |Hy(2) 2
|z|=rk
fiir eine Konstante B € R.

BeEwEIs. Wir setzen fiir jedes n € Ny

Q- [An]77, falls A, #0
" 1, falls A, = 0.

Besteht G C C aus allen Zahlen z € C mit |z — \,,| > dp, n € Ny, so gilt fiir
alle z € G

log [Hr(2)| =
z z
= Z log |E,(2)| + Z log‘l—)\n + Z log‘l—)\n .
neM neM neM
[An|<1 1<|An | <27 [An|>2]2]

Die erste Summe kann man durch

z z
D loglEn(x)l = 3 logll-== 37 1°g<An —1>
neM neM neM
Anl<1 0<[An|<1 0<|An|<1
> Z log1 =0
neM

0<|An|<1



116 A. EINIGE FUNKTIONENTHEORETISCHE HILFSSATZE
abschétzen, falls nur |z| > 2. Um die zweite Summe abzuschétzen, sieht man
zunéchst, dass in diesem Fall

A —2
==

z
1—- =
o

> [ 071 2 27 o]

gilt, woraus aus der Asymptotik der Verteilungsfunktion Vs

S log ‘1 —
neM "
1<) An|L2|2]

> —(p+ 1)Nas(2]2]) log 2]

> _Cl|z‘pa S Gv |Z‘ > Rl

fiir Konstanten C7, R; € R folgt. Um die dritte Summe abzuschétzen be-
merken wir zuerst, dass

1
log(1 —x) > —C'x, 0§x<§

fiir eine Konstante C' € R, C > 0 gilt. Wir erhalten daher wegen 2|z| < |A,|

z z |z
log|1— —| > log<1—>Z—C —
Z Al xR = X
[An|>2|z] |An|>2|z] [An]>2]z]
AN p—1|,|p —p
==C > x| | ze A X el
neM neM
|An|>2]z]

wobei die letzte Summe wegen dem asymptotischen Verhalten der Zahlen
An, 1 € Ny konvergiert. Zusammen erhilt man damit

log |Hu(2)| = Colzl?, 2 € G, |2[ > Ry

fiir bestimmte Konstanten Cs, Ro € R. Es bleibt zu zeigen, dass das Gebiet
G beliebig grofie Kreise enthilt. Fiir die Radien der ausgenommenen Kugeln

gilt
D dn <14 ) AP <00
neNg n€eNg
A0

wegen der Asymptotik der Zahlen \,, n € Ny. Die ausgenommene Menge
ist daher so klein, dass fiir jedes £ € N ein r, > k existiert, sodass +ry
in G liegt. Da die Mittelpunkte der ausgenommenen Kugeln auf der reellen
Achse liegen, sind damit auch die Kreise mit Radius r; um den Ursprung in
G enthalten. (]

A.3. Vollstindige und minimale Funktionensysteme

Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum und v, € H, n € Ny. Wir sagen die
Vektoren vy, n € Ny sind vollsténdig in H, falls der von ihnen aufgespannte
Raum dicht in H liegt. Aquivalent dazu ist, dass fiir jedes w € H

w=0 & (vy,w)y=0 neNy
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gilt. Weiters sagen wir die Vektoren v,, n € Ny sind minimal oder stark
linear unabhéingig in H, falls fiir jede Folge a,, € C, n € Ny mit
=0

N
E anUn
n=0 H

bereits a,, = 0, n € Ny gilt. Sind die Vektoren v,,, n € Ny vollstindig in H,

so sind diese Vektoren genau dann zusétzlich auch minimal in H, wenn fiir

jedes ng € Ny die Vektoren v, n € Ng\{ng} nicht vollstindig in H sind.
Bekannterweise sind die Funktionen

N—o0

ekt pe(-mn), kel

vollstéindig und minimal in L?(—m, 7). Wir betrachten in diesem Abschnitt
nun allgemein die Funktionen

ep(z) = ™z e (—mm), ke,

wobei die komplexen Zahlen wy € C, k € Z paarweise verschieden sein
sollen. In [17], [18], [19] und [20] findet man notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir, dass diese Funktionen vollstdndig und minimal sind.

SATz A.3.1. Die Folge ey, k € 7 ist vollstindig in L*(—n,7), falls
1
ol < I+ 1
fiir fast alle k € Z.

Beweise dieses Satzes findet man in [19] Appendix IIT oder in [20] Ab-
schnitt 3.2. In [20] wird auch gezeigt, dass 1/4 die grofitmogliche Konstante
ist, fiir die das gilt.

Satz A.3.1 kann auch auf den Fall verallgemeinert werden, wenn nicht
alle Zahlen wy, k € Z paarweise verschieden sind. Fordert man, dass

pr=H#{ €L wp =w} <oo, ke,
so sind unter der Voraussetzung von Satz A.3.1, die Funktionen
e gpe(—mm), ke€Z, j€{0,...,up—1}

vollstiindig in L?(—7, 7).
Fiir die Minimalitidt der Funktionen ey, k € Z werden wir die folgende
Bedingung verwenden.

SATZ A.3.2. Die Folge ey, k € Z ist genau dann minimal in L?*(—n,7),
wenn eine ganze Funktion ¢ # 0 vom FExponentialtyp hdchstens m existiert,
die in allen Punkten wy, k € Z verschwindet und

2
p(t)]
r 1+t

dt < oo

erfillt.

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise in [19] Appen-
dix III.
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Als Folgerung dieser Sitze erhilt man, das von uns in Abschnitt 4.4
bendétigte Ergebnis. Sei dazu A, € R, n € Ny eine streng monoton wachsende
Folge reeller Zahlen, die einer der Abschitzungen

(A.da) Van=n+0 ("),

(A.4b) VA =n+ % +0 (n),
(A.4c) Vin=n+1+0(n1),

fiir n — oo gentigt. Weiters seien ¢,, und s,, n € Ny die Funktionen

cn(z) = cos\/Apx und  s,(z) = sm\/}\;\nx’

auf [0, 7]. Im Fall \,, = 0 ist die Funktion s,, dabei wieder als

x € [0,7], n €Ny

sp(z) =z, x€][0,7]
zu interpretieren.

SATZ A.3.3. Die Folge c,, n € Ny ist vollstindig und minimal in L?(0, 1),
falls (A.4a) oder (A.4b) gilt.

Die Folge s, n € Ny ist vollstindig und minimal in L*(0, ), falls (A.4b)
oder (A.4c) gilt.

BEwEIS. Wir zeigen nur, dass die Folge ¢,, n € Ny im Fall (A.4a)
vollsténdig und minimal ist, die restlichen Fille beweist man &hnlich. Seien
dazu e;,, n € Ny, j € {1,2} die Funktionen

ejn(z) = =1 M p e [—m 7], n €Ny, je{1,2}.

Nach Satz A.3.1 und der Voraussetzung an die Zahlen \,, n € Ny, sind
die Funktionen e;,, n € No, j € {1,2} vollstindig in L?*(—m, 7). Sei nun
f € L?(0,7), sodass

/ f(x)cos/ \prdzr =0, neNp.

0

Bezeichnet man mit f

= Jflx), fallszel0,m)
f(=z), fallsz e (—m0)

die gerade Fortsetzung von f auf (—m,7), so gilt fiir alle n € Ny, j € {1,2}
f(:c)ei(_l)jm’”dx = 2/ f(z)cos v/ Apzdr =0.
o 0

Aus der Vollsténdigkeit der Funktionen e;,, n € Ny, j € {1,2} folgt f =0in
L?*(—m,7) und daher f = 0. Die Funktionen c,, n € Ny sind also vollstindig
in L?(0,7). Es bleibt zu zeigen, dass diese Funktionen auch minimal in
L?(0, ) sind. Sei dazu, wie in Abschnitt A.2, Hy, die ganze Funktion

Hy,(2) = H E,(z), zeC,
n=0
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wobei F,,, n € Ny die ganzen Funktionen
{1 — &, falls Ay £0
z, falls A, =0
sind. Die Nullstellen der ganzen Funktion G
G(Z):H(Z2), zeC

sind genau die Werte +v/ A\, n € Ng. Wegen Lemma A.2.1 verschwindet G
jedoch nicht auf ganz C. Auflerdem ist G von Exponentialtyp hochstens 7
(siehe [15] Lemma 9.6.3) und es gilt

G(z) =0 (z), fur|z|— ocoinR.

Aus Satz A.3.2 folgt damit, dass fiir alle jo € {1,2}, ng € Ny, die Folge
ejm, (J,n) € {1,2} x No\{(jo, n0)} minimal ist. Wir zeigen die Behauptung
zunéchst unter der Annahme, dass A\,, = 0 fiir ein ng € Ny. Seien dazu
an € C, n € Ny, sodass

N
lim a =0.
Jim Y ancy
n=0
Damit gilt
no—1 a N a
. n n
]\}gnoo Z ? (el,n + 62,71) + apgeimy + Z 7 (el,n + e?,n) =0,
n=0 n=nop+1

und daher a, = 0, n € Ng. Die Folge ¢,, n € Ny ist also in diesem Fall
minimal in L?(0, ). Es bleibt also die Behauptung im Fall A, # 0, n € Ny
zu beweisen. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes ng € Ny die Folge ¢,
n € N\{no} nicht vollstindig in L?(0,7) ist. Wegen dem bereits Gezeigten
ist die Folge ejn, j € {1,2}, n € No\{no} nicht vollsténdig in L?(—, 7). Es
existiert also eine Funktion f € L?(—m,m), f = 0, sodass

(%) _ﬂ F@)esm(@)dz =0, je{1,2}, neNo\{no}

Sei nun f die Funktion
f(z) = f(z) + f(-x), =€ (0,m)
auf (0, 7). Wire f = 0, so hétte man
f(z)dz = 0.

Zusammen mit (x) wiirde daraus aber f = 0 folgen, also muss f # 0 gelten.
Da dann fiir alle n € No\{ng}
1

/O7r F(@) cos /Anx dz = 5 i f(z) (e1n(x) + eapn(x)) dz =0

gilt, ist die Folge ¢,,, n € No\{no} nicht vollstindig in L?(0, 7). O
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