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Kapitel 1

Stochastische Grundlagen

1.1 Stochastische Prozesse, Filter und Stoppzeiten

Dieses Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Grundbegriffe und dient
unter anderem zur Festlegung der Notationen.

Definition 1.1 Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von R-wertigen Zufallsvariablen
X = (Xt);c; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Fiir stochastische Prozesse in
diskreter Zeit ist die Indexmenge I =N ={0,1,...} bzw. fiir Prozesse in stetiger Zeit
I =Ry =[0,00). O

Jeder stochastische Prozess lasst sich auf drei verschiedene Arten betrachten:
1. Als Abbildung

X : I—L(Q AP
t|—>Xt

wobei LY (Q, A,P) die Menge aller reellwertigen Zufallsvariablen auf € bezeichnet.

X = (Xt)ye; heilt p-integrierbar, wenn X; € LP (2, A, P) fiir alle ¢ € I mit

L (Q,A,P) = {Y € £0(Q, A,P) ( E[Y]P] = /Q Y (w) P P(dw) < oo}.

2. Als Abbildung

X : QR
wi (t— Xy(w)) .

Fiir jedes feste w € € heiit die Abbildung ¢ — X;(w) ein Pfad von X. X hat per
Definition eine bestimmte Eigenschaft (z.B. heifit X stetig), wenn jeder Pfad von X
diese Eigenschaft besitzt (z.B. stetig ist).

3. Als Abbildung

X : IxQ—-R
(t,w) — X¢(w).
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Definition 1.2 Fiir I = R heif}t ein stochastischer Prozess cadlag (,,continue & droite,

limite a gauche®, franzésisch fiir ,rechtsstetig mit linksseitigem Grenzwert®), falls die

Abbildung ¢t — X; fiir alle t € I fast sicher rechtsstetig ist und X;_ = lilTrn X furallet el
st

existiert. O

Die Indexmenge I eines stochastischen Prozesses wird gewohnlich als Zeitachse inter-
pretiert, sodass X;(w) der zum Zeitpunkt ¢ beobachtete Wert des Prozesses ist. Mit dem
folgenden Begriff einer sogenannten Filtration wird die mit der Zeit anwachsende verfiig-
bare Information modelliert.

Definition 1.3 Eine monoton wachsende Folge F = {F;},.; von o-Algebren auf Q heifit
Filtration in Q. Ist (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F; fiir alle ¢t € I eine
Sub-o-Algebra von A, so heift (Q,A,IF’, {Fihie I) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.
Die Filtration F heif3t vollstdndig, wenn Fy alle Nullmengen des Wahrscheinlichkeitsraumes
(Q, A, P) enthélt, d.h. A € F fiir alle A € A mit P(A) = 0. Fiir [ = R heifit eine Filtration
rechtsstetig, falls mit

Fey =) 7Fs

s>t

Fip = Fy fir alle t € I gilt. Eine Filtration erfiillt die ,,iblichen Bedingungen“, wenn sie
vollstdndig und rechtsstetig ist. O

Die o-Algebra F; reprisentiert die Information, die ein Beobachter bis zur Zeit ¢ gesammelt
hat.

Definition 1.4 Ein stochastischer Prozess X = (X;),c; heifit adaptiert an die Filtration
{Fi}ier falls Xy Fi-messbar fiir alle ¢ € I ist. Die kleinste rechtsstetige Filtration fiir die
X adaptiert ist, heifit natirliche Filtration und wird mit FX = {ftx } el bezeichnet. O

Wird der stochastische Prozess X beobachtet, so ist die natiirliche Filtration des Prozesses

F=oXs|sels<t)=c || JX;'(BM®)) |,

s<t
wobei B (R) die Borel’sche o-Algebra auf R bezeichnet.

Definition 1.5 Ein reellwertiger stochastischer Prozess X = (X;),~, heifit F-progressiv
messbar beziiglich der Filtration F = {F;},.;, wenn fiir jedes ¢ >0 der Prozess als
Abbildung

X [0,t]xQ—R

B ([0,t]) ® Fi-messbar ist. O
Bemerkung 1.6 Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.5 gilt:

1. Ist X F-progressiv messbar, so ist X F-adaptiert.
2. Ist X F-adaptiert und rechtsstetig, so ist X F-progressiv messbar.
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Beweis:
zu 1. Mit

wt : QH[O,t]XQ

w i (t,w)
fiir ¢t > 0 gilt fiir B € B([0,t]) und F € F;

-1 | Fek fir te B
v (BXF)_{(Z)eft fir t¢B

sodass 1y B([0,t]) x Fi-messbar ist. Wegen X; = X o1}y ist X; Fy-messbar.
zu 2. Siehe Deck [6] Lemma 7.27 auf Seite 142. O

Die Analyse eines stochastischen Prozesses X = (X;),.; bedeutet vor allem die Unter-
suchung der Eigenschaften der (zufélligen) Pfade ¢ — X;(w). Dabei sind Zeitpunkte mit
bestimmten Eigenschaften von Interesse, die vom beobachteten Pfad und damit ebenfalls
vom Zufall abhéngen. Ist F = {;},.; eine Filtration, X F-adaptiert und beschreibt die
Zufallsvariable 7 den Zeitpunkt des erstmaligen Eintritts eines beobachteten Ereignisses,
so ist es eine naheliegende Forderung, dass {7 < t} in F; liegen sollte. Mit dieser Forderung
kann zu jedem Zeitpunkt ¢ entschieden werden, ob das beobachtete Ereignis eingetreten
ist, oder nicht.

Definition 1.7 Eine Zufallsvariable 7 heif3t Stoppzeit beziiglich der Filtration F = {Fi},;
(kurz: F-Stoppzeit) wenn 7 € [0, oo] und

{r<t}eFr Vtel. (1.1)
T heifit Optionszeit beziglich der Filtration F wenn in (1.1) ,<“ durch ,<* ersetzt wird.

T ist endlich, falls 7(w) < oo fiir alle w € Q bzw. ist 7 beschrinkt, wenn es eine Konstante
C € Ry gibt mit 7(w) < C fiir alle w € Q. O

Stoppzeiten sind ein wichtiger Begriff in der Theorie stochastischer Prozesse, da sie bei
deren Steuerung oder bei der Ermittlung optimaler Strategien eine wichtige Rolle spielen.

Bemerkung 1.8 Ist ] = R. und 7 eine Stoppzeit, dann ist {T <t-— %} € F,_1 CF fir
alle n € N und somit
1
{r<t}=J {rgt—ﬁ}ej—}.
neN

Damit ist jede Stoppzeit auch Optionszeit. O

Satz 1.9 7 ist F;-Optionszeit < 7 ist Fy-Stoppzeit
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 7.21 auf Seite 135. O

Nach Satz 1.9 stimmen fiir eine rechtsstetige Filtration Stopp- und Optionszeiten
tiberein. Aus diesem Grund wird haufig die Rechtsstetigkeit von Filtrationen vorausgesetzt,
und ist fiir eine Filtration, welche die iiblichen Bedingungen erfiillt, per Definition der Fall.
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Bemerkung 1.10 Ist F eine rechtsstetige Filtration, X = (X;),», ein F-adaptierter,
rechtsseitig stetiger Prozess und G C R eine offene Menge, dann ist die Eintrittszeit g
von G, definiert durch

T¢(w) :=1inf {t > 0| X;(w) € G},

eine F-Stoppzeit. Fiir eine leere Menge auf der rechten Seite wird inf () := co gesetzt.
Beweis: Ist X (w) € G fiir ein s < ¢, so folgt aus der rechtsseitigen Stetigkeit des Pfades
a — X,(w) und der Offenheit von G, dass es ein r € Q4 mit s <r <t und X,(w) € G
geben muss. Damit folgt

{re<ty=J{X.eGl= |J {(XeGler cr.
s<t r<t,reQi

und die Aussage direkt aus Satz 1.9. O

Bemerkung 1.11 Fiir jede Filtration F = {F;},.; gelten folgenden Eigenschaften:

1. Jede Konstante c € [0,00] — aufgefasst als konstante Funktion auf Q — ist eine
F-Stoppzeit.
2. Sind 71 und 7 F-Stoppzeiten, so sind auch

71 A To = min(7y, 72) und 71V 7o = max(71, 72)

F-Stoppzeiten.

3. Ist (Tn)n>1 eine Folge von F-Stoppzeiten, so ist auch sup 7, eine F-Stoppzeit. Ist F
n>1

zudem rechtsseitig stetig, so ist auch 1n€ Tn, eine F-Stoppzeit.
4. Sind 71 und 7, F-Stoppzeiten und ist I = [0, 00), so ist auch 71 + 75 eine F-Stoppzeit.
Beweis:
zu 1. Trivial
zu 2. Die Behauptung folgt aus
{nAn<ty={n <t}u{n<tleF

und
{Tl\/TQSt}Z{Tl St}ﬂ{’l’ggt}e.ﬂ
da {m <t} € F und {m <t} € F; nach Voraussetzung.
zu 3. Die erste Behauptung folgt aus

{suan < t} = ﬂ {m <t} € F,

n>1 n>1
die zweite Behauptung folgt aus

{:lréfim <t} = L>Jl{Tn <t} eF.
und Satz 1.9. -

zu 4. Siehe Deck [6] Lemma 7.22 auf Seite 136. O

Aus Bemerkung 1.11 folgt, dass fiir eine Stoppzeit 7 und fiir jedes ¢ € I auch 7 At eine
Stoppzeit ist.
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Definition 1.12 Fiir eine F-Stoppzeit 7 auf (2, A, P) ist die o-Algebra der Ereignisse bis
zur Zeit 7 durch

Fr={Ac A|An{r <t} e Ffirallet eI}

definiert. O

Interpretation der o-Algebra der Ereignisse:

Tritt bei der Realisierung eines Zufallsexperiments das Ereignis 7 = ¢ ein (dies ist zum
Zeitpunkt t entscheidbar), so lésst sich zur Zeit ¢ auch entscheiden ob A € F. eingetreten
ist.

Bemerkung 1.13 Mit AN {7 <t} ={r <t} n{ANn{r <t}} folgt A e F, = A° € F,.
Damit ist ersichtlich, dass F, eine o-Algebra ist. |

Bemerkung 1.14 Die Zufallsvariable 7 ist F, -messbar.
Beweis: Fiir jedes s € R gilt

{r<stn{r<t}={r<tAs}e€Fins CF VteR.
Dies bedeutet per Definition von F, dass {7 < s} € F;,Vs € R. O

Satz 1.15 Fiir Stoppzeiten 7 und p beziiglich {F;},.; gilt:
1. Fopp = Fr 0 F.
2. Fr CF, fiur 7 < p.
Beweis: Siche Deck [6] Lemma 7.24 auf Seite 138. O

Ein stochastischer Prozess X = (X;),.; kann héufig ,kontrolliert“ werden, indem er ge-
stoppt wird, sobald ein gewisses Ereignis erstmals eintritt.

Definition 1.16 Fiir eine Stoppzeit 7 ist der gestoppte Prozess X7 = (X[ ),c; definiert
durch
XtT = Xmin(t,T) = Xinr Vtel.

Fiir t < 7(w) gilt somit X (w) = Xi(w) und fiir ¢t > 7(w) gilt X7 (w) = X;(,)(w), d.h. die
Pfade von X7 sind ab der Zeit 7 konstant. O

Satz 1.17 Ist (Xt)tzo progressiv messbar beziiglich F = {ft}tzo und ist 7 eine F-Stopp-
zeit, so gilt:
1. Ist 7 endlich, so ist X, messbar beziiglich F,.

2. (X7);>( ist progressiv messbar beziiglich F.

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 7.26 auf Seite 141. O

Satz 1.18 Jeder rechtsstetige, reelle, F-adaptierte Prozess (X;),~ ist progressiv messbar
beziiglich F = {F;},~,. Insbesondere ist der gestoppte Prozess (Xiar);»( rechtsstetig und
progressiv messbar beziiglich F. B

Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 7.27 auf Seite 142. O
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1.2 Bedingter Erwartungswert und Martingale

Definition 1.19 Ist X € £!(Q, A, P), d.h. E[|X|] < oo, und G eine Teil-o-Algebra von A,
dann heifit eine Zufallsvariable Y € £ (Q, A, P) ein bedingter Erwartungswert von X gege-
ben G (bzw. beziglich G oder unter der Hypothese G) wenn:

(BE1) Fiir alle B € G gilt die Mittelwerteigenschaft
E[YIs) =E[XIp]. (1.2)
(BE2) Y ist G messbar. O

In einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) modelliert fiir ein Ereignis B mit P(B) > 0 die
Spur-o-Algebra (iiber B), definiert durch

Ap ::{AOB|A€A},

alle Ereignisse, die zusammen mit B eintreten kénnen. Wird der Versuch eines Zufalls-
experiments nur dann als ,,giiltig” angesehen wenn B eintritt, so ist

P(AN B)

Pp(A) =P(A|B) = TP

die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass im eingeschrinkten Experiment (als Ep bezeichnet)
das Ereignis A eintritt. Ep ist auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (B, Ap,Pp) definiert.
Wird eine Zufallsvariable X :  — R nur dann beobachtet wenn B eintritt, dann ist der
statistische Mittelwert (im Limit unendlich vieler Versuche)

/XWB )/ w:ﬁ%EWM.

Die Division der Gleichung (1.2) durch P(B) zeigt, dass die beiden Zufallsvariablen X und Y’
den selben Erwartungswert unter Kenntnis von B haben. Unter der zuséitzlichen Annahme,
dass fiir ein festes y € Y(Q2) und alle € >0 mit B, :={Y € [y,y +¢|} die Bedingung
P (B:) > 0 gilt, folgt aus B € G:

1 1
YdIP’BE:—/ Yd]P’:—/ XdP
/Ye[y7y+€} P (B:) Y€[y,ytel P (B:) Y€y,ytel

Ist wp € Q ein Punkt mit y =Y (wp), so konvergiert die linke Seite der obigen Gleichung
gegen Y (wp), und deshalb auch die rechte Seite, d.h. es gilt

5
XdP| .
]P(Ba) Yely,y+e] ]

Y (wp) ist somit der Grenzwert von bedingten Erwartungswerten von X, wobei B, von wy
anhéngt. Diese Eigenschaft rechtfertigt die Bezeichnung der Zufallsvariable Y als bedingter
Erwartungswert von X.

Y (wp) = lim

e—0

Die Existenz bedingter Erwartungswerte folgt in einfacher Weise aus dem Satz von Radon-
Nikodym, siehe z.B. Bauer [3] Kapitel 15 ab Seite 115.
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Satz 1.20 Findeutigkeit des bedingten Erwartungswertes
Sind Y und Z zwei bedingte Erwartungswerte von X gegeben G, dann gilt Y = Z P-f.s.
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 7.2 auf Seite 121. O

Bemerkung 1.21 Im Folgenden wird mit E [ X |G] ein konkreter, nicht niher spezifizierter,
bedingter Erwartungswert von X gegeben G bezeichnet (vergleiche Satz 1.20). Gleichungen
bzw. Ungleichungen mit bedingten Erwartungswerten sind deshalb stets mit dem Zusatz
»P-fast sicher zu lesen, um die nicht eindeutige Spezifikation von E [X|G] zu beriick-
sichtigen. O

Satz 1.22 Integral- und Projektionseigenschaften bedingter Erwartungswerte
Sind X,Y € £'(Q, A,P) und G eine Teil-o-Algebra von A, dann gilt:
(a) Linearitéit: E[a X +Y|G] = aE[X|G] + E[Y]|F] fir alle a € R.
(b) Monotonie: Ist X > Y, dann ist E[X|G] > E[Y]G]. Ist X > 0, so folgt als Spezialfall
E [X]|G] > 0.

(c) Dreiecksungleichung: |E[X|G]| < E[|X||F].
(d) Erwartungstreue: E [E [X|G]] = E[X].
(e) Ist X =Y P-f.s., dann gilt E [X|G] = E[Y|F].
(f) Turmeigenschaft: Ist H C G eine Teil-o-Algebra von G, so gilt E [E [ X |G] |H] = E [X|H].
(g) Unabhéngigkeit: Ist X unabhéngig von G, dann gilt E [X|G] = E [X].
(h) Fiir X,, — X in £1(Q, A, P) gilt E[X,,|G] — E[X]|G] in L' (Q, A, P).
)

Taking out what is known: Ist X - Y € £! (Q, A,P) und X messbar beziiglich G, so
gilt E[XY|G] = XE[Y|G]. Fiir X € £ (2, A,P) und X messbar beziiglich G folgt als
Spezialfall E [X|G] = X.

(j) Jensen’sche Ungleichung: Hat X Werte im offenen Intervall I C R und ist ¢(-) eine
konvexe Cl-Funktion auf I mit ¢(X) € £ (Q, A,P), so ist E[X|G] € I und es gilt
E[c(X)|g] = ¢ (E[X|G]).

(k) Fatou: Fiir eine Folge integrierbarer nicht-negativer Zufallsvariablen X, gilt

E [lim inf Xn\g} < liminf E[X,,|].

n—oo

n—oo
Beweis: Fiir die Aussagen (a)-(d) siehe Deck [6] Lemma 7.3 auf Seite 121, fiir die Aussagen
(e)-(i) siehe Deck [6] Satz 7.4 auf Seite 122, fiir die Aussage (j) siehe Deck [6] Satz 7.7 auf
Seite 125 und fiir die Aussage (k) siehe Deck [6] Lemma 11.6 auf Seite 218. O

In der Theorie der spiter benétigten stochastischen Integrale spielen Martingale eine
zentrale Rolle.

Definition 1.23 Ist (Q,.A, P, F = {}-t}tel) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit
I C Rund ist X = (Xy),; ein F-adaptierter £!-Prozess, dann heifit X

(a) Martingal beztiglich F, falls E [ X, | F5] = Xy Vs <t,

(b) Supermartingal beziiglich F, falls E [X; | F,] < Xy Vs <t,

(c) Submartingal beziiglich F, falls E [X; | F,] > Xy Vs <t.
Eine abgekiirzte Sprechweise fiir ,Martingal beziiglich F* ist ,F-Martingal* (analog fiir
Sub- und Supermartingale). Ist p € [1,00) und X; € LP (2, A, P) fiir alle ¢t € I, so wird X
ein LP-(Super- bzw. Sub-)Martingal genannt. O
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Bemerkung 1.24 Ist X ein Submartingal, so ist —X ein Supermartingal und umgekehrt.
Es gentigt deshalb, Sétze nur fiir Submartingale zu formulieren und zu beweisen. O

Im Folgenden sind einige wichtige und interessante Eigenschaften von Matingalen
dargestellt.

Satz 1.25 Elementare Stabilititseigenschaften von Submartingalen
Ist X = (X;),c; ein £!-Prozess und adaptiert an F = {#;},.;, dann gilt:
(a) Ist X ein F-Submartingal, so ist X auch ein F¥X-Submartingal.
(b) Ist X ein F-Martingal und ¢(-) eine konvexe C''-Funktion mit ¢(X;) € £ (Q, A, P) fiir
alle t € I, so ist (c(X)),c; ein Submartingal. Speziell ist (| X¢[),o; ein Submartingal.
Beweis: Siche Deck [6] Lemma 7.14 auf Seite 130 O

Satz 1.26 Ist (Xi),c(o 7 ein F-Submartingal, dann gilt
(Xt)epo,r) ist ein Martingal < E[Xo] = E [X7]
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 7.15 auf Seite 130 O

Einer der wichtigsten Eigenschaften von Martingalen ist die Stoppinvarianz der Martingal-
etgenschaft. Diese wird auch als ,Hauptsatz der Martingaltheorie“ bezeichnet und ver-
allgemeinert die definierende (Sub-)Martingaleigenschaft von Zeiten s < ¢ auf Stoppzeiten
nw<T.

Satz 1.27 Fundamentales Lemma von Doob (Optional Sampling Theorem)
Ist (Xt)tZO ein rechtsstetiges F-Submartingal und sind 7 und p beschriankte F-Stoppzeiten
mit g < 7, dann sind X, und X integrierbar und es gilt

X, <E[X,|F,) (13)

Ist (X¢);~( ein £P-Martingal mit p € [1,00), so sind X, X; € LP (2, A,P) und in (1.3) gilt
Gleichheit.
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 7.31 auf Seite 146. O

Satz 1.28 Stoppsatz

Ist (X;),~, ein rechtsstetiges F-Submartingal (bzw. Martingal) und 7 eine beliebige
F-Stoppzeit, dann ist auch X7 ein rechtsstetiges F-Submartingal (bzw. Martingal).
Beweis: Siehe Deck [6] Korollar 7.32 auf Seite 147. O

1.3 Die Brownsche Bewegung und deren Eigenschaften

Definition 1.29 Ein stochastischer Prozess (X;),~, heiit ein Prozess mit unabhingigen
Zuwdchsen, wenn fiir alle m > 1 und alle Zeitpunkte 0 <ty <t <ty < --- < t,, < oo die
Zufallsvariablen

Xtoa th - Xtoa th - Xt1)' .. 7Xtm - Xtm_1

stochastisch unabhingig sind. O



KAPITEL 1. STOCHASTISCHE GRUNDLAGEN 9

Definition 1.30 Seiz,u € R, 0 > 0und B (3:,,u, 02) = (Bt (3:,,u, 02))t>0

stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit den Eigenschaften

(Bl) By =z P-fs.,

(B2) B hat stetige Pfade,

(B3) V0 <s <tgilt B — By ~ N (u(t — s),0%(t — s)),

(B4) V0 < s <tist B, — By stochastisch unabhéngig von der durch (B,)
o-Algebra.

ein reellwertiger

u<s erzeugten
Dann heifit B (:c, L, 02) eine Brownsche Bewegung mit Startwert z, Drift 4 und Diffusions-
koeflizient o. O

Die Brownsche Bewegung ist einer der wichtigsten stetigen stochastischen Prozesse.
Sie hat einerseits interessante mathematische Eigenschaften, andererseits lassen sich viele
weitere Prozesse durch sie darstellen — etwa stetige Martingale und Diffusionsprozesse
(siche spiter). Norbert Wiener entwickelte 1923 als erster ein mathematisch korrektes
Modell fiir die Brownsche Bewegung. Die standardisierte Brownsche Bewegung mit Start-
wert 0, Drift 0 und Diffusionskoeffizient 1 wird deshalb Wiener-Prozess genannt und mit
W = (W}),> bezeichnet. Wird im Folgenden von einer Brownschen Bewegung gesprochen
und mit W bezeichnet, so ist stets eine standardisierte Brownsche Bewegung gemeint.

Aus der dritten Eigenschaft (B3) folgt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von
B (ac, Lby 02) eindeutig bestimmt sind. Die vierte Eigenschaft (B4) (Unabhéngigkeitseigen-
schaft) impliziert, dass B (3:, 1, 02) ein Markovprozess ist, d.h. die zukiinftige Entwicklung
hingt nur vom aktuellen Zustand, aber nicht von der Vergangenheit ab.

Eine Brownsche Bewegung (Bt (x,u,az)) >0 ldsst sich mit Hilfe der standardisierten

Brownschen Bewegung (W}), als
Bt(x,,u,UQ):x—i—tu—i—aWt Vt>0

schreiben (diese Beziehung kann einfach aus der Definition von B (ac, W, 02) und den Eigen-
schaften der Normalverteilung abgeleitet werden).

Da nach Definition des Wiener-Prozesses Wy = 0 P-f.s. und aus (B3) W; ~ N(0,t) folgt,
gilt fiir die standardisierte Brownsche Bewegung

W, ~vVtN(0,1)  und damit E[W?] =t (1.4)

Satz 1.31 Fiir die Brownschen Bewegung W = (W;),~, gilt:
1. W ist ein Martingal. -
2. Die Zufallsvariable W7 — t ist ein Martingal.

Beweis:

zu 1. Da die Brownsche Bewegung unabhingige Zuwichse hat, gilt fiir 0 < s <t

E[W;|Fs] = E[W, — W+ W,|Fs] =E[W, — W, | F] + E[W, | F]
= E[W,— W]+ W, =W..



KAPITEL 1. STOCHASTISCHE GRUNDLAGEN 10

zu 2. Wieder unter Ausnutzung der unabhéngigen Zuwéichse folgt

E[W?—t|F] = E[(W,—W,+W,)?|F] —t
= E[Wi— W2 +2(W; - Wy) W, + W2| F] — t
= E[(Wi— W) | F] +2E[(W, — W) W, | F] +E [W2| F] —t
= t—s+2W,E[(Wy — W) | F]+ W2 -t =WZ2—s. 0

Bemerkung 1.32 Eine Zerlegung von |« 3] ist eine Menge Z = {to,t1,...,tn} mit
a=1y<t; <--- <ty = 0. Die positive Zahl

A(Z) = max (ti — tifl)

i=1,...,

heiflt Feinheit von Z. Eine Folge von Zerlegungen (2,),,cy heifit Zerlegungsnullfolge, wenn
A (Z,) fir n — oo gegen 0 konvergiert. O

Satz 1.33 Fiir f € C! (o, A]), also eine auf [a, 3] stetig differenzierbare Funktion, und
eine Zerlegungsnullfolge (Z,),,cy von [a, 8] mit Z, = {té"),tgn), o ,t%g} gilt

Np—1
I S A )
k=0
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 2.6 auf Seite 23. O

Satz 1.34 Quadratische Variation der Brownschen Bewegung
Fiir eine Brownsche Bewegung W = (W;),5, und einer Folge t,in) =a+ (8- a)y,
k=0,1,...,2" mit 0 < a < G gilt

2m—1 2
nh—rnéo ,;) <th(£r)1 — th(cn)) =0—-« P-f.s..

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 2.8 auf Seite 24. O

Aus Satz 1.33 und Satz 1.34 folgt, dass P-f.s. jeder Pfad einer standardisierten Brownschen
Bewegung in keinem Intervall [a, 5] C Ry stetig differenzierbar ist — dies gilt auch fiir eine
beliebige Brownsche Bewegung B (3:, 1, 02). Es lasst sich weiters zeigen, dass P-f.s. jeder
Pfad einer Brownschen Bewegung zu keinem Zeitpunkt ¢ > 0 differenzierbar ist.

Bemerkung 1.35 Die Pfade einer Brownschen Bewegung sind von wunbeschrdankter
Variation auf [a, (], d.h.

lim sup {Z |Wtk+1 - W, |} =00 P-f.s.,

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen von [«, 5] gebildet wird. Dies folgt fiir eine

Zerlegungsnullfolge (Z,), cy von [a, 8] mit Z, = {té"), ti"), ... ,t%g} aus der Abschitzung

Np—1 2 Np—1
Ww —W < max Ww —W Ww —W
Z( W ) = e W, ~ W] 2 W, = W
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denn das Maximum des ersten Ausdrucks auf der rechten Seite geht Aufgrund der gleich-
méfigen Stetigkeit der Brownschen Bewegung gegen 0, sodass die Summe gegen oo gehen
muss — andernfalls wiirde die linke Seite nicht gegen 8 — a konvergieren.

Es ist deshalb nicht mdoglich, fiir reelle Funktionen f(-) auf [«, 5] (selbst falls f stetig ist)
das Integral

B
/ f(t)dWy (1.5)

als Riemann-Stieltjes-Integral zu definieren. O

1.4 Ito-Prozesse und Ito-Integrale

Wie bereits im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, kann ein Integral der Form (1.5) nicht als
Riemann-Stieltjes-Integral definiert werden. Deshalb werden Integrale dieser Form zunéchst
fir ,elementare“ Funktionen als geeignete Summe definiert, und dann auf eine gréfere
Klasse durch Grenziibergang fortgesetzt.

In diesem Abschnitt sind nur die Grundidee der Definition und der Fortsetzung sowie
einige wichtige Ergebnisse dargestellt, da eine vollstéindige Behandlung des Themas den
Rahmen dieser Einfiihrung sprengen wiirde. Eine umfangreiche Darstellung der gesamten
Theorie sowie viele zusétzliche Bemerkungen und Aussagen ist in Deck [6] zu finden.

Definition 1.36 Der Vektorraum 7 ([, 5]) aller Treppenfunktionen auf |[o, 3] C Ry
besteht aus allen Funktionen f(-), die mit a =ty <t; <--- <ty =0 und e; € R fiir
7=0,...,N in der Form

N-1
€5 Lty ) (1) + e Ligy () (1.6)
7=0
dargestellt werden kénnen (Iyy(-) ist hier und im Folgenden die Indikatorfunktion). O

Definition 1.37 Ist (W}),, eine Brownsche Bewegung und f € 7 ([a, 8]) mit der Dar-
stellung (1.6), so heifit

Jé] N-1
1= [ s & (Wiyss — W) (1.7)
das einfache Wiener-Integral von (bzw. iber) f. O

Satz 1.38 FElementare Ito-Isometrie
Fiir Integrale der Form (1.7) gilt

(/jf(t) th)Ql - /j IF(1)]? dt. (1.8)

Beweis: Der entscheidende ,, Trick“ der stochastischen Integrationstheorie (das Verschwin-
den der ,Nicht-Diagonaltherme“) ist bereits in folgender Rechnung zu sehen. Hier wird
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wesentlich von der Unabhéngigkeit und Zentriertheit der Zuwéchse gebrauch gemacht:

8 2 N—-1N-1
(/ ft) th) ] = E €i €j (Wti+1 - Wti) (Wth - Wtj)
o i=0 j=0
N-1
= 612 E |:(Wt¢+1 th)2]
=0

i#]
N-1 ,
= Y EE[(Wi, - W)’
=0
wy V2
= €7 (tiv1 —t;)° /’f () dt
=0

Der zweite Summand im dritten Teil ist 0 aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwé#chse. O

Gleichung (1.8) ist der wesentliche Schliissel zur Erweiterung des Wiener Integrals. Sie
besagt, dass die lineare Abbildung f+ I(f) eine Isometrie vom Raum 7 ([«, 3]) nach
L2 (Q, A, P) ist. Diese Abbildung lisst sich damit stetig auf den £2-Abschluss von 7 ([a, A]),
d.h. auf alle Funktionen die Grenzwert einer geeigneten Folge f,, € 7 ([o, 3]) sind, fortsetzen
(der Abschluss von 7 ([a, 8]) wird mit £2 (o, 8], \) bezeichnet). Aus f,, — f in £2 ([a, 8], \)
folgt, dass (fn),cy eine Cauchy-Folge in L2 (Ja, B], A) ist, sodass wegen der Ito-Isometrie
auch (I (f,)) eine Cauchy-Folge in £2 (€, A, P) ist, deren Grenzwert mit I(f) bezeichnet
wird. Eine genaue Darstellung dieser Erweiterung ist in Deck [6] Kapitel 2 zu finden.

Das Wiener Integral ist zum sogenannten Ito-Integral verallgemeinerbar, indem zunéchst
die Treppenfunktionen durch Treppenprozesse ersetzt werden, und dann per Dichtheitssatz
das Integral stetig fortgesetzt wird. Im ersten Schritt der Fortsetzung wird fiir quadrat-
integrierbare Integranden die Ité-Isometrie verallgemeinert und das fortgesetzte Integral
als Limes im quadratischen Mittel definiert. Im zweiten Schritt wird mittels stochastischer
Konvergenz die Klasse der zuldssigen Integranden nochmals vergrofert. Erst diese zweite
Klasse ist hinreichend grof fiir die Entwicklung des It6’schen Differentialkalkiils.

Zunichst wird eine Klasse von einfachen Integranden fiir das Ito-Integral festgelegt.

Definition 1.39 Ist f = ( ft)te[a, 5| €in an die Filtration F adaptierter, reeller Prozess und
gibt es eine Zerlegung Z = {to,t1,...,tn} von [, 3] sowie Zufallsvariablen e, j = 0,..., N
auf (2, A,P), sodass fiir alle (¢,w) € [a, 8] x Q

=2

ft(w) - : €j (w) 1[tj,tj+1) (t) + eN(w) H{ﬁ} (t) (19)

Il
o

gilt, so heifit f F-adaptierter Treppenprozess, kurz f € T, ([a, f]). Fiir p € [1,00) wird
77 ([, 8]) := T ([, B]) N L ([, B]) gesetzt, wobei L4 (o, 3]) alle F-adaptierten Funktion
fell(a,f] xQB([a,0]) ® A, A\®@P) bezeichnet. Die Menge aller beschrénkten
f € 7y ([a, B]) wird mit 7,>° ([ev, 3]) bezeichnet. O
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Bemerkung 1.40 Fir f €7, (jo, 8]) gilt f(-,w) € T (Jo, B]) ,YVw € Q. Die Pfade eines
Treppenprozesses sind Treppenfunktionen mit festen Sprungzeiten t¢;, d.h. lediglich die
»oprunghchen® variieren mit w. O

Definition 1.41 Ist X = (X;),.; ein stochastischer Prozess, so heifit jeder Prozess
Y = (Y3);e; mit P(X; =Y;) = 1 fiir alle ¢t € I eine Version von X. 0

Definition 1.42 Ist f € 7, ([, B]) wie in (1.9), so ist das [to-Integral von (bzw. dber) f
durch

Jé] N—-1
I(f):= / fodWy =Y "e; (Wi, — Wy)) (1.10)
« =0

definiert. O

Der Unterschied von (1.10) zum einfachen Wiener-Integral (1.7) ist, dass die e; in (1.10)
Zufallsvariablen sind, in (1.7) hingegen Konstanten. Dies wird durch die Schreibweise f;
anstelle von f(t) formal beriicksichtigt. Wie auch in Satz 1.38 kann fiir f € 7, ([a, §]) die
elementare Ito-Isometrie (siehe (1.8)) gezeigt werden.

Satz 1.43 FElementare Ito-Isometrie
Fiir f € 7, ([, 8]) gilt

g 2 g
E [/ fedWy ] =E [/ ft2 dt] = f H%?(,\@IP)’ (1.11)
wobei generell || f ||z die Halbnorm in £P bezeichnet.
Beweis: Siehe Deck [6] Lemma 4.2 auf Seite 65. O

Der folgende Dichtheitssatz hat eine zentrale Bedeutung in der Erweiterung des
Ito-Integrals auf eine groflere Klasse von integrierbaren Funktionen.

Satz 1.44 Fiir jedes p € [1,00) ist 77 ([, 8]) dicht in £} (e, 3]).
Beweis: Siehe Deck [6] Satz 4.5 auf Seite 67. O

Definition 1.45 Fiir 0 < a < 3 und f € L2 ([o, 8]) sei fn, € T2 ([, B]) mit f, — f in
L2 ([cr, B]). Dann ist das Ito-Integral iiber f durch

B8 B8
10) = [ aw= 2 @AR)- [ f0) an;
definiert. O

Mit dieser Definition ist f — I(f) eine Abbildung, von £2 (e, 8]) in £2 (2, A, P). Deck zeigt
in [6] ab Seite 70 die Fortsetzung des Ito-Integrals auf den sogenannten Raum LL ([, ])
der pfadweise adaptierten LP-Prozesse, unter Verwendung geeigneter Metriken. Diese Fort-
setzung und die Entwicklung der dazu notwendigen Sétze ist umfangreich und wird fiir die
spatere Theorie nicht benotigt. Das Wesentliche ist, durch die dargestellte Theorie die
grundlegende Idee der Definition von Ité-Integralen und deren Berechnung zu erkennen.

Eine wesentliche Eigenschaft, die Grundlage fiir die Entwicklung der spéter dargestellten
Integrationstheorie ist, beinhaltet der folgende Satz.
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Satz 1.46 Ist f € £2 (]0,00)), dann besitzt der Prozess

t
([ raw.)
0 t>0
eine stetige Version.

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 5.5 auf Seite 85. O

Im Folgenden wird stets eine stetige Version des It6-Integrals betrachtet.

1.5 Kettenregel fiir It6-Prozesse und Ito6-Formel

Definition 1.47 Ein It6-Prozess (Xi)c(, g) ist ein stetiger F-adaptierter Prozess, der fiir
alle t € [a, 3] mit geeigneten f € L} ([a, 8]) und g € L2 (o, 8]) eine Darstellung der Form

t t
Xt:Xa+/ frdr+/ gr AW, P-f.s. (1.12)

besitzt. Ist (ht)yc)q g ein F-adaptierter Prozess mit hf € L ([, 8]) und hg € £2 (o, B]),
so wird

t t t
/thXT ::/ h,«frdr—i—/ hy gy AW, (1.13)

gesetzt. d

Bemerkung 1.48 Aus (1.12) folgt fiir alle a < s <t <

t t
Xt—st/ f,«dr—i—/ gr AW, P-fs.. (1.14)

Die Gleichung (1.14) wird kurz
geschrieben. O

Satz 1.49 [to-Formel oder Hauptsatz der Ité’schen Integrationstheorie
Sei feLl([,8]), g€ L:([o,8]), Xo eine F-messbare Zufallsvariable und (Xt)tela,g
ein Ito-Prozess der Form (1.12). Ist F € C12([a, 8] x R) und F; := F (t, X;), so gilt fiir
a<s<t<pg

1 [t O*F

LOF LoF 9

P-f.s., wobei (qu)2 durch formales Ausmultiplizieren nach den Regeln (du)2 =0,
du dW, = 0 und (dW,)* = du berechnet wird und somit (dX,)* = g% (u, X,) du folgt.
In differentieller Schreibweise lautet die It6-Formel:

10°F

_OF OF )
dF (t, X;) = N (t, X¢) dt + ™ (t, Xy) dXy + 2922 (t, Xt) (dXy)

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 5.9 auf Seite 91. O
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Definition 1.50 Ist X = (X}),5 ein reeller Prozess und (2,),,cy eine Zerlegungsnullfolge
von [0,t] mit Z, = {t(on), t(ln), ... ,tsgn}, dann wird die durch

Np—1 2
(X)¢ = lim kzo [th(c,zl - th(cn)] (1.17)
definierte Zufallsvariable quadratische Variation von X zur Zeit t genannt. O

Satz 1.51 Quadratische Variation von Ité-Prozessen
Ist f €Ll ([, 8]) und g € £2 ([, 8]), dann gilt fiir den It6-Prozess (1.12)

t
<X>t:/ ggds.
0

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 5.14 auf Seite 98. O
Bemerkung 1.52 Mit Satz 1.51 kann die It6-Formel (1.16) in der Form

LOF LOF 1 [*O*F
geschrieben werden. O

Satz 1.53 Produktregel fiir It6-Prozesse
Sind (X¢)yejq,5 und (Y2),e(q, g 1t0-Prozesse, dann ist auch (X; Y3),c(, g) €in It0-Prozess und
es gilt

d(X+Y:) = X¢ dYy + Vi d Xy + dX; dYs.

In integraler Form gilt die partielle Integrationsregel

B B B
/ X dY; = XgYg — XY, — / Y, dX; — / dX;dY;.
(63 [e% (6%

Beweis: Siehe Deck [6] Satz 5.12 auf Seite 96. O

Definition 1.54 Stochastische Differentialgleichung
Sind g : [0,00) x R — R und o : [0,00) x R — Ry beschrinkt und Lipschitz-stetig und ist
Xo eine vom Prozess (Wt)tzo unabhéngige Zufallsvariable, dann wird

dXt = /J,(t,Xt) dt+0(t,Xt) th (118)

eine stochastische Differentialgleichung bzw. SDE (aus dem englischen Begriff , stochastic
differential equation) genannt. p wird Drift und o Diffusionskoeffizient genannt. O

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen einer stochastischen Differential-
gleichung sind in Kapital 3 zu finden.

Eine wichtige Frage fiir [to-Integrale ist, unter welchen Bedingungen das Intergral ein
Martingal ist. Der folgende Satz zeigt, dass Ito-Integrale mit quadratintegrierbaren Inte-
granden stets Matingals sind.

Satz 1.55 Ist f € £2([0,00)), dann ist der Prozess

( /0 't dws) .

ein £2 (2, A, P)-Martingal beziiglich des von der Brownschen Bewegung erzeugten Filters.
Beweis: Siehe Deck [6] Satz 8.1 auf Seite 149. O
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1.6 Punktprozesse

Definition 1.56 Ein wachsender stochastischer Prozess (INV;),~, mit Werten in N und
No = 0 wird Punktprozess genannt. Sind die Sprunghdhen jeweils 1, d.h. Ny — N;_ € {0,1},
so heifit der Punktprozess einfach. Die Zeitpunkte der Spriinge werden Fintrittszeiten ge-
nannt und mit 75 = 0 < T3 < T < ... bezeichnet. O

Definition 1.57 Ein Punktprozess (Vi) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P)
mit den Eigenschaften

(P1) Ny hat stationdre und unabhéngige Zuwichse,
(P2) P(N), = 0) =1 — M+ o(h) fiir h — 0,
(P3) P (N, = 1) = A+ o(h) fiir h — 0,

wird homogener Poisson-Prozess mit Rate A genannt. O

Satz 1.58 Fiir einen Punktprozess (N¢),~ mit Eintrittszeiten Tp = 0 < Ty < T < ... und
A > 0 sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(a) (INi);>q ist ein homogener Poisson-Prozess mit Rate A.

(b) (Nt)t;o hat unabhéngige Zuwichse und NV; ~ Pois(At) fur alle ¢ > 0.

(c) Die Zwischeneintrittszeiten {Ty, — Ty—1 : k > 1} sind unabhingig und exponential-
verteilt mit Parameter .

(d) Ist t > 0, N; poissonverteilt mit Parameter At und {N; = n} gegeben, haben die Ein-
trittszeiten T; die selbe Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhéngigen
Gleichverteilungen auf [0, ¢].

Beweis: Siehe Schmidli [18] Behauptung C.2 auf Seite 183. O



Kapitel 2

Risikotheorie

Die Grundidee einer Versicherung ist der Ausgleich im Kollektiv, d.h. die Zusammenfassung
mehrerer gleichartiger Risiken zu einem Bestand (Portfolio), in dem sich giinstige und
ungiinstige Einzelrisikoverliufe ausgleichen kénnen.

Im individuellen Modell wird der Gesamtschaden eines Bestandes als Summe der Schiaden
aller Einzelrisiken berechnet. Ist R; der Schaden des i-ten Risikos in einer Periode, und
besteht der Bestand aus insgesamt n Risiken, so ist der Gesamtschaden

=1

Die Einzelrisiken R; werden dabei als unabhéngig vorausgesetzt. Sind die einzelnen Risiken
zusitzlich identisch verteilt (homogenes Portfolio), so kann der Ausgleich im Kollektiv am
einfachsten anhand der Tschebyscheff’schen Ungleichung gezeigt werden. In diesem Fall
gilt E[S] = nE[Ry] bzw. Var [S] = n Var [R;] und aus der Ungleichung von Tschebyscheff
folgt

Var [S] Var [Ry]

15— E[S]] _ —
v <W - 5) =I5 ~Els]] 2 eElS) < (e E[S])? - ne?R[Ry]

Wie aus der Ungleichung ersichtlich ist, wird die Wahrscheinlichkeit, dass S zum erwarteten
Gesamtschaden E[S] relativ um mehr als ¢ abweicht, mit steigendem Bestand immer
kleiner. Insbesondere konvergiert die rechte Seite fiir n — co gegen 0.

Im Gegensatz zum individuellen Modell werden im kollektiven Modell nicht die Einzel-
risiken, sondern Einzelschdden betrachtet. Die Hohe des i-ten Schadens im gesamten Be-
stand wird durch die Zufallsvariable Y; und die Anzahl der Schiden durch die Zufalls-
variable N beschrieben. Die Y; werden als unabhéingig und auch unabhéngig von N vor-
ausgesetzt, und unterliegen der selben Verteilung. Der Gesamtschaden S ist durch die
Zufallssumme

17
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gegeben. Mit Hilfe der Iterativitit des Erwartungswertes kénnen einfache Formeln fiir den
Erwartungswert und die Varianz des Gesamtschadens abgeleitet werden:

E[S] = E[E[S|N]] =E[NE[Y]] =E[N]E[Y], (2.1)
Var [S] = E[Var[S|N]] + Var [E[S|N]] = E[N Var [Y]] + Var [NE[Y]]
= E[N]Var[Y] + [E[Y]]? Var [N]. (2.2)

Héufig wird im kollektiven Modell eine poissonverteilte Schadenanzahl mit Parameter A,
d.h. N ~ P()), verwendet. Die Verteilung des Gesamtschadens S wird in diesem Fall zu-
sammengesetzte Poissonverteilung bzw. Compound Poisson Distribution (CP) genannt.
Fiir ein CP-Modell folgt aus der obigen Darstellung des Erwartungswertes und der Varianz

E[S] = AE[Y]  bzw. Var[S]=AE[Y?].

Ist F(-) die Verteilungsfunktion der Schadenshéhen Y;, so wird das CP-Modell durch
S ~ CP (X F(-)) abgekiirzt.

Satz 2.1 Die Summe S=5;+---4+95, von n unabhingigen CP-Verteilungen mit
Si ~ CP (N, Fi(+)) ist wieder CP-verteilt mit S ~ CP (X, F(-)) wobei

n 1 n
A=A ud  Fz)= 3 > NiFi().
i=1 =1

Beweis: Siehe Mikosch [14] Behauptung 3.3.4 auf Seite 118. O

Das kollektive Modell ist Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen.

Das klassische Modell der Risikotheorie geht auf die Arbeiten von Filip Lundberg und
Harald Cramér zuriick. Bei ndherer Untersuchung des klassischen Risikomodells zeigt sich,
dass viele Eigenschaften und Aussagen von umfangreicheren und komplizierteren Modellen
in diesem einfachen Modell bereits enthalten sind.

Im klassischen Cramér-Lundberg Modell ist der Uberschuss (Gewinn) eines Portfolios zum

Zeitpunkt ¢
Nt

Xt:x—l—ct—ZY%, (2.3)
i=1

wobei Xg = x das Anfangskapital, ¢ > 0 die Pramienrate und NV; ein Poissonprozess mit
Rate A ist. Ny gibt die Anzahl der Schéden im Intervall (0,¢] an. Die Schadenshshen (V)
sind eine Folge von unabhéngigen positiven Zufallsvariablen die der selben Verteilung unter-
liegen und unabhéngig von (NVy),~ sind. Die Schadenszeitpunkte sind Tp < T < T < ...,
wobei zur Vereinfachung der spéteren Schreibweise Ty = 0 gesetzt wird. Weiters wird die
Verteilungsfunktion der Schadenshéhe Y; mit G(-) bezeichnet, deren momenterzeugende
Funktion mit My (r) = E [¢"*?] und deren Momente mit p, = E[Y;"], wobei fiir eine ein-
fachere Schreibweise p := p; gesetzt wird. Nachdem die Zufallsvariablen Y; als positiv
vorausgesetzt sind, ist G(z) = 0 fiir x < 0.
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2.1 Ruintheorie

Das Hauptinteresse der Ruintheorie liegt in der Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit,
d.h. jener Wahrscheinlichkeit, mit der X; zu einem Zeitpunkt negativ wird. Mit der Ruinzeit
7, definiert durch

T=inf{t : X; <0}

und inf () = oo, ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Anfangskapital von z der Ruin
vor dem Zeitpunkt ¢ eintritt:

w(x,t):P[TSt]XO:x]:IP’[inf X8<0‘X0:x] (2.4)
0<s<t
Die Wahrscheinlichkeit eines Ruins bei einem Anfangskapital von z ist dementsprechend
Y(x) = lim ¢Y(x,t) =P [iant < O‘Xo = x} =Pr < oq].
t—o0 t>0
Es ist einfach nachzupriifen, dass ¢ (z,t) fallend in 2 und wachsend in ¢ ist.

Ruin kann im klassischen Cramér-Lundberg Modell nur durch einen Schaden eintreten.
Es ist deshalb sinnvoll, den Uberschuss an den einzelnen Schadenszeitpunkten (nach Ab-
zug des Schadens) zu betrachten. Die Darstellung erfolgt am einfachsten mit Hilfe der
Zufallsvariablen Z; = ¢ (T; — T;—1) — Y;, d.h. Z; ist der Uberschuss zwischen dem i-ten und
dem (i — 1)-ten Schaden nach Auszahlung des i-ten Schadens. Fiir den Uberschussprozess
gilt

n
XTn =x + Z Zi7
i=1
d.h. er ist eine einfache Irrfahrt.

Nach Satz 1.58 Punkt (c) gilt 7; — T;_1 ~ Exp(\) und damit

Ele(T; —Ti-1) = Vil = cE[1; = T;1] — E[¥]] = 5 — .

Satz 2.2 Im klassischen Cramér-Lundberg Modell gilt
T < oo fs. & Ele(T; - Ti-1) - Yi] <0,

d.h. ¢¥(z) =1V, falls ¢ < Ap.
Beweis: Vergleiche Mikosch [14] Behauptung 4.1.3 auf Seite 159. O

Als Konsequenz aus Satz 2.2 wird im Folgenden angenommen, dass die sogenannte
Gewinnbedingung ¢ > Ap erfiillt ist. Die Bezeichnung ,, Gewinnbedingung* kommt aus

E[X; — 2] = (c— Au)t

d.h. die Pramieneinnahmen sind ,,im Durchschnitt“ hoéher als die durch Schiden verur-
sachten Ausgaben.
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Satz 2.3 Ist (X;),~, ein Cramér-Lundberg-Prozess und 7 eine endliche Stoppzeit, dann
ist (Xrqt — XT)t>0_ein Cramér-Lundberg-Prozess mit Startkapital 0 und der Prozess ist
unabhéngig von F; (den durch (X),- erzeugten Filter).

Beweis: Siehe Schmidli [18] Lemma 4.1 auf Seite 64. O

Die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit erfolgt iiber eine Differentialgleichung, die aus
folgender Uberlegung hergeleitet wird: Ist T die Zeit bis zum ersten Schaden, h klein
und positiv und tritt im Intervall (0,7° A h] kein Ruin ein, dann ist der ab 7' A h star-
tende Prozess ein Cramér-Lundberg-Prozess mit Anfangskapital Xpap. Im Folgenden ist
d(z) =1 —¢(x) die Wahrscheinlichkeit, dass fiir ein Anfangskapital = kein Ruin eintritt.
Da N; nach Voraussetzung ein Poissonprozess mit Parameter A ist, ist die Zeit zwischen
zwei Schidden nach Satz 1.58 Punkt (c) exponentialverteilt mit Parameter A und Dichte
f(t) =Xe ™, d.h. P[T > h] = e~ M. Fiir 2 < 0 ist §(z) = 0, da bei einem Anfangskapital
kleiner 0 unmittelbar Ruin eintritt (bzw. ist bereits Ruin vorhanden), und damit folgt

6(z) = e M(z + ch) + /Oh /OIJFCt 5(x + ct —y) dG(y) e M dt. (2.5)

Der erste Summand auf der rechten Seite steht fiir den Fall, dass bis zum Zeitpunkt A
kein Schaden eintritt. Das Anfangskapital fiir den zum Zeitpunkt A beginnende Cramér-
Lundberg-Prozess betréigt in diesem Fall « 4+ ch (das Anfangskapital  zum Zeitpunkt 0 ist
um die Prémieneinnahmen erhoht). Der zweite Summand kommt aus dem Fall, dass bis
zum Zeitpunkt A ein Schaden eintritt. Dabei ergibt sich die Grenze des inneren Integrals
durch é(z) =0 fir z < 0.

Fiir b | 0in (2.5) folgt die Rechtsstetigkeit von 4(+). Eine einfache Umformung und Division
durch h ergibt

§ h) — & 1— —Ah 1 h  pxtct
¢ (z+ch) = 9(x) = ¢ d(x +ch) — — / / 8(x + ct — y) dG(y) e M dt.
ch h h 0 0
Fiir A | 0 folgt aus der Rechtsstetigkeit und

L1
lim E/o f(t)dt = £(0) (2.6)

h—0

die rechtsseitige Differenzierbarkeit von §(-) mit

o' () = A [5@) - /O "oz —y) dG(y)] . 2.7)

Wird in Gleichung (2.5) x durch = — ch ersetzt, so ist

h  px—c(h—t)
5(z — ch) = e Mo(x) + /0 /0 §(z —c(h —t) —y)dG(y) e M dt

woraus fiir b | 0 die Linksstetigkeit, bzw. insgesamt die Stetigkeit von 6(-) ersichtlich ist.
Wie oben folgt die linksseitige Differenzierbarkeit von 6(-) mit (2.7) durch einfache Um-
formung, Division durch A und mit h | 0.

Dies zeigt, dass 0(-) an allen Stellen z differenzierbar ist, an denen G(-) stetig ist.
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Beispiel 2.4 Fiir exponentialverteilte Schiden Y; ~ Exp(a), d.h. p = L, ist (2.7)

o

e () = A [5@) - /0 "5z — y)aey dy} Y [5@) e /0 () e dy] o @28)
Differenzieren ergibt
" () = A [5/@) ~ ge—on /0 " Sy)ae dy — aé(:ﬂ)} _ O\ (2) — acd(2),

womit die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit auf das Losen eine einfache Differential-
gleichung reduziert wurde. Die allgemeine Losung der Gleichung ist

d(z)=A+ Be_(o‘_%)x,

wobei im Falle der Gewinnbedingung ¢ — % >0(=a-— % > 0) aus lim &§(z) =1 der Wert

r—00
A=1undaus6(0) =1-— % (die Berechnung von 6(0) erfolgt erst spéter, siehe (2.11), das
Ergebnis wird aber bereits hier verwendet) der Wert B = —ﬁ folgt. Die Losung ist
A
§(z)=1- e (02,
ac
bzw. \
= Lol 2.9
Y(e) = ZemlemD (29)
als Ruinwahrscheinlichkeit. O

Eine Gleichung der Form (2.7) wird Integro-Differentialgleichung genannt. Eine Moglichkeit
eine Losung dieser Gleichungen zu finden, ist die sogenannte Laplace-Transformation zu
verwenden.

Definition 2.5 Ist f(-) eine reelle Funktion auf [0, 00), so ist

o0
F(s)=£{f}(s) = / e % f(z) dx, s €R,
0
die Laplace-Transformation von f. O
Ist X eine absolut stetige, positive Zufallsvariable mit Dichte f(-), dannist F\(s) = Mx(—s).

Bemerkung 2.6 Ist F'(-) die Laplace-Transformation einer Funktion f(-), so kann f durch

. 1 THT
t)=L£ H{F}({t) := — lim S F(s)ds, > 50,
O =2 MY =g Jim [ CEG)ds > s

berechnet werden, wobei sg die sogenannte Konvergenzabszisse von F' ist. O

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation, die eine gegebene Funktion
f vom reellen Zeitbereich ¢ in eine Funktion F' im Spektralbereich (Frequenzbereich)
s tiberfiithrt. Sie findet vor allem in der mathematischen Physik und der theoretischen
Elektrotechnik verbreitet Anwendung und ist in den meisten Computeralgebrasystemen
(z.B. Maple oder Mathematica) vorhanden. Eine umfangreiche Darstellung der gesamten
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Theorie sowie die Bestimmung der Konvergenzabszisse ist in Biicher aus diesen Bereichen
zu finden.

Die wichtigste Eigenschaft der Laplace-Transformation ist, dass die Differentiation und
Integration im reellen Originalbereich einfache algebraische Operationen im Bildbereich
entsprechen. Die Vorgangsweise zur Losung einer Integro-Differentialgleichung ist, zunéchst
die Laplace-Transformierte der Gleichung zu ermitteln, diese Gleichung algebraisch zu lésen
und danach die Losung wieder zuriick in den Zeitbereich zu transformieren.

Beispiel 2.7 (Fortsetzung von Beispiel 2.4)
Die Laplace-Transformierte der Gleichung (2.8) wird durch

/ et (x)e ** dx = )\/ 0(x)e " da — )\/ [/ 0z —y)ae ¥dy| e *dx
0 0 0 0

berechnet und ist

pYe!
F(s)—cF(0) = AF(s) — F(s).
esF(s) = cF(0) = F(s) = = F(s)
FEine einfache Umformung fithrt auf die Gleichung
F(s) = c(s+ a) F(0)

s(1 —es — ac)

bzw. die Riicktransformation in den Zeitbereich (in Maple mit dem Befehl ,invlaplace*

berechnet) auf
_ F(O) —(a=2)z
o(x) = P ()\e /T — ac) .

— QC

Aus lim 6(x) =1 folgt —F(0)x2% =1 und damit F(0) = —%. Insgesamt folgt die

L('jsm:igoo
é(z)=1- ie_(o‘_%)z bzw. P(x) = ie_(o‘_%)x.
ac ac
als Ruinwahrscheinlichkeit. O

Eine Moglichkeit die Gleichung (2.7) zu vereinfachen ist, zunéchst das Differential auf der
linken Seite zu beseitigen. Es ist

S (3() = 6(0) = l/ e8'(u /5 du—/ / 5(u — y) dG(y) du
_ /5 du—/ / 5(u — 1) dudG(y)
/ 5(u du—/ /0 u) dudG(y)
_ /05<u)du_ /0 /0 AG(y)8(u) du
[

W) (1 - Glz — w)) du = /O 5z —u) (1 - G(u)) du. (2.10)
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folgt fiir z — oo

und damit \
50)=1-2E  baw.  y(0) = 2£. (2.11)

c c
Wird in (2.10) 6(z) wieder durch 1 — v (z) ersetzt, so folgt

cwle) = eb0) =2 [ (1= (e —u) (1~ Gw) du
= )\u—)\/z(l—¢(a@—u))(1—G(u)) du
0
= A [/ (1 —-G(u)) du +/0 Y(z —u) (1 —G(u)) du| . (2.12)

Bemerkung 2.8 Gleichung (2.12) ist von der Form
x
Z(x) = z(x) +/ Z(x —u)dF(u) fiir x > 0, (2.13)
0

wobei die Funktion z(-) bekannt, die Funktion Z(-) unbekannt und F'(-) die Verteilungs-
funktion einer Zufallsvariable Y mit E[Y] = A"! ist. Gleichungen dieser Form werden
Erneuerungsgleichungen genannt. O

Satz 2.9 Erneuerungstheorem
Ist in Gleichung (2.13) z(-) eine Riemann-integrierbare Funktion, dann gilt fiir die Losung
Z(+) der Erneuerungsgleichung

lim Z(z) = )\/OOO z(u) du.

T—00

Beweis: Siehe Schmidli [18] Behauptung C.13 auf Seite 190. O

Die Exponentialverteilung ist eine der wenigen Verteilungen, fiir die eine einfache Form
der Ruinwahrscheinlichkeit (siehe Beispiel 2.4), gefunden werden kann, da fiir diesen Fall
die Gleichung (2.7) bzw. die Erneuerungsgleichung (2.12) 1ésbar ist. Im Allgemeinen kann
die Ruinwahrscheinlichkeit allerdings nicht durch einen geschlossenen Ausdruck dargestellt
werden, sondern muss z.B. numerisch gelost werden. Ist eine Berechnung der Ruinwahr-
scheinlichkeit nicht oder nur mit groflem Aufwand moglich, so ist es fiir praktische Zwecke
interessant sie nach oben abzuschétzen.

Fine wichtige Grofle fiir die Schétzung der Ruinwahrscheinlichkeit ist der sogenannte
Lundberg-Exponent. Dieser ist als die nichttriviale Losung der Gleichung

Or)=A(My(r)—1)—cr=0

definiert, falls die Losung existiert (es ist einfach nachzupriifen, dass 0 eine Nullstelle der
Gleichung ist, d.h. 0(0) = 0). Fiir 6(-) gilt 6'(r) = AMj,(r) — ¢ und

0"(r) = AM{(r) = AE [Y2e™ ] > 0,
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d.h. 6(-) ist strikt konvex. Weiters ist
0'(0) = AMy(0) —c = A — c = —(c — Ap).

Dieser Wert ist unter der oben vorausgesetzten Gewinnbedingung strikt negativ. Zusammen
mit lim 6(r) = oo folgt, dass es in diesem Fall eine Losung R > 0 der Gleichung 6(R) =0

r—00
geben muss. Diese Losung ist der Lundberg-Exponent.

Beispiel 2.10 (Fortsetzung von Beispiel 2.4)
Die momenterzeugende Funktion einer exponentialverteilten Zufallsvariable ist
My (r) = z%= wodurch die Gleichung

)\< @ —1)—cr: AT —cr =20

a—T a—r

zu 16sen bleibt. Eine einfache Rechnung ergibt R = a—% und damit kann die in Beispiel 2.4
berechnete Ruinwahrscheinlichkeit

A
Y(z) = &e_Rx-

dargestellt werden. O
Satz 2.11 Falls der Lundberg Exponent R existiert, gilt
Y(x) < e .
Beweis: Angenommen die Ungleichung stimmt nicht. Mit
zo =inf {z >0 : ¢(z) > e*Rx}

folgt aus der Stetigkeit von 1) (-)
W (o) = e~ 0.

Aufgrund von ¢(0) = ’\7” < 1 kann xy > 0 vorausgesetzt werden. Damit folgt aus Gleichung
(2.12) fiir z = xo

coa) = A| [T c@) i [ ot -0 0 - 6w) al

LJS X0

< A _/OO (1 —G(u)) du+ /OZO e~ Rlzo=w) (1 — G(u)) du}

LY X0

< | / " eRao—0) (1 G(u)) du+ /O R (1~ G(u) du]

LY o

= )\/ e~ Rl@o=w) (1 — G(u)) du = Ae B0 eRu/ dG(y) du
0 0 u
1

o ry
= )\eRxo/ / e dudG(y) = )\eR‘TO/ — (eRy —1) dG(y)
0 0 0 R

= %C_Rxo (My (R) — 1) = ceftxo

und damit ein Widerspruch zur urspriinglichen Annahme. |
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Satz 2.12 Falls der Lundberg-Exponent existiert und

/ ueR”i(l—G(u)) du < o0
0 &

ist (diese Voraussetzung ist dquivalent zu Mj, (R) < co), dann gilt

. Rr __ C — )\M
A v @)™ = SR — o
Beweis: Aus Gleichung (2.12) folgt
Rx Rx <A v R(z—u) Ru)‘
P(z)e™ =e . (1-G(u)) du+ | ¢Y(z—u)e et (1—-G(u)) du.
T 0

Fiir diese Erneuerungsgleichung gilt fiir die Darstellung der Form (2.13)

2(z) = el /OO A (1—-G(u)) du,

c

wobei die Funktion nach Voraussetzung Riemann-integrierbar ist. Damit ist

/Oooz(u)du :/ / ) dzdu == // e du (1 - G(x)) dz

= R _1)(1-@G d:———_— - A
cRO( ) (1= G@) de =5 - % cR(C 2
und
1 R A
- = / zelt (1 - / / zef dG(y
A
— / / zef dz dG(y) = el / (Rye™™ — e +1) dG(y)
_ M(RMy(R) — My(R) + 1) ARMy,(R) —cR MMy (R) —c
B cR2 cR? B cR
wodurch der Grenzwert unmittelbar aus dem Erneuerungstheorem (Satz 2.9) folgt. O

Der obige Satz zeigt, dass es nicht moglich ist, eine exponentielle untere Grenze fiir die
Ruinwahrscheinlichkeit zu erhalten, deren Exponent grofler als R ist. Weiters folgt die
sogenannte Cramér-Lundberg Approximation

Cc— )‘:u —Rx
lz) ~ MM (R) — ¢

fiir groBe = als gute Approximation fiir ¥(z).

Beispiel 2.13 (Fortsetzung von Beispiel 2.10)
Aus My (r) =
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und weiters

A A A
c— =2 c— = c— = A
lim 1 (x)el™® = & = —— = X = —
T—00 )\M)//(R) — C )\m — C A (%)2 —c acC

Damit ist ersichtlich, dass die Cramér-Lundberg Approximation

w(x)wiefo:ief(afz)x.

ac ac

fiir exponentialverteilte Schiden exakt ist. O

2.2 Diffusionsapproximation

Wie bereits im vorigen Abschnitt erwédhnt, kann die Ruinwahrscheinlichkeit fiir allgemeine
Verteilungen héufig nicht exakt berechnet werden. Eine Mdoglichkeit zur ndherungsweisen
Bestimmung bei einer gegebenen Schadensverteilung ist — wie bereits im vorigen Abschnitt
dargestellt — Gleichung (2.7) bzw. die Erneuerungsgleichung (2.12) numerisch zu l6sen,
oder sie nach oben abzuschétzen.

FEine weitere Moglichkeit zur ndherungsweisen Bestimmung der Ruinwahrscheinlichkeit ist,
den Uberschussprozess (2.3) durch einen Diffusionsprozess der Form

)?t =xz+mt+ oW,
bzw. in Differentialschreibweise
dX; = mdt + o dW,

mit Xy = x zu approximieren, und daraus die Ruinwahrscheinlichkeit zu berechnen.

Fiir diese sogenannte ,,Diffusionsapproximation“ stellt sich die Frage, wie die beiden Para-
meter m und o festgelegt werden sollen. Eine natiirliche Forderung ist, dass zumindest die
ersten beiden Momente der Prozesse X; und X, iibereinstimmen sollen.

Fiir den Uberschussprozess (2.3) ist Ny nach Voraussetzung ein homogener Poissonprozess
mit Rate A\. Nach Satz 1.58 Punkt (b) gilt N; ~ Pois(At), d.h. E [Ny] = At bzw. Var [N;] = At.
Damit folgt aus (2.1) und (2.2) fiir die ersten beiden Momente von X

Nt

Nt
E[X:] =E x—i—ct—ZYi =x+ct—E ZY; (g)x—i-ct—)\tu:x—i—t(c—)\u)
i=1 i=1
bzw.
il il 2.2
Var [X;] = Var x—l—ct—ZY; = Var ZYZ 22 \tvar [Vi] + Atp® = Mus.
i=1 i=1

Fiir die Momente der Diffusionsapproximation X; gilt (vergleiche (1.4))

E[)?t] =E[z+mt+oW|=c+mt+E[cW] =z+mt
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bzw.
Var {)?t] = Var [z + mt + ocW;] = Var [cW;] = o*t.

Damit ergeben sich die beiden Parameter

m=c— A\ bzw. o=/ Al2. (2.14)

Entscheidender als die Ubereinstimmung der ersten beiden Momente ist fiir die Approxi-
mation der Ruinwahrscheinlichkeit jedoch die néherungsweise Ubereinstimmung der Ver-
teilungen von X; und X;. Iglehart zeigt in seiner Arbeit [13], dass dies zumindest fiir kleine
Schéden der Fall ist.

Satz 2.14 Sind fiir eine Folge von Uberschussprozessen der Form (2.3) mit

N
X =an+eal =Y Y (2.15)
=1
die Bedingungen

(8) &, = o/ +o(v/h),

(f) die Zeit zwischen zwei Schidden ist exponentialverteilt mit Parameter A,

erfiillt, dann konvergiert ﬁth in Verteilung gegen = + (¢ — A\u)t + oV AW,

Beweis: Siehe Iglehart [13]. O

Grandell zeigt in seinem Buch [12] einen #hnlichen Ansatz, der zur selben Approximation
wie in Satz 2.14 fiihrt. In seinem Ansatz wird zunéchst nur der Schadensprozess

Nt
Se=>Y, firt>0
=1

mit Sp =0 und Ny =0 betrachtet. Fiir diesen Schadensprozess ist E[S;] = Aty und
Var [S;] = Atpug, siehe (2.1) und (2.2), womit aus dem zentrale Grenzverteilungssatz folgt,

dass die Folge

St — Apint
sp="mt AP it > 1,620 (2.16)

VAugnt

in Verteilung gegen eine standardisierte Brownsche Bewegung W konvergiert.
Somit ist der Grenzprozess der Folge (2.15)

XP =z 4y ut — /e Wi (2.17)

mit

- A
v = lim n 'u\/ﬁ.
W

n—oo A
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Weiters zeigt Grandell, dass die Folge

n  Cpnt — Aunt n
Y = — V Az St

in Verteilung gegen
Y2 =y ut — /X pa Wi, fiirt >0
konvergiert. Damit folgt

P [inf Y < —x] —P [inf XP < —x} firx >0
>0 >0

und fiir grofle  die Approximation der Ruinwahrscheinlichkeit

Yp(z) =P [ggxt” < 0} ~P {iEEXtD < o] = ¢p(z).

2m

Satz 2.15 Fiir X; = z + mt + oW, ist der Prozess (efo_QXt) . ein Martingal.
t>
Beweis: Es gilt

E [ef%xt

]_-S} ) [ef%(ermtJrJWt)

.7:5] = 67%(z+mt) E [efQTth

o~ 2 (wtmt) [6_27"1 (Wie—Ws+Ws)

7|

7|

~ 2 (@+mt) - 2mW, [e—%m(wt—ws) ]_—s]

= €

_ B (atmt) W [e—%(wt—wo]

_ e—i—gl(z-i-mt) 67277”‘/[/5 E [e*Qvat*SN(Ovl)] .

Der Erwartungswert im letzten Ausdruck ist die momenterzeugende Funktion einer Normal-

verteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz (277”)2, d.h.

E [e—%\ﬁt—s/\/(o,n} _ i (2 _ 62%2@—5)
Gesamt folgt aus

E {e—i—?Xt _ e—i—gl(x-l—mt-l—JWs) _i_Tng

_2m _2m 2m?
j:s] — o o (tmt) —EnW, Zhe(t-s) — e

die Behauptung. O

Bemerkung 2.16 Fiir das Martingal aus Satz 2.15 folgt aus dem Stoppsatz (Satz 1.28),
2m
dass der Prozess (efﬁXT“) ebenfalls ein Martingal ist. Dieses Martingal ist, wie leicht
>0

zu sehen ist, nach oben mit 1 beschrinkt. Aus X = z, tlim X; = oo und Satz 1.26 folgt
— 00

1 = E [67%0] =E {ef%(xofx)} = G%IE [ef%xo} = e%xE {ef%xﬂt}

2m

= [ E g $ B R [,

— P[r<o0] fiir t — oo —0 fir t — oo
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Der Erwartungswert des ersten Summanden steht fiir den Fall, dass Ruin eintritt, d.h.
Xont = X, =0 und e_i_rgXT” = 1. Der Erwartungswert des zweiten Summanden steht fiir
den Fall, dass kein Ruin eintritt und damit X; aufgrund des positiven Drifts unbeschréinkt
wéchst, d.h. e_fr_ngT“ =0.

Gesamt folgt aus der obigen Gleichung

2m
() =Plr<oo]=e 2" (2.18)
als Ruinwahrscheinlichkeit fiir eine Diffusionsapproximation mit Anfangskapital x. O

Ein Vergleich von (2.11) und (2.18) zeigt, dass die Diffusionsapproximation im Falle kleiner
Werte von & umso besser ist, je ndher )‘—C“ bei 1 leigt.

Fiir eine Diffusionsapproximation ist 1(z, t), d.h. die Ruinwahrscheinlichkeit vor dem Zeit-
punkt ¢ mit Anfangskapital z, in einfacher Form darstellbar.

Satz 2.17 Ist X; = 2 + (¢ — A\u)t + /A iz W die Diffusionsapproximation des Uberschuss-
prozesses (2.3) und 7 = inf {t > 0 : X; < 0} deren Ruinzeit bei Anfangskapital =, dann ist

B . (c—Ap)t+x e (c—Au)t —x
Y(z,t) =P[r <t]=1 @(—W )—i—e @(—W >

Beweis: Sei m = ¢ — Au und 0 = /A us. Nach Definition der Brownschen Bewegung ist
X = B (:c,m, 02). Es ist einfach nachzupriifen, dass fir den durch X; =X,/ —

definierten Prozess )A(t =By (O, z, 02) gilt. Damit folgt die Behauptung aus
Plr<t] = Plinf{X,:0<s<t} <0]=P[inf{sXy/,:5>1/t} <0
= E []P> [inf{m—i—)?s i8> l/t} <0 ‘ Xlﬂ”
_ /)2 N v /)2
/ m 1 ei (y202//tt) dy N /oo 6_2 (:;H) 1 ei (y20-2//tt) dy
_ A /271'0'2 -m 27T02/t

—m — 1/t _ (yre/t)?
_ q>( z/

21m
+e o2 202/t
0’/\/_ ) / \/27ra Y
mt+x _ 2zm mt —x
= 1—-@ +e 2P ,
() o (g >

wobei ®(-) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. Fiir t — oo
folgt (2.18). O

2.3 Vergleich der Ergebnisse

Beispiel 2.18 (Fortsetzung von Beispiel 2.13)

Fiir die exponentialverteilte Zufallsvariable ist E[Y;] = E und Var [Y;] = 2, womit aus
(2.14) die beiden Parameter m =c— 2 und o = \/)\ \/2)\ fiir die zuge-

horige Diffusionsapproximation des Uberschussprozesses Xt =z +mt+ oW, folgen. Die
Ruinwahrscheinlichkeit bei exakter Rechnung ist nach (2.9)

PE() = Zemlem
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bzw. die Ruinwahrscheinlichkeit der Diffusionsapproximation nach (2.18)

2m _ (ca=Na

YP(x) =Plr<oc]=e o2 =" x .

P (x) stimmt nach Beispiel 2.13 mit der Cramér-Lundberg Approximation iiberein.
Der Quotient der beiden Ruinwahrscheinlichkeiten ist

E A _(o‘_%)aj ca—A)a
sz) (:C) _ ac® A 7(a7%)x+%z — iefa(lf%)(lfﬁ)z_

YP(z) e ac ac
Der Exponent ist unter der Gewinnbedingung ¢ > % positiv (da 1 — S <0Ound 1 - % >0
ist), d.h. fiir grofie = unterschiitzt ¢ (x) die exakte Ruinwahrscheinlichkeit. Der Quotient
und somit der relative Schétzfehler ist umso kleiner, je néher der Quotient % bei 1 liegt.
Sei fiir eine konkrete Anwendung o =2, A =4 und die Préamienrate ¢ = 2,1. Fiir diese
Parameter ist die Gewinnbedingung ¢ > % erfiillt und die beiden Ruinwahrscheinlichkeiten
sind
PP () = 0,95238¢ 0002 Yy pP(z) = e 017

Abbildung 2.1 zeigt einen Vergleich der beiden Ruinwahrscheinlichkeiten 1 () (punktierte

Kurve) und ¢ (x) (durchgezogene Kurve). Im Anhang ist auf Seite 81 das verwendete
Maple-Programm zur Erzeugung der Abbildung 2.1 aufgelistet. O

Abbildung 2.1: Vergleich der Ruinwahrscheinlichkeiten
bei exponentialverteilten Schiden.

Beispiel 2.19 Fiir gammaverteilte Schiiden Y; ~ Gam(a, ) mit der Dichte

L T
(o)

ist E[Y;] = af und Var [V;] = a/3?. Gleichung (2.7) ist in diesem Fall

a—1 —%
e B z >0,

)

f@) =
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cd' () = A [6(3@) - /090 oz —y) I‘(al)ﬂa y“_le_% dy| . (2.19)

Diese Integro-Differentialgleichung besitzt keine geschlossenen Losung, kann jedoch mit
Hilfe eines Computeralgebrasystemen wie z.B. Maple einfach mittels Laplace-Transfor-
mation (siehe Definition 2.5) gelost werden und ergibt die Ruinwahrscheinlichkeit bei
exakter Rechnung 1 (z).

Aus der momenterzeugenden Funktion der Gammaverteilung

_ > rT 1 a—1 —% _ 1 “
My(r)—/o e F(a)ﬁax e ﬁdx_(l—ﬁr)

folgt der Lundberg-Exponent R aus der Gleichung

(6%
H(R):A(MY(R)—l)—cR:)\<( ! ) —1>—cR:0, (2.20)
1-BR
wobei diese Gleichung in praktischen Anwendungen numerisch gelost werden kann. Als
obere Grenze der Ruinwahrscheinlichkeit folgen ¢ (x) < e~ .
Fiir die zugehorige Diffusionsapproximation des Uberschussprozesses )/ft =z+mt+oW;
folgt aus (2.14) die beiden Parameter

m=c— a3 und o = /A ((@B)?+aB?) = V/Aaf2(1 +a).

Die Ruinwahrscheinlichkeit der Diffusionsapproximation ist nach (2.18)

2m c—Aaf

WP(z) =Plr < o] = ¢ 2P = aitira ¢

Sei fiir eine konkrete Anwendung o = 2, 5 = 1, A = 10 und die Pramienrate ¢ = 21, 4. Fiir
diese Parameter ist die Gewinnbedingung ¢ > A« (3 erfiillt und der aus (2.20) ermittelte
Lundberg-Exponent ist R = 0,043943. Der und die Ruinwahrscheinlichkeiten sind

¢L(:C) — 6—0,04394390 @Z)D(x) _ 6—0,046666z.

bzw.
Abbildung 2.2 zeigt einen Vergleich der Ruinwahrscheinlichkeiten ¢ (x) (punktierte
Kurve), ¥ (z) (durchgezogene Kurve) und 9% (x) (strichlierte Kurve). Im Anhang ist auf
Seite 81 das verwendete Maple-Programm zur Berechnung der exakten Ruinwahrschein-
lichkeit ¢¥(-) und zur Erzeugung der Abbildung 2.2 aufgelistet. |
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Abbildung 2.2: Vergleich der Ruinwahrscheinlichkeiten
bei gammaverteilten Schiden.

0 25 50 75 100



Kapitel 3

Kontrolltheorie

Die in diesem Kapitel dargestellte Einfithrung in die Kontrolltheorie folgt weitestgehend den
ersten Kapiteln in Safl [16]. Allerdings werden hier, wie auch in den restlichen
Kapiteln, nur eindimensionale Prozesse und eindimensionale Optimierungsprobleme be-
trachtet. In der umfangreicheren Darstellung in Safl [16] werden allgemeinere mehrdimen-
sionale Prozesse behandelt.

Die mathematische Kontrolltheorie beschéftigt sich mit dynamischen Systemen, die durch
einen reellwertigen Prozess X = (Xt)te[o,T] — Zustandsprozess genannt — beschrieben
werden und durch einen Kontrollprozess (steuender Prozess) beeinflusst werden kénnen.
Der Kontrollprozess ist ein progressiv messbarer Prozess u = (ut)te[o,T] mit Werten in
einer Menge U C R. Dabei soll der Zustandsprozess durch den Kontrollprozess so gesteuert
werden, dass sich das System zwischen einen gegebenen Anfangs- und Endzustand bewegt,
und dass eine vom Zustands- und Kontrollprozess abhéngige Zielfunktion (bzw. Perfor-
mancefunktion) optimiert wird.

Das Ziel der Kontrolltheorie ist, den Zustandspfad zur Optimierung der betrachteten Ziel-
funktion zu ermitteln und jenen Kontrollprozess zu finden, mit dem das System diesem

Pfad folgt.

Im Folgenden werden nur solche dynamische Systeme betrachtet, deren Zustandsprozess
durch eine stochastische Differentialgleichung (Diffusionsgleichung) der Form

dXt = b(t,Xt,ut) dt—i—a(t,Xt,ut) th (31)
mit Startwert x, d.h. Xy = z, beschrieben werden kann, wobei
b:[0,T]xRxU—R

bzw.
o:[0,T] xRxU — Ry

messbare Abbildungen sind. b wird Driftkoeffizient und ¢ Diffusionskoeffizient genannt.

Die (zu optimierende) Zielfunktion bei Start zum Zeitpunkt ¢ und Zustand z, d.h. X; = z,
ist durch

T
J(t,x,u):E[/ Y (s, X ug) ds + U (T, X¢) | X{' == (3.2)
¢

33
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gegeben, wobei
P[0, T]xRxU—-R

eine vom Zustands- und Kontrollprozess abhiingige Bewertungsfunktion (z.B. Kosten,
Gewinn, ...) ist. ¥(+,-) ist die Bewertungsfunktion fiir den Endzustand des Systems und
unabhéngig vom Zustand des Kontrollprozesses am Endzeitpunkt. Um die Abhéngigkeit
des Zustandsprozesses vom Kontrollprozess auch formal zu beriicksichtigen, wird im All-
gemeinen die Notation X;* verwendet. Im Folgenden wird diese formale Beriicksichtigung
allerdings nur an jenen Stellen verwendet, an denen sie der einfacheren Lesbarkeit dient.

Definition 3.1 Eine stochastische Differentialgleichung heiflt stark [6sbar, falls zu einem
gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P), einer stochastischen Anfangsbedingung X
und einer Brownschen Bewegung W eine adaptierte Losung beziiglich der von W und X
erzeugten und um Nullmengen erweiterten Filtration existiert.

Eine stochastische Differentialgleichung heifit schwach losbar, wenn ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P), eine Brownschen Bewegung W und eine Filtration gefunden werden
kann, fiir die eine adaptierte Losung existiert. |

Die Menge aller zuldssigen Kontrollprozesse bei Start zum Zeitpunkt ¢ im Zustand z wird
mit A(t, z) bezeichnet. A(t, z) besteht aus allen Kontrollprozessen (us) ey, 77, fiir die (3.1)
eine starke Losung auf [, T] besitzt und die Zielfunktion (3.2) wohldefiniert ist. Bei Start
im Zeitpunkt 0 wird kurz A(z) = A(0, z) geschrieben. Die Wertfunktion des Optimierungs-
problems ist durch

V(t,z) = sup J(t,z,u) (3.3)
u€A(t,z)

definiert. Das Ziel ist, fiir einen vorgegebenen Startwert xy den Wert V' (0, zp) zu berechnen
und einen zugehorigen Kontrollprozess u* zu finden, der die Zielfunktion optimiert, d.h. u*
erfiillt V(0,z9) = J (0, zg,u™). u* wird optimaler Kontrollprozess genannt.

Zunichst stellt sich die Frage, fiir welche Koeffizienten (3.1) eine starke Losung besitzt.
Diese Frage wird fiir einfache Diffusionsprozesse durch folgenden Satz beantwortet.

Satz 3.2 Sei Z eine Zufallsvariable mit E [|Z]?] < oo und die unabhéingig von dem durch
die Brownsche Bewegung (W;),., erzeugten Filter F ist. Erfiillen der Drift- bzw.
Diffusionskoeffizient -

b:[0,T] xR—R bzw. o:[0,T] xR — Ry
in der stochastischen Differentialgleichung
dXy =b(t, Xy) dt + o (¢, Xy) AWy, (3.4)
fiir eine Konstante K > 0 und fiir alle z,y € R, s,t € [0,T] die Bedingungen

[b(s,2) = b(t,y) [ +[o(s,2) —o(t,y)| < K(ly—z[+][t—s])
bt 2) P +lota) P < K2 (1+]xf),

so besitzt (3.4) eine eindeutige starke Losung mit Xy = Z. Diese Losung ist stetig in ¢, an
dem durch Z und (W}),~, erzeugten Filter adaptiert und erfiillt

T
E[/ ]Xt]2dt<oo].
0
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Die Losung wird Ité-Diffusion und a(t,z) := o(t,z)? der Diffusionskoeffizient von X
genannt.
Beweis: Siehe Oksendal [15] Theorem 5.2.1 auf Seite 68. O

Zur kiirzeren Schreibweise wird im Folgenden
E Y] =E[Y|X; = 2] und E,[Y] =Eo,[Y]
gesetzt.

Definition 3.3 Eine zeit-homogene Ito-Diffusion ist ein stochastischer Prozess
Xi(w) = X(t,w) : [0,00) x Q — R, der die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(Xt) dt +o (Xt) th, (35)
mit dem Driftkoeffizienten b : R — R bzw. Diffusionskoeffizienten o : R — R, erfiillt. O
Satz 3.4 Fiir eine zeit-homogene Ito-Diffusion X und eine beschrinkte und messbare
Funktion f: R — R gilt:
(1) Fiir alle w € Q und ¢,s > 0 ist
Ey [f (Xtgs) |[Fe] (w) = EXt(w) [f (Xs)]
(2) Fiir eine Stoppzeit 7 < 0o, w € 2 und s > 0 ist
Eo [f (Xrps) [F7] (W) = Ex, () [f (X$)]-
Beweis: Fir (1) siche Oksendal [15] Theorem 7.1.2 auf Seite 115 bzw. fiir (2) sieche
(Oksendal [15] Theorem 7.2.4 auf Seite 117. O

Eigenschaft (1) in Satz 3.4 wird Markov-FEigenschaft fiir Ito-Diffusionen genannt, (2) die
starke Markov-FEigenschaft fir Ito-Diffusionen. Die explizite Verwendung von w auf der
linken Seite der beiden Gleichungen soll darauf hinweisen, dass Ex, [f (Xs)] eine Zufalls-
variable ist.

Eine wesentliche Eigenschaft der Ito-Diffusion ist, dass sie mit einer partiellen Differential-
gleichung zweiter Ordnung identifiziert werden kann. Diese Identifizierung erfolgt mittels
den beiden folgend definierten Operatoren.

Definition 3.5 Der infinitesimale Generator L einer Ito6-Diffusion X der Form (3.4) ist

durch
Lf(S, .%') — lim Es,m [f (ta Xt)] - f (87 .’L‘)
tls t—s
fiir alle s > 0,2 € Rund f € Dy, definiert, wobei der Definitionsbereich Dy, alle Funktionen
f:]0,00) x R — R umfasst, fiir die der obige Grenzwert existiert. O

Definition 3.6 Der Operator £ ist durch
0 d a 0
L=—+b—+-—
ot ox T2 o
mit der Definitionsmenge
Cl? = {g(t,z) : [0,00) x R — R, g stetig differenzierbar in #

und zwei mal stetig differenzierbar in x}

definiert. O
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Fiir den Operator £ gilt

LF(t2) = filt,x) + b(t, 2) fu(t, ) + %a(t,x) Fan(t,2),

und falls keine Abhéingigkeit von ¢ vorliegt vereinfacht sich der Operator zu

1

Lf(z) = b(x)f'(x) + Fa(x) f" ().

Bemerkung 3.7 Mit der obigen Notation kann die It6-Formel in der Form
df (t,Xe) = Lf (¢, Xy) dt + fo (¢, X4) o (¢, X)) AW,
geschrieben werden. O

Satz 3.8 Ist f € CY? und gilt fiir alle w >t >0,z € R

E:, [/tu Lf (5, X.)] ds] < 00 (3.6)
" e | [ 1525, X0 0 s, X as] < (3.7)

dann ist f € D und Lf(t,z) = Lf(t,x) fir allet > 0, z € R.
Beweis: Durch Anwendung der It6-Formel auf f (¢, X;) in

Lf(z,s) =lim Esa [f (¢, X)] = [ (s,2)

tls t—s
folgt
E,. [ / LF (0 X,) dut / (X o (1 X0) AW,
Lf(s,x)= ltllr? s " = . (3.8)

Wegen (3.7) ist der durch das stochastischen Integral

( / o (0, X 0 (0, X qu>

t>s

definierte Prozess nach Satz 1.55 ein Martingal und weiters ist nach Satz 1.26

t s
Es 2 [/ fo (u, Xy) 0 (u, Xy) qu} =E;, [/ fo (u, Xy) 0 (u, X)) dW,, | =0,

d.h. der zweite Summand in (3.8) fillt weg. Wegen (3.6) kann in (3.8) die Erwartungs-
wertbildung und der Grenziibergang vertauscht werden womit aus (2.6) und Xy = = bzw.
f € CH? wegen

Lf(z,s) =E;s,; |lim==2
tls

/tﬁf(u,Xu) du
— =Lf(s,x)

die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 3.9 Der obige Satz rechtfertigt fiir £ die Bezeichnung Generator von X. O

Satz 3.10 Dynkin’s Formel
Ist f € CY? eine Funktion mit kompakten Triger und 7 eine Stoppzeit mit der Eigenschaft
E, [7] < o0, so gilt:

E. [f (1,X;)] = f(0,2) + E, [/ Lf(s,Xs) ds]
0
Beweis: Siche Oksendal [15] Theorem 7.4.1 auf Seite 124. O

Fiir die Herleitung der Hamilton-Jacobi-Bellmann-Gleichung (HJB-Gleichung) wird das
Prinzip der sogenannten dynamischen Programmierung verwendet. Der Begriff wurde von
Richard Bellman in den 1940er Jahren eingefiihrt und ist ein Ansatz zum algorithmi-
schen Losen von Optimierungsproblemen. Die dynamische Programmierung kann fiir alle
Optimierungsprobleme angewendet werden, die aus vielen gleichartigen Teilproblemen
bestehen und bei denen die optimale Losung des gesamten Problems aus optimalen Losun-
gen der Teilprobleme zusammengefiigt werden kann (Optimalititsprinzip von Bellman).
Das Verfahren besteht darin, zuerst die optimalen Losungen der kleinsten Teilprobleme
zu berechnen, und diese dann geeignet zu einer Losung eines néchstgrofieren Teilproblems
zusammenzusetzen.

Nach dem Bellman-Prinzip fiihrt ein optimaler Kontrollprozess auf [tg, t1] und anschliefend
optimales Handeln auf [t1, 7] zu einem globalen Optimum auf [tg, T]. Fiir die Wertfunktion
V(t,z) des Optimierungsproblems ist somit

t1
V(t,z) = sup E, [ Y (s, X us)ds+V (tl,Xt”l)
ucA(t,x) t

Zur Herleitung der HJB-Gleichung des Optimierungsproblems werden im Folgenden einige
notwendige Annahmen getroffen, die fiir den hier betrachteten allgemeinen Fall als erfiillt
vorausgesetzt werden. Haufig ist es in konkreten Anwendungen leichter als im allgemeinen
Fall nachzuweisen dass die Annahmen erfiillt sind, und sollte deshalb fiir jede Anwendung
einzel nachgepriift werden.

Zunéchst wird die Ito-Formel auf V' (tl, Xtul) angewandt:

t1
V(t,z) = sup Eip [ P (s, X us) ds +V (¢, X}")
u€A(t,x) t

t1
—|—/ Vi(s, X)) +b(s, X2 us) Vi (s, XY) ds
t
tl 1 u u tl u u
—|—/t 5@(5,Xs,us)Vm (s, X3) ds—i—/t Ve (s, Xg) o (s, X, us) dWy
wobei a(-) der Diffusionskoeffizient a (s, X%, us) := o (s, X, u)* ist. Unter der Annahme,

dass .
1
/ Ve (s, X¢) o (s, X5 ug) AW
t
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fiir t; > t ein Martingal ist, ist der Erwartungswert nach Satz 1.26 gleich 0 und der letzte
Summand in der obigen Formel fillt weg. Wird in der restlichen Fomel auf beiden Seiten
V (t, z) subtrahiert und durch ¢; — ¢ dividiert, so folgt mit X;* = x fiir den Grenziibergang
t1 ]t

! P (s, X2 us) ds
0 = 11t11IlI% ueall(lt),m) Bta : t1 —t
t1 t1 1
/ Vi (s, X))+ Vb (s, X us) (s, X2) ds / 54 (8, X us) Vg (8, X2) ds
+= t1—1 + t1—1

Unter der Voraussetzung, dass der Grenziibergang mit der Supremum- und Erwartungs-
wertbildung vertauschbar ist, folgt

t1 t1 1
P (s, X, us) ds / Ea(s,X;“‘,us) Ve (8, X7) ds
t t

0 = sup E lim + lim
uE.A(It),z) be tilt 1 —t t1lt t1 —1

t1
VX s X2 ) Vi (5, X2) ds
t

+ lim
t1lt th—1t

Fiir den Grenzwert ¢; | ¢ beschrankt sich die Bestimmung des optimalen Kontrollprozesses
auf [t,t1] auf die Wahl eines Wertes u; € U und in der obigen Gleichung kann der bedingte
Erwartungswert nach dem Grenziibergang vernachléssigt werden. Mit X = x folgt die
HJB-Gleichung

0 = sup {w(t, x,u) + Vi(t,x) + b(t,x,u) V. (t, x) + %a(t, x,u) Vg (¢, x)} ) (3.9)
uel

Diese Gleichung ist unter den in der Herleitung benutzten Voraussetzungen eine notwendi-
ge Bedingung fiir die Wertefunktion V' (¢,z) des Optimierungsproblems. Fiir eine kiirzere
Schreibweise der HJB-Gleichung wird der vom Kontrollprozess u abhéngige Operator £%,
definiert durch

1
LEf(t,2) = felt,2) +0(t, 2,u) fa(t, 2) + S alt, 2,u) faa(t, 2),
verwendet. Mit diesem Operator kann die HJB-Gleichung (3.9) als

0= SLGIE {Y(t,z,u) + LV (t,x)} (3.10)

geschrieben werden.
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Ein optimaler Kontrollprozess kann auf folgende Weise gefunden werden:
1. Ermittlung eines optimalen u = @(¢, z) in (3.10).

2. Existiert eine Losung in 1., dann ist sie anhéngig von V4, V. und V,,, d.h.
u(t,x) = u(t,z, Vi(t,x), Vo(t,x), Vau (t, z)) .

Diese Losung ergibt nach Substitution in (3.10) eine partielle Differentialgleichung fiir
V(-,-) mit Randbedingung V (T, z) = ¥ (T, x). Die Losungen der partielle Differential-
gleichung sind Kandidaten fiir die Wertfunktion des Optimierungsproblems.

3. Erfiillt eine Losung V*(-, ) die Voraussetzungen des Verifikationstheorems im folgen-
dend Abschnitt (siehe Satz 3.11), und ist uf = u (¢, X;) fiir ¢t € [0,T] ein zuléssiger
Kontrollprozess, dann ist V*(-,-) die Wertfunktion des Optimierungsproblems und
uf =u(t,X]) ist der optimale Kontrollprozess. X; ist dabei die Losung von (3.1)
mit dem optimalen Kontrollprozess v’ auf [0,t).

3.1 Das Verifikationstheorem

Die Erfiillung der HJB-Gleichung ist — unter den im vorigen Abschnitt getroffenen An-
nahmen — eine notwendige Bedingung fiir die Wertfunktion V(-,-) des Optimierungs-
problems. Die umgekehrte Frage in diesem Zusammenhang ist, unter welchen Bedingungen
eine Losung der HJB-Gleichung die gesuchte Wertfunktion ist. Diese Frage wird durch das
sogenannte Verifikationstheorem beantwortet, wobei zunéchst die Menge der zuléssigen
Kontrollprozesse A(t, z) spezifiert werden muss.

Ein Kontrollprozess u = (us)ep 7y ist zuliissig, d.h. u € A(t, z) wenn gilt:

L u = (us) ep, 7 ist progressiv messbar mit Werten in &/ und

T
E [/ || ds} < 00.
t

2. Die stochastische Differentialgleichung (3.1) hat eine starke Losung (Xs)sep, 7 mit
X; =x und

E

sup \XSIQI < 0.
t<s<T

3. J(t,z,u) ist wohldefiniert.

Satz 3.11 Verifikationstheorem
Ist 9(:,,-) stetig und existieren Konstanten Cy, Cyy > 0 mit

lo(taw) P < Co (L 2P+ [uf) wnd [9(tz,0)? < Cy (L4 2 +[uf?)

fiir alle t > 0, x € R und u € U, dann gilt:
(i) Ist ® € 2 ([0,7) x R) mit | ®(¢,z) |* < Cp (1 4 |z |?) fiir ein Cp > 0 und erfiillt ¢
die HJB-Gleichung

sup {¢(t,x,u) + L @ (t,z)} =0 firt € [0,T7),z € R
ueU
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mit
O(T,z) =V(T,x) fir r € R,

dann gilt
®(t,z) > V(t,x)

fiir alle ¢ € [0,T) und = € R.

(ii) Existiert eine Funktion u(t,z) die u— (¢, x,u) + L*®(t,z) maximiert und fiir
die u* = (uj)yejo ) mit uf =u(t, X{) ein zuldssiger Kontrollprozess ist, so ist
O(t,x) =V (t,x) firallet € [0,7) und x € R und u* ist der optimale Kontrollprozess,
d.h. V(t,z) = J (t,x,u*). X; ist dabei die Losung von (3.1) mit dem Kontrollprozess
ul auf [0,1).

Beweis: Siehe Saf} [16] Theorem 2.7 auf Seite 14. O

Bemerkung 3.12 Sind die Voraussetzungen von Satz 3.11 erfiillt, bleiben die Aussagen
auch fiir Stoppzeiten 7 mit Werten in [t, T giiltig, d.h.

V(t,x) = sup E;, [/ U (s, X us) ds+V (1, X)) .
u€A(t,z) t

Weiters zeigt Satz 3.11, dass eine Losung der HJB-Gleichung in der Menge aller C12-Funk-
tionen eindeutig ist. Der zugehotrige Kontrollprozess ist hingegen nicht eindeutig. O

Hangen der Drift- und der Diffusionskoeffizient sowie v nicht explizit von der Zeit ab, so
kann der Zustandsprozess durch die stochastische Differentialgleichung

dXt == b(Xt,ut) dt +o (Xt,ut) th (311)

mit Startwert z, d.h. Xy = x, beschrieben werden und der vom Kontrollprozess abhéngige
zugehorige Differentialoperator ist

LUf(t,x) =b(x,u) fo(x) + % a(z,u) frz(x).

Im Folgenden sei fiir (3.11)

J(x,u) =E [/Oogﬁsqp(X;‘,us) ds
0

die zu optimierende Zielfunktion bei Start im Zustand x mit S > 0. Weiters sei A(x) die
Menge aller zuldssigen Kontrollprozesse und

V(z)= sup J(z,u)
ucA(z)

die Wertfunktion des Optimierungsproblems. Der folgende Satz enthilt Bedingungen fiir
die Wertfunktion des betrachteten Optimierungsproblems.

Satz 3.13 Verifikationstheorem
Ist 9(:, -) stetig und existieren Konstanten Cy, Cy, > 0 mit

lo(e,u) 2 < Co (14 22+ ul?) und [g(e,u)> < Cy (L4 |2+ [uf)

fir alle z € R und u € U, dann gilt:
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(i) Ist @ € C*(R) mit |®(z)|* < Cp (14 |z |?) fiir ein Cp > 0 und erfiillt ¢ die HIB-
Gleichung

sup {¢(z,u) + LY®(z) — fP(x)} =0 fir x € R,
uel

dann gilt
O(x) > V(x)

fiir alle z € R.

(ii) Existiert eine Funktion u(x) die u — ¢(x,u) + L*®(z) — @ (x) maximiert und fiir
die u* = (uf);> mit uy = u (X/) ein zuléssiger Kontrollprozess ist, so ist ®(x) = V(z)
fiir alle # € R und v* ist ein optimaler Kontrollprozes, d.h. V(z) = J (z,u*). X; ist
dabei die Losung von (3.11) mit dem Kontrollprozess u} auf [0, ).

Beweis: Siehe Saf [16] Theorem 3.1 auf Seite 21. O

3.2 Gestoppte Zustandsprozesse

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwéhnt, soll der Zustandsprozess durch den
Kontrollprozess derart gesteuert werden, dass sich das System zwischen einen gegebenen
Anfangs- und Endzustand bzw. in einem vorgegebenen Bereich bewegt, und eine Ziel-
funktion optimiert wird. Der System wird gestoppt, falls der Zustandsprozess den vorge-
gebenen Bereich verlésst.

Im Folgenden soll der Prozess (t, X);-, auf einer offenen Menge @ in [0, 7] x R beschréinkt
werden und 0@ der Rand von @ sein. Der Prozess wird gestoppt sobald er die Menge @
verlésst, d.h. die Stoppzeit ist

T=inf{t >0 : (£, Xs) € Q}.

Die Menge ({T} xR)NQ mit Q =QUIQ ist ein Teil des Randes von @, woraus
P; (7 <T) =1 fiir alle (t,z) € @ folgt. Weiters sei 0*Q) jener Teil des Randes, fiir den

Pir((1,X7) €0"Q) =1 fiir alle (t,7) € Q
gilt und
J(t,z,u) =Ep [/ ¥ (s, Xs,us) ds+ ¥ (1, X;)
t

die zu optimierende Zielfunktion, wobei W fiir t < T auf der Menge 9* (@ definiert sein muss.
Die Wertfunktion des Optimierungsproblems ist durch

V(t,x) = sup J(t,z,u),
ucA(t,x)

mit der Menge A(t, z) der zulidssigen Kontrollprozesse, gegeben. Mit den Voraussetzungen
wie fiir (3.1) kann das Verifikationstheorem fiir dieses Optimierungsproblem gezeigt werden.

Satz 3.14 Verifikationstheorem
Ist 9(:, -, -) stetig und existieren Konstanten Cy, Cy > 0 mit

lo(taw) P < Co (L 2P+ [uf) wnd [9(tz,0)? < Oy (L4 2 +[u]?)

fiir alle (¢,z) € @ und v € Y, dann gilt:
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(i) Ist ® € CM*(Q)NC(Q) mit |®(t,z)[* < Co (1+ |z |?) fiir ein Cp > 0 und erfiillt P
die HJB-Gleichung

sup {¢(t, z,u) + LY@ (t,z)} =0 fir (t,z) € Q
uel
mit
O(t,z) = V(t,x) fir (t,z) € 0"Q
dann gilt
B(t,2) > V(t,2)
fiir alle (¢,2) € Q.

(ii) Existiert eine Funktion u(t, z) die u — (¢, z,u) + L*®(t, z) fiir (¢t,2) € @ maximiert
und fiir die u* = (uj),<, mit u; = U (¢, X7) ein zuldssiger Kontrollprozess ist, so ist
O(t,x) =V (t,x) fir alle (¢,x) € Q und u* ist ein optimaler Kontrollprozess, d.h.
V(t,xz) = J(t,z,u*). X; ist dabei die Losung von (3.1) mit dem Kontrollprozess u}
auf [0,1).

Beweis: Siche Safl [16] Theorem 3.2 auf Seite 23. O



Kapitel 4

Optimale Dividendenstrategien

Das Problem der optimalen Dividendenzahlung geht auf eine Arbeit von Bruno De Finetti,
siehe [7], aus dem Jahr 1957 und auf seinen Vortrag auf dem , 15" International Congress
of Actuaries“ in New York City zuriick. Wie in Kapitel 2 dargestellt, beschéftigt sich die
klassische Risikotheorie unter anderem mit der Berechnung von Ruinwahrscheinlichkei-
ten die zur Bewertung der Giite eines Portfolios herangezogen werden konnen. Tritt fiir
einen Pfad des Uberschussprozesses kein Ruin ein, dann wichst der Uberschuss in die-
sem Fall unbeschrinkt. Ein unbeschrinkt wachsender Uberschuss ist praktisch allerdings
nicht sinnvoll bzw. auch nicht realistisch. Deshalb schlug De Finetti in seinem Vortrag vor,
den wirtschaftlichen bzw. 6konomischen Erfolg eines Portfolios nicht anhand der Ruin-
wahrscheinlichkeit zu bewerten (und somit den Sicherheitsgedanken in den Vordergrund
zu stellen), sondern die maximal zu erreichenden, am Bewertungszeitpunkt abgezinsten,
Dividenden bis zum Ruin als Kriterium zu betrachten.

Zunichst werden die grundlegenden Annahmen und Voraussetzungen anhand des ein-
facher darstellbaren diskreten Modells, d.h. Schiden kénnen nur an diskreten Zeitpunk-
ten eintreten, formuliert und die ersten interessanten Ergebnisse gezeigt. Erst danach wird
das fiir praktische Anwendungen wichtigere und theoretisch interessantere stetige Modell
behandelt.

4.1 Modelle in diskreter Zeit

Der Zustandsprozess des zu kontrollierenden Systems im einfachen diskreten Modell wird
mit (Xp),cy bezeichnet. (Y3),cy ist eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, die der
selben Verteilung folgen und die stochastische Anderung des zu kontrollierenden Systems
iiber die Zeit modelliert. Zu jedem Zeitpunkt n wird eine Entscheidung, modelliert durch
eine Zufallsvariable U,, mit Werten in /, getroffen, wobei der stochastische Prozess (Uy),,cn
in der Menge 4l der zuléssigen Kontrollprozesse liegen muss. Ein Kontrollprozess ist zuléssig,
wenn er adaptiert an die durch den stochastischen Prozess (Y,),cy erzeugte Filtration
ist. Dies bedeutet, dass die Entscheidung nur von Informationen aus der Vergangenheit
und nicht von zukiinftigen Informationen anhéingig ist. Der deterministische Startwert des
Zustandsprozesses ist x, d.h. Xy = =.

Im einfachen diskreten Modell wird der Zustand zum Zeitpunkt n + 1 durch die rekursive

43
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Formel
Xn+1 = f (Xnv UmYn-i-l)

mit der messbaren Funktion f:R x U x R — R beschrieben. Die Interpretation der obi-
gen Gleichung ist folgende: Der aktuelle Zustand des zu kontrollierenden Prozesses hingt
zu jedem Zeitpunkt nur vom Zustand und der Entscheidung zum direkt vorhergehenden
Zeitpunkt sowie dem stochastischen Einfluss ab. Zustdnde und Entscheidungen zu fritheren
Zeitpunkten beeinflussen den aktuellen Zustand nicht.

Zu jedem Zeitpunkt gibt es eine vom Zustand und der Entscheidung abhingige
,Belohnung“ der Hohe r (X, U,). Eine negative Belohnung kann dabei als Verlust auf-
gefasst werden. Die gesamte Belohnung eines konkreten Kontrollprozesses U = (U,)
mit Startwert x ist durch

neN

T

Zr(Xn,Un)e_‘S”

n=0

VE(z) =E (4.1)

gegeben, wobei der Zeithorizont T endlich oder unendlich sein kann. Der Parameter
0 > 0 ist der Diskontierungsfaktor zur Berechung der Barwerte (d.h. der zum Bewertungs-
zeitpunkt abgezinsten Werte) zum Zeitpunkt 0. Fiir 7' = oo wird § > 0 vorausgesetzt.

Das Ziel ist, die Belohnung zu maximieren und einen optimalen Kontrollprozess, fiir den
dieser maximale Wert erreicht wird, zu finden. Der maximal erreichbare Wert der Beloh-
nung ist

Vi = V¥ ().
T() max T ()

Die Losung des Optimierungsproblems erfolgt mit Hilfe des im Kapitel 3 dargestellten
Optimalitétsprinzip von Bellman.

Satz 4.1 Dynamische Programmierung oder Bellman Gleichung
Ist Vr(x) endlich, dann erfiillt es das Dynamische Prinzip

Vr(z) = sup {r(x, w) + eV E [V (f(z,u, Y))]} (4.2)
ueld
wobei Y eine Zufallsvariable mit gleicher Verteilung wie Y, ist. Fiir T' = oo folgt

V(x) = sup {r(m,u) +e SE[V( f(x,u,Y))]} . (4.3)

Beweis: Ist U eine beliebige Strategie und Xy = f (z,Up,Y'), dann ist

T-1
ng(:c) =E [T (:Ca UO)] + 6_6 E [ Z r (XTL+15 Un+1) 6_6n] :

n=0

Fiir Xp = Xnp1, Up = Upi1 und Yy = Yy gilt Xop1 = f ()?n,ﬁn,ffnﬂ) und somit ist
der auf X; und Uy bedingte Erwartungswert

T-1 T—1
E ZT(Xn_H,Un_i_l)ef&n X1,Uq = [E ZT ()?n,ﬁn> eﬂsn X1,Up
n=0 n=0

= Vi (X)) < Ve (X)),
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Damit folgt

Vi (x)

IN

E [r (2, Up) + e~° Vir_y (Xl)} ~E [r (2,Up) + ¢~ Vo1 (f (z,Up, Y1)

325 {r(m, u) + e E Vi1 (f(z,u, Y))]}

IN

und da U beliebig gewéhlt wurde

Vr(z) < sup {T(x,u) +e B [Vr_y (f(x,u,Y))]} .
uel

Sei nun £ >0, u € Y und U eine zuléissige Strategie mit Vy_1 (X7) < Vr}}_l (X1) + ¢ fiir
X1 = f(z,u,Y7). Damit folgt fiir Uy = u und U,, = Up1

r(z,u) + e P E Ve (f (z,u,Y1))] < r(z,u)+e K [szl (Xl)} +e
= Vr}](x)—i-&? <Vp(z)+e

und weiter
sup {r(z,u) + ¢ B Vi1 (f(z,u,Y))]} < Vi(w) +=.
uel
Da ¢ beliebig gewihlt wurde, folgt Gleichung (4.2).
Im obigen Beweis wird nicht explizit die Endlichkeit von T' verwendet. Gleichung (4.3) folgt
deshalb direkt aus dem Beweis, indem T und T — 1 durch oo ersetzt werden. O

Gleichung (4.2) kann rekursiv gelost werden, Gleichung (4.3) numerisch.

Diese kurze Einfiihrung in den diskreten Fall soll lediglich zur Beschreibung des Modells und
der Herleitung der Bellman-Gleichung, die ein rekursives Losen des Optimierungsproblems
ermoglicht, dienen. Weitaus wichtiger und interessanter ist der stetige Fall.

4.2 Modelle in stetige Zeit

Im Folgenden wird das in Kapitel 2 beschriebene Cramér-Lundberg Modell (2.3) mit einer
zusétzlichen Dividendenkomponente U; betrachtet. Diese Komponente entspricht der
Entscheidung in jedem Zeitpunkt im diskreten Modell.

Die Verteilung der Schadenshohen sei fiir dieses Modell stetig und F der aus der Schadens-
summe vaztl Y; erzeugte Filter. Die Menge der zuldssigen Dividendenstrategien ist Ll und
besteht aus allen positiven cadlag-Prozessen, die adaptiert an F sind.

Der Uberschussprozess nach Dividendenzahlung zum Zeitpunkt ¢ mit einem Dividenden-
prozess (Uy),s ist

Ny t
XtU:x—i—ct—ZY;—/Usds. (4.4)
i=1 0

Dividenden kénnen bis zum Ruin gezahlt werden, d.h. die maximale, von U abhé&ngige,
Dividendenzahldauer ist 7¥ = inf {t XY < 0}.
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Der Wert der abgezinsten Dividendenzahlungen (Barwert) ist

U

/ e_étUt dt
0

bzw. die Wertfunktion des Optimierungsproblems

VY(z)=E

V(x) = sup VY(x).
Ued

4.2.1 Beschrinkte Dividendenzahlungen

Zunéchst wird die Dividendenrate U; durch einen Wert ug > 0 nach oben beschrinkt, d.h.
0 < U; <ug < oo, und U auf alle zuldssigen, durch ug beschréinkten Dividendenstrategien
eingeschrankt.

Im Folgenden wird die Wertfunktion V() und deren Eigenschaften Schritt fiir Schritt
hergeleitet.

Satz 4.2 Die Wertfunktion V(-) ist durch % nach oben beschrénkt, wachsend, Lipschitz-
stetig (also insbesondere absolut stetig) und konvergiert fiir 2 — oo gegen “2.

Beweis: Ein Vergleich der selben Strategie mit zwei unterschiedlichen Startkapitalen zeigt,
dass V(-) eine wachsende Funktion ist (der Ruin tritt bei htherem Startkapital spéter ein
und erlaubt bei gleicher Dividendenzahlung eine lingere Dividendenzahldauer). Weiters ist
aufgrund der vorausgesetzten Beschrinkung der Dividendenzahlung

SsupE[/ e tuodt} :/ e Oty dt = —.
Uesl 0 0 4

T

U

V(z)=supE [/ e U, dt
Uei 0

Fiir £ — oo konvergiert die Ruinzeit 7¥ gegen oo und deshalb E {e*‘s U] gegen 0. Mit der

speziellen Wahl Uy = g fiir t > 0 (diese Strategie ist zuléssig) folgt

[ ] = (1) e

bzw. insgesamt die Konvergenz von V' (z) gegen:g—o fiir x — oo.

lim V(z) > lim E

r—00 T—00

Zum Beweis der Lipschitz-Stetigkeit sei h klein, U eine Strategie mit Anfangskapital  + ch
und die Strategie U; definiert durch

U — 0 firt <hoderT; <h
T U, fir TiAt>h ’

wobei 717 eine Zufallsvariable ist, die den Zeitpunkt des ersten Schadens beschreibt. Nach
Voraussetzung bzw. Annahmen fiir das Cramér-Lundberg Modell ist die Zeit bis zum er-
sten Schaden exponentialverteilt mit Parameter A, d.h. P [T} > h] = e~ *. Mit einer dqui-
valenten Argumentation wie zur Herleitung der Gleichung (2.5), wobei hier im Falle eines
Schadens vor h keine Dividende gezahlt wird und damit ein Summand wegfillt, folgt aus
dem Supremum {iiber alle Strategien U

V(z) > eiAhef‘ShV(:c +ch) > ef(’\Jr‘s)hV(x)
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und daraus die Rechtsstetigkeit von V(-) an 2. Mit einer dhnlichen Uberlegung folgt
V(z) > V(x —ch) > e MOy ()

und damit die Linksstetigkeit von V(-) an z. Gesamt folgt aus

0<V(x) = V(x—ch) <V(x) (1 _ 6—(>\+6)h) < UO@

die Lipschitz-Stetigkeit. O

Satz 4.3 Die Funktion V(-) ist an > 0 von rechts und von links differenzierbar und die
beiden Ableitungen V’/(x—) und V'(z+) erfiillen die HJB-Gleichung

sup {(c — W)V (@) + A UO V(z—y)dG(y) — V(x)] — 6V (2) + u} —0.  (45)

0<u<ug

Ist ug < ¢, dann ist V(-) stetig differenzierbar auf R. Ist ug > ¢ und V'(-) nicht differen-
zierbar in x, dann gilt V'(z—) <1 < V/(2+).

Beweis: Sei h > 0 und u € [0, ug]. Weiters sei v < ¢ fiir x = 0 und fiir x > 0 sei h klein ge-
nug, sodass « + (¢ — u)h > 0. Diese Annahmen garantieren, dass der Ruin vor h nicht durch
die Dividendenzahlungen verursacht wird. Fiir ein € > 0 und n € N sei z = k M
k=1,...,n und die Strategie U; definiert durch

)

U Uu firO<t<TiAh
T Uspan firt>TiAR

In der obigen Definition ist U; eine Strategie mit Anfangskapital xy, fiir z, < X7 an < Tr41
und V¢ (zy) > V (zx) — §. Aus der Konstruktion folgt die Messbarkeit von U;. Aufgrund
der Lipschitz-Stetigkeit von V(-) kann n gro genug gewidhlt werden, sodass
Ve (2) >V (2)) — e fiir alle 2’ € [0,z + (¢ — u)h]. Nach Voraussetzung ist die Wahrschein-
lichkeit des ersten Schadens exponentialverteilt mit Parameter A. Damit folgt aus einer
dhnlichen intuitiven Argumentation wie fiir die Herleitung der Gleichung (2.5)

V(z) > e [/Oh ue™ % dt + e "MVE(z + (¢ — u)h)}

h t z+(c—u)t
+ / / ue % ds + e~ / Ve (x+ (c —u)t —y) dG(y)| de M dt
0 0 0
h
> e M [/ ue ™t dt + e "V (z + (¢ — u)h)]
0
h[ pt +(c—u)t
+ / / ue % ds + e_‘st/ V(z+ (c—u)t—y) dG(y)| e Mdt —e.
0 0 0

Nachdem V' (z) als Supremum iiber alle zuldssigen Strategien definiert ist, ist es insbe-
sondere grofler als die Wertfunktion der speziell gewéhlten Strategie U;, woraus die obige
Abschitzung ,,>* folgt.
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Da e beliebig gewéhlt wurde, stimmt die Ungleichung auch fiir ¢ — 0. Eine Umformung
der obigen Ungleichung und Division durch A ergibt fiir A | 0:

V(z+ (c—uh) = V(z) 1- e~ (0+A)h
h h

1 [h t z+(c—u)t
+ - / / ue % ds 4 e~ / V(z+ (c—u)t —y) dG(y)
0 0 0

0 >

1 [k
V(z+ (c—u)h) + e*’\hﬁ / ue™% dt
0

- e At (4.6)

Die Grenzwerte der einzelnen Summanden fiir A — 0 sind:

Erster Summand (fiir ¢ # u, da fiir ¢ = u der Grenzwert offensichtlich 0 ist):

V(z+ (c—u)h) — V(x) V(z+ (c—u)h) — V(x)

. BERT o _ o /
L B LA
Zweiter Summand:
1— 6—(5+)\)h
lim V(z+ (c—u)h) =0+ )V (x).
h—0 h
—(6+A)

Dritter Summand:

1" .
lim e M= / ue % dt @9 U.
h—0 h 0

Vierter Summand:

I LM 1—e 0 ,
lim —/ [/ ue %8 ds} e Mdt = lim — [u © } e Mdt (2:6) 0.
h—oh Jo |Jo h—0h J,

Finfter Summand:

1 [h z+(c—u)t
lim — e % / V(z+ (c—u)t—y) dG(y)
h=0h Jo 0

Damit folgt
0> (c—u)V'(z)+ X {/ V(z —y)dG(y) — V(m)] —oV(z)+u
0
und da u beliebig gewédhlt wurde

sup (c—u)V'(z) + A [/01 V(z —y)dG(y) — V(m)] —o6V(z)+u<0. (4.7)

0<u<ug

Nun wird gezeigt, dass die obere Grenze 0 fiir ein u < ug angenommen wird, und in der
obigen Ungleichung Gleichheit gilt. Dazu sei U eine Strategie mit VY (z) > V(x) — h? fiir
h klein. Fiir diese Strategie existiert ein Wert uy mit

Ti AR
E [/ (Us — up) e ds} =0.
0
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Sei weiters u} die betrachtete Strategie U; bedingt auf 77 >t und a(t) = fg (c —ul) ds.
Durch eine #hnliche Uberlegung wie zur Herleitung der obigen Ungleichung (4.6) kann

V(zta(h) -Vie) 1-e V0 ok /huhe& d
0

0 < h+ - V(x+a(h))+ ;

h h
1 h
5/
gefunden werden. Zum Nachweis der Konvergenz des zweiten Terms sein (hy), oy eine
Nullfolge mit

t x+a(t)
/ upe %% ds + e~ / V (z+a(t) —y) dG(y) | Ae M dt
0 0

i V@ taln) -V . V(z+alh) - V(z)
1m 111 sup .

Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von V(-) ist dieser Grenzwert endlich. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit kann lim wu;, = u vorausgesetzt werden. Da fiir diese Folge eben-

n—oo
falls (4.6) gilt, folgt die Eindeutigkeit des Grenzwertes mit

(c— ) V'(z) = tim LEFam) = V(@)

n—00 hn

und weiters (mit den bereits gezeigten Grenzwertbildungen der einzelnen Summanden)
(c— ) V() + A [/ Viz —y)dGly) — V(z)| — 6V (@) + @ > 0.
0

Zusammen mit (4.7) folgt die HJB-Gleichung (4.5).

Der Beweis fiir die Zuléssigkeit und Eindeutigkeit der obigen Grenziiberginge und der
Beweis der restlichen Behauptungen des Satzes ist umfangreich und wird hier nicht voll-
stindig dargestellt. Der gesamte Beweis ist in Schmidli [17] Theorem 2.32 auf Seite 71 zu
finden. O

Aus der HJB-Gleichung (4.5) folgt unmittelbar

V@) 21 e W+0)V(e) - )\/ V(e —y)dG(y) £ c (4.8)
0
Der von u abhéngige Teil der HJB-Gleichung (4.5) ist
(c—u)V'(2)+u=cV'(z)+u(l-V'(2)), (4.9)

d.h. die HIB-Gleichung ist linear in u. Daraus folgt, dass fiir den Fall V'(z) # 1 das Su-
premum — abhiingig von V'(z) — entweder in 0 oder in uy angenommen wird. Die lineare
Abhéngigkeit fithrt auf die Strategie

0 fir V/(z—) > 1
u(z) = U fir V'(z—) <1 , (4.10)
min {c,up} fir V'(z—) =1
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wobei dies fiir die Fille V/(xz—) > 1 und V/(x—) < 1 direkt aus (4.9) folgt. Die Wahl fiir
den Fall V’'(z—) =1 ist aus folgender Uberlegung abgeleitet: Ist V/(z—) = 1, dann folgt
aus (4.8)

()\—l—(S)V(x)—)\/OIV(x—y)dG(y):c

und damit
c A

Wie nicht schwer zu erkennen ist, ist dies die Wertfunktion einer Strategie, in der die einge-
nommene Pramie bis zum ersten Schaden als Dividende ausbezahlt wird. Ab dem Schaden
wird die ideale Strategie fiir den verbleibenden Uberschuss angewendet. Damit folgt die
Wahl fiir ug > ¢ unmittelbar, fiir ug < ¢ wird im folgenden Satz 4.4 gezeigt, dass die Wahl
unerheblich ist. Der Satz ist mit dem Verifikationstheorem aus Abschnitt 3.1 vergleichbar.

Die optimale Strategie (4.10) kann intuitiv folgendermaflen interpretiert werden: wichst
die Wertfunktion V() an z ,stark® (d.h. V/(z—) > 1), dann ist es ratsam kein Kapital
zu entnehmen, da der iiberproportionale Anstieg der Wertfunktion einen héheren Nutzen
als das entnommene Kapital besitzt. Wéchst die Wertfunktion V(-) an = mit steigendem
Uberschuss hingegen wenig an (d.h. V/(z—) < 1), dann besitzt die Kapitalentnahme einen
hoheren Nutzen als die steigende Wertfunktion.

Satz 4.4 Fiir eine wachsende, beschrinkte und positive Losung f(-) der HIB-Gleichung
(4.5) gilt lim f(x) = %. Ist ug < coder f/(0) > 1, dannist f(x) = V(x) auf Ry und (4.10)
ist eine of)ﬁzale Dividendenstrategie.

Beweis: Da f(-) als wachsend und beschrinkt vorausgesetzt ist, konvergiert der Wert
gegen f(00) < oo und es existiert eine wachsende Folge (), mit nlLrgo f' (z,) = 0. Wird
in (4.10) V/(x—) durch f'(x—) ersetzt, dann folgt u (x,) = ug fiir grofie n (da f' (x,) < 1)
und weiters fiir den Grenzwert von (4.5)

lim (e — () f (2) +A [ / " F (o — y) AG) — f (@n)| =6 F (2a) +u (en) = 0,
—0

T—00
—f(0)

—0 da f(oo) beschriankt

d.h. f(o0) = 2.
Fiir den Beweis der restlichen Aussagen wird ein Ergebnis aus [5] verwendet. Dort zeigt
Brémaud auf Seite 27, dass der Prozess

NTU/\t

M= Y ((XR) g (xE ) e

TYNE XU
—)\/0 e 0% (/O F(xV —y) dG(;,)—f(XE)) ds

fiir eine beliebige Strategie U ein Martingal ist. Wird in diesem Martingal 7;— durch
(TZ- ATYUA t)— bzw. T;_1 durch die Zeit des letzten Schadens vor Tj_; A 7V At ersetzt, so
folgt aus dem Stoppsatz (Satz 1.28), dass der gestoppte Prozess ebenfalls ein Martingal ist.
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Es ist einfach nachzuweisen, dass

Ti—

PR g (M) e = [ om0 1 (68 - o (X0)] s

Ti 1

gilt. Diese Gleichung bedeutet im wesentlichen, dass die diskontierte Differenz von f(-)
zwischen zwei Schiden (wobei der zweite Schaden nicht beriicksichtigt wird) lediglich die
diskontierte Differenz der Pramien- und Dividendenzahlungen ist. Die Herleitung der Glei-
chung ist dhnlich zur Herleitung der HIJB-Gleichung (4.5).

Mit dieser Gleichung und dem gestoppten Martingal (M), folgt, dass der Prozess

7.U
U —5(rUnt) _ M
f (XTU/\t) € 0
e 08 ds)
t>0

xy
3 [T (XY =) a6 - (A4 0)F (3Y)
ebenfalls ein Martingal ist. Fiir die durch (4.10) definierte Strategie U* folgt zusammen
mit (4.5) bzw. (4.8), dass

TN
<f (X ) €000 / Ure % ds)
0 >0

ein Martingal ist, und daraus mit Satz 1.26

(c=Us) f (x7)

flz) =E

) T*NE
F(XFp) e A 4 / Ure ® ds|.
0
Mit ¢t — oo folgt f(x) =V*(x) auf R,. Hier ist die Voraussetzung f’(0) > 1 entschei-
dend, da X*. = 0 und in diesem Fall fiir f/(0) < 1 als ,,optimale“ Dividendenstrategie nach

Definition von U* die maximale Rate gezahlt werden wiirde. Fiir eine beliebige Strategie
U folgt aus (4.5)

flz) 2 E

TU
U —J(TU/\t) ne —ds
f (XTU/\t) e + Use °°ds
0

und damit f(z) > VY (z) fiir t — oo, d.h. f(z) = V(z). O

Aufgrund der in Satz 4.2 bewiesenen Beschrénktheit von V(-) gilt

lim [)\/ V(z—y)dG(y) — (A + 5)V(m)] = )\% - (A + 5)% = —uy,
r—00 0
womit die HJB-Gleichung (4.5) als

lim sup (c—uw)V'(z) —up+u= lim max {cV'(z) — uo, (¢ —up) V'(z)} =0

r—00 OSUSUO T—00

geschrieben werden kann.
Ist ug < ¢, dann folgt daraus, dass V'(x) fiir z — oo gegen 0 konvergiert. Speziell folgt aus
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(4.10) u(z) = up fiir gentigend grofie =, d.h. in diesem Fall wird die maximale Dividende
ausbezahlt.

Ist up > ¢, dann hat V’(-) nach Satz 4.3 nur positive Spriinge, d.h. u(x) = 0 oder u(z) = ug
fiir grofe x bzw. folgt aus der Beschrénktheit von V(-), dass in diesem Fall u(z) = ug gilt
(V'(z) konvergiert fiir z — oo gegen 0).

Ist up = ¢, dann ist V'(z) < 1. Der Prozess X* ist beschrinkt, da nach (4.10) u(z) = ¢ fiir
alle z mit V'(z) < 1 ist, d.h. die gesamten Prémien werden als Dividenden ausbezahlt.
Ist up < ¢ — A, dann bleibt die Gewinnbedingung auch fiir den Fall u = uy erfiillt (die
Pramieneinnahmen sind im Durchschnitt hoher als die Zahlungen fiir Schiden und
Dividenden) und deshalb ¢ (z) < ¢"°(z) < 1, d.h. der Ruin tritt nicht mit Sicherheit ein
(siehe Satz 2.2).

Ist ug > ¢, dann ist der Prozess X* durch z¢g =inf{z >z : V/(z) < 1} nach oben be-
schriankt (da in zg fiir die optimale Strategie ug als Dividende ausbezahlt wird). Weiters

folgt mit
N1

P Z Yi>zo+c| >0
i=Ni+1

aus dem Lemma von Borel-Cantelli (siehe Bauer [3] Lemma 11.1 auf Seite 74), dass das
Ereignis Zivztj{,lt 41 Yi > xo + c fiir einige Zeitpunkte ¢ eintritt und damit fast sicher zum
Ruin fiihrt.

Ist ¢ — A < wup < ¢ und das Anfangskapital > 2o =sup{z : V/(z) > 1}, dann ist die

Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis irtlf X/ < xo gleich der Ruinwahrscheinlichkeit eines

Prozesses mit Anfangskapital x — xg und Préamienrate ¢ — ug. Da die Gewinnbedingung
in diesem Fall nicht erfiillt ist, tritt Ruin mit Wahrscheinlichkeit 1 ein. Insbesondere gilt,
dass der Prozess mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder unter dem Wert x( fillt, falls er den
Wert z( + ¢ iibersteigt (in diesem Fall wird die maximale Dividende uy ausbezahlt und
c— At —up <0). Somit kommt der Prozess (X;) immer wieder in das Intervall [0, z]
zuriick, bis Ruin eintritt.

Gesamt folgt, dass fiir die optimale Strategie Ruin dann und nur dann fast sicher eintritt,
falls ug > ¢ — Ap.

Der folgende Satz zeigt, unter welchen Bedingungen V(-) im Falle uy > ¢ in z differen-
zierbar ist.

Satz 4.5 Ist -
A+0)V(x) = )\/O V(z —y)dG(y) + ¢, (4.11)

dann ist V(+) in « differenzierbar und V’(z) = 1. Falls die Ableitung von rechts oder von
links 1 ist, dann gilt (4.11). Ist

A+ 0V (z) > A /O V(z —y)dG(y) + ¢ (4.12)

und existiert eine wachsende Folge (z,,),,cy mit lim z, = z und u (z,) = 0, dann ist V(:)
n—oo

in z differenzierbar mit V'(z) > 1.
Beweis: Gilt (4.11) oder V/(z—) = 1 oder V'(z+) = 1, so folgt die Behauptung aus Satz 4.3
bzw. aus dem Beweis des Satzes.
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Gilt (4.12), dann folgt aus der Stetigkeit von V(-), dass
A +8)V(z) > )\/ V(e —y)dG(y) +c+e
0

fiir zo < z < z; mit geeigneten ¢ > 0 und zp < z < z;. Nachdem V’(-) nach Satz 4.3 nur
positive Spriinge besitzt, gibt es ein zo € [20, 21] mit u(z) = ug fiir 2o < z < zg und u(z) =0
fiir z9 < z < z1. Existiert die beschriebene wachsende Folge, dann ist > z5 und aus dem
Beweis von Satz 4.3 folgt die Differenzierbarkeit von V(-) in 2. Die Behauptung V’(z) > 1
folgt direkt aus der Definition von u(x). O

Ist V(+) in x nicht differenzierbar, dann ist u(z) = ug auf einem Intervall [zg, z] und u(z) =0
auf einem Intervall (z, z1] mit zg < z < 2.

4.2.2 Unbeschrinkte Dividendenzahlungen

In diesem Abschnitt wird die Beschrankung 0 < U; < ug < oo aufgehoben, d.h. Dividenden-
zahlungen sind in beliebiger Hohe mdoglich. Im Folgenden bezeichnet

t
Dt:/ USdS
0

den Prozess der kummulierten Dividendenzahlungen. (D;),~ ist ein adaptierter, positiver
cadlag-Prozess.
Der Uberschussprozess unter Beriicksichtigung der Dividendenzahlungen ist

Nt
X/ =x+ct-> Y- Dy
i=1
Dividenden koénnen bis zum Ruin gezahlt werden, d.h. die maximale Dividendenzahldauer
ist 7V = inf {t XV < 0}. Weiters ist der Wert der abgezinsten Dividendenzahlungen fiir
einen Dividendenprozess D
D
/ 67& th] 5

bzw. die Wertfunktion des Optimierungsproblems

VP(z)=E

V(z) = sup VP (x).
Ded
Der Punkt 0 liegt im Integrationsbereich, um unmittelbare Dividendenzahlungen Dy > 0
in die Modellierung mit aufnehmen zu kénnen. Eine mogliche Dividende zum Zeitpunkt
7P wird in der Berechnung nicht beriicksichtigt, da durch diese Dividendenzahlung unmit-

telbar Ruin eintreten wiirde.

Eine sehr intuitive Losung des Optimierungsproblems bei unbeschrinkter Dividenden-
zahlung ist, die Ergebnisse fiir beschrinkte Dividendenzahlungen zu iibernehmen und
ug — 00 zu betrachten. In dieser Vorgangsweise sind drei verschiedene Félle zu unter-
scheiden: der Fall V/(x) > 1 in dem keine Dividende bezahlt wird, der Fall V’'(z) =1 in
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dem die eingehende Prémie als Dividende bezahlt wird und der Fall V'(z) < 1 in dem
das gesamte Kapital unmittelbar als Dividende ausbezahlt wird (da ug grofler als jeder
Uberschuss ist). Im Folgenden wird untersucht, ob diese Strategie auch optimal fiir unbe-
schrankte Dividendenzahlungen ist.

Ist V'(z) < 1 fur alle z, so ist es moglich eine Dividende zu bezahlen und eine Wertfunktion

grofer als V() zu erhalten, indem zunéchst eine Dividende der Hohe Dy > 0 bezahlt, und
anschliefend die optimale Strategie fiir den verbleibenden Uberschuss angewandt wird:

Vi) > Do—i—V(x—DO):DO—i—V(x)—/ID V() dz
> DO—I—V(SC)—/I 1dz =V (x)
Dy

Satz 4.6 Die Funktion V(-) ist lokal Lipschitz-stetig auf [0, c0) und deshalb absolut stetig.
Fiir alle z gilt

+Ai5 < V(@) §x+§
und weiters V(z) — V(y) > x — y fiir alle y < x.
Beweis: Die Grenze fiir V(z) — V(y) folgt aus der Uberlegung, fiir ein Anfangskapital
unmittelbar z — y als Dividende zu zahlen, und danach einer optimalen Strategie fiir das
Anfangskapital y zu folgen d.h. V(z) >z —y + V(y).
Die untere Grenze von V(z) folgt aus der Uberlegung, unmittelbar das Anfangskapital
und danach die gesamten Pramien mit Rate ¢ als Dividende zu zahlen, bis der erste Schaden
und damit Ruin eintritt. Da nach Voraussetzung die Wahrscheinlichkeit des ersten Schadens
exponentialverteilt mit Parameter X ist, d.h. P [T} > h] = e~ ", folgt fiir die Wertfunktion
in diesem Fall

00 00 t
V() = E {/ e % th] =z —|—/ {/ ce % ds] Ae M dt
0— 0 0

_ * -6t A o1,
= x—i—/o 6(1 e ))\e dt = x+—)\+5

Zur Bestimmung der oberen Grenze von V(z) wird eine ,Pseudo“-Strategie betrachtet,
bei der zunichst unmittelbar das Anfangskapital  und danach eine Dividende mit Rate ¢
gezahlt wird, wobei die Zahlungen bei Ruin nicht gestoppt werden. Mit dD; = 0 fir t > 7

folgt
V(z) = E[/OO 5th} U / Se~ 5Sdsth]
oE [ / / . e % dD, ds] =" [ / Dy e‘ssds} (4.13)

(5/ (x+cs)e_58ds:x—|——.
0 )

IN

Der Beweis der lokalen Lipschitz-Stetigkeit ist dquivalent wie im Beweis von Satz 4.2. O

Der folgende Satz ist eine Rechtfertigung des oben erwédhnten intuitiven Losungsansatzes
(Verwendung der Ergebnisse bei beschriankter Dividendenzahlung mit uy — o0).
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Satz 4.7 Ist V,(z) die Wertfunktion fiir eine mit ugp = u beschrénkten Dividendenzahlung
und Startwert x, dann gilt uh_)rglo Vu(z) = V(z).

Beweis: V,(z) ist wachsend in v und konvergiert aufgrund der Beschrénktheit von V()
punktweise. Da die Strategie mit beschréinkten Dividendenzahlungen in der Menge der
zuldssigen Strategien fiir den Fall einer unbeschrinkten Dividendenzahlung liegt, folgt
lim V,(z) < V(x).

U—oo

Fiir ¢ > 0 sei D ein Dividendenprozess mit VP (z) > V(x) — 2, wobei D als reiner Sprung-
prozess, dessen Spriinge mindestest Héhe € haben, vorausgesetzt wird. D existiert aufgrund
folgender Uberlegung: Es existiert ein Dividendenprozess D mit V7 (x) > V(z) —e. Der
Sprungprozess D wird aus D vom Startpunkt 0 aus fiir wachsendes ¢ konstruiert. Zunéchst
wird Dy = ﬁo]l Do>e gesetzt, d.h. in D wird am Beginn nur dann eine Dividende der Hohe

l~70 gezahlt, wenn die Dividendenzahlung in D zu Beginn hoher als ¢ ist. Ist der Prozess
D bis zum Zeitpunkt t— konstruiert, so wird der Wert D, folgendermaflen festgelegt: ist
{f)t <D;_+ 6}, so wird keine Dividende bezahlt, d.h. dD; = 0. Ist {f)t >D;_ + 6}, SO
wird D; = D, gesetzt, d.h. zu den Zeitpunkten an denen die Differenz der beiden Prozesse
grofer als € ist, wird eine Dividende bezahlt deren Hohe so festgelegt ist, dass die kummu-

lierten Zahlungen {ibereinstimmen. Aus der Konstruktion folgt, dass D; stets grofler als Dy
ist und aus der in (4.13) hergeleiteten Darstellung fiir V' (z)

VDP(z) - VP(z) =E [/00056—55 (f)s—Ds) ds] <E [/Oooae—%ds] s

bzw. VP (x) = VP(z) - VP(z) + VP (x) > —e + V(x) — e = V(x) — 2¢. Im niichsten Schritt
wird aus dem Sprungprozess D ein linearer Dividendenprozess D konstruiert Die
Konstruktion erfolgt wieder rekursiv vom Startpunkt 0 aus fiir wachsendes ¢, indem zu
jedem Zeitpunkt eine Dividendenzahlung U; bestimmt und lA?t = fg Us ds gesetzt wird.
Zur Konstruktion von D seien mit sop =0 fiir n € N die Bereiche S,, und s, rekursiv
durch S,, = inf {t > 8, Dy > ﬁsn + 5} und S, = inf {t > S, : ﬁsn 4+ ugt = Dt} bzw.
die Dividendenstrategie durch U; = 0 auf [s,,S,) und Uy = ug auf [S,, s,,) definiert. Aus
dieser Konstruktion folgt, dass D ein linear wachsender Dividendenprozess ist, wobei lA?t
stets kleiner als D; ist und D; = f)t auf [s,, Sy,) gilt. Aus

t t
/ e % dD, = Dye % + 5/ Ds_e %% ds
0— 0

und aus D; < x + ct folgt tlim Dye % = 0.
— 0O

Zu zeigen bleibt, dass der Erwartungswert der diskontierten Differenz

5/000 e 08 (ZA?S — D5> ds

der beiden Prozesse D und D beliebig klein gemacht werden kann. Aus der Konstruktion

von D folgt
o Sn N
Z 5/ (Ds — Ds) e %% ds=0,
n=0 Sn
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da die Werte auf diesem Bereich iibereinstimmen. Die verbleibende Differenz
o0 Snt1 N
Z 5/ (Ds - DS> e %% ds
n=0 Sn

ist eine Funktion von ug. Aus der Definition der s, ist ersichtlich, dass lim s,y1 =95,
upg—00

gilt, d.h. die obige Differenz ist monoton fallend in uy und konvergiert fiir ug — oo gegen
0. Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt, dass ein ug mit

VP(2) - VP(zx)=E [,;)5/& (Ds—f)s> e—5Sds] <e

existiert, woraus

Vi) =VP(@)=V(z) - VP@)+VP() - VP(z) < 2e +e=3e.
und damit die Behauptung folgt. O

Im néchsten Satz wird die HJB-Gleichung des Optimierungsproblems hergeleitet. Die Idee
fiir die Herleitung ist eine zu (4.5) dquivalente Version zu finden und ug — oo zu betrachten.

Satz 4.8 Die Funktion V(-) ist auf (0,00) von links und rechts differenzierbar, und die
beiden Ableitungen erfiillen die HJB-Gleichung

max {cV’(x) + )\/Om V(r—y)dG(y) — (A +0)V(z),1 — V’(x)} =0. (4.14)

Ist V(-) an x nicht differenzierbar, so ist V/(z—) =1 < V'(z4).
Beweis: Da u als unbeschriankt vorausgesetzt ist, kann u > ¢ gesetzt werden. Gleichung
(4.5) kann in diesem Fall mit (4.10) als

max {cVu'(x) +A /Ox Vu(z —y)dG(y) — (A + ) Vyu(x),
)‘fo W@ —y)dG(y) — A+ 0)Vu(z) + ¢

u—=c

- V;(x)} =0 (4.15)

geschrieben werden. Der erste Teil folgt direkt aus (4.5) mit u =0, der zweite Teil fiir
u > ¢ durch eine einfache Umformung. Im Folgenden wird gezeigt, dass V, () punktweise
fast sicher gegen eine Funktion f(-) konvergiert, wobei V/(z) entweder die links- oder
rechtsseitige Ableitung an x bezeichnet. Diese Funktion f(-) erfiillt

max{cf(x) + )\/01 V(r—y)dG(y) — (A +0)V(z),1 — f(x)} =0.

Aus der beschrinkten Konvergenz folgt

U—0o0 U—00

V(z) —V(0) = lim ; Vu(z)dz:/O lim V,( dz_/ f(z

d.h. f(-) ist die Dichte von V(-). Damit ist V(-) an x differenzierbar, falls f(-) an x stetig
ist. Weiters folgt aus der beschrinkten Konvergenz

U—00

lim (A + 0)V(x) — )\/Ox Vi — ) dG(y) = (A + O)V () — )\/Om Viz - y)dG(y).
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Zunéchst wird der Fall
A+0)V(z) — )\/ V(z—y)dG(y) =c
0

betrachtet. Sei (un), ¢y eine unbeschrénkte, wachsende Folge, fiir die lim V,; (x) existiert.
Der Grenzwert ist aufgrund von
(4.15) @
Vi) S O+ OVale) = [ Vale =) AGH) < A+ V) < O+ V()
0

endlich. Aus (4.15) folgt, dass entweder lim V; (x) <1 (falls der erste Term das Maxi-
n—oo
mum bestimmt) oder lim V, (z) > 1 (falls der zweite Term das Maximum bestimmt) ist.
n—oo

Gesamt folgt somit lim V)(z) =1 und aus der Stetigkeit von
uU—o0

A+ 8)Vla) — A /0 V(e — y) dC(y)

die Stetigkeit von f(-) an z.
Aus der optimalen Strategie (4.10) und (4.15) folgt

A+ 0)Vu(z) — )\/Ox Va(z —y)dG(y) > ¢

wobei diese Ungleichung auch fiir V(z) gilt. Falls
(A +6)V(z) - )\/Ox Viz —y)dG(y) > ¢
ist, folgt aus der Stetigkeit, dass Gréflen € > 0 und z; < x < xo mit
A+ )V (z) - )\/OZV(Z — ) dG(y) > e+ 2
fiir alle z1 < z < x5 existieren. Deshalb kann ein u grofl genug mit
A+ 0)Vu(z) — )\/OZ Vu(z —y)dG(y) > c+¢

und damit V/(z) # 1 gefunden werden.
Der Wechsel von keine Dividendenzahlung zur Zahlung von Dividenden an einem Punkt z
impliziert V'(z) = 1.
Falls eine unbeschrénkt wachsende Folge (uy),,cy mit der optimalen Strategie, eine Divi-
dende mit Rate w, auf X; € [x1,x2] zu zahlen, existiert, dann folgt li_)m V.. (2) =1 und
aus der beschrinkten Konvergenz e

€T

2
V(x2) -V (-’L'l) = lim Vén(z) dz = x9 — x1.

n—oo 1
Existiert weiters eine unbeschriankt wachsende Folge (u7,),, oy mit V., (z) > 1, dann folgt

c+e

@ =1 (0o -2 [ g - dc) > S

!
Vi
n C
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bzw. V (z2) = V (1) > (22 — 1) <= und damit ein Widerspruch, d.h. lim V;(z) = 1.

Uu—0o0
Aus einer dhnlichen Argumentation folgt, dass

lim V/(z) = E <()\ + 0V (z) — A/Oz Viz—y) dG(y))

U— 00 C

falls eine unbeschrénkt wachsende Folge (uy,),,cy von optimalen Strategien existiert, fiir die
auf X; € [z1, x2] keine Dividende gezahlt wird.

Die letzte Moglichkeit ist, dass V,,(z) auf [z1, z2] fiir grofie u nicht differenzierbar ist. Aus
Satz 4.5 folgt allerdings, dass ein eindeutigen Punkt z, € [x1,z9] existiert, in dem V,,(z)
nicht differenzierbar ist und fiir den V,(z) <1 fiir z < z,, bzw. V(z) > 1 fiir z > z, gilt.
Ist (un),cy €ine Folge fiir die (2y, ), cy konvergiert, und gilt uh_)rglo Zu, =Y # z, dann kann

aus der selben Argumentation wie oben fiir [z1,y] bzw. [y, x9] falls z < y bzw. y < z die

Existenz des Grenzwertes lim V, (x) gezeigt werden.
uU— 00
Fiir den Fall lim z,, = z folgt aus der selben obigen Argumentation, dass V’'(z) =1 fiir

U—00

z <z und V'(z) > 1 fiir z> z. Damit folgt, dass die beiden Grenzwerte von V'(-) an z
existieren und V'(z—) =1 ist. O

Fiir ein Kapital 0 ist V/(0) die rechtsseitige Ableitung, d.h. V/(0) = 22 V(0). Aus Satz 4.6
folgt V(0) > 555 und damit (A +6)V(0) > c.
4.2.3 Die optimale Dividendenstrategie

Sei
By={z:V'(x—)>1}

und V' (0—) = V/(0+) gesetzt. Weiters sie die Menge B, durch

5 _ {0} fiir V(0) = 355
¢ () sonst

definiert. Die ,,obere Grenze* von 8 sei durch
B, = %C U {x & Bo : I(2n),eny € Bo,Tn 1 x}

und B, durch
Boo = (0,00) \ (B UB,.)

gegeben.

Satz 4.9 Die oben definierten Mengen kénnen folgendermafien charakterisiert werden:
1) Die Menge B ist offen.
2) Ist z € B, dann existiert ein € > 0 mit (z — ¢, 2] C Boo.
3) Ist z & B und existiert eine Folge (z,),cy C Boo mit lim z, =z, dann folgt

n—od
z € B,.

4) (Mf\—ié),oo) C Boo-
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Beweis:

zu 1)

zu 2)

zu 3)

zu 4)

Fiir x € B ist V/(x—) > 1 und aus Satz 4.8 folgt, dass V(-) an z differenzierbar ist.
Aufgrund der Stetigkeit von ist die Funktion auch in einer Umgebung von x differen-
zierbar mit V’(z—) > 1 fiir alle z in dieser Umgebung.

Ist V'(0) = 1, dannist 0 € B, (da V(0) = x$5. Da z nach Voraussetzung in B liegt,
ist somit 2 # 0. Aus der Definition von 9B, folgt, dass eine > 0 mit (x — &,2) N By = 0
existiert, da sonst z € B, wire, woraus direkt die Behauptung folgt.

Aus den Voraussetzungen folgt V' (z,—) =1 fiir alle x,, der Folge. Existiert V'(x),
dann muss der Wert ebenfalls 1 sein und damit x & B. Ist andererseits V'(:) an z
nicht differenzierbar, dann folgt V'(z—) = 1 und somit x ¢ By aus Satz 4.8.

Da V(-) wachsend ist, ist
Vi) - /0 V(e - y)dG(y) > V(z) - V(z) /0 " 4G(y) > V(@) (1 - Gx)) > 0.

Existiert « > (S(f\—ié) mit V/(z—) > 1, so folgt aus Satz 4.6

c cA c c

> = —.
V@) 2ot 35> 5050 T axs o

Weiters ist in diesem Fall V’(z) > 1 fiir alle z > x aufgrund folgender Uberlegung:
Sei z =inf{y >z : V'(y) = 1} < co. Da V/() keine negativen Spriinge besitzt, folgt
aus

W) = [ V(- 9)dG) 2 0
0
und aus (4.5) mit u =0

oV(z) _ oV (x)

1:V'(z):%[(A%—(S)V(z)—)\/OZV(z—y)dG(y)}Z - > 1

und damit ein Widerspruch. Somit ist V'(2) > 2V (2) fiir alle z > z bzw.

(1)

d.h. V(z) wéchst auf [z, 00) exponentiell. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Satz 4.6,
woraus V/(z—) = 1 und damit die Behauptung folgt. O

Satz 4.9 fiihrt auf folgende Strategie D*: Ist © € 9B, dann werden keine Dividenden bezahlt.
Da die Menge B offen ist, ist to = inf {t: x +ct &€ B} > 0. Aus der Definition von B,

folgt,

dass x + ctg € B, d.h. falls T} >ty (wobei T der Zeitpunkt des ersten Schadens ist)

wird in (tg,71) eine Dividende der Hohe ¢ bezahlt. Somit wird fiir = € B, eine Dividende
mit dD* = cdt bis zum néchsten Schaden bezahlt, d.h. X} =z fiir t <T. Ist z € B,
dann wird eine Dividende der Hohe

AD; =x—sup{z<z:2¢ DB}

bezahlt. Aus Satz 4.9 (2) folgt AD; > 0 und aus Satz 4.9 (3) folgt, dass der Wert nach der
Dividendenzahlung in 9B, liegt. Aufgrund der Konstruktion der Strategie ist sie messbar.
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Definition 4.10 Eine Strategie D* der oben konstruierten Form wird Band Strategie
genannt. d

Satz 4.11 Die Strategie D* ist optimal, d.h. V*(z) = V(x) auf Ry.
Beweis: Mit X§ =2 — Dj sei J; = Ixrem,. In Satz 4.9 wurde gezeigt, dass der Prozess

D* nur an Schadenszeitpunkten springt. Damit ist der Prozess (X;‘e*‘% ein stiickweise

)tZO
deterministischer Markov-Prozess. Brémaud zeigt in [5] auf Seite 27, dass der Prozess

N‘r*/\t
M = Z [V (X3, +AD}) =V (X5, )] e %
=1

Xz
/ V(X? —y) dGly) — V (X2)| e ds
0

TNt
_/A
0

ein Martingal ist. Aus V'(z) = 1 auf 9B, folgt

X5 +AD3,
V (X}, +AD}) -V (X7) = / ' "V'(z)dz = ADj,

bzw. gilt weiters

V(X5 )e T~V (X;H) e~ 9T
T T
:/ (V' (XF) -8V (X;‘))e_‘SS]IJSOds—/ OV (XX) e %1 ,—1 ds.

Ti—1 Ti—1
Die letzte Gleichung besitzt die selbe Interpretation wie die Gleichung im Beweis von
Satz 4.4: Die diskontierte Differenz von V(-) zwischen zwei Schidden (wobei der zweite
Schaden nicht beriicksichtigt wird) ist lediglich die diskontierte Differenz der Pramien- und
Dividendenzahlungen.
Insgesamt folgt, dass der Prozess

N‘r*/\t
(V (Xrn)e %+ > ADje T
=1

*

][T Nt
0

*

TNt Xz
-/ [A [ v - v dew) - 0o ()
0 0

X:
cV’(X;*)+)\/O V(X —y) dGly) — (A + )V (X)| e 1y, _o ds

J,e % ds)
>0

ebenfalls ein Martingal ist. Aus (4.14) folgt auf B, wegen V'(z) =1

Xt
)\/ V(X — ) dG(y) — (A + 6V (X7) = —c.
0

Diese Gleichung gilt auch fiir z = 0.
Auf B, springt der Prozess aufgrund der Definition unmittelbar. Weiters ist V' (X}) > 1
auf {Js = 0} und das Integral iiber dieser Menge ist 0. Damit folgt, dass

N, N TENAE
V(X5 ) e 0D Z ADF.e —T; /0 cJse % ds

>0
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ebenfalls ein Martingal ist und ergibt

Nexnt T*AL
V() =V (X3)+Do=E |V (XEA) e 0N 4 Z ADief‘STi / cJse % ds
i=1 0

Aus c
V(X)) et <V(x+ect)e ™ < (w +ct+ 5) e %
(siche Satz 4.6) folgt, dass V (X}) e™% beschrinkt ist und fiir + — 0 gegen 0 konvergiert,
d.h.
lim E [v (X% 0) 6_5(7*“)] ~ 0.

t—o00

Gesamt folgt aus der monotonen Konvergenz

Nexnt AL
V(z) = tlir?oE Z ADie*‘m +/0 cJye % ds
i=1

*

N, .
= E Z ADi}ie_‘STi +/ cJse % ds| = V*(x)
i=1 0

und damit die Behauptung V' (z) = V*(x). O

Bemerkung 4.12 Ist g = sup{z : V'(z) > 1}, dann ist X; < ¢ fiir alle ¢ > 0 (da fiir
alle o iibersteigenden Uberschiisse mindestens die eingenommene Prémie als Dividende
ausbezahlt wird). Nachdem die Verteilung von Zﬁ\;lo Y; aufgrund der Unbeschrénktheit von
Ny einen unbeschrinkten Wertebereich besitzt, ist

Nn
P Z Y;>xzg+c| =P > 0.

Ny
ZY; >1x9+cC
i=Np_1+1 i=1

Die Zufallsvariablen (ZQN 1 Y;) N sind nach Voraussetzung unabh&ngig und
n— ne

identisch verteilt. Damit folgt aus dem Lemma von Borel-Cantelli, dass ein n € N mit

ZZJ-V:"Nn_I 41 Yi > xo + c existiert, d.h. der Uberschussprozess ist an n negativ. Daraus folgt,
dass fiir die optimale Dividendenstrategie fast sicher Ruin eintritt. O

Ist G(-) stetig differenzierbar, dann gibt der folgende Satz einen Anhaltspunkt wie die
Werte von 9. gefunden werden koénnen.

Satz 4.13 Sei

v(z) = ALM (c + A/Om Viz—y) dG(y))

und G(+) differenzierbar an z. Ist x € B, \ {0}, dann ist v/(x) = 1.
Beweis: Es gilt

| v -6 =vo6w + [ VG- dy
0 0
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wegen G(0) = 0. Da V’(-) beschrinkt und fast sicher stetig ist, ist v(-) an allen Punkten
differenzierbar, an denen V() differenzierbar ist.

v(z) ist die Wertfunktion folgender Strategie: Bis zum ersten Schaden werden die einge-
nommenen Primien als Dividenden ausbezahlt und ab dem ersten Schaden die optimale
Strategie fiir den verbleibenden Uberschuss angewandt. Ist € B,, d.h. V/(z) = 1, dann
ist nach (4.5)

A+0)V(x)—A /Ox V(z—y)dG(y) =
und deshalb . N
V(z) = io (c—l— )\/0 V(z —vy) dG(y)) = v(z).

Damit gilt fiir 0 < h < z

bzw.

(0 — tim 20) =& = B)

> 1.
R0 h -

Nun wird folgende Strategie betrachtet: auf dem Intervall (0,77 A h) werden keine Dividen-
den, und auf dem Intervall [T} A h,T1] die eingehenden Prémien als Dividenden bezahlt.
Nach T} wird die optimale Strategie fiir den verbleibenden Uberschuss verfolgt. Ist v(x, h)
die Wertfunktion dieser Strategie, dann gilt mit 77 ~ Exp(A)

h x4-ct
v(x, h) = / e_ét/ V(z+ct —y)dG(y)re M dt + e Me (x4 ch).

Der erste Summand steht fiir den Fall dass vor h ein Schaden eintritt, wobei die obere
Grenze des Integrals aus V (z) = 0 fiir z < 0 folgt. Der zweite Summand steht fiir den Fall,
dass kein Schaden eintritt und in h ein Uberschuss der Hohe z + ch vorhanden ist.

Fiir diese Wertfunktion ist %?3 v(z,h) =v(z) =V (x), da der erste Summand 0 ist. Da

v(x, h) die Wertfunktion einer speziellen Startegie ist, folgt v(x,h) < V(z). Damit folgt

x+ct
0> Y& h)h / t/ Viz+ct —y) dG(y)re M dt
—v(z) 1-—e —(A+d)h

h - - v(x + ch)

und weiters fiir h | 0 (mit #quivalenten Uberlegungen zu den Grenziibergingen wie im
Beweis von Satz 4.3)

0o > )\/Oa: V(z—y)dG(y) + ' (z) — (A + )V ()

= o'(z) + )\/Ox V(e —y)dG(y) — (A + )V (z) = () — ¢,

=—c auf B, da V/(z)=1

d.h. v'(z) < 1. O



KAPITEL 4. OPTIMALE DIVIDENDENSTRATEGIEN 63

Im Beweis von Satz 4.13 wurde lediglich die Voraussetzung V'(z) = 1 benutzt. Damit folgt,
dass fiir alle z € 9B, \{0}, fiir die V(-) differenzierbar ist, v'(z) = 1 gilt.

Die Losungen der Gleichung v'(z) =1 sind Kandidaten fiir ®B.. Allerdings ist V(-) in
dieser Gleichung unbekannt, wodurch die Berechnung nicht direkt erfolgen kann. Dieses
Problem lédsst sich leichter losen, wenn zunéchst die Charakteristik der Losung des
Optimierungsproblems genauer untersucht wird.

Satz 4.14 Charakterisierung der Losung
V(+) ist die minimale Losung der HIB-Gleichung (4.14). Ist f(-) eine Lésung mit ausschlie3-

lich positiven Spriingen in deren Ableitung und lim f(z)e <* = 0 und ist weiters entweder
Tr— 00

f'(0) > 1 oder f(0) = x%5, dann ist f(z) = V(x) auf R,.

Beweis: Sei X* der Prozess mit der optimalen Dividendenstrategie. Aquivalent zum Be-

weis von Satz 4.11 folgt, dass der Prozess

Noxpy
(f (X200 4 ST (1 (35, + ADR) — 1 (X7)) e

=1

TNt Xz
- [cf’ (X +A [ F(XE—y) dGy) — A+ 8)f <X:>] e, ds

0
Jse % ds)
>0
ein Martingal ist.

Aus  f'(z)>1 folgt f(z)> f(X§)+D§ bzw. zu den Schadenszeitpunkten
f (Xi +AD2}Z,) >f (Xi) + AD7, (die Ungleichung folgt aus der Strategie zunichst
eine Dividende der Hohe AD7, auszubezahlen, und danach die optimale Strategie fiir den

T*NAt X
_/O [,\ 0 F(X5 —y) dG(y) — (A +6)f (X7)

verbleibenden Uberschuss X7, anzuwenden). Weiters folgt aus (4.14)

of (X2) + OX: f (X2 —y) dGly) — (A +0)F (X2) <0
baw. -
/0 CFXE - ) dG(y) — A+ )] (XD) < —of (X) < —c,
d.h.
f@) > B|fae s S5 apye s /OTWche—SSds
=0

NT*/\t T*A

t
> E Z AD%e—‘STi —|—/ cJge % ds
i=1 0

Aus der monotonen Konvergenz folgt somit f(z) > VP (z) = V().
Sei f(-) eine Losung der HIB-Gleichung (4.14) mit f(x)eféx — 0 fiir £ — oo. Weiters seien
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wie zum Beginn dieses Abschnittes folgende Mengen definiert: B = {z : f'(z—) > 1},

& { {0} fir f(0) = 555

)

¢ () sonst

B =B U{z g B} : 3 (xn),en C By T2} und B = (0,00) \ (Bl UBL), wobei fiir
diese Mengen die selben Aussagen wie in Satz 4.9 gelten. Fiir diese Mengen sei D’ die
zu f(-) gehorige optimale Strategie mit der selben Definition wie D*. Mit den gleichen
Beweisschritten wie in Satz 4.11 und mit .J; = Iy,em folgt, dass

Nrat TNt
(f (Xrpg) e 700N 4 Z ADr, e T +/ cJ e % ds>
0

=1 t>0

ein Martingal ist. Fiir den Erwartungswert des Martingals folgt mit der Abschétzung

_gxtet dx

F(Xont) e < fatct)e™® = flatct)e 7 e

aus den Vorraussetzungen tlim E|f(Xrat) e_‘s(TAt)] = 0 und damit die Behauptung. O
— 0

In den bisherigen Aussagen und Sitzen wurde die Situation fiir ein Startkapital der Hohe
0 kaum behandelt, dieser Fall ist jedoch fiir die gesamte Charakterisierung der Losung
wesentlich.

Fiir das Startkapital 0 gibt es zwei Moglichkeiten: Eine Dividende der Hohe ¢ wird be-
zahlt, woraus V(0) = 5t folgt, oder es wird keine Dividende bezahlt, d.h. es existiert
ein Wert zg = inf {z : V/(x) = 1} > 0 ab dem eine Dividende bezahlt wird. Im zweiten Fall
kann die Wertfunktion V' (0) gefunden werden, indem die Ergebnisse fiir verschiedene Werte
von xg verglichen und das Optimum ermittelt wird. Fiir diesen Vergleich muss

’x)—i—)\/ozf(x—y)dG(y)—()\+5)f(ac):0 (4.16)

auf [0, zo] gelost werden.

Satz 4.15 Gleichung (4.16) besitzt eine eindeutige Losung mit f(0) =
Beweis: Ist 1 = inf {x : f/(x) < 0}, dann ist auf [0, z1) wegen (4.16)

r@ = oo - [ e -nace) > )
d.h. 1 = oo und f(z) > ee® (die obige Abschétzung gilt, da f(-) wachsend ist). Anderer-
seits folgt aus (4.16) f'(z) < )‘TJ”Sf(x), d.h. die obere Grenze fiir f(x) ist f(z) < e,
Im Folgenden wird eine Losung f(-) auf [0, zg] mit 29 > 0 konstruiert. Mit dieser Funktion
f() ist i E ; eine Losung mit Anfangskapital 1.

Sei f(z9) =1 und 79 = inf {t >0: X > xo} wobei (XO) der Prozess ohne Dividen-
denzahlung ist. Weiters sei die Funktion f(-) durch

flx)=E [6_670H70<T}
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definiert. Es ist einfach zu sehen, dass fiir diese Funktion f () =1 ist. Fiir < 2y und
h < #=% gilt fiir den Prozess auf [0,77 A h], wobei T} den Zeitpunkt des ersten Schadens
bezeichnet, die bereits bekannte Darstellung

h x+ct
f(@) = e e f(w + ch) + / e / fla+ ct —y)dG(y)de M dt.
0 0

Aus h | 0 folgt die Rechtsstetigkeit von f(:) an 2 und eine Umformung und Division durch
h fithrt auf

0 - f(x+cf}ll)—f(x) B 1_eh()\+6)hf(x+ch)

1 h x+ct
+E /0 Ae~(AFo)t /0 flz+ct —y)dG(y) dt.

Fir h | 0 folgt mit den Grenzwerten aus dem Beweis von Satz 4.3 die rechtsseitige
Differenzierbarkeit von f(-) in z und zeigt, dass f eine Losung von (4.16) ist. Wird im
obigen Ansatz x durch z — ch ersetzt, so folgt mit den gleichen Argumenten die linksseitige
Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f(-) in z. Es ist einfach nachzupriifen, dass die
links- und rechtsseitige Ableitung iibereinstimmen, d.h. f(-) ist eine differenzierbare Losung
von (4.16).

Angenommen f(-) ist eine Losung von (4.16) mit f(0) = 1, dann kann wie im Beweis von
Satz 4.11 gezeigt werden, dass

<f (XTO /\T/\t) 676(7-0 ")

_/OTOArAt [C_ f(Xs) + Xs f(Xs—y)dG(y) = (A+9)f (Xs)] o0 ds>

0 t>0

und ( f (Xronrat) 6*5(70/“5)) >0 Martingale sind. Aus der beschrénkten Konvergenz folgt mit
f(X,)=0und o AT < o0

f(z)=E {f (Xronr) 6_570] = f(x0)E [e_‘sTOJITO<T] .

Der Wert f (xg) ist durch die Bedingung f(0) =1 eindeutig bestimmt. Da z( beliebig
gewahlt wurde, folgt die Eindeutigkeit der Losung. O

Definition 4.16 Eine Strategie D mit Dy = (x — 1‘0)+ und AD; = cllx,—z, heiBt Barriere
Strategie mit Barriere xg. O

In einer Barrierenstrategie wird zuniichst der gesamte z iibersteigende Uberschuss als
Dividende ausbezahlt. Danach wir zu jedem Zeitpunkt, in dem der Uberschuss den Wert
xq erreicht, die eingenommene Préamie als Dividende ausbezahlt.

Satz 4.17 Ist f(-) die Losung der Gleichung (4.16) mit f(0) = 1. Die Wertfunktion eine
Barrieren-Strategie mit Barriere xg ist

f(z) -
Vi (z) = 7o) fiir z < 2o,
Vio (o) +x — 29 fiir z > xo.
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Beweis: Da das gesamte x( tibersteigende Kapital unmittelbar als Dividende ausbezahlt
und fiir den verbleibenden Uberschuss zy die optimale Strategie angewandt wird, folgt die
Behauptung fiir den Fall z > x.

Fiir den Fall x < xq gilt einerseits dass V,,(x) die Gleichung (4.16) 16st (da f(-) eine Lésung
der Gleichung ist), und andererseits V; (zg) = 1 (die Pramien werden als Dividenden aus-
bezahlt). Mit Js = Ix,—,, folgt wie im Beweis von Satz 4.11, dass der Prozess

TAL
<Vx0 (XT/\t) 6_6(7/\” + / cJs 6_65 d5>
0

>0
ein Martingal ist, d.h.
TAL
on ('T) =E |:Vzo (XT/\t) 6_6(7/\” + / cJs e d5:| .
0
Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit ¢ — oc. O

Nun kann V(0) berechnet werden.

Satz 4.18 Ist f(-) die Losung der Gleichung (4.16) mit f(0) = 1, dann ist

-1
V(0) =sup (f'(z)) .
x>0
Beweis: In Satz 4.11 wurde gezeigt, dass die optimale Strategie eine Barriere-Strategie
ist, wobei 0 eine mogliche Barriere darstellt. Weiters folgt aus Satz 4.17, dass fiir die
Wertfunktion mit Startkapital 0 und Barriere zo V(0) = % gilt. Nachdem die Barriere
beliebig gew#hlt werden kann, ist die Wertfunktion an 0 gleich dem Maximum von 7 (110)
fir xg > 0.

|

Die Wertfunktion kann nun auf folgende weise rekursiv konstruiert werden: Ist fo(z) die

Losung von (4.16) und zy = sup {x : fi(x) = inf f(')(y)}, so ist zunéchst die Wertfunktion
y

Vo(+) durch

fo(x) {j
Vola) = 77 (@0) fir z < xg
jb($0)

definiert. Falls Vp(z) eine Losung von (4.14) ist, so gilt V(z) = V().
Angenommen V,,(x) und z,, wurden bereits konstruiert. Die Funktion f,,11(x;a) ist fiir alle
z,a € Ry durch
V() firx <a
Losung von (4.16) fiir x > a

fn-i—l(x;a) = {

definiert, wobei aufgrund der Stetigkeit der Losung Vj,(a) = fn11(a,a) gelten muss. Das
fiir die Konstruktion der Wertfunktion verwendete a ist

a:inf{x >z ¢ ;gf:;f;wl(y,x) = 1},

wobei die Ableitung von f,,4+1(-, ) nach dem ersten Argument erfolgt. Aus (4.16) folgt, dass
bei der Wahl eines kleineren a die Ableitung nicht den Wert 1 erreicht bzw. bei der Wahl
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eines grofleren a die Ableitung einen Wert kleiner als 1 erreicht. Fiir dieses a ist z,1 durch
/

Tni1 =sup{z: ), (z;a) = 1} und die Wertfunktion V,,41(-) durch

Voo () = fryi1(z;a) fiir x < x4
i Sl (@Tng130) + & —2py fiir o > 2p4

definiert. Ist V,,11(:) eine Losung der Gleichung (4.14), dann ist V(x) = Vj,11(x), ansonst
wird die rekursive Berechnung fortgesetzt.

Beispiel 4.19 Im Folgenden wird die Wertfunktion fiir exponentialverteilte Schéden, d.h.
G(y) =1 — e~ bestimmt. Wie auch fiir die Ruinwahrscheinlichkeit in Abschnitt 2.1, kann
fiir die Exponentialverteilung eine allgemeine Form der Wertfunktion angegeben werden.
Zunéchst werden jene Fille bestimmt, fiir die zunéchst der gesamte Uberschuss als Divi-
dende, und danach die gesamte Prémie ausbezahlt wird, d.h. V(z) = z + 1%5. In diesem
Fall ist die linke Seite von (4.5)

A (A i = é) (1—e ) — bu, (4.17)

wobei die Funktion fiir ac < A + 4§ negativ ist und = + 555 (4.5) erfiillt.
Ist ac > A+ 6, dann ist (4.17) strikt konkav und die Funktion ist dann und nur dann

negativ, wenn seine Ableitung in 0 negativ ist, d.h. wenn A ( )\cj‘é — 1) < 6 bzw. dquivalent
Acar < (A4 0)2. Damit ist V(z) = z + 155, falls Aca < (A4 0)? ist.

Im Folgenden wird Aca > (\ + )2 vorausgesetzt. Die Funktion G(y) ist stetig differenzier-
bar, d.h. die Werte von B, \ {0} kénnen aus der Gleichung v'(z) = 1 mit

c A * c Ao z
e R — —Qy - o —ax oy
v(x) AJr5+/\+5/0 Viz —ylae™dy = =+ e /0 V(y)e™ dy

bestimmt werden. Aus v(z) = V(z) folgt

a2 z Ao co ad
/ 1= _ ax -y — _
viz) Ato- /0 Viy)e ™ dy+ =5Vi(@) = 75 = 575 V(@)
bzw. N s
co— \ —
ey = 4.1
o) = Vi) = L2 (118)

Da V(-) eine strikt wachsende Funktion ist, kann 9B, \ {0} nur einen Wert a > 0 enthalten.
Die optimale Strategie ist in diesem Fall, fiir 0 < z < a keine Dividenden zu bezahlen womit
fiir die Wertfunktion V(a + ) = V(a) + x fiir z > 0 folgt.

Auf (0,a) erfiillt die Wertfunktion die Gleichung

V'(z)=AN+90)V(z) — )\e_o‘x/ V(y)ae® dy. (4.19)
0
Aus der Differenzierbarkeit der rechte Seite folgt

V' () = A+ 8V (z) + Aae™ ™" /Ox V(y)ae™ dy — aAV (z),



KAPITEL 4. OPTIMALE DIVIDENDENSTRATEGIEN

woraus sich durch Einsetzen von (4.19) die Differentialgleichung
V' (x)= A+ —ac)V'(z) + adV ()

mit der Losung
V(z) = Creh®  Che= 02

ergibt. Die beiden Parameter 6; und —6s erfiillen die quadratische Gleichung
c? —(A+6—ac)f—ad =0

mit den Lésungen

Viee=XA=68)2+4adc— (aec—X—96)

6 =
! 2c
bzw.
0, — Viee=X=682+4adc+ (ac—A—06)
2T 2¢ ’
Durch Einsetzen von V(x) in (4.19) folgt
o — (92
Cy = —
2 Oé+(91 1
und weiters aus V'(a) =1
o+ (91

Ci =

01 (Oé + 91) efra 4 @, (a — 92) g=02a’
Zusammen mit (4.18) kann a somit durch

(a0 — (a—0)e 2 ca—A—§
01 (a+01) €19 4 0y (o — By) e=020 ad

V(a)

bestimmt werden. Aus der Gleichung folgt

o(O1+02)a _ —(ca—=A=08)03 + alca— X —268)0z + a2 _ (A +8)02 — a 565
—(ca—=A=08)07 —alca—A—268)0; +a26  (A+6)0% + adby

bzw.
1 (92(()\+5)92—a5)>
a=———log
1 + 02 01 (AN +6)01 + ad)
und damit
(a0 +01) e — (o — ) e %27 ) )
f A A+6 d
01 (a+01) M+ 05 (a— Og)etze & ¢>(A+0)" und z <a,
—A—90
Viw) = Caié-f—x—a fir ade > (A +6)%? und x > a,
o
c
f.. < 2
$+—)\+5 ir ade < (A+9)

als gesamte Wertfunktion.
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4.3 Optimale Dividendenstrategien fiir die Diffusionsappro-
ximation

In diesem Abschnitt wird das Cramér-Lundberg Modell mit Dividendenkomponente (4.4)
durch einen Diffusionsprozess (vergleiche Abschnitt 2.2) mit Dividendenkomponente appro-
ximiert und die Wertfunktion der Approximation als Naherung der exakten Wertfunktion
verwendet. Die Parameter des Diffusionsprozesses werden nach den gleichen Uberlegungen
wie in Abschnitt 2.2 gewihlt. Es ist einfach zu sehen, dass in (2.14) ermittelten Parameter
durch die Dividendenkomponente nicht verdndert werden.

Fiir eine Strategie mit kummulierter Dividendenzahlung D; ist der Uberschuss des
Diffusionsprozesses zum Zeitpunkt ¢

XtD::c+mt—|—0Wt—Dt,

wobei der durch die standardisierte Brownsche Bewegung erzeugte Filter zugrundegelegt
wird. Wie in Abschnitt 4.2.1 wird zunéchst der Prozess mit einer Beschrankung der Divi-
dendenzahlung betrachtet.

4.3.1 Beschriankte Dividendenzahlungen
Der Uberschuss zum Zeitpunkt ¢ ist

t
XtU:x—i-mt—i—UWt—/ Usds,
0

wobei fiir den adaptierten Dividendenprozess U die Beschrankung 0 < U; < ug gilt. Der
Prozess wird bei Ruin mit Ruinzeitpunkt 7V = inf {t >0: XY < 0} gestoppt. Die Wert-
funktion fiir ein Startkapital £ und Dividendenprozess U ist

7_U
/ Use % ds| ,
0

bzw. die Wertfunktion V' (z) des Optimierungsproblems bei Startkapital = das Supre-
mum iiber alle zuléssigen Strategien. Fiir die Diffusionsapproximation ist V' (0) = 0, da fir
das Anfangskapital 0 aufgrund der Fluktation der Brownschen Bewegung, sieche Bemer-
kung 1.35, unmittelbar Ruin eintritt. Wie in Abschnitt 4.2.1 kann fiir die Wertfunktion
V() <% auf Ry gezeigt werden.

VY(z)=E

Ist ¥y > x und U eine optimale Strategie fiir das Anfangskapital x bzw. U eine optima-
le Strategie fiir das Anfangskapital y — z und sind 7, bzw. 7, die zugehorigen Ruinzeiten,
dann ist die durch

~ U, firt<r,
U=<¢ ~
Ui, firm, <t<my

definierte Strategie optimale fiir das Anfangskapital y. Damit folgt

V(y) 2 Via) +E || V(y - o)
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und zeigt dass V(-) wachsend ist. Weiters kann durch eine dquivalente Argumentation wie

in Abschnitt 4.2.1 lim V(z) = %

gezeigt werden.

Im Folgenden wird die HJB-Gleichung des Optimierungsproblems hergeleitet: Fiir € > 0
und jedes x > 0 gibt es eine Strategie U* mit VU™ > V(z) —e. Fiir 0 < u < ug und h > 0
ist die Strategie U; durch

U u fir0<t<7AR,
Tl U firt > hound 7> h

definiert. Mit dieser Strategie folgt
TAh T
Vo 2 V=B [ [ uetas] 1B [ [Tumesmal
0 h

1 — e—6(TAR)
_ UE[;

te R [HT>hVU n (Xh)}

0
1 _ E 75(T/\h)
S Col il P
1 _ E 75(T/\h)
> [65 ] + e MEV (Xoan) — €],

wobei V (X;) = V(0) = 0 verwendet wurde. Da ¢ beliebig gew&hlt wurde, gilt

1 — | [e—0(rAR)
V(z) > u [66 I e NE [V (Xo)].

Unter der Annahme dass V (-) zwei mal stetig differenzierbar ist, folgt aus der It6-Formel

V (X, ) = Viz) + /OTM oV' (X,) dW, + /OTM ((m —uw)V' (X,) + J;V” (X8)> ds.

Wird weiters vorausgesetzt, dass

( /0 y (X,) dWs>t20

ein Martingal ist, dann ist der Erwartungswert des stochastischen Integrals 0 (siehe
Satz 1.26) und es folgt mit einer einfachen Umformung und Division durch h

1— e5(7’/\h)] 1 — e 0k

ulE V(x)

oh h

. [% /OTM <(m — W)V (X)) + ";v" (X8)> ds] <0,

Fiir h — 0 folgt unter der Annahme der Vertauschbarkeit von Grenziibergang und
Erwartungswertbildung wegen Xy = x bzw. mit den Grenzwerten aus dem Beweis von
Satz 4.3

%2 V() + (m—u)V'(x) =6V (z) +u < 0.
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Diese Ungleichung gilt fiir alle 0 < u < ug, d.h.

sup {“—2 V(@) + (m—uw)V'(x) — 6 V(x) + u} <0.

0<u<ug 2

Aus dem weiteren Verlauf des Beweises ist ersichtlich, dass das Supremum angenommen
wird (es wird gezeigt, dass die Losung der Gleichung auch eine Losung des Optimierungs-
problems ist). Damit folgt die HIB-Gleichung

o2
sup {?f"(x) +(m—u)f'(x) —0f(x) + u} = 0. (4.20)

0<u<ug

Diese HIB-Gleichung ist ebenfalls linear in u, woraus mit der selben Uberlegung wie fiir
(4.10) die optimale Dividendenstrategie

0 fir f(x) > 1
u(z) =< €[0,up] fir f(x)=1,
ug fir f'(z) <1

folgt. Fiir f'(z) = 1 ist die HJB-Gleichung (4.20) unabhéngig von u, d.h. jeder Wert kleiner
ug erfiillt die Gleichung.

Als néchstes soll eine zweifach differenzierbare Losung der Gleichung (4.20) gefunden
werden. Nach der Definition der optimalen Dividendenstrategie gibt es Bereiche mit
u(z) = 0 und Bereiche mit u(z) = ug. Diese beiden Bereiche, die durch f/(z) <1 und
f'(x) > 1 festgelegt sind, werden zuniichst getrennt betrachtet und anschliefend an
f'(x) =1 zu einer zweifach intergrierbaren Funktion zusammengefiigt.

Es ist einfach nachzurechnen, dass die Losung von (4.20) fiir den Fall f/(z) > 1

fl(x) — A691(0)$ + Be—@Q(O)x
und fiir den Fall f/(z) <1

fa(x) = 0 4 ¢ efrwo)e | pe—0a(uo)e

5
mit
6, (u) = Vm — wp? +022502 —mou) (4.21)
bzw.
02 (u) = Vm = wp? +022502 Fim-w (4.22)

ist. Ist zp ein Wert mit f] (z9) = 1, so muss wegen der Stetigkeit der gesamten Losung
f1(xo) = fa(z0) = f (x0) gelten. Aus der Losung von fi(-) folgt

£l (0) = A6,(0) 1070 — B, (0) 020070 — 1

bzw.
1
B=_— 2020 (4 01(0)z0 _ 1)
02(0)6 ( 01(0)e )
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Einsetzen in die Gleichung fiir fi(-) ergibt

61(0) + 02(0) 66’1(0)m0 _ 1

frle) =4760) 700)

bzw. fiir die zweite Ableitung mit (4.21) und (4.22)

(z0) = A61(0) (61(0) + 02(0)) e” %0 — g,(0)

= 01(0) 02(0) (A %@?2(0) ef1(0)zo0 _ %(0) + 9210)> _ 92(0)
= 0:(0)6:(0) () — (82(0) — 62(0)) = =5 (5f (o) —m).

Angenommen f{' (zo) > 0. Da f/(-) in diesem Fall wachsend ist, folgt f(z)= fi(z) auf
einem Intervall [xo, 2o + €] (f{ (z9) = 1 und f’(-) ist wachsend, d.h. f/(-) ist im angegebenen
Intervall grofer als 1). Damit ist fiir > zo mit f/(z) =1

F1(2) = Fi() = 565 (x) = m) > =5 (5 (o) = m) = i (20) > 0,

d.h. f(z) = fi(x) auf [zg,00). Aus der Beschrianktheit von f(-) folgt A =0 und, da f(-)
wachsend ist, B < 0. Andererseits folgt B > 0 fiir f(z) >0 mit >0 und damit ein
Widerspruch zur Annahme.

Generell gilt entweder f(z) = fi(z), f(z) = fa2(z) oder es existiert ein Wert zy mit
f(z) = fi(x) fir z < xo und f(x) = fa(z) fiir x > xg. Die obige Argumentation zeigt, dass
der Fall f(x) = fi(x) fiir alle  nicht moglich ist.

Aus 0 < f(x) < @2 fiir alle x folgt C =0 und damit, da f(-) wachsend ist, D < 0. Ist
f(z) = fa(x) fiir alle z, dann muss die Lésung wegen f(0) = 0

fla) == (1 - etatue)

sein. Damit folgt
)= 0y a0

fiir alle , d.h. § > ug 62 (up).

Angenommen es existiert ein xg > 0 mit f’ (z¢) =1, dann ist D = —62(1%) eP2(u0)z0 hywy
0< f(wg) =% — m woraus 0 < ugfa (ug) folgt.
Aus f(0) = f1(0) = 0 folgt B = —A und weiters aus fi (z9) =1

A 1

~01(0)ef1(070 4 gy (0)eb2(0)z0”

Der Wert zg kann somit aus der Gleichung

01(0)z0 _ o—02(0)o (01(0)+62(0)z0 _ 1

bht (:CO) = 91(0)691(0)10 + 92(0)6792(0)930 - 04 (0)6(91(0)+92(0))10 + 6o

uQ 1

= fa(wo) = D

(4.23)
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berechnet werden. Eine Umformung der Gleichung ergibt

Uug

1
S S
o (01(0)+02(0)) 0 _ o ( 0 0 (“0)> 2(0), (4.24)
_ (@ _ ;> 61(0)
(5 (92 ('LLO)

Es gibt genau dann eine Losung, wenn der Zahler strikt positiv ist. Aus

2
m2—|—2(50 \/m2+260 (602) (%) —m

0:1(0) = =3
[ & T v k) n
a o? < o2 T m
und
%_ o2 :uo—i—m—\/(z:;— m)? + 2602 (4.25)

\/(uo—m)2+2502+m—u0

folgt mit ug —m < \/ (up — m)2 + 2602, dass zg eindeutig definiert ist und eine einfache
Rechnung ergibt

(e 3 ) (g

Trog =

0 -I— 92
_ log (62(0)) +log (62(0) — 6> ( 0)) log (91( )) — log (61(0) — 62 (uo))
01(0) + 62(0)
Damit ist die Losung der HJB-Gleichung (4.20)
U —02(up)x .
FO (1 — e 02(0) O) fiir 6 > wg 02 (ug)
691(0):13 _ 6792(0)1 )
f(x) =9 01(0)e?1(0)z0 4 §y(0)e—02(0)z0 fiir 6 < uo 02 (up) und = < 9
uo 1 —02(uo)(z—z0) B
— - e fiir 6 < upf2 (ug) und = > x
0 (92 (UO) 0 2( 0) 0

Aus f1 (z9) = f2 (x0) und fi (zo) = f} (xo) = 1 folgt aus der obigen Differentialgleichung
7 (x0) = fY (zg), d.h. f(-) ist zweifach diffenzierbar.

Die Bedingung & < ug 02 (ug) ist dquivalent zu 602 < 2ugm. Damit folgt U; = g fiir den
Fall dass § oder o sehr grof} sind bzw. m sehr klein ist.

Das folgende Verifikationstheorem zeigt f(z) = V(z) auf R..
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Satz 4.20 Es gilt f(z) = V(z) fiir alle x und Uy = ug Ly; >4, ist eine optimale Dividenden-
strategie.

Beweis: Fiir eine beliebige Strategie U folgt fiir eine Losung f der HIB-Gleichung (4.20)
mit der Ito-Formel

TNt
e (X ) = fla)+ / e o f (X,) dW,
OT/\t 1
w7 e s 00+ - U 7 (1) + 5t (1)
TN TNt
T) — e U, ds of (X)) dWs,
< f) /0 T /0 7 (X,)

wobei die Gleichheit fiir U = U* gilt. Aus der Beschrinktheit von f’(-) folgt aus Satz 1.55,

dass der Prozess o
(/ af’ (Xs) dWs)
0 t>0

TNt
f(z) > E [e_é(TAt) f(Xpne) + / e 05U, ds},
0

ein Martingal ist, und damit

wobei die Gleichheit wieder fiir den Fall U = U* gilt. Fiir 7 < tist f (X;a¢) f (X7) =0 und
aus der Beschrianktheit von f(-) folgt

lim E [~ 1 (X;0)] =0,

t—o00
d.h. .
flz)>E [/ e U, ds} =VY(x)
0

mit Gleichheit fiir U = U*. Damit ist VY (x) < f(z) bzw. V(z) < f(z). Da fiir U* die
Gleichheit VU™ (x) = f(x) gilt, folgt V(x) > f(x) und damit die Behauptung. O

Ist ug < m und Uy = ug fiir alle ¢, dann gilt fiir den Uberschussprozess X0 < X/ fiir alle
t. Mit (2.18) ist
PO (z) = e 25 <

fir x > 0 und aus ¢¥*(z) < " (x) < 1 folgt, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit kein
Ruin eintritt.

Ist m < wug, dann wird fiir jeden Startwert zo+ 1 der Wert x( fast sicher unterschritten,
d.h. litm inf X; < xg. Fiir die rekursiv definierten Zeitpunkte Ty = inf {¢ : X; <z + 1} und

—00

T,=inf{t>T,1+1:X; <zp+ 1} bzw. den Ereignissen
Ap={inf{mt+o(Wr,44 —Wrp,):0<t <1} < —29—1}

gilt P[A,,] =¢ > 0 und die Ereignisse A,, sind unabhéngig. Aus dem Lemma von Borel-
Cantelli folgt, dass das Ereignis A, unendlich oft und damit Ruin fast sicher eintritt.
Fiir die optimale Strategie tritt somit dann und nur dann Ruin eintritt, wenn m < wuyg.
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4.3.2 Unbeschrinkte Dividendenzahlungen

Im Falle einer unbeschrinkten Dividendenzahlung wird fiir die Diffusionsapproximation die
selbe Vorgangsweise wie in Abschnitt 4.2.2 angewandt, d.h. die Ergebnisse fiir beschréink-
te Dividendenzahlungen werden iibernommen und ug — oo betrachtet. Der néichste Satz
zeigt, dass die Vorgangsweise auch fiir die Diffusionsapproximation gerechtfertigt ist.

Vu(z) ist die Wertfunktion des Optimierungsproblems mit Startkapital = und einer durch
u beschrinkten Dividendenzahlung. Fiir V,,(x) gilt offensichtlich V' (z) > V,,(z).

Satz 4.21 Es gilt lim V,(z) = V(x)

Beweis: Der Beweis ist dquivalent zum Beweis von Satz 4.7. O

Im Folgenden werden die Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt mit ug — oo betrachtet.
Zunichst wird die Funktion 6s(-), siehe (4.22), umgeformt zu

<\/(m —u)? + 2602 + (m — u)) <\/(m —u)? + 2002 — (m — u))

o? (\/(m —u)? 42002 — (m — u))
20
V(w—m)2 42002 + (u—m)’

92 (u) =

woraus lim 6y(u) = 0 folgt. Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes ist ersichtlich,
U—0o0
dass die Wertfunktion V,, (x¢) nach (4.23) fiir § > w03(u) negativ ist. Aus (4.25) folgt jedoch

w1 ut+m—+/(u—m)?+2002  (u+m)®— (u—m)? — 20>
5 Oa(u) 20 26 (u +m+/(u—m)?+ 2602)
2um — do

5<u—|—m+\/(u—m)2—|—2602>7

d.h. lim V,, (z9) = % Fiir grofe u ist somit wfy(u) > ¢ und fiir den Grenzwert der
uU— 00
Gleichung (4.24) folgt

1+<———>02(0) 14 T
6(91(0)-1-02(0))900 = lim g 02(“) t ) . 0+ mHQ(O)

U—00 1— <u 1 >01(0) N 1— m91(0) N 5—m01(0)

3 B 5

woraus xg berechnet werden kann. Fiir x > xq ist die Wertfunktion gleich dem Grenzwert
von fa(+) mit

u_ 1 e@eeow) - ¥ _1 1 ( — 02 (u) (2—0 )>)

w — _ U\ r—xolu - _ - - 1 _ 2(u)(r—xolu ,
Jeale) =5 =55 e 5 Ba(w) ) €

wobei mit der Bezeichnung z((u) explizit auf die Abhéngigkeit von u hingewiesen werden

soll. Als Grenzwert fiir z > xg = z¢(c0) folgt mit den obigen Ergebnissen

U 1 1 m
= lim - — —— 1 = (1 2(w(@—zo(w)) _ o — )
foulw) = I 5 = o ¥ B ( ¢ ) ;g Tr-m=V@)
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Satz 4.22 Die Wertfunktion des Optimierungsproblems mit unbeschrénkter Dividenden-

zahlung ist
691(0)23 _ 6—92(0)23

o
01(0)691(0)900 4 92(0)6_92(0)% fir z < 2
F+x_m0 fiir x > xg
mit
108 (5 £ mB(0)) l0s (5~ m6s(0)
" 61(0) + 62(0)
Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den obigen Ergebnissen und Satz 4.21. O

Aus obigen Satz folgt direkt V' (zg) = 7. Weiters ist ersichtlich, dass sowohl die rechtsseitige
als auch die linksseitige Ableitung an z¢ gleich 1 und V'(+) somit fiir alle z > 0 differenzierbar
ist. Die zweite Ableitung von rechts ist offensichtlich konstant 0. Fiir die zweite Ableitung
an xg von links gilt

2 _ 2
01(0)2e10z0 — g,(0)2e=020z0 6:(0) d —m6:1(0) %(0)
61(0)ef1(0)z0 4 gy(0)e—02(0)z0 d +m62(0)
m61(0)02(0) — & (02(0) — 01(0)) 1 [ 2602 2m
= =—-|m —0— | =0,
5 5 ot o?

d.h. V(-) ist an xo zweifach stetig differenzierbar.

Nachdem die Ableitungen der Wertfunktion fiir beschrinkte Dividendenzahlungen gegen
die Ableitungen der Wertfunktion fiir unbeschrinkte Dividendenzahlungen konvergieren,
ist intuitiv zu erwarten dass dies auch fiir die HJB-Gleichung (4.20) gilt. Da die HJB-
Gleichung linear in u ist und das Supremum somit nur an v = 0 oder u = uy angenommen
wird, kann sie als

{302 @) 4 mf @) = 07 & (30°0" @)+ (m =) (a) = 3f(@) 4 u) | =0

geschrieben werden.

Satz 4.23 Die Funktion V (-) erfiillt die HIB-Gleichung
1
max {50'2‘/”(:6) +mV'(z) =6V (x), 1 — V’(x)} =0 (4.26)

Beweis: Folgt direkt aus den obigen Ergebnissen fiir u — oo. O

Satz 4.24 Die optimale Dividendenstrategie D* ist, jedes x( iibersteigende Kapital

unmittelbar auszubezahlen, d.h. D} = max{ sup X — xg, 0} mit Xy = x +mt + cW;.
0<s<tAT
Beweis: Ist > zg, dann wird Dj = x — xg gesetzt. Da die Wertfunktion in diesem Fall

V(z) =V (z9) +  — x¢ ist, geniigt es die Behauptung fiir z < xy zu beweisen, wobei in
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diesem Fall unmittelbar X; < z( folgt.
Der Prozess D* ist stetig, wachsend und beschrinkt. Aus (4.26) folgt mit der It6-Formel

TAL 1
Y () = Vit [ |5e O () = oV ()] s
0

TAL TN
- / V' (X¥)e % dD! + / V(X)) e %o dW,
0 0
TAL TAL
= V(z)+ / V(X e %o dW, — / e %*dD?,
0 0

da D* nur an Punkten mit X} = xg, d.h. V' (X}) =1 wiichst. Da V’(-) beschréinkt ist,
ist das stochastische Integral nach Satz 1.55 ein Martingal und der Erwartungswert nach
Satz 1.26 gleich 0. Damit folgt fiir den Erwartungswert

A

V(z)=E [e—émﬂv (X2 + /

e % dD:} .
0

Da V' (X*,;) beschrénkt ist, kann der Grenziibergang t — oo und die Integration vertauscht
werden, womit aus V (X;) = 0 die Behauptung V(z) = VY (x) folgt. O
4.4 Vergleich der Ergebnisse

Beispiel 4.25 (Fortsetzung von Beispiel 4.19)
Die allgemeine Form der exakt berechneten Wertfunktion fiir exponentialverteilte Schiden
bei unbeschriankten Dividendenzahlungen wurde in Beispiel 4.19 hergeleitet und ist

(a0 +61) e — (o — 0) e %27 ) )
01 (o4 01) €919 + 0 (o — B) e~020 fir ade > (A+96)° und = <a,
(
. )
VE(HU): Cai(s—l—x—a fiir aXe > (A +6)2 und 2 > a,
a
c
fii < 2
$+)\+5 ir ade < (A+9)
mit
9. — Viee=XA=68)2+4adc— (aec—A—96)
b 2c ’
o, _ Vlac—X-02+dade+ (ac—A—0)
2 2c
und

a

_ 1 log <02 (AN+6)02 — aé)) .
01 + 0 01 (()\+5)91 +Oé(5)

Die Wertfunktion der Diffusionsapproximation bei unbeschrinkten Dividendenzahlungen

ist nach den Ergebnissen dieses Abschnittes

e01(0)z _ ,—62(0)z
01(0)ef1(0)z0 4 9, (0)e—02(0)z0

fir x < xg

VP(z) =
@—i—x—xo fir x > 2o

5
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mit
vVm?2 4+ 2502 —m vm?2 4+ 2502 +m
91(0) == 2 bzw. 92(0) == 2
o o
und

_ log (6 +m62(0)) —log (6 —m61(0))

01(0) + 62(0) '
bzw. den Parametern m = ¢ — % und 0 = /2 A %
Ist > max{a, 2o}, dann ist V¥(x) = % +z—a und VP(z) =2+ — . Der
Quotient der beiden Wertfunktionen geht offensichtlich fiir x — oo gegen 1, die absolute
Differenz ist konstant

o

cao—A—190 m
— —a— — +x.

VE(z) = VP(z) = s 5

Fiir die konkreten Werte aus Beispiel 2.18 mit o = 2, A\ = 4 mit gedinderter Pramienrate
¢ = 3 und Abzinsungsfaktor § = 0,1 lauten die beiden Wertfunktionen

VE(p) = { 64141 0092 3 908507237 fiir 1 < 4,44926
B 5,05073 4 fiir & > 4,44926 °

und

VD () = 6,8617 0091612 _ 68617109167 fijr o < 4, 1884
- 5,811603 + = fir z > 4,1884

Abbildung 4.1 zeigt einen Vergleich der beiden Wertfunktionen V¥ (z) (punktierte Kurve)
und VP (z) (durchgezogene Kurve). Im Anhang ist auf Seite 81 das verwendete Maple-
Programm zur Erzeugung der Abbildung 4.1 aufgelistet. O

Abbildung 4.1: Vergleich der Wertfunktionen bei
exponentialverteilten Schéden.

25+
20+
15

10
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Beispiel 4.26 Fiir gammaverteilte Schiden Y; ~ Gam(a, ) wurden die Parameter der
Diffusionsapproximation in Beispiel 2.19 hergeleitet.
In diesem Fall lautet die Gleichung (4.16) zur Bestimmung der Wertfunktion

v le Edy — (A +6)f(x) = 0. (4.27)

/ * 1
of @) +A [ 1@ =1) g
Diese Integro-Differentialgleichung kann mit Hilfe der Laplace-Transformation (siehe
Definition 2.5) gelost werden, besitzt allerdings keine einfach darstellbare geschlossenen
Losung. Fiir die konkreten Werte aus Beispiel 2.19 mit a = 2, § =1, A = 10, Pramienrate
¢ = 21,4 und Abzinsungsfaktor 6 = 0,1 zeigt Schmidli [17] auf Seite 95, dass die Wertfunk-
tion bei exakter Rechnung

2,11881x  fiir # < 1,80303
VE(z) = Vi(z) fiir 1,80303 < z < 10,2162
2,45582 + x  fiir z > 10,2162

mit Vi(z) = 11,2571 90395672 _ 9 43151 ¢=0:0793352 4 () 094314 ¢~ 148825 @ jgt,
Die Wertfunktion der Diffusionsapproximation bei unbeschrinkten Dividendenzahlungen
ist nach den Ergebnissen dieses Abschnittes

66’1 0)z _ 6—6’2 (0)z

N
01 (0)691(0)w0 n ‘92(0)6_92(0)% fiir x < xg
E+x_$0 fiir x > o
mit
Ym? 4 2007 — m Vi 2607 +m
01(0) = 3 bzw. 05(0) = i
’ o
und

o log (6 +m 62(0)) — log (6 — m 61(0))
' 01(0) + 62(0)

bzw. den Parametern

m=c—XfB und o=+ (af8)?+af?) =/ a2(1l + ).
Fiir die gegebenen Parameter ist die Wertfunktion der Diffusionsapproximation

VD () = 10, 78629 ¢0:038938 = _ 10 78629 ¢ 00856052 i1 o+ < 12, 65039
= 1,34961 + z fiir z > 12, 65039

Abbildung 4.2 zeigt einen Vergleich der beiden Wertfunktionen V¥ (z) (punktierte Kurve)
und VP (z) (durchgezogene Kurve). Im Anhang ist auf Seite 82 das verwendete Maple-
Programm zur Erzeugung der Abbildung 4.2 aufgelistet. O
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Abbildung 4.2: Vergleich der Ruinwahrscheinlichkeiten
bei gammaverteilten Schiden.
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Kapitel 5

Anhang

Das folgende Maple-Programm wurde zur Erzeugung der Abbildung 2.1 in Beispiel 2.18
verwendet.

restart;
with(plots);

a := 2;

c = 2.1;

1 :=4;

m:=c - 1/a;

s := 2x1/(a"2);

phexakt := 1 / (a*c) * exp(-(a-1/c)*x);

phdiff := exp(-(c*a-1)*a/l*x);

plot ([phexakt,phdiff], x=0..20, thickness=[0,0], linestyle=[solid,dot],
color=[red,blue], view=[0..20,0..1]);

Das folgende Maple-Programm wurde zur Berechnung der exakten Ruinwahrscheinlichkeit
P (+) und zur Erzeugung der Abbildung 2.2 in Beispiel 2.19 verwendet.

restart;
with(inttrans);
with(plots);

a := 2;

b :=1;

c = 21.4;

1 :=10;

Gll := cx(diff(x(t), t)) =
1x(x(t)-(int (x(t-y) *y~ (a-1) *exp(-y/b) /(GAMMA(a)*b~a) , y = 0 .. t)));

Lapl := laplace(Gl1, t, s);

unassign(’X(s)’);

Lpl := subs(laplace(x(t), t, s) = X(s), Lapl);

Y := s -> solve(Lpl, X(s));

Soll := invlaplace(Y(s), s, t);

phexakt := subs(t=x, 1 - subs(x(0)=1-1l*axb/c, Soll));

phdiff := exp(-2%(c-1l*a*b)/(1l¥a*b~2x(a+1))*x);

LKGl := 1*((1/(1-b*r)) a-1)-cx*r;

LK := solve(LKGl, r)[3];

phL := exp(-LK*x);

plot ([phexakt,phdiff,phL], x=0..100, thickness=[0,0,0],
linestyle=[solid,dot,dash], color=[red,blue,green], view=[0..100,0..1]);

Das folgende Maple-Programm wurde zur Erzeugung der Abbildung 4.1 in Beispiel 4.25
verwendet.

81
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restart;

with(plots);

a := 2;

c := 3;

1l := 4;

d :=0.1;

m:=c - 1/a;

s := 2x1/(a~2);

thl := (sqrt((a*xc-1-d) "2+4*axd*c) - (axc-1-d)) / (2%c);

th2 := (sqrt((axc-1-d) "2+4*a*xd*c) + (a*xc-1-d)) / (2xc);

aa := 1/(th1+th2) * log((th2*((1+d)*th2-a*d)) / (thl*((1+d)*thi+a*d)));

V1 := x -> ((a+thl)*exp(thi*x) - (a-th2)*exp(-th2*x)) /
(thi*(a+thl)*exp(thl*aa) + th2x(a-th2)*exp(-th2*aa));

V2 := x -> (a*c-1-d)/(a*d)+x-aa;

V := ‘if‘(x < aa, Vi(x), V2(x));

thiN := (sqrt(m~2+2*d*s)-m)/s;

th2N := (sqrt(m~2+2*d*s)+m)/s;

x0 := 1/(thiN+th2N) * (log(d+m*th2N)-log(d-m*thiN));

ViD := x -> (exp(thlN*x)-exp(-th2N*x)) / (thiN*exp(thiN*x0) +
th2N*exp (-th2N*x0)) ;

V2D := x -> m/d + x - x0;

VD := ‘if‘(x < x0, ViD(x), V2D(x));

plot([VD,V],x=0..20,thickness=[0,0],linestyle=[solid,dot], color=[red,blue],
view=[0..20,0..25]);

Das folgende Maple-Programm wurde zur Erzeugung der Abbildung 4.2 in Beispiel 4.26
verwendet.

restart;

with(plots);
:= 10;
= 21.4;

=0.1;

= 2;

= 1;

c - lxaxb;

:= 1xaxb~2x(a+1);

thiN := (sqrt(m~2+2*d*s)-m)/s;

th2N := (sqrt(m”2+2*d*s)+m)/s;

x0 := 1/(thiN+th2N) * (log(d+m*th2N)-log(d-m*thiN));

ViD := x -> (exp(thiN*x)-exp(-th2N*x)) / (thiN*exp(thiN*x0) +
th2N*exp (-th2N*x0) ) ;

V2D := x -> m/d + x - x0;

VD := ‘if‘(x < x0, ViD(x), V2D(x));

Vi := x -> 2.11881 + x;

V2 := x -> 11.2571%exp(0.039567*x) - 9.43151xexp(-0.079355%x) +
0.094314*exp(-1.48825%x) ;

V3 := x -> 2.45582 + x;

V := “4f‘(x < 1.80303, Vi(x), ‘if‘(x < 10.2162, V2(x), V3(x)));

plot ([VD,V],x=0..20,thickness=[0,0],linestyle=[solid,dot], color=[red,bluel],
view=[0..20,0..25]);

n 8B oo -
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