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Kapitel 1

Risiko- und Ruintheorie

1.1 Einleitung

Die Ruintheorie beschéftigt sich mit der Anfilligkeit eines Versicherungsnternehmens fiir
Insolvenz auf Basis der mathematischen Modellierung des Uberschusses eines Unterneh-
mens. Die Theorie beinhaltet die Berechnung und den Ursprung vieler ruinbezogener
MaBe und Groflen, wie zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit des technischen Ruins oder
die Verteilung des Uberschusses eines Versicherunsunternehmens. Die Ruintheorie kann
als Bereich der angewandten Wahrscheinlichkeitstheorie gesehen werden, da die meisten
Techniken und Methoden auf die der angewandten stochastischen Prozesse basieren.

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfiihrung in die Risikotheorie angefiithrt. Anfangs
wird ein Risikomodell in diskreter Zeit betrachtet und danach gehen wir genauer auf das
klassische Modell, das sogenannte Cramer-Lundberg Modell, ein.

Es soll ein kurzer Einblick in die Modellierung von sogenannten Risikoreserveprozessen
sowohl in diskreter als auch in stetiger Zeit gegeben werden.
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1.2 Das Ruinproblem in diskreter Zeit

1.2.1 Allgemeines

Folgende Ergebnisse wurden aus dem Buch Stochastic Processes for Insurance and Finance
von T. Rolski! u.a. entnommen.

In diesem Abschnitt werden wir den diskreten Risikoreserveprozess

Rn:a:—i-n—l—ZXk neN (1.1)
k=1

betrachten. Die Variable x soll das Anfangskapital zum Zeitpunkt n=0 darstellen und die
Prémie betrdgt 1 im Intervall (n — 1, n]. Die Schiaden Xy im Intervall (n — 1, n] werden in
diesem Modell als unabhiingig und identisch verteilt (iid)* angenommen. Die Verteilung
der Schéden soll desweiteren diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion py = P(X}) sein.

Das Ereignis | J, -, {R, < 0} bezeichnet man als technischen Ruin. Es sei darauf hingewie-
sen, dass in unserem Fall das Ereignis R; < 0 nur dann eintreten kann, wenn py + p; < 1
gilt.

Definition 1.1. Die Ruinzeit T4(x) in einem diskreten Modell ist gegeben durch T4(x) =
min{n € N|R,, < 0}.

Definition 1.2. Die Ruinwahrscheinlichkeit im diskreten Modell sei ¥(z) = P(mq(z) <

Bemerkung:

a) Man nennt ¢(z) := 1 — ¢(x) die Uberlebenswahrscheinlichkeit d.h. die Wahrschein-
lichkeit, dass der technische Ruin nicht eintritt.

lsiehe [1]
2iid bedeutet unabhingig und identisch verteilt
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b) Betrachtet man jedoch nur endlichen Zeithorizont, dann definiert man die Ruinwahr-
scheinlichkeit ¥ (z;n) = P(r4(x) < n). Die Ruinwahrscheinlichkeit in einem unendlichen
Zeithorizont ist oft einfacher zu berechnen und ist aulerdem fiir grofies n eine gute Nahe-
rung beziehungsweise eine obere Schranke fiir ¢ (z;n):  ¥(z;n) < ¥(z).

Anstelle des Risikoreserveprozesses ist es oft hilfreich den Schadeniiberschussprozess zu
betrachten, der wie folgt definiert ist:

k=1 k=1

Die Inkremente Y, = (X; — 1) sind unabhéngig und identisch verteilt. Mit der obigen
Notation gilt nun fiir die Ruinwahrscheinlichkeit:

() = P(max{Si, Sa,...} > x) =P(M > x) (1.3)

wobei M := max{S;, Sa, ...} ist.

Bemerkung :

a) Aus obiger Gleichung erkennt man , dass man das diskrete Ruinproblem als Studium
des Maximums M einer Irfahrt sehen kann.

b) Aus dem Gesetz der Grofien Zahl folgt, dass S, /n — E[Y] f.s.. Daher folgt S,, — oo
f.s., d.h. ¢(z) =1, fur E[Y] > 0. Selbiges kann fiir den Fall E[Y] = 0 gezeigt werden.
Aus E[Y] < 0 folgt, dass S,, — —oo ,d.h. max{0, 51, 5,...} < oo fs. und ¥(z) < 1 fiir
manche u (siehe Gleichung 1.3).

1.2.2 Berechnung der Ruinfunktion im diskreten Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir den Schadeniiberschussprozess {S,} = {>°,_, Y}
mit Inkrementen der Form Y, = X, — 1 und der Konvention Sy = 0. Aulerdem nehmen
wir an, dass E[Y] < 0.

Weiters definieren wir einen stochastischen Prozess S,, := ZZ:1 Yir1 und dessen Maxi-

mum M := max,en{S,}. Da die Prozesse {S,,n € N} und {Sn,n € N} die gleiche Ver-
teilung besitzen, stimmen auch die Verteilungen von M und M iiberein. Man kann leicht

D
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zeigen, dass M < (Yy + M), £s.3 Mit der Notation gy (s) = E(s™) bzw. gx(s) = E(s¥)
werden wir nun im folgenden Theorem die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von
M herleiten und damit das Ruinproblem in diskreter Zeit 16sen (vgl. Gleichung 1.3).

Satz 1.1. Es gilt:

a) Die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von M ist gegeben durch:

(1—s)(1 - E(X))

gx(s) —s

gum(s) = , se(—=1,1) (1.4)

b) M ist zusammengesetzt geometrisch verteilt i.e. M ~ ZGeo(p, Fyy) mit p = E(X)

und PU = k) = P(X > k)ﬁ

Beweis:

a) Wir werden die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von M direkt berechnen:
gur(s) = B(s™) = B (501X 1)
_ E<5<M+X—1>+; M+X—-1> o) + E<5<M+X—1>+; M+X—-1< 0)
:E<5(M+X*1);M+X— 1> o) +E<30;M+X— 1< 0)
:E<3(M+X‘1);M+X— 1> o) +]E<1;M+X— 1< o)
— E<S(M+X—1)) _ E(s(M+X—1);M +X 1< 0) +E(]I(M+X—1<o)>
1

1
= E E(S(M+X)> — g E(S(M+X)7M = O A X - O) +E<]I(M:0/\X=O)>

3(X)4 = max{x,0}
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1 1
= g E(S(M+X)) — g E<1;H(M:O/\X=O)> +E<]I(M:0/\X:0)>

=~ gu(s) gx(s) — - BOM + X =0)+ P(M+X =0)

s—1

e FM X =0)

= gu(s) =

Da gp(s) eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ist, gilt g (1) = 1.

= 1= gM(]-) — lim s—1 Regelvomﬁl’hospital 1

s—1- 8 — gx(s) B 1 —-E(X) P +X=0)

= P(M+X =0)=1-E(X)

b) Zuerst sei darauf hingewiesen, dass die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von U
Folgendes erfiillt

1 1—gx(s)
E(X) 1-s

Also erhalten wir mit (1.4) fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von M:

(1-p(d—s) _ (1-p)(1—5s) _ 1-p
gx(s) —s (s = Dpgu(s) +(1—s) 1—pgu(s)

gu(s) =

Sei nun M = "V, U; , dann gilt:

gu(s) = Es") = Y EGYIN=n)P(N=n) = Y (g0(s))" (1 p) p"

n=0
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=(1=p) L) = =L = guls)

n=0

Aufgrund der eindeutigen Zusammengehorigkeit einer Verteilung und ihrer erzeugenden
Funktion ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen.
O

k
Bemerkung: An dieser Stelle sei auf den Tatsache P(X = k) = gki' hingewiesen.

1.3 Das Ruinproblem in stetiger Zeit

1.3.1 Allgemeines Modell

Im Folgenden betrachten wir einen stetigen Risikoreserveprozess {R;,t > 0} gegeben

durch

N(t)
Ri=xz+pt—)Y U (1.5)
k=0

Wobei folgende Annahmen getroffen werden:

Anfangskapital © € R,

zufillige Schadenzeitpunkte 0 < 01 < 09 < 03 < ... mit der Konvention oy = 0

die Zwischenankunftszeiten sind gegeben durch 7,, := 0, —0,.1 n >0

Strikt positive Schiaden Uy, Us,... zu den Schadenzeitpunkten oy, 09,03, ...

Prémien werden mit konstanter Intensitiat 5 > 0 eingenommen.
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Der Ruinzeitpunkt wird definiert als 7(x) = min{t > 0| R; < 0} und die Ruinwahrschein-
lichkeit ist ¢(z) = P(7(x) < 00).

Definiert man den Schadeniiberschussprozess analog zum diskreten Fall

N(t)
Sp=> Us—pt (1.6)
k=0

mit N(t) = > 451 [{o,<sp und beachtet man, dass Ruin nur bei den Schadenzeitpunkten

o, eintreten kann, dann liefert

M = max 5(t) = max §(on) = max 2 (Ux — BTy) (1.7)

die Ruinwahrscheinlichkeit :

Y(z) =P(r(z) < 00) =P(M > x). (1.8)
1.4 Zusammengesetztes Poisson Modell

In diesem Abschnitt werden wir uns anfangs mit Poissonprozessen und zusammengesetz-
ten Poissonprozessen beschéftigen, um danach das Compound Poisson Modell (Cramer-
Lundberg Modell) untersuchen zu kénnen.

1.4.1 Homogener Poissonprozess

Wir betrachten Zwischenankunftszeiten {7},,n > 1} die unabhingig, identisch exponen-
tialverteilt mit Parameter A > 0, dann ist der Zahlprozess {N(t),t > 0} ein (homogener)
Poissonprozess mit Intensitéat .

Im folgenden Theorem werden wir einige dquivalente und niitzliche Beschreibungen des
Poissonprozessen anfiihren.
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Satz 1.2. (ohne Beweis): Sei {N(t),t > 0} ein Zihlprozess, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) {N(t),t > 0} ist ein Poissonprozess mit Intensitit A

b) Fir allet > 0 und n = 1,2,.. gilt N(t) ~ Poi(\t) und die bedingte Verteilung von
(01,...,00){N(t) = n} ist die Verteilung der Ordnungsstatistik von n iid gleichverteilten
Zufallsvariablen auf [0, ]

c) {N(t)} hat unabhingige Inkremente mit E(N (1)) = X\ und die bedingte Verteilung von
(01, ..., 0,) {N(t) = n} ist die Verteilung der Ordnungsstatistik von n iid gleichverteilten
Zufallsvariablen auf [0, ]

d) {N(t),t > 0} hat unabhdngige, stationdre Inkremente und fir jedes feste t > 0 gilt
N(t) ~ Poi(\t).

1.4.2 Zusammengesetzter Poissonprozess

Wir nehmen weiterhin an, dass {7},} exponentialverteilte iid Zufallsvariablen mit Para-
meter A sind oder dass {N(¢)} ein Poissonprozess mit Intensitét A ist.

Betrachten wir nun einen Gesamtschadenprozess X (t) = ij:(g) Uy, wobei die Einzelschéden
U, iid mit Verteilungsfunktion Fy sind und {U,,n € N} unabhéngig von {N(¢)} ist. Dann
nennt man {X(¢),t > 0} einen zusammengesetzten Poissonprozess mit Charakteristiken
(Aa FU)

Satz 1.3. (ohne Beweis): Sei {X(t)} ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Charak-
teristiken (X, Fyy). Dann gilt:

a) {X(t)} hat stationdre und unabhéngige Inkremente.

b) Die momenterzeugende Funktion von X (¢) ist gegeben durch
mx @ (s) = eMmv®= (1.9)

und weiters gilt: EX (t) = ME(U) bzw. VX (t) = ME(U?).

10
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1.4.3 Ruinwahrscheinlichkeiten im zusammengesetzten Poisson-
modell

Mit Hilfe der vorigen Abschnitte kénnen wir nun das zusammengesetzte Poisson Modell
definieren und schliellich genauer analysieren. In diesem Abschnitt werden wir sowohl
Gleichungen fiir die Ruinwahrscheinlichkeiten, als auch fiir Uberlebenswahrscheinlichkei-
ten herleiten.

Das zusammengesetzte Poisson Modell ist ein Risikolmodell in stetiger Zeit :

N(t)

Ri=xz+pt—)Y U (1.10)

k=0

wobei der Zahlprozess {N(t)} ein Poissonprozess mit Intensitidt A ist und daher der Ge-

samtschadenprozess X (t) = ZkN:(g) Uy ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Charak-
teristiken (A, Fyy) ist.

Der Schadeniiberschussprozess {5, } ist darstellbar als

S(on) = Z (Ux — BT}) = ZYk (1.11)

Wie wir bereits in Abschnitt 1.2 gesehen haben, muss E(Y};) < 0 sein, um ¢(x) < 1 fiir
manche x gewéhrleisten zu konnen. Sei y = E(U), dann muss

E(Y) = E(U) — BE(T) = p — § <0 (1.12)

gelten. Dies ist gewéhrleistet, wenn der relative Sicherheitszuschlag

B
A= 10 1.1
TR (1.13)

erfillt.

Der folgende Satz zeigt uns eine erste Charakterisierung der Uberlebenswahrscheinlichkeit
durch eine Doppelintegralgleichung.

11
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Satz 1.4. (Eine Doppelintegralgleichung): Sei {R(t)} der Risikoreserveprozess des
zusammengesetzten Poissonmodells , dann gilt fir die Uberlebenswahrscheinlichkeit:

_ /0 h /O Bt Bt — 0)AF () Aeap(—M)dE (u> 0) (1.14)

Beweis: Wie im diskreten Fall definieren wir auch hier Sy := Ez 1 Yi, M = maXy—1

.....

, sowie S, 1= Zi:l Y41 und M, :=maxj_o . Sk. Auch hier gilt M, = (Y1 + Mn_1)+.

Also gilt:

P (u) = P(M,, < u) = P((Y1+ My 1)y <u) =P((Y1+ M) < u)
= P(U, — BTy + My,_y < u)

= ftozoo fvoio fn(f:o Lo ptom<uydFyy (m)dFy (v)dEr(t)

= Ji20 Jomo Joneo Lm<u—vipiyd Py, (m)dFy (v)dFr(t)

= 5 [0 e dF g, (m)dFy () dFr (1)

= [0 J 20 Fata s (u+ Bt — v)dFy (v)dFr(t)

Beachtet man nun, dass Fy;,_,(z) = v,_,(x) und dass fiir die Uberlebenswahrschein-
lichkeit ¢(z) = 0 fir z < 0 gilt, so folgt mit dem Satz der monotonen Konvergenz die
Gleichung (1.14). O

Im néichsten Satz werden wir zeigen, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit ¢ (u) auf ganz
R, , aufler an den hochstens abzéahlbar vielen Sprungstellen von Fy;, differenzierbar ist.

Satz 1.5. (Eine Integro-Differentialgleichung): Die Uberlebenswahrscheinlichkeit 1) (u)
ist stetig auf R mit rechts- und linksseitigen Ableitungen ﬁ(j)(u) und Eg)(u) Es gilt:

/wu— VdFy (1)) (1.15)

/ B — y)dFu(y)) (1.16)
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Beweis: Die Gleichung (1.14) lisst sich darstellen als:

h  putpt ) u+pt
P(u) :/0 /o E(u—l—ﬂt—v)dFU(v)-Aexp(—At)dH—/ /0 Y(u+Bt—v)dFy (v)-Aexp(—\t)dt

h

Substitulert man nun ¢ — t + h:

h  putpBt
P(u) = /0 /0 P(u+ Bt —v)dFy(v) - Aexp(—At)dt

o prutB(t+h)
+/0 /0 (u+ Bt +h) —v)dFy(v) - Aewp(=A(t + h))dt

h putBt B
P(u) = /0 /0 (u+ Bt —v)dFy(v) - Aexp(—At)dt + ¥ (u + Bh) exp(—Ah)

Aus dieser Gleichung folgt mit » — 0 die Rechtsstetigkeit von ¢ (u). Durch geschicktes
Umformen bekommt man die Gleichung:

U(u+ Bh) —P(u)
Bh

1 —exp(—

h  putft
5 =t om) (P [ G st renp( -t

Also haben wir gezeigt, dass 1(u) rechtsseitig differenzierbar ist und durch h — 0 folgt
Gleichung (1.15). Man kann die Linksdifferenzierbarkeit auf analoge Weise zeigen. O

Da obige Integro- Differentialgleichung sowohl Ableitungen als auch Integrale enthélt, ist
sie praktisch nicht leicht l6sbar. Daher werden wir im Folgenden versuchen den Ablei-
tungsterm loszuwerden.

Satz 1.6. (Eine einfache Integralrechnung): Die Ruinfunktion 1(u) erfillt die Inte-
gralgleichung:

B o) = A [ Pl + [ iu—a)Fulo)ie) (1.17)

13
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Beweis: Betrachten wir zuerst die etwas umgeformte Gleichung (1.15):

ga ) = () /1/):10— VAFy (y) (1.18)

und integrieren diese iiber das Intervall (0, u].
Linke Seite:

Rechte Seite:

/Ou Y(z)dr — /:0 yxo Uz — y)dFy(y)dz

SatzvogFubini / E(]})dl‘ _ / E((L’ — y)d{L’ dFU(?J)
0 y—O =y

— /0 ua(x)dx— /y ZO ZZOyE(Z)dzdFu(y)

Satz von Fubini /O " D)z — /:0 /yioz dFy(y)i(2)dz

— [ M= Bt a)pts = [ (1 Fola)iBu - 2)ds

_ / Fola)(1 - (u — 1)z

Fiigt man nun linke und rechte Seite zusammen, so erhélt man:

(T(u) — T(0)) = / “Fu(@)(1 — (- 2))da (1.19)

14
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Eine Formel zur Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit fiir Anfangskapital v = 0 erhilt
man, wenn man in Gleichung (1.19) v — oo, sodass ©(u) — 1. Man erhélt schlielich

— E(U) A E(U) A
50 =1 - EOX w0y = ED (1.20)
B B
Setzt man nun diese Formel fiir ¢/(0) in Gleichung (1.19) ein, dann folgt durch geschicktes
Umformen unmittelbar die gewiinschte Integralgleichung. 0

Bemerkung: An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Ruinwahrscheinlichkeit bei
Anfangskapital v = 0 (siehe (1.20))nur von der erwarteten Schadenhéhe und nicht von
der Verteilung eines Einzelschadens ab.

1.4.4 Pollaczek-Kinchin Formel

In diesem Abschnitt werden wir eine Formel zur Berechnung der Ruinwahrscheinlich-
keit, die sogenannte Pollaczek-Kinchin Formel, herleiten. Zuerst berechnen wir jedoch die
Laplace-Transformierten von v und :

Ly(s) = /OOO Y(u) exp(—su)du  bzw. Ly(s) = /OOOE(U) exp(—su)du (1.21)

Beide Integrale machen natiirlich nur fiir s > 0 Sinn . Desweiteren gilt der elementare
Zusammenhang:

Ly(s) = /000 (1 —(u)) exp(—su) du = L L5(s) (1.22)

S

Satz 1.7. Die Laplace Transformierten von Ly(s) und Ly(s) sind gegeben durch

b — Au

= B I —10(5) fiur s >0 (1.23)

Ly(s)

und

58— Au

T B A0 =1y (5)) fur s >0 (1.24)

LE(S) = 1/8

15
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Bemerkung: Wir bezeichnen mit lU( ) die Laplace-Stieltjes-Transformation des Einzel-
schadens U, also: ly(s) = [, exp(—sy)dFy(y)
Beweis: Wir werden in diesem Beweis die Laplace-Transformierte fiir die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit 1) herleiten und dann mit Hilfe von (1.22) auf die Laplace-Transformierte der

Ruinwahrscheinlichkeit schlieen. Wir betrachten die Integro-Differentialgleichung (1.15)
und transformieren die linke und rechte Selte

Integro-Differentialgleichung (1.15): w+ ( = — / U(u —y)dFy(y))

Linke Seite:

0

/0 Eg)(u) exp(—su)du part Integration exp(—su)ﬁ(u)‘oo + S/O () exp(—su)du

= —(0) + s Ly(s)

Rechte Seite:

2 ( /UOO ¥ (u) exp(—su)du — /:o exp(—su) /yio Ylu- y)dFU(y)du>

=0

Fubzm / / exp Su — y)du dFU(Z/))
y=0 Ju=y

fu=uty| >\ / 0/u oeXp u+y))E(u)dudFU(y)>

= %<L¢(s) — /y: exp(—sy)dFy(y) /J: exp(—su)ﬂ(u)du)
) lo(s) 8 L5(s) ’
A
= 5(L5() ~ Lg(3)iu(s))

Fiigt man nun die linke und rechte Seite zusammen, so gilt:

16
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—(0) + s L(s) =

| >

O ZOD)

& —B9(0) + Ly(s) (55 A+ AlU(s)) —0

B B — Au
© Bs— M1 —1y(s))

& Ly(s) fir s >0

Die letzte Gleichheit folgt aus (1.20), wobei p wieder den erwarteten Einzelschaden E(U)
darstellt. U

Satz 1.8. (Pollaczek-Kinchin Formel): Fir jedes u > 0 gilt:

() = (1—p) 3 p"Fi(z) ,wobei (1.25)

P="5 Fy(z) = %ff Fu(y)dy und p =E(U)

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir wieder die Integralgleichung (1.17)
und bilden die Laplace-Transformation auf beiden Seiten.

IREVFEPY

Ly(s) 3 Lz, (s) + 3 Ly(s)Lg,(s)
B
TRV
1 3 7

d.h. L(s) ist die Laplace-Transformierte der Tail-Funktion einer zusammengesetzten Geo-
metrischen Verteilung mit Charakteristiken (p, F,). Die Behauptung folgt nun aufgrund
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der eindeutigen Zusammengehorigkeit zwischen Verteilungsfunktion und ihrer Laplace-
Transformierten. O

1.4.5 Lundberg Schranken

Wie wir in den vorigen Abschnitten gesehen haben, ist es grundsétzlich schwierig die
Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (u) exakt zu bestimmen. Daher werden wir in diesem Kapitel
Schranken fiir die Ruinwahrscheinlichkeit im zusammengesetzten Poissonmodell bestim-
men.

Wir betrachten wieder den Schadeniiberschussprozess S(t) fiir t > 0 des zusammengesetz-
ten Poissonmodells. Da der Gesamtschadenprozess X(t) ein zusammengesetzter Poisson-
prozess ist, konnen wir die momenterzeugende Funktion von S(t) angeben als:

mg)(s) = E(exp(s - S(t))) = exp(t(A(my(s) — 1) — Bs)) (1.26)
S(t) ist also ein zuammengesetzter Poissonprozess mit Charakteristiken (A¢, Fy) und Shift
—[t.

Wenn my(sg) < oo fiir ein s¢ > 0, dann ist die Funktion

f(r) = Xmy(r) —1) = gr (1.27)
beliebig oft differenzierbar auf (—oo, s¢). Sie wird oft Cramer-Lundberg-Funktion genannt.
Insbesondere ist f(0) = 0, die erste Ableitung an der Stelle Null ist strikt kleiner Null,

wenn der Sicherheitszuschlag positiv ist. Die zweite Ableitung von f ist strikt grofer Null.
Das bedeutet f(r) ist eine konvexe Funktion.

FO) = mP(r) = 8= FO0) =\u—B<0 (1.28)
fAr) = )\mg)(r) = AE(U?exp (sU)) > 0 (1.29)

Existiert eine zweite Losung ro # 0 mit f(r9) = 0, dann ist diese eindeutig und strikt
positiv. Wir nennen diese Losung, wenn sie existiert, Anpassungskoeffizient oder Lundberg
Koeffizient.

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage nach Voraussetzungen, die die Existenz eines Lundberg
Koeffizienten sichern. Der folgende Satz liefert uns ein solches Kriterium.
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Satz 1.9. Angenommen es existiert ein roc € RU {00}, sodass my(r) < oo fir r < ro
und lim,+, my(r) = co. Dann existiert der Lundberg Koeffizient ry.

Beweis: Aufgrund der Eigenschaften der Funktion f(r), die wir am Anfang des Abschnitts
diskutiert haben, miissen wir nur zeigen, dass lim,,._ f(r) = oco.

Der Fall ro, < oo ist klar.
Der Fall ro, = co: Wihle ein a so, sodass Fyy(a) < 1 dann gilt:

my(r) = /000 exp(ra)dFy(z) > /OO exp(ra)dFy(z) > /OO exp(ra)dFy(x) = exp(ra)Fy(a)
(1.30)

Also bewegt sich my (r) sicher schneller gegen co als jede lineare Funktion. U

Solche Existenzbedingungen fiir den Lundbergkoeffizienten sind sehr wichtig, da sie allge-
meine Abschétzungen fiir die Ruinwahrscheinlichkeiten erméglichen. Folgender Satz liefert
eben (unter der Existenzvoraussetzung des Lundbergkoeffizienten) eine obere und untere
Schranke fiir die Ruinwahrscheinlichkeit im zusammengesetzten Poissonmodell.

Sei zg :=sup {x : Fy(z) < 1}.
Satz 1.10. Angenommen der Lundbergkoefizient rq > 0 existiert. Dann gilt:

a-exp(—ron) < o(u) < ayexp(—rou) (1.31)

fiir alle w > 0, wober

Ly el [FFu(u)dy )

z€[0,z0) fxoo exp(roy)ﬁU(y)dy

Der Beweis dieses Satzes erfolgt iiber die Theorie von zusammengesetzt geometrischen
Zufallssummen, wird hier jedoch nicht angefithrt. Der Leser sei auf Seite 170 von [1]
verwiesen.

Da sich die exakte Berechnung des Lundberg Koeffizienten oft als schwierig herausstellt,
ist es sinnvoll sich Schranken fiir den Anpassungskoeffizienten herzuleiten. Der néchste
Satz, der aus dem Buch ,An Introduction To Mathematical Risk Theory“* von Hans U.
Gerber entnommen wurde, liefert uns sowohl eine obere als auch eine untere Schranke.

4siehe[2]
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Satz 1.11. Sei A der Sicherheitszuschlag des zusammengesetzten Poissonmodells (also A

g .
=—-1 :
NE() ), dann gilt
a) Ezistiert ro, dann gilt: ro < 2AE(U2)

1
b) Ist U; < k konstant = rq existiert und es gilt: ro > z log(1+ A)

Beweis: a) Betrachten wir die ersten Summanden der Exponentialreihe, dann gilt die
2,.2

Abschétzung exp(rz) > 1+ rz + % Also folgt

E(exp(rU)) > 1+ rE(U) + TQE;U2)
und
f(r) = Xmo(r) =1) = pr = AM(1 + rEU) + TQ]E;UQ)) — 1) — pr =:g(r).

Die Funktion g(x) erfiillt dieselben Eigenschaften wie f(x) i.e. g(0) = 0, ¢®M(1) < 0
und g(x) ist ebenfalls konvex. Aufgrund dieser Eigenschaften und der Tatsache, dass

E
f(r) > g(r) gilt fiir die Nullstelle r; = 2)\$ von ¢g(r) sicher, dass ro <1 .

b) Die Beweisfithrung fiir den zweiten Teil des Satzes erfolgt analog, wobei man die
Abschétzung  exp(rz) < %exp(rk’) +(1— %) exp(0) verwendet. Es muss noch gezeigt

werden, dass g in diesem Fall existiert. Da die Einzelschaden U; beschrénkt sind, existiert
die momenterzeugende Funktion my (r) fiir alle » > 0. Wihle ein a, sodass Fy(a) < 1
dann gilt:

my(r) = /000 exp(ra)dFy(z) > /OO exp(ra)dFy(z) > /OO exp(ra)dFy(z) = exp(ra)Fy(a)
(1.33)

= f(r) = A(my(r) — 1) = Br > Aexp(ra)Fy(a) — 1) — Br "5 o

Damit ist auch die Existenz des Anpassungskoeffizienten gezeigt. O
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1.5 Diffusionsapproximation

Wir werden in diesem Abschnitt eine Diffusionsapproximation des Compound-Poisson
Modells motivieren. Die Idee dahinter ist den Schadeniiberschussprozess durch Diffusion
zu approximieren und dann zum Beispiel durch Anpassung der ersten beiden Momente
die Approximation durchzufithren. Als Grundlage dieses Abschnittes wurde Kapitel TII
des Buches , Ruin Probabilities* von Soren Asmussen® herangezogen.

Ein mathematisches Werkzeug zur Motivation der Diffusionsapproximation ist Donsker’s
Theorem: Fiir eine einfache Irrfahrt {S;}, _ in diskreter Zeit mit Drift p = E(ST) und
Varianz 02 = V(S7) gilt ndmlich:

{UL\E(SE;CJ —tcu)} . Dy (Wol)}ey  fire - oo (1.34)

, wobei die Konvergenz in der Verteilung gemeint ist und der Prozess {W¢(t)},., sei eine
Brownsche Bewegung mit Drift ( und Varianz gleich 1. -

Wir betrachten also nun ein Compound Poisson Modell der Form

N (1)
Ri=z+pt—» X (1.35)
k=1

mit dem Schadeniiberschussprozess

N ()
Sp=> Xp—pBt (1.36)
k=1

, wobei 8 wie im vorigen Abschnitt die Pramienintensitdt modelliert. Wir werden im
Folgenden p > 0 als die Préamienintensitdt ohne Sicherheitszuschlag (critical premium
rate) bezeichnen, d.h. :

p=E(Y1) = XE(X))

, wobel Y; = ZkN:(tl) X, bezeichnet.

Ssiehe [3]
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Satz 1.12. Fiir das CP-Modell gilt fir 5\, p folgende Konvergenz in der Verteilung:

e D
?S(ta)Q — {W—l(t)}tzo (1.37)
2 >0

wobei = pg = p— B und 0? = V(Y;) = AE(X?).
{W_i(t)},5o bezeichnet eine Brownsche Bewegung mit Drift -1, dh. es gilt W_i(t) ~
N(=t,t).

Bemerkung: Betrachtet man (1.37), dann erkennt man, dass der Schadeniiberschussprozess
des CP-Modells bei sinkender Skalierung (d.h. Schadenhohe sinkt) und immer schnelle-
rem Zeitdurchlauf (impliziert haufigere Schiden) in der Verteilung gegen eine Brownsche
Bewegung mit Drift konvergiert.

Beweis: Im ersten Schritt beobachten wir, dass folgende Konvergenz in der Verteilung gilt:

N (tc)

1 1
{a_ﬁ(st(f)_tc“ 5>}t20: SV | 25 e e telo =) .
1 D
~{aaf, B e e

mit ¢ = cg — oo fiir B\ p.

Diese Verteilungskonvergenz lésst sich mit (1.34) und folgenden Ungleichungen erkléren.
Fiir n € N und Schrittweiten h > 0 gilt:

St —ph <SP <SP, +ph (1.39)

Um diese Ungleichungen zu zeigen sei u,v > 0. Dann gilt:

S0y > S0~ pv (1.40)
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Diese Abschétzung gilt, da Si_,, — S? sein Minimum bei —pv annimmt (in diesem Fall
treten keine Schiaden auf). Insbesondere gilt fiir t = nh+ v mit 0 < v < h (d.h. nh <t <
(n+1)h):

Spn—hp < Sp—vp < Sp,, = ST
Die letzte Abschitzung folgt aus (1.40). Die rechte Ungleichung in (1.39) folgt analog.

2

Definieren wir nun ¢ = cg = (0—6)2, dann gilt die Forderung cg — oo fiir # — p und
p —_—
Einsetzen in (1.38) liefert:
1 ®) o’ lp— B o’
o g |:St02/(pﬁ)2_t(p_/8)2(p_/8) O' St0'2/p B2+t| —/6|
lp— B >0

{\p il [StJQ/pﬁ)}+t} 25 {Wo(t)}so

— {|Pg—26| [Stcrz/(P—ﬁ)Q}} = AWo(0) — t} im0 = {W-1 (D)} 12
0

Bemerkung: Die Eigenschaft (1.38) impliziert insbesondere die Verteilungskonvergenz
P
ﬁ 2N (0,0?) fiir t — oo. Da der Schadeniiberschussprozess des CP-Modells stati-

ondre und unabhéngige Inkremente besitzt, kann man fiir n € N und Schrittweiten h > 0
mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes diese Konvergenz folgern. Schliellich kann man
diese Eigenschaft durch geeignete Abschéitzungen

p p "’

Vnh = \/%_\/(n—i—l)h

auf einen stetigen Zeithorizont ausweiten.

Wir haben also den Zusammenhang zwischen dem Schadeniiberschussprozess des CP-
Modells und einer Brownschen Bewegung mit Drift motiviert. Die Diffusionsapproxima-
tion kann nun, wie oben erwiahnt, durch Anpassung der ersten beiden Momente erfolgen.

23



KAPITEL 1. RISIKO- UND RUINTHEORIE

Man betrachtet nun den Reserveprozess Et = v + ut + oW, anstatt des urspriinglichen
Prozesses Ry = x + [t — Ziv:(tl) Xy, wobei die Parameter y und o wie folgt hergeleitet
werden kénnen:

Ri=R <= a-S=x+put+oW(t)

= —Si=put+oW(t)

2 S =t oW(1)
= p=E(-51)=E@B-Y1)=75- ) E(X))

— > =V(=5)) =V(S)) = AE(X?)

Wir werden der hier angefiithrten Diffusionsapproximation des CP-Modells im Kapitel
4 wieder begegnen, wo wir die optmale Dividendenstrategie in einem Diffusionsmodell
bestimmen werden.
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Kapitel 2

Stochastische Kontrolltheorie

2.1 Stochastisches Kontrollproblem

Dieses Kapitel behandelt ,,Stochastische Kontrolltheorie“ auf Basis des Skriptums ,,Sto-
chastic Control With Applications To Financial Mathematics® von Jérn Sass ! und der
Vorlesung , Stochastische Kontrolltheorie* von Dr. Peter Grandits an der TU Wien im
Wintersemester 2009/2010.

Es sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und eine Filtration F, die die iiblichen Be-
dingungen? erfiillt, gegeben. Sei T > 0 der Zeithorizont und W = (W,),ep0,r] eine m-
dimensionale Brownsche Bewegung.

Desweiteren verwenden wir folgende Notation:

e Ein Kontrollprozess u; ist ein F - progressiv messbarer Prozess mit Werten in U C

RP.
e Der n - dimensionale Zustandsprozess X = (X;)cjo,r) gegeben durch eine SDE? der
Form
dX; = b(t, Xy, u) dt + o (t, Xy, u) dW,  mit Xo = xg , wobei (2.1)
Isiehe [4]

2Unter ,iibliche Bedingungen“ versteht man Rechtsstetigkeit und Vollstindigkeit.
3SDE bezeichnet eine stochastische Differentialgleichung
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b :[0,7] x R* x Y — R™ und
o: [0,T] xR*xU — R™™

Um die Abhéngigkeit des des Zustandsprozesses vom Kontrollprozess hervorzuhe-
ben, verwendet man oft die Notation: X; = X}

e Das Zielfunktional, welches wir optimieren wollen, ist gegeben durch:

J(t,x,u) =E {/t o(s, Xs,us)ds + (T, X7)| Xy =« (2.2)

, wobei man ¢ als laufende Kosten und 1 als Endkosten bezeichnet.

e Die Menge aller zuldssigen Kontrollprozesse wird mit A(¢, x) bezeichnet und bein-
haltet alle Kontrollprozesse (us)scfe,r), fiir die (2.1) eine eindeutige, starke Losung
hat und das Zielfunktional (2.2) wohldefiniert ist.

e Die Wertfunktion eines Kontrollproblems ist definiert als

V(t,z) = sup J(t,z,u) (2.3)

u€A(t,x)

Unser Ziel ist es nun ein V(0, z9) und einen zuldssigen Kontrollprozess u* aus A(0, z¢) zu
finden, sodass der optimale Wert erreicht wird, also: V' (0, z) = J(0, zq, u*).

2.2 Dynamische Programmierung

Wir werden in diesem Amschnitt ein sehr wichtiges Werkzeug zum Losen von stocha-
stischen Kontrollproblemen kennenlernen, das sogenannte Bellman-Prinzip. Doch zuvor
werden wir noch einige vorbereitende Erkenntnisse erlangen.

2.2.1 TIto-Diffusionen und ihre Generatoren

Wir gehen wieder von einer n - dimensionalen SDE aus
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dXt = b(t, Xt) dt + 0o (t, Xt) th s (24)

wobei W = (Wt)te[()ﬂ eine m - dimensionale Brownsche Bewegung beschreibt und die
messbaren Diffusions- und Driftkoeffizienten

b:[0,00) x R" - R™ und
o :]0,00) x R® — R™™ fiir eine Konstante K > 0 und alle z,y € R", s, >0

16Cs, ) = o(t, )| + [lo(s, ) — ot y)l| < K(lly — 2l + [t = s]]) (2.5)

ot 2)1” + llo (¢, 2)|I” < K21+ |l2]) (2.6)

erfiillen. Unter diesen Bedingungen hat die SDE 2.4 eine eindeutige starke Losung, die
wir [to Diffusion nennen.

Wir bezeichnen die Diffusionsmatrix eines Ito-Prozesses beziiglich des Diffusionsterms
o(t,x) mit a(t,x) :

a(t,z) == o(t,z)o(t,z)" (2.7)

Wir fithren nun folgende Notation ein:

E:.(Y)=E(Y|X; = x) bzw. E.(Y)=E(Y|X, = x)

Satz 2.1. Sei X eine zeithomogene Ito-Diffusion und die Funktion f : R"™ — R messbar
und beschrdinkt, dann gilt:

a) Fir alle w € Q gilt:

E, [f(Xea)|F] (@) = Ex [F(X)] fiir 5> 0 (2.8)

b) Sei T eine Stoppzeit mit (T < 00)

By [f(Xri)|Fr] (W) = Ex, ) [f(Xo)] fiir s20, we (2.9)
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Beweis:
a) Fir r > t gilt

X, (w) = Xi(w) + /tr b(X,) du + /tr o(X,)dW,.

Schreiben wir nun aus Griinden der Eindeutgkeit X, (w) = X*t(w), dann wollen wir
damit ausdriicken, dass der Startwert zum Zeitpunkt t gleich X; ist. Definieren wir uns
zusiitzlich F(x,t,r,w) = XXt (w) fiir r > ¢, dann gilt:

X, (w) = F(Xy, t,r,w) fiurr>t

Da w — F(z,t,r,w) unabhéngig von der Filtration F; ist, konnen wir (2.8) schreiben als
E[f(F(X,t t+ s,w))|Fi] = Eeex, [f(F(z,0,s,w)] (2.10)

Setzt man g(x,w) = fo F(x,t,t + s,w), so ist g(z,w) als Zusammensetzung messbarer
Funktionen messbar. Wir konnen also g punktweise beschrinkt mit Funktionen der Form

S ¢r(z)¢k(w) approximieren.

Unter Verwendung der Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes erhalten wir:

E[g(Xow)l 7] = E [lim ) ou(X:)un(w) |7

= limz O (Xe)E [ (w)] F]

= limZE [E [¢x(y)r(w)|F] ly = X4
=E[E [g(y,w)|F] ly = X4
=Eg(y,w)ly = X/

=E,_x, [9(y,w)]

Insgesamt erhalten wir also mit der Zeithomogenitat von X;:
E[f(F(X,t,t+s,0))|F] = Ey—x, [f(F(y, 1,1+ 5,0))]
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= EyZXt [f(F<y’ 07 S,UJ))] : (211)

b) Die Gleichung (2.9) folgt aus analoger Beweisfithrung wie im ersten Teil. O

Bemerkung: Die Eigenschaft (a) nennt man Markoveigenschaft und (b) nennt man die
starke Markoveigenschaft. Die Eigenschaft (a) bedeutet, dass die zukiinftige Entwicklung
nach dem Zeitpunkt t nicht von der gesamten Information F; abhéngt, sondern nur vom
Wert X;.

Definition 2.1. Der infinitesimale Generator L von X ist definiert als

Lf(s.2) = lim ez M6 X] = [(5,2)

lim P fir alle s >0, x € R", (2.12)

wobei der Definitionsbereich Dy = {f : [0,00) x R" — R|Lf(s,z) existiert fur alle sund x}

Definition 2.2. Der Partielle Differentialoperator L ist definiert durch

0 " 0 1 < o?
L = a—i- ;bla—xz—i- 51223 ai’j—al‘iaxj (2.13)
2
und wirkt auf CH? = {f :[0,00) x R™ — R‘g of und oJ sind stetig fur i,7 =1,... ,n}

ot 7 Oxz (‘)xz&rj
Der Operator erfiillt:

Lf(t,z)= g—{(t,x) + Df(t,x) - b(t,x) + %tr((DZf(t, x)) - a(t,z)) (2.14)

wobei D f den Gradienten von f bezeichnet und D?f die Hesse-Matrix von f.

Bemerkung;:
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a) Die Ito-Formel kann geschrieben werden als:

df(t, X)) = Lf(t, X;)dt + Df(t, X,) - ot, X;)dW, (2.15)

b) Der einfachste Fall: Sei n = 1 und Zeitunabhéingigkeit vorausgesetzt, dann gilt:

0 1 0?

Der néchste Satz beschreibt einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem infinitesimalen
Generator L und dem partiellen Differentialoperator L.

Satz 2.2. Sei f € C'? und es gelteVu >t > 0, t €R

Et7x[/tu|£f(s,Xs)}ds} <oo und ]Em[/tu‘Df(s,Xs)-o(s,Xs)fds] < oo (2.17)

Dann ist f € Dy, und Lf(t,z) = Lf(t,x) firt > 0, z € R™

Beweis: Man betrachte die Ito-Formel in der Gestalt (2.15) und setze diese fiir f(¢, X;) in
die Definition des infinitesimalen Generators sein. Aufgrund der Bedingungen (2.17) des
Satzes ist garantiert, dass alle vorkommenden Integrale existieren und die Behauptung
folgt nun unmittelbar. 0

Bemerkung: Falls f € C*? und kompakten Triger besitzt, gilt Satz 2.2 immer.

Der Vollstandigkeit halber sei noch folgender wichtiger Darstellungssatz angegeben, der
in der Praxis oft sehr niitzlich sein kann.

Satz 2.3. (Dynkin Formel): Sei f € CY? mit kompaktem Triger und T Stoppzeit, sodass
E.(T) < 0o. Dann gilt:

E.[f(r, X,)] = f(0,2) —HEI[/T Lf(s,Xs)ds (2.18)

0
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2.2.2 Grundidee der dynamischen Programmierung

Dieser Abschnitt dient zur Motivation der, fiir uns sehr wichtigen, Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung, auf welche wir auch oft in den folgenden Kapiteln zuriickgreifen
werden.

Bellman Prinzip:

t1
V(t,x) = sup Em[/ o(s, X, us)ds + V(tl,th)] (2.19)
u€A(t,x) t

Das Bellman- Prinzip ist so zu interpretieren, dass optimales Verhalten im Intervall [¢, ]
auch global optimal ist, wenn man sich auch nach ¢; optimal verhélt.

Um nun die Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung zu motivieren, sei V (¢, X) € C*?. Wendet
man nun die Ito-Formel auf V (¢, X;) an, so folgt:

t1 t1
V(t,x) = sup Em[/ o(s, Xs,us)ds + V(t, Xy) + / Vi(s, Xs) ds
u€A(t,x) t t

t1 t1
+/ b(s,ms,us)DV(s,Xs)ds+/ o(s, Xs,us)DV (s, Xs) dWj
t t

+%/tl tr(a(s,X57u5)D2V(S,X8) ds):| (220)

, wobei a wieder die Diffusionsmatrix des Prozesses X; bezeichnet:
T
a(s, X, us) = o(s, X, us)o(s, X, ug)" .

Desweiteren nehmen wir an, dass fttl o(s, Xs,us)DV (s, Xs) dWy ein Martingal ist, also
Erwartungswert gleich 0 besitzt. Auflerdem gilt V' (¢, X;) = V (¢, z) unter E;, und daher
lasst sich (2.20) wie folgt schreiben:
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t1 t1
0 = sup Etx[/ (s, X, us) ds +/ Vi(s, Xs) ds
) t t

u€A(t,x

t1 1 t1
+/ b(s,xs,us) DV (s, Xs) ds + 5/ tr(a(s,Xs,uS)DQV(s,XS)ds)] (2.21)
t t

Dividieren wir nun die Gleichung (2.19) durch ¢; — ¢ und gehen zum Limes ¢; \ ¢ tiber,
dann gilt - unter der Annahme, dass man den Limes mit Supremum und Limes mit
Erwartungswert vertauschen kann:

0 = sup {gp(t,:p,u) + Vi(t,z) + b(t,z,u)DV (t,z) + %tr(a(t,x,u)DQV(t,x))} (2.22)

ueU

Definition 2.3. Der Operator L" sei definiert durch:

LUf(t ) = %(t,x) + Df(t,z) - b(t,z,u) + %tr((DQf(t, x))-a(t,xz,u)) (2.23)

Das bedeutet die Gleichung (2.20) lasst sich wie folgt darstellen:

0 =sup{eo(t,z,u) + LV (t,x)} (2.24)

uel

Man nennt diese Gleichung beziehungsweise dquivalent dazu die Gleichung (2.22) die
Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung.

Wir haben also gezeigt, dass unter bestimmten Annahmen die Wertfunktion V (¢, z) eine
Losung der HJB-Gleichung ist. Umgekehrt konnte man sich fragen, ob bzw. unter wel-
chen Voraussetzungen eine Losung der HJB-Gleichung die Losung eines Kontrollproblems
darstellt. Folgende Verifikationstheorme lieferern uns solche Voraussetzungen.
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2.3 Verifikationstheorem fiir endlichen Zeithorizont

Wir betrachten ein stochastisches Problem, wie wir es im Abschnitt 2.1 eingefiihrt haben.
Der Zustandsprozess ist gegeben durch

dXt = b(t, Xt, Ut) dt + 0o (t, Xt, Ut) th mat XO = X (225)

Das Zielfunktional ist beschrieben durch

T
J(t,x,u) =E {/ o(s, Xs,us)ds +V(T, X7)| X: = x| . (2.26)
¢

mit der zugehorigen Wertfunktion:
V(t,z) = sup J(t,x,u). (2.27)
u€A(t,x)

Zuerst werden wir spezifizieren welche Bedingungen ein zuléssiger Kontrollprozess erfiillen
muss.

Der Kontrollprozess u ist zulissig i.e. u € A(t, x), wenn gilt:

o : . : T
o u = (Uy)sef,7] ISt €in progressiv messbarer Prozess mit Werten in U/, sodass E [ Ji s H2d8} <
0.

e (2.25) hat eine eindeutige starke Losung (X )sepe,r) mit X; = z und erfiillt B, [sup,< <7 [| X;|]*] <
0.

e Das Zielfunktional J(t, x, u) ist wohldefiniert.
Satz 2.4. (Verifikationstheorem): Angenommen o(t,x,u) und ¢(t,x,u) erfillen

o [lo(t,z,u)l> < Co(1+[lz|* + |[ull*) und

o o st stetig und erfillt |p(t, x,u)||* < Cu(1+ ||z||* + ||ul?)
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fir C,, C, >0 und fiir allet >0, x € R", u € U.
Dann gilt:

(i) Falls eine Funktion ®(t,x) € C'? stetig auf [0, T] x R™ ist mit ||®(t, z)| < Co(1+||z|?)
und die HJB- Gleichung und die Randbedingung erfillt i.e.

0= sup {(,D(t, Z, U) + Luq)(ta "L‘)}
uel

O(T,x) =V(T,z),z € R"

dann gilt fir alle t € [0,T), z € R™ :
B(t,) > V(t,2)

(11) Falls es einen Mazimizer u(t, z) der Funktion u — @(t,x,u) + L*®(t,z) gibt, sodass
gilt uy = u(t, X;) und u* ein zuldssiger Kontrollprozess ist, dann gilt:
O(t,z) =V (t,x) furallet€]0,T) undz € R"”

und u* ist die optimale Strategie i.e. V(t,x) = J(t,x,ub"), wobei u " = (u})scppr) €
A(t,x) und X die Lisung von (2.25) fir die Kontrolle u* ist.

Beweis:

(i) Wir fixieren ¢ € [0,7] und = € R™. Desweiteren definieren wir uns

T, =T ANinf{s >t:[|X;— X¢|| >n}, neN

Aus der Ito- Formel fiir X; = x folgt fiir eine beliebige zuldssige Strategie u:

@(Tn,XTn):(ID(t,:(;)—l—/ L“S@(S,Xs)ds—i—/ DO (s, X)o (s, Xoyus)dWs  (2.28)
t t

Mit der Beschrianktheit von X auf [¢,7,], der stetigen Differenzierbarkeit von ® und der
Zuléssigkeit von u kann man folgern, dass E., [[,™ [D®(s, Xs)o(s, X, us)|?ds] < oc.
Genaugenommen ist D® wegen der vorausgesetzten Steigkeit und der Beschrénktheit der
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Argumente ebenfalls beschrinkt. Zusétzlich gilt laut Voraussetzung, dass ||o(t, z,u)|* <
C, (1 + [|z]|* + |Jul|*). Also kénnen wir mit der Zuléssigkeit von u wirklich folgern, dass
Eeo [ |D®(s, Xs)o (s, X, us)||?ds] < oc.

Damit ist das stochastische Integral in obiger Ito- Formel ein Martingal, fiir das gilt:
E, . {/ D(I)(S,XS)O'(S,XS,US)dWS} =0
t
Durch Anwendung des Erwartungswertes lisst sich Formel (2.28) schreiben als:

Epy [®(70, X, )] = (£, 7) + Ers MT L ®(s, Xs)ds] (2.29)

Betrachten wir nun:
E, . {/ o(s, Xs,us)ds + (I)(Tn,XTn):|
t

(2.29

-29) E; . [/ (s, X, us) + O(t, ) +/ L“SQD(S,XS)ds}
¢ ¢

=O(t,z) + E; / o(s, Xs,ug) + L D(s, X;) ds
t g

~~
<0, stehe HJB—Gleichung

< ®(t, 1) (2.30)

Wir kénnen obige Abschitzung treffen, da u, € U fiir s € [¢t,T] und ® laut Voraussetzung
die HJB- Gleichung erfiillt.

Lassen wir nun n gegen Unendlich gehen, also 7,, — T', dann gilt:

[ et Xewds 00, Xo)| < [ lels X s + 005, X))
t t
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= C«p/ (L4 lsl® + [usl*)ds + Ca(1 + [ X7, [)
t

<C, [l + s + o1+ sup |IX.IF) (231)

Die zweite Ungleichung gilt aufgrund der Forderungen , die wir an ¢(s, X, us) und ®(¢, x)
gestellt haben. Wir erhalten also durch die obigen Abschétzungen eine von n unabhéngige
Majorante, die aufgrund der geforderten Bedingungen fiir zuléssige Kontrollen integrierbar
ist.

Wir konnen nun mit Hilfe des Satzes der dominierten Konvergenz und der Stetigkeit von
® folgern, dass gilt:

Tn T
lim E;, [/ o(s, Xs, us)ds + P(7,, Xﬂl)] =E;:. [/ o(s, Xs,us)ds + (T, X7)
t t

n—oo

T
=FE, {/ o(s, X, ug)ds + V(T XT)]
t

(22 1t vu) < B, a)

Die zweite Gleichheit folgt aus der Randbedingung ¥ (7, Xr) = ®(7, X7). Bildet man

nun das Supremum iiber alle zuldssigen Kontrollprozesse u, dann folgt die gesuchte Un-
gleichung

V(t,z) < ®(t,x).

(ii) Der Beweis des zweiten Teil des Theorems ist analog zu beweisen. Es gelten die gleichen
Abschiatzungen. Man muss nur beachten, dass fiir den Maximizer u gilt:

E; . / o(s, X2 U(s, X)) + LUXDD(s, X¥)ds| = 0.
t N ~

=0
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und daher Gleichheit in (2.30) folgt. O

2.4 Verifikationstheorem fiir unendlichen Zeithorizont

In diesem Abschnitt werden wir ein Verifikationstheorem fiir unendlichen Zeithorizont
kennenlernen. Dazu nehmen wir an, dass die Koeffizienten b(Xy,u,;), o(Xy, u;) des Zu-
standsprozesses und die laufenden Kosten (X, u;) nicht explizit von der Zeit abhéngen.
Der Zustandsprozess sieht also wie folgt aus:

dXt = b(Xt, ut) dt + 0 (Xt,ut) th mit XO = 29 (232)

Damit vereinfacht sich der Operator £", sodass gilt:
1
L4 () := Df(x) -l u) + 5tr((DF(2) - ale,w). (2.33)

Unser Zielfunktional, welches maximiert werden soll, sieht wie folgt aus:

J(x,u)=E {/000 exp (—ft)o( Xy, ug)dt (2.34)

mit der Zinsintensitdt § > 0 und die zugehorige Wertfunktion erfiillt:

V(z)= sup J(z,u). (2.35)
u€A(z)

Auflerdem verwenden wir fiir dieses Verifikationstheorem dieselben Forderungen an die
Menge der zuléssigen Kontrollprozesse A wie in Abschnitt 2.3.

Nun schlie3lich zu einem Verifikationstheorem fiir unendlichen Zeithorizont:

Satz 2.5. (Verifikationstheorem): Angenommen o(x,u) und p(x,u) erfillen

o llo(z,u)l* < Co(1+[l2l* + [[ul®) und
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o o st stetig und erfillt ||p(z,u)||*> < C,(1+ ||z]|* + ||ul|?)
fir C,, C, >0 und fiir allet >0, x € R", u € U.
Dann gilt:

(i) Falls eine Funktion ®(z) € C*(R™) sowohl die Bedingung ||®(z)| < Co(1 + ||z||*) als
auch die HJB- Gleichung

0= s1615 {p(x,u) + L*®(x) — fP(z)} (2.36)
mat
jlgroloE lexp (=8T)®(z)] = 0. (2.37)

dann gilt fir alle x € R™ :
O(z) > V(x)

(11) Falls es einen Mazimizer u(t,z) der Funktion u — p(z,u) + L*®(z) — fP(z) gibt,
sodass gilt uf = u(X;}) und u* ein zuldssiger Kontrollprozess ist, dann gilt:

O(z) =V(x) furallex € R"
und u* ist die optimale Strategie i.e. V(x) = J(x,u*), wobei X[ die Losung von (2.32)
fiir die Kontrolle u* auf [0,t) ist.
Beweisskizze:

Wir werden an dieser Stelle eine Beweisidee anfithren. Man betrachtet zuerst endlichen
Zeithorizont T, um das Verifikationstheorem fiir endlichen Zeithorizont anwenden zu
kénnen und fithrt dann den Grenziibergang 7' — oo durch.

Sei &\)(t, x) die Kandidatenfunktion im Verifikationssatz fiir endlichen Horizont. Setzen wir

nun fiir (/Is(t,a:) = exp (—0t)®(x) und p(z,u) = exp (—Ft)¢(x,u) in die HIB- Gleichung
(2.22) ein, so erhalten wir:
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ueU

sup {exp (—Bt)p(x,u) — Bexp (—0t)D(x) + bz, u) exp (—Ft) DO (z) + %az(gy, u) exp (—ﬁt)DQQ)(x)}

Dividieren wir nun diese Gleichung durch exp (—ft) , dann erhalten wir die gesuchte
HJB-Gleichung;:

0 =sup {p(z,u) + L*®(z) - fO(x)}

ueU

Der Rest des Beweises erfolgt analog zu dem des Verifikationstheorems fiir endlichen
Zeithorizont, wobei man die Zusatzbedingung (2.35) miteinbeziehen muss. O
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Kapitel 3

Lokalzeit der Brownschen Bewegung

3.1 Einleitung

Als Grundlage diese Kapitels wurde das Buch ,, Introduction to Stochastic Integration*
von K.L. Chung und R.J. Williams® herangezogen. Ziel dieses Abschnittes ist die Her-
leitung der sogenannten Tanaka- Formel. Diese liefert uns die Erkenntnis, dass man den
Prozess |W;| (wobei W; eine Brownsche Bewegung darstellt) als Summe einer Brownschen

—~

Bewegung W; und eines stetigen, wachsenden Prozesses L; darstellen kann:

Da die Betragsfunktion konvex ist und W als Brownsche Bewegung die Martingaleigen-
schaft erfiillt, ldsst sich nach Anwendung der Jensen Ungleichung intuitiv einsehen, dass
|W:| ein Submartingal ist und daher der Prozess L; wachsend ist.

Die allgemeine Formel von Tanaka lésst sich wie folgt schreiben:
(W, — 2| = W, + Ly(). (3.2)

Der Prozess L;(x) wird Lokalzeit der Brownschen Bewegung W bei x genannt und lasst
sich wie folgt definieren.

Lsiehe [6]
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Definition 3.1.

1 t
L(t, ) = lim — / Lo oo (Ws)ds (3.3)
0

e—0 26
wird als Lokalzeit der Brownschen Bewegung bei x bezeichnet.

L,(x) kann also als Ma$ fiir die Verweildauer der Brownschen Bewegung W in der Umge-
bung von x bis zum Zeitpunkt t interpretiert werden.

3.2 Tanaka- Formel

Um die Formel von Tanaka herleiten zu konnen, werden wir zuerst einen vorbereitenden
Satz beweisen.

Satz 3.1. Fir allet > 0 und x € R" gilt f.s.:

¢
1
(W, — 2)" — (W — 2)" = / Ty (W)W, + 5 L(1, 2 (3.4)
0
, wobei der Limes in L(t, z) definiert in (3.3) im L*(P) - Sinn existiert.

Beweis: Wir werden zuerst die Funktion f,(y) := (y — )% betrachten. Die Ableitungen
dieser Funktion existieren nicht im klassischen Sinn, sondern nur im einfachen (distribu-
tionellen) Sinn, mit:

fo(y) =Ty (y)

/i . ]'
Je (y) = 593@) = lim _H(z—e@—i—e) <y>

e—0 2¢

Wenden wir nun die Ito- Formel auf f,(W;) an, obwohl f,(y) nicht zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, dann gilt:
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t 1 t
RV = £:0%) = [ TuoWaWe 5 [ 6,005

Wir werden im Folgenden nun eine Funktion f,.(y) definieren, die die Funktion f,(y)
approximiert und auf die man nach Anwendung eines Standard- Gléattungsverfahrens
vorbehaltlos die Ito- Formel anwenden darf.

Sei fr(y) also wie folgt definiert:

0 fir y<z—e
_ 2
fre(y) = w fir r—e<y<ax+e (3.5)
€

y—x fir y>x+e

0 fir y<z—e
fre(y) = y—Q—x—f—e fir r—e<y<z+e

€

1 fir y>x+e

0 fir y<x—e

1
fre(y) = % fir r—e<y<ax+e

€

0 fir y>x+e

Wir haben also eine einmal stetig- differenzierbare Funktion f,.(y) konstruiert, die gleichméfig
fiir e — 0 gegen f,(y) konvergiert.

Wir werden nun, wie vorher beschrieben, ein Standard- Glattungsverfahren auf die Funk-
tion f..(y) anwenden. Dies ermoglicht die Anwendung der Ito Formel und schlieflich
kénnen wir dann mit Hilfe geeigneter Grenzwertargumente die gesuchte Gleichheit (3.4)
zeigen.

Aus der Analysis ist bekannt, dass es eine Folge von Funktionen ®,,(y) € C* existiert, die
folgende Eigenschaften besitzt:?

*Trager(f) = {z|f(z) # 0}
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Trager(®,) - 0 fir n— oo

9n(y) = fue(y) gleichméBig auf R fiir n — oo

gr(y) = fi.(y) gleichméBig auf R fiir n — oo
e ¢/(y) — f (y) punktweise auf R fiir n — oo bis auf die Punkte y = x + ¢
Die Funktion ®,, konnte beispielsweise folgendermaflen aussehen:

®,(y) = nd(ny)

mit

—y2> fir |yl <1

0 sonst

Wenden wir nun auf, die durch Gliattung entstandenen g, die Ito- Formel an, dann gilt:

80 = n(90) = [ atwaaw+ 5 [ g 36

Jetzt werden wir das Verhalten der einzelnen Terme bei Grenziibergang n — oo iiber-
priifen:

lim g/ (Wy) = fi (W) gleichmidBig auf [0,t] x

xe
n—oo

= lim ¢, (W,) = f..(W,) in L*(A x IP) (X bezeichnet das Lebesgue — MaB)

xTre
n—oo

Mit der Ito- Isometrie folgt nun:

t

t
= lim [ ¢ (W,)dW, = / fr. (W)dW, in L*(P)
0 0

n—o0
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Betrachten wir nun den Term g//. Wegen P [W, = = + ¢] = 0 gilt:

lim g/ (Wy) = fio(Ws) f.s. fur festes s.

n—00 xe
Also gilt die Konvergenz insbesondere fiir A - fast alle s f.s.. Wir kénnen also den Satz der

beschréankten Konvergenz anwenden, da die Funktionen ¢/ fiir alle n € N aufgrund der

1
Konstruktion durch % beschréankt sind. Es folgt:
€

¢ ¢
lim [ ¢/(W,)ds = / I (Wy)ds.
0 0

n—oo

Beriicksichtigt man nun zusétzlich die gleichméfige Konvergenz der von g,, gegen f,. fiir
n — 00, so haben wir also insgesamt gezeigt, dass man die Gleichung (3.6) fiir n — oo
f.s. schreiben kann als:

FulW) = W) = [y aw.+ 5 [ provyaw,

t 1 t
= [ rwaw s o oo aw, a7)
0 0

Wir werden nun diese Gleichung fiir den Grenziibergang ¢ — 0 untersuchen.

Zuerst betrachten wir die linke Seite der Gleichung. Aufgrund der punktweisen Konvergenz
von fue(Wi) — foe(Wo) gegen fo(Wi) — fo(Wo) und da gilt | foe(We) — foe(Wo)| < [Wi— W
folgt:

ll_r%(fxe(Wt) - fxe(W(])) = fx(Wt) - fx(WO) in LQ(]P)>

Nun betrachten wir das stochastische Integral in (3.7). Es gilt:

[ [ 007~ Bamoas] < B[ [ 1ot
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Die erste Ungleichung folgt leicht aus einer geeigneten Skizze. Da W eine Brownsche
Bewegung darstellt, gilt W, ~ N(0,s) und daher folgt durch Abschitzung der Wahr-
scheinlichkeit unmittelbar die letzte Abschétzung.

Aus der Ito- Isometrie folgt nun:

e—0

t t
0 0

1
Wir haben also gezeigt, dass lim,_.q " fot [(z—emte)(Ws)ds als Summe von Termen, die fiir
€

¢ — 0 in L?(P) konvergieren, dargestellt werden kann.

Also ist die Lokalzeit L;(z) wie in (3.3) wohldefiniert und der Limes existiert im L?(P)-
Sinn. O

Bemerkung;:
a) Man kann zeigen, dass der Limes in (3.3) auch f.s. existiert.

b) L(t,z) kann man als Dichte der Verweildauer der Brownschen Bewegung in [0, ¢] inter-
pretiert werden, denn es gilt die ,,occupation-time-density formula“:

b t
/ L(t,x)dx = / Liapy(Ws)ds
a 0
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Satz 3.2. (Tanaka-Formel): Fiir alle t € R™ und fir alle x € R gilt f.s.:

t
Wy — x| — |[Wy — x| = / sgn(Wy — ) dWs + L(t, x) (3.8)
0
mit
1 fir 2>0
sgn(z) =49 0 fir z=0
-1 fir 2<0

Beweis: Wir betrachten den Prozess —W, , der ebenfalls eine Brownsche Bewegung dar-
stellt und daher bei —z eine Lokalzeit besitzt, die wir mit L~ (¢, —z) bezeichnen. Es lasst
sich leicht mit Hilfe der Definition der Lokalzeit der Zusammenhang L(t,z) = L™ (t,—x)
f.s. zeigen:

1 t
L™ (t,—z) = lim —/ [(—z—e—ate) (—Ws)ds
0

e—0 2¢

1 t
i = / Lo oo (Wo)ds
0

e—0 2¢

= L(t,x)

Wenden wir nun Satz 3.1 auf die Brownsche Bewegung —W; und -x an, dann gilt

(=W, +2)" — (=W +2)* = /0 Iy (—W,) d(—W,) + % Lt —z)

und aus der Tatsache, dass (—W; + )" = (W, — x)~ gilt weiters
! 1
(Wi —2)" — (Wo —2) = —/ T e (W) AW, + 5 L(t, 7).
0
Addieren wir nun diese Gleichung mit der Gleichung (3.4) und beriicksichtigen wir, dass

(Wy —x)t + (W, — )~ = |W; — x| gilt, dann folgt:
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t
‘Wt - $| — ‘Wg — m\ = / []I[x,oo)(Ws) — ]I[,oo,x)(Ws)] AW + L(Zf,$).
0

t
= / sgn(Ws — ) dW + L(t, z).
0

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Definition der sgn - Funktion bei 0 in
diesem Fall nicht relevant ist, da f(f ]I{x}(WS)dWS = 0 f.s. gilt. Dies kann man mit der Ito-

Isometrie und der Eigenschaft E [fot H{x}(Ws)st} =E [f[f ]I{x}(Ws)ds] = 0 begriinden.

Wobei dieser Erwartungswert gleich Null ist, da die Menge {s|W; =z} Lebesque-Maf}
Null besitzt. U

Definition 3.2. Fir alle t und x sei
P t
Wit 2) = [Wo — 2 +/ sqn(W, — 2)dW,. (3.9)
0

Der Vollsténdigkeit halber werden wir nun noch einen Satz angeben, der besagt, dass die
Tanaka-Formel nicht nur fiir festes t sondern sogar pfadweise gilt.

Satz 3.3. Fiir jedes z € R gilt f.s.:

—

(W) —al =W(, z) + L(:, z) (3.10)

, wobei /W(t,x) eine Brownsche Bewegung darstellt und L(t,x) ein stetiger, wachsender
Prozess ist, der nur wdchst falls Wy = x, d.h.

/ H{t|Wt¢m}dL(t, ) =0 f.s..
0
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Bemerkung: Der Satz besagt also, dass die Tanaka Formel sogar pfadweise und nicht nur
fiir festes t gilt.

Beweis: Der interessierte Leser sei auf Seite 151 in [6] verwiesen.

Bemerkung: Die pfadweise Tanaka-Formel kann als Spezialfall einer Skorohod- Zerlegung
gesehen werden. Ein Skorohod-Problem beschreibt das Problem der Darstellung einer
stetigen Funktion (in unserem Fall W;) in die Differenz einer nichtnegativen Funktion
(|[W; — z|) und einer wachsenden Funktion (L;).

Man kann zeigen, dass das Skorohod-Problem eine eindeutige Losung hat und dass der
nichtfallende Term darstellbar ist als

L= sup W_. (3.11)

s€0,t]
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Kapitel 4

Optimierung der
Dividendenzahlungen im
Diffusionsmodell

Diesem Kapitel liegt das Paper ,,Dividend maximisation under consideration of the ti-
me value of ruin“ von Stefan Thonhauser und Hansjérg Albrecher! zugrunde. Zusitzlich
wurde das Paper ,,Controlled diffusion models for optimal dividend pay-out“ von Séren
Asmussen und Michael Taksar ? verwendet.

4.1 Einleitung

Wir werden in diesem Kapitel versuchen eine optimale Strategie zu finden, die die erwar-
teten diskontierten Dividendenauszahlungen bis zum Eintritt des Ruins in einem Diffu-
sionsmodell maximiert. Ein oft auftretender Nachteil bei Dividendenoptimierungen ist,
dass die Uberlebenszeit des Zustandsprozess nicht beriicksichtigt wird. Wir werden in
diesem Kapitel eine Wertfunktion betrachten, die sowohl die erwarteten diskontierten Di-
videndenzahlungen beinhaltet, aber auch den Ruinzeitpunkt beriicksichtigt. Dazu werden
wir einen Term hinzufiigen, der friithen Ruin bestrafen soll. Dieser kann als diskontierte,
stetige Zahlung mit konstanter Intensitdt wéahrend der Lebenszeit des Zustandsprozess
interpretiert werden.

Wir werden zuerst den Fall von beschrankter und danach den Fall von unbeschrankter Di-

Lsiehe [8]
Zsiehe [7]

49
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DIFFUSIONSMODELL

videndenintensitét betrachten. Wir werden sehen, dass es sich bei beschrankter Intensitét
um eine “Threshold-Strategie® als optimale Strategie handelt d.h. es wird die maxima-
le Dividendenintensitéit ausbezahlt, wenn der Zustandsprozess einen bestimmten Wert
iibersteigt und es wird nichts ausbezahlt, wenn der Zustandsprozess unter diesem Level
bleibt. Im Fall von unbeschrinkter Dividendenintensitét ist die optimale Strategie eine
Barrierestrategie d.h. es wird genau der Wert ausbezahlt,um den der Reserveprozess eine
bestimmte Barriere iibersteigt.

4.2 Das Modell

Wir werden im Folgenden einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit der Filtration
(Ft)t>0, die den Informationsfluss modellieren soll, betrachten. Der Risikoprozess R =
(R)s>0 sei als Diffusionsprozess gegeben:

dR; = pdt + odW, mit Ry = x (4.1)
mit W = (W;)i>o einer Standard Brownsche Bewegung beziiglich der gegebenen Filtrati-
on, dem Driftterm g > 0, Varianz o2 und Anfangskapital x.

Wir nehmen in unserem Modell an, dass der Versicherer Dividenden zahlen darf, wobei die
akkumulierten Dividendenzahlungen durch den Prozess L = (L);>o modelliert werden.
Man nennt den Prozess L zuléssig, falls er folgende Kriterien erfiillt:

a) Lt Z 0
b) L; ist steigender cadlag Prozess

c) adaptiert zur gegebenen Filtration

L, reprasentiert die gesamten ausbezahlten Dividenden bis zum Zeitpunkt t.

Der Prozess (ls)s>o modelliert (im Fall von endlicher Dividendenintensitét) die Dividen-
denintensitét, also ldsst sich L; wie folgt darstellen:

t
L = / I, ds (4.2)
0

Der um die Dividendenzahlungen korrigierte Zustandsprozess ist gegeben durch:
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RF=R,— L, (4.3)
Der Ruinzeitpunkt 7 dieses Risikoprozesses ist definiert durch 7 := 7% = inf{t > 0| R <

0}.

Desweiteren nehmen wir an, dass Dividendenzahlungen keinen Ruin verursachen kénnen
dh. Ly — L~ < RE und insbesondere Ly = 0. Nach dem Ruinzeitpunkt kénnen keine
Dividenden mehr ausbezahlt werden i.e. (L;):>o fir alle ¢ > 7.

Unser Ziel ist es nun eine Dividendenzahlungsstrategie L = (L;)t>0 zu finden, die unser
Zielfunktional

V(z,L)=E (/ exp(—pFt)dL, —|—/ exp(—ﬁt)Adt‘Ré = x) (4.4)
0 0
maximiert fiir ein A > 0, d.h. wir suchen eine Wertfunktion
V(z) =supV(z, L) (4.5)
L

Wobei das Supremum iiber alle zuléssigen Strategien gemeint ist.

Es sei darauf hingewiesen, dass verglichen zum klassischen Zielfunktional,zu dem Term,
der die erwarteten diskontierten Dividendenzahlungen darstellen soll, ein zusétzlicher
Term hinzugefiigt wurde. Der Term exp(—/t)A kann als Vermogen interpretiert werden,
das der Versicherer bis zum Eintritt des Ruins verdient. Auf diese Art wird die Uberle-
benszeit des Portfolios Teil des Zielfunktionals und in weiterer Folge der Wertfunktion.

Eine andere Interpretation des Terms wiére, dass die Laplace-Transformierte der Ruinzeit
Teil des Zielfunktionals ist.

Wir werden im Folgenden das Optimierungsproblem, wie bereits erwéhnt, fiir den Fall
mit beschriankter und den Fall mit unbeschréankter Dividendenintensitit betrachten.
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4.3 Beschrankte Dividendenintensitit

In diesem Abschnitt betrachten wir eine beschrankte Dividendenintensitat {; mit 0 < [, <
M fiir t > 0. Folglich ist unsere Wertfunktion (4.5) gegeben durch

Viz)= sup E ( /0 " exp(— 1) (1 + A) | Rf = x> (4.6)

0<l; <M

V(0)=0

M+ A

Es ist leicht zu sehen, dass gilt: V(z) < 5

Viz)= sup E (/0 exp(~ft) 1, + A) di| B = x)

0<i;<M

—E (/0 exp(—B1)(M + A) dt‘Ré - x)

M+ A

= (M +AE (/OT exp(—p3t) dt) <

M+ A
Also ist V(x) durch LA nach oben beschrénkt.

Wir werden uns nun die HJB-Gleichung fiir unser Problem herleiten, die (zur Wiederho-
lung) wie folgt aussieht:

0 = sup {o(z,u) + L'V (z) — BV ()}

uel

Betrachten wir (4.3), so folgern wir aus dRF = dR; — dL; = (u — l;) dt + o dW;, dass sich
der Differential-Operator schreiben lésst als:
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L = (= DV'(x) + %UZV"(x) (4.8)

Aus Gleichung (4.6) erkennen wir, dass die laufenden Kosten ¢(t) = I; + A. Wir konnen
nun also die HJB-Gleichung angeben:

0 = sup {l + A =BV(z)+ (p—DV'(z) + %O'QVH(IE)}
0<I<M

oder dquivalent dazu:

Die HJB-Gleichung:

0=—pV(z)+puViz)+ %02 V'"(z)+ A+ sup {(1-V'(x))l} (4.9)

0<I<M

Um die HJB-Gleichung l6sen zu kénnen, werden im Folgenden vorerst annehmen, dass V
eine strikt konkave Funktion mit V/ > 0 und V" (z) < 0 ist. Wir werden sehen, dass uns
diese Annahme in der Tat zur gesuchten Wertfunktion fiihrt.

V erfiillt also V/ > 0 und V”(z) < 0. Daher existiert sicher ein Punkt xy mit folgenden
Eigenschaften:

V'(xz) > 1 fiir x < zg
V'(xz) <1 fiir x > xo
Betrachtet man die HJB-Gleichung (4.9) als Funktion von 1, dann erkennt man ihre Li-

nearitit. Daraus folgt, dass das Maximum fiir jedem Punkt x entweder bei 0 oder bei M
erreicht wird.

«r ) O fiir o<,
Flw) = { M fir x> x, (4.10)

Durch diese Erkenntnisse lisst sich die HJB-Gleichung nun wie folgt schreiben:

0=—-BV(z)+uVix)+ %O’Q V'(z)+ A fir z <z (4.11)
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0=—-BV(x)+(u—M)V'(zx)+ % AAV"x)+ A+ M fir x> x (4.12)

V(0) =0

Wir werden nun versuchen den Teilungspunkt xg mit Hilfe der ,,Smooth Fit“- Methode
zu ermitteln. Wir werden also die Losung der ,linken Seite“ von zy und die Lésung der
,rechten® Seite von z( glatt am Punkt zy zusammenfiigen.

Dazu fiithren wir folgende Notation ein:

V, ist die Losung der Gleichung (4.11) (linker Teil von V)

V, ist die Losung der Gleichung (4.12) (rechter Teil von V)

Da diese Gleichungen jeweils Ableitungen zweiten Grades enthalten, benotigen wir eine
zweimal differenzierbare Losung. Dies fithrt zu den folgenden ,,Smooth Fit Bedingungen*

a) Vi(zo) = Vi(20)
b) V/(xo) = V(o)
c¢) V/"(zo) = V' (20)

Betrachten wir nun die Gleichung (4.11), so werden wir fiir diese inhomogene lineare
Differentialgleichung 2.Ordnung mit konstanten Koeffizienten eine Losung suchen. Die
Gleichung (4.11) ist dquivalent zur folgenden Gleichung;:

" 21 / 25 2A -
V'(z) + 3 V'(z) — ;V(a:) ) fir x < g (4.13)

EXKURS: Losungsansatz fiir eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2.0Ordnung
mit konstanten Koeffizienten, i.e.: " + a1y’ + agy = g(z)

HOMOGENE LOSUNG :

Fiir eine Gleichung der Form 3" + a1y’ + apy = 0 mit (%)2 — ag > 0 ist die homogene
Losung gegeben durch:
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yn = Cyexp (Ax) + Cyexp (Aax)

PARTIELLE LOSUNG :

(4.14)

Da die Storfunktion von der Form g(z) = b ist und ag # 0 gilt, hat die Ansatzfunktion

der partikuldren Losung die Form : ¢(z) = ¢.

Wir wenden nun diesen Losungsansatz auf unsere Gleichung (4.13) an:

Vi, = Arexp (Rix) + Ay exp (Rox)

2
mit Rl’gz—%i (M)2 6
g o

Betrachten wir nun die Ansatzfunktion fiir die partikuldre Losung, so gilt:

V, =co+ Arexp (Riz) + Asexp (Rex) = co + Vj,

Setzt man diese Losung V), in Gleichung (4.11) ein, dann folgt:

0 = =B (co Vi) + w V(@) + 50 V() + A

1
&0 =—Fc—FVi(x)+pnV,(z)+ 502 V/'(z)+ A

- 7
g

=0

<~ OZ—BCO—f-A <~ Co =

| =

95
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Bemerkung:

a) An dieser Stelle sei auf die triviale Tatsache hingewiesen, dass Ry >0 |, Ry < 0 und
|R2| > Rjy.
b) Aus der Bedingung V(0) = 0 folgt auBlerdem unmittelbar, dass

AQ - —(% —|— Al)

Also haben wir fiir die Gleichung (4.11) folgende Losung gefunden:

A A
W = E -+ Al exXp (Rlil')) — (E -+ Al) exXp (Rgl') (418)
: p L 20
mat RLQ == —F + (;)2 + ? (419)

Die Losung der Gleichung (4.12) wird auf analoge Weise berechnet. Man erhélt schlielich:

V., = M;— A + By exp (S1z) + Byexp (Sox) (4.20)
. (=M \/u—M2 28
mat SLQ = —T + < 0_2 > + ﬁ (421)

Da dies die Losung von V, fiir x > zy darstellt, folgt aus der Beschranktheit der Wert-
funktion (siehe (4.7)), dass fiir den Exponenten S; > 0, der dazugehorige Koeffizient By
gleich 0 sein muss. Das heif3t V, ist von der Gestalt:

M+ A

V, =
B

+ By exp (Sy7) (4.22)

Setzen wir nun die neu gewonnenen Formeln fiir V; und V, in die drei ,,smooth fit Bedin-
gungen“ zusammen, dann bekommen wir nun die Bedingungen:

M+ A
B

LA A
(1) =+ Ajexp (Rizo) — (= + Ay) exp (Roxg) = + By exp (S910) (4.23)

8 p
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(i7) AiRyexp (Ryzo) — (E + A1) Ry exp (Razo) = BaSs exp (Sazg) = 1 (4.24)
2 A 2 2
(1i1) Ai1Rjexp (Rizo) — (E + Ay)R; exp (Razg) = ByS; exp (Saz0) (4.25)

Nun werden wir den Teilungspunkt xy und die fehlenden Koeffizienten A; und By bestim-
men. Zuerst widmen wir uns der Bestimmung von x, und Bj.

Satz 4.1. Der Teilungspunkt xq erfillt folgende Gleichung:

A
Al (l’o) + =
1 S 1— Ryd(M)
R R ( Ai(zg) 1- R15(M)) (4.26)
Der Koeffizient Bo(xo) erfillt:
A —S5
Ai(zo) + = —
_ 1 B1l—Rd(M)\R, — R
Bal@o) = S < Ay(rg) 1-— R15(M)> s (4.27)

M 1
wobei (M) = 7 + R erfiillt.
2

Beweis: Um Gleichung (4.26) zu zeigen, setzen wir die rechte Gleichung von (4.24) in

M 1
(4.23) ein. Wir definieren 6(M) := 5 + R und erhalten dadurch:
2

% + Al exXp (Rlxo) - (% + Al) exp (RQQ?()) = % + 5(M)

= Ay exp (Rixg) — (% + Ay) exp (Raxg) = (M) (4.28)

Wir werden uns nun durch Einsetzen dieser Gleichung in (4.24) Formeln fiir exp (R;x0)
und exp (R2xg) bestimmen.
Formel fiir exp (Raxo) :
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R1 ((5<M) + (% + A1> exp (R2$0)> — (% + Al)RQ exp (RQIL‘()) =1

& RibOM) + exp (Rawo) (B — B)(5 + A1) =1

g
1-— M
& exp (Roxg) = A f1o(M) (4.29)
(_ + Al)(Rl — Rg)
8
Nun die Formel fiir exp (Ryx0):
RlAl exp (Rll’o) + RQ (5(M) - Al exp (leﬁo)) =1
<~ Al exp (Rl.’lfo)(Rl — Rg) =1- 5(M)R2
1 —0(M)Ry
exp( 1[1?0) (Rl _ R2>A1 ( )

Unter Verwendung der beiden Gleichungen (4.29) und (4.30) kénnen wir nun den Tei-
lungspunkt zy bestimmen.

A

-+ A
B exXp (Rlxg) B ﬁ 4 1-— RQ(S(M)
eXP <(R1 B Rg) fE()) N exXp (RQZL‘Q) N Al 1-— Rl(;(M)
A
Ax(zo) + —
1 B 1— Ryd(M)
& oz = R R, In < A 1= R15(M)) (4.31)

Um die Gleichung (4.27) zu zeigen, betrachte man zuerst die rechte Gleichheit in (4.24).
Es gilt ndmlich
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1
By(zg) = R exp(—Ss o)
2

Setzt man nun die Dartstellung (4.26) fiir 2y in diese Gleichung ein, so folgt die zweite
Aussage des Satzes unmittelbar.

Bemerkung: Wir verwenden die Notation A;(x¢) und By(zo), um die Abhéngigkeit der
Koeffizienten vom Teilungspunkt auszudriicken.

Wir werden nun einen Satz anfiihren, der uns spéter hilfreich sein wird.

Satz 4.2. Fir alle M > 0 gilt:

— < §(M) < = (4.32)

1 1 M 1
mo D= 55 B :
1 L p 28 (w=M) J(p—M)* 20
2 Va2 = N
2 o2 M

g
A+ ViE 12807 —(u— M) —/(u— MP 2302 P

—p? + (1* + 2f0?) (n—M)* = (n— M)* — 20>

02(,u+\//m> 02<—(u—M)+\/(N—M)2+2ﬁ02>_%
B

_ V242802 +/(p - M) +280> M M

29 ERE
VP F2307 + ggu —M)?+ 260° % (4.33)
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Die dritte Gleichheit folgt durch geschicktes Erweitern der Briiche. Um die rechte Unglei-
chung in (4.32) zu zeigen, miissen wir also nur noch zeigen, dass der letzte Term grofier
Null ist. Da der Nenner laut Definition von § sicher gréffer Null ist, muss fiir den Zéhler
gelten:

V2 + 2802 > M — /(1 — M)? + 2f02 (4.34)

Definieren wir uns nun die Funktion G(M) := M — \/(u — M)? + 2802, dann kénnen
wir nun zeigen, dass G(M) eine monoton wachsende Funktion ist und der Grenzwert fiir
M — oo tatséchlich unter der geforderten Schranke (siehe (4.34)) liegt.

w—M
V(i — M)? + 28302 >0

Weiters gilt fiir den Grenzwert

G'(M)=1+ (4.35)

lim G(M) = lim M — \/(u— M)?+ 2p0>

M —o0 M—o0

(M /(= P 250%) (M — (= M +250%)
e (M + /i — M+ 250%)

i —p? + 2Mp — 2P0
im
MHOOJ\I—l—\/M2 + pu? —2Mup + 2602

o ,u —G-QBU
= lim
M—>oo _’_260-
M2
_2n

Wir haben also gesehen, dass G(M) eine monoton steigende Funktion mit limys_,o, G(M) =
p < +/p?+ 2802 Damit ist die rechte Ungleichung von (4.32) gezeigt.
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Im Folgenden werden wir nun die linke Ungleichung des Satzes beweisen. Dazu betrachten
wir

M
B =(p=M)=/(p—M)?+280%  —p—+/u?+260°

M UQ(‘(ﬂ_M>+\/(N_M)2+25U2) 02(_u+\/m>
EjL (n—M)? = (n— M)> — 2602 2 — 2 — 2807

(= (= 2) + V=MV + 280 + = /12 + 2307

S

:%——(\\/(M—M)Q-I—QBJQ/—\\//LQ%—QBJQ/)

-~

VG

=)

268 28 (VG +VH)
_%_L(G——H)
25~ 28\ (VG + VH)

( M(M — 2p) )
26 28\ \/(u— M)? +2B0% + \/u2 + 2B0?

(B
= Qﬂ \/(M_M)2+2602+\/u2+2502

Die dritte Gleichheit folgt durch geschickte Erweiterung der Briiche. Wir miissen jetzt
also nur noch zeigen, dass dieser Ausdruck grofler 0 ist. Diese Forderung ist dquivalent zu

61



KAPITEL 4. OPTIMIERUNG DER DIVIDENDENZAHLUNGEN IM
DIFFUSIONSMODELL

M = 2u >0
V(= M)?+2B02 + /12 + 280>

1—

/(1 — M)2 +2B0% +\/p?2 + 2602 > M — 2

Diese letzte Ungleichung stimmt aufgrund der Tatsachen, dass \/(u — M)2? + 2802 >
M — pund \/p? 4+ 2002 > p > 0 sind. O

Wir wollen jetzt den Koeffizienten A; als Losung einer nicht-linearen Gleichung herleiten.
Dafiir formulieren wir Gleichung (4.24) etwas um:

A
A (Ryexp (Rizg) — Ry exp (Roxg)) = 1+ BRQ exp (Raxo)

A
1+ —RQ exp (RQI())

s
0= —A
Rl exp (Rll'()) — R2 exp (Rgl’o) !

Wir setzen nun (4.26) in obige Gleichung ein und erhalten A(zo) mit

1+ 3R T G1-m\R R,
B3P\ H 1-6R,
F(H) = T 7 T F— —H (4.30)
H+= 1 H+= 2

R 81— 0R, R — Ry _ R 51—0R, R — R,
"\ H 1-6R, 2\ H 1-6R,

als Losung der Gleichung F(H) = 0.

Satz 4.3. Flir M+ + L <0 gilt
B So
Vo) = 4 ; A1 exp (So2)) (4.37)
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und V* ist eine zweimal stetig differenzierbare, strikt konkave Léosung der HJB-Gleichung

(4.9)

Fiir M+ +i >0 gilt: xg > 0 und
B Sa
A A
— 4+ Ajexp (Riz) — <A1 + —> exp (Rox) fir x < xo,
Vi) =4 B4 a p (4.38)

5 + By exp (Sy1) fiir x> x,

und V* ist eine zweimal stetig differenzierbare, strikt konkave Léosung der HJB-Gleichung
(4.9). Die Koeffizienten xo und By sind gegeben durch (4.26) und (4.27). Ay ist eine
positive Losung von F(H) (definiert in (4.36)).

M+A 1

Beweis: Zuerst betrachten wir den Fall + < > (0. Wir werden vorab untersuchen
2
welche Eigenschaften der Koeffizient A; besitzt. Aus Satz 4.2 wissen wir bereits, dass
A
A+ =
B

>0

1—0Ry > 0und 1 — dR; > 0. AuBerdem miissen wir sicherstellen, dass
1
ist, denn sonst wiére z( (siche 4.26) nicht definiert. Also erfiillt A; entweder A; > 0 oder

Ay < ——. Der zweite Fall kann nicht eintreten, da dies zu einer fallenden Funktion V* fiir

x < x¢ fithren wiirde. Das heifit A; erfiillt A; > 0. Wir suchen also eine positive Losung
von F(H). Betrachten wir dazu (4.36) etwas umgeformt

H+ = 2
éR—i— 51_5[‘)2 Ry — Ry
B2 H 1-0R
F(H) = 1 —H (4.39)
H _
i T 51— 6R, g
"\ H 1-96R, 2

—R

, dann konnen wir aus 0 < 7 2R < 1 schlieen, dass limy_,o F'(H) = 0 und limg_,o, F'(H) =
1 — 11

—o00. Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, ob es ein H > 0 gibt mit F/(H) = 0.

Tatséichlich gilt fiir ein ausreichend kleines H > 0:

wd i

o) s 4 m (14 5) (o) > 0

o
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Dies impliziert unmittelbar, dass F'(H) > 0 fiir ein hinreichend kleines H gilt. Es folgt
nun mit der Stetigkeit von F(H), dass es eine strikt positive Losung gibt, welchee den
gewiinschten Koeffizient A; darstellt.

Nun werden wir ein Kriterium suchen, sodass fiir den Teilungspunkt x, gilt zqg > 0.
Betrachtet man (4.26), so muss jedenfalls gelten:

A
Ay 1— Ry
oder dquivalent dazu
A

Wir unterscheiden nun 2 Félle:
9 > 0 : Die Ungleichung stimmt, da R; > 0, Ry < 0 und (1 —0Rs) > 0 gilt.(laut Satz 4.2)

A 1-
9 < 0 : Die Ungleichung (4.40) lasst sich auch schreiben als A; < ——ﬁ. Der
B o(R1— Ry)
Koeffizient A; erfiillt diese Forderung sicher, wenn
A 1-96Ry B4 (M + A)S,
F(-= )= 0 4.41
55(R — ) Ay

2
28+ M)y + i—f

erfilllt. Da dann aufgrund der oben diskutierten Eigenschaften (siche Grenzwerte) von
F(H) fiir die positive Losung A; sicher die Forderung erfiillt ist.

Die Ungleichung in (4.41) ist dquivalent zu:

B+ (M + A)S;
p+ MS,

& 6+MSQ+ A5, < 0
B+ MSy, [+ MS,

= & < —1
p+ MS,
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& B+ MSy < —AS
M+A 1
& +—=— > 0 4.42
5 S (4.42)
. . A 1-0Ry . : . .
Das heifit die geforderte Bedingung A; < —— —————— ist garantiert durch die Bedin-
B (R — Ryp)

gung (4.42).

Zusammenfassend will ich festhalten, dass xq > 0 unter folgenden Kriterien sicher erfiillt
ist:

(i) 0 > 0 : Erfiillt immer zo > 0.
(ii) 0 < 0 : Die Bedingung (4.42) garantiert, dass gilt zo > 0.

V*(x) ist klarerweise zweimal stetig differenzierbar auf R* (also insbesondere in zy). Da fiir
V, und V. aufgrund ihrer Konstruktion gilt, dass V;(x¢) = V,.(zo) und V}/(x¢) = V,/(xy) =1
ist, erkennt man durch Einsetzen in die Differentialgleichungen (4.11) und (4.12), dass
V" (xg) = V"(x0), denn es gilt:

1
0 = =B Vi(xo) + p V(o) +3 o2V (xo) + A (siehe 4.11)

=1

1 "
=—5W($0)+M+§02Vz (wo) + A

und

1
0=—-BVo(x)+(u— M)V ()+=0>V'(x)+ A+ M (siche 4.12)
—_—— 2
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Also folgt unmittelbar V" (z) = V" (o).
Als néchstes werden wir zeigen, dass V*(z) eine streng konkave Funktion ist.

Fiir z < xy:

A
V¥ = A1R1 exp (Rll’) — (Al + E)RQ exp (RQZL’) > 0

A
V= AlR% exp (Rlx) — (Al + E)R% exp (RQSC)

A
VA — AlRil’» exp (Rlx) — (Al + E>R% exp (Rgx) > 0

Die Ungleichungen gelten aufgrund der bereits erwihnten Eigenschaften der Koeffizienten
A1>0,A1+—>0,R1>0UDdR2<0.

Das bedeutet V*” ist streng monoton wachsend. Desweiteren gilt:

A
V*H(O) = AlR% — (Al + E)R% <0 und V*”(JZ()) = SQ < 0.

Zusammengefasst ist V*’ also eine streng monoton wachsende, negative Funktion auf
[0, zo] und daher V* streng monoton fallend.

Da V* > 0 und streng monoton fallend auf [0, z¢) ist, folgt, dass V*(z() = 0 eine untere
Schranke fiir V*(z) auf [0, z0) ist.

Wir haben also die Konkavitét fiir den Fall x < zy die Konkavitéit gezeigt.

Fir ¢ > zq:

In diesem Fall lasst sich die Konkavitét direkt verifizieren. Man betrachtet:
V¥ (x) = BySyexp (Sax) >0

V*'(z) = ByS2 exp (Sa) < 0

Auflerdem ist V*'(zg) = 1 eine obere Schranke auf [z, 00).

M+ A 1
+ — < 0 betrachten.
&} So

Zuerst werden wir uns den Koeffizienten By berechnen indem wir in (4.23) fiir zg = 0
einsetzen (Aufgrund des obigen Teiles des Beweises folgt eben genau, dass fiir den Fall

M+A 1
; + 5 < 0 unmittelbar zo = 0 folgt.):
2

Schlussendlich werden wir nun den Fall
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A A M+A
—+ Ajexp (Rixg) — (A1 + =) = + By exp (Saxo)
B B 8
a0=0 A A, M+A
OE+A1—(A1 3 =5 +h

M+ A
& By = — B

M+ A

Also folgt fiir V*(z) =

3 (1 — exp (S2x))

Wir konnen nun direkt die Konkavitat der Funktion V* nachweisen:

M+ A S2<0 M+ A
V¥(z) = — i Spexp (Sex) < — il Sy < 1
g g
Die zweite Abschéitzung folgt unmittelbar aus der Voraussetzung des betrachteten Falles
M+ A +l < 0, denn:
8 Sy '
]\4+A+i <0<« M+ A < L & —M+AS <1
5 S E S, g

Aulerdem ist V* natiirlich strikt positiv fiir > 0.
Fiir die zweite Ableitung V*'(z) gilt:

V*'x) = —MT—'—ASgexp(ng) <0

Also haben wir gezeigt, dass die Funktion V* auch in deisem Fall tatséchlich eine konkave
Funktion ist. O

Bemerkung: Abschlielend mochte ich noch anmerken, dass die Hohe der Barriere xq steigt,
wenn A steigt (siche 4.26). Dies spiegelt das reduzierte Risiko wider, das man unter Berck-
sichtigung der berlebenszeit des Portfolios bernimmt.

Um schlussendlich zeigen zu kénnen, dass die Funktion V*, wie sie in Satz (4.3) definiert
ist, wirklich optimal ist, werden wir im Folgenden ein Verifikationstheorem beweisen.
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Satz 4.4. Sei L eine beliebige zuldissige Dividendenauszahlungsstrategie, dann erfillt die
Funktion V* (wie in Satz 4.3 definiert):

V¥(x)>V(x,L) und V*(x)=V(zx,L*)

Die Strategie L* ist gegeben durch:

t
Lj;:/z;ds
0

{O fir x < xg,

mit I"(z) = M fir x> xo,

Beweis: Sei L eine beliebige Strategie mit beschriankter Intensitit 0 < (I;)i>0 < M. Wir
werden zuerst beweisen, dass V*(z) > V(x, L). Ich mochte an dieser Stelle die Gestalt
des Zielfunktionals nochmals anfiithren:

V(z,L)=E (/OT exp(—pSt)dL; + /OT exp(—ﬁt)Adt‘Rg = x)

Wenden wir die Ito- Formel auf (V*(RtL) exp (—675)) an, dann gilt:
VH(Blyp) exp (<BT A7) — V() =

TAT TAT
/ <1 o*V*"(REY + (u — 1,)V(RE) — BV*(RSL)> exp (—fs)ds + / exp (—Bs)VY(RE) o dW,
0 0

2
(4.43)
Wir haben bereits im Beweis von Satz 4.3 gesehen, dass V* eine monoton fallende Funk-

tion ist, die durch V*(0) beschriankt ist. Also ist das stochastische Integral in (4.43)
quadratisch integrierbar mit Erwartungswert gleich Null.

Aus der HJB- Gleichung 4.9:
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1

0=-BV(E@) +pV'(x)+<a?V"'(x)+ A+ sup {(1-V'(2))l} (4.44)
2 0<I<M

folgt

1

0>-38V(z)+upuV'(x)+ 3 AV'x)+ A+ (1-V'(2))l

& A=l > —pV(x)+pV'(x)+ %U2 V'(z) — 1V (x) (4.45)

Das heiit der Integrand des ersten Integrals in (4.43) ist durch —(A + ;) exp(—[t) be-
schrinkt. Also folgt schliellich nach Anwendung des Erwartungswertes :

(e (=97 A0V (R )| B = )8 ([ () exp (s

RY = a:) < V*(x)
(4.46)

Der zweite Erwartungswert ist beschrankt durch . Dies ist aber auch eine Schran-

ke fir V*(z) (sieche 4.7). Lassen wir nun 7" — oo gehen, dann folgt mit dem Satz der
dominierten Konvergenz, dass

E ( /OT(A +15) exp (—fs)ds

RE —x) = V(z,L) < V*(x) (4.47)

Wir haben also den ersten Teil des Satzes bewiesen.

Betrachten wir nun L* wie oben definiert, so folgt aus der Ito- Formel angewendet auf
(V*(RtL*) exp (—5t)> wie oben:

V' (Rirnr) exp (=BT AT)) = V(z) =
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TAT
- / <% o*V*(RE) + (= L)V (RE) = BV*(RE") exp (—68>> ds
0

TNAT
- / exp (—Bs)V¥(RE") o dW, (4.48)
0
Mit der selben Argumentation wie oben ist der Erwartungswert des stochastischen Inte-
grals gleich Null. Aus der HJB- Gleichung (4.9) folgt:

folgt

0=—pV(z)+puViz)+ %J2 Vi (x)+ A+ (1—=V'(2))l;

o —A—I = —BV () + uV'(z) + %a2 V() — V() (4.49)

Die Gleichheit beruht auf der Konstruktion von [, denn [ ist so gewahlt, dass sie die
HJB- Gleichung maximiert. Also gilt

E ( exp (—B(T A T))V*(Ré’im)‘ Rf" = x) +E ( /0 TM(AH:) exp (—Bs)ds

Ré* = :1:) =V*(x)
(4.50)
M+ A

Wie oben ist sowohl das Integral im zweiten Erwartungswert als auch V*(z) durch

beschrankt. Lassen wir nun 7" — oo gehen, dann folgt mit dem Satz der dominierten
Konvergenz, dass

E(/OT(AJr ) exp (— Bs)ds

R = x) = V(z,L*) = V*(2) (4.51)
O

Abschlieflend will ich noch die nachfolgenden Abbildungen anfiihren. Es wurden folgende
Parameter gewihlt: = 0.08, 0% = 0.15, 8 = 0.05 und M = 1.

70



KAPITEL 4. OPTIMIERUNG DER DIVIDENDENZAHLUNGEN IM
DIFFUSIONSMODELL

Die Abbildung 4.1 zeigt also, dass das optimale Threshold-Level xq mit dem Parameter
A steigt. Dies zeigt eben das verminderte Risiko, dass durch die Beriicksichtigung der
Uberlebenszeit des Portfolios, also durch Einbeziehung der stetigen Zahlung mit Intensitét
A entsteht.

Abbildung 4.2 zeigt die Wertfunktion als Funktion des Anfangskapitals x fiir verschiedene
Werte von A.

[gul
s
-
e
[}
[gul

1 1 1 1
0 0z 04 06 08

Abbildung 4.1: Threshold-Level z( als Funktion von A
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Abbildung 4.2: Wertfunktion V(x)

4.4 Unbeschrinkte Dividendenintensitit

Wir betrachten nun den Fall von unbeschrinkter Dividendenintensitdt. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir nicht absolut stetige akkumulierte Dividendenzahlungen (L(t));>o,
es konnen also auch Sprunge (Unstetigkeitsstellen) von L auftreten. Diese Spriinge sollen
Einmalzahlungen représentieren. Wir benotigen daher Werkzeuge der ,,Singulédren Kon-
trolltheorie®.

Das Modell sieht dhnlich wie im beschrénkten Fall aus: L = (L;);>0 beschreibt wieder die
akkumulierten Dividendenzahlungen. An dieser Stelle sie eine wichtige Eigenschaft von L
erwahnt. L ist ndmlich ein cadlag Prozess: d.h. die Pfade sind rechtsstetig und linksseitige
Limiten existieren.

Das Zielfunktional unseres Modells ist gegeben durch
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V(z,L)=E (/ exp(—pt)dL, +/ exp(—ﬁt)Adt‘Ré = x) (4.52)
0 0
Die Wertfunktion V(x) unseres Optimierungsproblems ist gegeben durch

V(z) = s%p V(z, L) (4.53)

wobei das Suprememum wieder iiber alle zuléssigen Strategien gebildet wird. Unser Ziel
ist nun eine Dividendenstrategie mit unbeschréankter Dividendenintensitét zu finden, die
unser Zielfunktional maximiert. Wir werden uns nun Variationsungleichungen herleiten,
die unsere Wertfunktion erfiillt, um schliellich die HJB-Gleichung unseres Kontrollpro-
blems zu erhalten.

Um die erste Ungleichung motivieren zu kénnen betrachten wir eine Strategie , die for-
dert, dass man im Intervall [0,¢) keine Dividenden ausbezahlt und danach die optimale
e-optimale Strategie verwendet. Es konnte zum Zeitpunkt § zu einer Einmalzahlung kom-
men, was aus einer unendlichen Dividendenintensitéit resultiert.

Wir definieren uns also fiir jedes Anfangskapital y die e-optimale Strategie LY, welche
folgende Eigenschaft besitzt:

V(y, LY(.) 2 V(y) — ¢

Fixieren wir nun ¢ > 0 und sei R(t) = « + ut + oW (t) der Risikoprozess (Dividendenzah-
lungen nicht beriicksichtigt), dann kénnen wir die Strategie wie folgt angeben:

0 fir ¢t <9
Let) = { LEO(t —§) fir t>6

Die Strategie empfiehlt also keine Dividende bis zum Zeitpunkt ¢ auszubezahlen und
danach die e-optimale Strategie zum Anfangskapital R(J) anzuwenden.

Man kann aus obiger Konstruktion also folgende Ungleichung herleiten:

Viz) = S)le}))V(rr,L(-)) > V(z, L)
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_E [ /0 "exp (—BU)dLL(1) + /O "exp (—Bt)Adt}

T

=E {/;exp(—,é’t)dLR(é)(t—(;)+/056Xp(—5t)/\dt+/5 eXp(—ﬁt)Adt}

) ex " exp (= B(t — 6))dLEO (¢ " exp (Bt
b (=86 E M p (=8t = D)Lt~ )+ [ exp (-5 6>>Adt}

N /

—V(R(8),LRO) () > V(R())—c

+E {/05 exp (—ﬁt)Adt]

> exp (~50) E[V(RG) o+ [ e (~piAd]

Die Gleichheit (*) folgt aus der Markov Eigenschaft. Da e in der Konstruktion als beliebig
positiv gewahlt wurde, konnen wir folgern:

Viz) > exp(—ﬁé)]E[V(R(é))]+El /0 exp(—ﬁt)Adt}

Betrachten wir nun exp (—/£9)V (R(6)) und setzen die zweifache stetige Differenzierbarkeit
von V voraus, dann folgt mit der Formel von Ito:

1) 2
exp (~B0)V(RE) = V) + [ exp (-55) [uV"(R(s) + G V(R = 5V (G| ds

+/0 exp (—Bs)aV'(R(s))dW,

Setzen wir nun diese Erkenntnis in obige Ungleichung ein, dann folgt unmittelbar:

0> E| /Oéexp< 99) [ (R6) + GV (R - 5V (R(s))| s+ | /Ogexp(—ﬁt)/\dt}
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Dividieren durch 6 und der Grenziibergang o — 0 liefert uns die erste Ungleichung:
o2
0 > uV'(z)+ 7\//’(%) — BV (z)+ A

Um die zweite Ungleichung zu motivieren, betrachten wir die Dividendenstrategie der
Form L (t) = § + L(*=%)(t). Das bedeutet man titigt eine Einmalzahlung in der Hohe von

§ zu Beginn und verwendet dann die e-optimale Strategie L®%(¢) zum Anfangskapital
x—0.

Mit dieser Konstruktion folgt nun:
V(z) > V(z, L)) = 6§ + EU exp(—ﬁt)dL(””_(s)(t)} - EU exp(—ﬁt)Adt}
0 0
= 6+ V(z—6 L")

> 6+ V(z—0)—e¢

Da wir € > 0 beliebig gew#hlt haben, folgt

V() > 64+ V(zx—-0) <= > 1.

Also folgt unmittelbar

lim V(z) = V(x—19)

/
jim 5 1 Vi(z)—1 0

Die zweite Variationsungleichung lautet also

1-V'(z) < 0.
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Wir haben also gezeigt, dass die Wertfunktion V die beiden Ungleichungen erfiillt und
insgesamt erhalten wir daher:

max {[LV/($) + %QVH(ZL‘) —BV(x)+ A 1— V’(x)} <0

Man kann sogar zeigen, dass in dieser Ungleichung fiir die Wertfunktion V sogar Gleichheit
gilt.

Die Wertfunktion unseres Kontrollproblem erfiillt also folgende HJB-Gleichung:
o2
0 = max {,uV'(m) + 7V”(m) —pV(x)+ A, 1— V’(:p)} (4.54)

V(0) = 0

Die Randbedingung V' (0) = 0 gilt, da das Unternehmen ruiniert ist, falls das Anfangska-
pital gleich Null ist und es daher keine Dididenden auszahlen kann.

Um die HJB-Gleichung 16sen zu kénnen, werden wir im Folgenden (wie im beschrénkten
Fall) annehmen, dass V eine konkave Funktion ist. Wir werden sehen, dass uns diese
Annahme tatséchlich zur gesuchten Wertfunktion fiihrt.

Wir nehmen wieder an, es géibe einen Teilungspunkt xg, der folgende Bedingungen erfiillt.

V'(x) > 1 fiir x < z9
V'(z) <1 fir x >z

Wir werden sehen, dass der Teilungspunkt xg die Rolle einer klassischen Dividendenbar-
riere einnimmt.

Wir koénnen unter Beriicksichtigung der letzten Annahme fiir die HJB-Gleichung (4.54)
nun folgern, dass gilt:

0=pV'(x)+ %QV”(QC) —pV(x)+ A fir xz < xg (4.55)

0=1-V'(x) fiir x > xg (4.56)
Wir werden im Folgenden versuchen die Funktionen V; und V, mit Hilfe der ,Smooth

Fit“- Methode an der Stelle z( glatt zusammenfiigen.
Dazu verwenden wir wie im beschrankten Fall folgende Notation:
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V] ist die Losung der Gleichung (4.55) (linker Teil von V)

V. ist die Losung der Gleichung (4.56) (rechter Teil von V)

Da die Gleichung (4.55) Ableitungen zweiten Grades enthélt, benétigen wir eine zweimal
differenzierbare Losung. Die Wertfunktion muss also folgende Bedingungen erfiillen:

a) Vi(zo) = Vi(wo)
b) V/(zo) = Vi(zo) =1
c) V/"(wo) = V(o)

Wir erinnern uns an den mathematischen Exkurs, den wir im letzten Kapitel betrachtet
haben. Unter Beriicksichtigung des dort angefiithrten Losungsansatzes fiir inhomogene
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ldsst sich V; wie
folgt darstellen:

A
Vi(z) = 3 + Ay exp (Rix) + Asexp (Rox)

o2

2
mit RLQ:—%:‘: (M)Q ﬁ

Analog zum beschriankten Fall folgt aus der Bedingung V' (0) = 0 unmittelbar, dass Ay =

A
—(= + Ay). Also folgt fiir V;:

B
Vi(z) = % + Ajexp (Rix) — (% + A1> exp (Rax) (4.57)
2
mit RLQ = —% + (%)2 + O'_g

An dieser Stelle sie darauf hingewiesen, dass auch in diesem Fall gilt Ry < 0, Ry > 0 und
|Ra| > R;.

Betrachtet man die Gleichung (4.56), so erkennt man, dass ihre Losung V. eine Gerade
darstellt. Sie ist gegeben durch:
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Vi(z) =B +a (4.58)

Unter Beriicksichtigung der eben hergeleiteten Darstellungen von V; und V,. lassen sich
die ,,Smooth Fit“- Bedingungen a) - ¢) wie folgt anschreiben:

(Z) % —+ A1 exp (Rl.fCo) — <% —+ Al) exp (RQ.Q?()) = Bl + Iy (459)
. A

(ZZ) AlRl €exXp (Rll‘o) — (E + A1> R2 exp (RQ[L'()) =1 (460)
2 A 2

(i7i)  AiR7exp (Rixg) — <E + A1> R3 exp (Raoxg) =0 (4.61)

Aus diesen drei Bedingungen werden wir nun im néchsten Satz die Koeffizienten A, B,
und den Teilungspunkt xq ermitteln.

Satz 4.5. Der Teilungspunkt xq ist gegeben durch

A
—+ Ai(x
1( 0>R§

1 5
= 1 — . 4.62
o Ry — Ry ( A(zo) K2 (4.62)
Der Koeffizient By erfiillt
A A
Bl = E + Al exp (Rlxo) — (E + A1> exp (RQiL’O) — Xy. (463)

Der Koeffizient Ay ist die positive, eindeutige Losung der Gleichung F(H) = 0, mit:

F(H) := HR, exp (Rizo) — (% n H) Ry exp (Rao) — 1
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Beweis: Aus (4.61) folgt unmittelbar:
2 A 2
ARy exp (Ryxg) = <E + A1> R exp (Roxo)

A +A
exp (Rlxo) . B ! R%

eXpRg(xo)_ Ay E%

A
_+A1R%

~ $0:<R1—R2)IH<BA ﬁ
1 1

Der Koeffizient By erfiillt By = Vj(xy) — x¢ (siehe 4.59). Also ldsst sich B; darstellen als:

A A
B = E + Ay exp (Ryzg) — <E + A1) exp (Rawo) — o

Durch Umformung der Gleichheit (4.60) kann man den Koeffizienten A; darstellen als
Losung der Funktion:

A
F(H) := HR;yexp (Rixg) — <B + H) Ry exp (Raxg) — 1
. : A "
Betrachten wir die Darstellung (4.62) von xg, so erkennen wir, dass — + A; > 0 erfiillen
muss, um die Existenz von xg zu gewéahrleisten. Es gibt zwei mogliche Falle A; > 0 oder
A

A; < ——. Der zweite Fall ist jedoch auszuschliefen, da er zu einer fallenden Wertfunktion
V(x) fihren wiirde. Also gilt A; > 0.
Es stellt sich nun natiirlich die Frage, ob es eine positive Losung der Gleichung F/(H) = 0
gibt. Da F'(0) = —1 und F(c0) = oo folgt mit der Stetigkeit von F'(H), dass es tatséchlich

eine positive Losung der Gleichung F(H) = 0 gibt. Um die Eindeutigkeit von A; zeigen
zu konnen, betrachten wir die Ableitung von F(H).

Setzt man fiir zy die Gleichung (4.62) in F(H) ein, dann gilt:
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F(H) = HE — Ry <H+E)R1 — Ry <R1<%)R1 — Ry _ R2<%)R1 —R2) 1

1 1
(4.64)

R1 A Rl
HR:s — R <H+E) iy — Fy (HﬁRl—Rg(HﬁJrA))
F'(H) := .
() (R1 — R2)(HB + A)
9 Rl 9 R2
R R
(R1<E§>R1_R2 — R2<R_§>R1—R2) > 0

Also ist F(H) streng monoton steigend und daher der Koeffizient A; eindeutig.
O

Bemerkung: Der Teilungpunkt erfiillt : 2o > 0 < A; > 0. Da A; > 0 stets gewéhrleistet
ist, ist der Teilungspunkt also stets positiv.

Satz 4.6. Die Funktion V*

é + Ajexp (Rix) — <A1 + é) exp (Rqx) fiir = < xo,
Vi) ={ P p 4.65
(z) A A (4.65)

T — To+ E + Ajexp (Rizg) — <A1 + E> exp (Raoxg) fir = > xo

ist eine zweimal differenzierbare, konkave Liosung der HIB- Gleichung (4.54). Fir x < xq
1st die Funktion sogar strikt konkav.

Beweis: Die Konkavitdt der Funktion V* fiir x > x ist klar, da sie eine Gerade darstellt.
Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass

Vi'(z) = % + Ajexp (Riz) — <A1 + %) exp (Ryx) (4.66)
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strikt konkav ist. Fiir die erste Ableitung gilt wegen R; > 0, Ry < 0 und A; > 0 sicher:

V" (x) = AiRy exp (Ryz) — <A1 + %) Ryexp (Rex) > 0. (4.67)

Um zu iiberpriifen, ob V,*'(x) < 0 fiir z < ¢ gilt, werden wir auch V;*”(x) betrachten.

Es gilt

" A

‘/l*//(xo) — O

A
Vl*”/(I) _ AlRil’) exp (R1!L‘) — (Al + E>R3 exp (RQJZ) > 0.

Also folgt, dass V;*'(z) stets negativ ist fiir x < zp und damit ist auch die strikte Konka-
vitat von V" gezeigt. 0]

Satz 4.7. Fir jede beliebige zuldssige Dividendenstrategie L erfillt die Funktion V*(x)
(definiert in (4.65)):

V*(x) > V(x, L).
Sei L* die Barriere-Strategie gegeben durch die Barriere xq (definiert in 4.62). Dann gilt
V*(x) =V (x,L").

Beweis: Sei L = (L;):>0 eine beliebige, zuléssige Strategie. Wir betrachten also den Risiko-
reserveprozess RY = x+ pt +0W; — L;. Im Folgenden werden wir nun die verallgemeinerte
[to-Formel anwenden und dazu werden wir den wachsenden Prozess L; in einen stetigen
Teil L§ und einen Teil L¢, der die Sprungstellen (Unstetigkeitsstellen) modelliert, zerlegen.

Es gilt also:
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LYty= Y (Li— L) wobei ALy = Ly — L,_

ALg#£0,0<s<t

Die verallgemeinerte Ito-Formel liefert uns:

eap(—B(t ATV (RE,) =
v - [ " B exp(— sV (RE)ds + / " cap(—Bs)V(RE)dRES
0 0

tAT 02
+/ exp(—ps) 5 V*'(REYds
0

+ > exp(—Bs) [VI(RE + ARF) - V*(RL))]

ARL#£0,0<s<tAT

v+ | " exp(=ps) {uv*'mb + TVRE) - BV (RY)| s

tAT AT
+ / exp(—Bs)V¥(RE)dW, — / exp(—Bs)V*(RE)dLS
0 0

+ > exp(=fs) [V¥(RE + ARL) — V¥ (RE)] (4.68)

ARL=£0,0<s<tAT

Wir koénnen aus der Konkavitdat von V* schliefien, dass 0 < V*¥(x) < V*¥(0) < oo und
daher der Integrand des stochstischen Integrals in (4.68) quadratisch integrierbar ist.
Also erfiillt das stochastische Integral die Martingaleigenschaft und insbesondere hat es
Erwartungswert Null.

Wir konnen aus der HJB-Gleichung (4.54) schliefien, dass der erste Integrand auf der
rechten Seite der Gleichung (4.68) nach oben durch — exp(—/fs)A beschrankt ist, da gilt:
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pV'(z) + %QV"(I') —BV(z)+ A<0

s pV'(x)+ U;V”(x) — B8V (z) < —=A

AuBlerdem gilt V* > 1 und daher ist der Integrand des zweiten Integrals nach unten
beschréankt durch exp(—ps).

Also folgt aus diesen Erkenntnissen fiir Gleichung (4.68) nach Anwendung des Erwar-
tungswertes:

B a5 Am)V(RE)) < VB[ [ —enp(-gonas]| B | [ ep(-ssjars]

+E Y. exp(=ps) [VI(RE+ ARY) — VI (RL)]
ARL#£0,0<s<tAT

(4.69)

Wir wollen nun zeigen, dass die linke Seite gegen 0 konvergiert fiir den Grenziibergang
t — 00.

Es gilt wegen V*(RL) = V*(0) = 0:

E [exp(—B(t AT))V*(RE,)] = E [exp(—Bt)V* (R])j<r]

= exp(—pt) E [V (R )ji<ry] (4.70)

Die Konkavitéit von V* impliziert, dass es Koeffizienten k, x > 0 gibt mit V*(x) < kz +d
gibt. Es gilt zusétzlich

RE=g+ut+ oW, — L < |z + ut + oW,
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und daher gilt

exp(—BtE [V*(z + pt + oW, — L)iery] < exp(—=BOE [V (| + ut + oWy)]

< exp(=FHE [V*(d + klx + pt + o Wy|)]

Da die rechte Seite fiir den Grenziibergang t — oo gegen Null geht folgt mit (4.70), dass
die linke Seite in (4.69) gegen Null geht fiir ¢ — oc.

Natiirlich konnen Sprungstellen des Reserveprozesse R; nur bei Spriingen der Dividen-
denstrategie L; auftreten, d.h. es gilt

RV—RE =L, — L,
Es lasst sich also mit der Konkavitidt von V* folgern, dass gilt:
VHRE) — V*(RE ) = V¥(0)(RE — RE) fiireinf € [Ry_, Ry
= _V*,<9)<Ls - Ls—)
< _(Ls - Ls—)

Die letzte Ungleichung gilt wegen V* > 1.

Lasst man nun in (4.69) den Grenziibergang ¢ — oo laufen und benutzt man die eben
gewonnenen Erkenntnisse, so folgt:

0 < V*(:L')—]E[/OTeXp(—ﬁs)Ads] —E[/OTexp(—ﬁs)dLg]

~E| > exp(—Bs)((Ls — Ly-)

ARL#£0,0<s<7

o E{/OTexp(—ﬁs)Ads}—l—E{/OTeXp(—ﬁs)dLs < V(x)
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N IE{/OTexp(—Bs)Ads+/07exp(—ﬁs)dLs} < V(a)

< V(z, L) < V¥(2)

Wir haben also den ersten Teil des Satzes gezeigt.

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, betrachten wir nun die Barrierestrategie L*
mit der Barrierenhche xy. Wir wissen, dass RtL* < xq fiir t > 0 und dass Dividenden nur
ausbezahlt werden, wenn gilt RF™ = x5. Wie im ersten Teil des Beweises folgt aus der
verallgemeinerten Ito- Formel (siche 4.68):

eap(—=B(t AT)V*(Rix,) =

tAT 2
Vi) [ el [V (RE) + FVRE) - V(R ds

tAT tAT
—i—/ exp(—ﬂs)V*’(RsL*)dWS — / exp(—ﬁs)V*’(RsL*)dL:C
0 0

+ > exp(—3s) [V*(RY + ARY) — V*(RL)] (4.71)

ARL”™ £0,0<s<tAT

Zusétzlich wissen wir aber, dass V*(2)l{;—5) = L{z=so} gilt. Mit der selben Argumen-
tation wie oben folgern wir, dass das stochastische Integral Erwartungswert gleich Null
besitzt. Wie bereits erwithnt gilt RL" < x5 und daher folgt mittels HJB-Gleichung nach
Anwendung des Erwartungswertes fiir (4.71) :

E [exp(—=B(t AT))V*(R},)] =

Vi(z) — E [ /0 o exp(—ﬁs)/\ds] _E { /0 " (=) frr g} AL
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+E > exp(—8s) [V*(RY. + ARLY) — V¥ (RL)] (4.72)

ARL™ #£0,0<s<tAT

Da wegen der Konstruktion von V* und L* Spriinge nur dann auftreten, wenn RY > z
gilt, lasst sich nun wie im ersten Teil des Beweises folgern, dass gilt:

V*(R,) — V*(RE) = VY(0)(RE — RY) fiirein6 € [R,_, R
— _V*/<6)(L*S _ L*S,)
= _(L*s - L*sf>
Die letzte Ungleichung gilt wegen V* =1 (siehe 4.56).

Mit der selben Argumentation wie im ersten Tei des Beweises geht die linke Seite in (4.72)
gegen Null. Insgesamt folgt nun fiir Gleichung 4.72:

Vi) = B[ [ enn(onas] + B[ [ eon-psl e it

+E Z eXp<_ﬁ3)<L*s - L*sf)

ARL™#£0,0<s<tAT

— V(@) = E [ /0 o exp(—ﬁs)AdS} L E [ /0 o exp(—ﬁs)dL:}

Wir erhalten nach Grenziibergang t — oo das gewiinschte Resultat:

V'z) = E [ /0 Texp(—ﬁs)Ads] +E [ /0 Texp(—ﬁs)dL:} — V(a1

Wir haben also gezeigt, dass die optimale Dividendenstrategie bei unbeschréinkter Divi-
dendenintensitét einer Barrierestrategie mit der Barriere x, wie in (4.62) definiert, folgt
d.h. man zahlt Dividenden sofort aus, wenn der Reserveprozess die Barriere xq {ibersteigt,
und es wird keine Auszahlung getétigt, wenn sich der Reserveprozess unterhalb dieser
Schranke befindet. Die Auszahlung entspricht genau der Hohe, die der Reserveprozess die
Barriere x iibersteigt. U

86



KAPITEL 4. OPTIMIERUNG DER DIVIDENDENZAHLUNGEN IM
DIFFUSIONSMODELL

Abschlieend will ich noch die nachfolgenden Abbildungen anfiihren. Es wurden folgende
Parameter gewihlt: = 0.1, 02 = 0.1 und 3 = 0.03.

3B

34F
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s
-
=
[}
[gul

D.IZ D.Ix'l D.IE D.IB
Abbildung 4.3: Barriere zy als Funktion von A

Abbildung 4.3 zeigt also, dass die Barriere xy mit dem Parameter A steigt. Dies zeigt
eben (wie im Fall von beschriankter Dividendenintensitét) das verminderte Risiko, das
durch die Beriicksichtigung der Uberlebenszeit des Portfolios (also durch Einbeziehung
einer stetigen Zahlung mit Intensitdt A) entsteht.

Abbildung 4.4 zeigt die optimale erwartete Dividendenauszahlung als Funktion des An-
fangskapitals x fiir verschiedene Werte von A. Man kann hier sehr gut den konkaven
Verlauf der Wertfunktion fiir x < zy erkennen, der sich ab der optimalen Barriere zy zu
einer linearen Funktion enwickelt.
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25

Abbildung 4.4: Wertfunktion V(x)

Bemerkung: Der Prozess (RF")i>¢ ist eine Brownsche Bewegung auf [0, z,], wobei z, die
Rolle einer oberen reflektierenden Schranke einnimmt. Wir versuchen nun einen Zusam-
menhang der Dividendenstrategie L* mit der Lokalzeit der Brownschen Bewegung herzu-
stellen.

Erinnern wir uns an die Tanaka-Formel (3.10):

W()—z| =W(,2)+L(.,z)

, die fiir z = 0 eine Zerlegung einer Brownschen Bewegung, die an einer unteren Schranke
reflektiert wird, angibt.

Betrachten wir nun eine Brownsche Bewegung = + B; mit B, = ut + oW, die an der
oberen Schranke z reflektiert wird, so kénnen wir den Prozess wie folgt darstellen:

(1}0 — |Bt + xr — I0|)t20.
Wendet man auf den Prozess B; — (xo — x) die Tanaka-Formel an, dann gilt:

xo — | By — (g — x)| = 29 — _/B\(t,l'() —x)+ L(t,zo — 7)
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o~

=x0— B(t,xg —x) — L(t, z0 — z).

~

Wir konnten den Risikoreserveprozess R; unseres Modells nun als zq — B(t,z9 — )
interpretieren, da es sich bei xy — B(t, g — 2) um eine Brownsche Bewegung mit Drift x,
Volatilitét o und Startwert x handelt. In diesem Fall folgt mit der Darstellung (3.11) fiir

die Lokalzeit der Brownschen Bewegung:

L(t,zo — x) = sup(B(t, 7o — x))~

s<t

= sup(B(t, w9 — x) — 20 + 20)~
s<t

~

= sup(wo — B(t, 20 — ) — o) "
s<t

= sup(R; — xo) "
s<t

Also handelt es sich bei der Lokalzeit der Brownschen Bewegung gerade um unsere opti-
male Strategie L*. Der Verlauf von L* bis auf eine mogliche Einmalzahlung zum Zeitpunkt
0 (falls z > x¢) als der Verlauf einer Lokalzeit der Brownschen Bewegung interpretiert
werden.
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Kapitel 5

Simulation

5.1 Einleitung

Wir werden in diesem Kapitel versuchen die gewonnenen theoretischen Kenntnisse zur
Optimierung von Dividendenzahlungen in einem Diffusionsmodell durch Simulation zu
bestéatigen. Dazu werden wir mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulation die Pfade des Risiko-
reserveprozesses und die damit erzeugten Dividendenzahlungen simulieren. Es wurde der
Zeithorizont T" = 10000 sehr grof§ gew&hlt, um unendlicher Zeit sehr nahe zu kommen
und trotzdem den Rechenaufwand einigermaflen absehbar zu gestalten. Der Zeithorizont
T wurde in n dquidistante Intervalle der Lange h = T'/n diskretisiert.

Da die Inkremente einer Brownschen Bewegung die Eigenschaft Wy, — W1y, ~ N(0,h)
erfiillen, lédsst sich der Risikoreserveprozess wie folgt simulieren:

Riyon = Rin + ph 4+ Vho X fir i = 0,..,n—1

, wobei X eine simulierte standardnormalverteilte Zufallsvariable darstellt.

Der um die ausbezahlten Dividenden korrigierte Reserveprozess lésst sich nun wie folgt
darstellen:

E(Hl)h:min{Rih—kuh—f—\/ﬁaX, B} fir ¢ = 0,..,n—1
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Ro = min{z , B} (5.2)

, wobei die zugehorigen diskontierten ausbezahlten Dividenden zu jedem Zeitpunkt i - h
mit ¢ = 1,...,n geméfl der Barrierstrategie mit Barriere B wie folgt berechnet werden:

D(ih) = (R + ph + Vho X — B)* - exp (—ihf)

D(0) = (z — B)* (5.3)

AuBlerdem wird die stetige Zahlung mit Intensitit A wiahrend der Lebenszeit des Portfolios
zu den Zeitpunkten ¢ - h mit ¢ = 1, ..., n wie folgt berechnet:

L(ih) = A - exp (—ihf) (5.4)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass diese Zahlung nur solange getétigt wird
solange noch nicht Ruin eingetreten ist.

Die Zielfunktion eines simulierten Pfades lasst sich also wie folgt darstellen:

n

V(z) = (L(ih) + D(ih)) (5.5)

=0
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5.2 Simulationsergebnisse

Es wurde ein Matlab-Programm verfasst, um die Zielfunktion laut obiger Konstruktion
zu simulieren. Dieses Programm befindet sich im Anhang. Die Parameter der nachfol-
genden Ergebnisse wurden wie folgt gewahlt: © = 0.05, ¢ = 0.08, 5 = 0.1, T" = 10000,
n = 100000 und z = 1. Der Simulationsvorgang wurde N = 1000-mal durchgefiihrt und
es wurde jeweils das arithmetische Mittel von allen erhaltenen simulierten Zielfunktionen
V(1) berechnet.

Die Zinsintensitat § wurde bewusst sehr hoch gewéhlt, damit die Dividendenzahlungen,
die nach T=10000 Jahren ausbezahlt werden, keinen zu hohen Einfluss auf die gesamten
Dividendenzahlungen haben und daher vernachléssigbar sind. Im Folgenden wurde iiber-
priift, ob die durch die Theorie erhaltenen optimalen Barrieren durch Simulation bestétigt
werden konnen. Wir betrachten dazu fiir A die Werte 0.01 und 0.05.

Die theoretisch optimale Barriere xgy und die dazugehorige Wertfunktion fiir A = 0.01 und
fiir die gewahlten Modellparametern lasst sich mit Hilfe von Gleichung 4.63 berechnen:
xo = 0.2507 mit V(1) = 1.3493 (5.6)

Die folgende Abbildung zeigt nun die simulierte Zielfunktion 17(1) als Funktion der geteste-
ten Barriereh6hen B. Man erkennt, dass unter allen getesteten Barrieren B das Maximum
tatséchlich bei B = 0.2507 = x; liegt.

=

i
th
T

Erwartetes simuliertes Maximum

', beiB=0250

w
T

[
&5
T

@
T

=]
@
T

Erwartete simulierte Zielfunktion mit Anfangskapital x =1
o

L I I L L
0.2 o3 04 05 0B 07
Barriere B

=}
o

Abbildung 5.1: Simulierte Zielfunktion 17(1) unter allen getesteten Barrierehthen B fiir
A =0.01
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Die simulierte Wertfunktion bei der optimalen Barricre zy = 0.2507 betriigt V(1) =
1.3570. Vergleicht man diese nun mit der theoretisch erwarteten Wertfunktion V(1) =
1.3493, dann erhélt man den relativen Fehler:

V(1) — V(1)

~ 0.0057 = 0.57
V(1) %

Wir erhalten also fiir N = 1000 Simulationswiederholungen eine durchaus akzeptable rela-
tive Abweichung von 0.57 %. Erhohen wir nun die Anzahl der Simulationen auf N = 5000,
dann erhdlt man fiir die simulierte Wertfunktion V(1) = 1.3531. Die relative Abweichung
sinkt also sogar auf ungefihr 0.28 %.

Die entsprechenden Werte der Abbildung 5.1 sind in der folgenden Tabelle zusammenge-
fasst:

B Simulierte Zielfunktion B Simulierte Zielfunktion
0,025 1,0481 0,325 1,3001
0,050 1,0816 0,350 1,2751
0,075 1,1452 0,375 1,2619
0,100 1,2168 0,400 1,2413
0,125 1,2594 0,425 1,2084
0,150 1,3142 0,450 1,1796
0,175 1,3414 0,475 1,1641
0,200 1,3491 0,500 1,1404
0,225 1,3542 0,525 1,1212

0,2507 1,3570 0,550 1,0827
0,275 1,3436 0,575 1.0665
0,300 1,3225 0,600 1,0460
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Um die Theorie fiir einen anderen Wert von A zu testen, betrachten wir A = 0.05. Die
theoretisch optimale Barriere xy und die zugehorige Wertfunktion fiir A = 0.05 und fiir
die gewahlten Modellparametern lédsst sich mit Hilfe von Gleichung 4.63 berechnen:

zo = 0.2875 mit V(1) =1.7125 (5.7)

Abbildung 5.2 zeigt nun die simulierten Zielfunktionen \A/(l) fiir alle getesteten Barrier-
ehohen B. Man erkennt, dass unter allen getesteten Barrieren B das Maximum tatséchlich
bei B = 0.2875 = x liegt.
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= e
g A i
% 1.4 . i
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13k bei B =0.2875 ¥ 2
cu Y
= .
212} 1
o .
3t .
@
E *
i}

1 1 1 1 1 1 1 1

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4 06 0.7 0.8

Barriere B

Abbildung 5.2: Simulierte Zielfunktion ‘7(1) unter allen getesteten Barriereh6hen B fiir
A =0.05

Die simulierte Wertfunktion bei der optimalen Barriere zy = 0.2875 betriigt V(1) =
1.7177. Vergleicht man diese nun mit der theoretisch erwarteten Wertfunktion V(1) =
1.7125, dann erhéilt man den relativen Fehler:

V() = V()
— > ~0.003=0.3
0 %
Wir erhalten fiir N = 1000 Simulationswiederholungen also auch fiir A = 0.05 eine

durchaus akzeptable relative Abweichung von 0.3 %. Erhohen wir nun die Anzahl der
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Simulationen auf N = 5000, dann erhélt man fiir die simulierte Wertfunktion ‘7(1) =
1.7157. Die relative Abweichung sinkt also sogar auf ungefihr 0.19 %.

Die entsprechenden Werte der Abbildung 5.2 sind in der folgenden Tabelle zusammenge-

fasst:

B Simulierte Zielfunktion B Simulierte Zielfunktion
0,025 1,0673 0,425 1,6122
0,050 1,1381 0,450 1,5880
0,075 1,2399 0,475 1,5647
0,100 1,3540 0,500 1,5280
0,125 1,4442 0,525 1,5135
0,150 1,5703 0,550 1,4807
0,175 1,6364 0,575 1,4689
0,200 1,6951 0,600 1,4386
0,225 1,7108 0,625 1,4190
0,250 1,7173 0,650 1,3887

0,2875 1,7177 0,675 1,3651
0,300 1,7131 0,700 1,3399
0,325 1,7012 0,725 1,3166
0,350 1,6812 0,750 1,2791
0,375 1,6566 0,775 1,2636
0,400 1,6260 0,800 1,2307
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Wir haben also durch obige Ergebnisse gesehen, dass die Theorie der optimalen Barriere-
strategie fiir ein festes Anfangskapital durch Simulation bestétigt werden kann. Natiirlich
ist nun interessant, wie sich die erwartete simulierte Zielfunktion fiir verschiedene Bar-
rierehdhen als Funktion des Anfangskapitals entwickelt. Dabei betrachten wir die Barrier-
ehohen B = x5 = 0.2507, B = 0.15 und B = 0.25, wobei 2y = 0.2507 die theoretisch
optimale Barriere darstellt. Abbildung 5.3 zeigt den Verlauf der simulierten Zielfunktionen
fiir A =0.01:

Erwartete simulierte Zielfunktion

1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 ne 1

D 1 1 1

Anfangskapital x

Abbildung 5.3: Simulierte Zielfunktion V(z) fiir die Barrierchdhen B = zo = 0.2507,
B =0.15und B = 0.35 mit A = 0.01

Betrachtet man nun Abbildung 5.3 und vergleicht diese 3 Barrierestrategien, dann kann
man erkennen, dass wie erwartet die theoretisch optimale Barrierestrategie tatséchlich
die Wertfunktion fiir beliebiges Anfangskapital x liefert. Man kann auflerdem sehr gut
beobachten, dass die Wertfunktion bis zum Anfangskapital xy konkav verlauft und sich
danach zu einer linearen Funktion entwickelt.

Die entsprechenden Werte der Abbildung 5.3 sind in der folgenden Tabelle angefiihrt:
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N Vi) |
| | B=10=10.2507 | B=10.15 | B=0.35 |
0.025 0.2185 02174 | 0.2104
0.05 0.3327 0.3013 [ 0.2969
0.075 0.3912 0.3477 [ 0.3466
0.1 0.4360 0.3907 [ 0.3869
0.125 0.4645 0.4366 | 0.4296
0.15 0.4955 0.4623 | 0.4526
0.175 0.5325 04934 [ 0.4715
0.2 0.5564 0.5238 [ 0.4976
0.3 0.6583 0.6258 [ 0.5776
0.4 0.7540 0.7115 [ 0.6773
0.5 0.8623 0.8022 [ 0.7802
0.6 0.9556 0.9073 [ 0.8790
0.7 1.0695 1.0192 | 0.9871
0.8 1.1596 1.1115 | 1.0862
0.9 1.2554 1.2061 | 1.1886
1 1.3573 1.3105 | 1.2751
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Wir betrachten nun den Fall A = 0.05. Auch in diesem Fall werden wir sehen, dass sich
die Theorie durch Simulation bestétigen ldsst. Wir verwenden wieder drei Barrierehchen
B =2y = 0.2875, B = 0.18 und B = 0.38 und beobachten den Verlauf der simulierten
Zielfunktion als Funktion des Anfangswertes in der Abbildung 5.4.

Erwartete simuliete Zielfunktion

1 I I I 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0. ns 1

u] 1 1 1

Anfangskapital x

Abbildung 5.4: Simulierte Zielfunktion V(z) fiir die Barrierehdhen B = zy = 0.2875,
B =0.18 und B = 0.38 mit A = 0.05

Betrachtet man Abbildung 5.4 und vergleicht diese 3 Barrierestrategien, dann kann man
auch fiir den Fall A = 0.05 erkennen, dass wie erwartet die theoretisch optimale Bar-
rierestrategie tatséchlich die Wertfunktion fiir beliebiges Anfangskapital x liefert. Die
entsprechenden Werte der Abbildung 5.4 sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:
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X I V(z) ‘

| B=120=10.2875 | B=10.18 | B=0.38 |
0.025 0.4360 0.3939 [ 0.3986
0.05 0.5781 0.5406 [ 0.5598
0.075 0.6964 0.6304 | 0.6472
0.1 0.7498 0.7012 | 0.7237
0.125 0.8118 0.7517 [ 0.7585
0.15 0.8468 0.7932 | 0.8104
0.175 0.8879 0.8249 [ 0.8353
0.2 0.9190 0.8522 [ 0.8687
0.225 0.9424 0.8734 | 0.8911
0.25 0.9645 0.8984 [ 0.9137
0.275 0.9916 0.9244 | 0.9375
0.3 1.0203 0.9460 [ 0.9661
0.4 1.1221 1.0530 | 1.0654
0.5 1.2108 1.1605 | 1.1697
0.6 1.3137 1.2405 | 1.2501
0.7 1.4224 1.3449 | 1.3547
0.8 1.5177 1.4459 | 1.4532
0.9 1.6140 1.5439 | 1.5535
1 1.7177 1.6446 | 1.6483
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Kapitel 6

Anhang

In diesem Kapitel werde ich der Vollstédndigkeit wegen die geschriebenen Matlab-Programme,
die zur Simulation verwendet wurden, anfiithren.

6.1 Matlab-Code zur Berechnung der Wertfunktion im
beschrinkten Fall

Die folgende Matlab-Funktion ,run®“ berechnet die Wertfunktion im beschrinkten Fall
unter der Verwendung von weiteren Matlab-Programmen, die nachfolgend angefiihrt wer-
den.

function r=run()

Ry = —(mu/sigma2) + sqrt(((mu)?)/(sigma2?) + (2  beta) / sigma2);

Ry = —(mu/sigma2) — sqrt(((mu)?)/(sigma2?) + (2 * beta) /sigma2);

S2 = —(mu —m)/(sigma2) — sqrt(((mu — m)?)/(sigma2?) + (2 * beta)/sigma2);
delta = m/beta + 1/52;

lambda = 0.08;

for 1=0:40

2 =i/10;

if ((m + lambda) /beta +1/52 <= 0)
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V(z+ 1) = (m + lambda) /beta * (1 — exp(S2 * z));

else

Ay = koef f(Ry, Ry, beta, delta, lambda);
o = 1/(Ry — Ry) * log((Ay + lambda/beta)/A; * (1 — delta * Ry)/(1 — delta x Ry));
By = 1/52+((A;1+lambda/beta) /A x(1—deltax Ry) /(1 —deltax R,)) —S2/(R1—Ry));

if (z < )
V(i+ 1) = (lambda) /beta + Ay x exp(Ry * z) — (A1 + lambda/beta) x exp(Ry * z);
else
V(i+ 1) = (m + lambda) /beta + By x exp(S2 * z);
end
end

end

Die Funktion ,koeff( Ry, Ry, beta, delta,lambda)“ beschreibt die Berechnung des Koeffizi-
enten Aj:

function Al=koeff(R;, Ry, beta, delta, lambda)

global b d la R1 R2

b = beta4;

R1 = Ry;

R2 = RQ;

la = lambda;

d = delta;
x=fzero(@Gleichung,1);
Al=x;

Die oben angefiithrte Funktion ,,Gleichung” enthélt lediglich die Gleichung 4.36, die zur
Berechnung des Koeffizienten A; notwendig ist:

function F = Gleichung(x)

global b d la R1 R2
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% F beschreibt die Gleichung 4.36

F=(1+la/b-R2-((z+1la/b)/(z) - (1 —d- R2)/(1 — d- R1)))R/(FI-F2) (R . ((x +
(la/b))/z - (1 —d- R2)/(1 — d- R1)))(R1/(R1 — R2)) — R2 - ((x + (la/b))/z - (1 —d -
R2)/(1 = d- R1)))/01) g

6.2 Matlab-Code zur Berechnung der Wertfunktion im
unbeschrankten Fall

Die folgende Funktion ,,run® berechnet die Wertfunktion im beschrénkten Fall unter der
Verwendung von anderen Matlab-Programmen die nachfolgend angefiihrt werden.

function r=run()

Ry = —(mu/sigma2) + sqrt(((mu)?)/(sigma2?) + (2 * beta) /sigma2);

Ry = —(mu/sigma2) — sqrt(((mu)?)/(sigma2?) + (2 * beta) /sigma2);

S2 = —(mu —m)/(sigma2) — sqrt(((mu — m)?)/(sigma2?) + (2 * beta)/sigma?2);
delta = m/beta + 1/52;

lambda = 0.1;

for 1=0:400

2=i/100;

Ay = koef f(Ry, R, beta, delta, lambda);
xo = 1/(Ry — Ry) * log((Ay + lambda/beta) /A, * ((R2)?/(R1)?));

if (z < xo)

V(i +1) = (lambda)/beta + Ay x exp(Ry % z) — (A1 + lambda/beta) * exp(Ry * z);
else

V(i4+1) = z—xo+(lambda) /beta+ Ay xexp( Ryxxg) — (A +lambda/beta) xexp( Ryxxy);
end

end

102



KAPITEL 6. ANHANG

Die Funktion ,koef f(R1, Ry, beta, delta, lambda)“ beschreibt die Berechnung des Koeffi-
zienten Aj:

function Al=koeff(Ry, Ry, beta, delta, lambda)

global b d la R1 R2
b = beta;

R1 = Ry;

R2 = RQ;

la = lambda;

d = delta;
x=fzero(@QGleichung,2);

Al=x;

Y

Die oben angefiithrte Funktion ,,Gleichung® enthélt lediglich die Gleichung 4.64, die zur
Berechnung des Koeffizienten A; notwendig ist:

function F = Gleichung(x)
global b d la R1 R2
% F beschreibt die Gleichung 4.64

F= foQ/(leRZ)*(x_kla/b)Rl/(leRZ)*(Rl*(RQZ/R12)R1/(R17R2)_R2*(R22/R12)R2/(R17R2))_
L;

6.3 Matlab-Code zur Simulation der Zielfunktion

Mit Hilfe der nachfolgenden Programme ist es moglich die Zielfunktion zu simulieren und
die Werte der im Kapitel 5 angefithrten Abbildungen und Tabellen zu berechnen.

function V=Simulation(x,N n, T ,mu,sigma,beta,B,Jambda)

R(1)=x;
X(1)= min(x,B);

103



KAPITEL 6. ANHANG

if (R(1) < B)
D(1)= 0;

else

D(1)=R(1) - B;
end

for j=1:N

L=0;
Z = boxmuller(n); % Berechnung der standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen

for i=1:n
if (X (i) > 0)

if (X(2) +muxT/n+ sqrt(T/n) * sigma x Z(i) < B)

D(i+1)= 0;

else

% Diskontierte Dividendenzahlung zu ZP (T /n)*i

D(i+1) = (X (@) +muxT/n+sqrt(T/n)xsigmax Z (i) — B) x (exp(—betax (T /n)*1));
end

X+ 1) =min(X (i) + mux*T/n+ sqrt(T/n) x sigma x Z(i), B);
% Stetige Zahlung zum ZP (T /n)*i
L = exp(—T/n xix*beta) x (T/n) + L;

else
X(i41)=0;
D(i+1)=0;
end
end

C(j) = sum(D) + L * lambda;

end
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V = sum(C) /N,

Die oben verwendete Funktion , boxmuller(n)* beschreibt die Erzeugung von standard-
normalverteilten Zufallsvariablen:

function Z = boxmuller(n)
rand(n,1);

Z=sqrt(-2*log(rand(1,n))).*cos(2*pi*rand(1,n));
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