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Kurzfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Laufzeitanalyse von In situ-Permutationsalgorithmen, de-
ren Ziel es ist, ein Datenfeld anhand einer Permutation umzuspeichern und dabei mit weniger
als linearen Hilfsspeicher auszukommen. Dabei wird stets die Zyklenstruktur einer Permutation
ausgeniitzt, um ein spezielles Element in jedem Zyklus, den Zyklenfiihrer, auszuzeichnen und
dort beginnend mit einer Umspeicherroutine den gesamten Zyklus im Speicher zu rotieren. Da-
her bezeichnet die Zyklenfithrersuche den Kern der Algorithmen.

D. E. Knuth (siehe [2]) war der erste, der dieser Problematik mathematisch nachgegangen ist
und dessen Ergebnisse die Basis fiir die nachfolgende Forschung und auch fiir diese Arbeit
darstellen. P. Kirschenhofer, H. Prodiner und R. F. Tichy nahmen diese Forschungsarbeit auf
und entwickelten einen alternativen Zugang zur Berechnung héherer Momente eines charak-
teristischen Parameters, der ein wesentliches Giitekriterium fiir die gefundenen Algorithmen
darstellt (siehe [3]). Auf diesen beiden Arbeiten ist im Wesentlichen das dritte Kapitel “Der
klassische Algorithmus” aufgebaut. F. E. Fich, J. I. Munro und P. V. Poblete lieferten in ihrer
Arbeit (siehe [1]) interessante Algorithmus-Konstruktionen, um das worst-case Szenario der Zy-
klenfiihreralgorithmen zu verbessern. Diese Modifikationen und alternativen Zuginge werden im
vierten Kapitel “Varianten und Modifikationen” untersucht. J. Keller gelang es schliellich zwei
Abbruchkriterien “Fastbreak 1”7 und “Fastbreak 2” zu finden, die in sdmtlichen Algorithmen im-
plementiert werden kénnen und die maBgeblich zur Laufzeitverbesserung beitragen (siche [11]).
Auf dieser Arbeit baut jene von A. Panholzer, H. Prodinger und M. Riedel (siehe [12]) auf und
analysiert mathematisch die Einsparungen, die Keller vorwiegend experimentell festgestellt hat.
Aufgrund der grofien Bedeutung dieser beiden Abbruchkriterien werden sie in je einem eigenen
Kaptitel behandelt.

In diesem Spannungsfeld bewegt sich also die vorliegende Arbeit. Es werden zuerst rein theore-
tisch Aussagen zum Laufzeitverhalten entwickelt und anschlieend in mehreren Implementierun-
gen einige Berechnungen und aufgestellte Thesen experimentell {iberpriift. Diese Experimente
werden im siebenten Kapitel “Experimentelles Testen” erkliart. Der zugehorige Quellcode ist
dann im Anhang angefiigt.
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Kapitel 1

Grundlagen

Hier werden jene mathematischen Grundlagen erklért, die zum Versténdnis der Arbeit notwen-
dig sind. Auflerdem wird auf die verwendete Notation eingegangen. Vorausgesetzt wird lediglich
grundlegendes mathematisches Verstdndnis sowie Grundbegriffe der Mengenlehre, speziell der
Mengenbegriff, wobei fiir vorliegende Arbeit die intuitive Auffassung als ein Zusammenschluss
von beliebig vielen (moglicherweise keinen) unterscheidbaren Elementen bei irrelevanter Reihen-
folge geniigt.

1.1 Notation

Die geschwungenen Klammern “{” und “}” kennzeichnen Mengen, deren Elemente — sofern
vorhanden — mit Beistrichen getrennt sind. Die Zeichen “C”, “\” “N” und “U” stehen fiir die
Enthaltensrelation, Mengendifferenz, Mengendurchschnitt und Mengenvereinigung. Die Enthal-
tensrelationen € bzw. C und deren Negationen ¢ bzw. € geben an, dass sich ein Element bzw.
eine Untermenge in einer Menge befindet oder nicht in der Menge enthalten ist. Ein Doppel-
punkt oder ein gerader Strich in der Menge leiten Bedingungen ein, die an Elemente der Menge
gekniipft sind und durch Beistriche bzw. Junktoren getrennt sind.

Die natiirlichen Zahlen werden mit N bezeichnet und beinhalten hier auch die Null; sie sind
also definiert als N = {0,1,2,...}. Mit Z sind die ganzen Zahlen gemeint, die die natiirlichen
Zahlen um das additiv inverse Element erweitern, also Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. R steht fir
die reellen Zahlen, wihrend C die komplexen Zahlen bezeichnet. In R kénnen Intervalle durch
eine untere Grenze a € R und eine obere Grenze b € R angegeben werden; runde Klammern
bezeichnen Intervalle mit exkludierten Grenzen, wahrend eckige Klammern die Grenzen zum
Intervallbereich hinzufiigen. Das Intervall (a,b] beinhaltet also alle reellen Zahlen zwischen a
und b, exklusive der Zahl a und inklusive der Zahl b.

Vektoren konnen hier als Zahlentupel aufgefasst werden, also als Mengen, bei denen Elemente
auch mehrmals vorkommen kénnen und die Reihenfolge wesentlich ist. Sie werden mit runden
Klammern eingeleitet und abgeschlossen. Die Dimension eines Vektors ist seine Lénge, also die
Anzahl an mit Beistrichen getrennten Elementen. Ein Array als Datenfeld kann als endlichdi-
mensionaler Vektor aufgefasst werden.

Der Begriff “Funktion” kommt in vorliegender Arbeit sowohl als die elementare mathematische
Konstruktion einer Relation zwischen zwei Mengen vor (allen Elementen des Definitionsbereichs
wird je genau ein Element der Zielmenge zugeordnet), als auch als Programmabschnitt, der fiir
beliebig viele iibergebene Zahlenwerte, genannt Eingangsparameter, genau einen Riickgabewert
ermittelt und dem aufrufenden Programmabschnitt zuriick gibt. Das Konzept ist also dasselbe:

1



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 2

Eine Programmfunktion kann als eine eventuell mehrdimensionale mathematische Funktion ge-
sehen werden. Unterprogramme ohne Riickgabewert werden Prozeduren genannt.

Definitionen werden entweder durch das Definitionszeichen “:=" bzw. “=:" (auf der Seite mit
dem Doppelpunkt steht das neue Zeichen fiir den Ausdruck auf der anderen Seite) im Text bzw.
in der Rechnung gesetzt, oder explizit mit dem Einleitewort “Definition” und anschlieSender
Nummer eingeleitet. Analog werden auch Lemmata, Séatze, Korollare, Beispiele, Bemerkungen
und Algorithmen eingeleitet — sie alle folgen einer einheitlichen Nummerierung, die aus Ka-
pitelnummer, Unterkapitelnummer und pro Unterkapitel fortlaufender Nummer besteht. Zur
Ilustration sollen hier die ersten Definitionen und der erste Satz angefiihrt werden.

Definition 1.1.1 (Fakultit) Sei n € N. Dann wird mit n! die Fakultit (oft auch Faktorielle)
bezeichnet, fir die

| 1, n =0,
nl =
n-(n—1), n>1,

gilt.
Dieselbe Definiton kann auch einfach im Text gesetzt werden: n! :=mn-(n —1)---1 fir n € N.

Satz 1.1.2 (Beispielsatz) Alle Kapitel-, Subkapitel- und Subsubkapiteliiberschriften sind hier-
archisch nummeriert, das heifit, die Kapitel erhalten eine einfache fortlaufende Nummerierung,
die Subkapitel ibernehmen die Kapitelnummer und fiigen nach einem Punkt eine eigene fort-
laufende Nummerierung an, wihrend die Subsubkapitelnummer sowohl aus Kapitel-, Subkapitel-
und pro Subkapitel eigener fortlaufender Nummer besteht.

Die Abbildungsnummern beinhalten die aktuelle Kapitelnummer und pro Kapitel eine eigene
fortlaufende Nummer.

Beweis. Da diese Arbeit eine endliche Anzahl von Seiten hat, kann die Aussage in endlicher Zeit
iiberpriift werden. [Das Beweisende wird durch ein kleines Quadrat rechts gekennzeichnet.] O

min{xy,...,zp} = minj<;<p{z;} steht fiir die kleinste Zahl der angefiihrten Menge (max{...}
analog). Damit kann man |z] := max{n € Z : n < z} und [z]| := min{n € Z : n > =} definie-
ren. Senkrechte Striche bezeichnen die Méchtigkeit: [{x1, ..., 2n}| = n. Das formale Zeichen fiir
Unendlichkeit ist co. Mit f/(x) bzw. mit f(*)(z) wird die erste Ableitung bzw. die k-te Ablei-
tung bezeichnet, wenn klar ist, nach welcher Variable abgeleitet wird. Bei mehreren auftretenden
Variablen wird der Differentialoperator verwendet; also beispielsweise %, um partiell nach u ab-
zuleiten. Das Riemann’sche Integral wird wie iiblich mit f; f(x)dx bezeichnet, wobei die beiden
Grenzen optional sind. Mit log wird in vorliegender Arbeit der natiirliche Logarithmus, also der
Logarithmus zur Basis e, bezeichnet; ist die Basis a # e so wird dafiir log, geschrieben.

Definition 1.1.3 (Halbordnung, Totalordnung, strenge Totalordnung) FEine bindre Re-
lation “<” auf der Menge M wird als Halbordnung bezeichnet, wenn fiir alle a,b,c € M gilt:

ea<a (Reflezivitdt),
o wenna<b<cdanna<c (Transitivitdt),
e wenna <bundb<adanna="> (Antisymmetrie).

Als Totalordnung auf einer Menge M wird eine Halbordung “<” wverstanden, sodass fiir alle
a,b € M gilt: a < b oder b < a (alle Elemente in M sind also vergleichbar).

Eine strenge Totalordnung auf der Menge M ist eine transitive bindre Relation “<”, sodass fiir
alle a,b € M gilt: a < b oder a =0b oder b < a (Trichotonie-Eigenschaft).
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1.1.1 Pseudo-Code

Der Code der einzelnen Algorithmen beinhaltet englische Befehle, die an gédngige Programmier-
sprachen angelehnt und grofitenteils selbsterklirend sind. Als Zuweisungsoperator wurde, wie im
Formelmanipulationsprogramm Maple, das Zeichen “:=” gewé&hlt, da es sich besser in den mathe-
matischen Kontext dieser Arbeit einfiigt. Somit steht das Gleichheitszeichen “=" fiir tatséchliche
Gleichheit, die bei diversen Abfragen iiberpriift werden kann. Die Konstruktion des Codes be-
ruht im Wesentlichen auf der Verwendung von if-else-Verzweigungen, select-case-Verzweigungen,
for-Schleifen, while-Schleifen und repeat-until-Schleifen. Auf eine explizite Variablendeklaration
wurde verzichtet; ebenso gibt es kein Semilokon als Befehlsende. Die Zeilen sind nummeriert
und Bemerkungen bzw. Laufzeit-Zahlvariablen, die nicht zum Code gehoren, werden mit “>”
eingeleitet.

1.1.2 O-Notation

Bei jedem Polynom mit der Unbekannten x gibt die Ordnung die hichste Potenz von z an, die
auch fiir wachsendes x den ausschlaggebenden Beitrag liefert. Die Funktion f(n) = n3+5n2+15
néhert sich also mit wachsendem n der Funktion n?, da

o o nP+5m?+15 _ 5 15 _ .5 .. 15
lm ————=Ilim (1+—-—+— ) =1lm 1+ lim —+ lim — = 1.
n—oo n3 n—oo n n3 n—oo n—oo n n—oo n3
=0 =0

Solche einfachen Vergleichsfunktionen sind duBerst hilfreich beim Uberpriifen der Laufzeiteigen-
schaft. Daher fithrt man auch eine eigene Notation dafiir ein. Die folgende Definition wurde von
[14] iibernommen.

Definition 1.1.4 (0,0,Q ) Sei g : Ny — Ny eine Funktion. Dann sollen die folgenden Funk-
tionenmengen definiert werden, wobei die vorkommenden Konstanten c,ci,co beliebige ganze
Zahlen sein diirfen und ng € N gelten soll:

O(g(n)) = {f(n) | er,c2,n0 > 0), (Vn > ng) : 0 < e1g9(n) < f(n) < e2g(n)},
O(g(n)) = {f(n) | B¢,n0 > 0),(¥n > ng) : 0 < f(n) < cg(n)},

Qg(n)) = {f(n) | (Fe;no > 0), (Vn = no) : 0 < cg(n) < f(n)}.

Anstatt f(n) € ©(g(n)) wird f(n) = O(g(n)) geschrieben; analog auch fir O und Q.

Dasselbe kann man, wie im vorangestellten Beispiel, auch mit Grenzwertbedingungen erreichen
(siehe [13]), sofern diese existieren: Falls a = lim,,_, ‘%‘ existiert und 0 < a < oo gilt, folgt

daraus f(n) = ©(g(n)). Analog gilt bei existierendem Grenzwert a und 0 < a bzw. a < oo:

f(n) =Q(g(n)) bzw. f(n) = O(g(n)).

Bei f(n) = O(g(n)) bzw. f(n) = Q(g(n)) hat man also mit Hilfe von g(n) eine obere bzw. untere
Schranke, bis auf einen konstanten Faktor, fiir die asymptotische Entwicklung der (Laufzeit-)-
Funktion f(n) gefunden.
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1.2 Grundbegriffe der Kombinatorik

Da es in der Kombinatorik darum geht, die Anzahl von gewissen Anordnungs- und Auswahl-
moglichkeiten zu ermitteln, ist folgendes Grundproblem essentiell: Wieviele Moglichkeiten gibt
es, aus n Elementen k Elemente mit/ohne Zuriicklegen auszuwéhlen, wobei die Reihenfolge
eine/keine Rolle spielt? Es soll fiir das Folgende stets n, k € N gelten.

Variation mit Wiederholung

Spielt die Reihenfolge bei der Auswahl eine Rolle, so spricht man von einer “Variation”. Werden
alle Elemente unmittelbar nach der Wahl wieder zuriickgelegt, dann gibt es fiir jedes der k
Elemente n mogliche Auswahlkandidaten. Daraus folgt die Gesamtanzahl der Moglichkeiten:

Variation ohne Wiederholung

Kommen die ausgewihlten Elemente nicht mehr in den Auswahl-Pool zuriick, verringern sich
die Moglichkeiten nach jeder Festlegung von einem der k& Elemente um 1. Daher ist hier die
Anzahl der Mdoglichkeiten:

Definition 1.2.1 (Permutation) FEine Permutation m der Linge n ist eine bijektive Funktion
m : {l,...,n} — {1,...,n}, also eine Funktion, die jedem Element der Ursprungsmenge ein
anderes Element der Zielmenge zuordnet (wegen der gleichen, endlichen Mdchtigkeit der beiden
Mengen folgt aus der Injektivitit unmittelbar die Bijektivitdt).

Die Anzahl der verschiedenen Permutationen entspricht einer Variation von n Elementen aus n
Elementen und betrégt somit V;, ,, = nl.

Kombination ohne Wiederholung

Ist die Reihenfolge der ermittelten k& Elemente unerheblich, spricht man von einer “Kombinati-
on”. Eine Kombination ohne Zuriicklegen erhélt man von einer Variation ohne Wiederholung,
indem man diese durch die Anzahl der Anordnungsméglichkeiten der ausgewéhlten k& Elemente,
also durch die Anzahl der Permutationen der Lange k, durchdividiert:

nn—1)(n-2)..(n—k+1) n!
Knk = 3] T Kln— k)

Definition 1.2.2 (Binomialkoeffizient) Fiirn € C und k € N ist der Binomialkoeffizient (})
so definiert:

(Z) _ n(n—1)(n —2!)...@ —k+1)

Somit gilt: K, j, = (Z)
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Lemma 1.2.3 Firn € C und k € N gilt:

(o) =@+ (2 (=)=

Beweis. Bei (i) ist der Dividend das leere Produkt und somit 1, also (j)) = & = 1. Fiir (1) gilt

n

(Z) = Z—: = 1. Die erste Gleichung kann so gezeigt werden:

n no\ nn—1)---(n—k+1) nn-1--(n—k+1)(n—k)

<k> i <k+1> (k+1) (1) (k+1)!
_nn—1)---(n—k+1) _(n+1
= Gy D) (k+1+n—k)—<k+1)- U

Kombination mit Wiederholung

Diese Problemstellung soll mit einem Beispiel erklart werden. Fiirn =4, k=6ist 1 -1-2-4—
4 — 4 eine giiltige Auswahl. Diese Moglichkeit kann man auch so anschreiben: x| * || #*. Dabei
trennen die senkrechten Striche die n Kategorien voneinander ab (die Kategorien entsprechen den
auszuwéhlenden Elementen) und die Sterne zwischen zwei dieser Striche kennzeichnen, wieviele
der k£ Elemente aus genau dieser Kategorie ausgewéhlt wurden. Diese Problemstellung entspricht
also einer Variation ohne Wiederholung von k Sternen und n—1 Strichen aus n+k —1 Elementen
oder mit anders formuliert: Es miissen k Sterne auf die n + k — 1 Pléiitze verteilt werden. Daher
ergibt sich fiir n, k > 1:

n+k—1

1.3 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Es werden hier nur die fiir die Arbeit relevanten Begriffe nach einem Skriptum von K. Felsenstein
(siehe [15]) so vereinfacht wie moglich eingefiihrt.

Alle moglichen Resultate eines Experiments liegen in einer Menge (), die als Merkmalsraum
bezeichnet wird. w €  sind Elementarereignisse, wihrend F C €2 ein Ereignis ist. Die Wahr-
scheinlichkeit P(F) (englisch: “probability”), dass ein Ereignis eintritt, ist definiert als die An-
zahl der giinstigen Ausgénge durch die Anzahl der moglichen Ausgéinge, und somit eine Funktion
P: Q — [0,1]. Da vorliegender Arbeit das Model der Gleichverteilung zugrunde liegt und stets
endliche Merkmalsriume betrachtet werden, gilt hier fiir Q = {wy,...,wy }:

_ |E[_ 1B

P(E) = 1 = -

Fiihrt man die Zufallsvariable (oft auch Zufallszahl oder stochastische Grofle genannt) X als
eine Funktion X : ) — R ein, dann ist die Punktwahrscheinlichkeit durch

p =P{w|X(w) = i}) = P(X(0))
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definiert. Gilt also etwa in unserem diskreten Fall X (w;) = ¢, dann ist die Punktwahrschein-
lichkeit durch p; = P(X = i) festgelegt. Die Verteilungsfunktion F'(z) wird fiir jedes x als die
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses E = [X < z] definiert, also:

Flz)=P(X <z)=) p

i<z

Die Verteilung wird wegen p; = F'(i) — F(i— 1) eindeutig durch die Verteilunsfunktion festgelegt.
X ~ F kennzeichnet, dass die Zufallszahl X nach der Verteilungsfunktion F verteilt ist. Ist X

also auf {1,2,...,m} gleichverteilt (X ~ D,,), ist wegen der Punktwahrscheinlichkeit p; = % fiir
_ Lz

m

i =1,2,...,m die Verteilungsfunktion durch F(z) gegeben.

Mit dem Zeichen “2” wird die Gleichheit beziiglich einer Verteilung gekennzeichnet: Man
schreibt also X < Y, wenn die Zufallsvariablen X und Y dieselbe Verteilung besitzen. Mit

X, X st gemeint, dass die Folge von Zufallsvariablen X,, in der Verteilung gegen die Zufalls-
variable X konvergiert.

Definition 1.3.1 (Erwartungswert) Der Erwartungswert (die Erwartung) einer diskreten
Verteilung mit Q = {w1, ...,wn} und den Punktwahrscheinlichkeiten p; auf den Punkten x; ist

E(X) =) X(w) Pw) =) i p
=1

weN

Der Erwartungswert wird auch als das erste Moment bezeichnet. Héhere Momente sind Er-
warungswerte von X*; das k-te Moment ist daher: E(XF).

Definition 1.3.2 (Varianz) Die Varianz einer Zufallszahl X mit endlichem zweiten Moment,
also B(X?) < oo, ist

V(X)=E(X —E(X))2.

Satz 1.3.3 (Steiner’scher Verschiebungssatz) Fiir E(X?) < oo gilt:

V(X) =E(X?) - (E(X))*.

Beweis. Aufgrund der Linearitét (eine Funktion f(z) ist genau dann linear, wenn fiir o konstant
flax+y) = af(z) + f(y) gilt) des Erwartungswertes ergibt sich:

=p
V(X) = E(X - E(X))? = E(X? - 2Xp + ) = E(X?) — 2uE(X) +4° = E(X?) — (E(X))”.
SN—~— S—~—
=u =N
g

1.4 Summationsformeln

Hier sollen geschlossene Formeln fiir einige bekannte Summen gezeigt werden, die im Laufe der
Arbeit bendtigt werden.
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1.4.1 Reihen mit Binomialkoeffizienten

Lemma 1.4.1 Firn,m € N gilt:

> (") =)

Beweis. Fiir m = 0 gilt die Formel wegen ("Jfl) =n+1 und Lemma 1.2.3, woraus fiir 0 < k <n
die Giiltigkeit von (nak) = 1 ersichtlich ist. Im Folgenden kann also m > 1 angenommen werden.
Prinzipiell kénnen alle diese hier angefithrten Summenformeln mit vollsténdiger Induktion gelost
werden. Wahlt man als Induktionsanfang n = 0 so erhélt man wegen (Z) =0fira<beN

(siehe Definition 1.2.2):

<()> B ( 1 ) )L m = 0,
m)  \m+1) o, sonst,
die geforderte Gleichheit. Anschlieend kann im Induktionsschritt die Giiltigkeit der Aussage

fiir n als Induktionsvoraussetzung (Ind.Vor.) angenommen werden. Daraus soll jetzt auch die
Richtigkeit von n + 1 gezeigt werden:

O o (T P I (e
k=0 m k=0 m " k=0 " mol
e G ()= () D

Lemma 1.4.2 Firm € N gilt:

Zn: (k+m> B <n+m+1>
k N n )

k=0

Beweis. Fiir n = 0 gilt wegen Lemma 1.2.3 die Gleichung (OJBm) = (OJ”Z;H) = 1. Gilt nun die
Gleichung fiir n, so folgt wieder mit Lemma 1.2.3 fiir n + 1:

2 k+m " k+m n+1+m\ mdvor (n+m+1 n+l+m
S ()= (R (A e ) ()
k=0 k=0
_((n+1)+m+1> .
n—+1

1.4.2 Arithmetische Reihen

Als “arithmetische Reihe” wird eine Reihe bezeichnet, die fiir je zwei aufeinanderfolgende Sum-
manden eine konstante Differenz d hat. Fiir n € NU {oo} ist also 7, a; eine arithmetische
Reihe wenn a1 — a; = d fiir alle j € N und d konstant gilt.

Lemma 1.4.3 (Gauf3’sche Summenformel) Firn € N gilt:

n

>o-t= ()

=1
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Beweis. Folgende Beweisidee geht auf Gauf3 zuriick und bedient sich der Vorwirts- und Riickwiérts-
summation:

erste Summe S zweite Summe S S So S1 Sa 51
AN A AN T A~ =
223_1+2+ Andntm-D)+.+1="1 47472 +n-1) 4.+ + 1
—_—  —— ———
=1 =(n+1) —(n+1) =(n+1)
=n(n+1).

Man kann sich leicht iiberlegen, dass diese Vorgehensweise sowohl bei n gerade, als auch bei n
ungerade funktioniert. O

1.4.3 Potenzreihen

Wie der Name schon vermuten l&sst, sind Potenzreihen Reihen, deren Summanden die Form
cj(z — 70)’ haben, wobei alle c¢; und die Entwicklungsstelle zp konstant sind.

Lemma 1.4.4 Firn € N\ {0} gilt:

(n+1)(2n+1)
Zﬂ ; ‘
Beweis. Als Induktionsanfang wird die Aussage also fiir n = 1 verifiziert: % = 1. Im
Induktionsschritt wird die Giiltigkeit der Aussage fiir n angenommen und soll nun fiir n + 1
gezeigt werden:

n+1 n 2 2
. . nn+1)2n+1 6(n+1 n+1)(2n"+n+6n-+6

_ (n+1)(n+2)(2n + 3) _ (n+1)((n+1) +1)(2(n+1)+1)‘ -

6 6

1.4.4 Geometrische Reihen

Als “geometrische Reihe” wird eine Reihe bezeichnet, die fiir je zwei aufeinanderfolgende Sum-
manden einen konstant gleichbleibenden Quotienten ¢ hat. Fiir n € N U {oo} ist also Z?:o a;

eine arithmetische Reihe wenn ”1 = q fiir alle j € N gilt.

Lemma 1.4.5 (geometrische Reihe) Fiirx #1 und n € N gilt:
_ pntl
zwﬂ e
11—z
Beweis. Bezeichnet man mit S, = Z?:o 2’ die n-te Partialsumme, dann gilt:

(1-2)S =8, —a2S, =1 +z+2>+.. +a2") —(z+22+ 25+ .. 2" =1 - 2"

1 — gntl

S, = ——. O
" 1—=x
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Bemerkung 1.4.6 Bildet man fiir |x| < 1 den Grenzwert fiir n — oo, so erhdlt man wegen
lim,, 0 "1 = 0:

o 1
jz::O:vJ: T2

Fiir |x| > 1 divergiert die Summe und ist v = 1 so hat die n-te Partialsumme den Wert n+ 1.

Lemma 1.4.7 (potenzierte geometrische Reihe, Binomische Reihe) Fiir x| < 1 gilt:
1 n+m\ ,
(1— )t _Z< n >w '
n>0

Beweis (entnommen von [5]). Hier wird wieder ein Induktionsbeweis gefiihrt. Der Spezialfall
m = 0 stellt wegen (Z) = 1 die Gleichung fiir die geometrische Reihe aus Lemma 1.4.5 dar
und ist somit giiltig. Um von m auf m + 1 schlieen zu kénnen, wird mit Hilfe der Cauchy-
Produktformel und des Lemmas 1.4.2 fiir die letzte Umformung so vorgegangen:

1 Ind.Vor. n+m\ , 1 nt+m\ , n
T (e = (e e

n>0 n>0 n>0
n
B E+m\ ¢ ox n+m+1\ ,
= Ty (M)t e (T e -
n>0 k=0 n>0

1.5 Harmonische Zahlen

In vorliegender Arbeit sind die harmonischen Zahlen ein wichtiger Ausdruck, der immer wieder
Verwendung findet.

Definition 1.5.1 (Harmonische Zahlen) Die endliche Summe (n € N\ {0})

| |
Hy =Y~ baw. HP=>"— firkeNk>2
j:lj j:1]

wird als die n-te harmonische Zahl bzw. die n-te harmonische Zahl zur Ordnung k bezeichnet.

Da harmonische Zahlen oft in Laufzeitanalysen vorkommen, ist es wichtig zu wissen, wie sich
H,, asymptotisch verhélt. Das Folgende wurde aus [13] zusammengefasst.

Satz 1.5.2 H,, = O(logn).

Beweis. Die Idee ist, dass man die endliche Summe » ., f(k) fiir a,b € N mit ff f(z)dzx
anndhern kann. Dabei muss der Approximationsfehler abgeschétzt werden. Wird das Intervall
[a,b) in lauter Einheitsintervalle (Intevalle der Lénge 1) unterteilt, so kann der maximale Fehler
fiir das k-te dieser Intervalle mit

0p = max |f(x) — f(k)|

= axX
k<x<k+1
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nach oben abgeschétzt werden. Da es sich bei den Harmonischen Zahlen um eine monoton
fallende Funktion handelt, erhélt man beim Aufsummieren dieser Fehler eine Teleskopsumme
und fiir den Gesamtfehler bleibt nur mehr der erste und letzte Summand iibrig:

Hn:;ké/l —da + > Ok =logn +1—— = O(logn). -

1<k<n

Bemerkung 1.5.3 Die genaue Abschitzung fir die harmonischen Zahlen bekommt man mit
Hilfe der diskreten Form der Euler-Maclaurin Summation (siehe [13, Kapitel 4]). Damit erhilt
man H, =logn 4+~ + ﬁ + O(#), wobei v = 0,57721... die Fuler-Mascheroni-Konstante ist.

Aus der Analysis ist auch bekannt, dass die allgemeine harmonische Reihe Zk21 k% mit o € R
fiir alle o > 1 konvergiert (etwa fiir v = 2: 37, -, # = %2), wihrend bei @ < 1 Divergenz herrscht.
H,, kann auch als eine Funktion mit Argument n aufgefasst werden. Laut Definition sind bisher

nur n € N'\ {0} zugelassen. Nun kann man aber einen Schritt weiter gehen und auch komplexe
Werte zulassen ([17]).

Definition 1.5.4 (Verallgemeinerung der harmonischen Zahlen)

Ha) =Y (; S > fir e C\{0,~1,—2,..}.

= r+k

Fiir n € N\ {0} gilt H(n) = H,, da sich in der Summe alle Terme ; mit k > n wegheben.

1.6 Erzeugende Funktionen

Erzeugende Funktionen sind ein zentrales Hilfsmittel bei der Analyse von Algorithmen. Es
konnen mit ihnen nicht nur effizient Rekursionen gelost und Momente berechnet werden — sie
sind vielmehr (siehe [13, Kapitel 3]) eine natiirliche Verbindung zwischen den Algorithmen und
den analytischen Methoden, um die Eigenschaften der Algorithmen zu untersuchen. Erzeugen-
de Funktionen sind sowohl ein kombinatiorisches Werkzeug um Abzdhlungen vorzunehmen, als
auch ein analytisches Werkzeug, um aussagekriftige Abschéitzungen tétigen zu koénnen.

Definition 1.6.1 (Erzeugende Funktion) Fs sei die Folge ag,ay, ..., ak, ... gegeben. Die Funk-
tion

Az) = Z a2

wird die (gewohnliche) erzugende Funktion der Folge genannt. Um den k-ten Koeffizienten aus
A(z) extrahieren zu konnen, verwendet man die Funktion [2¥], also: [2F]A(2) = ag.

Definition 1.6.2 (Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion) Sei X eine Zufallsvariable,
die nur natirliche Zahlen annehmen kann. Mit der Punktwahrscheinlichkeit p, = P{X = k}
wird die Funktion

P(z) = Zpkzk

wahrscheinlichkeitserzugende Funktion fir die Zufallszahl X genannt.
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Man erkennt sofort, dass die Bedingung P(1) = 1 notwendig und hinreichend fiir: P(z) =
> k>0 pr2" ist eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion, ist.

Satz 1.6.3 Mit einer wahrscheinlichkeitserzugenden Funktion P(z) zu der Zufallsvariable X
kann man den Erwatrungswert und die Varianz derart berechnen:

E(X)=P'(1), V(X)=P'(1)+P1)-PQ1)>2%

Beweis.

P'(1) = Zpkzk = kakzk_l = kak = E(X),

k>0 Ly k>0 Ly k>0
V(z) = (k= P'(1))px = Y Kpe —2P' (1) Y _kpi+P' (1> pp = > k°pr. — P'(1)?
E>0 k>0 k>0 k>0 k>0
N—— N——
=P'(1) =1
= k(k—pr+ > _kpr— P'(1)> = P"(1) + P'(1) — P'(1)%. O
E>0 E>0

1.7 Baumstruktur
Hier sollen nun ein paar Grundbegriffe der Graphentheorie aus [19] eingefiihrt werden.

Definition 1.7.1 (Graph) Ein Graph (V, E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V' und
einer Kantenmenge E. Bei einem gerichteten Graphen gilt E C'V XV, wdhrend bei einem unge-
richteten Graphen E C K : K = {{a,b} : a,b € V,a # b} gilt. Sind Mehrfachkanten zugelassen
spricht man von einem Multigraphen.

Definition 1.7.2 (Pfad, Kreis, Zusammenhang) In einem (gerichteten) Graph (V, E) wird
eine durch (gerichtete) Kanten verbundene nichttriviale Knotenfolge (Auswahl der Folgenele-
mente > 1) mit lauter unterschiedlichen Knotenelemente als Pfad bezeichnet — die Anzahl der
Kanten zwischen diesen Knoten ist die Linge des Pfades.

FEin Kreis ist ein Pfad (vi,...,vy), bei dem zusdtzlich vy, durch eine (gerichtete) Kante mit vy
verbunden ist: (v1,...,vp,v1). Im ungerichteten Graph gilt zusdtzlich n > 2.

Ein ungerichteter Graph ist zusammenhdngend, wenn fir je zwei Knoten ein Pfad gefunden
werden kann, der diese beiden Knoten verbindet. Im gerichteten Graph spricht man in diesem
Fall von stark zusammenhdingend; schwach zusammenhdngend ist ein gerichteter Graph genau
dann, wenn der entsprechende Graph, wo die Orientierung weggelassen wird, zusammenhdngend
15t.

Definition 1.7.3 (Wurzelaum) FEin Wurzelaum ist ein kreisfreier, schwach zusammenhdngen-
der gerichteter Graph, mit einem ausgezeichneten Wurzelknoten, den jeder Knoten durch einen
Pfad erreichen kann. Der Startpunkt einer jeden Kante in Richtung zum Wurzelknoten wird
als eines der Kinder vom Endpunkt der Kante bezeichnet, der auch als Elternknoten bezeichnet
wird. Ein Knoten ohne Kinder heifit Blatt.
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1.7.1 Binirer Suchbaum

Ein binédrer Suchbaum ist eine abstrakte Datenstruktur in der Informatik. Zuerst soll der Begriff
Binédrbaum erklédrt werden.

Definition 1.7.4 (Bindrbaum) Fin Bindrbaum ist ein Wurzelaum, bei der jeder Knoten hichstens
zwei Kinder haben darf. Dabei spricht man jeweils vom rechten und vom linken Kind.

Definition 1.7.5 (Binédrer Suchbaum) Ein Bindrer Suchbaum ist ein Bindrbaum B, wo fir
jeden Knoten x € B gilt, dass alle Knoten im linken Teilbaum einen kleineren Wert als x haben,
wdhrend alle Knoten im rechten Teilbaum einen Wert grifier als oder gleich wie x haben.

Beispiel 1.7.6 (Bindrer Suchbaum) Die Werte 2, 5, 7, 15, 22, 29, 33, 35, 41 konnen in
einem bindren Suchbaum beispielsweise derart dargestellt werden:

e 15

.7/ \.35
.3/ .29/ \.41
o5 .22/ \.33

Abbildung 1.1: Ein Beispiel fiir einen bindren Suchbaum

Hier sind die Knoten 5, 22, 33 und 41 die Bldtter des Baumes, wdhrend der Knoten 15 die
ausgezeichnete Wurzel ist. Die Werte des gesamten linken Teilbaums von 35, also 22, 29 und
33, sind kleiner als 35, wihrend die des rechten Teilbaums, hier 41, gréfler sind. Dies gilt fiir
alle Elemente.

1.8 Analyse von Algorithmen

Einer der ersten mathematischen Zugénge war jener von Knuth (siehe [2]). Er formulierte zwei
Analyse-Typen, die im folgenden kurz vorgestellt werden.

1.8.1 Typ A: Analyse eines speziellen Algorithmus

Bei einer Typ A Analyse werden die wesentlichen Merkmale eines Algorithmus untersucht. Dazu
zdhlen eine Laufzeitanalyse (englisch: “frequency analysis”), wo herausgefunden wird, wie oft
jeder Teil des Algorithmus aufgerufen und abgearbeitet werden muss. Der ungiinstigste Fall,
im folgenden mit worst-case bezeichnet, gibt eine obere Schranke und eine — meist grobe —
Abschétzung nach oben fiir das Laufzeitverhalten. Das Gegenstiick dazu ist der giinstigste Fall,
der best-case, der also die best mogliche und damit niedrigste Anzahl an Berechnungsschritten
benétigt. Der eigentlich interessante Wert ist aber die Durchschnittsanalyse, also die Ermittlung
des avarage-case. Hier wird iiblicherweise der Erwartungswert und, wenn moglich, auch die Va-
rianz der bendtigten Berechnungsschritte ermittelt.

Ein weiteres wichtiges Giitekriterium eines Algorithmus ist sein zusétzlich zur verarbeitenden
Datenmenge benotigter Hilfsspeicher, also eine Speicherplatzanalyse (englisch: “storage analy-
sis”).
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1.8.2 Typ B: Analyse einer Klasse von Algorithmen

Im Gegensatz zur Typ A Analyse beschéftigt man sich bei einer Typ B Analyse mit einer gan-
zen Familie von Algorithmen, die ein bestimmtes Problem losen und mdochte den best moglichen
(“best possible”) darunter identifizieren. Man kann bei der Betrachtung einer ganzen Algorith-
menfamilie obere bzw. untere Schranken fiir die Komplexitdt des Problems bestimmen. Wenn
man beispielsweise das Sortierproblem fiir n Zahlen betrachtet, kann man die minimale Anzahl
an Vergleichen S(n) ermitteln, die in jedem Fall benttigt werden.

Auf den ersten Blick scheint die zeitlich erst spéter entwickelte Typ B Analyse der Typ A Ana-
lyse iiberlegen zu sein, da es hier moglich ist, unendlich viele Algorithmen gleichzeitig behandeln
zu konnen. Denn natiirlich ist man daran interessiert, anstatt jeden einzelnen erfundenen Al-
gorithmus zu anaylsieren, gleich den fiir eine Problemstellung best mdglichen zu ermitteln und
zu beweisen, dass es keinen besseren mehr geben kann. Diesem Argument hilt Knuth dagegen,
dass Typ B Analysen extrem Technologie-abhiingig sind: Kleine Anderungen in der Definition
flir “best possible” kénnen grofle Auswirkungen darauf haben, welcher Algorithums der Familie
nun tatséchlich der bestgeeignete ist. Als Beispiel nennt Knuth, dass 23! in nicht weniger als 9
Multiplikationen berechnet werden kann (die Zwischenergebnisse werden mitgespeichert):

3

Lisst man aber auch Divisionen zu, kann 23! auch mit 6 arithmetischen Operationen berechnet

werden:

L (@)

T =
x

Das Problem bei Typ B Analysen ist auch, dass man oft ein sehr einfaches Model der Kom-
plexitdt verwenden muss, um iiberhaupt zu Aussagen zu bekommen. Dabei ist die Gefahr grof3,
dass der zu hohe Abstraktionsgrad aller relevanter Aspekte einer betrachteten Klasse von Al-
gorithmen zu unrealistischen und unpraktikablen Losungen fiihren kann. Des weiteren ist eine
Typ B Analyse oft duflerst schwierig durchzufiihren, sodass man oft keine brauchbaren Resultate
erhélt.

Daraus schliefit Knuth, dass Typ A Analysen wahrscheinlich wichtiger als Typ B Analysen sind.
Er bemerkt auch, dass gliicklicherweise auch Typ A Analysen eine intellektuelle Herausforde-
rung darstellen, da fast jeder Algorithmus, der nicht iibertrieben kompliziert ist, zu interessanten
mathematischen Fragestellungen fiihrt. Die folgenden Seiten sollen diese Aussage zumindest fiir
eine Auswahl von In situ-Permutationsalgorithmen verifizieren.
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Einfiihrung

2.1 Problemstellung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Algorithmen, welche die Eintrége eines gegebenen Datenfeldes
geméf einer vorgegebenen Permutation umordnen und dabei weniger als O(n) Bits zusétzlichen
Hilfsspeicher bendtigen.

Im Konkreten sei also fiir n € N ein Array A = [a1,a9,...,a,] und eine Permutation 7 :
{1,...,n} = {1,...,n} gegeben. Fiihrt man jetzt gleichzeitig die n Operationen

Ali] — A[x(i)] fiir i € {1,...,n}

aus, dann kommt man zum gewiinschten Resultat. Man versucht also den Inhalt von A, ndmlich
(a1,az, ...,a,), in die Reihenfolge (ar(1), ax(2); -+ Gr(n)) Umzuwandeln.

2.2 Motivation

Die Untersuchung von solchen Algorithmen ist nicht nur von theoretischem Interesse. In der
Praxis werden Permutationsalgorithmen bei einer Vielzahl von Problemen und Subproblemen
eingesetzt (siehe [1]). Hier eine kleine Auswahl:

e Rotation von digitalen Bildern

e Transponieren einer Matrix

e Bestandteil gewisser Sortierfunktionen
e Anlegen von Suchbdumen

Die ersten beiden Punkte liegen auf der Hand: Hier soll keine Information abhanden kommen,
sondern lediglich nach einem vorgegebenen Schema neu arrangiert werden.

Es greifen auch gewisse Sortierfunktionen auf Permutationsalgorithmen zuriick. Wenn man bei-
spielsweise grofle Datensétze hat, kann es sinnvoll sein, vorerst nur mit Pointern die Sortierung zu
erarbeiten und anschlielend demenstprechend die Datensétze umzuordnen. Oder man sortiert,
indem man die einzelnen Datensétze paarweise vergleicht, fiir jeden einzelnen zihlt, wieviele vor
ihm stehen miissen und abschliefend dementsprechend umordnet, wo wieder ein Permutations-
algorithmus zum Tragen kommt.

Will man auf einem geordneten Datenfeld vermehrt Datenséitze suchen, ist es sinnvoll, diese
Daten entsprechend eines Suchbaumes neu anzuordnen. Wahlt man einen bindren Suchbaum —
in Abbildung 2.1 die zweite Zeile — befinden sich fiir ein Element an der i-ten Stelle die Kinder

14
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[1]2]3]4[5][6 ] 7 [8[9]10]11][12][13]14]15]

(8]4]12]2[6[10]14[1[3][5 |7 [9[11]13]15]

[4]8]12]1[2[3 |5 [6[7][9]10][11][13]14]15]

Abbildung 2.1: Anordnungsmoglichkeiten von Daten

auf den Feldern mit Index 2¢ und 2¢ + 1. Es kann auch erwiinscht sein, die Daten so neu zu
ordnen, dass (b + 1)-dre Suchbdume implizit angelegt werden — die dritte Zeile zeigt den Fall
b = 3. Das ist von Vorteil, wenn man in den virtuellen Speicher gleichzeitig b Elemente einlesen
kann.

Lésst man die Forderung mit dem begrenzten Hilfsspeicher echt kleiner als O(n) fallen, ist
es nicht schwierig, Algortihmen zu finden, die das gestellte Problem in linearer Laufzeit 16sen
konnen. Ein Ansatz ist, dass man das Hilfsfeld (7 (1), 7(2),...,m(n)) anlegt und erlaubt, darauf
lesend und schreibend zugreifen zu konnen. Ein anderer Ansatz speichert in n extra Bits wie
weit man in der vorliegenden Permutation schon vorangeschritten ist. Darauf wird spéter noch
eingegangen.

Aufgrund der Forderung schrinken sich die Losungsmoglichkeiten allerdings sehr stark ein. Eine
sehr natiirliche Vorgehensweise wurde von J. C. Gower gefunden, dessen “Klassischer Algorith-
mus” im Folgenden untersucht wird. Der Erste, der sich mit der Analyse dieses Algorithmus
beschéftigt hat, war D. E. Knuth (siehe [2]), dessen Ergebnisse als erstes hier im folgenden
Kapitel vorgestellt werden.
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Der klassische Algorithmus

3.1 Zyklendarstellung einer Permutation

Jede Permutation kann man als das Produkt ihrer einzelnen Zyklen anschreiben. Dabei bein-
haltet ein Zyklus mit jedem Element auch dessen Bild unter der Permutation .

Definition 3.1.1 (Zyklus) Der Zyklus von j sei die Menge jener Elemente, die man durch
wiederholtes Anwenden der Permutationsabbildung erhdlt:

Zyklus(j) := {7*(j) | k € N}.

Die Darstellung einer Permutation in Zyklenschreibweise ist nicht eindeutig. Zum einen kann
man die Elemente von jedem Zyklus beliebig zyklisch vertauschen, also zum Beispiel (2 1 3) =
(132)=(321). Zum anderen ist die Reihenfolge der einzelnen Zyklen nicht festgelegt, also
etwa (1 3)(254) = (25 4)(1 3). Um die Eindeutigkeit, die fiir die algorithmische Abarbeitung
essentiell ist, zu erreichen, wird pro Zyklus ein Element, genannt Zyklenfiihrer, ausgezeichnet.
Der Zyklenfiihrer soll nun das kleinste Element eines jeden Zyklus sein.

Definition 3.1.2 (Zyklenfithrer) Man nennt j genau dann einen Zyklenfiihrer wenn fiir alle
ke N gilt:
j< ().

Jetzt erreicht man die eindeutige Darstellung, indem man die Zyklen nach der Grole der Zy-
klenfiihrer ordnet und jeden Zyklus mit dem Zyklenfithrer beginnen ldsst.

Definition 3.1.3 (Kanonische Zyklendarstellung) Ordnet man die Zyklen einer Zyklen-
darstellung zu einer gegebenen Permutation m absteigend nach der Grofle der Zyklenfihrer und
stellt man jedem Zyklus den Zyklenfihrer voran, erhdlt man die kanonische Zyklendarstellung
der Permutation 7.

Beispiel 3.1.4 Sei die Permutation 7 in der einzeiligen Darstellung gegeben:
7w = (m(1),7(2),...,m(6)) = (5,1, 3,6,2,4)

Um jetzt die zyklische Darstellung zu erhalten, kann man zur zweizeiligen Darstellung tibergehen,
wo man leichter sieht, welche Elemente in welche iibergehen, ndmlich die oberen in die unmit-

telbar darunterliegenden:
1 2 3 45 6
51 3 6 2 4

16
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Wenn man jetzt bei 1 startet und sich entlang des Zyklus bewegt, bekommt man den Zyklus
(15 2). 2 kommt bereits in einem Zyklus vor, also geht es mit 3 weiter. Am Ende erhdilt man
drei Zyklen, die man nun noch absteigend nach Zyklenfihrer ordnet, um so zur kanonischen
Zyklendarstellung zu gelangen:

(46)(3)(152).

Hier kann man jetzt auch auf die Klammern verzichten, da die Permutation auch aus der Zah-
lenfolge 4 6 3 1 5 2 rekonstruierbar ist. Das Zeichen “)(” kommt nimlich genau dann vor, wenn
die nachfolgende Zahl kleiner ist, als alle vorhergehenden.

3.2 Algorithmus nach J. C. Gower

Folgender Algorithmus wurde von Knuth (siehe [2]) herangezogen, um eine Typ A Analyse ex-
emplarisch durchzufiihren. Dabei wird die Zyklenstruktur der Permutation ausgeniitzt.

Algorithmus 3.2.1

1 for j:=1tondo > 1
2 k:=mn(j) > n
3 while £ > j do >n+ a
4 k:=7(k) > a
) end while > a
6 if k = j then > n
7 element = Alj] > b
8 m = 7(j) > b
9 while m # j do >b+c
10 Alk] := Alm)| >c
11 k:=m >c
12 m = 7(k) >c
13 end while > c
14 Alk] := element > b
15 end if > b
16 end for > n

3.3 Analyse

3.3.1 Korrektheit

Der erste Schritt einer jeden Analyse ist es, dass man iiberpriift, ob der Algorithmus auch das
Gewtlinschte leistet.

In den Zeilen 2 bis 6 wird iiberpriift, ob das jeweilig betrachtete j ein Zyklenfiihrer ist. Ist dies
der Fall, muss die Bedingung in Zeile 3 fiir alle anderen Elemente des Zyklus gelten und somit der
gesamte Zyklus durchschritten werden, um am FEnde wieder beim Zyklenfithrer anzukommen.
Somit ist die Bedingung in Zeile 6 im Fall “j ist Zyklenfiihrer” erfiillt und es wird anschlieflend
in den Zeilen 7 bis 14 die Umordnung mit einem Hilfsspeicherplatz “element” durchgefiihrt.
Dabei iiberschreibt man sukzessive die entsprechenden Eintrége des Arrays A in der Reihenfolge
des Zyklus.
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3.3.2 Laufzeit

Nun stellt sich die Frage, wie oft man - in Abhéngigkeit von n, der Gréfle des Arrays - jede Zeile
im Code abarbeiten muss. Dazu geniigt es, vorerst drei Variablen einzufiihren, ndmlich a, b und
c:

Es ist klar, dass man die Zeilen 2, 6 und 16 fiir jedes Element genau einmal abarbeitet, al-
so insgesamt n-mal. Fiir die Zeile 3 bemiitht Knuth die Kirchhoff’sche Regel, die besagt, dass
die Anzahl, wie oft man zu einer Stelle im Programm kommt, gleich der Anzahl ist, wie oft
man sie verlisst. Belegt man die Abarbeitung der Zeile 4 mit der Variablen a, dann folgt fiir
die Zeile 3, dass sie (n+4a)-mal ausgefiihrt wird. Eine analoge Uberlegung fiihrt zu b-+c in Zeile 9.

Nun zur Interpretation der Variablen. Die Variable b ist offensichtlich die Anzahl der Zyklen der
gegebenen Permutation. In der kanonischen Zyklendarstellung m = (¢(1), ¢(2), ..., q(n)) sind das
also die links-rechts Minima. Es gilt also:

b(m)={j: 1<j<n A q(j)=min{q(i) | 1<i<j}}.

Weiters stellt man fest, dass jedes Element entweder in der Zeile 10 oder in der Zeile 14 umge-
speichert wird. Daher ergibt sich der Zusammenhang: ¢ + b = n.

Bemerkung 3.3.1 Fizpunkte werden vom Algorithmus nicht explizit erkannt und als einele-
mentige Zyklen gehandhabt, das heifst, dass Zeile 14 einmalig ausgefihrt wird.

Die Variable a ist etwas schwieriger zu interpretieren. Geht man wieder von der kanonischen
Zyklendarstellung m = (q(1),¢(2), ..., q(n)) aus, gilt

a(m) =[{(,7): 1<i<ji<n A q@)<q(i+1),q(i) <q(i+2),..,q() < q(j)}(|~ |
3.1

worst-case

Das worst-case Szenario, also den denkbar ungiinstigsten Fall, analysiert man, um eine obere
Schranke fiir die moégliche Laufzeit zu bekommen.

In unserem Fall nimmt @ den maximalen Wert bei 7 = (w(1),7(2),...,7(n)) = (2,...,n,1) an,
némlich a = (n— 1)+ (n—2) + ...+ 0 = 3(n? — n). In diesem Fall hat die Permutation lediglich
einen Zyklus und somit b den Wert 1, was der “best case” fiir b ist.

Bei der Permutation 7 = (1,2, ..., n), die aus lauter Fixpunkten besteht, wird b maximal, ndmlich
b = n. Hier wird ¢ minimal, nédmlich a = 0.

average-case

Interessanter und aussagekriftiger ist in der Regel die Durchschnittsanalyse. Zuerst muss man
sich hierbei iiberlegen, welche Verteilung die Input-Daten haben. In unserem Fall nehmen wir
an, dass alle moglichen n! Permutationen gleich wahrscheinlich sind. Im Folgenden soll der Er-
wartungswert und die Varianz der Variablen a und b berechnet werden.

Satz 3.3.2 Der Erwartungswert von b ist gegeben durch:

E(b) = H,, — 1 = O(log(n)).
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Definition 3.3.3 (Stirlingzahl 1.Art) Die Stirlingzahl 1.Art sy ist die Anzahl der unter-
schiedlichen Mdglichkeiten, eine Permutation mit n Elementen in k Zyklen zu zerlegen.

Fiir die Stirlingzahl 1. Art gilt folgende Rekursion:
Spk = Sn—1,k—1 + (n— 1)sp_1 1, 5n,0 = 00, S0k = 00.k-

Der erste Summand steht fiir die Moglichkeit, dass n ein Fixpunkt ist und somit einen eigenen
Zyklus bildet. Der zweite Summand deckt die Félle w(n) # n ab.

Beweis. Bezeichnet man jetzt mit P, j, die Wahrscheinlichkeit, dass eine Permutation der Lénge
n genau k Zyklen hat, kommt man durch obige Uberlegung zu der Rekursion

1 n—1
Pn,k = —In-1k-1 +
n

Po1 k- (3.2)

Sei Gy, (2) := Y. Py 2" fiir n > 1 die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion. Multipliziert man
k>0

Gleichung (3.2) mit z¥ und summiert iiber alle k¥ > 0 auf, erhilt man

1 n—1
Gn(z) = - Z Pn_l?k_lzk + . an_lykzk

k>0 (1) k>0
z n—1
= E Z Pn,lykzk + T Z Pn,Lka
k>0 k>0
z n—1
= Eanl(Z) + anl(z)
z+n—1
=2 Ga(2).
n

Iteriert man nun diese Rekursion und beachtet, dass G1(z) = 1 ist, erhélt man

Gu(z) = [] 221 (3.3)

=2

Es stellt sich allerdings heraus, dass es leichter ist, die Rekursion abzuleiten, um so auf den
Erwartungswert zu kommen:

1 z4+n-—1
G1\(2) = G (=) + ————C 4 (2)
1

G(1) = = Gu1 (1) 4Gy (1)

=1

1
G(1) ::;;'+'(;271(1)~

Fiir den Erwartungswert gilt nun E(b) = G),(1) = H, —1=0(log(n)). O

INgE
S
Il

<
[|
N
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Satz 3.3.4 Die Varianz von b ist gegeben durch:
V(b) = H, — HY = O(log(n)).

Beweis. Es ist also Y k2P, — (> kP, x)? zu untersuchen. Hat man eine wahrscheinlichkeits-

k>0 k>0
erzeugende Funktion F(z) = Y prz* gegeben, so gilt (siehe auch Satz 1.6.3 auf Seite 11):
k>0
2
S g — [ D kpagx | =F'(1)+ F'(1) — (F/(1)%
k>0 k>0

Lemma 3.3.5 Seien F'(z) und G(z) zwei wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen, also F'(1) =
G(1) = 1. Dann gilt fir die zugehorigen Zufallsvariablen F und G:

V(FG) = V(F) - V(G).

Beweis.

(FG)"
V(FG)=F"(1)G(1) + 2F'(1)G'(1) + F(1)G" (1) +
+ F'(1)G(1)+ F(L)G'(1) — (F'(1)G(1) + F(1)G'(1))?.
(FGY (FG))?

Ordnet man jetzt die Summanden anders an und beriicksichtigt F'(1) = G(1) = 1, erhélt man

V(FG) = (F"(1)+ F'(1) = (F'(1))?) - (G"(1) + G'(1) — (G'(1))?) . O

V(F) V(&)

. n
Nachdem nun fiir g;(z) = Z+;7_1 gilt: g(z) = 1, ist Gp(2) = ][ ¢;(2) das Produkt von wahr-
j=2

scheinlichkeitserzeugenden Funktionen (siehe Darstellung (3.3)). Mit Lemma 3.3.5 erhélt man:

VG =Y Vig) = 3 (};) e} .
j=2

i=2(1)

Nun gilt es, sich mit dem Parameter a zu beschéftigen.

Satz 3.3.6 Der Erwartungswert von a ist gegeben durch:
E(a) = (n+1)H, — 2n.

Beweis. Aus der Darstellung (3.1) auf Seite 18 folgt fiir

|1, wenn q(i) < q(k) fiiri <k <j,
Yij = 0, in allen iibrigen Féllen,
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dass a gegeben ist durch:

a = Z Yij-

1<i<j<n

Im Folgenden wird aufgrund der besseren Ubersicht die abkiirzende Schreibweise: @ := E(a)
und ¥i; := E(y;;) verwendet. ¥;; ist die Anzahl an Permutationen mit y;; = 1 gebrochen durch
die Anzahl aller moglichen Permutationen, also durch n!. Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢(i) =
min{q(k)|i < k < j} ist, betrigt ]_ﬁ Somit erhalt man

_ . 1 n+1-—r
a= § Yij = g — T = g EE— (3.4)
— — j—i+1 r
1<i<j<n 1<i<j<n 2<r<n
Im letzten Schritt wurde j — ¢ + 1 durch die neue Variable r ersetzt. Es folgt

a=(m+1) 3 %— S 1= (A 1)(Hy—1) = (n—1) = (n+ 1) H, — 2. o

2<r<n 2<r<n

Satz 3.3.7 Die Varianz von a ist gegeben durch:
V(a) = 2n% — (n+1)2H? — (n+1)H,, + 4n.

Beweis. Die von D. E. Knuth angegebene Losung (siehe [2]) erweist sich als sehr aufwéndig
und rechenintensiv. Es werden hier die wichtigsten Schritte angefiihrt, ohne jeden einzelnen
Zwischenschritt auszufiihren. Zuerst berechnet man den Erwartungswert von a?:

2
E(a®) = E > i =E|[ > v+ D vk
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
1<k<I<n
(4,5)# (k1)

Da y;; nur die Werte 0 und 1 annimmt, ist y% = y;j. Wenn man das beriicksichtigt und Sym-
metrieeigenschaften ausniitzt, kann man so fortfahren:

E{ > wi+2 Y. Waye+vavp+vaye) +2 D Wik + VikYik + Yiie)
1<i<j<n 1<i<j<k<i<n 1<i<j<k<n

=a+2A+B+C+D+E+F).

Auf die letzte Zeile kommt man, wenn man die Linearitit des Erwartungswertes ausniitzt und
die Variablen A bis F' entsprechend definiert, also A := Y E(yijym), B := > E(yiryji), ... F :=
> E(yijyir). Der Ausdruck y;jyr nimmt den Wert 1 genau dann an, wenn sowohl y;; also
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auch yi; den Wert 1 annehmen. Der Erwartungswert von y;;yg bei fixem ¢ < j < k < I
ist also m Analoges Vorgehen ergibt E(yry;) = m und E(yayk) =
m Aufgrund der Monotonie i < j < k < [ und der Definition von ¥y, fiir m < n mit
m,n € {i,j,k,1} ergibt sich y;;yjr = yixyjrx und Yy = yir, und somit E(y;;y;n) = E(yikyjn) =
%undﬂg( . ,):+

(k—i+1)(k—j+1) YijYik (k—i+1)"

Definiert man nun

1
Xo= z:j—%H’

1<i<j<n
Y= Y  Hi
1<i<j<n
1
Z = 2 ijfz}
1<icy<nd " +1

so erhilt man

c:yﬂ—z—a<g>+3x,

D=FE=7-X,

()

X wurde bereits berechnet, indem man j — ¢ + 1 durch eine neue Variable ersetzt hat. Analog

geht man bei Y und Z vor. Unter Verwendung bekannter Formeln fiir harmonische Zahlen erhélt
man:

X =(Mn+1)H, —2n,
. ) 3., 1

+n)H, — ZnQ — 3™

Nachdem man nun die Gréflen B bis F' im Griff hat, muss noch A untersucht werden. Es ergibt
sich zunéchst:

1 1 /m—r—s+2
A= ) G-i+(l-k+1) 2 m< 2 )

1<i<j<k<I<n r>2,5>2
r+s<n
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Es wurde also wieder j —i+1 durch die neue Variable r und | —k+1 durch s ersetzt. Im néchsten
Schritt soll nun r 4 s =: ¢t gesetzt werden und man erhélt unter Ausniitzung von Symmetrien:

S S ) ()

2<r<t-2 2<r<t—2
1<t<n 4<t<n
1 /m—t+2 1 9
=2 — = — 2 1) —¢(2 3 t7).
E rt< ) ) E Tt((n+ )(n+ 1) —t(2n + 3) + %)
2<r<t—2 2<r<t—2
1<t<n 1<t<n

Fiihrt man nun wieder drei neue Variablen ein, kann man die Grole A endlich beschreiben. Aus

W:—;((n2+n—2)(Hn_g—1)—(n—l)(n—2)+1—3(n—3))

folgt ndmlich:
A=mn+2)n+ 1)U - 2n+3)V +W.

Fasst man nun alles zusammen und subtrahiert man noch @ von dem errechneten E(a?), erhilt
man die gesuchte Varianz von a:

V(a) = omn? — (n+ I)ZHT(LZ) —(n+1)H, + 4n. O

3.4 Berechnung héherer Momente

Die Berechnung der Varianz des Parameters a hat sich im vorigen Abschnitt als duflerst miithsam
herausgestellt, da bereits die Untersuchung des zweiten Moments grofiere Probleme bereitet. Es
ist also nicht zielfithrend, sich mit dieser Methode an h6here Momente heranzutasten. In diesem
Abschnitt soll ein Verfahren vorgestellt werden, mit dem man beliebig hohe faktorielle Momente
ausrechnen kann und im Speziellen wird die Varianz von a auf eine einfachere Weise berechnet,
siehe [3].

Ruft man sich die Darstellung (3.1) des Parameters a in Erinnerung, kann man jetzt a, j wie
folgt definieren.

Definition 3.4.1 Mit a,, j bezeichnet man die Anzahl an Permutationen der Linge n, fir die
a(m) =k gilt, also

ap = {7 a(m) =k}, fir m:{1,...,n} — {1,...,n} bijektiv.
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Wir fithren eine entsprechende wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ein:
Sk
Gn(z) = Z k- (3.5)
k>0

Es gilt G, (1) =1, da ) ;5 ank gleich der Anzahl aller moglichen Permutationen ist, also n!, weil
man ja iiber alle moglichen k& summiert. Fiir G, (2) findet man folgende Rekursionsgleichung.

Satz 3.4.2 Sei die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion G, (z) wie in Darstellung (3.5) de-
finiert. Dann gilt:

Gn(z) =

3=

n—1

sz Gi(2) Gpo1-k(2), firn>1,
k=0

G(](Z) =1.

Beweis. Aufgrund von ag =1 fiir k =1 und ag; = 0 fiir k # 1 gilt Go(2) = 1.
Sei die Permutation 7 in der kanonischen Zyklendarstellung gegeben. Nun soll rekursiv nach dem
kleinsten Element aufgespalten werden. Zu Beginn unterteilt man also 7 nach dem Einselement:

m = plo.

Bezeichnet man mit |p| und |o| die Langen der Folgen p und o ergibt sich |[p| = n — 1 — |o|
und aus der Interpretation des Parameters a (Darstellung (3.1), Seite 18) folgende Gleichung,
da die 1 als kleinstes Element immer kleiner als alle Nachfolger sein wird und somit mit jedem
Nachfolger einen Beitrag zur Grofle a liefert:

a(m) = a(p) + a(o) + |o].
Zur Veranschaulichung sei hier ein kleines Beispiel gegeben.

Beispiel 3.4.3 Sei die Permutation m = (2 4 5 1 3) in kanonischer Zyklenschreibweise gegeben.
Der Parameter a hat den Wert vier, da die folgenden Paare je einen Beitrag leisten:

(2,4), da 2 < 4,
(2,5), da2<4<5,
(4,5), da 4 < 5,
(1,3), da 1< 3.

Mit Hilfe der Rekursion kommt man so zum Resultat (dabei bezeichnet € das Nullwort):

a(24513)=  a(245) +  a3) + 1
U ted D) 124 e ta@ 40 + 1
y > X
= a(4 5) + 3
—_——
=a(e)+aB)+1 + 3 = 4
—~ =~
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Wenn o die Lange m hat, dann gibt es (";Zl) Moglichkeiten, die m Elemente aus den verblei-
benden n — 1 (denn das kleinste Element ist ausgenommen) auszuwéhlen. Summiert man iiber
alle moglichen m auf, ergibt sich

n—1 n 1
Qnk = Z < m ) Z an—1-m,i Am,j-

m=0 i+j+m=k

Die zweite Summation ergibt sich aus den unterschiedlichen Moglichkeiten fiir einen Beitrag
zum Parameter a. p liefert den Beitrag i, wihrend o den Beitrag j liefert. Insgesamt muss es
sich immer auf k£ ausgehen. Die Multiplikation mit fl—lj und anschliefende Summation iiber k£ > 0
fithrt zur aufgestellten Behauptung des Satzes:

n—1

n—l k
Zn'm‘n-l_ 'Z Z anlmlam’]z

= k>0 i+j+m=k

l Z Z an—1-m,i Gm.j (i+i+m)
n (n—1-—m)! m!

An—1-mi Amj 5
om Z n me i, Z ™| 0
(n—1-m)! m!

Mit diesem Satz kann man jetzt Erwartungswert und Varianz direkt ausrechnen. Dabei geht
man wie folgt vor.

n—1
= L3 (k2 Curi(2) Grle) + 24 Gy (2) Ga(2) + 2 Coa 4(2) Gi(2)
k=0

z=1

:*Z k+ Gl (1) + Gi(1))

n—1

1
= - Z(k} +ap—1-k + Ek).
k=0

Aus Symmetriegriinden ergibt sich weiters:

1{(n nd gt n—1
a, = — 2 a = — a .
an o ((2>+ Zak> - ar + 5

k=0 k=0

Betrachtet man jetzt zwei direkt aufeinanderfolgende n-Werte und subtrahiert die beiden zu-
gehorigen Gleichungen, erhélt man eine lineare Rekursion erster Ordnung;:
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—1
I na, =2 ak+”(”2 ), n>1
k=0
n—2
-1 -2
II: (n—1)a,—1 =2 ak+(n)2(n), n>2
k=0
_ _ _ n—1
I—17: na, —(n—1)a,-1 =2a,-1 + 5 2, n>2
Man erhélt also:
na, =(n-+1)a,—1+n—1, fir n>2.

Betrachtet man den Fall n = 1 erkennt man, dass die Gleichheit in der Rekursionsgleichung
erhalten bleibt und somit obige Rekursion auch fiir n > 1 gilt:

a1 =2ap+0=0.

ap und @ miissen ndmlich den Wert null haben, da ag 4, fiir alle k null ist bzw. a; 5, nur bei £ = 0
den Wert eins annimmt.

Im néchsten Schritt wird ein geeigneter Summationsfaktor gesucht, um die Rekursion lésen zu
koénnen. Hat man eine Gleichung der Form ay,a, = 66,1 + 7, so ist der passende Summati-

I52) o

onsfaktor T Wenn man nédmlich die Gleichung damit multipliziert erhélt man folgenden
k=1
Ausdruck:

Hﬂ Hﬁ " 1+Hk 1ﬁk
=:bn, =:bp_1

Jetzt ist es leicht, die Losung durch Summation fiir die neu eingefiihrte Variable b,, zu erhalten.
Bei unserer Rechnung sieht das nun so aus:

. . (n—1)! 1
Mit dem Summationsfaktor =
(m+1)! nn+1)

wird die Gleichung mutlipliziert und man erhélt:

anlzan_1+ n—llv 0> 1.
n -+ n  nn+1)
=:bn =:bp_1

Nach der Variablentransformation ergibt sich:
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Riicktransformation ergibt nun den gesuchten Erwartungswert, der mit Hilfe einer Partialbruch-
zerlegung auch explizit bestimmt werden kann:

G =E@)=m+1)Y I~ ) (—1.+.2>
1

=i+ =R
=n+1)(=Hy+2(Hpt1 — 1)) = (n+1) (—Hn +2 (H” * n—1F1> - 2>
= (n + 1)Hn — 2n.

Auch die Varianz lasst sich mit diesem Ansatz bestimmen (siehe Satz 1.6.3 auf Seite 11). Dazu
berechnet man zuerst fiir das zweite Moment den Ausdruck G/ (1) auf genau die gleiche Weise
wie GJ,(1). Man muss im Laufe der Rechnung den bereits bekannten Erwartungswert einsetzen
und kommt so wieder zu einer linearen Rekursion, die sich von obiger nur im Term -, unter-
scheidet. Es bleiben also Summationsfaktor und Losungsmethode die gleiche. Um fiir +,, einen
geschlossenen Ausdruck zu erhalten, bedarf es folgenden Lemmata und den im Unterkapitel 1.4
vorgestellten Summationsformeln.

Lemma 3.4.4 Firn e Nyn>1 gilt:

> Hy=(n+1)H, -
k=1

Beweis.

n k n o n

ZHFZZ; 3 jzz, 122;(n—j+1):(n+1)ﬂn—n- 0
k=1 j

k=1 j=1

—_

j=lk=j7  j=1

<

Lemma 3.4.5 Firn € N,n > 1 gilt:

° n+1 1/n
g H, = H, — - .

Beweis. Wie im Beweis des Lemmas 3.4.4 werden die Summen vertauscht und mit Hilfe der
Summenformeln folgt die Behauptung.

Zka_ZZk— sz, Z":jz 1;( n(n + 1) (j—;)j)

k=1 j=1 jlk,‘j =17 k=j J
n—l—l ]—1 n+1 1
= H. — O

Lemma 3.4.6 Firn € N,n>1 gilt:

3

Zk2 B n+1)(2n+1)H+n(n+1)(2n+1)_n(n+1) n

n 18 1 +6.
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Beweis. Wie im Lemma 3.4.5 fiihrt auch hier die Summenvertauschung und die Ausniitzung der
Summenformeln zum Ziel.

~ o Nl 1 nn+)@2n+1) (-1 —1)

=17

:”<”“><2”+”Hn+iw

6 = 6

n+1)(2n + 1 I, 1K, 1
(n+1)( )Hn'i_*Z]Q_*Z]"i_*Zl
6 3 4 24 6 “
J=1 J=1 J=1
(n+1)(2n+1) nn+1)2n+1) nn+1) n
= H, - - O
6 + 18 4 +6

n
n

Fiir die Berechnung hoherer Momente eignet sich aber auch dieser direkte Ansatz nicht. Das
Ziel ist nun, die faktoriellen Momente mit Hilfe einer Integralgleichung bestimmen zu kénnen
(siehe [3]). Dazu wird die Doppelt-Erzeugende Funktion H(z,u) eingefiihrt.

Definition 3.4.7 Sei H(z,u) die erzeugende Funktion der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funk-
tion Gp(z),also

H(z,u):= Z Grn(z)u™.

n>0

Korollar 3.4.8 Fs gilt fir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion H(z,u):

H(z,u) = H(z,u) H(z, zu),

1

Beweis. Multipliziert man die Rekursionsgleichung aus Satz 3.4.2 auf Seite 24 mit nu"~" und

summiert iiber alle n > 0 auf, folgt die Aussage unmittelbar:

n—1

Z Gn(2)nu™ 1 = Z 2wk Gr(z) u R Gk (2).

n>0 n>0 k=0
Da G (1) eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ist und somit Gy, (1) = 1 gilt, ergibt sich

fir H(1,u) =), ~,u" die geometrische Reihe, von der man die Summenformel kennt. O

Definition 3.4.9 Sei 55(n) das s-te faktorielle Moment, das durch die wahrscheinlichkeitser-
zeugende Funktion Gy (z) gegeben ist:

5u(n) = 4-G()

(3.6)

z=1

Mit fs(u) sei die erzeugende Funktion fiir die faktoriellen Momente bezeichnet:

fa(u) =" Ba(n)u™ (3.7)

n>0
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Aus der Taylorentwicklung um den Punkt z = 1 ergibt sich mit (3.6) und (3.7):

(z—1)°
::gg%jg(u) - (3.8)
Satz 3.4.10 Sei fs(u) wie in Definition 3.4.9, Gleichung (3.7) definiert. Dann gilt:

folu) = 1Eufg(u) = hg(u), firs>1, mit

s—1 s—1 . 1 s .
ni) =3 ()a@ X (77 )+ 3 (),

i=1 r=0 r=1

1 1

fo(U): 1—u’ ho(U)_ (1-”)2’

fs(0) =0 fir s > 1.

Beweis. Wenn wir mit Hilfe der Taylorreihe die Funktion f;(zu) um u entwickeln, ergibt sich:

ka 2—1

k>0

Setzt man die Entwicklung aus (3.8) in die Gleichung aus Korollar 3.4.8 ein, erhilt man:

> 1 (Zfz . )(ng - )j)

2 — 1)t z—1) z — 1)kuF
(fou)( ; )) (Z( - (Zf}’“)w)( o ))
i>0 j>0 k>0

z—1)™
_Z Z u* filw) )(i!j!k:)!'

m>0 i+j+k=m

Vergleicht man jetzt die Koeffizienten von @ <mit fo(u) = 1= (siehe unten)) fithrt das zu:
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Die letzte Zeile folgt aus der Tatsache, dass (y(n) = 1 fiir alle n und daher unter Ausniitzung
der Summenformel fiir die geometrische Reihe fy(u) = {1
Aus Gy(z) =1 folgt B5(0) =0 fiir s > 1 und somit f4(0) = 0 fiir s > 0.

Abschlielend ergibt sich

1—u

) 2 1y 2 1 2 1
o) = folw) - folu) = (1—u> T (1—w)? (1-w? (1-w?  (1-u)? -

Lost man jetzt die lineare Differentialgleichung erster Ordnung aus diesem Satz, erhilt man die
gesuchte Integralformel zur Berechnung beliebig hoher faktorieller Momente.

Korollar 3.4.11 fs(u) und hs(u) seien wie in Definition 3.4.9, Gleichung (3.7), bzw. wie in
Satz 3.4.10 definiert. Fir s > 1 gilt dann

fulw) = — 2 E /Ouhs(t)(l—t)2dt. (3.9)

(1—u

Mit diesem Werkzeug sollen jetzt Erwartungswert und Varianz bestimmt werden. Der nachfol-
gende Satz liefert die dazu notwendigen ersten beiden Momente.

Satz 3.4.12 Sei L(u) := —log(1 — ). Dann gilt:

_20%uw)  2L(uw) 2 L*(u) 2
P = A T Ao wp TR Gw? A w

fi(n) = (n+1)H, — 2n,
Bo(n) = (n+1)2(H? — H?) — (4n+2)(n + 1)H,, + 6n(n +1).

Beweis. Duch Einsetzen erhélt man hy(u) = ufj(u) = (I_Lu)g Damit ldsst sich jetzt fi(u)
ausrechnen:

_ 1 u N2 1 u t a2
Al = s [ 00 =02 = s [ s

1 Uy 1 vl 1t
TN 1—tdt:(1—u)2 T
0 0

:(1_1u)2(—10g(1—t)—t)|8 = (—log(1—u)—1+1—u)

=L

1
(1 —w)?
oL ot 1

(T—u3? (1-w? (1-u)
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Analog geht man fiir fs vor. Zuerst soll also hy mit der Formel aus Satz 3.4.10 berechnet werden.
Der duflere Laufindex ¢ nimmt nur den Wert 1 an und man erhélt

) = () <u>§ (1) 0+ 1;; (2)w
1 U

=2 (L) = ) (0 + ufj0) + {2 Cufit) + o2 f5 )

—9 (L(u)(l _1u)2 1 _uu)2> (L(U)(l _1u)2 e —uu)2 * (1 —UU)2> -

i 1 5 1 + L) 2 1 —u+2u Ll 2

— (22U — u - U

1—u (1—wu)? (1—wu)3 (1—u)? (1—wu)3

2 2u 2u 4u 1+u 2u?

P~ Mg gt e TPy M T o
2 2u
— LQ(U) (1 —u)4 +L(U) (1 _u)4

Das ausgerechnete hy wird jetzt in die Integrationsgleichung eingesetzt, um f zu berechnen. Der
auftretende Integrand ldsst sich unter Ausniitzung der Linearitdt des Integrals mit geeigneter
Substitution und anschlieBender partieller Integration behandeln.

) = 5 _1u)2 2/0u <L2(t)(1 _175)4 + L) 5= t)4> (1 - 02
1 “ 1 “ t
- oy 2/0 L2(t)(1_t)2dt+2/o L) et

1 11

Jetzt wird fiir die beiden Integrale die Substitution — log(1 —t) = r gewéhlt. Daraus ergibt sich
ﬁdt = dr und ﬁ =e bzw. t=1-— eir Weiters miissen die Grenzen angepasst werden: Wenn
sich ¢ von 0 bis u erstreckt, dann muss sich  im Bereich von 0 bis —log(1 — u) liegen.

u 1 —log(1—u)
I: 2/ (—log(1 — t))zﬁdt = 2/ rledr
0 (1-1) 0

1—u —u 1—wu
1 1 1
—4L 4— — 4.

W+,

II 2 ' log(1 7t d 2 oot {1 1 d
: /0 —log( _t)(l—t)2 t = /0 re < —€r> T

—log(1—u) —log(1—u) 1 —log(1—u) 1.2
= 2/ re"dr — 2/ r dr = 2L(u) — 2/ e'dr — 2 (u)
0 0 1—wu 0 2

1 —log(1—u) 1 1 —log(1—u)
= 2L%(u) - 2/ 2re"dr = 2L°(u) . —4L(u) + 4/ e"dr
0 0

= 2L%(u) ]

1 1
—2—— 4+ 2 L*(u).

=2L
<u)1—u 1—u
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Fasst man alles zusammen, ergibt sich:

fo(u) = 2L2(u)( —P 4L(u)(1 ) - e 4(1 — u)2+
1 1 1 2 1
H T A e R (e A (e
1 1 1 1 1
= 2L%(u) T—up 2L(u) Q—up  “A-wpd 2(1 —u)? @ (1 —w)?

Da f1(n) der Koeffizient von u™ im Term fi(u) ist, wird die Darstellung von fi(u) im Folgenden
angepasst. Dazu benotigt man die Potenzreihendarstellung von —log(1 — ), die man erhélt,
indem man zuerst — log(1—u) ableitet, dann fiir die geometrische Reihe die bekannte Darstellung
verwendet und anschliefend diese Reihe gliedweise integriert.

1 1 1 1 1

fi(u) = —log(1 — u)

l-uw 1-u 1-u 1—u ' 1-—wu

un+1
:E Eu”iu”—gungu”—{—gun
n+1
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
n uk-+1 n
— E E un—k§ :un__E E :ukun—k+_§ :un
k+1
n>0 k=0 n>0 n>0 k=0 n>0
n
:E Hn+1u"+1g u"—g E u”—i—g u”
n>0 n>0 n>0 k=0 n>0
n
= E g Hy quFHyn=F — g (n+ Du" + g u"
n>0 k=0 n>0 n>0

- Z (n+2) %—1/ —(n+1) unH_Z(n‘i‘l)un-i-Zu”

n>0(-1) 1 n>0 n>0
= n+2_m
=) ((n+DHop — (n+1)u" =) (n+1u"+ Y u™
n>0 n>0 n>0

Die vorletzte Zeile folgt aus Lemma 3.4.4 auf Seite 27 und die letzte Zeile aus einer Indexver-
schiebung der ersten Reihe. Abschliefflend wird also der gesuchte Koeffizient abgelesen.

Bi(n) = [W"]fi(n) = (n+1) % —n+1)—(n+1)+1=(n+1)H, —2n.

:Hn-'_nil

Um auch die Koeffizienten von fa(u) ablesen zu koénnen, sollen nun auch diese Summanden in
eine Reihendarstellung gebracht werden. Dazu werden folgende zwei Formeln verwendet (siehe
[4, Seite 14]).
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Lemma 3.4.13 Sei L(u) = —log(1 — u). Dann gilt:

L(u)(l—i)m“ = Z(Hn+m - Hm) (n j_nm> un’ (310)
n>0

LQ(u)(l_i)m+1 => ((Hn+m — Hp)? = (H?),, — H,g?)) (“ ‘;m> ™. (3.11)
n>0

Beweis. Ausgegangen wird von der Reihendarstellung der potenzierten geometrischen Reihe, die
im Unterkapitel 1.4 in Lemma 1.4.7 auf Seite 9 gezeigt wurde (Idee stammt von [5]). Anschlieend
wird die Gleichung nach der Variablen m abgeleitet. Somit ergibt sich:

1 n+m\ ,
(1—u>m+l‘,§( n )“

0 (m1) 108 ks 3 n 0 <(n+m)(n+m—1)-~(m+l))7

e v
om n!

om

n>0

(1—i)m+1 logliu :Zun% (;@) n+m)(n+m—1)---(m+1)

n>0

- (" ;m> (Hyom — Hy)u™.

n>0

Bemerkung 3.4.14 Im Unterkapitel 1.5 wurde in Definition 1.5.4 bereits die komplere Erwei-
terung von den harmonischen Zahlen vorgestellt:

1 1
H(x):;<k$+k> fir zeC\{0,-1,-2,..}.

Damit erkennt man, dass die Formel auch fiir komplexre Wert m stimmt, denn es gilt:

H(n—l—m)—H(m):Z(;_w)_Eg(llﬂ_m:-/-J

Um die zweite Gleichung zu zeigen, wird noch einmal partiell nach m abgeleitet.

Om (1 —u)mtl 21— n! om

9 ! log L _ una(n1m)(n+m)(n+m—1)-~-(m+1)

1 1 2 u n 1
o (001 = : ![(mev> ot = A e

0
" 2
+< ! ) (4 m)(n+m—1)-(m+1)

g
5

m
> (—(Hﬁm B Hr(r%)) + (Hn+m - Hm)Q) u”. U
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Da nur gewisse Spezialfille von Interesse sind, sollen diese nun ermittelt werden. Zuerst wird
m =1 in Gleichung (3.11) eingesetzt und man erhélt

220 s = 2 (e = 10 = (12 = 1) ()

n>0

= (Jar;i+1 —2H, i +1-HZ + 1) (n+ )"

n>0

2 1 2
= <<Hn+> - <n+>+2—<H§>+< )))(n+1)u”

1 n+1

n>0
:Z(H§+2Hn L _ n—+2—H}f>)(n+1)un
= n+1
:Z<H3H§>+2Hn<11) 2 2n+2>(n+1)u"
= n+1 n+1 n+1
= ((n F1)(H2 — H®) - 2nH, + 2n) un,
n>0

Nun soll in Gleichung (3.10) m = 2 eingesetzt werden. Nachdem Hy = 1 + % = % gilt, ergibt
sich:

(1—1u)3 =D (Huyo — Ha) <”‘2F2>un

n>0

:Z(HnJr 1 + 1 _3>("+2)2(”+1)un

(n—;? ", n+2+n+1 3(n2+3n+2)>un

Abschlieflend muss noch m = 2 in Gleichung (3.11) eingesetzt werden. Mit H§2) =12+ (%)2 =
1+ i = % erhélt man:
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00 = 3 (a0 = (2= 7)) ()

9 5\ (n+2)(n+1
- (H vo = 3Hnpo+ 5 —HY), + ><)<)un

4 2
n>0
1 7 (n+2)(n+1)

_ 2 o S (2) n
_7;)<Hn+1+2Hn+1 5 3<Hn+1++2>+2 Hn-i—l) y—u

1 2 3 7 n+2
= H?>+92H,—— + Hypiq | —— —3) — L H® n
Z( i i “<n+2 3) nr2 3 2 )

2 2 2 3 37\ (n+2
= HZ_H(Q) H, | —— -3 _ _ ° n
Z( T Ny T+ n+l n+2ta) 2 )0

2 1 1
”; ) (H2 = HP) + 5 Ha (=302 = 5n) + 7 (~14 = 120+ Tn? + 21n + 14)> u

( ; )(Hn H¢ ) 5 (5 3n)Hy 4 10 + S | u

) _1u)2 =5 ((n+ D2~ HY) ~ 208, +20) u

n>0
L(u )(1_1u) ;((n+2> inQ—Zn)un,
Lz(u)(l_lu)s_z<<n+2> H? — H?) — g(5+3n)H —I—Zn +Zn> n

n>0

und mit der Umformung

S I S ST ) SULTED D ) SD BN

n>0 n>0 n>0 n>0 k=0 n>0 n>0 k=0 n>0
_ k uh k
S SRR SRS 3) BUSRICLEES 3 USRIT
n>0 n>0 n>0 k=0 n>0 k=0



KAPITEL 3. DER KLASSISCHE ALGORITHMUS 36

kann man jetzt fo(u) folgendermafen umschreiben:

1 1 1 1 1
fa(u) :2L2(u)m —2L(u)<1 ) +2(1 T 2(u)(1 e —2(1 e
:22) ((";2> (H? — H?) — g(5+3n)Hn+£n2+ Zn) u"
n+2 3 5 n n+2\ ,
—2;(( 9 )Hn—4n2—4n>u —i—2nz>:0< 9 )u

-3 ((n F1)(H2 — H®) —onH, + 2n> u" =23 (0t Du”

n>0 n>0
Jetzt kann der gesuchte Koeffizient und somit das zweite Moment abgelesen werden:

Ba(n) = [u"]fa(n) = (n + 2)(n+ 1)(H2 — H®) — (5n + 3n?)H, + T + gn

2
—(n+2)(n+1)Hn+;n2+gn+(n+2)(n+1)
— (n+1)(H2 — HY) + 2nH, — 2n—2(n+1)
= (n+1)*H? - H?) — H,(5n +3n> + n® + 3n+ 2 — 2n)
+n2(;+;—|—1>+n<2+2+3—4>+2—2
= (n+1)%(H? — H®) — H,(4n? + 6n + 2) + 60> + 6n
= (n+1)2(H2 - HY) - (4n +2)(n + 1) H, + 6n(n +1). O

Nun hat man alle Werkzeuge, um die Varianz auszurechnen und es ergibt sich:

V(a) = Ba(n )+ﬂ1( ) — Bi(n)
= (n+1D)}H? - H?) - (4n+2)(n+ 1)H, +6n(n+1)+ (n+1)H, — 2n
—((n+1)H, — 2n)?
= (n+1)*H? - H?) - (4n+1)(n + 1)H, 4 6n°> + 4n
— ((n+1)2H? — 4n(n+ 1)H, + 4n2)
= —(n+1)2H® — (n+1)H, + 2n* + 4n.

3.5 Asymptotik

Unter Verwendung der Integralformel (3.9) aus Korollar 3.4.11 auf Seite 30 kann man fs(u)
fiir jedes beliebig grofle s berechnen. Mit wachsendem s werden die Terme jedoch wesentlich
komplizierter. Es soll hier nun der Fithrungskoeffizient, also der Koeffizient der héchsten Potenz,
einer asymptotischen Entwicklung um die Singularitét u = 1 gefunden werden. Die entscheidende
Beobachtung hierbei ist, dass fs(u) eine Linearkombination von Termen der Form Lz(u)m
ist.
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Satz 3.5.1 f,(u) sei wie in Definition 3.4.9, Gleichung (3.7), auf Seite 28 definiert. Sei Rp 4(u)
eine nicht ndiher definierte Linearkombination der Form LZ(U)W mit i,J € Z und entweder
7 < q und t beliebig, oder j = q und v < p. Dann gilt:

fs(u) = s!L%(u) + Rs1,5(w). (3.12)

(1 —w)stl
Beweis. Um induktiv den Satz fiir alle s zu zeigen, starten wir mit dem Induktionsanfang bei
s = 0. Hier gilt die Aussage wegen fo(u) = ﬁ Laut Induktionsannahme ist der Satz giiltig fiir
alle 7 mit 0 < j < s — 1. Nun soll im Induktionsschritt gezeigt werden, dass die Gleichung auch
fiir s gilt. Dabei ist folgende Beobachtung wesentlich. Wir definieren einen Term g(u):

g(u) := cq!LP(u) + Rp-1,4(u).

(1 —wu)att

Betrachtet man jetzt die erste Ableitung von g(u), wobei

(LP(w)" = ((=log(1 = w))") = p(—log(1 — u)P 5 i u
gilt, also
g (u) = cq! pLP—l(u)m +LP(u)(q + l)m + Ry 1001 (u)

€ Ryo1.qp1 ()

1
= C(q =+ ].)'Lp(u)m + mpfl’q+1 (’LL),

erkennt man, dass fiir die i-te Ableitung folgendes gelten muss:

g9 (W) = c(q + z’)!LP(u)(l_ul)qJﬂ.Jrl + Rpo1,q+i(u).

Im Speziellen folgt daraus fiir j < s — 1:

£ (w) = (G + 0L (u) + 01 i (w).

(1 — u)j‘i‘i-‘rl

Eingesetzt in die Gleichung fiir hs(u) aus Satz 3.4.10 auf Seite 29 ergibt das:

() = Z_i C) <i!Li(u)(1_1u)m + mil,i(u)) z;; (s - Z> ur

(= 0+ R0

s

- i -3 <f> u’ (;;!LS—T(U)(l_z)Hl + %Srl,s(U)> :

r=1
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Beachtet man die oberen und unteren Grenzen der Summen, erkennt man, dass alle Terme
Ry q(u) und die zweite Summe in Rs_1 s41(u) liegen miissen. Ubrig bleibt die mit Hilfe des
binomischen Lehrsatzes gefundene Form:

S!Ls(u)lsz_:l (1 + U)S—i = sl(s — 1)L8(u)¥ R 1g41(u)
(1 — u)s—i—? P L(u) (1 _ u)5+2 s—1,s

iibrig und somit ist hs(u) abgearbeitet. Eingesetzt in die Integralformel (3.9) auf Seite 30 ergibt
das durch partielle Integration

o) = (1—1u)2/ou3!(8_ 1)L5(t)(1_1t)sdt+ (1_1u)2 /Ousﬁs_l,s_l(t)dt
_ s!LS(u)(l_lu)SH + Ry (0). g

Der néchste Schritt ist also die asymptotische Abschéitzung des Fiihrungsterms. Hierbei wird
nicht wie in der Arbeit von P. Kirschenhofer, H. Prodinger und R. F. Tichy (siehe [3]) vor-
gegangen und es werden keine Tauber’schen Sétze verwendet, sondern die erst zeitlich spéter
entwickelte Singularitétenanalyse von P. Flajolet und A. Odlyzko (siehe [6]) angewandst.

Definition 3.5.2 (Gammafunktion) Fir z € R,z > 0 ist die Gammafunktion I'(x) so defi-
niert:

F(w):/ t* e tdt.
0

Die Gammafunktion erfiillt die Funktionalgleichung I'(z + 1) = zI'(x) und kann aufgrund von
I'(1) =1 als eine Verallgemeinerung der Fakultidtfunktion angesehen werden. Sie kann auch mit

T

. nln
I'(x) :nh—{go z(z+ 1) (z+2)---(z+n)

auf den Wertebereich x € R\ {0, —1,—2, ...} ausgeweitet werden (siche [18, Seiten 406-407]).

Satz 3.5.3 Seien a und v € R und a ¢ N. Die Funktion f(z) sei gegeben durch
1 1 v
)= (1-2)° ( log ) |

z 1—=2

Dann erfillen die Taylorkoeffizienten von f(z)

n—o—1 elga,w)
n = [2" ~ 1 Y114+ ,
= (PIG) ~ gy o)™ (143 e

mit

- (e ()

S=x
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Bemerkung 3.5.4 Hier steht das Zeichen “~” fiir asymptotische Gleichheit. Diese ist so defi-
niert: f(x) ~ g(x) ist dquivalent mit limy_, % =1.

In der Arbeit von Flajolet/Odlyzko (siehe [6]) wird der Beweis fir o,y € C gefiihrt. Fir unsere
Zwecke reicht es aber aus, wenn o und vy reelle Zahlen sind.

Satz 3.5.3 kann auf den interessanten ersten Summanden der Resttermdarstellung (3.12) aus Satz

3.5.1 angewandt werden, da (1—z)“ <% log 1;)7 und (1—2)“ (log 1;)7 gleiches asymptotisches
(av’Y) d
k

Verhalten aufweisen. Setzt man also « = —s — 1 und v = s erhélt man, mit e efiniert wie

in Satz 3.5.3, als Resultat

S (737175)
1 n
"s!L® ~ sl 1 11 E &

k>1

Da I'(s + 1) = s! fiir s € N gilt, ist die hochste auftretende Potenz n®log®n. Mit diesen
Uberlegungen kann man nun folgenden Satz formulieren.

Satz 3.5.5 fs(u) sei wie in Definition 3.4.9, Gleichung (3.7), auf Seite 28 definiert. Dann
verhdlt sich [u"]fs(u) asymptotisch wie n®log® n. Es gilt also:

[u"]fs(u) ~n®log®n  bzw. lim w =1.
n—oo nslog®n

3.5.1 Grenzverteilung

Abschlielend soll folgendes Resultat beziiglich Grenzverteilung présentiert werden. Bezeichnet
man mit X,, die Zufallsvariable fiir den Parameterwert a zu einer zufillig gewihlten Permutation
von {1,...,n}, dann folgt aufgrund der Arbeit iiber die Quicksort-Rekursion von H. K. Hwang
und R. Neininger, siehe [16], folgender Grenzverteilungssatz:

n
wobei die Verteilung von Y durch folgende Fixpunktgleichung charakterisiert ist:

YELUY +(1-U)Y*+UlogU + (1 — U)log(l1 — U) + U.

Dabei bezeichnet Y* eine unabhéingig und identisch wie Y verteilte Zufallsvariable und U eine
unabhéngig von Y und Y™* auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable.



Kapitel 4

Varianten und Modifikationen des
klassischen Algorithmus

Im vorigen Kapitel haben wir uns sehr ausfiihrlich damit beschéftigt, welche durchschnittliche
Laufzeit der klassische Algorithmus hat. Es wurde aber auch auf den worst-case Fall eingegangen,
der bei O(n?) liegt. Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, diesen worst-case Fall zu verbessern.
Dabei werden die Resultate von F. E. Fich, J. I. Munro und P. V. Poblete (siehe [1]) vorgestellt
und untersucht.

4.1 Modifikation “In place”-Permutation

Da die In place-Permutation eine spezielle In situ-Permutation ist, bleibt auch die Problemstel-
lung im Wesentlichen die gleiche. Wir wollen in diesem Abschnitt aber trotzdem die Aufgaben-
stellung ein wenig modifizieren. Es soll in diesem Kapitel das Datenfeld A = [aq, ag, ..., a,] nicht
wie bisher in A, = [a,r(l), Ar(2)s ey aﬂ(n)] umgespeichert werden, sondern es sollen nun die n
Operationen

Alm(1)] « Ald] fir ¢ € {1,...,n}

gleichzeitig ausgefiihrt werden. In diesem Fall soll also das Ergebnis des Algorithmus Aye, =
[@r—1(1)5 Qr=1(2)s -+, Ax—1(ny] s€in. Der Rest bleibt gleich: 7 ist wieder eine nicht niiher spezifizierte
Permutation, die beliebig vorgegeben ist und im Laufe des Algorithmus nicht verdndert werden
darf (das kommt etwa vor, wenn ein anderes Programm gleichzeitig auf diese Permution zugrei-
fen muss).

In place bedeutet jetzt, dass das Umspeichern erreicht wird, indem man wiederholt Eintrége im
Datenfeld A miteinander paarweise vertauscht. Im Mittelpunkt steht also die Prozedur

Algorithmus 4.1.1

procedure ROTATE -1 (leader)

i := m(leader)

while i # leader do
interchange the values in A[leader] and Ali]
i:= (1)

end while.

S U W N~

Ubergeben wird der Index des Zyklenfithrers, der in der Hilfsvariablen leader gespeichert wird.
Hier wird jedes Element nach dem Zyklenfiihrer sukzessive an diese Position leader getauscht und

40
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dann anschlieend an die endgiiltig richtige Stelle im Datenfeld. Ein Beispiel soll den Sachverhalt
verdeutlichen.

Beispiel 4.1.2 FEs sei die Permutation m = (1)(2 5 6 8)(3 4 7) in Zyklendarstellung gegeben.
Fir den Zyklenfihrer 2 soll jetzt die Prozedur ROTATE, -1(2) aufgerufen werden.

ay as as a4 as as ar ag

Nachdem also jedes Element im Zyklus genau zweimal bewegt wird — mit Auinahme des Ele-
ments mit dem kleinsten und des mit dem grofften Index, die je einmal bewegt werden — und zu
jeder Vertauschung zwei Elemente gehoren, bendtigt die Prozedur genau so viele Schritte, wie
der Zyklus lang ist. Nachdem jeder Zyklenfithrer abgearbeitet werden muss, wird jeder Zyklus
durchschritten und die Laufzeit ist daher proportional zur Anzahl der Elemente und liegt somit

in O(n).

Man kann die Prozedur auch leicht fiir die urspriingliche Problemstellung angeben. Will man
also Anew = [Ar(1); Ar(2), - Or(n)] aUS A = [a1,az, ..., a,] erhalten, dann verwendet man diese
Prozedur:

Algorithmus 4.1.3

1 procedure ROTATE;, (leader)

2 i:=leader

3 while 7 (i) # leader do

4 interchange the values in A[i] and A[m ()]
5 i:=m(7)

6 end while.

Hier wird jedes Element bis auf jenes, das als Index den Zyklenfiithrer hat, genau einmal bewegt.
Dieses spezielle Element selbst ist bei jeder Vertauschung beteiligt und wandert so bis an das
Ende des Zyklus, wo es seinen endgiiltigen Platz findet. Fiir obiges Beispiel wiirde das also
fogendermaflen aussehen.

Beispiel 4.1.4 (Fortsetzung von Beispiel 4.1.2) Fir dieselbe Permutationm™ = (1)(256 8)(347)
soll nun die Prozedur ROTATE,(2) aufgerufen werden.
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A = ay a w as ag ar as
ax as as a4 az ag ar as
~__A
ax as as a4 ag az ar as
ax as as a4 ae ag ar az

Man sieht also, dass man auch hier wieder n Vertauschungen benétigt, wenn man alle Zyklen
abarbeitet. Somit ist klar, wo man bei der Optimierung von Algorithmen, die entlang von Zy-
klen operieren, ansetzen muss. Es gilt, moglichst effizient die Zyklenfiihrer zu bestimmen. Mit
Hilfe der folgenden Varianten soll zunéchst das worst-case Szenario laufzeittechnisch verbessert
werden.

4.2 Variante mit einem Bit-Vektor der Lange b

Wie schon in der Motivation der Arbeit angedeutet, ist es bei In situ-Permutationsalgorithmen
wesentlich, dass fiir das Umspeichern des Datenfeldes weniger als O(n) Bits zusétzlicher Hilfsspei-
cher benotigt wird. In diesem Abschnitt wird klar, warum diese Forderung Sinn macht — wiirde
man sie weglassen, hétte man sofort lineare Laufzeit, wie wir sehen werden. Trotzdem wollen
wir nun ein wenig mehr Speicher zulassen, um die Laufzeit des worst-case Szenarios verringern
zu konnen. Dabei soll uns ein Bit-Vektor der Liange b helfen, also ein Vektor, dessen Eintrige
entweder 0 oder 1 sind.

Satz 4.2.1 Im schlechtesten Fall (worst-case) lisst sich ein Datenfeld der Léinge n unter Ver-
wendung von b+O(logy(n)) Bits Hilfsspeicher mit O(¢n?) Vergleichen umspeichern, wobei b < n
und der Hilfsspeicher aus einem Bit-Vektor der Linge b und aus einer konstanten Anzahl an
Indezvariablen besteht.

Beweis. Es ist nicht von Bedeutung, welche Eintrédge tatsédchlich im Datenfeld A stehen, da es
reicht, wenn man mit den Indizes (pointern) zu diesen Eintréigen arbeitet. Die Indexvariablen
miissen in der Lage sein, alle moglichen Positionen im Datenfeld A wiederzugeben, also die Zah-
len von 1 bis n aufzunehmen. Daher muss die Bit-Folge fiir die Indexvariablen die Lénge logs(n)
haben, um die Zahlen bis n binér darstellen zu kénnen. Es wird lediglich eine konstante Anzahl
an Indexvariablen bendtigt, daher erhélt man O(logy(n)) Bits zusétzlichen Hilfsspeicher.

Die Idee ist nun, dass man das Datenfeld A in [7] Teile aufteilt. Jeder dieser Teile hat die Gréfe
b, aufler der letzte, der eventuell kleiner sein kann. Im Bit-Vektor V' wird sténdig mitgespeichert,
welche Platze man beim Durchlaufen eines Zyklus bereits passiert hat, fiir die man weif, dass es
bereits ein kleineres Element im jeweiligen Zyklus gibt. Somit hat man eine Ersparnis, wenn man
ein Element daraufhin untersucht, ob es ein Zyklenfiihrer ist, und man im Vektor V" abliest, dass
man bereits beim Abarbeiten eines vorigen Zyklus an diese Stelle bei der Untersuchung eines
kleineren Elements gekommen ist. O
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Das folgende Beispiel soll die Arbeitsweise mit so einem Bit-Vektor veranschaulichen. Weiters
soll gleich der Spezialfall b = n beleuchtet werden. Dabei wird die Aussage aus der Einfiihrung
zur Problemstellung dieser Diplomarbeit verifiziert — dass man ndmlich sofort lineare Laufzeit
erhélt, wenn man linear groflen Hilfsspeicher zulésst.

Beispiel 4.2.2 Es sei die Permutation m = (4,1,5,2,3) gegeben. Nun sollen die Zyklenfiihrer
mit Hilfe des Bit-Vektors V = [0,0,0,0,0] gefunden werden. Dabei startet man mit dem kleinsten
Element 1, was V = [1,0,0,0,0] ergibt und bewegt sich entlang des ersten Zyklus zum ndchsten
FElement, also zur 4. Da 4 > 1 ergibt sich V- =[1,0,0,1,0], weil sich 4 in einem Zyklus befindet,
wo es offensichtlich ein kleineres Element, hier also 1, gibt. Auch w(4) = 2 ist grofier als 1 und
somit erhdlt man V = [1,1,0,1,0]. Mit 7(2) =1 hat man den ersten Zyklus (1 4 2) durchschrit-
ten und erhdlt 1 als ersten Zyklenfiihrer. Normalerweise wiirde die Zyklenfiihrer- Uberpriifung mit
2 fortfahren, doch der Eintrag 1 an der zweiten Stelle im Bit-Vektor V wverrdt, dass man 2 schon
zuvor bei einem Zyklus mit kleinerem Element durchschritten hat. Also wird 2 jetzt nicht mehr
tberprift und es geht mit 3 weiter, was zu V = [1,1,1,1,0] fihrt. Mit 7(3) =5 > 3 erhdlt man
V =[1,1,1,1,1] und erkennt anschliefend mit w(5) = 3, dass der Zyklus abgearbeitet wurde. Der
zweite Zyklenfiihrer ist also 3. Bei allen folgenden Elementen unterbindet das Datenfeld V eine
weitere Behandlung — es wird also jedes Element nur einmal im jeweiligen Zyklus untersucht
und anschlieflend nie wieder behandelt, was zu linearer Laufzeit fihrt.

Die Uberlegungen aus Satz 4.2.1 motivieren diesen Algorithmus:

Algorithmus 4.2.3 (Bit-Vektor)

1 for k:=1to [}] do

2 s:=(k—1)b

3 if k < |%] then

4 l:=b

5 else

6 l:==n—>bl%]

7 end if

8 fori:=1tol do

9 VI[i:=0
10 end for
11 for i:=1to !l do
12 if V[i] =0 then
13 Vii] =1
14 Jji=m(s+1)
15 while j > s+ do
16 if j <s+1[then
17 V[j—s]:=1
18 end if
19 j =n(j)
20 end while
21 if j = s+ then
22 ROTATE(s + i)
23 end if
24 end if
25 end for

end for.

[\)
D
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Der Bit-Vektor V startet mit dem Index 1. Die Hilfsvariable & durchlauft alle Regionen, fiir die
dann die Variable s stets den um eins verringerten Startindex der jeweiligen Region speichert;
die Variable | nimmt die Linge der Region auf. In Zeile 8 bis 10 wird der Bit-Vektor V' auf
den Nullvektor zuriickgesetzt. Ab Zeile 11 wird jetzt die aktuelle Region abgearbeitet. Zeile 13
konnte man weglassen — sie steht nur aus #sthetischen Griinden im Code. So ist ndmlich sicher
gestellt, dass jedes Element der aktuellen Region, das abgearbeitet wurde, im Bit-Vektor V' das
zugehorige Bit auf 1 gesetzt bekommt. Die eigentliche Arbeit findet in Zeile 15 bis 20 statt. Hier
durchwandert man den Zyklus und iiberpriift in Zeile 16 zusétzlich, ob man dabei auf einen
Index stoft, der sich in der aktuell behandelten Region befindet. Wenn ja, wird der Vektor V' in
Zeile 17 aktualisiert.

Bemerkung 4.2.4 Hat man n Bits zusdtzlichen Hilfsspeicher, kann man die Eintrdige im Bit-
Vektor V' auch in der ROTATE-Prozedur aktualisieren. Dabei werden jene Fintrige auf 1 ge-
setzt, deren zugehdrige Plitze durch die Prozedur umgespeichert werden. Nachdem man die
Elemente vom kleinsten weg betrachtet, muss man nur jene auf die Zyklenfiihrereigenschaft
tberpriifen, die im Bit-Vektor noch eine Null stehen haben.

4.3 Variante mit 7 und 7!

Ist nicht nur die Permutation n selbst gegeben, sondern hat man auch noch die dazu inverse
Permutation, also 7!, so kann man einen effizienteren Algorithmus finden. Es ist nun nidmlich
moglich, den Zyklus in zwei Richtungen zu durchlaufen. Dadurch findet man ein gréfleres Ele-
ment — sollte es eines geben — im worst-case um einiges schneller.

Satz 4.3.1 Sei die Permutation © und die dazu inverse Permutation m—' gegeben. Dann kann
man ein Datenfeld der Grifle n im worst-case mit O(nlogyn) Vergleichen umspeichern. Der
Hilfsspeicher betrdgt O(logy n) Bits.

Fiir den Beweis sei auf das Problem verwiesen, wie man in einem Ring das kleinste bzw. grofite
Element finden kann. In der Beschreibung von Hirschberger und Sinclair (siehe [7]) werden
Abschéitzungen iiber den Informationsfluss in beide Richtungen einer Ringstruktur gemacht,
wobei stets Pfade der Lange 27 betrachtet werden. Fiir einen Index i betrachtet man die Elemente
entlang des Pfades 2/ nur dann, wenn man vorher noch kein kleineres Element gefunden hat,
also die 2/~! Vorgiinger-Elemente von i, sowie die 2/~! Nachfolger von i miissen stets groBer
sein als 7. Hat man also 277! 4+ 1 aufeinanderfolgende Zyklenelemente, kann es nur ein Element
geben, fiir das man seine 2/ Vorginger und Nachfolger betrachten muss. Bezeichne k die aktuelle
Zyklenlédnge. Fiir jedes Element iiberpriift man seinen unmittelbaren Vorgéanger und Nachfolger.
Maximal LgJ Elemente {iberpriifen zwei Vorgéinger und Nachfolger — fiir die andere Hélfte ist
der unmittelbare Nachbar bereits grofler. Bei einem Pfad der Lénge 4 sind es nur mehr maximal
LgJ, bei einem Pfad der Lénge 8 nur mehr maximal L%J aller Elemente des Zyklus. Algemein
gibt es also maximal so viele Uberpriifungen:

2 1/<:+2EJ+4{§J+8EJ+...+2J{WZJ : (4.1)
)

k
Syt

Der Vorfaktor 2 kommt von den beiden Richtungen, in die iiberpriift wird — entlang m und
entlang 7~1. Es gibt maximal 1 + [log,(k)| Summanden, denn setzt man j = 1 + |logy (k)| in
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den Term (4.1) ein, erkennt man, aufgrund der Giiltigkeit von [WJ = LkLHJ =0,

dass es kein Element gibt, welches 217U1082(F)) = 9k oder gar mehr Vorginger und Nachfolger
tiberpriift. Spétestens nach k Schritten kann die Suche ndmlich beendet werden, da man im
Zyklus wieder beim Anfangselement i angekommen ist.

Alle Summanden in der Abschiitzung fiir die maximale Anzahl an Uberpriifungen sind kleiner
als 2k und somit ergibt sich als obere Abschitzung fiir die Uberpriifungen:

2 (2k(1 + logy(k))) = 4k + 4(klog,(k)) = O(k logy (k)).

Nachdem die Summe der Lénge aller Zyklen n ergibt, erhélt man fiir die Laufzeit:

A(k1 + k1 logy (k1) + ko + kalogy(k2) +...) < 4n+4(k1 + ko + ...) logy(n) = O(nlogy(n)).

<log,(n) <logs(n) =n

Eine Implementierung dieser Variante ist:

Algorithmus 4.3.2 (Permutation mit inverser Permutation)

1 fori:=1tondo
2 j=m(i)
3 if j # i then
4 k:=n"1(i)
5 while i < j and i < k do
6 if j =k then
7 ROTATE(7)
8 exit
9 end if
10 j=m(7)
11 if j =k then
12 ROTATE(q)
13 exit
14 end if
15 k:=7m"Y(k)
16 end while
17 end if
18 end for.

In Zeile 3 wird iiberpriift, ob es sich bei ¢ um einen Fixpunkt handelt. Sollte dies nicht der Fall
sein, bewegt man sich also in der while-Schleife in den Zeilen 5 bis 16, bis man entweder ein
kleineres Element gefunden hat, oder man auf einen der beiden Durchlaufrichtungen wieder zum
untersuchten Element ¢ zuriickkommt. Denn dann ist entweder die Bedingung in Zeile 6 oder
jene in Zeile 11 erfiillt und man kann sofort umspeichern.

4.4 Modifikation mit zufilligen Hash-Funktionen

Bisher war es immer ein wesentlicher Bestandteil aller betrachteten Algorithmen, dass man
den Zyklenfiihrer als das kleinste Index-Element eines Zyklus bestimmt. Genau so gut konnte
man etwa auch das grofite Element eines Zyklus auszeichnen und dort die Rotation der Daten
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starten. Geht man noch einen Schritt weiter, erkennt man, dass man auch auf die Indizes ei-
nes Zyklus eine Hash-Funktion anwenden kann und dann jenes Element auszeichnet, das den
kleinsten Hash-Wert aufweist. Bei grofien Datenfeldern kann dies durch eine geeignet gewéhlte
Hash-Funktion durchaus zu kleineren, weniger den Speicher belastenden Hash-Werten fiithren.
Klarerweise muss dann im Algorithmus eine Routine eingebaut werden, die tiberpriift, ob Kol-
lisionen innerhalb eines Zyklus auftreten.

FEine weitere Idee ist es nun, dass man statt einer, gleich fiinf verschiedene und vor allem von-
einander unabhéngige Hash-Funktionen verwendet und fiir jedes Element per Zufall die konkret
zu verwendende Hash-Funktion ausw#hlt. Man erhélt auf diese Weise einen zufillig operieren-
den Algorithmus, der O(log, n) Hilfsspeicher benétigt und eine Laufzeit von O(nlogy n) fiir alle
Permutationen aufweist (siehe [1]).

Beispiel 4.4.1 FEs sei ein Datenfeld der Grofie n = 1000 gegeben. Weiters sei eine Permutation
m gegeben, die den Zyklus (827 115 891 733 416) beinhaltet. In diesem Zyklus wollen wir nun
ein Element auszeichnen, das den kleinsten Hash-Wert zuriickliefert. Dazu stehen uns die finf
unabhdngigen Hash-Funktionen hi(z) = x mod 500, ha(z) = x mod 600, hs(x) = x mod 700,
ha(x) =  mod 800 und hs(x) = = mod 900 zur Verfigung. Jetzt soll fiir jeden FEintrag im
Zyklus zufillig eine Hash-Funktion bestimmt und der Hash-Wert ausgerechnet werden.

betrachteter Zyklus: (327 115 891 733 416)
zufillig gewdhlte Hash-Funktion: hs hs h1 hs hy

Hash-Wert: (327 115 391 33 416)

Gliicklicherweise kommen hier keine zwei gleich grofien Hash-Werte vor, das heifit, es entfallt
eine Kollisionsbehandlung. Aufgrund des kleinsten Hash- Wertes wird das Element 733 in diesem
Zyklus ausgezeichnet.

4.5 Neuer Ansatz mit einer Hierarchie der lokalen Minima

Das beste Resultat zur worst-case Verbesserung wurde bis jetzt bei der Variante mit der zusétzlich
gegebenen inversen Permutation 7! erzielt. Leider ist es aber in der Praxis sehr unwahrschein-
lich, dass sowohl =, als auch 7—! gegeben sind. Eine Berechnung von 7~! wire sehr aufwendig
und wiirde sich kontraproduktiv auf die Laufzeit auswirken. In diesem Abschnitt wird ein Ver-
fahren entwickelt, das dhnlich effizient den worst-case behandelt: Die maximale Laufzeit soll
wieder O(nlogy n) betragen und der Hilfsspeicher darf O(log3 n) Bits grof8 sein.

Definition 4.5.1 Sei eine Permutation m der Linge n gegeben. Wir definieren E, als die Menge
der lokalen Minima der Ordnung r > 1 induktiv, ndmlich:

E.:={ic By | m () >i<m_1(i)} mit
Ey:={1,2,...,n} und
B — By,

m (i) :=m" (4) fir r>1,i€E, mit 7w :=mw m= mirj\l}{m >0|m", (i) € E}.
me
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7, ist eine Permutation, die jedem Element von FE, “das néchste” Element in E, zuordnet.
Dabei bezieht sich “das néchste” auf die urspriingliche Reihenfolge der Elemente in den Zyklen
der Permutation 7. Man erkennt aus der Definition nimlich sofort, dass (i) = 7 (i) fiir
r>1, i€ E, mit M =min{M > 0| 7™ (i) € E,} gelten muss. Ein Beispiel, iibernommen von
[1, Seite 270], soll den Sachverhalt illustrieren.

Beispiel 4.5.2 Die Permutation m = (1536 104 29 8 7 11) sei in Zyklendarstellung gegeben.
In Abbildung 4.1 sind die Elemente ihrer Grife und Reihenfolge entsprechend dargestellt, sodass
man leicht die lokalen Minima, also die Menge E,, und die Permutationen 7, erkennen kann.

E1 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, m = (15361042987 11),
E2:{1727377}7 7T2:(1327),
By = {1,2}, T = (12),
Ey = {1}7 T4 = (1>
.10
®%
ol
3 _
] —— o — — > YL JEIRTI

Abbildung 4.1: Ein Zyklus mit seinen lokalen Minima

Aus der Definition ist klar, dass E, C E,_; gelten muss. Aus der Uberlegung, dass nicht mehr
als die Halfte der Elemente lokale Minima sein kénnen (da die Nachbarn von lokalen Minima
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sicher keine lokalen Minima sind), ergibt sich sogar die echte Inklusion E, C FE,_; und man
|Er—1]

erhilt |E,| < =5+ Das kleinste Element eines gesamten Zyklus von 7, sozusagen das absolu-
te Minimum des Zyklus, ist auch ein lokales Minimum von allen 7,, die mehr als ein Element
beinhalten und befindet sich somit in allen zugehorigen E,.. Daraus ergibt sich, dass dieses ab-
solute Minimum eines Zyklus nichts anderes ist, als das eindeutige und einzige lokale Minimum
maximaler Ordnung.

Nun geht es darum, ein Programm zu finden, das die Folge der E,.,r > 1, sowie die dazugehorigen
7, berechnet. Dazu gibt es prinzipiell zwei mogliche Ansétze. Der erste ist der, dass man eine
“top-down”-Konstruktion verwendet, was in der Regel in einem rekursiven Algorithmus, also ein
Algorithmus, der sich selbst aufruft, seine Implementierung findet. In der Computerwissenschaft
ist auch die Rede von “divide and conquer” (D&C). Die Idee ist also, ein Problem in zwei oder
mehrere Teile so lange zu zerlegen, bis die Teilprobleme leicht zu 16sen sind und diese Resultate
anschlieend wieder zusammen zu fiigen, um das urspriingliche Problem 16sen zu kénnen. Der
zweite Ansatz geht quasi den umgekehrten Weg, verwendet also ein “bottom-up”-Design. Hier
beschéftigt man sich zunéchst mit den kleinsten Einheiten und baut von diesen ausgehend ei-
ne komplexere Struktur Stiick fiir Stiick auf. Im Folgenden soll beiden Ansédtzen nachgegangen
werden und es sollen zwei Algorithmen vorgestellt werden, die obiger Problemstellung begegnen.

Satz 4.5.3 Sei die Permutation m und ein Datenfeld der Grifie n gegeben. Im worst-case lassen
sich die Daten in O(nlogyn) Schritten umspeichern. Der Hilfsspeicher betrigt O(logsn) Bits.

Beweis. Wir haben schon festgestellt, dass es bei der betrachteten Aufgabenstellung leicht ist,
7(i) zu bekommen, wihrend es sehr aufwendig wire, wiirde man 7~ !(i) berechnen wollen. Wenn
man tiberpriifen mochte, ob ¢ ein lokales Minimum ist, ist es daher viel schwieriger, wenn man
bei ¢ startet, als bei dem Vorgénger von i. Im Beispiel 4.5.2 erkennt man sehr gut, dass wenn
man von 5 startet, 5 > 7(5) = 3 < w(7(5)) = 6 gilt und man bei 3 ziemlich leicht ein lokales
Minimum in 7y gefunden hat. Von 3 kann man dann auf dieselbe Weise leicht erkennen, dass 2,
der Nachfolger in 73, ein lokales Minimum in 7 sein muss.

Diese Vorgangsweise motiviert den ersten Algorithmus mit der Nummer 4.5.4. Fiir jeden Zyklus
der Permutation 7 wird jenes eindeutige Element gesucht und ausgezeichnet, sodass ms_1...m1 (i) €
E; gilt, wobei s die maximale Ordnung sein soll. Dieses Element ist nicht der Zyklenfiihrer laut
unserer ursriinglichen Definition — es wird also nicht das kleinste Element im Zyklus ausgezeich-
net. Um noch einmal Beispiel 4.5.2 zu bemiihen: Das gesuchte Element ¢ ist dort die Fiinf,
da

=2

—
m3(me(m(5))) =1 € Ey.
~—~
=3
Daraus folgt unmittelbar, dass man Elemente, die sicher nicht das lokale Minimum gréfiter Ord-
nung sind, sofort verwerfen kann. In [1] wird nun auf ein Ergebnis von Dolev, Klawe und Rodeth
[8] sowie jenes von Peterson [9] verwiesen, die fiir die Ermittlung dieses ausgezeichneten Ele-
ments gezeigt haben, dass es in einem gerichteten Ring O(nlogsn) Uberpriifungen bendotigt.
Das konnte fiir die Beweissetzung verwendet werden — hier soll allerdings gleich ein Algorithmus
angegeben werden und anschlieend eine Laufzeit- und Speicheranalyse Satz 4.5.3 belegen.

Zuerst soll nun der “top-down” Algorithmus vorgestellt und im Anschluss untersucht und ana-
lysiert werden.
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Algorithmus 4.5.4 (Top-Down)

1 procedure NEXT(r)
2 if r =1 then
3 elbow|0] := m(elbow[1])
4 else
5 while elbow[r — 1] < elbow[r — 2] do
6 elbow[r — 1] := elbow|r — 2]
7 NEXT(r — 1)
8 end while
9 while elbow[r — 1] > elbow[r — 2] do
10 elbow[r — 1] := elbow|r — 2]
11 NEXT(r —1)
12 end while
13 end if
14 return
15
16 fori:=1ton do
17 elbow|0] := 1
18 elbow[1] := i
19 for r :=1 to [logyn| do
20 NEXT(r)
21 if elbow[r] > elbow[r — 1] then
22 elbow|r| := elbow[r — 1]
23 NEXT(r)
24 if elbow[r] > elbow[r — 1] then
25 exit
26 end if
27 elbow|r + 1] := elbow]r]
28 else
29 if elbow[r] = elbow[r — 1] then
30 ROTATE(7)
31 end if
32 exit
33 end if
34 end for
35 end for

Die Prozedur NEXT(r) berechnet nachfolgende Elemente entlang der Zyklen der Permutation
7. Dabei kommt der schon vorhin erwiahnte Aspekt der “top-down”-Algorithmen zum Tragen,
nédmlich die rekursive Behandlung. Um also das Folgeelement in 7, zu berechnen, werden die
Elemente von m,._1 betrachtet. Diese bekommt man wiederum iiber die Elemente von 7,._o, usw.
Ist das Problem nun leicht genug, also die maximale Rekursionstiefe erreicht, hat r den Wert
eins und es wird in Zeile 2 das Folgeelement der urspriinglichen Permutation m = 7 generiert
und gespeichert. Bevor nun die Prozedur im Detail analysiert wird, soll das Hauptprogramm
(Zeile 16 bis 35) erkldrt werden.

Fiir alle ¢ von 1 bis n wird der Reihe nach iiberpriift, ob m,m,_1...m1(i) € E,41 gilt. Es wird
die Ordnung r beginnend mit » = 1 sukzessive gesteigert, bis entweder das Element verworfen
werden kann, oder man die maximale Ordnung erreicht hat und so fiindig geworden ist. Im
Konkreten wird also zuerst beim ersten Durchlauf der Schleife in Zeile 19 iiberpriift, ob (i) €
Es, indem 71 (i) mit ¢ und mm (i) verglichen wird. Grundvoraussetzung fiir Nicht-Fixpunkte



KAPITEL 4. VARIANTEN UND MODIFIKATIONEN 50

ist die Erfillung der Bedingung in Zeile 21 — wenn 71 (¢) ein Minimum sein soll, dann muss es
zuerst mit dem Wert runter und anschlieBend wieder hoch gehen. Die néchste Forderung ist
also das Nicht-Erfiillen der Abfrage in Zeile 24 — sollte eine der beiden Forderungen (in einem
nichttrivialen Zyklus) nicht erfiillt sein, kann man das Element bereits verwerfen. Fallen beide
aber positiv aus, dann wird im zweiten Durchlauf der Schleife in Zeile 19 (r = 2) iiberpriift, ob
mom (i) € Es3, das heifit ob (i) < momy (i) < momemy (i) gilt. Das geht so lange so weiter, bis ein
r gefunden wurde, sodass m,_1...m1(2) € E, und m,m,_1...m1(2) ¢ E,. Jetzt gibt es drei Fille, die
das Programm beenden. Entweder ist m,_1...m1(i) = m,my—1...71(7), also die Bedingung in Zeile
29 erfiillt; dann besteht die Permutation 7, nur aus einem einzigen Element, da klarerweise aus
mr(x) = x sofort . = (x) folgt. Man hat in diesem Fall das Minimum hochster Ordnung, némlich
Tp—1...71(1), gefunden und kann in Zeile 30 die Umspeicherung mit dem ausgezeichneten Element
i starten. Auch triviale Zyklen, also Fixpunkte der Permutation, fallen unter diesen Punkt. Die
anderen beiden Fille sind m,_1...m (i) < mpmp_q...m1(2) oder mm,mp—q...w1(2) > mpmpmp—1...7w1(7).
In beiden Fillen kann m,m,_1...m1(7) kein Minimum der Ordnung r + 1 mehr sein und wird
verworfen.

Um der Forderung von lediglich O(log3n) Bits Hilfsspeicher gerecht werden zu koénnen, kann
nicht jede Permutation 7, komplett gespeichert werden. Es wird nun gezeigt, dass es reicht, wenn
nur das jeweils letzte gefundene Minimum der Ordnung r fiir jede Permutation m, gespeichert
wird. Algorithmus 4.5.4 speichert diese Information im Vektor elbow. Am Ende der inneren
Schleife gilt stets folgende Invariante: elbow[r] = m,_1...mam1 (i) € E, fiir r > 1. Unmittelbar vor
einem Aufruf der Prozedur NEXT(r) erfiillt der Inhalt von elbow

elbow|r] = elbow[r — 1] "5 ... T3 elbow|0] (4.2)

und unmittelbar danach

elbow[r] ™5 elbow[r — 1] ™5 .. T elbow|0]. (4.3)

Dass elbow|r| = elbow[r — 1] vor dem Aufruf in Zeile 20 gelten muss ist klar: entweder es wurde
vor der inneren Schleife in den Zeilen 17 und 18 so festgelegt, oder Zeile 27 wurde ausgefiihrt.
Bei dem Aufruf der Prozedur NEXT(r) in Zeile 23 sorgt die Zeile unmittelbar dariiber fiir
diese Ausgangslage. Dort, in Zeile 22, findet auch die Verwerfung von Information statt: Das
neu berechnete Element elbow[r — 1] ersetzt elbow|r|. Die Prozedur NEXT(r) berechnet also
7y (elbow[r]) und speichert das Resultat in elbow[r —1]. Dabei werden auch alle anderen Eintrége
von elbow entsprechend geéndert - einzig der Eintrag von elbow|r] bleibt wie er ist.

Aufgrund der Invarianten elbow[r] € E, folgt unmittelbar elbow[r] < m,_1(elbow[r]), da ja der
Zyklus von ,_; alle Elemente von E, als lokale Minima beinhaltet. Nachdem 7, (elbow([r —2]) =
mr—1(elbow[r]) gilt, hat man also elbow[r — 1] < elbow[r — 2]. Die erste while-Schleife in Zeile
5 berechnet jetzt fiir elbow[r — 1] solange das Folgeelement beziiglich m,_;, solange m,_; strikt
steigend ist. Analog wird rekursiv auch fiir elbow[r — 1] bis elbow[0] vorgegangen. Anschlie-
Bend wird in der zweiten while-Schleife in Zeile 9 solange das Folgeelement von elbow[r — 1]
beziiglich 7,._1 berechnet, solange m,_1 strikt fallend ist. Rekursiv passiert wieder das gleiche
fiir elbow([r — 1] bis elbow[0]. Am Ende der zweiten while-Schleife muss die Abbruchbedingung
elbow[r — 1] < elbow[r — 2] = m_1(elbow[r — 1]) gelten. Die Werte waren also in der zweiten
while-Schleife fallend und jetzt gibt es wieder eine Steigerung. Daher ist elbow[r — 1] das néchste
lokale Minimum von 7,_1. Also hat man 7, (elbow(r]) in elbow[r — 1] erfolgreich berechnet.
Nun zur Laufzeitanalyse. Sei ' = m.m_1...m1(i) € E, \ Ey41. Vor dem Aufruf der NEXT-



KAPITEL 4. VARIANTEN UND MODIFIKATIONEN o1

Prozedur in Zeile 20, also am Beginn der r-ten Iteration der inneren for-Schleife des Hauptpro-
grammes, gilt elbow(r] = elbow|r — 1] = m,_1...m1 (i) = 7, 1(i') € E,. Sobald in der Programm-
abfolge klar wird, dass i/ ¢ E,..1 gilt, ist entweder elbow[r] = 7 1(i") und elbow[r — 1] =
bei Nichterfiillung der Bedingung in Zeile 21, oder elbow[r] = i’ und elbow[r — 1] = m(i'),
wenn das Abbruchkriterium in Zeile 24 erfillt ist. Der Eintrag in elbow[0] ist in den bei-
den Féllen unterschiedlich, héngt aber wegen (4.3) immer von elbow[r — 1] in der Weise ab:
elbow[0] = my...mp—1(elbow[r — 1]). Man kann leicht mit einer Induktion nach r zeigen, dass
wenn j € E, und M € N die kleinste mogliche Zahl ist, sodass my...m_1(j) = 7™ (4) gilt, dann
hat man 77 (j) ¢ E, fir 1 < L < M und r > 1. Daraus ergibt sich, dass wenn man bei 4’
startet und sich entlang 7 bewegt, das Element 7y...7m,_17,(i') vor dem Element 72(i’) erreicht
wird. Analog wird von i’ ausgehend riickwirts entlang 7 das Element i = 7, L.zt (i') vor 7,72
erreicht. Testet man also fiir ein ¢, ob es das gesuchte auszuzeichnende Element ist, muss man
sich entlang 7 in einem Subsegment der Region zwischen 7, 2(i’) und 72(i’) bewegen.
Aufgrund dieser Uberlegung kann man jetzt fiir alle i’ € E, \ E,,1 feststellen, dass die Permuta-
tion 7 hochstens 4n-mal berechnet werden muss; fiir jedes Element ndmlich maximal 4 Mal, da
man ja fiir jedes Element entlang 7, maximal zweimal vor und zweimal zuriickgehen muss und
somit auch fiir alle Zwischenelemente x von 7 hochstens 4 Mal 7(x) durchgefiihrt werden muss.
Die Abschitzung ist insofern ein wenig grofiziigig, weil man davon ausgeht, dass man prinzipiell
fiir alle Elemente in E, die zweimalige Uberpriifung durchfithren kénnte. In Wirklichkeit werden
aber ja nur jene betrachtet, die nicht in E, ;1 liegen. Nachdem E, fiir alle r > [logy n| leer ist,
muss der Algorithmus insgesamt O(nlogy n) Schritte entlang 7 berechnen.

Jeder Aufruf von NEXT(1) berechnet in Zeile 3 einen Schritt entlang 7. Bei einem Aufruf
NEXT(r) mit » > 1 wird die Prozedur zumindest zweimal rekursiv mit NEXT(r — 1) aufgeru-
fen. Die exakte Arbeit fiir so einen Aufruf ist also proportional zur Anzahl der rekursiven Aufrufe
(exklusive der Arbeit fiir die rekursiven Aufrufe). Fiir jedes ¢ wird in den Zeilen 19 bis 34, also
der inneren for-Schleife des Hauptprogrammteils, eine konstante Anzahl an Vergleichen gemacht.
Somit ist die Arbeit hierfiir in O(1), wenn man von den aufgerufenen Subroutinen absieht. Alle
Iterationen dieser inneren Schleife ziehen zwei Aufrufe der Prozedur NEXT mit sich, bis auf die
letzte, die moglicherweise lediglich einen Aufruf durchfiihrt. Die Kosten der Prozedur ROTATE
in Zeile 30 wurden schon besprochen - sie betragen fiir alle Zyklen der Permutation O(n). Damit
ist die gesamte Arbeit des Algorithmus proportional zur Anzahl der Schritte, die entlang der
Permutation 7 durchgefiihrt werden miissen plus O(n), also O(nlogyn) + O(n) = O(nlogyn).
Nun wollen wir den worst-case fiir diesen Algorithmus betrachten. Dieser ist gegeben, wenn m
aus einem einzigen Zyklus der Lénge n besteht, wobei die Indizes die Elemente {0, ...,n—1} sind.
Zusitzlich miissen diese in der Zyklendarstellung beziiglich ihrer (log, n)-Bit Bindrdarstellung
riickwérts lexikographisch geordnet sein. Ein Beispiel soll dies veranschaulichen.

Beispiel 4.5.5 Die Permutation w habe die Lange 8. Wir wollen, um den worst-case des Al-
gorithmus 4.5.4 erzeugen zu kinnen, zuerst die Zahlen in die rickwdrts lexikographisch ge-
ordnete Bindrdarstellung bringen. In der nachfolgenden rechten Spalte sind die Elemente in
herkommlicher lexikographischer Bindrdarstellung angeordnet, wihrend in der zweiten Spalte die
Reihenfolge beziiglich der riickwdrts lexikographisch geordneten Bindrdarstellung gewdhlt wurde:

0= 000, 0= 000,
= 001, 4= 100,
2= 010, 2= 010,
- 011, 6= 110,
— 100, 1= 001,
— 101, 5= 101,
6= 110, 3= 011,

7= 111, 7= 111.
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Die Permutation sieht in Zyklenschreibweise also so aus: m = (042 6 1 5 3 7). Damit ergibt
sich fir E, und m,:

Ey={0,1,2,3,4,5,6,7}, m =(04261537),
E, ={0,1,2,3}, T =(0213),

B3 ={0,1}, m3 = (0 1),

E, = {0}, 74 = (0).
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Abbildung 4.2: Zyklus des worst-case Szenarios mit seinen lokalen Minima

Man sieht also, dass es Fille gibt, wo der Algorithmus Q(nlogy n) Schritte bendtigt. Somit ist
die Laufzeit des Algorithmus im worst-case Fall ©(nlogyn).

Der Algorithmus verwendet O (log, n) Variablen (das entspricht der Grofle des Vektors elbow),
wovon jede in der Lage ist, ein Element von {0, ...,n} aufzunehmen, also log, n grofl sein muss.
Es wird also im Algorithmus 4.5.4 zusitzlicher Hilfsspeicher benétigt, der ©(log3n) Bits grof
ist. O

Als néchstes wird fiir den besprochenen Algorithmus eine “bottom-up”-Lésung vorgestellt.
Ahnlich wie bei Algorithmus 4.5.4 sollen nach und nach die lokalen Minima berechnet und in den
Vektor elbow gespeichert werden. Weiters wird ein Vektor state eingefiihrt, der die Zusténde in
einem Zyklus speichert und zwar fiir jede Ordnung den gerade aktuellen Zustand. Dadurch kann
also auf eine Rekursion verzichtet werden und ein Algorithmus gefunden werden, der wieder eine
Laufzeit von O(nlogyn) hat und O(log3 n) Bits zusitzlichen Hilfsspeicher benétigt.
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Algorithmus 4.5.6 (Bottom-Up)
1 fori:=1tondo

2 elbow([1] :=1
3 state[l] := GOT_ONE
4 repeat
5 ri=1
6 elbow|0] := m(elbow[1])
7 while state[r] = DOWN and elbow[r] < elbow[r — 1] do
8 state[r] = UP
9 elbow[r] := elbow|r — 1]
10 ri=r+1
11 end while
12 select case state[r]
13
14 case GOT_ONE
15 if elbow[r] > elbow[r — 1] then
16 state[r] == GOT-TWO
17 elbow][r] := elbow[r — 1]
18 else
19 if elbow[r| = elbow[r — 1] then
20 ROTATE(i)
21 end if
22 end if
23
24 case GOTTWO
25 if elbow[r| > elbow|r — 1] then
26 exit
27 end if
28 state[r + 1] := GOT_ONE
29 elbow[r + 1] := elbow|r]
30 state[r] := UP
31 elbow[r] := elbow[r — 1]
32
33 case UP
34 if elbow[r] > elbow[r — 1] then
35 state[r] := DOW N
36 end if
37 elbow|r] := elbow[r — 1]
38
39 case DOWN
40 elbow[r] := elbow[r — 1]
41 end select
42 end repeat
43 end for

Der Vektoreintrag elbow[0] bewegt sich entlang des Zyklus von 7, der das zu untersuchende i
beinhaltet. Wie schon bei Algorithmus 4.5.4 speichert elbow[r] fiir r > 1 das zuletzt gefundene
Element von E,.. Der Vektor state speichert zusétzlich, in welchem Teilbereich man sich im Zy-
klus befindet.
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Abbildung 4.3: Zusténde im Bottom-Up Algorithmus

Wenn das erste Element von E, ausgemacht wurde, wird der zugehorige Eintrag im Vektor state
auf state[r] = GOT_ONE gesetzt. Das geschieht am Beginn der Untersuchung fiir das jeweilige
1, also in Zeile 3, und in Zeile 28, wo das erste Minimum von F,_; erkannt wurde. Weiters gilt
wieder elbow|r] = my—1...m1 (7). Kommt man nun zum zweiten Elemtent von E, entlang 7., so
wird in Zeile 15 iiberpriift, ob das zweite Element kleiner als das erste ist. Denn nur so kann
potentiell bei einer nichttrivialen Permutation 7, ein Minimum von E, vorliegen. Sollte dies der
Fall sein, erhélt state[r] den neuen Zustand GOT_TWO (Zeile 16) und es wird im Folgenden in
Zeile 25 iiberpriift, ob m.my_q1...m1(7) > mp_1...71(2) gilt und somit m,_;...71(7) ein lokales Mini-
mum von m,_1 ist, also m,_1...w1(7) € E, gilt. Sollte auch diese Uberpriifung positiv ausfallen,
kann man eine Ebene hoher gehen und im Weiteren untersuchen, ob m,m,_1...m1(7) ein lokales
Minimum von 7, ist und damit in F,, liegt. Diese Uberpriifungen gehen nun so lange weiter,
bis entweder feststeht, dass die nichste Ebene kein Minimum mehr darstellt und das betrach-
tete i verworfen werden kann, oder bis die Uberpriifung in Zeile 19 positiv ausfillt. Dort wird
namlich untersucht, ob E, nur ein Element beinhaltet und somit 7, eine triviale Permutation
ist. Sollte dies der Fall sein, hat man das gesuchte i gefunden und kann gleich in Zeile 20 die
Umspeicher-Routine aufrufen.

Bei state[r] = UP ist elbow|r] stets grofer als 7, !(elbow[r]), also gréfer als der unmittel-
bare Vorgénger in 7,. Analoges liegt bei state[r] = DOWN vor, dass ndmlich elbow(r] <
7, L (elbow(r]) gilt, die Werte also fallend sind. Das “Umschalten” zwischen diesen beiden Zustéinden
wird in der while-Schleife (Zeilen 7 bis 11) durchgefiihrt. Dabei ist zu beachten, dass dies fiir
alle Ebenen geschieht und der Befehl in Zeile 10 die Variable r auf die aktuell zu betrachtende
Ebene setzt, fiir die dann die Untersuchungen fortgesetzt werden. Somit ist sichergestellt, dass
alle Minima aller Ebenen gefunden werden koénnen.

Die Graphik 4.3 veranschaulicht die wechselnden Eintrége von state[r] beim Durchlaufen von
7, wobei r fest bleibt. Dies geschieht fiir alle r auf dieselbe Weise. Es wird also auf jeder Ebene
des Algorithmus nach diesem Schema verfahren.
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4.6 “In order”- und “Out of order”-Permutation

Sehr oft erfiillen die zu permutierenden Eintrége des Datenfelds eine Totalordnung. Daher kann
man eine Permutation o definieren, die auf dem beziiglich der Permutation m umgespeicherten
Datenfeld A folgende Bedingung erfiillt:

Al (1)] < Alo~1(2)] < ... < Ao~ (n)]. (4.4)

Der Eintrag A[i] hat also den o(i)-t kleinsten Eintrag. Daraus ergibt sich auch, dass wenn
o(i) > o(n(i)) gilt, A[i] > A[n(i)] gelten muss. Zwei Beispiele verdeutlichen den Zusammenhang
zwischen den Permutationen 7w und o: Wenn 7 so gewéhlt wird, dass es die Eintrdge des Da-
tenfelds A in eine aufsteigend geordnete Reihenfolge umspeichert, so ist ¢ nichts anderes als die
Identitat. War A vor der Permutation 7 bereits vom kleinsten bis zum gréfiten Element sortiert,
dann gilt o = 7~ L.

Hat man eine derartige Ordnungspermutation o zur Hilfe, kann der bisher kiirzeste Permutati-
onsalgorithmus angegeben werden:

Algorithmus 4.6.1 (In-Order mit Elemente von A verschieden)

for i :=1 ton do
if 0(i) > o(w(i)) and A[i] < A[n(i)] then
ROTATE(7)
end if
end for

U W N =

Die einzige Einschrinkung dieses Algorithmus ist jene, dass alle Eintrage von A verschieden sein
miissen, also fiir alle i # j auch A[i] # A[j] gilt. Um noch einmal auf eines der beiden Beispiele
fiir die Permutation o zuriick zu kommen: ollte o die Identitéit sein, also bereits 7w die Elemente
in die geforderte Ordnung bringen, dann sucht der Algorithmus nach Platznummern, wo die
Permutation 7 ein Element auf den Platz mit einer niedrigeren Platznummer tauschen mochte
und dabei das Element selbst kleiner als jenes ist, das sich im Moment dort befindet.

Nun soll die Korrektheit dieses vorgestellten Algorithmus untersucht werden. Nach der Rotati-
on des Zyklus, der ein beliebiges j beinhaltet, impliziert o(j) > o(w(j)), dass A[j] > A[n(j)]
gilt. Somit ist die Bedingung in Zeile 2 fiir kein Element des Zyklus erfiillt. Daher wird jeder
nichttriviale Zyklus hochstens einmal rotiert.

Damit jeder Zyklus zumindest einmal rotiert wird, muss es eine Position ¢ im Zyklus geben, fiir
die die Bedingung in Zeile 2 erfiillt ist, also o (i) > o(m(i)) und A[i] < A[r(7)]. Sicherlich gibt
es eine Position i im Zyklus, fiir die (i) > o(7(i)) < o(72(i)) gilt. Zum Beispiel ist dies der
Fall, wenn (i) jene Position ist, die den kleinsten zugehorigen Wert im Datenfeld A hat. Es
wird nun gezeigt, dass das auszuzeichnende, gesucht Element, das dann der ROTATE-Prozedur
iibergeben werden sollte, das erste ist, das gefunden wird und diese Bedingung erfiillt. Zunéchst
wird also auf alle Fille so ein ¢ gefunden und es soll jetzt die ROTATE-Prozedur mit Eingangspa-
rameter i aufgerufen werden. Nachdem der Zyklus umgespeichert wurde, gilt A[r(i)] < A[x%(7)],
wegen o(7(i)) < o(n2(i)). Die Werte von A der Plitze 7(i) und 72(i) waren vor der Rotation
auf den Pldtzen ¢ und w(i). Somit galt vor dem Umspeichern A[i] < A[m(7)]. Aufgrund der
geforderten Verschiedenheit der Elemente von A gilt A[i] # A[n ()], da ¢ # m(¢). Somit folgt
die zu zeigende Ungleichung A[i] < A[n(7)], die jetzt auch, zusammen mit o (i) > o(n(i)), als
Kriterium zum Auffinden des auszuzeichnenden Elements verwendet werden kann.
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Im Folgenden soll Algorithmus 4.6.1 so adaptiert werden, dass es auch moglich ist, die Forderung,
dass alle Elemente von A verschieden sein miissen, fallen zu lassen. Dazu soll zuerst analysiert
werden, wo das Problem liegt. Denn Zyklen, die alle dieselben zugehorigen Werte im Datenfeld
A beinhalten, miissen klarerweise nicht permutiert werden. Sollten allerdings mehrere Werte
mehrmals vorkommen, kann es zu Problemen kommen. Um so einen Problemfall zu sehen, soll
hier das Beispiel von [1, Seite 275] angefiihrt werden.

Beispiel 4.6.2 Der Einfachheit halber soll die Permutation  die Elemente eines Datenfeldes A
in eine geordnete Reihenfolge bringen. Die Ordnungspermutation o ist also die Identitdt. Weiters
beinhaltet A nur die Werte o und (3, fiir die folgende strenge Totalordnung (siehe Definition 1.1.3
auf Seite 2) gilt: a« < . Das Datenfeld A ist schon vorab geordnet, bis auf die zwei mittleren
Elemente:

A=la..afBap..pfd.

Die Abbildung 4.4 zeigt nun, dass kein Element gefunden wird, das die geforderte Bedingung in
Zeile 2 erfiillt, wodurch es nie zum Aufruf der ROTATE-Routine kommt.

A D e N
@7 @ @ B " @® =7 ® .0
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Abbildung 4.4: Gegenbeispiel zur Korrektheit von Algorithmus 4.6.1 bei nicht verschiedenen
Eintrégen

Das Problem hierbei ist, dass die beiden Nachbareintrige des Datenfelds A im Zyklus beliebig
weit voneinander getrennt sein konnen. So kann ein rein lokaler Test hier nie fiindig werden.

Definition 4.6.3 Es sei ein Datenfeld A der Grifle n gegeben. Darauf sei eine Permutation
m gegeben und die Ordnungspermutation o erfille die Bedingung (4.4). Gilt fir j € {1,...,n}:
Ao ()] = ... = Alo~Y(j + k)] und zusdtzlich Ao~ ()] # Alo=*(j — 1)], wenn j > 1 bzw.
Ao (j+k)] # Alo™ (j + k+1)], wenn j+k < n, dann bezeichnet die Folge (j,j+1,...,5+k)
einen Lauf (englisch: “run”) des Wertes Alo~1(5)].

Man hat also bei einem Lauf der Léinge k + 1 fir j € {2,...,n — k — 1} diese Situation:

<Ao< Al )] = = Al G R)] < Alo G4+ E+1)] < .

“run”

Die Idee, wie man der Problematik mit gleichen Werten begegnet, ist nun, dass man einen
Lauf als ein einziges Element betrachtet. Denn beinhaltet ein Zyklus einen oder mehrere Laufe,
so ist es unerheblich, ob man alle Elemente durchexerziert, oder lediglich das erste Element
eines Laufes betrachtet, die folgenden des selben Laufes iiberspringt und wieder mit dem ersten
Element des néchsten Laufes fortsetzt. Nachdem man auf diese Weise lediglich verschiedene
Werte betrachten muss, kann wieder die Uberpriifung aus Algorithmus 4.6.1 verwendet werden.
Diese Uberlegungen motivieren den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 4.6.4 (In-Order mit A beliebig)

1 fori:=1tondo

2 if Ali] # A[n(i)] then

3 j=mn(i)

4 while A[j] = A[rx(j)] do
5 j = ()

6 end while

7 if o(m(i)) > o(n(j)) and A[r(i)] < A[r(j)] then
8 ROTATE(7)

9 end if

10 end if

11 end for

Mit diesem Algorithmus wird das vorige Gegenbeispiel korrekt abgehandelt.

Beispiel 4.6.5 (Fortsetzung von Beispiel 4.6.2) Die Aufgabenstellung aus Beispiel 4.6.2
wird jetzt gelost, indem der Algorithmus, aufgrund der Abfrage in Zeile 2 und der while-Schleife
in Zeile 4, immer an das Ende eines jeden Laufes springt und somit nach ein paar Iterationen
schlieflich zu folgender Situation kommdt:
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Abbildung 4.5: Korrekte Abarbeitung des vorigen Gegenbeispiels 4.6.2

Jetzt ist die Bedingung in Zeile 7 erfillt und es kann der ROTATE-Prozedur das markierte
Element tibergeben werden.

Die Laufzeit des Algorithmus héngt sehr stark von der Auswertung der beiden Permutationen
7 und o ab. Kann sowohl 7 als auch o7 in konstanter Zeit berechnet werden, bendtigt der
Algorithmus lediglich lineare Laufzeit, also O(n). Dies ist der Fall, wenn 7 die Eintrige des
Datenfelds A in eine Totalordnung umspeichert, oder wenn 7 auf eine schon existierende Ordnung
angewandt wird. Lineare Laufzeit ist deshalb moglich, weil die innere while-Schleife (Zeilen 4
bis 6) fiir jeden Lauf in einem Zyklus héchstens einmal abgearbeitet wird.

Die Forderung von der konstanten Auswertung von 7 und ¢ kann noch abgeschwicht werden,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.6.6 Nachdem das Datenfeld A der Ldnge n beziiglich der Permutation m umgespeichert
wurde, erfille die Permutation o

Alo~(1)] < Alo~1(2)] < ... < Alo~(n)].
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Kénnen alle Elemente w(1),...,m(n),omw(1),...,om(n) in linearer Zeit berechnet werden, dann
kann A, unter Verwendung von O(logyn) Bits zusdtzlichen Speicher, entlang m im worst-case
in O(n) Schritten umgespeichert werden.

Beweis. Fiir jedes Element ¢ wird (i) und o (i) lediglich O(1)-mal berechnet. Daher wird die
Laufzeit von der Auswertung genau dieser Funktionen dominiert. O

Als Anwendungsgebiet fiir “In order”-Permutationen wird in [1] die Konstruktion einer Daten-
struktur angegeben, die implizit einen bindren Suchbaum darstellt. Dafiir sei ein Datenfeld der
Lénge n mit schon geordneten Eintrédgen gegeben. Dazu soll also der Median auf der ersten
Position gespeichert werden, das erste und dritte Quartil auf den Stellen zwei und drei, und so
fort. Die Kinder eines Elements sollen sich (analog zu einem heap) an den Positionen 2; und
2j + 1 befinden. Es gelang bereits Bentley (siehe [10]) einen Algorithmus zu finden, der diesen
Spezialfall in linearer Zeit 16sen konnte.

Der Schliissel zum Verstindnis des Folgenden ist das Operieren von 7 auf einem Element ¢ in
der [logsy(n)]-Bit-Bindrdarstellung.

Lemma 4.6.7 Seii = 2107 in der [logy(n)]-Bit-Bindrdarstellung gegeben, wobei x einen belie-
bigen String der Linge [logy(n)] —j — 1 aus den Elementen Null und Eins darstellen soll. Will
man mit der Permutation 7 ein bereits geordnetes Datenfeld A der Linge n so umspeichern,
dass implizit ein bindrer Suchbaum entsteht, dann gilt (i) = 0/ 1x.

Beweis. Es soll hier eine Induktion nach der Lénge des Strings z gemacht werden. Diese Léinge
soll eine neue Variable erhalten, namlich k := [logy(n)] — j — 1. Somit hat man = = (x;x2...2k),
mit x, € {0,1} fiir alle m von 1 bis k. Fiir den Induktionsanfang k = 0, also z = {}, nimmt
j = [logy(n)] — 1 den maximal moglichen Wert an. Die folgenden Rechnungen werden in der
Bin&rschreibweise angeschrieben. Es miisste laut Formel gelten:

7(10...0) = (0...01)

Das Element (10...0) sollte also an die erste Position permutiert werden und wire somit das
Wurzel-Element. Das muss auch so sein, denn der Wurzelknoten soll den gesamten Wertebereich
in zwei gleich grofle Teile aufspalten. In der Baumstruktur sind alle Elemente links davon kleiner,
wéihrend die rechten Kinder mitsamt allen nachfolgenden Kindeskindern gréfler sind.

Im Induktionsschritt kann nun angenommen werden, dass (2107) = 0/ 1z fiir alle z der Linge
k — 1 gilt. Zu zeigen ist, dass die Gleichung ebenso fiir die Liange k richtig ist. Nachdem jede
Permutation eine Bijektion ist, soll hier vom Bild-Element der Permutation 7, ndmlich von
i' = 0/1zy29...x;, ausgegengen werden. Angenommen es gilt x;, = 0, dann soll % ermittelt
werden. In der Bindrdarstellung entspricht das einem Verschieben aller Eins-Elemente um eine
Stelle nach rechts und man erhalt

. .
% = 0]+11 r122...Lk—1 -
—_———

Lénge k—1

il

5 Zu erhalten:

Jetzt kann man die Induktionsannahme verwenden, um das Urbild von
nt (%) = 77_1(0j+11x1x2...xk_1) = xla:g...xk_lleH.

Dieses Element muss ein Kind von 771(4’) sein, da ja zu jedem Element mit Index j ein Kind auf
die Positionen 2j permutiert wird. Der Elternknoten von z1zs...x5_1107T! liegt in der Baum-
struktur eine Ebene hoher und ist somit xjxs...x;_10107. Man hat also gezeigt, dass

a1l (Ojlxlxg...mk) = {L'lxg...l'k,l(]loj = xle...xk,lwkloj
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Abbildung 4.6: Ein voll belegter bindrer Suchbaum

o5

gilt. Den Fall zx = 1 kann man auf den eben beschriebenen zuriickfithren, da man vor der Divi-
sion durch 2 noch den Wert 1 abziehen kann, da sich ja auch auf der Position 2j + 1 (nach der
Permutation) ein Kind von dem Element mit Platznummer j befindet. O

Es soll nun abschliefend ein Algorithmus gefunden werden, der die Daten so umspeichert, dass
implizit ein bindrer Suchbaum gegeben ist. Dabei soll der Speicherplatz effizient genutzt werden,
denn wihrend A = (426 13 5 7) (siehe Abbildung 4.6) eine gute Speicherung der Daten ist,
so geht bei A=(84.26..1357....) (siche Abbildung 4.7) eine Menge an Speicherplatz
ungeniitzt verloren.

Fiir jede mogliche Datenfeldgréfie n € N kann eine Darstellung gefunden werden, sodass n =
2" — 14 ¢ mit 1 < r < 2" gilt. Es kann nun das geordnete Datenfeld A derart permutiert
werden, dass implizit ein binfdrer Suchbaum gegeben ist, dessen Eintrige voll besetzt sind mit
Auflnahme der letzten Ebene. Fiir diese letzte Ebene wird aber zusétzlich gefordert, dass sich
die Eintrige moglichst weit links befinden. Die erste Moéglichkeit ist die, dass man zwei Permu-
tationen durchfiihrt, wobei die erste, 7/, lediglich die Eintréige der letzten Ebene an die richtigen
Stellen bringt und die Ordnung der anderen Elemente erhélt. AnschlieBend muss die zweite
Permutation die ersten 2" — 1 Eintriige in die gewiinschte Struktur umspeichern. Die erste Per-
mutation 7’ sieht so aus:

2h + % wenn ¢ ungerade ist und i < 2r gilt,
(i) =4 % wenn ¢ gerade ist und i < 2r gilt,

i—7r wenn ¢ > 2r gilt.

Damit werden also die Werte 1, 3,5, ...,2r — 1 an die richtige Stelle in der letzten Ebene gespei-
chert. Mit dieser Uberlegung kann man sich jetzt gleich an einen Algorithmus heranwagen, der
beide Permutationen kombiniert und somit in einem Durchlauf die gesuchte Permutation liefern

/.8\
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Abbildung 4.7: Ein schwach besetzter binéirer Suchbaum
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Algorithmus 4.6.8 (Berechnung von 7 fiir bin. Suchbaum-Struktur out-of-order)

1 fori:=1tondo

2 if §# |4| and i < 2r then

3 m(i) =24+ 51

4 else

5 m(i) :== BINARY_TRANS(%)

6 end if

7 end for

8

9 procedure BINARY_TRANS(7)
10 if £ =]%| and i < 2r then
11 Jji=3

12 elseif 7 > 2r then
13 ji=t—r

14  end if

15 translate j — x10
16 translate j «— 0/1z
17 return j

In Zeile 2 werden alle ungeraden Elemente, die kleiner als 2r sind, herausgesucht. Fiir jedes solche
Element ¢ wird 7(z) in Zeile 3, wie beim ersten Ansatz mit 7/, berechnet. Andernfalls wird die
Funktion BINARY_TRANS aufgerufen, die dann in Hinblick auf Lemma 4.6.7 und die noch
freien Positionen den richtigen Permutationswert ermittelt. Dabei wandelt der Befehl translate
Variablen in ihre h-Bit-Bindrdarstellung um bzw. Binérzahlen wieder in ihre Dezimaldarstellung
zuriick (abhéngig von der Pfeilrichtung).

Im worst-case kann 7 in O(logy(n)) Schritten berechnet werden. Wenn man allerdings nur Links-
und Rechtsverschiebungen zulédsst und die einzelnen Bitfolgen abarbeiten muss, dann werden
O(n) Operationen benotigt, um = (7) fiir alle i € {1, ...,n} berechnen zu kénnen. Damit sind alle
Voraussetzungen fiir Satz 4.6.6 erfiillt, da ja das Datenfeld eingangs geordnet war und somit
o = n~ 1 ist und daher o7 (i) = 7~ !7(i) = i auch in O(n), ja sogar in konstanter Zeit ermittelt
werden kann. Es kann also in O(n) Schritten aus einem geordneten Datenfeld der Linge n eine
implizite bindre Suchbaum-Datenstruktur erzeugt werden.



Kapitel 5

Erstes Abbruchkriterium:
“Fastbreak 1”

Wihrend im vorigen Kapitel verschiedenste Modifikationen und Varianten des klassischen Algo-
rithmus vorgestellt wurden, deren Ziel es war, die worst-case Laufzeit zu verbessern, werden in
den beiden Kapiteln “Fastbreak 17 und “Fastbreak 2” Abbruchkriterien untersucht, die deutli-
che Verbesserungen auch fiir die erwartete Laufzeit mit sich bringen. Erstmals sind die folgenden
Uberlegungen bei J. Keller (siehe [11]) gemacht worden. Mit der mathematischen Ausarbeitung
beschéftigten sich dann A. Panholzer, H. Prodinger und M. Riedel in [12]. Die Resultate dieser
beiden Arbeiten sollen hier betrachtet werden.

5.1 Kernidee der Heuristik “Fastbreak 1”

Bisher waren alle untersuchten Algorithmen &hnlich aufgebaut. Zuerst wurde immer ein aus-
zuzeichnendes Element in jedem Zyklus gesucht und anschlieBend der Umspeichervorgang mit
diesem Element eingeleitet und entlang dieses Zyklus durchgefiihrt. Dabei hat aber keiner der
vorgestellten Algorithmen beriicksichtigt, dass wenn man einen Zyklus rotiert, die Lénge die-
ses Zyklus leicht ermittelt und im weiteren Verlauf verwendet werden kann. Addiert man diese
im Verlauf des Algorithmus gefundenen Zyklenlédngen auf, kann man das Programm beenden,
sobald diese Summe n, also die Lange des Datenfelds A, ergibt. Denn dann ist bereits sicherge-
stellt, dass schon alle Elemente umgespeichert wurden. Diese Heuristik bezeichnet J. Keller mit
“Fastbreak 1”. Die Terminologie soll in dieser Arbeit iibernommen werden. Folgender Algorith-
mus hat diese Kernidee zur Grundlage und entspricht im Wesentlichen jenen von [11, Seite 120].
Er wurde lediglich in die der gesamten Arbeit zugrunde liegenden Form gebracht.

5.2 Algorithmus nach J. Keller

Algorithmus 5.2.1 (Fastbreak 1)

function ROTATE;, (leader)

1 := leader

length =1

while 7 (i) # leader do
interchange the values in A[i] and A[m ()]
length := length + 1
i:=m(i)

end while.

return length

© 00 O Otk W~
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10  remaining :=n

11 for j:=1tondo

12 k:=mn(j)

13 while £ > j do

14 k= (k) > alf'Bl
15 end while

16 if k = j then

17 remaining = remaining — ROTATE (k)
18 end if

16 if remaining = 0 then

17 break

18 end if

19 end for

5.3 Analyse

5.3.1 Korrektheit

Die Grundstruktur dieses Algorithmus gleicht dem klassischen Algorithmus 3.2.1 auf Seite 17.
Folgende Anderungen wurden vorgenommen: Es wird im Hauptprogrammteil zu aller erst die
Zahlvariable remaining eingefithrt und ihr gleich zu Beginn die Lange des Datenfelds n zuge-
wiesen. Die in Algorithmus 4.1.3 kennen gelernte Prozedur ROTATE wird nun zu einer Funk-
tion, die zusétzlich zum Umspeichern auch die Lange des Zyklus zuriickgeben soll. So kann
in Zeile 17 nicht nur implizit die Umspeicher-Routine aufgerufen werden, sondern auch der
Wert der Zihlvariablen remaining aktualisiert werden. Dazu wird in der ROTATE-Funktion
zusétzlich eine Variable length benétigt, in der die Lange des Zyklus mitgezéhlt und anschlie-
Bend zuriickgegeben wird. Dieser Wert wird fiir jeden permutierten Zyklus von der Variable
remaining abgezogen, bis alle Elemente behandelt wurden und somit remaining = 0 gelten
muss. In diesem Fall kann das Programm mit dem break-Befehl in Zeile 17 terminieren, auch
wenn eventuell nicht alle Elemente i auf die Zyklenfiihrereigenschaft hin iiberpriift wurden. Die-
se Anzahl der nicht iiberpriiften Elemente ist auch die Ersparnis der Heuristik “Fastbreak 17
gegebeniiber dem klassischen Algorithmus.

Bemerkung 5.3.1 Hier wurde die Prozedur ROTATE, modifiziert. Analog kann man aber
auch die Prozedur ROTATE -1 aus Algorithmus 4.1.1 adaptieren und es wird daher hier bewusst
nur allgemein von der ROTATE-Funktion gesprochen.

5.3.2 Laufzeit

Im Kapitel 3.3.2 wurde, wie bei Knuth in [2], der Parameter a untersucht, der die Durchlau-
fungsanzahl der inneren while-Schleife beschreibt. Fiir Keller charakterisiert hingegen die An-
zahl der Aufrufe der gegebenen Permutation m im Hauptprogrammteil die Laufzeit, also wie oft
m(i) fiir ein iibergebenes i ausgefithrt wird. Dieser Parameter wird im Folgenden, wie in [12],
mit k bezeichnet. Keller wihlte den Parameter x deshalb als Referenz fiir die Laufzeit, weil
er mogliche Einfliisse auf die Laufzeit, die abhingig von der jeweilig betrachteten Permutation
auftreten konnen, verhindern moéchte. Er nennt als Beispiel das Verhalten des “Cache”, also
eines Speicher-Puffers, der Daten fiir die mehrmalige Verwendung zwischenspeichert. Auflerdem
spricht er von der plausiblen Annahme, dass das Laufzeitverhalten von der Auswertung von m
dominiert wird und dass die zusétzlich entstehenden Kosten fiir die Implementierung fiir die
Heuristiken “Fastbreak 17 und “Fastbreak 2” ignoriert werden konnen. Diese letzte Aussage
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kann man in Hinblick auf die besprochenen Anderungen von Algorithmus 5.2.1 gegeniiber Al-
gorithmus 3.2.1 sofort nachvollziehen.

Zwischen den beiden Parametern a und & gibt es im klassischen Algorithmus folgenden einfachen
Zusammenhang. Da unmittelbar vor der while-Schleife (bei Algorithmus 3.2.1 in Zeile 2) bereits
einmal 7 ausgewertet wird, zéahlt x fiir jedes Element eins mehr als a. Erinnert man sich an die
Darstellung (3.1) des Parameters a auf Seite 18, so wiirde fiir £ beim klassischen Algorithmus

p(m)={(,5): 1<i<j<n A q@@)<q(i+1),..,q() <q(5)}] (5.1)

gelten, wobei 7 wieder die kanonische Zyklendarstellung = = (¢q(1),¢(2),...,q(n)) haben soll.
Somit hat man in diesem Fall fiir jede beliebige Permutation der Lange n: kK = a +n und damit
aufgrund von E(a) = (n+ 1)H,, — 2n:

E(k) = (n+1)H, — n.

Interessant ist, dass dieses Resultat nicht mit der von Keller experimentell festgestellten Lauf-
zeit von %nlogz n zusammenpasst. Da aber ﬁ ~ 0,96 gilt, erkennt man, dass es offensichtlich
rein experimentell nicht moéglich war, diesen Wert von 1 zu unterscheiden, um auf die korrekte
asymptotische Laufzeit von nlogn zu gelangen. Wie in [12] treffend festgestellt wurde, ist das
ein Vorzeigegrund dafiir, sich auf mathematischem Wege mit der Analyse von Algorithmen zu
beschéftigen.

Da sich x und @ nur um eins pro Iteration unterscheiden, miissen sie dieselbe Varianz haben. Es
ist daher die Varianz fiir £ durch jene von a gegeben, also

V(k) = V(a) = 2n* — (n+ 1)2H? — (n+ 1)H, + 4n.

1

== %2 gilt.

. 1y . . . 2
Asymptotisch verhélt sich die Varianz also wie (2 — % )n?, da D k1
Im Folgenden werden beide Parameter a¥PY und s 5Y in der Heuristik “Fastbreak 1” unter-
sucht.

worst-case

Ahnlich dem worst-case im klassischen Algorithmus (siche Abschnitt 3.3.2) nimmt al*Z, und
somit auch xFB1 im Algorithmus 5.2.1 den Maximalwert bei 7 = (7(1),7(2),...,7(n)) =
(2,...,n —1,1,n) an. Das groite Element n als Fixpunkt der Permutation verhindert, dass die
Variable remaining den Wert 0 vor der Uberpriifung des letzten Elements erreicht. Denn nach-
dem 1 als Zyklenfiihrer erkannt und der n — 1 lange Zyklus rotiert wurde, gilt remaining = 1 bis
ans Ende der Uberpriifung und unterbindet somit das vorzeitige Abbrechen. Fiir den Parameter
alPBU heift das nun: alFPY = (n—2)+(n—3)+...414+04+0 = (";1) = 1(n?-3n+2). Da die Heu-
ristik in diesem konstruierten Fall keine Verbesserung gegeniiber dem klassischen Algorithmus
bringt, gilt somit fiir Keller’s Parameter: xFPlU = k = a4+n = $(n?=3n+2)+n = i(n?—n+2).
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average-case

Auch wenn die Heuristik keine asymptotische Verbesserung bringt, sind die Ersparnisse, wie
sich zeigen wird, nicht unerheblich. Es wird wieder davon ausgegangen, dass jede Eingangsper-
mutation gleich wahrscheinlich ist. Dann hat eine Permutation der Lidnge n durchschnittlich
logn Zyklen (siehe Satz 3.3.2 auf Seite 18 oder auch [13, Kapitel 6]). Die erwartete Lénge eines

Zyklus ist daher logn' Daraus ergibt sich intuitiv, dass die Ersparnis fiir die nicht notwendige

Uberpriifung des letzten Zyklus circa %H In/logn) ~ M betréigt. Diese intuitive Vermutung soll
nun durch die exakte Berechnung belegt werden.

In der kanonischen Zyklendarstellung m = (¢(1),¢(2),...,q(n)) ist das erste Element ¢(1) der
groBite Zyklenfithrer. Da die Elemente von 1 bis n aufsteigend getestet werden, ist ¢(1) jener
Zyklenfiihrer, der zuletzt durch den Algorithmus bestimmt wird. Daher muss die bereits kennen
gelernte Parameterdarstellung (3.1) auf

aPBU=|{(i,j): 1<i<j<n A q(i) <q(i+1),..,q(i) < q(j) und q(i) < q(1)}|
(5.2)
adaptiert werden. Wie im Abschnitt 3.3.2 sollen wieder Indikatorvariablen yZ[FBl] aus der Dar-
stellung (5.2) abgeleitet werden. Denn wir haben gesehen, dass Knuth den erwarteten Wert mit
Hilfe von

E(a)= Y E(yy)

1<i<j<n

berechnen konnte. Analog soll hier vorgegangen werden, da sich die eleganteren Liosungswege
leider nicht auf die beiden Heuristiken “Fastbreak 1”7 und “Fastbreak 2” iibertragen lassen, da
man bisher keine entsprechenden Funktionalgleichungen finden konnte.

Die direkte Ubersetzung von Darstellung (5.2) liefert:

[FB1] _ {1, wenn ¢(i) = min{q(i), ¢(7 + 1), ..,q(j) } und ¢(7) < ¢(1),

0, in allen iibrigen Féllen.

Fiir ¢ = 1 ist die zusétzliche Bedingung ¢(i) < ¢(1) fiir den Fall yl[fBl] =1 trivialerweise erfiillt
und es gilt yEB” = y1;. Wie in Gleichung (3.4) gilt E (y;;) = ﬁ und damit E (yEB”) = %

Nun soll der Fall ¢ > 2 behandelt werden. Angenommen, es gelte ¢(1) = L. Wir wollen also
die Wahrscheinlichkeit, dass ¢(i) = min{q(i),q(i + 1),...,¢(j)} und ¢(i) < L gilt, behandeln.
Die scharfe Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass ¢ > 2 und somit ¢ # 1 sein muss. Nun
kann man folgendes dquivalente Problem behandeln: Es sei (¢(2), ¢(3), ..., ¢(n)) als eine zufillige
Permutation von {1,...,n — 1} gegeben und L sei eine ganze Zahl mit 0 < L < n — 1. Damit ist
die urspriinglich gesuchte Wahrscheinlichkeit jene Wahrscheinlichkeit, dass

q(i) = min{q(i), q(i + 1), ...,q(j) } und ¢(i) < L (5-3)

gilt. Die Anzahl der Moglichkeiten fiir eine Permutation von {1,...,n — 1} ist ﬁ Ob nun die
Bedingung (5.3) erfiillt ist, héingt von der Auswahl der Elemente ab.
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Der Ausdruck

o=

ist eine Variation von j—i Elementen aus n—1—k Elementen ohne Wiederholung, also die Anzahl
der Anordnungsmoglichkeiten von j — ¢ Elementen aus dem Pool der n — 1 — &k Elemente, bei der
die Reihenfolge eine Rolle spielt. Soll die Bedingung (5.3) erfiillt sein, ist dies nur bei gewissen
Auswahlen von den Elementen ¢(i), q(i + 1), ..., ¢(j) moglich. Die Anzahl dieser Auswahlen wird
im Folgenden zunéchst betrachtet:

= n—1-—k
S-a(" R
k=1 J

Der Laufindex k kann hier als der Wert ¢(i) interpretiert werden. Wird ¢(i) gréBler gewiihlt,
so nimmt die Auswahlmoglichkeit der j — i folgenden Elemente ab, da diese ja alle grofler sein
miissen. In der Begrenzung der Summe mit L wird der Forderung ¢(i) < L nachgekommen.
Man hat mit der Erfiillbarkeitsforderung von Bedingung (5.3) also die dafiir relevanten j —i+ 1
Elemente festgelegt. Die restlichen Elemente in (¢(1), ¢(2), ..., g(n)) sind von der Forderung nicht
betroffen und kénnen die iibrigen Werte beliebig annehmen. Dies erkldrt den Faktor (n — 1 —
j+i—1)!=(n—2-j41)! in nachfolgender Formel. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir ein
festes L ist also:

j—1

- 1 'ki]_l (n—l—k>(n_2_j+z)
L

N L G2 1=k s 1 (5

—1 o
J k=1 J—1

Bemerkung 5.3.2 Man hitte wie in [12] gleich direkt auf die letzte Formel schliefien konnen.
Dabei bezeichnet # die eindeutige Auswahl von q(i), (’;’72) die Anzahl der Moglichkeiten die
weiteren _] —1 Elemente aus den ibrigen n — 2 (also allen aufer dem q(i)) auszuwdihlen und
Zk:l ( P ) die Anzahl der Auswahlen, die Bedingung (5.3) erfiillen.

Mit der Summenformel ) _, ( ) = 2= (" k) = (:;11) aus Lemma 1.4.1 auf Seite 7 erhélt
man fiir L < n unmittelbar:

S (- ()

k=0 k=L+1

= (i) ()
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Damit lasst sich jetzt weiterrechnen und man erhéalt:

L

e s () e (G0 - GR)

J—1

Nun soll der Durchschnitt {iber alle moglichen Werte von L gebildet werden. Nachdem alle
Werte gleich wahrscheinlich sind und L € {0,...,n — 1} gilt, ergibt sich wieder mit Hilfe der

Summenformel > (" k) = (:1111) fiir Binomialkoeffizienten:

S (200 - ()]
_-n—2-j+9! (n—1)! 1 ( n >
)

(n—1)(n —2)! G-i+Dn—-2=j+)! nn-1)(127) \J—i+2
B 1 C=)!n—2—j+0 n!
Cj—i+1 n(n —1)(n — 2)! (G—i+2)!(n—j+i—2)!
1 1
T i+l (-i+2(G-i+1)
1
T i—it2

Fasst man nun die beiden Félle ¢ = 1 und ¢ > 1 zusammen, so kann man den Erwartungswert
fiir den Parameter al¥P1 wie folgt berechnen:

E(Q[FBU): S E([FBl]) Z + 3 ]_Z+2

1<i<j<n 2<]<n 2<i<j<n
n+1l1-—r
3<r<n
3
:Hn—1+(n+1)<Hn—2)—(n—2)
5n 1
= 2)H,, — — — —.
(n+2)H, 5 5

Dabei wurde dhnlich wie in Gleichung (3.4) eine Variablensubstitution durchgefiihrt, ndmlich
j—i4+2 =:r. Dazu sind n+ 1 —1r die Anzahl der Moglichkeiten fiir einen bestimmten konstanten
Wert der Variablen r, wenn 2 <17 < j < n gelten soll.

Fiir kleine n ist dieses Resultat auch leicht iiberpriifbar. Fiir n = 1 erhélt man durch Anwenden
der Formel den Wert 0; hier wird nie die while-Schleife durchlaufen. Auch fiir n = 2 macht der
erhaltene Wert % Sinn: entweder es werden die Elemente vertauscht und man hat einen Zyklus
der Lénge 2, fiir den man einmal die while-Schleife abarbeiten muss, oder die Permutation ist
die Identitét, wo man von der while-Schleife fern bleibt. Beide Fille sind gleich wahrscheinlich,
also muss der Erwartungswert % sein. Folgendes Beispiel soll noch den Fall n = 3 behandeln.
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Beispiel 5.3.3 Laut Formel ergibt sich fiir den Erwartungswert des Parameters al¥P bei ei-
nem Datenfeld der Lange n = 3 der Wert: (3 + 2)Hs — % — % = 5% -8 = %. Dieses Resultat
soll iberprift werden. Folgende Tabelle listet die sechs moglichen Permutationen in (nicht ka-

nonischer) Zyklendarstellung auf und dazu die jeweilige Grifle des Parameters alF'B1

Index Permutationen alf'B1l
(1)(2)(3) 0

2 (12)(3)
3 (13)(2)
4 (1)(23)
5
6

~

(123)
(132)

2O DO M~

Bei den letzten beiden Permutationen wird nur fir das Element 1 die Uberprifung durchgefihrt
und dort wird zweimal (Uberprifung 1 < 2 und 1 < 3) die while-Schleife durchlaufen, da dann
bereits alle Elemente umgeordnet wurden und somit der vorzeitige Abbruchbefehl dieser Heuristik
zum Tragen kommt. Aus dem selben Grund wird bei der dritten Permutation das Element 3 nicht
mehr dberprift. Alle Permutationen sind gleich wahrscheinlich. Mittelt man nun die moglichen
Werte fiir a™PY ergibt sich (0+14+1+1+2+ 2)g =%

Man erkennt, dass es in Bezug auf die erwartete Laufzeit asympotisch keinen Unterschied zwi-
schen dem klassischen Algorithmus und der Heuristik “Fastbreak 1”7 gibt.

Nun soll Keller’s Parameter x5 behandelt werden. Hier gilt

EPI = 1{(6,5): 1<i<j<n A q@) <q(i+1),....q(i) < q(j) und ¢(i) < Q(l)(}| y
5.4

Mit genau derselben Uberlegung bzw. Berechnung erhilt man schlieflich:

JCCURD T =

1<j<n 1<i<j<n
n+1-—r
2<r<n
= Hy+ (n+1)(Hy—1) — (n— 1)
= (n+2)H, — 2n.

Nun sollen die beiden Varianzen V (a[F BH) und V (KJ[F Bl]) berechnet werden. Das zweite Mo-

2 .
ment E ((a[F B 1]) ) fiir Knuth’s Parameter a errechnet sich aus

() —m (). X e ()
1<ig<joa<n

(11,41)#(92,52)
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Die Betrachtung aller moéglichen Fille fiir die Indexvariablen i1, j1, 42 und jo liefert:

E <(a[FBl])2> —m+oyH, -1

2 2
1 1 1
+2 > — < —— + —— )
2§i1<j1<i2<j2§n‘71_Zl+j2_z2+3 Jo—tdo+2  j1—i1+2
1
+2 — —
2§z'1<z‘gz<y:2ﬁlsn (J1 — i1 +2)(J2 —i2 +2)
1 1
+2 Y — — +2 > ——
sciicishcpen U2 722 —i2+2) o, S Ja— it 2

1 1
42 - — — +2 —.
Z (Jo —i+J1+ i Z J

2<j1<i<je<n 2<j1<j2<n

Die vorvorletzte und die letzte Summe behandeln den Fall, dass i; = is =: 7 ist. Bei der letzten
Summe gilt zusétzlich i1 = i3 = 1. Bei der vorletzten ist 41 = 1 und 49 =: ¢. Zur Illustration,
wie man zu den einzelnen Summanden kommt, soll hier der Fall 2 < i1 < 49 < j1 < joa < n
betrachtet werden:

E( [FB1] y[FBl]) _pP {y[FBu y[FBl] _ 1}

yi1j1 12J2

1171 1272
1 n jo—i1+ 1Y\, . , . . . .
= —| . ) ) . — o+ )i — i1 + Dl (n — — g 2!
”!<J2—21+2><]2—12+2>(‘72 2 + D!z — i1 + 1Y (j2 —i1+2))
1

(jg —i1+2)(j2 —i2+2)‘

Die zweite Zeile erhdlt man, wenn man sich vor Augen fiihrt, wie die Forderung (5.3) fiir zwei
Werte zu erfiillen ist. Es geht im Wesentlichen um geschickte Auswahlen (das sind die Binomial-
koeffizienten) und darum, dass die Elemente ¢(i + 1), ..., ¢(j) beim Erfiillen der Bedingung (5.3)
beliebig angeordnet werden kénnen — nur das ¢(i) muss das kleinste Element sein und ist somit
fixiert. Daher kommt es, dass die folgenden faktoriellen Ausdriicke um eins kleiner sind, als die
auszuwéhlenden Elemente im Binomialkoeffizient (also das k in (Z)) Der Grund, warum dieser
untere Term im Binomialkoeffizient nicht blof3 die Lénge des zu betrachtenden Zahlenstrings,
also etwa jo — i1 + 1 beinhaltet, sondern um eins grofer ist, ist der, dass man ja auch die Be-
dingung ¢; < ¢ erfiillen muss und man daher auch das Element ¢; mit auswahlt. Konkret sieht
das so aus: Von den ausgewihlten jo — i; + 2 Elementen kommt das kleinste auf die Position
i1. Von den restlichen jo — i1 + 1 ausgewéahlten Elementen werden weitere jo — io + 2 Elemente
ausgewéhlt und das kleinste dieser zweiten Auswahl kommt auf die Position i5. Die restlichen
der jo —i9 + 1 Elemente der zweiten Auswahl kommen (beliebig angeordnet) auf die Positionen
1 und 49, ..., jo. Die io — 71 — 1 Elemente der ersten Auswahl, die nicht in die zweite Auswahl
aufgenommen wurden, werden beliebig (auf (ia — i; — 1)! mogliche Arten) auf die Positionen
i1+1,...,72 — 1 verteilt. Der letzte faktorielle Ausdruck (n — (j2 — i1 +2))! kommt daher, dass es
fiir die restlichen Elemente ¢(k) mit k ¢ {1,41,41 + 1, ..., jo} unerheblich ist, wie sie angeordnet
werden.

Als néchstes miissen die so erhaltenen Summen vereinfacht werden. Exemplarisch soll dies wieder
fiir die eben betrachtete Summe gezeigt werden:
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1
Z (Jo — i1+ 2)(j2 —i2 +2)

2<i1 <ia<j1<j2<n
n jo—1

n—1 1
Z Z Z(J'Q*ilJr?)(jQ*iQJr?)

ig=i1+1 jo=is+1 ji1=i2

I
ML

3 2
[
Ll

n j2—1 . .
Jjo—1—(ig —1)
Z Z (jo — i1 +2)(j2 — 12 +2)

Jo=t1+2 dg=i1+1

Jo—t1+2 Jo —i2+2

I
™

-

=
[|
I\

i
[\

\g

i1=2 jo=i1+2 d2=i1+1
n—2 n
1 ( , 3

I I e 1 CRUREEE] (ISR )

11=2 ja=t1+2 J2 =i+ 2 2

ni znj ! <j i —1 2<H ! >+3>
= T o \J2—u—1— je—t1+2 T T | o

D0 emie )2 T +2 Jo—i1+2

n—2 n

H;, _; 2

= Z Z <1 Y P i 2) [wende Lemma 5.3.4 an]

i1=2 ja=ir+2 -2 (f2-iit2)

n—2

. 2 2 2 2

= Z (” -1 —1- Hz—z‘1+2 - H’r(L—)i1+2 + Hj + Hé )+ 2H7(L—)i1+2 - QH?E ))

i1=2

n—3 n n
=S k— ZH% + ZHIS) + (Hg — H?EQ)) (n—3) [wende Lemmata 5.3.5 & 5.3.6 an]

k=1 k=4 k=4

—3)(n—2

- (”)2(") — (n+1)H2 + (2n+ 1)H, — 2n + 4H2 — TH3 + 6

+(n+ 1)HD — Hy, —4H? + Hy + (n - 3) (H§ - H§2)) .

Fiir die letzten drei Gleichungen wurden die schon bekannten Lemmata 3.4.4 und 3.4.5, sowie
die folgenden verwendet.

Lemma 5.3.4 Firn e Nyn>1 gilt:

; B (24 n®).

Beweis. Durch Vertauschung der Summationsreihenfolge erhélt man:

1 11 " 11 1 1 1
LD D) DL ED ) DD DD SEED DA
k=1 k=1 j=1 J j=1 k=j J j—ljk:j j=1
"1 1 "1 "1 "1
L WA CTRE) BVEES SETVRS S VR LR

= J = = pit

"1
2 EHk:HZ—i—HT(Lz) O
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Lemma 5.3.5 Firn e Nyn>1 gilt:
n
Y Hi=(n+1)H, - (2n+1)H, +2n

Beweis. Hier wird mehrmals das Lemma 3.4.4 auf Seite 27 verwendet.
TR HILEED BT )L S TS )
k=1 j=1 i=1k=j Jj= 1
"1
225((n+1)H —n—jHj_1+j+1)
" 1
=(n+1)H?— (n—1)H, — Z(H—)—I—n
J
7=1

=(n+1)H? - (n—1)H,— (n+1)H, +n+ H, +n
=(n+1)H? - (2n+1)H, + 2n. O

Lemma 5.3.6 Firn € N,n>1 gilt:
Z H? = (n+1)HP — H,.

Beweis.

IS S IEED S T 9D NED 95

Bemerkung 5.3.7 In [12] wird darauf verwiesen, dass man die bendétigten Formeln auch mit
Hilfe von erzeugenden Funktionen beweisen kann. Dazu kann man beispielsweise von

1 1
n __
Zan _71—z10g71—z
n>1

ausgehen und durch Integration, Differentiation, usw. auf die Aussagen der Lemmata schliefSen.

Wenn man alle auftretenden Summen auf diese Weise behandelt, kann man schliefflich vom
dadurch erhaltenen zweiten Moment das Quadrat des Erwartungswertes abziehen und erhélt so
die Varianz:

o) =2 (6)) - (e ()

—(2n+3)H2 — (n+1)?H® + 3n — 2)H, + —=n?+ —n — —.
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Asymptotisch verhilt sich V (a[F B 1]) also wie folgt:

2
v <a[FB1]> _ (51”; _ 7T6> 2+ 0(nlog?n).

Fiir Keller’s Parameter "B erhilt man durch analoge Rechnung:

v (K[FBl]> = —(2n+3)H? — (n+ 1)2H® + (n — 4)H,, + 3n(n + 3)

[\

™

— (3 _ 6) 2+ O(nlog®n).

71



Kapitel 6

Zweites Abbruchkriterium:
“Fastbreak 2”

Die Heuristik “Fastbreak 2” baut auf der bereits kennen gelernten Heuristik “Fastbreak 17 auf
und versucht diese noch weiter zu verbessern.

6.1 Kernidee der Heuristik “Fastbreak 2”

Nachdem bei der Heuristik “Fastbreak 1”7 bereits eine Variable eingefiihrt wurde (remaining),
welche die im Verlauf des Algorithmus gefundenen Zyklenldngen aufaddiert, kann man diesen
Variablenwert auch bei der Uberpriifung verwenden, ob es sich bei einem Element um einen
Zyklenfiihrer handelt. Denn wurden nur r Elemente noch nicht umgespeichert bzw. als Fixpunkte
erkannt, ist es sinnlos, wenn man bei der Uberpriifung auf die Zyklenfiihrereigenschaft fiir ein
Element ¢ ldnger als r Schritte im jeweiligen Zyklus voranschreitet. Denn dann beinhaltet der
Zyklus sicherlich ein Element, das bereits umgespeichert wurde und somit wurde bereits der
gesamte Zyklus rotiert. Es wurde also bereits ein anderes Element als Zyklenfiihrer ausgemacht
und das betrachtete ¢ kommt nicht mehr als Zyklenfiithrer in Frage — man kann daher vorzeitig
die Uberpriifung beenden und die Schleife verlassen.

Da “Fastbreak 2” eine Erweiterung von “Fastbreak 1”7 ist, endet das Programm auch hier, sobald
die aufaddierten Zyklenléingen als Summe n, also die Lénge des Datenfelds A, ergeben. Folgender
Algorithmus versucht, ausgehend von der Heuristik “Fastbreak 17, diese Kernidee umzusetzen
und ist wieder an den Algorithmus von [11, Seiten 120-122], und an die Uberarbeitung von [12,
Seite 8|, Algorithmus 2, angelehnt.

6.2 Algorithmus nach J. Keller
Algorithmus 6.2.1 (Fastbreak 2)

function ROTATE, (leader)

i := leader

length :=1

while 7 (i) # leader do
interchange the values in A[i] and A[m ()]
length := length + 1
i:=m(1)

end while.

return length.

© 00 O Ui W N~
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10 function IS_ LEADER(j)

11 k:=j

12 leader := true
13 steps =0

14 repeat

15 k= 7(k)

16 steps := steps + 1
17 if k < j or steps > remaining then

18 leader := false
19 break
20 end if

21 until k=7

22 return leader

23

24 remaining :=n

25 for j:=1tondo

26 if ISSLEADER(j) = true then

27 remaining = remaining — ROTATE, (k)
28 end if

29 if remaining = 0 then

30 break

31 end if

32 end for

6.3 Verbesserung des Algorithmus “Fastbreak 2”

Hier wird die modifizierte Variante der Funktion IS_.LEADER(j) von Panholzer, Prodinger
und Riedel (siehe [12, Seite 8, Algorithmus 3]) vorgestellt. In der folgenden Analyse wird auf
beide Varianten eingegangen und erkldrt, warum die folgende Funktion effizienter arbeitet als
die urspriinglich von Keller vorgestellte.

Algorithmus 6.3.1 (Verbesserung der ﬂberprﬁfungsfunktion)

function IS.LEADER(j)

leader := true

k1= (j)

steps :=1

while £ > j and steps < remaining do
k:=m(k) > alf'B2
steps 1= steps + 1

end while

if k # j then
leader := false

end if

return leader

© 00 J O UL W N+~
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6.4 Analyse

6.4.1 Korrektheit

Gegeniiber der Heuristik “Fastbreak 1”7 wurde hier die Uberpriifung auf Zyklenfiihrereigenschaft
in die Funktion IS_.LEADER(j) ausgelagert und modifiziert. Der restliche Programmablauf ist
derselbe. In den beiden Funktionen IS_LEADER(j) taucht jetzt die neue Variable steps auf,
deren Aufgabe es ist, die Anzahl der Aufrufe von 7 im jeweiligen Zyklus mitzuzéhlen; also quasi
die “Schritte” entlang m, die man voranschreiten muss. In der ersten Variante wird mit diesem
Wert in Zeile 17 iiberpriift, ob man schon mehr Nachfolger von ¢ entlang 7 betrachtet hat,
als es noch zu permutierende Elemente gibt. In diesem Fall wird in Zeile 19 die Uberpriifung
von i abgebrochen und aufgrund der Zuweisung in Zeile 18 schlieBlich am Ende (Zeile 22) der
Negativwert false zuriickgegeben. In der zweiten Variante gewéhrleistet die zweite Bedingung
in Zeile 5, dass die Schrittanzahl kleiner als die iibrigen Elemente ist; ansonsten wird die while-
Schleife verlassen. In Zeile 9 wird untersucht, ob der letzte Zyklenfiihrer gefunden wurde (also
die Bedingung nicht erfiillt ist), oder ob sich i in einem Zyklus befindet, der schon rotiert wurde.

Bemerkung 6.4.1 Auch hier gilt wieder, dass statt der urspriinglichen Prozedur ROTATE,
auch die Prozedur ROTATE -1 aus Algorithmus 4.1.1 modifiziert werden kann.

6.4.2 Laufzeit

Bei der Heuristik “Fastbreak 2” sollen wieder die beiden Parameter a und x untersucht werden.
Zuerst werden aber die beiden Varianten der Funktion IS_.LEADER(j) miteindander verglichen.
Auch wenn, wie in [12] bemerkt und spéter auch hier ersichtlich wird, asymptotisch bei beiden
gleich viele Funktionsaufrufe benétigt werden (gemeint sind Aufrufe von 7), ist die Anzahl dieser
Aufrufe bei der zweiten Variante kleiner und somit auch die Parameter a und «, was sich speziell
bei kleineren Datenfeldern deutlich zeigt. Als Beispiel wird in [12] die kleinste Permutation
angefiihrt, bei der bereits ein Unterschied vorliegt. Dieses Beispiel soll hier gezeigt und erklart
werden.

Beispiel 6.4.2 FEin Datenfeld der Linge 4 habe folgende kanonische Zyklendarstellung: (4)(1 2 3).
Die Uberpriifung beginnt in jedem Fall mit dem Element i = 1, da ja der Hauptprogrammteil
immer der gleiche ist. Beide Varianten bendtigen je drei Aufrufe von m — dann ist bei Keller’s
Variante die “until”-Bedingung in Zeile 21, ndmlich k = j, erfillt und in der zweiten Variante
beendet das Nicht-Erfillen der Bedingung k < j die while-Schleife in Zeile 5. In beiden Fillen
wird also mit Zyklenfihrer 1 der Zyklus (1 2 3) rotiert und die Variable remaining auf den
Wert remaining = 4 — 3 = 1 gesetzt. Beim ndchsten zu tberprifenden Element 1 = 2 kann
man ja schon nach einem Schritt stoppen, denn mit w(2) = 3 # 2 weif§ man sofort, dass man
sich in einem nichttrivialen Zyklus (Linge grofier 1) befindet, wihrend man aber aufgrund der
remaining- Variable nur nach einen einelementigen Zyklus sucht. Die erste Variante bendtigt
aber zwei Aufrufe von ™ um steps = 2 zu erreichen (gestartet wird immer mit steps = 0) und
somit die Abbruchbedingung in Zeile 17 zu erfillen (da nach dem ersten Durchlauf auch die
erste Abbruchbedingung wegen m(2) = 3 > 2 nicht zutrifft). Bei der zweiten Variante hingegen
reicht schon der Wert steps = 1 wm die zweite Bedingung in Zeile 5 zu falsifizieren und somit
die while-Schleife zu verlassen (da m gleich zu Beginn aufgerufen wird und daher die Variable
steps mit dem Wert 1 startet, wird die Schleife hier nie durchlaufen). Also bendtigt Algorith-
mus 6.2.1 in der IS_.LEADER-Funktion einen zusdtzlichen Aufruf von w im Vergleich zu der
abgednderten Funktion in Algorithmus 6.3.1. Fir die restlichen Elemente 3 und 4 ist bei beiden
Varianten je ein Aufruf von w erfoderlich. Somit hat der Parameter x im Algorithmus 6.2.1 den
Wert 7 wihrend er mit der Modifikation von Algorithmus 6.3.1 lediglich den Wert 6 aufweist.
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Nachdem sich also die zweite Variante als effizienter herausgestellt hat, wird im folgenden al*5?
und B2 in Bezug auf Algorithmus 6.3.1 behandelt.

worst-case

Anders als bei den bisherigen Algorithmen ist der worst-case hier nicht leicht einzusehen. Es ist
auch in der Literatur kein Hinweis zu finden, wie dieser worst-case bei der Heuristk Fastbreak 2
aussehen konnte. Nach einer Vermutung von A. Panholzer ([17]) nimmt der Parameter a bei jener
Permutation den grofiten Wert an, die aus zwei Zyklen mit dem (auf ganze Zahlen gerundeten)
Langenverhiltnis ¢ : (1 — ¢) besteht, wobei

¢:=

\/52_ L o618, 4 (1-9¢)= \/52_1 : 3_2\/5’

das Verhiltnis des goldenen Schnitts (englisch: “golden ratio”) sein muss. Bei einer Permutation
der Liange n sollte der grofiere Zyklus die Liange [n-¢| haben, wenn [n-¢|—n-¢ <n-¢p—|n-¢|
gilt und |n - @] sonst (das entspricht einer Linge von |n- ¢+ 0,5] = [n-¢ — 0,5]; es wird also
auf die néchstgelgene ganze Zahl auf- oder abgerundet). Fiir den kleineren Zyklus bleibt dann
die Restldnge. Diese Vermutung wurde experimentell fiir Permutationen bis zu einer Linge von
n = 10 getestet (siehe Anhang). Dabei sind die Fille ab n = 5 interessant, da zuvor die Permu-
tationsgréfle noch so klein ist, dass ¢ maximal den Wert n — 1 annehmen kann. Es ist also bis
zur Permutationsldnge n = 4 der worst-case eine Permutation mit einem Zyklus.

Im Anhang wurde auch die Vermutung ([17]) fiir das worst-case Szenario beziiglich Parameter
K fiir Permutationen bis zur Lénge n = 10 verifiziert. Es wird behauptet, dass der worst-case
flir Permutationen mit Linge n genau in dem Fall angenommen wird, wenn die Zyklen folgende
Linge aufweisen: Der grofite Zyklus hat die Lénge [n - ¢] =: hy. Damit bleibt fiir die iibrigen
Zyklen eine Gesamtlinge von ne := n — hj iibrig. Der néchstgrofiere Zyklus hat jetzt die Liange
[ng - ¢| =: hy. Es bleibt nun eine Liange von ng := ng — hg = n — hy — hy iibrig. Der drittgrofite
Zyklus hat die Lange [n3-¢| =: h3. Auf diese Art und Weise wird die verbleibende Zyklenléinge in
immer kleiner werdende Zyklen aufgeteilt, bis am Ende n; :=nj_1—h;_1 = n—zg;% h; = 0 gilt,
also keine Restlinge mehr iibrig bleibt. Im Experiment erkennt man, dass es fiir allen =1, ..., 10
zumindest einen solchen worst-case gibt, der dieser Behauptung entspricht.

average-case

F 32}) durchgefiihrt werden und im Anschluss das auf die

Hier soll nun die Berechnung fiir E (/i[
gleiche Weise ermittelbare Ergebnis fiir E (a[F 32]) angegeben werden. Der Parameter 752 hat
folgende Interpretation:

kP2 =H (G,j): 1<i<j<n A [q(i) <q(i+1), ., q(i) < q(j)} und
[(j —i+2<min{k: g(k) <q(i) und q(1) > q(0), . qlk — 1) > q(i)})

oder (q(1) > (1), s qli — 1) > q(z’)) ] }' (6.1)
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Selbst wenn ¢ = j gilt, ist mit 2 < ming; {k: ¢(k) < ¢(i) und ¢(1) > q(3),...,q(k—1) > q(i)}
sichergestellt, dass ¢(1) > ¢(i) und somit die Abbruchbedingung von Heuristik “Fastbreak 1”
auch hier realisiert ist. Das Element ¢(1) ist der grofite und somit der zuletzt gefundene Zy-
klenfiihrer. Die Anzahl der Elemente, die diesem ¢(1) in der kanonischen Zyklendarstellung
folgen und grofer sind, gehoren zum letzten Zyklus und sind — sollte ¢(1) noch nicht gefunden
worden sein — auch noch nicht durch den Algorithmus umgespeichert worden; die remaining-
Variable ist also zumindest so grofl wie die Anzahl dieser Elemente des letzten Zyklus. Die néchst
kleineren Zyklenfiithrer — sofern es diese gibt — kénnen in der kanonischen Zyklendartellung ab
der zweiten Position auftauchen, fiir deren Zyklenelemente dasselbe gilt. Somit sind die ersten
Elemente in der kanonischen Zyklendartellung die letzten, die umgespeichert werden. Die Varia-
ble remaining hat als Wert remaining = k — 1, wenn q(k) der zuletzt gefundene Zyklenfiihrer
ist. Sollte jetzt fiir das zu betrachtende Paar (7,j) gelten, dass ¢(i) grofer als einer der Werte
g(m) ist, mit 1 < m < j —i+ 1 (der erste Index m = k bei dem dies auftritt muss ein Zy-
klenfiihrer sein), dann wiirde der Algorithmus sofort enden, da die Variable remaining kleiner
als die Schrittldange, also der Wert der Varialben steps, ist. Diesen Sachverhalt spiegelt die zwei-
te Zeile der Gleichung (6.1) wider: Abhéngig vom der Lénge des Intervalls von 4 bis j, die der
Anzahl der Durchléufe der Schleife entspricht, darf der erste Wert in der Zyklendarstellung, der
kleiner als (i) ist, erst frithestens an der (j — i + 2)-ten Stelle sein.

Die letzte Zeile beriicksichtigt den Fall, dass man fiir das Element ¢(i) immer die gesamte Schlei-
fe bis zum Ende abarbeiten muss, da ¢(i) kleiner als simtliche Vorgéinger in der kanonischen
Zyklendarstellung ist und somit ein gefundener Zyklenfiithrer im Algorithmus ist.

[FB2]

Nun soll der Ewartungswert von berechnet werden. Dazu erhilt man mit nachfolgenden

Uberlegungen aus der Gleichung (6.1):

E (7)) = % }j!( )J—lﬂn—ﬁ

1<z<j<n

- Z (j—z—i-k—l)( — it k—DI(L=1)(n—k—(j—i)—1!]. (62)

k=j—i+2

In obiger Gleichung werden fiir 1 < ¢ < j < n alle méglichen Werte fiir die Variable L := ¢(7)
erfasst. Dabei kennzeichnet

(32 7) - vt

j—1

die Umsetzung der letzten Zeile von der Gleichung (6.1): Es werden im Binomialkoeffizient jene
j — 1 Elemente ausgewihlt, die grofier als ¢(4) sind, also ¢(1) bis ¢(i — 1) und ¢(i + 1) bis ¢q(j).
Diese kann man auf (j —1)! verschiedene Arten anordnen (es handelt sich also um eine Variation
von j — 1 aus n — L Elementen). Die iibrigen Elemente kénnen beliebig angeordnet werden, was
auf (n — j)! verschiedene Méglichkeiten gemacht werden kann. Die Summe in der zweiten Zeile
von Gleichung (6.2) entspricht der anderen Moglichkeit fiir ein (7, j) aus Gleichung (6.1) in der
Menge zu sein. Diese Summe kann aufgrund der Bedingung ¢(k) < ¢(i) nur bis zum Index i — 1
laufen und darf wegen der Ungleichung j — i + 2 < min{...} erst bei k = j — i + 2 starten. Es
brauchen hier nur j — i + k£ — 1 Elemente ausgewihlt werden, die gréfler als ¢(7) sind. Das sind
wie vorhin die Elemente von ¢(i + 1) bis ¢(j) und dazu noch die Elemente von ¢(1) bis ¢(k —1).
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Mit dem Faktor (j — i+ k — 1)! erhélt man wieder die gewiinschte Variation. Um nun noch die
zusitzliche Bedingung ¢(k) < ¢(i) = L zu erfillen, muss ¢(k) einen der (L — 1) kleineren Werte
annehmen — so erklirt sich der Faktor (L — 1). Der letzte Faktor (n — k — (j — 1) — 1)! wird den
Moglichkeiten fiir die Anordnung der restlichen Elemente gerecht.

Nun soll eine geschlossene Formel fiir die Gleichung (6.2) gefunden werden. Dazu wird zuerst
der einfachere Teil behandelt:

n+1)

Die erste verwendete Summenformel folgt aus der schon bekannten Formel »~;'_ (" k) = (m +1

und der Grundformel fiir Binomialkoeffizienten (:1111) (7’:1) = (m +1).

Der andere Teil aus Gleichung (6.2) ist etwas aufwendiger zu handhaben. Der erste Schritt ist:

ZZ Z Z (j_Z+k_1>(j—i+k—1)!(L—1)(n_k_(j_l')_l)!

i=1 j=i = L=1k=j—i+2

Y & (e

i=1 j= zk]z+2(J 2+k1

\_/

1 zn:n S f:( n—1L )
el i1 i k=i (j—z-i-k—l) o\ —itk—1

=i k=j—i+2 j*iJrk) L
n i—1 n n+1 )

.

i=1 =lk_]l+2(] i+k—1 11_7 i k=j—i+2 (] H—kz)

n ’L

_ " B n+1
_ZZ (]—z+k Yn—(j—1i)—k) (j—z'+kr+1)(n—(j—i)—k:)>'

1=1 j=1i k=j—i+2

Um die vorletzte Zeile zu erhalten wurde wieder die Formel 7o (" k) ("+1) bemiiht.
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Jetzt wird die Variablensubstitution £ := j — i durchgefiihrt und es ergibt sich:

n n—t i—1 n n+1
Z Z<€+k)(n—€ k) (€+k+1)(n—€—/~c)>

1=1 (=0 k=042
n n—t i—1
EE S ()
n n—t i—1
_ ; Z; k:ZM <["(fe+f2>@”_“f_kﬁ]> (Z (+nk—+€1—) k))

Hier erkennt man, dass die letzte, durch Partialbruchzerlegung erhaltene Summe fiir 1 < i < 2
aufgrund der oberenen Grenze ¢ — 1 und dem Startindex k& = 2 keinen Beitrag liefert. Daher
kann man die erste Summe auch erst mit ¢ = 3 starten lassen. Wegen der oberen Grenze der
letzten Summe reicht es auch, dass £ maximal bis ¢ — 3 lduft. Somit erhalt man:

n n—i i—1 n min(i—3,n—1i) -1
1)

min(i—?’,n—i)

L
—~ \2+2 (i)

Die letzte Umformung war das Auflésen der Teleskopsumme. Hier bleiben nur der erste und
letzte Summand iibrig, die restlichen Summanden heben sich gegenseitig auf.

Il
\TM:
w

~

Der néchste Schritt ist die Vertauschung der Summationsreihenfolge. Dabei muss man sich die

obere Grenze fiir £ neu iiberlegen. Wiirde 0 < ¢ < min(é,n —4) mit 0 < i < n gelten, dann hétte

man fiir ¢, aufgrund der Symmetrieeigenschaft der beiden Ausdriicke in der min-Uberpriifung,
n

den Bereich von 0 bis [ 5 |. Im vorliegenden Fall (0 < ¢ < min(i — 3,n —4) mit 3 < ¢ < n) muss
sich daher der Laufindex £ im Wertebereich von 0 bis | "5 73| bewegen. Daher ergibt sich:

n—3
imm(z&n z)( 1 - 1 >_ iJ nz_:é ( 1 - 1 >
— = 2042 (413 = s 2042 (41
%57

n
—-1-H H .
<2€+2 n+ 2£+2)

Um die letzte Summe auflésen zu kénnen, wird das folgende Lemma herangezogen.
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Lemma 6.4.3 Firn e N,n>1 gilt:
= 1 1
ZH% = |n+5 ) Hom+ Ho—n.
k=1

Beweis. Fiir n = 1 erhélt man (1+%)H2+%—1 = (%)2—% = %, was sich mit der linken Seite Hy =
% deckt. Induktiv soll die Aussage nun fiir alle n > 1 gezeigt werden. Als Induktionsannahme
darf von der Richtigkeit der Gleichung fiir n ausgegangen werden. Im Induktionsschritt wird

nun auch die Giiltigkeit fiir n 4+ 1 gezeigt:

n+1 n

1 1
; Hyj, = ;Hmﬁ + Hopqo = (n + 2) Hy, + ZHn —n+ Hopio

N (”JF;) <H2”+2_ 2n1+2 - 2n1+1> 7& (H”“_n—lH) ot Hane

- <”+2> Hona = (”Jr;) <2n1—|—2+2n1—1—1> +411H”+1_4n1+4_"

- <"+2> Hansz 2n2+1 ' (2n+4721)J(r2i+1) - 4n1+4+411H"“_"

N <”+2> H2”+2_121i_4n1+4+iﬂn+1_”

= ((n+1)+;> HQ(n—i—l)"i_iHn—&—l —(n+1). =

folgende geschlossene Formel finden:

(|55 ] + 5) Hatoy + (5 +3) Hpopy - |25 102 |25

Da man jetzt beide Teile aus der Darstellung (6.2) berechnet hat, kann man diese zusammen-
fassen und erhilt daher den gesuchten Erwartungswert:

B (W) = (|27 +5) oy + (5 5) oy - | "5 |
—2 V;lJ + .
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Diese Formel soll nun mit Hilfe einer Fallunterscheidung umgeformt werden. Dazu wird zuerst
angenommen, dass n gerade ist. Somit gilt also VLT_IJ = L”T_QJ = "7_2 = 5 — 1. Dies fiihrt zu:

2 2 2 4

n—1 1 1 n 1 1 n—
= H, — — — -+ — Hn — — | — H 2
2 <” n n—1>+<2+4>< 2 g) g nt
2

n—1 n-— n 1 n—1 1 1
( 2 2 >H+<2+4>H2 <2n +2) <+2n>+2

-2 1 1 —2 —2
E(KZ[FBQ]) = (n +> Hn—2+<n+> H%—l_n2 Hn—zn +n

1 n 1 2n—1 2n+1
=-H —+ - | Hn — — 2
g tin (2 * 4> 2 2n o T
1 n 1
=-H —+ - | Hn.
st (5+7) oy
Als néchstes soll der Fall, dass n ungerade ist, untersucht werden. Hier gilt L%J = an und
man erhélt:
[FBz]): n—1 1 n 1 ni_n 1 _ n—1
E(H ( 45 ) Hor+ (547 ) Ho = S5 Hy =2 +n
n 1 n 1 n 1
=—|H,—— —+-|Hpna ——H,+-H,+1
2(” n>+(2 4) gt Tt gt
1 n 1 1 1 n 1 1
=—= —+ - | Ho -H,+1=-H —+ - Ho1 + =
2+(2+4> bt l=g "+(2+4> 2t g
1 n—1 1 1
Da "T_l = L%J bei einem ungeraden n gilt, erkennt man, dass in beiden Fillen der Term

sttt (5] +3) )

vorkommt. Ist n ungerade, kommt noch der letzte Summand hinzu. Daher wird die Konstruktion

[nw LnJ 0, wenn n gerade ist,
B 1, wenn n ungerade ist,

als zusitzlicher Faktor hinzugefiigt und man erhélt in Hinblick auf die vorangehenden Uberlegungen
somit folgende Formel fiir den Erwartungswert von xlF'52:

B () = (5] + 1) Hyay+ 580+ 5 (5] - [5)) (g +1)-
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Asymptotisch verhilt sich der Parameter xF52 daher folgendermaBen:

E (K[FB2]> = %nlogn + O(n).

Die gleiche Rechnung kann auch fiir den Parameter alf'#2 duchgefithrt werden. Startet man also
mit

FB2]

o s vsicien A [ <alis Dt <o)

[O—i+2§%gﬂk:ﬁ@<q@)umlﬂD>q@,wﬂk—D>q@”>

mmr(¢n>¢mmﬂ@—n>qm)]},m&

so erhélt man schlieflich (siehe [12]):

2n+1 1 1 n+1 n n+1
[FB2] _ s/t - - - N .
B (o) = 7 H g+ 3y ap Q 2 J bJ) 2

Abschlielend soll noch der Erwartungswert des x-Werts in Keller’s urspriinglicher Variante be-
rechnet werden. Fiir diesen Parameter soll der Ausdruck #lF52 verwendet werden. Wieder startet
man mit der kanonischen Zyklendarstellung (¢(1), ..., ¢(n)) und erhilt fiir zlF52:

RWWL{{@JM 1<i<j<n A [ﬂﬂ<q@+0wwﬂ0<QUﬂ und

[(j—mg%{k: a(k) < qli) und q(1) > q(0) a(k— 1) > ()}

{i Hq(i) < Q(l)}'- (6.4)

Im Gegensatz zu der Darstellung von x5l muss hier i # j gelten, da die Schleife in Algorith-
mus 6.2.1 (Zeilen 14 bis 21) sofort verlassen wird, wenn i = j gilt. Die Méchtigkeit der Menge
{i : q(i) < q(1)} als Zusatz zum Parameterwert erklirt sich aus der zusitzlichen einmaligen
Ausfithrung von 7 bei der Uberpriifung eines jeden Wertes (wie bereits im Vergleich von Algo-
rithmus 6.2.1 und 6.3.1 untersucht wurde, siehe auch Beispiel 6.4.2) bis die Abbruchbedingung
der Heuristik “Fastbreak 1”7 das Programm vorzeitig beendet. Dies geschieht nach dem Auffin-
den und Umspeichern des letzten Zyklenfiihrers ¢(1).

+

oder (q(l) > q(), (i = 1) > Q(i)) ] }

Aus Gleichung (6.4) folgt somit fiir den Erwartungswert die Darstellung:
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B = 3 4 [(Z:f>(j—1)!(n—j)!

(n—1)+1. (6.5)

Die letzte Zeile stellt die erwartete Anzahl der n — 1 iibrigen Elemente dar, die kleiner als ¢(1)
sind. Bei einer Gleichverteilung ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein ¢(i) mit ¢ # 1 kleiner als
q(1) ist, gleich der (Gegen-)Wahrscheinlichkeit, dass q(i) > g(1) gilt, also 3. Nachdem in der
Bedingung ¢(i) < ¢(1) auch Gleichheit erlaubt ist, erfiillt i = 1 diese Bedingung und fiigt den

letzten Summanden 1 der erwarteten Michtigkeit der Menge {i : ¢(i) < ¢(1)} hinzu.

Nun sollen wieder geschlossene Formeln fiir die beiden auftretenden Summen gefunden werden.
Es ergibt sich also fiir den ersten Term:

R <n—L> 1 = — 1 ~/n-1L
IS (T G- m— =2 L < )
;jgi-ln'Ll j-1 nz:lj:;-i-l (?—%) L=1 j-1
1 n n (n) n 1 n 1]71 n j—l n 1

S IPIC R IEES B R M W
i=1 j=i+1 (j—l) i=1 j=i+1 J j=2 )3 j=2(1) J j=1 J

Man erkennt, dass die leicht unterschiedlichen Grenzen zu der Berechnung fiir den Parameter
klF'B2 erst am Ende zum Tragen kommen. Daher wird die folgende Berechnung fiir die zweite
Zeile in Gleichung (6.5) gleich ausgefiihrt wie jene fiir £F'52] und man erhilt sofort von der schon
zuvor ausgefiithrten Rechnung die folgende erste Umformung (siehe zweite Zeile in nachfolgender
Berechnung), in der lediglich die Grenzen angepasst wurden. Es kann nun analog mit Riicksicht
auf die verdnderten Grenzen forgefahren werden:

>y L =5 Z (]—H—k )(j—i'f-k‘—1)!(L—1)(n—k—(j_i)_1)!

=1 j= z+1 le]z—i—l

n n+1
_Z Z Z (J—Hk)(n—(j—i)—k) _(j—i+k+1)(n—(j—i)—k)>

i=1 j=1+1 k=j—i+1

n n—i n min(i—2,n—i) —1

:sz:1<e+k €+/<:+1> IS Z<€+k e+;+1>

1=2 (=1 k=0+1
L%J n—~_

_i' _'1_1>_Z (1_1>
P — <2£+1 l+i = 2041 (414

n
—-1-H,+ H .
<2£+1 n + 2é+1>
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Fiir die letzte Summe wird das folgende Lemma benétigt.

Lemma 6.4.4 Fiirn € N gilt:
- 3
kZ_OHQkH = <n + 2> Hopy1—n— 57 ZHn'

Beweis. Fiir n = 0 erhélt man (0+2)H; —0—3 — 1Hy = 2 — 1 = 1, was sich mit der linken Seite
Hy{ =1 deckt. Induktiv soll die Aussage nun fiir alle n > 1 gezeigt werden. Als Induktionsan-
nahme darf von der Richtigkeit der Gleichung fiir n ausgegangen werden. Im Induktionsschritt
wird nun auch die Giiltigkeit fiir n + 1 gezeigt:

n+1

n
3 1 1
;H%H = ;H%H + Hopyz = (n + 2) Hopp1 —n — 5~ ZHn + Hopy3

3 1 1 1 1 1
H. — — -n——-—-|H, - H
> < 2n+3 2N+ 3 2n+2> n 9 1 ( n+1 nt 1) + Hopy3

Il
7N
S
+

DO |

(i n 1 3 Lo, Ly 1
Mgty "o a3 Tanr2) 4T T dn 1

) 1 2n+3 in+5 1 1
- %) Hopso —n— = — : ~CH
(”+2) 2 T Ty T Ty " Gn3)2nt2) dnid 4

5 1 4dn+5 1 1
— VHyrog—n— = — _H
<”+2> M2 T T S T 4 dnr4 4

3 11

= <(” +1)+ 2) Hynyn) = (n+1) = 5 = 7 Hnp1 O

Mit Lemma 6.4.4 erhilt man unter Beriicksichtigung von Y ;| Hop1 = Y g Hopp1 — Hi

=1

Somit ist Darstellung (6.5) aufgelost und man erhélt:

B () = (n+ 5]+ 5) Hatgjo— 38110 (5] - 1) 2 [5) - 543



KAPITEL 6. FASTBREAK 2 84

Asymptotisch verhilt sich der Erwartungswert des Parameters 552 also wie jener von x[F'52:

E (R[FB2]> = %nlog n+ O(n).

Damit ist der theoretische Teil dieser Arbeit abgeschlossen. Im folgenden Kapitel werden nun
die wichtigsten Resultate gesammelt, um sie anschliefend experimentell zu verifizieren.



Kapitel 7

Experimentelles Testen

In diesem Kapitel sollen zuerst die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst werden. Anschlie-
Bend wird auf die Implementierung der Algorithmen in Matlab eingegangen und eine daraus
resultierende graphische Darstellung des asymptotischen Verhaltens présentiert.

7.1 Zusammenfassung der theoretischen Ergebnisse

Die wichtigsten berechneten Groflen wurden in der Arbeit von A. Panholzer, H. Prodinger und
M. Riedel in einer Tabelle zusammengefasst (siehe [12, Abbildung 4]), die hier im Wesentlichen

tibernommen wird:

Keller’s Implement.

Grofle Bez. Exakte Formel Asympt.
Knuth’s Parameter a a (n+1)H, —2n nlogn
Keller’s Parameter x K (n+1)H,—n nlogn

a mit Fastbreak 1 | alf'Bll (n+2)H, — 2 -1 nlogn
x mit Fastbreak 1 rkFB1] (n+2)H, —2n nlogn
a mit Fastbreak 2 alf'B2] anlH nil | + %HQVTIJ - % (L”THJ — L%J) - ";“1 %nlogn
r mit Fastbreak 2 | slF52 | (|2] + 1) HL%J +3H,+ 5 ([2] - [2]) (HL%J + 1) inlogn
 mit Fastbreak 2, | &lf'52 (n + L%J + %) H, [2]-1~ L%J H, %nlogn

85
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In obiger Tabelle ist mit “Keller’s Implement.” jene Implementierung der Heuristik “Fastbreak 2”
gemeint, die von J. Keller in [11] entwickelt wurde (Algorithmus 6.2.1). Hier macht es keinen Sinn,
den zugehérigen Parameter “ @82 7 zu betrachten, da bei jedem Aufruf der inneren Schleife
genau einmal 7 berechnet wird und somit a#'#2 = zlF'B2 gilt. Dem wird die Implementierung der
Heuristik “Fastbreak 2” von A. Panholzer, H. Prodinger und M. Riedel in [12] gegeniibergestellt
(Algorithmus 6.2.1), bei der auf beide Parameter a und k eingegangen wird.

7.2 Praktische Ergebnisse

Mithilfe der Computersoftware Matlab wurden die Algorithmen GOWER (der klassische Al-
gorithmus 3.2.1), FASTBREAK1 (Algorithmus 5.2.1), die urspriingliche Variante von Keller’s
“Fastbreak 2”, némlich FASTBREAK2 V1 (Algorithmus 6.2.1) und die Uberarbeitung aus [12],
FASTBREAK2_V2 (Algorithmus 6.3.1), derart implementiert (siehe Anhang), dass sie mit einer
iibergebenen Permutation die Parameterwerte a und s ermitteln und zuriickgeben — ohne ein
dazugehoriges Datenfeld umzuspeichern. Die Permutationsfunktion 7 ist so realisiert, dass es
sich um einen Vektor p € N handelt, sodass (7(1),...,7(n)) = (p(1),...,p(n)) gilt. AuBerdem
gibt es beim Algorithmus FASTBREAK2_V2 zu den Parameterwerten a und s drei zuséitzliche
Riickgabewerte, ndmlich die Anzahl der Zyklen, die maximale Zyklenlinge und ein Vektor mit
den Zyklenldngen aller vorkommenden Zyklen. Diese Werte werden bei der experimentellen Be-
stimmung des worst-case der Heuristik “Fastbreak 2” benotigt.

7.2.1 Experimenteller Vergleich der Algorithmen

Um mit den eben genannten Implementierungen die Laufzeiteigenschaft vergleichen zu kénnen,
wurden im Programm START_COMPARE (siehe Anhang) fiir jede der zwanzig Permutations-
groBen n = 25,26, ..., 224 je 100 zufillige Permutationen mit dem Matlab-internen Befehl “rand-
perm” erzeugt. Hinter diesem Befehl steht das Festlegen von n gleichmifig verteilten Zufalls-
zahlen im Intervall [0,1] mithilfe des Befehls “rand” und anschlieflender Sortierung dieser Werte
— ein Vergleich der Platznummern vor und nach dem Sortieren (der zweite Riickgabeparameter
der “sort”-Funktion ist ein derartiger Vektor) liefert die Permutation (sieche Anhang). Die 100
Permutationen pro n werden nun jeweils den vorhin genannten Implementierungen iibergeben,
um anschliefend die prozentuelle Ersparnis der Heuristiken “Fastbreak 1”7 bzw. “Fastbreak 2”
gegeniiber dem klassischen Algorithmus beziiglich der Parameter a und s berechnen zu kénnen.
Diese 50 Prozentwerte werden auf der Ordinate iiber der entsprechenden Permutationsgréfie n
aufgetragen. Zusétzlich wird von diesen 50 Prozentwerten fiir jeden Wert n auch der Mittel-
wert berechnet, um anschliefend alle diese Mittelwerte verbinden zu konnen. Dabei kann man
(siehe Abbildung 7.1) sehr deutlich die grofle Ersparnis der Heuristik “Fastbreak 1”7 fiir klei-
ne Permutationsgrofien n erkennen, wihrend die Kurve fiir gréflere n abflacht und gegen Null
strebt. Dahingegen liegt die Vermutung nahe, dass die Ersparnis der Heuristik “Fastbreak 2” fiir
n — oo gegen 50 Prozent strebt. Beide Beobachtungen entsprechen den theoretischen Berech-
nungen und spiegeln somit einen wahren Sachverhalt wider. Auflerdem erkennt man, nachdem
dieselben 100 zufilligen Permutationen allen Implementierungen iibergeben wurden, dass der
verbesserte “Fastbreak 2”-Algorithmus speziell fiir kleine Permutationsgréfien n weniger Aufru-
fe von 7 benétigt (was ja dem Parameterwert x entspricht) als Keller’s urspriingliche Variante.
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Verbesserung von Al bzgl. a mit FB1 Verbesserung von Al bzgl. k mit FB1

100 100
80f 4 i
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Einsparung in Prozent
Einsparung in Prozent

5 10 5 20 25 10 15 20 25
log2(n) log2(n)

Verb. von Al bzgl. k mit FB2, Version 2
100 - - -
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|
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log2(n) log2(n)
Verb. von Al bzgl. a mit FB2, Version 1
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Abbildung 7.1: Vergleich der Laufzeiteigenschaften des klassischen Algorithmus (hier: A1) und
der Heuristiken “Fastbreak 1”7 (hier: FB1) und “Fastbreak 2” (hier: FB2) beziiglich der Para-
meter a (linke Spalte) und x (rechte Spalte)
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7.2.2 Experimentelle Ermittlung des worst-case fiir “Fastbreak 2”

These 1: Struktur des worst-case Szenarios

Um experimentell den schlechtesten Fall fiir die Implementierung FASTBREAK2_V2 ermitteln zu
konnen, muss man sich zunéchst im Programm START_WORSTCASE alle moglichen Permutatio-
nen fiir eine feste Lénge n mit der Matlab-Funktion “perms” berechnen lassen (siche Anhang).
Die Matrix, die alle diese moglichen Permutationen aufnimmt, hat n! Zeilen und n Spalten und
ist vollbesetzt (alle Eintrdge sind ungleich null). Aufgrund der enormen Grofle dieser Matrix
wurde die Experimentierreihe bis zur Permutationsgrofie n = 10 angesetzt. Es wird fiir jedes
n fiir alle n! Permutationen die zugehorigen Parameter a und k beziiglich der Funktion FAST-
BREAK2_V2 ermittelt. Als néchstes werden die maximalen Werte “a_max” und “k_max” fiir die
Parameter a und x berechnet und die dazugehorigen Indizes, wo diese Maxima angenommen
werden. Damit kann man sich die Permutationen mitsamt der Zyklenanzahl und der Lange des
groften Zyklus ausgegeben lassen (so kann man etwa erkennen, dass der grofite Zyklus — sofern
es mindestens zwei gibt — immer streng monoton steigend ist). Dies wurde zwar implementiert
(siche Anhang) aber aufgrund der Uniibersichtlichkeit deaktiviert. Vielmehr wurde die These
(siehe 6.4.2) iiberpriift, ob der worst-case beziiglich des Parameters a aus zwei Zyklen besteht
und der groflere die auf ganze Zahlen gerundete Linge von n - ¢ mit

V5 —1

¢="3

= 0,618...

hat. Dazu wurde ein Diagramm erstellt (siche Abbildung 7.2), indem die Anzahl der worst-
case Szenarien mit diesem Verhalten (blaue Balken) jenen gegeniibergestellt wird, die davon
abweichen (rote Balken). Die beiden Balken zusammengezihlt ergeben die Anzahl der worst-
case Szenarien. Die Abweichungen fiir n < 5 sind dadurch zu erkldren, dass, wie schon im
Unterkapitel 6.4.2 erwéhnt, hier der worst-case nur einen Zyklus hat, da ¢ maximal den Wert n—1
annehmen kann. Auch bei n = 5 gibt es viele Fille, wo der Parameterwert a bei Permutationen
maximal wird, die nur aus einem Zyklus (der Lénge 5) bestehen. Bei n = 7 und n = 10 hat
man im worst-case stets zwei Zyklen. Lediglich die Zyklenléinge des grofleren Zyklus ist bei den
Abweichungsfillen um eins grofler als angenommen, also [n - ¢] statt dem richtig gerundeten
Wert |n - ¢| (siche These 3). Wiirde man also die Codezeile

if ¢ == 2 && gcs == round(expected_greatest_cycle_size)
in der Implementierung START_WORSTCASE, Zeile 62, durch

if ¢ == 2 && ( gcs == ceil(expected_greatest_cycle_size) ||
gcs == floor(expected_greatest_cycle_size) )

ersetzen, wiirden fiir n = 6, ..., 10 alle worst-case Szenarien das erwartete Verhalten aufweisen.

Das zweite Diagramm (siche Abbildung 7.3) zeigt den Sachverhalt beziiglich des Parameters
x und ist analog zu interpretieren. Lediglich die Uberpriifung auf zwei Zyklen wurde hier
modifiziert, da hier in der Regel mehr Zyklen auftauchen, deren Lingen einem bestimmten
Groflenverhiltnis entsprechen. Der blaue Balken stellt jene Fille dar, bei denen der grofite Zy-
klus die Lénge [n - ¢| aufweist, der zweitgrofite Zyklus die Lange [(n — [n - ¢]) - ¢] hat, der
drittgrofite Zyklus [(n — [n-¢| — [(n — [n-¢]) - ¢]) - ¢] lang ist und so fort (siehe Unterkapitel
6.4.2).
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worst-case—Anzahl bezgl. Parameter a
40 T T T T T T T T T T

I \orst—case mit erwartetem Verhalten
I andere worst—case Flle

35

worst—case—Anzahl

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zyklenlange n

Abbildung 7.2: Vergleich der erwarteten zweizyklischen worst-case Szenarien (groferer Zyklus

hat die Linge n - ¢ auf ganze Zahlen gerundet) bzgl. des Parameters a bei der verbesserten
Implementierung von “Fastbreak 2” (hier: FB2)

worst-case—Anzahl bezgl. Parameter k
12 T T T T T T T T T T

I orst-case mit erwartetem Verhalten
I andere worst—case Félle

worst—case—Anzahl

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zyklenlange n

Abbildung 7.3: Vergleich der erwarteten mehrzyklischen worst-case Szenarien (grofiter Zyklus
hat die Lénge [n - ¢], zweitgrofter Zyklus hat die Lénge: [(n — [n - ¢]) - ¢], usw.) bzgl. des
Parameters x bei der verbesserten Implementierung von “Fastbreak 2” (hier: FB2)



KAPITEL 7. EXPERIMENTELLES TESTEN 90

These 2: Formel fiir “a_max” und “k_max”

In der Implementierung START_WORSTCASE werden auch die zwei Formeln ([17])

n n

max = { Y [(1=¢)j] | +1, max=3 [(1-¢)j]
j=1 j=1

fiir die Berechnung der maximalen Parameterwerte experimentell fiir den Fall n < 10 verifiziert
(dabei bezeichnet a,, bzw. K, einen berechneten a- bzw. k-Wert einer beliebigen Permutation
der Grofie n). Die Realisierung der Berechnungen anhand der Formeln findet man in den Code-
Zeilen 105-115. Diese Berechnungen werden dann in Form der Variablen “a_max_formel” und
“k_max_formel” in der Ausgabematrix, die anschlieBend an These 3 angefiihrt ist, den realen
Werten “a_max” und “k_max” gegeniibergestellt und die Gleichheit erkannt.

These 3: Grofite Zyklenlidnge im worst-case bzgl. Parameter «

Die letzte These betrifft die grofite Zyklenldnge ¢, des grofleren Zyklus unter allen worst-case
Szenarien bzgl. Parameter x bei einer fixierten Permutationsldnge n. Diese sollte den Wert

max = [n - ¢]

haben. Im Programm FASTBREAK2 V2 wurde die Grofle des grofiten Zyklus aller worst-case
Szenarien in den Variabelen “gcs_a_max” und “ges_k_max” berechnet und in der Ausgabematrix
ausgegeben. Anschliefend wurde ein Vergleichsvektor generiert, dessen n Eintridge die Werte
(6,2 ¢,...,n - ¢) sind. Man erkennt somit, dass, wenn man diese Werte auf die néchstgrofiere
ganze Zahl aufrundet, man die letzte Zeile der Matrix M erhélt.

Folgende Matlab-Ausgabe wurde unverfilscht iibernommen, lediglich die zur Erklarung dienen-
den Variablenbezeichnungen in der letzten Spalte wurden nachtréglich hinzugefiigt.

Ausgabematrix =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (Index)
0 1 2 3 4 6 8 11 14 17 (a_max)
1 2 4 6 8 11 14 18 22 26 (k_max)
1 1 2 3 4 6 8 11 14 17 (a_max_formel)
1 2 4 6 8 11 14 18 22 26 (k_max_formel)
1 2 3 4 5 4 5 5 6 7 (gcs_a_max)
1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 (gcs_k_max)
Vergleichsvektor =

0.618 1.236 1.854 2.472 3.090 3.708 4.326 4.944 5.562 6.180
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Anhang A

Matlab-Quellcode

function p = randperm(n)
IRANDPERM Random permutation .

%  RANDPERM(n) is a random permutation of the integers from 1 to n.
%  For example, RANDPERM(6) might be [2 4 5 6 1 3].

%

%  Note that RANDPERM calls RAND and therefore changes RAND’s state.
%

%  See also PERMUTE.

%  Copyright 1984—2004 The MathWorks, Inc.

%  $Revision: 5.10.4.1 $ $Date: 2004/08/02 21:48:27 $

[ignore ,p] = sort(rand(1,n));

function | a, kappa ] = gower( p )

HGOWER Evaluation time of the classical In situ—permutationalgorithm
%(invented by J. C. Gower and analysed by D. E. Knuth)

% gower(p), where p is a vector of length n representing a permutation,
% computes Knuth’s parameter a, which counts the runs of the inner

% while—loop and Keller ’s parameter kappa, which counts the calls of the
% permutationvektor.

a = 0;

kappa =

0;
n = size(p,2);

for j = 1:n
k =p(j);
kappa = kappa + 1;

while k > j
k = p(k);
kappa = kappa + 1;
a=a+ 1;
end
end
function | a, kappa ] = fastbreakl( p )

FFASTBREAK1 Evaluation time of the heuristic Fastbreak 1 according to Keller
fastbreakl (p), where p is a vector of length n representing a
permutation , computes Knuth’s parameter a, which counts the runs of the
inner while—loop and Keller ’s parameter kappa, which counts the calls

of the permutationvektor.
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a = 0;

kappa = 0;

n = size(p,2);
remaining = n;

for j = 1:n
k =p(j);
kappa = kappa + 1;
cycle_size = 1;
while k > j
k = p(k);
kappa = kappa + 1;
a =a+ 1;
cycle_size = cycle_size + 1;
end
if k =
remaining = remaining — cycle_size;
end
if remaining = 0
break
end
end

92

function | a, kappa ] = fastbreak2_v1( p )
FFASTBREAK2.V1 Evaluation time of the heuristic Fastbreak 2 according to Keller

% fastbreak2_v1(p), where p is a vector of length n representing a
% permutation , computes Keller ’s parameter kappa, which counts the calls
% of the permutationvektor. Knuth’s parameter a, which counts the runs of
% the inner while—loop, has the same value as kappa.
a = 0;
kappa = 0;
n = size(p,2);
remaining = n;
for j = 1:n
k=j;
leader = true;
steps = 0;
while 1
k = p(k);
kappa = kappa + 1;
a=a+ 1;
steps = steps + 1;
if k < j || steps > remaining
leader = false;
break
end
if k = j
break
end
end
if leader = true
remaining = remaining — steps;
end
if remaining =— 0
break
end
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end

function | a, kappa, cycle.number, greatest_cycle_size , cycle_sizes ]| = fastbreak2_v2( p )
%FASTBREAK2.V2 Ewvaluation time of the heuristic Fastbreak 2 according to
%Panholzer, Prodinger, Riedel

% fastbreak2_v2(p), where p is a vector of length n representing a
% permutation , computes Knuth’s parameter a, which counts the runs of the
% inner while—loop and Keller s parameter kappa, which counts the calls
% of the permutationvektor.
a = 0;
kappa = 0;
cycle_number = 0;
greatest_cycle_size = 0;
n = size(p,2);
remaining = n;
for j = 1:n
leader = true;
k =p(j);
kappa = kappa + 1;
steps = 1;
while k > j && steps < remaining
k = p(k);
kappa = kappa + 1;
a=a+ 1;
steps = steps + 1;
end
if k "= j
leader = false;
end
if leader = true
remaining = remaining — steps;
cycle_number = cycle_number + 1;
if steps > greatest_cycle_size
greatest_cycle_size = steps; %update the greatest cycle size
end
cycle_sizes (cycle_number) = steps; %store the cycle sizes
end
if remaining = 0
break
end
end

JSTART COMPARE Visualisation of the improvement from GOWER to :
%FASTBREAK1, FASTBREAK2.V1 and FASTBREAK2.V2

% Gernerates a graphic of the percentage of improvement according to
% Knuth’s parameter a and Keller s parameter kappa from GOWER to :

%  FASTBREAK1, FASTBREAK2.V1 and FASTBREAK2.V2

%

%  See also GOWER, FASTBREAK1, FASTBREAK2.V1 and FASTBREAK2.V2.

clear
clc

% for permutationsize up to 2°24 (starting with 2°5)
largest_exponent = 20;
%for every permutationsize handling 100 random samples
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samples = 100;
for n = 1:largest_exponent

clear for_mean_value;
for_mean_value(6) = 0;

for j = 1l:samples

%generating a random permutation
p = randperm(2” (n+4));

[a(nx2-1,]) k(ns2—1,j)] = gower(p);
[a(n*x2,]),k(n*2,j)] = fastbreakl(p);

improvement = 100—(a(n*2,j)/a(n*2—1,j))*100;
for_mean_value (1) = for_mean_value(l) + improvement;

%Plotting one point of the left figure in the first row
subplot (3, 2, 1);

plot (n+4,improvement, 'k.’);

axis ([4.5 25 0 100])

xlabel(’log2(n)’);

ylabel (’Einsparung in Prozent’);

title (’Verbesserung von Al bzgl. des Parameters a mit FB1’)
hold on

improvement = 100—(k(n*2,j)/k(n*2—1,j))*100;
for_mean_value (2) = for_mean_value(2) + improvement;

%Plotting one point of the right figure in the first row
subplot (3, 2, 2);

plot (n+4,improvement, 'k.’);

axis ([4.5 25 0 100])

xlabel(’log2(n)’);

ylabel (’Einsparung in Prozent’);

title (’Verbesserung von Al bzgl. des Parameters k mit FB1’)
hold on

[a(n*2,]),k(nx2,j)] = fastbreak2_v2(p); %faster wversion

improvement = 100—(a(n*2,j)/a(n*x2—1,j))=*100;
for_mean_value(3) = for_mean_value(3) + improvement;

%Plotting one point of the left figure in the second row

subplot (3, 2, 3);

plot (n+4,improvement , 'k.’);

axis ([4.5 25 0 100])

xlabel(’log2(n)’);

ylabel (’Einsparung in Prozent’);

title (’Verbesserung von Al bzgl. des Parameters a mit FB2, Version 27)
hold on

improvement = 100—(k(n*2,j)/k(n*x2—1,j))*100;
for_mean_value (4) = for_mean_value(4) + improvement;

%Plotting one point of the right figure in the second row
subplot (3, 2, 4);

plot (n+4,improvement , 'k.’);

axis ([4.5 25 0 100])

xlabel(’log2(n)’);
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ylabel (’Einsparung in Prozent’);

title (’Verbesserung von Al bzgl. des Parameters k mit FB2, Version
hold on
[a(n*x2,]),k(nx2,j)] = fastbreak2_v1(p); %Keller ’s wversion

improvement = 100—(k(n*2,j)/k(n*2—1,j))*100;
for_mean_value(6) = for_mean_value(6) + improvement;

%Plotting one point of the left figure in the third row
subplot (3, 2, 6);

plot (n+4,improvement , 'k. 7 );

axis ([4.5 25 0 100])

xlabel(’log2(n)’);

ylabel (’Einsparung in Prozent’);

title (’Verbesserung von Al bzgl. des Parameters a mit FB2, Version
hold on

end

for j = 1:6
M(j,n) = for_mean_value(]j)/samples; %calculating the mean

end

end

%the n—values
X(1,1:largest_exponent)= 5:largest_exponent+4;

%plotting a line connecting the calculated means
for j = 1:4

subplot (3, 2, j);

plot (X,M(j ,:));

hold off
end

subplot (3, 2, 6);
plot (X,M(6,:));
hold off

1)

95

function P = perms (V)

%PERMS All possible permutations.

PERMS(1:N), or PERMS(V) where V is a wvector of length N, creates a
matriz with N! rows and N columns containing all possible
permutations of the N elements.

This function is only practical for situations where N is less
than about 10 (for N=11, the output takes over 8 giga—bytes).

Class support for input V:
float: double, single

See also NCHOOSEK, RANDPERM, PERMUTE.

%  Copyright 1984—2004 The MathWorks, Inc.

%  $Revision: 1.12.4.1 $ $Date: 2004/07/05 17:02:07 $
V=V(:).>; % Make sure V is a row vector

n = length(V);

if n<=1, P=V; return; end
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q = perms (l:n—1); % recursive calls
m = size(q,1);

P = zeros(nxm,n);

P(1:m,:) = [n x ones(m,1) q];

U
—
=
|
% -
=
_|_
—
—~ B

:(n—i4+1)*m,:) = [i*ones(m,1) t]; % assign the next m
% rows in P.

FSTART-WORSTCASE Computes the worst—case for the algorithm fastbreak2

% For all possible permutations up to the size n = 10 the cases with the
% greatest parameter a (Knuth’s parameter) and k (Keller s parameter) are
% calculated. Here the improvement of the heuristic fastbreak?2 developed
% by Panholzer, Prodinger and Riedel is wused.

%

% See also FASTBREAK2.V2.

clear

clc

gs = (sqrt(5)—1)/2; %golden ratio
for n = 1:10 %one could start with 5 to compute the interesting cases

%give out the current permutation Size n
%n, %activate to create output

for j = 1:n
p(j) =n—J+ L
%constructing all n! permutations

p-all = perms(p);

%calculating parameter a

a = zeros(1l, factorial(n)); %preallocating array for speed—up
k = zeros(1, factorial(n)); %preallocating array for speed—up
for j = 1:factorial(n)

[a(j),k(j)] = fastbreak2_v2(p-all(j,:));
end

%getting the mazimum value of a and k
a.max(n) = max(a); k-max(n)= max(k);

%seeking all indices according to that mazimum

all_index_a_max = find(a >= a_max(n)); all_.index_k_-max = find (k >= k_max(n));
%calculating the number of these indices (change ; to , for giving out)
number_of_worstcases_a = size(all_.index_a_max ,2);

number_of_worstcases_k = size(all_.index_k_max ,2);

expected_worstcases_a = 0; expected_worstcases_k = 0;

%theoretically expected biggest cycle size before rounding
expected_greatest_cycle_size = gs * n; %(change ; to , for giving out)
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gcs_a-max (n) = 0;
for j = 1l:length(all_index_a_max)

%permutation according to a-maz
Jp-maz = p_all(all_index_a_-maz(j),:) %activate to create output

%the mnumber of cycles and the biggest cycle size for comparison
[d1, d2, ¢, gcs] = fastbreak2_v2(p.all(all_.index_a_max(j),:));
%cycle_.number = ¢, greatest_cycle_size = gcs, %activate to create output

%calculating greatest cycle size of all permutations with length n
if gcs >= ges_a_max(n)

gcs_a.max(n) = ges;
end

%checking theoretically expected biggest cycle size and cycle number equal two
if ¢ = 2 && gcs = round(expected_greatest_cycle_size)

expected_worstcases_.a = expected_worstcases_a + 1;
end

end

ges_k_max(n) = 0;
for j = l:length(all_.index_k_max)

%permutation according to k-max
Y%p-maz = p_all (all_index_k-max(j),:) %activate to create output

%the number of cycles and the the cycle sizes for comparison

[d1, d2, ¢, gcs, cs] = fastbreak2_v2(p-all(all.index_k_-max(j) ,:));
%cycle_number = ¢, cycle_sizes = cs, %activate to create output
expected_worstcases_k = expected_worstcases_k + 1;

remainder = n;

for h = 1:length(cs)
%checking expected cyclesize with real cyclesize

if ceil(remainderxgs) "= cs(h)
expected_worstcases_k = expected_worstcases_k — 1;
break

end

remainder = remainder — ceil(remainderxgs);

end

end

clear p_all;
clear a; clear k;
clear all_index_a_max; clear all_index_k_max;

%store the number of the worst cases, with expected behavior...
number_of_expected _worstcases_a(n) = expected_worstcases_a;
number_of_expected_worstcases_k(n) = expected_worstcases_k;

%...and the number of other worst cases

number_of_other_worstcases_a(n) = number_of_worstcases_a — expected_worstcases_a;
number_of_other_worstcases_k (n) = number_of_worstcases_.k — expected_worstcases_k;
%(change ; to , for giving out)

%calculating a-mazxz and k-maz with the unproofed formula
a_max_formel(n) = 0;
k_max_formel(n) = 0;
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for j = 1:n

a_max_formel(n) = a_max_formel(n) 4+ floor((1—gs)=*j);
k_max_formel(n) = k_max_formel(n) + ceil((1—gs)*j);
end
end
a_max_formel = a_max_formel + 1;

%collecting and giving out calculated data

M= (Lin);
M(2,:) = amax(:);
M(3,:) = komax (:);
M(4,:) = a_max_formel (:);
M(5,:) = k-max_formel (:);
M(6,:) = ges_a_max (:);
M(7,:) = ges.komax (:);

Ausgabematrix = M,

for j = 1:n
H(j) = gs * j;
end

Vergleichsvektor = H, %give out compare vector

%plotting diagrams

graphic (:,1) = number_of_expected_worstcases_a (:);
graphic (:,2) = number_of_other_worstcases_a (:);
figure

h = bar(graphic, 'stacked’);
set (h(1), FaceColor’,’b’);
set (h(2), 'FaceColor’,’r’);
xlabel (’Zyklenldnge n’);
ylabel (’worst—case—Anzahl’);

title (’worst—case—Anzahl bezgl. Parameter a’);

legend (’worst—case mit erwartetem Verhalten’

legend (’Location’, ’NorthWest ’);

,’andere worst—case Fille’);

grid on

graphic (:,1) = number_of_expected_worstcases_k (:);
graphic (:,2) = number_of_other_worstcases_k (:);
figure

h = bar(graphic, ’stacked’);
set (h(1), FaceColor’,’b’);
set (h(2), "FaceColor’,’r’);
xlabel (’Zyklenldnge n’);
ylabel (’worst—case—Anzahl’);

title (’worst—case—Anzahl bezgl. Parameter k’);

legend (’worst—case mit erwartetem Verhalten’

legend (’Location’,’NorthWest’);
grid on

,’andere worst—case Fille’);
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