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Abstract

Ziel dieser Arbeit ist die Bewertung von Single Barrier Opéin mit drei unterschiedlichen
Bewertungsmodellen (Black — Scholes, Merton, Bates). Im ersten Teil Aidxsat wird nach
einer Einfuhrung in Optionen die Theorie zu den verschiedenen Modelbkuieerl Der
zweite Teil setzt die Erkenntnisse des ersten Teils pchktin und schliel3t diese Arbeit mit
einem Test der drei Modelle an gehandelten strukturierten Produkten ab.
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Einleitung 1

1 Einleitung

In dieser Arbeit werden Single Barrier Optionen und strukterid?todukte mit drei
verschiedenen Modellen (Black — Scholes, Merton, Bates) beweddteine geschlossenen
Losungsformeln fir Barrier Optionen vdderton und Bates geliefert werden, wird ein
numerisches Verfahren, die Monte Carlo Simulation, gewahlt, unpeatkéische Umsetzung
der Bewertungsaufgabe zu gewébhrleisten.

Das gleiche Prinzip der Simulation zur Bewertung von Optionen giehtin dieser Arbeit
durch alle drei Modelle. Es wird der flir den Basiswert j&veaugrunde liegende
stochastische Prozess in einem risikoneutralen Wahrscheinlamhia&it mit einer
entsprechend hohen Anzahl an Pfaden entwickelt, die jeweiligen usgafunktionen auf
jeden einzelnen Pfad angewandt und diese Auszahlungen mit dem risik@iossatz
abgezinst. Der Durchschnitt der Summe der abgezinsten Auszahluggenden Wert der
Option.

In einem ersten Schritt werden die Parameter des jeweiligmhastischen Prozesses
kalibriert. Dies geschieht durch eine implizite Bestimmung diesetem Marktpreise
europaischer Optionen herangezogen werden.

Um die Modelle auf ihre Praxistauglichkeit zu prifen, werden dezlépreise am Ende
dieser Arbeit mit Marktpreisen verglichen. Die Preise Barrier Optionen werden aus

Zertifikaten entnommen, indem diese in ihre Bestandteile zerlegt werden.

Einen Einstieg in dieses Thema gibt Kapitel 2, in welchem ewscpéiOptionen, Barrier
Optionen und zwei Arten von Zertifikaten behandelt werden. Im Zegsemh wird ein (fur
den praktischen Teil) wichtiger Zusammenhang, die Put — Call — Paritateerla

Das nachste Kapitel umfasst alle fir die Bewertungsmodmadtigten stochastischen
Prozesse, die, wie gerade erwahnt, von groRer Bedeutung flir dieesphiete Carlo
Simulation sind.

Um nach demFundamental Theorem Of Asset Pricidgbitragefreiheit zu garantieren,
mussen diese Prozesse in einem risikoneutralen Wahrscheinliohddg@itaodelliert werden,
weshalb das Konzept der Risikoneutralitat den grof3ten Part aus Kapitel 4 einnimmt.
Néaheres zu den unterschiedlichen Bewertungsmodellen im Lichtesdeneutralen Welt
und deren Losungsformeln fir europaische Optionen, die fur die Kalibgdrerangezogen

werden, ist in Kapitel 5 zu finden.
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Kapitel 6 beschattigt sich ausfuhrlich mit der Kalibrierung uradidierung der Modelle, und

Kapitel 7 bildet mit einer Conclusio den Abschluss dieser Arbeit.

Alle Grafiken und Tabellen dieser Arbeit stammen vom Autor.

1.1 Historische Entwicklung der Optionsbewertungsdetle
Die Anfange der heutigen Optionsbewertung gehen auf den Frar2askher (,Vater der

modernen Optionsbewerturj“zuriick. In seiner Dissertation (1900) entwickelte er noch vor
Einstein den heute unter dem bekannten Namen ,Brownsche Bewegung“ stadieastis
Prozess, der die Kursbewegungen an der Boérse beschreiben solltenefArkankreten
Formulierung einer Bewertungsformel fir Optionen scheiterjederch. Seine Arbeit wurde
von der akademischen Welt zundchst weitestgehend ignorierKolsogorov dieselLevy
naher brachte, was dazu fuhrte, dassy seitdem die Brownsche Bewegung als Bachlier —
Wiener — Prozess bezeichnéte.

In den 1950ern grifiSamuelsonauf die Erkenntniss®achliers zurtick. Samuelsorwar
Professor vorMerton, welcher wiederum eng mBlack und Scholeszusammenarbeitete.
Black und Scholeshedienten sich in ihrer richtungsweisenden ArBeiting Of Options And
Corporate Liabilities (1973) einer durch Logarithmieren modifizierten Brownschen
Bewegung als stochastischen Prozess fiir den Basiswert@mien und entwickelten mit
diesem schlussendlich ihre berihmten Bewertungsformeln.

Merton gelang es nur drei Jahre spéater die Black — Scholes Forofedman Basiswert mit
einem nicht kontinuierlichen Verlauf zu erweitern.Option Pricing When Underlying Stock
Returns Are Discontiniouf®lgt der Basiswert einem Jump Diffusion Prozess. Obwohl seine
damalige Arbitrage Argumentation heute als sehr umstritter{siglhe Kapitel 5), war diese
Arbeit trotzdem ein Wegbereiter flr das Modell \Batesin den 1990ern.

Bates'Modell gilt als Verallgemeinerung des Merton Modells, mit dénterschied, dass es
eine stochastische Volatilitat in Form eines Cox — Ingersoll — Ross Prozet&sst.

Diese Entwicklung hatte eine starke Zunahme der Komplexitat voreavgsformeln zur
Folge, und so sind die einfachen Black — Scholes Formeln, trotz ,Kmiigh heute in der

Praxis vorzufinden.

! siehe Cont/Tankov, 2004, S.205
2 siehe Cont/Tankov, 2004, S.205f
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2 Optionen und strukturierte Produkte

Zertifikate zé&hlen zu den strukturierten Produkten. Heute sind einee ghotZahl
unterschiedlicher Varianten von Zertifikaten am Markt erhalt{bnus Zertifikat, Bonus
Zertifikat mit Cap, Reverse Bonus Zertifikat, Reverse Bonudifikat mit Cap, Index
Zertifikat, Twin Win Zertifikat, Diskont Zertifikat, Express ##ikat etc.)? Sie verfiigen oft
Uber sehr spezielle Auszahlungsprofile. Was aber steckt hinter diesen Pn@dukte

Meist sind Zertifikate recht einfache Kombinationen aus verschéed®ptionsartef.In
diesem Kapitel wird das Mysterium des Bonus und Reverse BonuBkagstgelluftet, indem
Portfolios aus Optionen gebildet werden, die diese zwei Kategoriedemifikaten perfekt
replizieren. Fir diese Replikation benétigt man zwei unterschiedl©p&onstypen:
europdaische Optionen und die Barrier Optionen. Diese werden aand\lieses Kapitels
vorgestellt. Mit diesem Wissen kdnnen dann strukturierte Produkte anhananvdniarkt

gehandelten Zertifikaten erklart werden.

2.1 Optionen
Der Abschluss einer Option beinhaltet das Recht, aber nicht dahtP#inen Basiswert

(Aktie, Index, Wahrung, Futures etc.) zu einem vorher festgesetPieis, dem
Ausuibungspreis, und zu einem bestimmten Zeitpunkt zu erwerben oder zu verksuiard
zwischen zwei verschiedenen Arten des AuslUbungsrechtes unteragchiednm
~europadischen und dem ,amerikanischen®. Im Falle einer Option mrbp&ischem
Ausilibungsrecht hat ein Kaufer nur am Ende der Laufzeit die bhbglt seine Option
auszuuben. Im Gegensatz dazu kann ein Kaufer einer amerikanischhem d¢te zu jedem
Zeitpunkt innerhalb der Laufzeit austben.

Optionen werden sowohl an Bérsen als auch Ogé€handelt, wobei die Mehrzahl davon
amerikanischen Typus iSt.

Es gibt Kauf- und Verkaufsoptionen. Mit einer Kaufoption erwirbt déufiér das Recht
einen Basiswert zu einem bestimmten Preis und Zeitpunkt zu erstehié einer
Verkaufsoption einen Basiswert zu einem vorher festgelegters Rl Zeitpunkt zu

verauRerr.

3 siehe z.B www.onvista.de

* siehe HSBC, 7. Auflage, S.91ff

® Over the Counter — Handel ist auRerborslicher idasiéhe Hull, 2006, S.29f
® siehe Hull, 2006, S.30ff

" siehe Hull, 2006, S.228ff
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In dieser Arbeit dienen Optionsscheine der BNP Paribas zur kealibhg der verschiedenen
Modelle. Diese Optionsscheine liefern am Ende ihrer Laufzetitt mien jeweiligen Basiswert
sondern Bargelfl.Im weiteren Verlauf werden die tblichen Begriffe fiir einen fikaeiner

Option — long — und einen Verkéaufer — short — verwendet.

2.1.1 Auszahlungsfunktionen européaischer Optionen
Die Auszahlung einer europaischen Kaufoption am Ende ihrer LaufZeit ist

max(S; - K 0) (1)
einer Verkaufsoption
maxK - S, ,0) (2)

mit

S, als Kurs des Basiswertes bei Falligk€itund K als Ausubungspreis der Option.

£330

B C L IR Basigwert bei Félligkeit
} \

f } }
€20 £100

Gewinn/Verust

t
£ £ il €50 €100

Gewinn/Verust

Abbildung 1: Auszahlungsfunktionen von européiscgtionen

Abbildung 1 veranschaulicht die Auszahlungsprofileuropaischer Kauf- und
Verkaufsoptionen am Ende ihrer Laufzeit. Die Abseidildet den Basiswert, die Ordinate
den Wert der Option in Euro ab. Links ist die Audmag (long & short) einer Kaufoption mit

einem Ausubungspreis von 40 Euro und einem Kawfpren 8 Euro abgebildet, rechts die

8 siehe http://www.derivate.bnpparibas.com/DE/indspx?pagelD=1
% siehe Hull, 2006, S.231f
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Auszahlung (long & short) einer Verkaufsoption eiihem Austbungspreis von 60 Euro und

einem Kaufpreis von 8 Euro.

2.1.2 Barrier Optionen
Barrier Optionen sind europaischen Optionen gruztisf sehr ahnlich. Es gibt Kauf- und

Verkaufsoptionen. lhren Namen verdanken sie einém, Vergleich zu europaischen
Optionen zusatzlichen Ausstattungsmerkmal, der i®arr Die Barriere bezeichnet eine
Schranke fiir den Basiswert. Ein Uber- oder Unteestdm der Barriere durch den Basiswert
kann zwei verschiedene Ereignisse auslosen. EntwteBasiswert muss die Barriere erst
einmal uber- bzw. unterschreiten, damit die Optzanexistieren beginnt (Knock — In) oder
eine Verletzung der Barriere bedeutet das sofoEmg#e der Option (Knock — Out).

Ist die Barriere am Emissionstag der Option kleaisrder Basiswert, wird von einer Down —
And — In bzw. Down — And — Out Barrier Option gasghrien. Falls die Barriere aber am Tage
der Emission Uber dem Basiswert liegt, bezeichreet g5 als eine Up — And — In bzw. Up —
And — Out Barrier Option. Es ergeben sich somitt askrschiedene Varianten dieser

exotischen Optionen (Call = Kaufoption, Put = Verdsoption)*°

« Down — And — Out — Calld,,)
« Down — And - Out — Put,,)
« Down—And - In—Call¢,)

« Down—And - In—Putp,)

« Up-And-Out-_Call ¢,)

+ Up-—And - Out — Putp,,)

e Up-And-In-Call¢,)

« Up—-And-In-Putp,)

Es gelten folgende Beziehungén:

c= Cdo + Cdi = Cuo + Cui

_ _ 3)
p_ pdo + pdi - puo + pui

1%siehe Hull, 2006, S.640ff
M siehe Albanese/Campolieti, 2006, S.162
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Hier sind p bzw. ¢ die Preise einer europaischen Verkaufs- bzw. Kaidon. Der grol3e

Vorteil von Barrier Optionen wird somit deutlichkennbar: sie sind billiger als europaische

Optionen.

2.1.3 Put — Call — Paritat
Ein wichtiger Zusammenhang zwischen europaischem-Kand Verkaufsoptionen besteht

durch die Put — Call — Paritat. Der praktische &insder Put — Call — Paritat setzt keine
Restriktionen gegentiber der zukiinftigen Verteilaleg Basiswertes vorddsund so kann
Gleichung (4) im zweiten Teil dieser Arbeit zur Bmwung von européischen
Verkaufsoptionen in den Modellen v&atesundMertonangewandt werden.

Als Vorraussetzung zur Giltigkeit der Put — CaParitat missen die Kaufoptian und die
Verkaufsoption p in Gleichung (4) mit einem europaischen AusUbuegsr;, identischer
Restlaufzeit, identischem AusiUbungspreis und ghitiBasiswert ausgestattet sein. Unter

diesen Vorraussetzungen wird folgender Zusammentebiipet™®

c-p=S,-Ke'™ (4)
mit
S ... Preis des Basiswertes zum Zeitpunkt O
K ...Ausubungspreis
r ...risikoloser Zinssatz

T -t ...Restlaufzeit

T ...Féalligkeitstermin

Die linke Seite der Gleichung (4) besteht aus eswppéaischen Kaufoption long und einer
europaischen Verkaufsoption short. Rechts wurde Einheit des Basiswertes erworben und
eine risikolose Nullkuponanleihe mit einer Resttamiif gleich der beiden Optionen mit einem

r(T-t

Wert zum heutigen Zeitpunkt voike™ ) verkauft. Die Auszahlung beider Seiten bei

Falligkeit ist in jedem Fall

12 siehe Hull, 2006, S.456
13 siehe Chriss, 1997, S.40
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S —-K )

denn bei Falligkeit ist links in Gleichung (4) eminler die Kauf- oder die Verkaufsoption im
Geld. Ist die Kaufoption im Geld folgt eine Auszahlj S; —K . Bei einem Verfall der

Kaufoption liegt die Verkaufsoption im Geld, uncedhuszahlung ist—(K —Sr). Auf den

ersten Blick ist ersichtlich, dass die rechte Seaité€leichung (4) immer eine Auszahlung
gemal Gleichung (5) ergibt.
Ist dieser Zusammenhang nicht mehr gegeben eré$icarsofort Arbitragemaoglichkeitelfl.
Damit Gleichung (4) in der Realitdt ihre Gultigkeitewahrt, muss der Markt drei
Bedingungen erfiillef?’

1. ausreichende Liquiditat

2. eine uneingeschréankte Moglichkeit zur Kreditaufnehmie Kreditzinsen sind gleich

dem Veranlagungszinssatz

3. Leerverkaufe miussen uneingeschrankt zugelassen sein

2.2 Strukturierte Produkte
Sowohl das Bonus als auch das Reverse Bonus Kattferfiigen Uber eine fixe Laufzeit und

eine ,europaische” Auszahlung.

Zertifikate sind rechtlich gesehen Schuldverschregen und, sofern im Kaufvertrag nicht
ausdrucklich als nachrangiges Kapital bezeichmetFalle einer Insolvenz des Emittenten
gleich zu behandeln wie jede andere Verbindlichkels Unternehmert§.Dieser Umstand
fuhrt bei jedem Zertifikat am Ende seiner Laufzeiteinem weiteren moglichen zukinftigen
Szenario. Der Emittent meldet Insolvenz an. Di€sssnario wird der Vollstandigkeit halber
erwdhnt, in der Berechnung aber nicht weiter besigtiigt, sofern die Preise der
Optionsscheine der BNP Paribas nicht bereits eirsgliKisikopramie enthalten. Fur diesen
maoglichen Fall wurden bewusst die OptionsscheirreKalibrierung und die Zertifikate zur

Validierung vom gleichen Emittenten gewahilt.

!4 Beispiele fiir Arbitragestrategien bei Verletzuray But — Call — Praitét siehe Hull, 2006, S.264f
1> siehe Chriss, 1997, S.43f
16 siehe HSBC, 7. Auflage, S.91ff
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2.2.1 Bonus Zertifikate
Ein Bonus Zertifikat der BNP Paribas (ISIN: DEOOOBN-K2) hat folgende

Ausstattungsmerkmalfe:

BasiswertS DAX

BonuskursS, 5000
BarriereH 3100
Bezugverhaltnis 0.01
Bewertungstag 19.12.2008
Zahltag 02.01.2009
Letzter Handelstag 17.12.2009
Emissionstag 31.10.2005
Style europaiscl

Tabelle 1: Ausstattung eines Bonuszertifikates

Zur Bewertung eines Bonus Zertifikats wird nur 8enuskurs, der Kurs des Basiswerts, die

Barriere, das Bezugsverhaltnis und der Bewertugdstadtigt.

Betrachten wir die drei Auszahlungsszenarien aneffed Laufzeit?

Szenariol: Die Barriere wurde niemals innerhalblaeifzeit vom Basiswert unterschritten:

Auszahlung= maxS;, S;) (6)

Szenario2: Die Barriere wurde innerhalb der Laufeem Basiswert unterschritten:

Auszahlungs S; (7)

Szenario3: BNP Paribas meldet Insolvenz an:

Auszahlung= 0 (8)

7 Alle Daten der Optionsscheine und Zertifikate ieser Arbeit sind auf der Homepage des Emittenten
(http://www.derivate.bnpparibas.com/DE/index.aspx@p@=1) erhaltlich (Wichtig: Seinen dauerhaften
Wohnsitz in Deutschland angeben, um zu Derivatérdem DAX als Basiswert zu gelangen)

18 Jede Auszahlung muss noch mit dem Bezugsverhattmigpliziert werden. So bekommt in diesem Fatl ei
Kaufer dieses Zertifikats z.B. nicht den Bonuskeos 5000 Euro ausgezahlt, sondern 50 Euro
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Dieses Bonus Zertifikat kann aus einem Portfolid mi
1. einer europaischen Kaufoption auf den DAX mit einémsibungspreis von 0
Punkten und
2. einer Down — And — Out — Put Barrier Option auf d&AX mit einem

Ausubungspreis gleics, und einer Barriere gleich

repliziert werden.
Eine exemplarische Uberpriifung des Portfolios
MN=c+p,, 9)
in den zwei verschiedenen Szenarien am Ende ddreiaergibt:
Szenariol:
Auszahlung = maxS, - 00)+maxs;, - S; 0) (10)

Die europaische Kaufoption hat immer die Auszahlupg-0, weil kein Index negative

Werte annehmen kann. Die Barrier Option wird im r8Zz®1l zu einer europaischen
Verkaufsoption mit einer Auszahlung analog Gleiap(®). In diesem Szenario existieren am

Ende der Laufzeit zwei verschiedene Mdglichkeiten:

S >S, S <S,
Auszahlung =S; -0+0 Auszahlung =S; -0+ S; - S;

Hier ist sofort ersichtlich, dass die Auszahlungseis Szenarios einer Auszahlung gemaf

Gleichung (6) entspricht.
SzenarioZ2:

Auszahlung = maxS; - 00)+0 (11)
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Durch die Barrierenverletzung in diesem Szenarigéile die Down — And — Out — Put
Barrier Option. Es bleibt lediglich die europaisdhaufoption tbrig, mit einer Auszahlung

geman Gleichung (7).

In Abbildung 2 wird die Auszahlungsfunktion einesr8is Zertifikats grafisch aufbereitet.
Die blaue Linie zeigt die Auszahlung bei Untersdkreder Barriere innerhalb der Laufzeit,

die rote Linie die Auszahlung, wenn innerhalb daufzeit keine Barrierenverletzung erfolgt.

€100

Gewinn

€20
DAX bei Falligkeit

€0
0 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000

——ohne Barrierenverletzung— mit Barrierenverletzuni;

Abbildung 2: Auszahlungsfunktion des Bonuszertifika

2.2.2 Reverse Bonus Zertifikate
Das Reverse Bonus Zertifikat hat, wie der Name itsereverrdat, die gleiche

Auszahlungsfunktion wie das Bonus Zertifikat, nassl diese genau umgekehrt ist. Ein
Reverse Bonus Zertifikat (ISIN:DEOOOBN2E852) der BNParibas verfligt Uber folgende

Ausstattungsmerkmale:
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BasiswertS DAX
BonuskursS, 3900
Barriere H 5700
Reverse KursS, 9400
Bezugverhaltnis 0.01
Bewertungstad@ 18.09.2009
Zahltag 24.09.2009
Letzter Handelstag 16.09.2009
Emissionstag 29.10.2004
Style europaisch

Tabelle 2: Ausstattung des Reverse Bonus Zertifikat

Dieses Zertifikat hat im Vergleich zum normalen BsnZertifikat ein zusatzliches

Ausstattungsmerkmal, den Reverse Kurs. Weiters diegBarriere Uber dem Bonuskurs.
Betrachten wir nun die vier moglichen Auszahlungsszien am Ende der Laufzé&it:
Szenariol: Die Barriere wurde innerhalb der Ladfzem Basiswert nicht Uberschritten:

Auszahlung= S, —-min(S;,S; ) (12)
Szenario2: Die Barriere wurde innerhalb der Laufzem Basiswert Giberschritten:

Auszahlung= S; -S; (13)
Szenario3: Der Kurs des Basiswertes liegt Uber Bexerse Kurs:

Auszahlung= 0 (14)
Szenario4: BNP Paribas meldet Insolvenz an:

Auszahlung=0 (15)

1% jede Auszahlung muss wie beim Bonuszertifikat wiemit dem Bezugsverhéltnis multipliziert werden



Optionen und strukturierte Produkte 12

mit T als Bewertungstag.

Dieses Reverse Bonus Zertifikat kann aus einenfddortmit
1. einer europdischen Verkaufsoption auf den DAX nmiem Ausibungspreis gleich

Sr

2. und einer Up — And — Out — Call Barrier Option rmihem Auslibungspreis vo8,

sowie einer Barriere gleicHl

repliziert werden.
Eine Uberpriifung der Auszahlung des Portfolios

MN=p+c, (16)
ergibt in Szenariol:

Auszahlung = max@S; - S; ,0) + maxS; - S, 0) (17)

Wie beim Bonus Zertifikat gibt es auch im Szenardels Reverse Bonus Zertifikats zwei

verschiedene Maglichkeiten einer Auszahlung:

S >S, S <S,
Auszahlung =S;-S; +S; - §; Auszahlung =S, -S;, + 0

Auch hier ist wieder sofort ersichtlich, dass Gheing (12) fir Szenariol zutrifft.

Im Fall von Szenario2 verfallt die Barrier Optionduder rechte Teil aus Gleichung (17) wird

Null. Als Auszahlung erhéalt man:
Auszahlung = maxS; - S; 0)+0 (18)

was konsistent mit Gleichung (13) ist.
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Szenario3 impliziert eine Barrierenverletzung, éeszahlung entspricht somit Gleichung
(18). Da jedoch am Ende der Laufzedt > S, ist, verfallt die Verkaufsoption, und die
Auszahlung ist gemal} Gleichung (14).

Abbildung 3 veranschaulicht diese Ergebnisse nouhna.

€100

Gewinn

€20
DAX bei Falligkeit

€0
0 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000

——ohne Barrierenverletzung— mit Barrierenverletzuni;

Abbildung 3: Auszahlungsfunktion des Reverse Batersifikats
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3 Stochastische Prozesse

,stochastic is just a fancy word for randorm®

Dieses Kapitel enthéalt alle fur die verschiedeneew&tungsmodelle notwendigen
stochastischen Prozesse. Den Anfang macht die Gasche Brownsche Bewegung, die als
Prozess fir den Basiswert im Black — Scholes Madielt. Es folgt der Compound Poisson
Prozess, der Sprungprozess im Jump Diffusion PsozZegeser Jump Diffusion Prozess
beschreibt im Modell voiMerton und Batesden Basiswert. Schlief3lich wird noch ein Cox —
Ingersoll — Ross Prozess vorgestellt, welchem thehastische Volatilitat im Modell von
Batesfolgt.

Die Zuwachse aller Prozesse sind unabhéngig, urfebihdes Jump Diffusion Prozesses sind

auch Brownsche Bewegung und Compound Poisson Rremasinander unabhangig.

3.1 Geometrische Brownsche Bewegungen
Black und Scholesmodifizierten die Brownsche Bewegung durch einlearmlosen” Schritt,

indem sie den Prozess logarithmierten. Somit siedZdwachse des Prozesses unabhangig

log — normalverteilf!

%S* = st + aiW (19)
mit

S ...Preis des Basiswertes zum Zeitpuhkt

dS ...Differential vonS

U ...konstanter Driftkoeffizient vors

o ...konstanter Diffusionskoeffizient vo8

W, ...Brownsche Bewegung
dw, ...Differential vonW

und
o>0,u0R

2 siehe Cont/Tankov, 2004, S.36
L siehe Schachermayer, 2001, S.9
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Etwas modifizie®” kann diese Gleichung in eine bekanntere Schre#mgeébracht werden:
S = S expluT +ow; ) (20)

Ein groRRer Vorteil der Geometrischen Brownschen &pwmg gegeniber der Brownschen
Bewegung besteht darin, dass der unrealistischle- F@r Basiswert wird negativ - nicht

eintreten kann.

1.03

1 |
095 w
09 |
085 | -
08 —
075 |

\ | | |
02 03 04 05 0

| | | |
.6 07 0.8 0

07 ‘
0

0.1 i
Abbildung 4: Pfad einer Geometrischen Brownschewegging

3.2 Compound Poisson Prozess
Dieser Prozess wird in Jump Diffusion Modellen Sjgrungprozess angenommen. Wie in

Abbildung 5 ersichtlich, handelt es sich hierbei eime Treppenfunktion. Der Prozess ist wie
folgt definiert:?®

i=1
mit
Y, ...unabhéngig identisch gleichverteilte Sprungh6he
N, ...Poisson Prozess mit einer SprungintensiZat0 und exponentialverteilten

Sprungzeitem

Zdin(s)= d% ; siehe Albanese/Campolieti, 2006, S.160
t
% siehe Cont/Tankov, 2004, S.70f
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Abbildung 5: Pfad eines Compound Poisson Prozesses

3.3 Jump Diffusion Prozess
Der Jump Diffusion Prozess ist eine Kombination auser Brownschen Bewegung und

einem Compound Poisson Prozess. Er wird folgenddemadefiniert*

dgwdtwdvvt +dz, (22)
mit
S ...Preis des Basiswertes zum Zeitpuhkt

dS ...Differential vonS

U ... Driftkoeffizient von S

o ...Diffusionskoeffizient vonS

W, ...Brownsche Bewegung

dw, ...Differential vonW

Z, ...Compound Poisson Prozess zum Zeitpunkt
dz, ... Differential vonZ

und

o>0,ulUR

2 siehe Cont/Tankov, 2004, S.111f
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Abbildung 6: Pfad eines Jump Diffusion Prozesses

3.4 Mean — Reversion Prozess
In dem vornBatesverwendeten Modell folgt die stochastische Valatildem Prozess

dv, = &7 -V, )dt+ 6.V, dw, (23)
mit
V, ...Volatilitat des Basiswertes zum Zeitpurtkt

dVv, ...Differential vonV

é ...Mean Reversion — Intensitat voh
n ...Mean Reversion — Niveau vah
6

...Diffusionskoeffizient voriv (Volatilitat der Volatilitat)

=

...Brownsche Bewegung

dw, ...Differential vonW
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Abbildung 7: Pfad eines Cox — Ingersoll — Ross Bsses
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4 Monte Carlo und risikoneutrale Welt

Wie funktioniert eine Monte Carlo Simulation? Wasdie risikoneutrale Welt?

Diese zwei Fragen werden in diesem Kapitel beanétound weiters wird die Verbindung
zwischen risikoneutral“ und ,Monte Carlo Simulatib geschaffen. Den Abschluss von
Kapitel 4 bildet ein allgemeines ,Kochrezept" eindonte Carlo Simulation zur Bewertung

von Derivaten.

4.1 Monte Carlo Simulation
Der heutige Preis eines Derivates entspricht seingtinftigen Erwartungswert. Dieser wird

durch folgendes Integral definiert:
E[f ()] = [ £ (x)p(x)x (24)

mit
f(x) ...als Auszahlungsfunktion eines Derivats (z.B.(2))

p(x) ...Verteilungsfunktion vorx

Integrale wie in Gleichung (24) kénnen mit der Motarlo Simulation approximiert werden.
Nur der Fall vonN - o simulierten Pfaden ergabe ein exaktes Ergebnish&e erhoht
sich mit der Steigerung der Anzahl der SimulatiodenGenauigkeit des Ergebnisses.

Im Zuge einer Monte Carlo Simulation wird eine \édrtngsfunktion eines stochastischen

Prozesses(x) durch die Simulation einer entsprechend hohen Wnzan Pfaden berechnet
und die Funktionf (x) auf jeden Pfad angewendet. Der Durchschnitt diegde fihrt zum

Erwartungswerf>

4.2 Risikoneutrale Bewertung
Die wichtigste Vorraussetzung fur die Gultigkenes Modells zur Bewertung von Derivaten

ist, dass es keine Arbitragemaéglichkeiten ermégiictarf?®

% siehe Glasserman, 2004, S.1ff
% siehe Cont/Tankov, 2004, S.296
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Basierend auf dieser Annahme gibt es folgende Mbkéiten ein Derivat zu bewerten:

1. Besteht die Mdoglichkeit ein Derivat mit anderen dhelbaren Instrumenten zu
replizieren, ist der Preis des Derivats gleich deéasten der replizierenden
Handelsstrategi¥.

2. Der normierte Preis eines Derivats zum Zeitpunist @er zukiinftige Erwartungswert
in Bezug auf ein risikoneutrales Wahrscheinlicriwe@l3 des normierten Preises. Der
normierte Preis hinsichtlich einer risikoneutraléWahrscheinlichkeit ist ein

Martingal?®

Unter normiertem Preis wird allgemein ein Preis esininstruments bezlglich eines
Numeriares verstanden. Als Numeriare kann jedegidibare Instrument herangezogen
werden. Typische Beispiele fir Numeriares sind @eldtkonten und Nullkuponanleihéh.
Unter der Anwendung eines Numeriares wird der Riess bewerteten Derivates nicht mehr
in Geldeinheiten sondern z.B. in Nullkuponanleilgemechnet (Wie viele Nullkuponanleihen
kostet ein Derivat?).

Als Voraussetzung zur vollstandigen Umsetzung dégem Moglichkeiten muss das Derivat
in einem vollstandigen Markt betrachtet werd®mn einem vollstandigen Markt gelten die
Annahmen, dass es fir alle Risiken einen perfeliige und ein eindeutiges Martingalmaf3
gibt.

In unvollstandigen Markten ist dies nicht mehr mjltLeider erzeugen Jump Diffusion
Modelle aufgrund ihrer Springe und Modelle mit kemtischer Volatilitat unvollstandige

Markte3*

4.2.1 Definitionen zu stochastischen Prozessen
Einige grundséatzliche Definitionen zu stochastiscReozessen sind notig, um das Konzept

der risikoneutralen Bewertung zu verstehen.

%" siehe Glasserman, 2004, S.19f

2 siehe Deutsch, 2004, S.206

2 siehe Cont/Tankov, 2004, S.294

% die Black Scholes Welt ist ein vollstandiger Markt
31 siehe Cont/Tankov, 2004, S.300
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Martingale

Ein Martingal ist ein cadla§ ProzessS mit einem endlichen Erwartungswert fur alle

t1[0,T] und
Os>t E[s|F]=5 (25)
mit
S ...Preis eines Basiswertes zum Zeitpuhkt
S, ...Preis eines Basiswertes zum Zeitpuskt

In Worten: Der beste Schatzer fur den zukinftigewaftungswert eines Assets ist sein
heutiger Werf?

Aquivalentes WahrscheinlichkeitsmafR
Eine Maltransformation in der Bewertung von Finaszumenten dient dazu, ein
aquivalentes Martingalmald zu einem stochastischezeBs zu finden. So sind zwei

Wahrscheinlichkeitsmal3d® und Q aquivalent, wenn sie die gleichen mdglichen und

unméglichen Ereignisse beschreilfén.

P~Q:0AOF Q(A)=0 < P(A)=0 (26)

%2 eine cadlag Prozess ist eine rechts — kontinakelFunktion, mit linksseitigen Limiten. Fiir einenguere
Definition siehe Cont/Tankov, 2004, S.37f

% siehe Cont/Tankov, 2004, S.41f

% siehe Cont/Tankov, 2004, S.297
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4.3 Der Weg der risikoneutralen Bewertung zur MorBarlo Simulation

Dieser Abschnitt zeigt, wie der Schluss daraus geaowerden kann, dass abgezinste,
zukUnftige Erwartungswerte von Derivaten den heutiBreis ergeben.

Angenommen wird die Existenz eines stochastischekobtfaktorsZ,, so dassz—t ein
t

Martingal ist. Damit gilt mit (257

mit

V; ...Preis eines Derivats zum Zeitpunkt

V, ...Preis eines Derivats zum Zeitpurtkt

Z, ...stochastischer Diskontfaktor zum Zeitpunkt
Z; ...stochastischer Diskontfaktor zum Zeitpurikt

und EP als Erwartungswert beziiglich des ,objektivén(P -) WahrscheinlichkeitsmaRes.

Etwas anschaulicher kann (27) in
V, = EP{VT —t||:t} (28)

umgeformt werden. So ist der Preis eines Investsnemim Zeitpunktt gleich dem

. - : . Z .
Erwartungswert beziglich dd® - WahrscheinlichkeitsmalRes mit deECL abgezinsten Wert

T

des Derivats zum Zeitpurikt Mit der Annahm#, dassZ, = 1wird (28) zu

_er| Vr
V,=E [Z_|Ft} (29)

T

% die vollstandige Herleitung: siehe Glasserman42@026ff

% mit ,objektiv* werden die Markt- bzw. vom Investeubjektiven beobachteten Wahrscheinlichkeiten
bezeichnet

37 logischerweise sollte der Startwert eines Zingsatmmer eins sein
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mit
V, ...Preis eines Derivats zum Zeitpunkt O
Der stochastische Zins' ist schwer bis gar nicht modellierbar. Aufgrungstn wird nun
T
ein Geldmarktkonto als Numeriare herangezogen, heslddurch die folgende Gleichung

beschrieben werden kann

R = rdt (30)

mit der Losung

R =Re™ (31)
und

R, =1 (32)
wobei

R, ...Wert des Geldmarktkontos zum Zeitpufikt

R ... Wert des Geldmarktkontos zum Zeitpumkt

R, ... Wert des Geldmarktkontos zum Zeitpunkt O

r ...Tisikoloser Zinssatz
sind.

dR

Falls nun der Markt einen stochastischen Diskottfall, zuléasst, ist der Prozesg,— ein

positives Martingal mit einem Anfangswert von Eib& jedes positive Martingal mit einem
Anfangsweri® oder - wegen der Definition eines Martingals - Briungswert von Eins eine

MaRtransformation definiéft kann dieser Prozess ein neues, dquivalentemisiitrales

% siehe Glasserman, 2004, S.29

% siehe Cont/Tankov, 2004, S.292

“0 die Prozesse in den beiden Wahrscheinlichkeitsmafllen sich die gleichen méglichen Pfade, kéraieer
unterschiedliche statistische Eigenschaften besitiehe Cont/Tankov, 2004, S. 292
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Martingalmal3 Q in einem fixierten Zeitintervall mit der Radon —ikNdym Ableitung

definieren.
(d_Q] _R (33)
dP), Z,

Aus dieser Gleichung folgt

t

E?[X|F]= EP{XZ&FJ (34)

So kann (29) mit (34) umgeschrieben werden in

Vo = EP{\Z/_T“:J = EQ{\Z/_TE_T“:J = EQ[YET“:J =e" EQNT“:t] (35)
T T

Durch diese Transformation ist klar ersichtlichsslger heutige Preis eines (handelbaren)

Finanzinstruments gleich dem abgezinsten Erwartwegsseines zuklnftigen Preises ist,
wenn die risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsverteguzur Berechnung dieses zukinftigen
Erwartungswertes benutzt wird®.

Wenn nun in einem wie oben beschriebenen risikoakeut Martingalmald modelliert wird, ist

nach denfFundamental Theorem Of Asset Pricithgs Modell arbitragefrei.

Dies fiihrt zu einem allgemeinen ,Kochrezept“ eiktemte Carlo Simulatiof?
1. nimm einen stochastischen ProZésmd simuliere eine entsprechend hohe Anzahl an
Pfaden;
2. weiters berechne die Auszahlungsfunktionen in je&déaoal;
3. danach diskontiere alle Auszahlungsfunktionen mrhdisikolosen Zinssatz ab;
4. dann berechne am Ende den Durchschnitt aller Rfiade

voila, schon ist der Preis des Derivats fertig.

“! siehe Deutsch, 2005, S.205
2 siehe Glasserman, 2004, S.30

“s0 dasét = e ™" § beziglich eines Wabhrscheinlichkeitsmaf@sein Martingal ist
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In dieser Arbeit werden die Preise fir alle Bar@gtionen nach diesem Rezept ,gebacken®.
In unvollstandigen Markten, die Jump Diffusion R¥sge und stochastische Volatilitat

erzeugen, gibt es kein eindeutiges Martingalmal@, @i der Geometrischen Brownschen
2
Bewegung, wo der Driftkoeffizieny =r —%44 gewahlt werden muss, um ein eindeutiges

MartingalmaR zu erhaltéli.In den Modellen vorMerton und Bateswird ebenfalls nur der
Driftkoeffizient angepasst und der Rest des Prazessiverandert belassen. Dies fiuhrt zu
einem Martingalmal3, welches weder eindeutig nodimap ist.

Abhilfe bietet in diesem Fall z.B. die Esscher ®fanmation, mit der ein optimales

MartingalmaR eines stochastischen Prozesses gefuetden kanfi®

4.4 Eigenschaften der risikoneutralen Welt
Die Wahrscheinlichkeiten der risikoneutralen Weltabén nichts mit den

Wahrscheinlichkeiten der realen ,objektiven” Walttzn.

In einer risikoneutralen Welt hangt der Preis ei@etion nicht von einer erwarteten Rendite
des Basiswertes ab. Investoren sind in dieser @&t Risiko gegeniber neutral. Es wird
keine Risikopramie verlangt, nur der risikolose s&atz, der gleichzeitig die erwartete
Rendite darstellt, ist von Bedeutung. So ist di¢atilitét des Basiswertes hauptverantwortlich

fur den Preis einer OptioH.

“ der TermU% kommt durch eine Anwendung von Ito’s Lemma zunftkoieffizient des Prozesses hinzu.

Es wird der logarithmierte Prozes$S-=In S - ins Lemma von Ito eingesetzt, was dazu filhsdtieser Term
hinzukommt. Vorher muss noch der risikolose Zinssdg Driftkoeffizient des stochastischen Prozegessgtzt
werden. In der Monte Carlo Simulation werden ngalithmierte Renditen simuliert.

Dies wird analog beim Jump Diffusion Prozess arageit/

> siehe Deutsch, 2005, S.227

“ siehe Hubalek/Sgarra, 2006

" siehe Chriss, 1997, S.190ff
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5 Optionsbewertungsmodelle

In diesem Abschnitt werden alle fir den praktischeil verwendeten Modelle vorgestellt.
Angefangen mit dem berihmten Modell Black und Scholedolgt der Ansatz voMerton,
welcher europaische Kaufoptionen unter der Annaéimes nicht-kontinuierlichen Prozesses
des Basiswertes bewertet. Am Ende wird das Modeh Bates vorgestellt, das als
Verallgemeinerung vorMerton gelten kann, mit dem Unterschied &erton dass die
Volatilitat nicht mehr als konstant angenommen wisdndern einem Mean - Reversion
Prozess folgt.

In den Modellen gelten folgende Annahmen:

der kurzfristige Zinssatz ist bekannt und konstant
es gibt keine Dividendenzahlung
die Option ist ,,europaisch*®

es gibt keine Transaktionskosten

a kr 0N E

der Zinssatz zur Geldanlage und zur Kreditaufnahstegleich dem risikolosen

Zinssatz

o

es gibt keine Einschrankungen zu Leerverkaufen

7. kontinuierliches Handeln ist méglich

Alle MATLAB Codes fur die verschiedenen Bewertungstalle sind im Anhang zu finden,
sowohl die analytischen Losungen als auch die MGaito Simulation.

5.1 Black — Scholes
In ihrer wegweisenden Arbeit bewert&tack und Scholeseuropéaische Optionen mit dem

Unterschied zu anderen vor ihnen, dass sie keimartate Rendite eines Investors annehmen
und nur der risikolose Zinssatz als Rendite vondBéahg ist.Black und Scholesbedienen
sich einerNo — ArbitrageArgumentation, in der sie ein fur infinitesimalkeike Zeitschritte
risikoloses Replikationsportfolio einer Option laid

Ihre Modellannahmen lassen die Preise von Optioimemoch von zwei Variablen, dem Preis
des Basiswertes und der Restlaufzeit der Optioméradpen. Alle anderen Faktoren sind tber
die Lebensdauer einer Option konstant.

Etwas spater wurde festgestellt, dass ihr Modelhdei einem stochastischen Zinssatz, einen
Basiswert der Dividenden zahlt und bei amerikar@sciOptionen halt. Die kritischen



Optionsbhewertungsmodelle 27

Vorraussetzungen fur die Glltigkeit des Black —des Modells sind, dass der Basiswert
einer kontinuierlichen Geometrischen Brownschen &pwng folgt und dass kontinuierliches
Handeln maglich ist, wobei eine Approximation duiskretes Handeln erlaubt ist. Durch
diskretes Handeln hat das Black — Scholes Porttoigtatt kein Risiko nur ein sehr geringes
Risiko.®

Der Wert einer europaischen Kaufoption auf einetdédndenlosen Basiswert ergibt
c=S,N(d1)-Ke ™ N(d2) (36)

und fUr eine européische Verkaufsoption

p=Ke " N(-d2)-S,N(-d1) (37)

mit
In(sKoj + (r + J;JT

dl= e ,d2=d1-oT (38)
und
S ...Preis eines Basiswertes zum Zeitpunkt O
K ...Ausubungspreis einer Option
o ...implizite Volatilitat der Option
T ...Restlaufzeit der Option

r ...risikoloser Zinssatz

N() ...kumulative Verteilungsfunktion der Standardnonealeilung

5.1.1 Arbitragefreiheit im Black — Scholes Modeff

Um die No — ArbitrageArgumente vorBlack und Scholeszu verstehen, ist es sinnvoll die
Herleitung der Black — Scholes Differentialgleicugtwas naher zu betrachten.

Gegeben ist ein kontinuierlich handelbarer Basiswdgr einer Geometrischen Brownschen
Bewegung (19) folgt. Eine europaische Kaufoptwon f(S,t) auf diesen Basiswert folgt laut

[to’s Lemma

“8 siehe Merton, 1975, S.126
9 siehe Hull, 2006, S.357ff
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of of 10°%f of
df = 4 /S +—L+=— 1523 |dt+—0Sd 39

Nun wird ein Portfolio aus einer europaischen Katitmn (short), welche (39) folgt, unglfg

Anteilen des Basiswertes gebildet. Das Portfdliohat zum Zeitpunkt den Wert
nt:_ft+_st (40)

Bei einer infinitesimalen Anderung der Zeit wirdsa40)

of
dr, = —df, +§d$ (41)

Aus (41) kann klar herausgelesen werden, dass dat @és PortfolioslT, bei kleinen
. . : df .
Zeitdnderungen konstant ist. Unter der Vorraussefzwass die Ante|L§L, die auch

gleichzeitig die Steigung zwischen der Option uedndBasiswert darstellen, kontinuierlich
angepasst werden, kann dieses Portfolio weder art Yésvinnen noch verlieren. Dieser
Hedge wurde als Delta — Hedge bekannt, weil dasaDsher Option genau die Steigung
df, . . . . :

KISL Da, wie fruher schon erwéhnt, die Geometris@®wnsche Bewegung ein

vollstandiger Markt ist, kann hier das Delta — Risvollig eliminiert werden.

Wenn wir nun (39) und (19) in (41) einsetzen folgt

A A T VA P
dn, = (65ﬁ+at+263205]dt 35 O8I+ S (s o8 dw) (42)

Da die Brownschen BewegungelV, in (42) identisch sind, kdnnen diese aus der Gigig

eliminiert werden, und es ergibt sich
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f f

an, = - %107t poge |y, (43)
o 295

Da jedoch in der Realitat ein risikoloses Investtmmit dem risikolosen Zinssatz wéchst,

muss das Portfolio die Gleichung
dn, =rn dt (44)
erfullen.

Wenn nun (40) und (43) in (44) eingesetzt werdegipesich die beriihmte Black — Scholes

Differentialgleichung

2
%+rsti+l%0'2$t2 :rft (45)
ot oS 205

Sie kann mit den Randbedingungen (1) (2) amdl' analog zur Diffusionsgleichung gelost

werden® In Gleichung (45) fehlt der Driftkoeffizienz und nur noch der risikolose Zinssatz

ist von Bedeutung.
Ein anderer Ansatz, um (45) zu berechnen, kanndmit Erkenntnissen aus Kapitel 4
gefunden werden.
Wenn wir nun in (39) die Martingalbedingung beriickigen, muss der Drift null gesetzt
werden. Wurde zuvor in der Geometrischen Brownsd@&wegung der risikolose Zinssatz

als Driftkoeffizient gesetzt, ergibt dies

2
irst +%+1ﬂ0232 =0 (46)
oS, ot 203

Mit (46) und der Forderung, dass ein risikoneurafeyestment mit dem risikolosen Zinssatz

wachst, wird daraus die berihmte Black — Scholéei@ntialgleichung.

%0 siehe Black/Scholes, 1973, S.644
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5.1.2 Analytische Bewertungsformeln fir Barrier Optionen
Die folgenden Lo6sungen fur Barrier Optionen sindswigen der Black — Scholes

Differentialgleichung mit erweiterten Randbedingendtr Barrier Optionen. Eine Herleitung
dieser Losungen ist iAlbanesg2006) zu finden.

Diese Differentialgleichung wird analog zur Paféal Differentialgleichung voiolmogorov
geldst. Somit ergeben sich aus (45) und den Raimthethen einer Barriere die Lésungen
fiir Barrier Optionen mit einem dividendenlosen Bert>?

Es werden folgende Notationen verwendet:

...Preis eines Basiswertes zum Zeitpunkt O
...Ausubungspreis einer Option
...Barriere einer Option

...implizite Volatilitat der Option

- Q T X v

...Restlaufzeit der Option

...risikoloser Zinssatz

-

N() ...kumulative Verteilungsfunktion der Standardnonealeilung

Fur eine Down — And — In — Call Barrier Option, weH < K

Cy = So(i) i N(y)-Ke™™ [i} o N (y - 0\/?) (47)

eine Down — And — Out Call Barrier Option, wehh= K

Cpo = SyN(X1) - Ke™ N(ﬂ—aﬁ)— SO{%J N(y1)
(48)

ke[ 5] Na-or)

eine Up — And — In Call Barrier Option, werth > K

>! siehe Hull, 2006, S.640ff
*2 die Dividendenrendite wurde null gesetzt; siehieaflese, 2006, S.161 (FuRRnote)



Optionsbhewertungsmodelle 31

c, = SN(a)- Ke-fTN(n—aﬁ)—so[gf[N(— )-NE ]

2-2 (49)
+Ke™™ [%J [N(— y+ aﬁ)— N(— yl+ aﬁ)]

eine Down — And — In — Put Barrier Option, weHn< K

Py = ~S;N(-x1)+ Ke™ N(_ x1- +0\E)+ S{gjm [N(y) - N(ya)]

0

(50)

FKe™ (%TH N(y-ovT)-N(y1-ovT)

eine Up — And — In Put Barrier Option, wekh> K

P = -So[i} N(-y)+Ke™ [gj _ N(-y+ovT) (51)

0

eine Up — And — Out Put Barrier Option, wehbn< K

P = —S;N(=x1) + Ke™ N(— XL+ aﬁ)+ so(gj N(- ya)

(52)

Tt (%T_ZN(-WJ? )

mit

o2 | H?2 S, H

re 2 n In| =2 In| —

A:—Z y:&+/]0’ﬁ )(]_:M+/]Uﬁ yl:—so+/10'\/?(53)
o o\T oVT o

Aus den Zusammenhangen (3) kénnen alle weitereenArbn Barrier Optionen berechnet

werden.
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5.1.3 Black — Scholes und Monte Carlo Simulation
In der Monte Carlo Simulation werden nach dem Keehpt aus Kapitel 4 Optionen

bewertet. Die diskrete Darstellung der Geometrisdm@wnschen Bewegung ist

S =S, ex;{(r - %ij + gt } (54)

£
T ...Restlaufzeit der Option

n ...Anzahl der diskreten Zeitschritte

Nun werden fir die Monte Carlo Simulation 10000defagemal Gleichung (54) simuliert.
Auf diese Pfade wird die entsprechende Auszahlumgsibn des jeweiligen Optionstyps
angewandt. Die daraus resultierenden Endwerte werdé& dem risikolosen Zinssatz
abgezinst.

Das Ergebnis sind 10000 abgezinste Auszahlungenamchlielend aufsummiert werden.
Diese Summe dividiert durch die Gesamtanzahl dadd>&rgibt schlussendlich den Preis der
Option.

Die Vorgangsweise bleibt bei den zwei weiteren Miedeprinzipiell gleich.

5.2 Das Modell von Merton
Robert C. Mertonentwickelte als erster eine Formel zur Bewerturmy \europaischen

Optionen unter der Annahme, dass der Basiswertremmeht kontinuierlichen stochastischen

Prozess folgt.

Motiviert von an der Borse beobachten SpringenAttéenkurse, formulierte er einen Jump

Diffusion Prozess. Dort ist der kontinuierliche Peine Geometrische Brownsche Bewegung,
die er ,das normale Tagesgeschaft an der Borsehtnatso die kleinen Anderungen aus
Angebot und Nachfrage. Der Compound Poisson Prosesgt flr unvorhersehbare,

unregelmélige und grofe Springe. Sie sollen wehtigformationszuflisse eines

%3 es wurden fiir alle Optionen 1000 Zeitschritte aogemen
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Unternehmens an die Borse widerspiegeln, z.B. Erdélfirma hat ein neues Olfeld entdeckt,
oder der Jahresbericht eines Unternehmens faltinoess gut aus. Wichtig fur die weitere
Argumentation vorMerton ist, dass diese Informationen unternehmensspézjfimaximal
branchenspezifisch sind und keine AuswirkungerdeufGesamtmarkt habéh.

Damit entsteht ein stochastischer Prozess naclttieg (22).

5.2.1 Risikoneutrale Bewertung im Merton Modell
Der Fall von nicht kontinuierlichen Preisprozessgglit einen unvollstdndigen Markt dar, in

dem die Bildung eines risikolosen Duplikationspalitfs unmaoglich ist. Deshalb kommt
Merton in seiner Arbeit zur Erkenntnis, dass tlle — ArbitrageArgumente vorBlack und
Scholeszu keinem risikolosen Portfolio fuhren kdnnen.

Merton bildet ein Portfolio aus einer europaischen Opgamer Aktie und einer risikolosen
Veranlagung. Wenn nun alle Risiken des Diffusiongpsses Delta — gehedged sind, dann ist

die Rendite aus diesem Portfolio

dri,

= (E[R|F,]- Ak)dt + dz, (55)

E[R] ...erwartete Rendite des Portfolios beziigligh

A ...Sprungintensitat

k ...Sprunghdhe

Z, ...Compound Poisson Prozess
dz, ...Differential vonZ

Da Sprunge seltene Ereignisse sind, macht ein Hadikses Portfolios die meiste Zeit einen
Gewinn in der Hohe des linken Teils der Gleichugrch die Annahme, dass, wie schon
oben erwahnt, die Springe unternehmensspezifisuh wd keine Korrelation mit dem

Gesamtmarkt haben, hat dieses Portfolio ein Beta Noll. Wenn nun das CAPM halt,

wachst ein Portfolio mit einem Betafaktor von Ngknau mit dem risikolosen Zinssatz.
Deshalb wird fur das Risiko der Spriinge keine Pedvezahlt.

54 siehe Merton, 1975, S.127
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Diese Annahme, dass die unabhéngigen Sprunge itfolRodiversifizierbar sind, impliziert,
dass ein Index nicht springt. Da dies aber nichtiffiy kann diese Annahme verworfen

werden und macht dieses Modell recht ungeeigneBewertung von Index Optionén.
Damit der Jump Diffusion Prozess eine risikoneetk&trteilung besitzt, muss der Compound

Poisson Prozess ein Martingal s&in.

Der Erwartungswert eines Poisson Prozedgeist laut Definitior?’
E[N,|F = At (56)
mit

A ...Sprungintensitat
und somit gilt

E[NJF]-t=0 (57)

Wenn die Sprunghohg; identisch gleichverteilt ist mit einem Erwartungswk = E[Yj —1J

ist

dz, - Akt (58)
ein Martingal.
mit

A ...Sprungintensitat

...Sprunghdhe
Z, ...Compound Poisson Prozess
dz, ...Differential vonZ

Dadurch entsteht ein Preisprozess

%5 siehe Cont/Tankov, 2004, S.323
% siehe Merton, 1975, S.128
" siehe Glassermann, 2004, S.137
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d?s= rdt + odW, + dZ, —kAdt (59)
mit
S ...Preis des Basiswertes zum Zeitpuhkt

dS ...Differential vonS

...risikoloser Zinssatz

-

o ...konstanter Diffusionskoeffizient vog

W, ...Brownsche Bewegung

dw, ...Differential vonW

Z, ...Compound Poisson Prozess zum Zeitpunkt
dz, ...Differential vonZ

A ...Sprungintensitat

...Sprunghdhe

In Gleichung (59) ist klar ersichtlich, dass deo#&ss genau mit dem risikolosen Zinssatz
wachst.

Angenommen die Zufallsvariable fiir die Sprungif8h¢ ist In(Y,)~N(m,&?) verteilt und
kann nur positive Werte annehmen, folgt die Lostimgsleichung (59)

S =S5, ex;{(r —%ZJT +0WT}|J'N_:]Yj (60)

mit

S ...Preis des Basiswertes zum Zeitpufikt

S ...Preis eines Basiswertes zum Zeitpunkt O
r ...risikoloser Zinssatz

o ...konstanter Diffusionskoeffizient vo&

W, ...Brownsche Bewegung

N ...Poisson Prozess

—

%8 durch die Annahme ausschlieBlich positiver Sprikiyeen diese multipliziert werden, siehe Glasserma
2004, S.135
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Y. ...Sprunghohe zum Sprungzeitpurkt

J

Da die Multiplikation von log — Normalverteilten fallszahlen wiederum log —

Normalverteilte Zufallszahlen ergeben, kann (60) in

Soe[ 22]T+odwr ﬁY LN[In +[r ——JT +mno’T +0°n J (61)

umgeschrieben werden. Diese Eigenschaft macht Mietton zunutze, indem er log —
Normalverteilte Zufallszahlen (Black — Scholes Opsipreise) mit einer Poisson
Wabhrscheinlichkeit multipliziert.

Dies fuihrt zu folgender Bewertungsformel

c= ie_”(/] L) BYS,.K.1,,T,0,) (62)

n=0

mit
A= A(1+k)

no?
ol=0%+

n

T

y:In(1+ k)

BS( ) ist die Bewertungsformel (36). Ausgedriickt in Worist der Preis einer europaischen

Option die gewichtete Summe aus Black — Scholesdirewobei die Gewichte die Poisson

Wahrscheinlichkeit, dass genauSpringe wahrend der Laufzeit der Option auftreterd.

5.2.2 Merton und Monte Carlo Simulation
Die diskrete Darstellung des Prozesses des Basesner Merton Modell ist

S =54 ex;{(r - Ak - %ij + 0/t + AZ} (64)
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mit
a='
n

0 ¢t %7,
AZ =

Y, 4 =7
£~ N(01)
T ...Restlaufzeit der Option
n ...Anzahl der diskreten Zeitschritte
AZ  ...Compound Poisson Prozess
T, ...Sprungzeiten
Y, ...log — Normalverteilte Sprunghdhe

Die Sprungzeiten in meiner Monte Carlo Simulatiosi Merton und Bates sind nicht

exponentialverteilt, sondern als Approximation imetvall [0,T] gleichverteilt?

5.3 Das Modell von Bates
Dieses Modell kann empirische Verteilungsfunktionem Renditen recht gut nachbilden.

Optionsbewertungsmodelle mit stochastischer Vagtiund ohne Sprungéiéstor) sind bei
der Verteilung von kurzfristigen Renditen etwasgeschrankt, und so treffen sie die implizite
Volatilitat von kurzfristigen Optionen schlechtés das Bates Modeff

Insgesamt gilt dieses Modell als Verallgemeinerutgs Merton Modells, mit dem
Unterschied der stochastischen Volatilitat. Deri@asrt folgt dem ProzeSs

dgzpdt+\/\7th\43+dZt (65)
mit
S ...Preis des Basiswertes zum Zeitpuhkt

dS ...Differential vonS

Y7 ...konstanter Driftkoeffizient

%9 siehe Cont/Tankov, 2004, S.174
%0 siehe Cont/Tankov, 2004, S.477
51 siehe Cont/Tankov, 2004, S.477
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V, ...stochastische Volatilitat zum Zeitpunkt
V\/tS ...Brownsche Bewegung des Basiswertes

dw?® ...Differential vonW,®
Z, ...Compound Poisson Prozess zum Zeitpunkt

dz, ...Differential vonZ

So ist sofort ersichtlich, dass dieser Prozes<lyldem Jump Diffusion Prozess, mit dem

Unterschied der stochastischen Volatil¥&t ist. Diese folgt dem Mean — Reversion Prozess

(23).
dv, = &7 -V, )dt + 8,V dw” (66)

Im Compound Poisson Prozess von (65kigtie Sprunghdhe, so dass gilt

In(1+k)~ N(In(l+ E)—%JZ,JZ) (67)

5.3.1 Risikoneutrale Bewertung im Bates Modell
Wie auch Merton andert Bates nur den Driftkoeffizientew =r -k und erhélt ein

aquivalentes risikoneutrales Martingalmal3, so BasSe™ ein Martingal ist. Wie bereits
erwahnt, ist dieses Mald aufgrund des unvollstandiglarktes nicht eindeutig. So kann
sowohl die Sprunghdhe als auch die Sprungintenggiindert werden, ohne dieses
aquivalente MaR zu verlass&n.

Im Bates Modell wird eine Risikopramie fur die dtastische Volatilitdt gezahlt. Diese ist
eine lineare Funktion der Volatilitat und im ersfBerm von (66) enthaltelf.Wie wir spater
sehen werden, existieren analytische Losungen dessBVodells fur européische Optionen.
Fur Barrier Optionen sind diese nicht mehr verfiigddm sie zu bewerten, muss auf

numerische Verfahren wie die Monte Carlo Simulatianickgegriffen werdeff:

62 siehe Cont/Tankov, 2004, S.477
8 siehe Bates, 1996
64 siehe Cont/Tankov, 2004, S.477
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Fur die Herleitung der analytischen Loésung fir Opén im Bates Modell ist weiters die

Definition der Charakteristischen Funktion erfoitabr.

Charakteristische Funktion
Die Charakteristische Funktion einer Zufallsvar@lidt die Fourier — Transformierte ihrer

Verteilungsfunktion. Eine Charakteristische Funktip, einer ZufallsvariableX ist

0zORY, @, (2) = E[expliz.X)] = J;ei”dp(x) (68)

AulRRerdem gilt, dass zwei Zufallsvariablen mit deighen Charakteristischen Funktion auch

eine identische Verteilungsfunktion haben.

Herleitung der analytischen Losungen

Der Wert einer europaischen Kaufoption unter eimsikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmalf3

ist®

c=eTE?|maxs; - K O)F] (69)

Da der Erwartungswert definitionsgemald das Intd@@al ist, kann (69) in

00

c=e| [5:p%(s, )ds, ~ K[ po(S,)ds: (70)

K
umgeschrieben werden. Anschaulicher kann daraugé/dereiner europaischen Kaufoptin
F=SPR-Ke"P, (71)

dargestellt werden. So sifd Wahrscheinlichkeiten mit der Bedingung, dass sieschen 0

und 1 liegen missen. Da die VerteilungsfunktiomerBates Modell nicht bekannt sind, wird

fur die Berechnung vorP, der Umweg Uber die Charakteristische Funktion ggga. Wie

% siehe Bates, 1996
% sjehe Bates, 1996
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friher erlautert, ist die Charakteristische Funktidie Fourier — Transformierte der
Verteilungsfunktion. Daher kann die kumulative k@sieutrale Verteilungsfunktion durch die

inverse Charakteristische Funktion ausgedrtickt arerd

=12
oo e—wInK f t, ,V 72
Pj:1+ine{ (.S t)}dw (72)
2 @

Dieses Integral wird mit Hilfe der Gauss-Quadraawaluiert. Dieses Verfahren ist in
MATLAB integriert und macht keine weiteren Problefiieden praktischen Teil.

Wie wird nun die Charakteristische Funktiorfj evaluiert, und wie wird die

Martingaleigenschatft erfullt?

Da der Sprungterm und der Diffusionsterm aus (6Bpbhéangig sind, konnen ihre
Charakteristischen Funktionen getrennt evaluiertrde:'e und am Ende miteinander

multipliziert werden.

Der kontinuierliche Part wird nach Ito’s Lemma eiatvelt, so dasM, = f(X[,V,,t)®

2 2
dM, = 1Vtg+,06?\/tg+ F Ak - ﬂ+.;‘(/7—Vt)i+i dt
2  0x \ 2 )ox ov ot

(73)

of s of v
+ WV —dWS + GV —dW

oX ov
Da der Prozess ein Martingal sein muss, wird anailmgalternativen Herleitung der Black —

Scholes Differentialgleichung aus Kapitel 5 derfOdull gesetzt. Mit der Endbedingung
f(x,pT)=€* (74)

kann aus dieser Gleichung eine charakteristisché&tieun evaluiert werden, wenn man fir die
Funktion f die Fornf®

57 siehe Cont/Tankov, 2004, S.478
% die Restlaufzeil =T -t
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f(x, ¢ t) = exp(C(T —t)+vD(T —t) +i¢x) (75)

annimmt. Dann kénnen explizit berechenbare Diffeadgieichungen furC und D gebildet

werden. Insgesamt fiihrt dies zu den Charakterisis&unktionef?

- exp{i a7 - % {Zln(l— - ¢+ (+igoda-e )ﬂ

2y,

-%[yl ~&+(1+ig)oblT +igins,

Fasia? (76)
+ )I(1+ IZ)T{(1+ E)iwez(lﬂw)d _1} AT
2y, - [V1 - &+ (1+i qo)pg](]__ e—le)
mit
n= \/[9( - (1+ | (0),09]2 =i (d| p+ 1)92 -
und
oSl i gte]
¢ 2y,
'iZ[Vz —&+igpllT +igin'S,
8 g, » (78)
+ )IT{(1+ E)i‘”ef('ﬁb _1} T
idio-tfi-e ) Vo}
2y, -ly, - +igpolL-e77)
mit
v, =€ - 1ol -idig-1)6? .

8 siehe Bakshi/Cao/Chen, 1997, S.50
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5.3.2 Bates und Monte Carlo Simulation
Die diskrete Darstellung des Prozesses des Basesnar Merton Modell ist

S&:S_lexl{(r—ﬂlz—%vt_leH Vv, £° At+AZ}

Vi = Ct(” _Vt—z)At +0 t—2£V \/E

mit
a='

n
A7 = {O, t £7,

Yoot =7

s ~ N(03)
£” und £° korrelieren miteinandét
T ...Restlaufzeit der Option
n ...Anzahl der diskreten Zeitschritte
AZ ...Compound Poisson Prozess
T, ...Sprungzeiten
Y, ...log — normalverteilte Sprunghéhe

5.3.3 Erweiterung des Modells von Bates

Wie friher erwadhnt nimmBates eine log — Normalverteilung fir die Sprunghthe im

Compound Poisson Prozess atou (2002) bevorzugt aus verschiedenen Griinden eine

doppelte exponentialverteilte Sprunghdhe.

Das Modell von Bates setzt fur die Verteilung derudighohe nur eines voraus; die

Charakteristische Funktion dieser Verteilung musgthenbar seift.

Wenn nun in den Charakteristischen Funktionen (#&) (78) A = 0gesetzt wird, ergeben

sich die Charakteristischen Funktionen fir ein Modat stochastischer Volatilitait ohne

Spriinge’?

0 damit kann das Phanomen Volatility Clustering niiete werden
" siehe Cont/Tankov, 2004, S.477
2 siehe Bakshi/Cao/Chen S.50

(80)

(81)
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Die Charakteristische Funktion einer doppelten Evgmialverteilung ist

f, =ex;+¢ﬂlT( p__1-p j} (82)
m=-1@¢ n,+ig
mit
p ...Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven Sprung

...Sprungintensitat

1 ...Mittelwert der positiven Spriinge
un

1 . . .
— ...Mittelwert der negativen Springe
Uy

Nachdem die Charakteristischen Funktionen (76) (@)l angepasst wurden, kénnen sie mit
(82) multipliziert werden, und man erhélt die Chaeaistischen Funktionen fur ein Modell
mit stochastischer Volatilitat und doppelt exporeuerteilter Spriinge nadkou.”

Der Erwartungswert von doppelt exponentialvertefpriinge ist

p_1-p (83)

Mit (83) kann gemald Gleichung (58) ein Martingabitset werden, was zu einem diskreten
Prozess fur die Monte Carlo Simulation

S =S, exp{[r —A(nﬁ _:L/;_p] —%VHJAt + t_lgs At +AZ} (84)
1 2

fahrt.

"3 siehe Cont/Tankov, 2004, S.112
" Da hier nur in vorhandene Charakteristische Fonktn substituiert wird, kénnten die Ergebnissectakein!
> siehe Kou, 2002, S.1088
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6 Kalibrierung und Validierung

Um fur alle drei Modelle die gleichen Voraussetzemgzu gewahrleisten, wird zur
Kalibrierung dieser dieselbe Methode verwendet, atieispielsweise im Modell von Black
— Scholes nur die implizite Volatilitat zu bestimmist und sicherlich kein so aufwendiges
Optimierungsverfahren notwendig ware, wie im Modelh Bates. Es wurden die Parameter

durch die Minimierung einer nicht linearen Funktion

s(6)=> w[c?(r K )-c| (85)
i=1
mit
C? ...Durchschnittsprei€@der Optionsscheine von BNP Paribas
T ...Restlaufzeit des i — ten Optionsscheines
K. ...Ausubungspreis des i — ten Optionsscheines
C ...Modellpreis der Option mit der i — ten Restlaufzed dem i — ten Austbungspreis

und mit den Gewichtem

1

= C'Geld _ C‘Brief (86)

mit

C.® ...Geldkurs des Optionsscheines der BNP Paribas

C.®™ ...Briefkurs des Optionsscheines der BNP Paribas

kalibriert. Es gibt mehrere Optimierungsverfahram diese Funktion zu minimieren. Ein
gewisserMoodley (2005) erzielt im Zuge seiner Uni Abschlussarf@die Heston Model: A
practical approachbei der Kalibrierung mit denAdaptive Simulated Annealingehr gute
Ergebnisse. Da dieser Algorithmus im Internet freifiigbar ist und leicht in MATLAB zu

’® Durchschrtitspreis= (CG‘*'d + CBrief )%
" siehe Cont/Tankov, 2004, S.439
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implementieren ist, benitze auch ich ihn zur Patarbestimmung. Weiters ist dieses
Verfahren in der Lage, ein globales Minimum zu &ndwodurch es recht unempfindlich
gegenuber den Startwerten der Parameter ist.

Adaptive Simulated Annealingt ein Optimierungsverfahren, welches durch 2uférte far
die verschiedenen Parameter im vorgegebenen Raussyeht®. AnschlieRend wird mit
diesen Parametern die zu minimierende Kostenfunktierechnet. Das Ergebnis wird
entweder verworfen oder angenommen. Dieser Scwiti so oft wiederholt, bis eine

Abbruchbedingung zum Tragen komffit.
Nicht alle Parameter wurden durch dieses Optimgsuerfahren bestimmt.

» als risikoloser Zinssatz dienten die Renditen vautSchen Staatsanleihen mit etwa
identischer Restlaufzeit gleich den jeweiligen Opsischeinen

* im Bates Modell gibt es einen Startwert der stotibelsen Volatilitat. Dieser ist die
Standardabweichung einer historischen Zeitreiheleteten 250 Renditen des DAX

Index

6.1 Kalibrierung
Es ist eine spezielle Auswahl von Optionsscheiretroffen worden, welche zur Kalibrierung

herangezogen wurden. So bewegen sich die Resti@masd Austbungspreise recht nahe
an den Restlaufzeiten und Auslibungspreisen degnredr Validierung verwendeten Barrier
Optionen. Tabelle 3 und 4 zeigen die vier Zertiik3 aus welchen die Barrier Optionen

extrahiert wurden.

WKN Bonuskurs Barriere Bezugsverhaltnis | g-Preis Restlaufzeit
BNPYFR 5,80( 3,800 0.01 49.62 1.01
BN2FCN 5,700 3,400 0.01 49.34 2.03

Tabelle 3: Ausstattung der Bonus Zertifikate

WKN Bonuskurs Barriere | Bezugsverhaltnis | g-Preis Restlaufzeit | Reverse Kurs
BN60S2 3,43 8,576 0.01 94.4 1.02 12,930
BN2E9H 4,000 6,700 0.01 44.55 2.03 9,400

Tabelle 4: Ausstattung der Reverse Bonus Zertiikat

8 siehe Ingber, 1993, S.8
® der Basiswert dieser Zertifikate ist der DAX
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Alle Preise stammen vom 16.12.2008 und sind der ¢p@ge des Emittenten, der BNP
Paribas, enthommen.

Zur Parameterbestimmung wurden 49 europaische Kaafen mit einer Restlaufzeit
zwischen einem halben und drei Jahren gewahlt.Ansgibungspreise liegen zwischen 3500
und 6000 DAX Punkten. Sie haben ebenfalls ein Bezerpaltnis von 1:100. In Anhang B

sind alle Daten dieser Optionen in einer Tabelammengefasst.

Die Ergebnisse der Kalibrierung zeigt Tabelle 5e Ergebnisse des Merton Modells
entsprechen den Erwartungen, da ich, wie schorefréghwahnt, Optionen auf einen Index
bewerte und dieses Modell fir Index — Optionen rasmgeeignet ist. Die Varianz der
Sprunghdhedist Null und der Mittelwertmder Sprunghdhe gerade einmal 3.37%. Diese
kleinen Werte fur die Sprunghéhe kdonnen keine ,bésfeden Spriinge erzeugen. Somit
stimmen die Ergebnisse des Merton Modells mit degeBnissen des Modells von Black —

Scholes recht genau tberein.

Black Scholes

G 44.32%
Merton

G 43.48%
1) 0.00%
A 9.25
m 3.37%
Bates

g 1.65
n 0.19
0 0.90
p -1
A 1
kK 2.14%
1) 5.00%

Tabelle 5: Ergebnisse der Kalibrierung

Ein Qualitatsmerkmal der Modelle ist das Ergebris Hihe der Kostenfunktiors(d).

Tabelle 6 zeigt diese@ sampleundeinmalin sample out of time
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Black Scholes

S() (16.12.08) 42.15
S() (23.01.09) 51.46
Merton

S() (16.12.08) 42.63
S() (23.01.09) 54.21
Bates

S() (16.12.08) 5.43
S() (23.01.09) 18.47

Tabelle 6: Wert der Kostenfunktionen

Aus dieser Tabelle ist sofort ersichtlich, dassBates Modell die beiden anderen um Langen
schlagt und mit einem Wert von 5.43 die PreiseQj@ionsscheine nahezu perfekt trifft. Dies
ist nicht verwunderlich, weil das Modell durch djeoRe Anzahl an Parametern Uber mehr
Flexibilitat verfugt.

Aufféallig ist weiters die fehlende Robustheit deat®& Modells im Zeitablauf, was eine
tagliche Neukalibrierung der Parameter erforded.die Kalibrierung dieses Modells jedoch
in etwa 35 Stunden gedauert hat, kann dies nichélgdeistet werden.

Als Alternative kdnnten die Parameter aber einmalig ASAbestimmt werden und, sofern
keine groRen Veranderungen im DAX passieren, gigikche Anpassung mit einem weniger

aufwendigen Verfahren durchgefuhrt werden.

6.2 Validierung
Im ersten Schritt der Validierung wird die Konsistezwischen der Monte Carlo Simulation

und den analytischen Losungen geprift. Da 10008eRfacht wenig fur eine Simulation sind,
schwingen die Preise noch recht stark.

Die Monte Carlo Simulation ist so programmiert, glag in jedem Modell jeweils den Wert
der Knock — In, Knock — Out Barrier Option und drzugehorigef! europaischen Option
berechnet, um den Preis der europadischen OptioMdete Carlo Simulation sofort mit dem
Preis der analytischen Lésung zu vergleichen. 8ofée Preise zwischen Monte Carlo und
analytischer Losung zu stark abweichen, kann mmerai neuen Simulationslauf sofort
gegengesteuert werden. In den Reverse Bonus Katéifi ist, wie schon in Kapitel 2
besprochen, eine Up — And — Out — Call Barrier @penthalten. Di®ut of samplereise

8 eine ,dazugehdrige* europaische Option verfiigt it gleiche Ausstattung wie die Barrier Optioteiche
Restlaufzeit, gleicher Ausiibungspreis, gleicherid&eest)
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von Monte Carld' und analytischer Lésung der dazugehorigen euroipéis Kaufoptionen
sind in Tabelle 7 abgebildet.

Black Scholes Merton Bates
Kaufoption analytisch 15.574 15.795 16.997
Kaufoption MC 15.620 15.933 16.932

Tabelle 7: Gegeniberstellung zwischen der MontéoCEimulation und den analytischen Lésungen

Die Ergebnisse sind aus meiner Sicht recht passabel

Im nachsten Schritt der Validierung werden nun Kliedellpreise mit den Marktpreisen

verglichen. Den Anfang macht das Bonus Zertifikdabelle 8 fasst die Ergebnisse

zusammefi?
Bonus Zertifikat 16.12.2008 23.01.2009
BNP9FR | BNPOFT | BNP9FR | BNPOFT
BNP Paribas Zertifikat 49.62 49.34 43.76 43.45
Black Scholes Wert der Kaufoption 47.10 47.10 41.79 41.79
Wert der DAOP 2.52 2.24 1.97 1.66
Verkaufsoption MC 14.86 16.68 18.14 19.67
DAOP analytisch 0.97 0.91 0.52 0.64
DAOP MC 0.97 0.97 0.59 0.70
Zertifikat 48.08 48.07 42.38 42.49
| Merton Verkaufsoption MC 14.94 16.96 18.30 19.65
DAOP MC 1.06 0.89 0.60 0.71
Zertifikat 48.17 48.00 42.39 42.50
| Bates Verkaufsoption MC 14.15 15.33 17.37 18.16
DAOP MC 0.54 0.45 0.37 0.44
Zertifikat 47.64 47.55 42.16 42.23

Tabelle 8: Gegeniiberstellung der Marktpreise mit dedellpreisen des Bonus Zertifikats

Die Preise vonMerton und Black — Scholessind beinahe gleich, was eine getrennte
Behandlung der Ergebnisse nicht mehr fur nétigrensen lasst. Deshalb werden im weiteren
Verlauf dieser Arbeit nur noch die Unterschiedesohien den Ergebniss@&ack — Scholes
undBatesdiskutiert.

Out of samplesind sowohBlack — Schole®reise als aucBatesPreise niedriger als die des
Emittenten.Batesist durchwegs noch billiger aBlack — ScholesDieser Trend setzt sich

beim Bonus Zertifikat auch in deut of universd®robe fort.

8 diese Preise wurden jeweils beim ersten Simulsléari errechnet
8 DAOP = Down — And — Out — Put Barrier Option, MQvonte Carlo Simulation
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Ein gegenlaufiges Bild offenbaren die ErgebnisseRleverse Bonus Zertifikats, wie Tabelle
9 verdeutlichf®

Reverse Bonus Zertifikat 16.12.2008 23.01.2009

BN60S2| BN2E9H | BN60S2 | BN2E9H

BNP Paribas Zertifikat 94.40 44.55 97.20 53.12
Black Scholes Verkaufsoption analytisch 79.89 46.13 86.03 51.65
Kaufoption MC 15.62 15.79 10.93 11.56

UAOC analytisch 8.58 0.82 7.73 0.99

UAOC MC 8.64 0.90 7.69 1.09

Zertifikat 88.53 47.03 93.72 52.74

Merton Verkaufsoption analytisch 79.89 46.03 86.01 51.44
Kaufoption MC 15.93 15.47 11.20 11.36

UAOC MC 8.67 0.85 7.79 1.04

Zertifikat 88.57 46.88 93.80 52.48

Bates Verkaufsoption analytisch 79.37 44.08 85.94 49.90
Kaufoption MC 16.93 15.76 11.91 10.94

UAOC MC 15.81 2.03 11.91 2.90

Zertifikat 95.19 46.11 97.85 52.80

Tabelle 9: Gegeniiberstellung der Marktpreise it Modellpreisen des Reverse Bonus Zertifikats

Hier verfehltBlack Scholeslie Marktpreise recht deutlich. Das Modell vBateshingegen
trifft die Preise sowohbut of samplals auchout of universdesser.
Aus diesem Schritt der Validierung kann der Schigessogen werden, dass sich der Aufwand

fur das Bates Modells gelohnt hat.

Werden nun die Modelle Bates und Black — Schole®wdr gegenibergestellt, kann ein
kleiner Schluss bezuglich ihrer ,Prognose* zum ereih Verlauf des DAX gezogen werden.

16.12.2008 23.01.2009

BN60S2 BN2E9H BN60S2 BN2E9H
| Black Scholes Kaufoption MC 15.62 15.79 10.93 11.56
UAOC MC 8.64 0.90 7.69 1.09
| Bates Kaufoption MC 16.93 15.76 11.91 10.94
UAOC MC 15.81 2.03 11.91 2.90

BNPYFR BNPOFT BNPOFR BNPOFT
| Black Scholes Verkaufsoption MC 14.86 16.68 18.14 19.67
DAOP MC 0.97 0.97 0.59 0.70
| Bates Verkaufsoption MC 14.15 15.33 17.37 18.16
DAOP MC 0.54 0.45 0.37 0.44

Tabelle 10: Black — Scholes vs. Bates

8 UAOC = Up — And — Out — Call Barrier Option, MOMonte Carlo Simulation
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Die Up — And — Out — Call Barrier Optionen sind Bates Modell deutlich teurer, obwohl die
Preise der dazugehorigen europaischen Optionetivrgiesehen weniger von den Black —
Scholes Preisen abweichen. Ein kontréares Bild estden Down — And — Out — Put Barrier

Optionen zu erkennen.

Bates’Einstellung zum DAX ist somit pessimistischer, e Wahrscheinlichkeit, dass die

Up — And — Out — Call Barrier Option verfallt geger, und die Wahrscheinlichkeit, dass die
Down — And — Out — Put Barrier Option ,ausgeknoaktfd hoher ist, als im Black — Scholes

Modell.
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7 Conclusio

Ein grol3er Vorteil vorBatesist, dass die kurzfristige implizite Volatilitatitrden Spriingen
und die langerfristige mit der Korrelation zwisch&asiswert und Volatilitat getrennt
gesteuert werden kann. Dies kann durch zwei Dunéblén der Kalibrierung der Parameter
realisiert werden. Zuerst werden die Sprungparanmate Hilfe von Optionen mit extrem
kurzen Restlaufzeiten bestimmt und alle anderemrfater fixiert. Im zweiten Durchlauf
werden dann die Sprungparameter fixiert und didraasstehenden Parameter mit Optionen,
die eine langere Restlaufzeit besitzen, kalibrigurch diese Flexibilitat kann das Modell von
Bates auch in solch turbulenten Zeiten die empgiagacimpliziten Volitiltatssmiles und
Verteilungen der Renditen nachbilden, sofern diefater in einem recht kurzen Intervall
neu kalibriert werden. Ein groRRer Kritikpunkt disdéodells bleibt aber seine Komplexitat,

weshalb keine geschlossenen Lésungsformeln flisekat Optionen existieren.

Die Annahme, dass die Zuwachse der Basiswerte @nghdnsind, ist aus meiner Sicht nicht
hunderprozentig nachvollziehbar. Ein Blick auf dierzfristigen Kursbewegungen an der
Borse in Krisenzeiten zeigt, dass ein Abwartstrdodch eine steigende Verstimmung der
Anleger beschleunigt wirBates Modell trifft in diesen Zeiten zwar die Optiongise, geht
aber von nicht aktuellen Annahmen wie beispielsevailem gleichen Zinssatz fur eine
Geldanlage und Kreditaufnahme oder uneingeschrardeeverkaufe. Dies wird vermutlich
auch ein Grund sein, dass das Bates Modell durbledte Robustheit im Zeitverlauf

auffallt.

Fur die Kalibrierung wurden die Optionsscheine BBIP Paribas gewahlt, weil sie als eine
der wenigen am Markt erhdltlichen Optionen mit @dischem Auslibungsrecht ausgestattet
sind. Von meiner Seite wurde nie Uberpruft, wialiie die Markte fur diese Optionsscheine
sind. Theoretisch kdonnte der Markt illiquid seirgsw,falsche” Optionspreise zur Folge hatte.
Da sich aber die Preise der Zertifikate wahrendHmdelszeit beinahe sekindlich &ndern,
vermute ich, dass ein bestimmtes Bewertungsmodetediesen Produkten steckt. Ich
vermute, dass die BNP Paribas diese Produkte quisldéren Finanzinstrumenten repliziert
und dem Kunden einfach die Kosten dieser Handetssgfie plus eine Pramie fur ihre Arbeit

verrechnen.
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11 Anhang

11.1 Anhang A: MATLAB - Codes
Die Codes fur die Monte Carlo Simulation fur Verfsabzw. Kaufoptionen in den Modellen

sind bis auf den letzten Teil gleich. So ist ber #aufoption jeweils der gesamte Code

abgedruckt und bei der Verkaufsoption nur der wetaedliche Teil.

Black — Scholes

Variablen

%S0 = Startwert des Basiswertes
%K = Austlibungspreis

%r = risikoloser Zinssatz

%T = Restlaufzeit

%vola = implizite Volatilitat
%Anzsim = Anzahl der Zeitschritte
Kaufoption

function  CallBS = BlackScholesCall(SO,K,r,T,vola)

d1=(log(S0/K)+(r+vola™2/2)*T)/(vola*sqrt(T));
d2=d1-vola*sqrt(T);

CallBS=S0*normcdf(d1)-K*exp(-r*T)*normcdf(d2);

return

Kaufoption und Barrier Option mit Monte Carlo Siratibn
function  BlackScholesMCCall(S0,K,r,T,vola,Anzsim,H)

n=1000;

deltat=T/n;
Z=randn(n-1,Anzsim);
my=(r-vola"2/2);

S(1,1:Anzsim)=S0;

for j=1:Anzsim
for i=2:n
S(i,))=S(i-1,j)*exp(my*deltat+Z(i-1,j)*vola *sqrt(deltat));
end

end

%Preis einer Kaufoption
Callpreis=exp(-r*T)*sum(max(S(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And In Call
C=S;
for j=1:Anzsim
k=1;
while  C(k,j)<H
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C(k,j)=0;
k=k+1;
if k==n+1;
break
end
end

end
%Preis der Up And In Call Option
upandincall=exp(-r*T)*sum(max(C(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And Out Call
D=S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if D(,j)>H
D(i:end,j)=0;
else
D(i.)=D(i.j);
end
end
end
%Preis der Up And Out Call Option
upandoutcall=exp(-r*T)*sum(max(D(n,:)-K,0))/Anzsim
return

Verkaufsoption
function  PutBS = BlackScholesPut(S0,K,r,T,vola)

d1=(log(S0/K)+(r+vola™2/2)*T)/(vola*sqrt(T));
d2=d1-vola*sqrt(T);

PutBS=-S0*normcdf(-d1)+K*exp(-r*T)*normcdf(-d2);

Return

Verkaufsoption und Barrier Option mit Monte Carlion8lation
function  BlackScholesMCPut(SO,K,r,T,vola,Anzsim,H)

%Preis einer Verkaufsoption
Putpreis=exp(-r*T)*sum(max(K-S(n,:),0))/Anzsim

%Down And In Put Option

A=K-S;
for j=1:Anzsim
k=1;
while  A(k,j)<(K-H)
A(k,j)=0;
k=k+1;
if k==n+1;
break
end
end
end

%Preis der Down And In Put Option
downandinput=exp(-r*T)*sum(max(A(n,:),0))/Anzsim
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%Down And Out Put Option
B=K-S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if  B(i,j)>(K-H)
B(i:end,j)=0;
else
B(i.)=B(i.j);
end
end
end

%Preis der Down And Out Put Option
downandoutput=exp(-r*T)*sum(max(B(n,:),0))/Anzsim
return

Barrier Optionen

Down — And — Out Put Option
function  BSdownandinput = BSdownandinputanalytisch(SO,K,r, T

lambda=(r+vola”2/2)/vola"2;
y=(log(H"2/(S0*K)))/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt
y1=log(H/S0)/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt(T);
x1=log(SO0/H)/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt(T);

if H<K
BSdownandinput=-S0*normcdf(-x1)+K*exp(-r*T)*nor
(-x1+vola*sqrt(T))+S0*(H/S0)*(2*lambda)*
(normcdf(y)-normcedf(y1))-K*exp(-r*T)*(H/
S0)M(2*lambda-2)*(normcdf(y-vola*sqrt(T))-n
yl-vola*sqrt(T)))
BSdownandoutput=BlackScholesPut(S0,K,r,T,vola)-
else
BSdownandoutput=0
BSdownandinput=BlackScholesPut(S0,K,r,T,vola)
End

Up — And — Out Call Option

function  BSupandincall = BSupandincallanalytisch(SO,K,r,T,v

lambda=(r+vola”2/2)/vola"2;
y=(log(H"2/(S0*K)))/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt
y1=log(H/S0)/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt(T);
x1=log(SO0/H)/(vola*sqrt(T))+lambda*vola*sqrt(T);

if H>K
BSupandincall=S0*normcdf(x1)-K*exp(-r*T)*normcd
(x1-vola*sgrt(T))-S0*(H/S0)*(2*lambda)*
(normcdf(-y)-normcdf(-y1))+K*exp(-r*T)*(H/
S0)N(2*lambda-2)*(normcdf(-y+vola*sqrt(T))-
-yl+vola*sqgrt(T)))
BSupandoutcall=BlackScholesCall(S0O,K,r,T,vola)-
else
BSupandoutcall=0
BSupandincall=BlackScholesCall(S0,K,r,T,vola)
end

,vola,H)

(T);

mcdf ...

ormcdf(

BSdownandinput

ola,H)

(T);

mnormcdf(

BSupandincall
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Merton

Variablen

%S0 = Anfangswert des Basiswertes
%K = Austibungspreis der Option
%r = risikoloser Zinssatz der Option
%T = Restlaufzeit der Option
%vola = Volatilitat des Basiswertes
%delta = Varianz der Sprunghéhe

%k = Sprunghdéhe

%lambda = Sprungintensitat

%Anzsim = Anzahl der Simulationslaufe
Kaufoption

function  Call=MertonCall(S0,K,r,T,vola,delta,m,lambda,N)

k=exp(m+1/2*delta"2)-1;
lambdanorm=lambda*(1+k);
gamma=log(1+k);

Preis=0;
for i=1:N
volan = sqgrt(vola”2 + i *delta"2/ T);
rn=r-lambda*k+i*gamma/T;
Preis = Preis + exp(-lambdanorm*T)*(lambdanorm*
(factorial(i)).*BlackScholesCall(SO,K,rn,T,
end

Call=Preis;
Return

Kaufoption und Barrier Option mit Monte Carlo Siratibn

function  MertonMCCall(SO,K,r,T,vola,delta,m,lambda,Anzsim,H
n=1000;
deltat=T/n;

S=zeros(n,Anzsim);
S(1,1:Anzsim)=S0;

Wt=vola*randn(n-1,Anzsim);
my=r-vola’2/2-m*lambda;

Poiss=poissrnd(lambda*T,Anzsim,1);

sprungzeiten=zeros(max(Poiss),1);
sprung=zeros(size(sprungzeiten));
for j=1:Anzsim
Normrand=randn(Poiss(j),1);
sprungzeiten(1:Poiss(j),j)=sort(round(n*rand(Po
sprung(1:Poiss(j),j)=exp(log(1+m)-delta”2/2+del
end

Compound=zeros(size(S));

for i=1:Anzsim
for j=1:Poiss(i)
Compound(sprungzeiten(j,i),i)=sprung(j,i);

TN/
volan);

)
iss(j),1)))+1;

ta"2.*Normrand)-1;
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end
end

for j=1:Anzsim
for i=2:n
S(i,))=S(i-1,j)*exp(my*deltat+Wt(i-1,j)*sqr t(deltat)+
Compound(i-1,)));
end
end

%Preis der Kaufoption
mertoncall=exp(-r*T)*sum(max(S(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And In Call
C=S;
for j=1:Anzsim
k=1,
while  C(k,j)<H
C(k,j)=0;
k=k+1;
if k==n+1;
break
end
end
end
%Preis der Up And In Call Option
upandincall=exp(-r*T)*sum(max(C(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And Out Call
D=S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if D(,j)>H
D(i:end,j)=0;
else
D(i.)=D(i.j);
end
end
end
upandoutcall=exp(-r*T)*sum(max(D(n,:)-K,0))/Anzsim
return

Verkaufsoption
function  Put=MertonPut(S0,K,r,T,vola,delta,m,lambda,N)

Put=MertonCall(S0,K,r,T,vola,delta,m,lambda,N)+K*ex p(-r*T)-S0;

return

Verkaufsoption und Barrier Option mit Monte Carlion8lation
function  MertonMCPut(S0,K,r,T,vola,delta,m,lambda,Anzsim,H)

%Preis der Put Option
mertonput=exp(-r*T)*sum(max(K-S(n,:),0))/Anzsim

%Down And In Put Option
A=K-S;
for j=1:Anzsim
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k=1;

while  A(k,j)<(K-H)

Ak,))=0;

k=k+1;
if k==n+1;

break

end

end

end

%Preis der Down And In Put Option
downandinput=exp(-r*T)*sum(max(A(n,:),0))/Anzsim

%Down And Out Put Option
B=K-S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if  B(i,j)>(K-H)
B(i:end,j)=0;
else
B(i.)=B(i.);
end
end
end

%Preis der Down And Out Put Option
downandoutput=exp(-r*T)*sum(max(B(n,:),0))/Anzsim
return

Bates

Variablen

%S0 = Wert des Basiswertes zum Zeitpunkt O

%K = Auslbungspreis

%r = risikoloser Zinssatz

%T = Restlaufzeit

%V0 = Startwert der Volatilitat

%xi = Mean Reversion-Intensitat der Volatilitat

%eta = Mean Reversion-Niveau der Volatilitat
%theta = Diffusionskoeffizient der Volatilitat

%rho = Korrelation

%lambda = Sprungintensitat des Poisson Porzesses
%kquer, so dass die Sprunghdhe k

%delta = Varianz der lognormalverteilten Sprunghdhe

Kaufoption
function  Call = BatesCall(SO0,K,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lamb

Call = SO0*BatesP(S0,K,r,T,VO0,xi,eta,theta,rho,|
K*exp(-r*T)*BatesP(S0,K,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lam

return

function  ret = BatesP(SO,K,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lambda,k

ret = 1/2+1/pi*quadl(@Batesintegral,0,100,],[

da,kquer,delta)

ambda,kquer,delta,1)-
bda,kquer,delta,2);

quer,delta,typ)

1,S0,K,r,T,VO,xi,eta,...
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theta,rho,lambda,kquer,delta,typ);

return

function  ret = Batesintegral(phi,S0,K,r,T,VO,xi,eta,theta,r
kquer,delta,typ)

ret = real(exp(-i*phi*log(K)).*Batesf(phi,S0,r,T,VO
theta,rho,lambda,kquer,delta,typ)./(i*phi));

return

function f = Batesf(phi,SO,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lambda,k
if typ==
gamma = sqrt((xi-(1+phi.*i)*rho*theta). 2-phi.*i
f = exp(-phi.*i*log(exp(-r*T))-xi*eta/theta
(1-(gamma-xi+(1+phi.*i).*rho*theta).*(1-exp(-gamma*
(2*gamma)))- T*xi*eta/theta”2.*(gamma-xi+(1+phi.*i).
*theta)+phi.*i*log(S0)+lambda*(1+kquer)*T.*((1+kque
(phi.*i).*exp(phi.*i./2.*(1+phi.*i).*delta*2)-1)
-phi.*lambda*i*kquer*T+(phi.*i.*(phi.*i+1).*
gamma*T)))./(2*gamma-(gamma-xi+(1+i.*phi).*rho*...
theta).*(1-exp(-gamma*T))).*V0);
else
gamma = sqrt((xi-phi.*rho*theta*i).*2-phi.*i.*(p
f = exp(-phi.*i*log(exp(-r*T))-xi*eta/theta2
(1-(gamma-xi+phi.*i*rho*theta).*(1-exp(-gamma*T))./
-T*xi*eta/theta2.*(gamma-xi+phi.*i*rho*theta
)+phi.*i*log(S0)+lambda*T.*((1+kquer).A(phi.*i).*ex
(phi.*i./2.*(phi.*-1).*delta”2)-1)-phi.*lambda*i*kq
+(phi.*i.*(phi.*i-1).*(1-exp(-gamma*T)))./(2*gamma.
-(gamma-xi+i.*phi*rho*theta).*(1-exp(-gamma*T))).*V
end

return

Verkaufsoption

function  Put = BatesPut(SO,K,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lambda

Put=BatesCall(SO,K,r,T,VO,xi,eta,theta,rho,lambda,k
K*exp(-r*T)-S0;

Return

Kaufoption und Barrier Option mit Monte Carlo Siratibn

function
BatesMCCall(SO,K,r,T,VO0,xi,eta,theta,rho,lambda,kqu

n=1000;

deltat=T/n;

S=zeros(n,Anzsim);
S(1,1:Anzsim)=S0;
V=zeros(n,Anzsim);
V(1,1:Anzsim)=V0;
Zl=randn(n-1,Anzsim);
Z2=rho.*Z1+sqrt(1-rho*rho).*Z1;

ho,lambda,...

Xieta,...

quer,delta,typ)

F(phi.*i+1)*theta.”2);
n2.*(2*log...

)./ ...

*rho...

..

(1-exp(-..

hi.*i-1).*theta"2);
*(2*log...
(2*gamma)))

p...
uer*T...

6);

,kquer,delta)

quer,delta)+...

er,delta,Anzsim,H)
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Poiss=poissrnd(lambda*T,Anzsim,1);
sprungzeiten=zeros(max(Poiss),1);
sprung=zeros(size(sprungzeiten));

for j=1:Anzsim
sprungzeiten(1:Poiss(j),j)=sort(round(n*rand(Po
Normrand=randn(Poiss(j),1);
sprung(1:Poiss(j),j)=exp(log(1+kquer)-delta”2/2
end

Compound=zeros(size(S));

for i=1:Anzsim
for j=1:Poiss(i)
Compound(sprungzeiten(j,i),i)=sprung(j,i);
end

end

for j=1:Anzsim
for i=2:n
V(i,j)=V(i-1,j)+xi*(eta-V(i-1,j))*deltat+th
*sqrt(deltat)*Z22(i-1,j);
end
end

V=abs(V);
my=r-lambda*kquer;

for j=1:Anzsim
for i=2:n
S(i,))=S(i-1,j)*exp((my-1/2*V(i-1,j))*delta
sqrt(V(i-1,j))*Z21(i-1,j)*sqrt(deltat)+
end
end

%Preis einer Kaufoption
Callpreis=exp(-r*T)*sum(max(S(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And In Call
C=§;
for j=1:Anzsim
k=1;
while C(k,j)<H
C(k.))=0;
k=k+1;
if k==n+1;
break
end
end
end
%Preis der Up And In Call Option
UAIC=exp(-r*T)*sum(max(C(n,:)-K,0))/Anzsim

%Up And Out Call
D=S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if D(,j)>H

iss()),1)))+1;

+delta”2.*Normrand)-1;

eta*sqrt(V(i-1,j))

t+ ...
Compound(i-1,j));



Anhang

D(i:end,j)=0;
else
D(i.j)=D(i.j);
end
end

end

%Preis der Up And Out Call Option
UAOC=exp(-r*T)*sum(max(D(n,:)-K,0))/Anzsim
Return

Verkaufsoption und Barrier Option mit Monte Carlion8lation

function
BatesMCCall(S0,K,r,T,V0,xi,eta,theta,rho,lambda,kqu er,delta,Anzsim,H)

%Preis einer Verkaufsoption
Putpreis=exp(-r*T)*sum(max(K-S(n,:),0))/Anzsim

%Down And In Put Option

A=K-S;
for j=1:Anzsim
k=1;
while  A(k,j)<(K-H)
A(k,j)=0;
k=k+1;
if k==n+1;
break
end
end
end

%Preis der Down And In Put Option
downandinput=exp(-r*T)*sum(max(A(n,:),0))/Anzsim

%Down And Out Put Option
B=K-S;
for j=1:Anzsim
for i=1l:n
if  B(i,j)>(K-H)
B(i:end,j)=0;
else
B(i.)=B(i.));
end
end
end

%Preis der Down And Out Put Option
downandoutput=exp(-r*T)*sum(max(B(n,:),0))/Anzsim
return
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11.2 Anhang B: Optionsdaten
SO K r @ - Preis Geld Brief
47.1 35 1.80% 0.51 15.41 15.4 15.42
47.1 38 1.80% 0.51 13.06 13.05 13.07
47.1 40 1.80% 0.51 11.57 11.56 11.58
47.1 43 1.80% 0.51 9.46 9.45 9.47
47.1 45 1.80% 0.51 8.14 8.13 8.15
47.1 47 1.80% 0.51 6.91 6.9 6.92
47.1 49 1.80% 0.51 5.77 5.76 5.78
47.1 50 1.80% 0.51 5.23 5.22 5.24
47.1 52 1.80% 0.51 4.25 4.24 4.26
47.1 55 1.80% 0.51 2.98 2.97 2.98
47.1 58 1.80% 0.51 2.02 2.01 2.02
47.1 60 1.80% 0.51 1.53 1.52 1.53
47.1 35 1.82% 0.77 16.12 16.11 16.13
47.1 38 1.82% 0.77 13.87 13.86 13.88
47.1 40 1.82% 0.77 12.45 12.44 12.46
47.1 43 1.82% 0.77 10.42 10.41 10.43
47.1 45 1.82% 0.77 9.33 9.32 9.34
47.1 47 1.82% 0.77 8.14 8.13 8.15
47.1 49 1.82% 0.77 7.02 7.01 7.03
47.1 50 1.82% 0.77 6.75 6.74 6.76
47.1 52 1.82% 0.77 5.76 5.75 5.77
47.1 55 1.82% 0.77 4.44 4.43 4.45
47.1 58 1.82% 0.77 3.46 3.45 3.47
47.1 60 1.82% 0.77 2.83 2.82 2.84
47.1 35 1.89% 1.02 16.78 16.77 16.79
47.1 38 1.89% 1.02 14.61 14.6 14.62
47.1 40 1.89% 1.02 13.22 13.21 13.23
47.1 43 1.89% 1.02 11.25 11.24 11.26
47.1 45 1.89% 1.02 10.09 10.08 10.1
47.1 47 1.89% 1.02 8.92 8.91 8.93
47.1 49 1.89% 1.02 7.81 7.8 7.82
47.1 50 1.89% 1.02 7.29 7.28 7.3
47.1 52 1.89% 1.02 6.30 6.29 6.31
47.1 55 1.89% 1.02 4.96 4.95 4.97
47.1 58 1.89% 1.02 3.83 3.82 3.84
47.1 60 1.89% 1.02 3.18 3.17 3.19
47.1 35 2.10% 2.03 19.24 19.23 19.25
47.1 38 2.10% 2.03 17.34 17.33 17.35
47.1 40 2.10% 2.03 16.24 16.23 16.25
47.1 43 2.10% 2.03 14.50 14.49 14.51
47.1 45 2.10% 2.03 13.39 13.38 13.4
47.1 47 2.10% 2.03 12.33 12.32 12.34
47.1 49 2.10% 2.03 11.52 11.51 11.53
47.1 50 2.10% 2.03 11.03 11.02 11.04
47.1 52 2.10% 2.03 10.08 10.07 10.09
47.1 55 2.10% 2.03 8.76 8.75 8.77
47.1 58 2.10% 2.03 7.54 7.53 7.55
47.1 60 2.10% 2.03 6.79 6.78 6.8
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