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Notation

per definition gleich

kongruent

ungefiahr, dhnlich

Menge aus den Elementen a,b,c

geordnetes Paar

geordnetes Tripel

={1,2,3,...}; Menge der natiirlichen Zahlen
={0,1,2,...}; Menge der natiirlichen Zahlen mit der Zahl 0
Menge der rellen Zahlen

={z | zeR,x > 0}; Menge der positiven reellen Zahlen
Menge der integrierbaren Funktionen

Erwartungswert

Wahrscheinlichkeit

=(a1, as, ...); Folge, Zahlenfolge

Grenzwert (Limes) der Funktion f(x) fiir x gegen a

Ableitung der Funktion f(x)



Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit fiihrt in ein klassisches Problem der Versiche-
rungsmathematik ein, und zwar die optimale Dividendenauszahlungsstrate-
gie.

Das Hauptziel ist es das Problem zu formulieren und innerhalb eines verniinf-
tigen mathematischen Rahmen zu losen. Grob gesagt ist die Idee die dyna-
mische Auszahlung (je nach Reservestand) so zu wéhlen dass die Ertrags-
funktion optimiert wird.

Diese Arbeit gliedert sich in drei Abschnitte.

Im ersten Abschnitt werden alle notwendigen Begriffe und Sétze zur Verfiigung
gestellt, die fiir das Verstandnis und die Beweise benotigt werden. Diese be-

wusste Entscheidung zur Ausfiihrlichkeit auch bei grundlegenden Dingen hat

zwei Hintergriinde: Zum einem bleibt die Arbeit damit auch fiir Leser mit

geringen Vorkenntnissen interessant, zum anderen werden dadurch Verwir-

rungen aufgrund unterschiedlicher Interpretationen eines Begriffs vermieden.

Im ersten Abschnitt wurde folgende Literatur verwendet: J. Teichmann: A

course in mathematical finance; Seydel: Einfithrung in die numerische Berech-

nung von Finanz-Derivaten, Springer; J.Creutzig: Stochastische Analysis; K.

Grill: Theorie stochastischer Prozesse.

Im zweiten Abschnitt wird das Problem, die optimale Dividendenauszah-
lungsstrategie, formuliert und innerhalb eines verniiftigen mathematischen
Rahmens gelost. Die Idee ist es, die dynamische Auszahlung so zu wéahlen,
dass die Ertragsfunktion optimiert wird.

Dieser Arbeit liegt der zweite Abschnitt des im Dezember 1995 in der Reihe
'Insurance: Mathematics and Economics’ verdffentlichten Artikels ’Control-
led diffusion models for optimal dividend pay-out’ zu Grunde.

Der letzte Abschnitt behandelt die Programmierung einiger Barrieretypen,
die untersuchet werden. Hierbei wurde folgende Literatur verwendet: Seydel:
Einfithrung in die numerische Berechnung von Finanz-Derivaten, Springer;
A.Schmidt, K.Hornik, C.Bernscherer, K.Grill: Wahrscheinlichkeitstheorie.

IT
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1 STOCHASTISCHE PROZESSE 2

1 Stochastische Prozesse

1.1 Stochastische Prozesse und Filtration

Definition 1.1 (Stochastischer Prozess) !

Fin stetiger stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen X (t),
die fiir die stetige Zeit t definiert sind. Das heisst, teR variiert kontinuierlich
in einem Zeitintervall 1.

Eine haufige Bezeichung fiir einen stochastischen Prozess ist Xy, oder (X;).;.

Spezielle Eigenschaften bei Stochastischen Prozessen haben zu folgenden Na-
men gefiihrt:

e Gaufl-Prozess: X; ist normalverteilt fiir alle tel.

e Markov-Prozess: Nur der augenblickliche Wert von X ist relevant fiir
das zukiinftige Verhalten; das heisst die Vergangenheit ist bereits im
augenblicklichen Wert berticksichtigt.

Ein Beispiel fiir einen Prozess, der sowohl Gaufl-Prozess als auch Markov-
Prozess ist, ist der Wiener-Prozess (wird spéter noch erklért).

Definition 1.2 (Filtration) 2

Fine Familie (F;)ir von Sigmaalgebren heisst eine Filtration, wenn fir s <t
Fs C F, gilt. Ist insbesondere X (tg)er €in stochastischer Prozess und Fy; die
Sigmaalgebra, die von den Zufallsvariablen X (s) mit s <t erzeugt wird, dann
nennt man (Fy)wr die natirliche Filtration von X .

Der Prozess X (t) heisst adaptiert® an die Filtration F;, wenn fiir jedes teT
die Zufallsvariable X (t) beziiglich F; messbar ist.

'R.Seydel: Einfiihrung in die numerische Berechnung von Finanz-Derivaten, Springer

2K.Grill: Theorie stochastischern Prozesse

37 Adaptiert” bedeutet ”mit der Informationsstruktur” vertraglich. Bei einem adaptier-
ten Prozess ist X; zum Zeitpunkt ¢ bekannt.
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Definition 1.3 (cddlag-Prozess) *

1 Die Abbildungen t — Xy(w) heissen Pfade oder Trajektorien von X.
X heisst linksseitig stetig, rechtsseitig stetig usw., falls alle Pfade diese
FEigenschaft haben.

X heisst cadlag-Prozess (continu a droite avec des limites a gauche),
falls X rechtsseitig stetig ist und linksseitige Grenzwerte besitzt. In die-
sem Fall seien

Y, limgy, X5 fiirt >0
=) X firt=0 |’

AX; =Xy — Xi—  (Sprung von X zum Zeitpunkt t)

und Prozesse
X_ = (th)teR_,_

AXt = (A)(t)ngRJr
definiert.

2 Das Bildmass PX = L(X) von X : Q +— RB+ heisst Verteilung von X.
(Pt tn) - neN;ty, ... t,eRy} heisst Familie der endlich dimensio-
nalen Randverteilungen von X.

Definition 1.4 Zwei stochastische Prozesse X,Y heissen

e ununterscheidbar, falls
Vtel : X, =Y.

e Modifikationen (Versionen) voneinander, falls

vtel - P({X, = Y;}) = 1.

Definition 1.5 Ein Prozess heisst progressiv messbar beziiglich einer Filtra-
tion (F)ier, falls fir alle t > 0 die Abbildung

X:[0,t] xQ =S8, (s,w)— Xs(w)
B°(]0,t]) ® F;-messbar ist.

4J.Creutzig: Stochastische Analysis
B ist eine Borelsche Sigmaalgebra
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Stoppzeiten

Stoppzeiten werden auch Optionszeiten oder Markov-Zeiten genannt. Oft
wird bei Beobachtungen eines zufilligen Prozesses auf das Eintreten eines
vom Prozessverlauf abhéngigen Ereignisses gewartet. Zur Modellierung sol-
cher Ereignisse werden Stoppzeiten erklédrt und untersucht.

Gegeben sei der Prozess X = (X;);s auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit der Filtration F = (F;);s und die Abbildungen 7' : Q —
I'U{oo} werden betrachtet.

Definition 1.6 (Stoppzeit) °

(1) Eine Zufallsvariable T heisst Stoppzeit (bzgl. F ), fallsVtel : {T < t}eF,
qilt.

(11) Fine Zufallsvariable T heisst optionale Zeit (bzgl. F ), falls Vtel : {T <

Das heisst, die Stoppzeit hdangt nur von der Vergangenheit ab. T' < ¢ ist so zu

interpretieren, dass die in T gespeicherte Information keinen Vorgriff auf die
Zukunft beinhaltet. Dabei reprasentiert F; die Entwicklung des ”zufalligen
Geschehens bis zum Zeitpunkt T”.

1.2 Brownsche Bewegung

1827 wurde die Brownsche Bewegung erstmals von R. Brown beobachtet. Die
fundierte erste mathematische Beschreibung ”Wiener Prozess” wurde 1923
von Norbert Wiener entwickelt. Brownsche Bewegung wird auch als Wiener
Prozess bezeichnet und auch als Abkiirzung BB geschrieben.

Definition der Brownschen Bewegung
Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), der aus der Grundmenge
Q, der o-Algebra F und dem Wahrscheinlichkeitsmafl P besteht, und es gelte

o (B;):>0 sei ein stochastischer Prozess,

e B, ist F;-messbar.

6J.Teichmann: A course in mathematical finance
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Definition 1.7 (Brownsche Bewegung) ’
(By)i>0 heisst Brownsche Bewegunyg, falls fiir konstante Varianzen o* folgen-
des gilt:

1 Biis— Bs ~N(0,0%)  Vs>0,Vt >0,

das heisst, dass By normalverteilt mit Erwartungswert E(B;) = 0 und
Varianz Var(B;) = E(B?) = ot ist,

Fiir 0 = 1 ist (By)>o eine Standard (oder Normale) Brownsche Be-
wegung.

2 ¥n > 1, fir alle aufsteigenden Zeitpunkte tq, ..., t, : (B, — By, ,) von-
einander unabhdngig firr = 1,...,n. Die Inkremente sind unabhdingig.

3 By =0 (Ist eine Konvention),

4 By ist stetig fir alle t > 0, (folgt aus (1) bis (3)).

Weitere Eigenschaften der Brownschen Bewegung
e Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist sie nirgends differenzierbar.

e Die Totalvariation ist unendlich.
Die quadratische Variation ist endlich, die Integration ist schwierig ,
aber moglich.

e Sie hat "rauhe” Pfade.

e Die Brownsche Bewegung ist ein Fraktal (das heisst, sie ist skalierungs-
unabhéngig).

Starke Markov Eigenschaft
Wenn (B;)t>o eine Brownsche Bewegung ist, dann ist auch (Bri: — Br)i>o
eine Brownsche Bewegung fiir eine Stoppzeit T.

Definition 1.8 B = B; + ut ist eine ”Brownsche Bewegung mit Drift”
mit  ueR.

7J.Teichmann: A course in mathematical finance



1 STOCHASTISCHE PROZESSE 6

Transformation und Skalierung der Brownschen Bewegung:

Wenn (B;) eine Brownsche Bewegung ist, dann auch

1

2
3

(tB%)tzo, wobei tB1 = 0 fiir £ = 0,
(Bs — Bs_4,0 <t < s) fiir ein fixes s,

(CBC%)QO fiir ceR.

Pfadeigenschaften der Brownschen Bewegung®

Symmetrie (—B;); ist eine Brownsche Bewegung beziiglich (F;);es
mit Startwert 0.

Skalierungsinvarianz Fiir jedes ¢ > 0 definiert
1
Ve

eine Brownsche Bewegung beziiglich (F..); mit Startwert 0.

Xt == Bc~t7 t€_[7

Projektive Spiegelung bei t=oc0 Durch

[ t-B(}) fallst>0
Xt_{O falls t = 0

wird eine Brownsche Bewegung beziiglich (F); mit Startwert 0.
Zeitumkehr Fiir jedes T' > 0 wird durch
Xt = BT - BT—t; tE[O,TL

eine Brownsche Bewegung auf [0, T'| beziiglich (F;)¢[o,r) mit Startwert
0.

Starkes Gesetz der grossen Zahlen

B
limTt:O P — f.s.

t—o0

Gesetz vom iterierten Logarithmus
By

— P — f.s.
V2t - Inlnt /

lim sup; o0

8J.

Creutzig: Stochastische Analysis
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1.3 Martingal

Die Theorie der Martingale wurde von J.L.Doob begriindet. Ein wichtiges
Beispiel fiir ein Martingal ist die Brownsche Bewegung.

Definition 1.9 (Martingal) ?
Fin Prozess X (t) heisst Martingal, wenn

o E(| X(t) |)Vtel endlich ist,
o X(t) apaptiert an die Filtration ist,
o firs<t:E(X(t)|Fs)=X(s) gilt.

Prozesse mit unabhdingigen Zuwdchsen sind Martingale, wenn die Zuwdichse
Erwartungswert Null haben.

Gegeben sei eine Filtration F = (F;); und ein adaptierter reellwertiger
Prozess X = (X})ir auf (2,4, P) mit

Viel - E(|Xy]) < oc.
Eine hdufige Bezeichnung ist (Xy, F;)er, fall X an F adaptiert ist.
Definition 1.10 (Submartingal) (X, F;)ss ist ein Submartingal, falls
Vs, tel : s <t = X, <E(X;|F).
Definition 1.11 (Supermartingal) (X, F;); ist ein Supermartingal, falls

Vs tel : s <t = X, > E(X; | F).

9K.Grill: Theorie stochatischer Prozesse
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Martingale in diskreter Zeit

Zunéichst sei I = Nj.

Satz 1.1 (Xy, Fi)uen, ist ein Martingal genau dann, wenn fir alle beschrink-
ten Stoppzeiten gilt:

E(Xr) = E(Xo).

Satz 1.2 Sei (X, F)wen, €in Martingal und T die Stoppzeit mit

P(T<o0)=1, E(|Xr|)<oco wund lim | X¢|dP = 0.

t—o0 J{T>t}

Dann gilt
E(Xr) = E(Xo).

Satz 1.3 (Doobsche Zerlegung) Fiir

Mt - i(Xs - E(Xs | fs—l)) + XO: At = i(E(Xs | fs—l) - Xs—l)

s=1 s=1
qilt
(i) Xy = M+ A,
(i1) (Mg, Fi)ien, ist ein Martingal,

(111) (X¢, Fi)ien, ist ein Submartingal < (A¢)ien, @st P-f.s monoton wach-
send.

Satz 1.4 Sei (X, Fi)ien, €in Submartingal. Fir beschrinkte Stoppzeiten
S <T gt

Xs < E(Xr | Fs)
und somit

E(Xs) < E(X7).

Im Martingal-Fall gilt jeweils Gleichheit.
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Satz 1.5 (Erster Doobscher Konvergenzsatz)

Jedes Supermartingal (X, Fy)wer welches der Bedingung: sup,.; E(X;-) oder
der hierzu dquivalenten Bedingung (der Li-Beschrinktheit): sup,.; E(|Xy|)
gentigt, konvergiert fast sicher gegen eine integierbare F..-messbare reelle
Zufallsvariable X .

Martingale in stetiger Zeit

Im folgenden sei I = [0, oo.

Satz 1.6 (Optional Stopping)
Es sei (X, Fi)ier €in (Super-)Martingal und T eine beliebige Stoppzeit beziiglich
de Filtration (Fy)ier. Dann ist auch (X, Fi)ier ein (Super-)Martingal.

Die folgenden Begriffe und Ergebnisse sind grundlegend bei der Einfithrung
des stochastischen Integrals.
Im folgenden bedeutet ”F erfiillt die iiblichen Voraussetzungen”, falls gilt:

(i) F rechtsseitig stetig'® und

(i) {ACQ:3BeF: ACB und P(B)=0}C F.

Erfiillt seien

(1) (Xi, Ft)ter Submartingal,

(ii) ¢t — E(X;) rechtsseitig stetig,
(iii) die iiblichen Voraussetzungen.

Dann existiert eine cddlag Modifikation Y von X, sodass (Y3, F;)ss ein Sub-
martingal ist.

Definition 1.12 (A, Fi)er ist wachsend, falls
(i) Ay =0,

0rechtsseitig stetig bedeutet, dass alle Pfade von X, rechtsstetig sind
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(1) A besitzt rechtsseitig stetige, monoton wachsende Pfade,

(111) Vtel : E(A;) < oo.

Es wird nun erstmals beziiglich eines stochastischen Prozesses integriert. Sei
(A¢, Fi)ier wachsend und (X;); messbar, dann sind die Lebesgue-Stieltjes-
Integrale

t
Ii(w) = / XF(w)dA(w),wes,
0
fiir tel wohldefiniert. Sei (X}, F;)ier progressiv messbar und gelte
Ywe) : IF(w) < oo.

Dann ist
Li(w) = I (w) — I} (), we,

fiir tel wohldefiniert, rechtsseitig stetig und progressiv messbar.

Satz 1.7 (Doob-Meyer-Zerlegung)
Erfillt seien

(i) (Xi, Fi)ier stetiges Submartingal,
(i) Vtel : Xy >0,
(11i) die tiblichen Voraussetzungen.

Dann ezistiert ein stetiges Martingal (My, Fy)ier und ein stetiger wachsender
Prozess (Ay, Fi)ier mit

Vel Ywed: Xiy(w)= My(w)+ Ar(w).

Diese Zerlequng ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit'®.

1Zwei Prozesse M und A heiflen ununterscheidbar, wenn P(M; = Ay, Vte[0,T]) = 1.
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2 Stochastische Differentialgleichungen

2.1 Ito-Prozesse

Der japanische Mathematiker Kiyoshi Ito untersuchte stochastische Prozes-
se und legte in zwei 1944 und 1946 erschienenen Arbeiten die Grundlage
fiir die Theorie der stochastischen Integration und der stochastischen Dif-
ferentialgleichungen fest. Deshalb gilt Kiyoshi Ito heute als Begriinder der
stochastischen Analysis.

Die Ideen Itos haben in vielen Bereichen der Natur- und Wirtschaftswissen-
schaften Anwendung gefunden. Nach Ito sind der Ito-Prozess, das Lemma
von Ito und die Ito-Isometrie benannt.

Stochastische Differentialgleichung
Der Begriff der stochastischen Differentialgleichung verallgemeinert den Be-
griff der gewohnlichen Differentialgleichung auf stochastische Prozesse.

Stochastische Differentialgleichungen werden auf verschiedenen Feldern der
mathematischen Modellierung verwendet, um gewohnliche (das heisst deter-
ministische, vorhersehbare) Prozesse zu simulieren, die zusétzlich von aussen
durch stochastische Storfaktoren (Rauschen) beeinflusst werden.

Von der Differential- zur Integralrechnung

Genau wie bei deterministischen Funktionen méchte man auch bei stochasti-
schen Prozessen den Zusammenhang zwischen dem Wert der Funktion und
ihrem zukiinftigen Verlauf (ihrer Ableitung) in einer Gleichung formulieren.
Was in einem Fall zu einer gewohnlichen Differentialgleichung fiihrt, ist im
anderen Fall problematisch, da Ito-Prozesse im allgemeinen nirgends diffe-
renzierbar sind.

Doch ldsst sich eine (autonome) Differentialgleichung der Form

WO _ pyn)

immer auch dquivalent als Integralgleichung

y(t) =ut0) + | Flylr)dr
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schreiben, die ohne explizite Erwihung der Ableitung auskommt. Bei der sto-
chastischen Differentialgleichung geht man nun den umgekehrten Weg, das
heifit, man erklért eine Differentialgleichung an Hand der dazugehérigen In-
tegralgleichung.

Die Formulierung
Es seien zwei Funktionen

a,b: RxR;y — R
sowie eine Brownsche Bewegung
(W), t >0

gegeben. Die dazugehorige stochastische Differentialgleichung
X, = Xo + /Ot a(Xo, t)dt + /Ot b(X,)dW,
wird durch Einfithrung der Differentialschreibweise
dX; = a( Xy, t)dt + b(X,)dW,;

zur stochastischen Differentialgleichung. Das Zweite der beiden Integrale ist
als Tto-Integral zu lesen. Zu gegebenen Funktionen a und b (auch als Drift
und Diffusion bezeichnet) und einer speziellen Brownschen Bewegung W wird
hier also ein Prozess X gesucht, der zusammen mit a,b und W die obige
Integralgleichung erfiillt. Dieser Prozess ist dann eine Lésung der obigen sto-
chastischen Differentialgleichung.
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3 Stochastische Integration

Der Begriff des stochastischen Integrals verallgemeinert die Integralbegrif-
fe von Henri Léon Lebesgue (Lebesgueintetral) und Thomas Jean Stieltjes
(Stieltjesintegral) auf eine breitere Menge von Integratoren, da er stochasti-
sche Prozesse mit unendlicher Variation, insbesondere den Wiener-Prozess
als Integratoren zulésst.

3.1 Integralbegriffe nach Ito und Stratonovich

Seien

(Xt)’ (Y;f)’ te[a’ b]

zwei (nicht notwendigerweise unabhéngige) reellwertige stochastische Pro-
zesse auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P). Als Ito-
Integral von X nach Y iiber dem Intervall [a, b] bezeichnet man die Zufalls-
variable

b
= / X,dY,

= lim > X (Yin — Yicin)
i=1

mit h = IFTG,WObei der Limes im L?(P)-Sinn zu interpretieren ist. Das zu-
gehorige Stratonovich-Integral berechnet sich als

b
S::/XtodYt

= lim Y X-osn(Yin = Yimin)-
-1

Beim Ito-Integral wird der Integrand X also stets am Anfang des h-Intervalls
ausgewertet, bei Stratonovich in der Mitte.

Bei gewohnlichen (Riemann- oder Lebesgue-)-Integralen von deterministi-
schen (nicht zufélligen) und hinreichend glatten (beispielweise stetigen) Funk-
tionen hat es keinen Einfluss auf das Ergebnis, doch im stochastischen Fall
gilt:

Sind X und Y nicht unabhéngig, so kann das tatséchlich zu verschiedenen
Werten des Integrals fiithren.
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3.2 Einige wichtige Eigenschaften des Ito-Integrals

Voraussetzung: f und g sind reellwertige Funktionen im Intervall [a, b]. Dann
gilt:

L [P faW, = [C fdW, + [P fdW, fir a<b<c,

2. [Naf + Bg)dW, = o [0 fdW; + B [2 gdW; Vo, BeR,
3. fLdW, = W, — W,

4. B(f; fdWy) =0,

5. E(| [, fAW,[?) = E([; | f[*dt),

6. [0 fdW, ist FY — messbar.

3.3 Martingaleigenschaft

Der entscheidende Vorteil, der letztendlich dazu gefiihrt hatte, dass sich das
[to-Integral weitgehend als Standard durchgesetzt hat, ist die folgende Ei-
genschaft:

Ist der Integrator Y eine Brownsche Bewegung (der bei weitem am h#ufig-
sten verwendete Integrator) oder allgemeiner ein Lévy-Prozess mit konstan-
tem Erwartungswert, und ist X eine nicht vorgreifende beschrénkte Funktion
von Y und t (das heisst, fiir jedes ¢ > 0 ist X; messbar beziiglich der Sig-
maalgebra o(Y; s < t), die von den Zufallsvariablen

Y, s<t

erzeugt wird), so ist der Prozess
t
t— / X.dY,
0

ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtrierung von Y.
(Die Bedingung der Beschranktheit von X kann abgeschwécht werden. Im
Allgemeinen ist das Ito-Integral jedoch nur ein sogenanntes lokales Martin-

gal.)
Diese niitzliche Eigenschaft hat das Stratonovich-Integral nicht.
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3.4 Anwendung

Ausgehend vom Itoschen Integralbegriff ist es nun moglich, eine breite Klasse
von stochastischen Prozessen zu definieren.

Demnach wird ein Prozess (X;),t > 0, Ito-Prozess genannt, wenn es nicht
vorgreifende Prozesse u,v gibt, sodass

t t
X, :/ ugds +/ v W,
0 0

Das Pradikat ” X ist ein [to-Prozess” wird somit zu einem stochastischen Pen-
dant zum Begriff der Differenzierbarkeit. Ausgehend hiervon wurden dann
von [to selbst die ersten stochastischen Differentialgleichungen definiert.

3.5 ITO-Formel

Die Ito-Formel (auch Lemma von Ité genannt) ist eine zentrale Aussage in
der stochastischen Analysis. Es ist fiir stochastische Prozesse das Pendant
zur Kettenregel aus der Differentialrechung.

Voraussetzung
Sei
(W), t >0

eine (Standard-)Brownsche Bewegung. Sei
(X¢),t>0

ein Ito-Prozess, sodass also

X0 = [ swar+ [ g@aw,

fiir adaptierte Prozesse f, g gilt.
In Differentialschreibweise:
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Das Lemma von Ito besagt: Ist h(t, z) mit
h:R, xR — R

eine in der ersten Komponente einfach und in der zweiten zweifach stetig
differenzierbare Funktion, so ist auch Y; : h(t, X;) ein Ito-Prozess und es gilt

Oh(t,x)
ox

Oh(t) 10*h(t,z) , Oh(t, x)

f(t) + W + iwg (t)]dt + B g(t)th.

dy, = |

Wiener-Prozess
Ist (W;) ein Standard-Wiener-Prozess, so nennt man den stochastischen Pro-
7ess

Xy =put+ oW,

Brownsche Bewegung mit Drift x4 und Volatilitdt o. Damit lassen sich auch
stochastische Prozesse darstellen, die tendenziell eher fallen (1 < 0) oder
tendenziell eher steigen (> 0). Dabei gilt

X, — X, ~ N(u(t—s),0%(t — s)).

Wiener-Prozesse sind Markov- und Lévy-Prozesse, aber die Martingaleigen-
schaft gilt nur noch in abgeschwéchter Form:

Ist u < 0, so ist X; ein Supermartingal, ist ;1 > 0, so ist X; ein Submartingal.
Fiir 4 = 0 ist X; ein Martingal.
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1 Einleitung

1.1 Zentrale Begriffe

Der Geschéftsverlauf eines Versicherungsunternehmens wird sowohl von de-
terministischen als auch stochastischen Faktoren beeinflusst:!?

1. deterministische Kenngrossen werden durch die Rahmenbedingun-
gen des Versicherungsgeschiftes vorgegeben. Diese sind zum Beispiel

- die Zeitspanne t

- das Anfangskapital u > 0: Es dient zur Deckung von Schéiden in
der Anfangsphase des Geschiftes und garantiert die Solvabilitét
des Unternehmens beim Auftreten von Grossschiaden.

- die Pramieneinnahmen C'(t) bis zum Zeitpunkt ¢ > 0: Ihre Be-
rechnung erfolgt mit Hilfe stochastischer Modelle aus der Risiko-
theorie.

2. Stochastische Kenngrossen unterliegen dem Zufall und werden durch
Zufallsvariablen modelliert. Zu diesen gehoren

- die Schadenzeitpunkte o;; €N
- die Schadenhchen U;; ieN

3. Weitere Kenngrossen kénnen aus den oben angegebenen, elementa-
ren Kenngrossen abgeleitet werden. Es sind

- die Zwischenankunftszeiten T; = o; — 0,_1; €N : T} bezeichnet die
Zeitspanne zwischen zwei aufeinander folgenden Schadenmeldun-
gen.

- die Schadenanzahl N (¢) bis zum Zeitpunkt t
- der Gesamtschaden X (t) bis zum Zeitpunkt t

- die Risikoreserve R(t) zum Zeitpunkt t: Sie setzt sich aus den Mit-
teln zusammen, die dem Versicherungsunternehmen zur Deckung
der Schiaden zum Zeitpunkt t zur Verfiigung stehen. Es gilt:
R(t)=u+C(t) — X(t),t > 0.

12 Jun.-Prof. Dr. Evgeny Spodarev: Stochastische Risikotheorie
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1.2 Gesamtschaden

Der Gesamtschadenprozess ist ein stochastischer Prozess { X (¢) : T > 0} mit

N(t)

X(t) = ZU

wobel

N(t) der Prozess der Schadenanzahl bis zur Zeit t ist und

die Einzelrisiken U; die Schadenhohen darstellen.

Die Verteilung des Gesamtschadens X spielt in der Versicherungsmathema-
tik eine zentrale Rolle.

Kollektives Modell:

Im Gegensatz zum individuellen Modell wird hier aus einer nicht niher spezi-
fizierten Anzahl von Schiaden betrachtet, die nicht einzeln behandelt werden
konnen. Man behandelt alle Schiaden gleich und fast die gesamten Schéden
als ein einzigen Schiaden auf. Sei N die zufillige Anzahl der Schiaden, die in-
nerhalb einer Periode t auftreten, und alle Schadenhéhen U; positiv: U; > 0
und N unabhéngig voneinander.

Der Gesamtschaden im kolletiven Modell ist durch

N
X=3U,
=1

gegeben, wobei X = 0, falls N = 0.

1.3 Pramienkalkulation

Ein Mittel zur Gewahrleistung der Solvenz eines Versicherungsunternehmens
sind die Pramieneinahmen. Sie dienen der Kostendeckung, wobei unter den
Kosten der Schaden, der Gewinn und die Verwaltungskosten im breiteren
Sinne gemeint sind. Deshalb setzt sich die sogennante Bruttopréamie, die von
den Versicherungsnehmern entrichtet wird, aus folgenden Bestandteilen zu-
sammen:

Bruttopramie = Nettorisikoprimie + Sicherheitszuschlag
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+Verwaltungskosten + Inkassokosten
+ Gewinnzuschlag

Hierbei ist die Nettopramie gleich dem mittleren Gesamtschaden. Der Si-
cherheitszuschlag fangt unerwiinschte Schwankungen des tatséchlichen Scha-
dens ab, wenn dieser massgebend vom Mittel abweicht. Das ist ein Aufschlag
auf die den erwarteten Schaden gerade deckende Nettopramie. Die Verwal-
tungskosten erfassen Abschluss- und Schadenregulierungskosten. Inkassoko-
sten stellen sich aus Bank-, Mahn- sowie Portokosten zusammen. Der Ge-
winnzuschlag soll der Erwirtschaftung des gewiinschten Gewinns dienen.

Befasst wird sich nur mit den beiden ersten Komponenten, da nur diese
mathematisch anspruchsvoll sind. In der Bezeichung C(¢) ist die Nettopramie
zuziiglich Sicherheitszuschlag. Der gesamte Risikoprozess ist somit gleich:

R(t) =u+C(t) — X(2),
wobei
u die Anfangsreserve (Anfangskapital) und
X (t) der Gesamtschaden

ist. R(t) wird auch Uberschussprozess oder Risikoreserve genannt.

In der kollektiven Risikotheorie vergrossert jede Pramieneinnahme das Ka-
pital und jede Auszahlung einer Versicherungsleistung vermindert es.

Die Pramie C(t) soll ausreichend hoch sein, um den technischen Ruin zu
vemeiden, und gleichzeitig nicht zu hoch, um auf dem Markt von dhnlichen
Versicherungsprodukten wettbewerbsfiahig zu bleiben.

1.4 Der Ruin

Der Ruin eines Unternehmens steht kurz davor, wenn das Kapital negativ
ist, dieser wird Ruinzeitpunkt 7 bezeichnet.

Ruinwahrscheinlichkeiten
Unter Ruinwahrscheinlichkeiten versteht man die Wahrscheinlichkeit, dass
in einem beschrénkten ([0,t)) bezichungsweise unbeschrinkten Zeitintervall



1 EINLEITUNG 21

([0,00)) der technische Ruin eintritt. Grob gesagt, bedeutet Sie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass die Versicherungsgesellschaft auf Grund von Zuféllig-
keiten in der Schadensentwicklung trotz der erhobenen Sicherheitszuschlage
und der bereitgestellten Sicherheitsreserve illiquid wird.

Geht man davon aus, dass das Unternehmen an der Ausschiittung moglichst
hoher Dividenden interessiert ist, so steht man vor der Aufgabe, die Zahlung
pro Zeiteinheit so einzurichten, dass eben nicht frithzeitiger Ruin die Zahlun-
gen beendet.

1.5 Kollektive Risikotheorie

Eine alle Versicherungszweige umfassende mathematische Konzeption ist in
der kollektiven Risikotheorie gefunden worden, in der Hand der Verteilung
des Gesamtrisikos (= Gesamtheit der Versicherungsleistungen - Gesamtheit
der Gegenleistung der Versicherten) Zusammenhénge zwischen Sicherheits-
zuschlidgen, Sicherheitsreserven (Schwankungsriickstellungen) und der Ruin-
wahrscheinlichkeit untersucht werden.

1.6 Dividenzahlungen

Der Geschiftsverlauf wird durch einen stochastischen Prozess dargestellt,
geméss den Methoden der kollektiven Risikotheorie. Der Einfluss von Divi-
denzahlungen auf den Geschéftsverlauf wird beschrieben, der vorallen beein-
flusst wird durch Prédmieneinnahmen und Schadenszahlungen, die Auszah-
lungen eines Unternehmens.

Das Versicherungsunternehmen kann mit Hilfe des Sicherheitszuschlages die
Entwicklung des Kapitals steuern und die Steuerungsmassnahmen beeinflus-
sen die Ruinwahrscheinlichkeit. Bis zum allfélligen Ruin werden ¢ Geldein-
heiten pro Zeiteinheit als Pramien eingenommen. Die Hohe des Sicherheits-
zuschlages ist eine wichtige Grosse zur Steuerung des Kapitalverlaufs.

Ausser durch den Sicherheitszuschlag kann das Unternehmen Geldbetriage
entnehmen und als Dividende auszahlen und dadurch den Kapitalverlauf
beeinflussen. Das Kapital eines Unternehmens wird durch die Dividende ver-
mindert. Die Dividende nimmt nur positive Werte an, welche hochstens gleich
dem vorhandenen Kapital sein diirfen. Das Unternehmen sei ruiniert, sobald
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das Kapital vor der Dividendenausschiittung negativ wird. Mit dem Eintritt
des Ruins sei die Tétigkeit des Unternehmens beendigt: das Unternehmen
schiittet dann keine Dividende mehr aus.
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2 Kontrollsysteme

Kontrollsysteme!3 sind dynamische Systeme in kontinuierlicher oder diskreter
Zeit, die von einem Parameter u abhéngen, der sich - abhéngig von der Zeit
und/oder vom Zustand des Systems - verédndern kann.

Er kann entweder als Steuergrosse verstanden werden, also als Grosse, die
von aussen aktiv beeinflusst werden kann oder auch als Storung, die auf das
System wirkt.

Fiir das mathematische Fachgebiet, dass sich mit der Analyse dieser Systeme
beschéftigt, hat sich im deutschen Sprachgebiet der Begriff ” Kontrolltheorie”
etabliert, wenngleich er eine etwas missverstiandliche Ubersetzung des eng-
lischen Ausdrucks ”control theory” darstellt, da es hier nicht um Kontrolle
im Sinne von Uberwachung sondern im Sinne von Einflussnahme von aussen
geht.

Statt von Kontrolle spricht man auch von Steuerung, wenn die Parameter
u lediglich von der Zeit abhédngen und von Regelung, wenn die Parameter u
vom aktuellen Zustand abhéngen.

Grundlegende Voraussetzung fiir die Anwendung der Kontrolltheorie sind Be-
obachtbarkeit, Beschreibbarkeit und Steuerbarkeit des betrachteten Systems,
denn stets miissen Aufgrund von Beobachtungen mathematische Modelle ent-
wickelt werden, die mit Hilfe typischer Parameter das Systemverhalten an-
gemessen beschreiben.

2.1 Optimale Steuerung

Die Theorie der optimalen Steuerungen ist eng verwandt mit der Variations-
rechnung und der Optimierung.

Eine optimale Steuerung u ist eine Funktion, welche eine gegebene Zielfunk-
tion unter einer Differentialgleichungs-Nebenbedingungen und eventuell noch
weiteren Restriktionen minimiert oder maximiert.

3Lars Griine: Mathematische Kontrolltheorie I: Lineare Systeme
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Die Steuerung

Es gibt mehrere mathematische Formulierungen der Aufgabenstellung, wobei
hier eine moglichst allgemeine Form angegeben wird.

Die allgemeine Voraussetzung ist, dass x(t) ein Ito-Prozess ist. Die stocha-
stische gesteuerte Differentialgleichung hat die Form

dx(t) = p(t,x(t),u(t))dt + o(t, z(t), u(t))dw(t)
wobei
w eine Brownsche Bewegung und
u(t) die sogenannte Steuerung ist.

Das Ziel ist es, durch Steuerung einen moglichst hohen Wert des Zielfunktio-
nales (siehe unten) zu erreichen.

Falls der Prozess x(s) die gesteuerte stochastische Differentialgleichung mit
Anfangswert x im Startzeitpunkt t 16st, dann schreib man fiir dessen Erwar-

tungswert
E" (X (s)).

2.2 Losung des Steuerungsproblems
Das Steuerungsproblem wird in drei Schritten gelost:4

1 Die Minimierungsaufgabe in der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
in Abhéngigkeit von der unbekannten Funktion g (und ihren partiellen
Ableitungen) wird gelost.

2 Im zweiten Schritt wird die partielle Differentialgleichung gelost, wo-
bei u*(s) := u*(s,z,g(s,x), g:(s,t), gz(s,t), guu(s, x)) eine Losung der
Minimieruangsaufgabe sei.

3 Im drittem und letztem Schritt werden die benotigten (notwendigen
und hinreichenden) Voraussetzungen iiberpriift.

14Ralf und Elke Korn: Optionsbewertung und Portfolio-Optimierung
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2.3 Wichtige Definitionen und Séitze

Definition 2.1 (optimales Steuerungsproblem) '° Fiir eine stetige nicht-
negative Kostenfunktion g definiert man das Funktional

J(z,u) = E[/Ooog(x(t,m, w), u(t))dt].

Das optimale Steuerungsproblem ist damit gegeben durch das Optimierungs-
problem
Minimiere J(x,u) dber u fir jedes .
Die Funktion
V(z) = inf J(x,u)

wird als optimale Wertefunktion dieses optimalen Steuerungsproblems be-
zeichnet. Ein Paar (z*,u*) mit J(z*,u*) = V(2*) wird als optimales Paar
bezeichnet.

Satz 2.1 (Bellman’sches Optimalititsprinzip) '°
Fiir die optimale Wertefunktion gilt fir jedes T > 0

V(z) = inf{E /0 " g(a(t,w,u), u(t))dt) + V(z(r))

Korollar 2.1 Sei (z*,u*) ein optimales Paar. Dann ist
(x(r,x*,u*),u*(- + 7)) fiir jedes T > 0 ein optimales Paar.

151,.Griine: Mathematische Kontrolltheorie
6oder auch Prinizip der dynamsichen Programmierung
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3 Optimale Dividendenauszahlung

3.1 Einfiihrung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einem klassischen Problem der Versiche-
rungsmathematik, und zwar mit der optimalen Dividendenauszahlungsstra-
tegie.

Vorliegendes Problem
Es wird angenommen, dass die Reserve r () eines Versicherungsunternehmens
zur Zeit t durch eine stochastische Differentialgleichung der Form

dr(t) = (u — a(t))dt + odW(t)
gegeben ist, wobei
W ist eine Standard Brownsche Bewegung,
1,0 > 0 sind Konstanten,

a(t) ist die Rate der Dividendenzahlung zum Zeitpunkt ¢
(0 dient als absorbierende Barriere fir r(t)).

Die Variable a(t) wird hier auch als Kontrollvariable bezeichnet. Das Pro-
blem wird mit Hilfe der dynamischen Progammierung gelst.

Die Funktion a(t) soll dynamisch bestimmt werden, um den Erwartungswert
E(J.(a(-)))
zu maximieren, wobei
Je = J5° e a(t)dt ist die Summe aller (abgezinster) Auszahlungen,

x gibt die Anfangsreserve (r(0) = x) an.
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Man unterscheidet zwei Fille:

(a)

Die Dividendenzahlung ist beschriankt, sodass a(t) im Intervall [0, ag]
ist fiir ein endliches ag. Es wird spéter gezeigt, dass, falls ag unter einer
kritischen Schranke bleibt, die maximale Dividendenauschiittung als
optimale Losung gewéhlt werden sollte. Jedoch wird nichts ausgezahlt,
falls die Reserve eine kritische Schranke m unterschreitet.

Im anderen Fall ist die Auszahlung unbeschrankt und es wird sich zei-
gen, dass die optimale Auszahlungsstrategie nicht mehr als Dividen-
denrate dargestellt werden kann.

Es konnen folgende Zustinde auftreten:

1.

e Falls es keine Dividendenauszahlung gibt, entwickelt sich die Re-
serve {r(®)(t)};>0 wie eine Brownsche Bewegung mit Drift y und
Varianz o2 mit Absorption in 0 (wobei 7 der Zeitpunkt der Ab-
sorption ist und als Ruinzeitpunkt bezeichnet werden kann). Ins-

besondere gilt
dr'9(t) = pdt + odW (t),

wobei {W () };>0 eine Standard Brownsche Bewegung ist. Weitere
Annahmen zu dieser Uberlegung findet man im Kapitel 3.4.

e Fiir ein festes a als Dividendenrate ergibt sich folgende stochasti-
sche Differentialgleichung fiir die Reserve {r(®(t)};>0

dr'(t) = (u — a)dt + odW(t).

e Der Kontrollprozess {a(t)}i>0, der noch ndher betrachtet wird,
wird durch eine dynamische Wahl von a konstruiert. Das heifit,
dass a(t) von der gesamten Vergangenheit bis zum Zeitpunkt ¢
abhéngt. Somit gilt

dr'@(t) = (i — a(t))dt + cdW (1),

wobei a(t) die Rate, mit der die Dividende zum Zeitpunkt ¢ aus-
bezahlt wird, ist.

a(t) ist ein d-dimensionaler stochastischer Prozess, der gewéhlt
werden kann zu jedem Zeitpunkt ¢, die sogenannte ”Steuerung”,
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der Controll der dynamsichen Programmierung. dr@(t) = (u —
a(t))dt+odW (t) heiit eine ” gesteuerte stochastische Differential-
gleichung”. Aufgabenstellung in der stochastischen Steuerung ist
es, eine beziiglich einem Kostenfunktional optimale Steuerung a(t)
zu bestimmen.

Zur Entscheidung kann die gesamte Vergangenheit herangezogen wer-
den. Mathematisch kann das wie folgt formuliert werden:

Sei begonnen mit einem Wahrscheinlichkeitsraum {2, 7, P} und einer
Filtration {F;}i>0, sodass F; die Information zum Zeitpunkt ¢ wider-
spiegelt, und ein Prozess {W (t) }+>0, der eine Standard Brownsche Be-
wegung bezogen auf die Filtration {F;} ist (es gilt immer o(w(s) : 0 <
s <t) C F). Wir fordern nun, dass a(t) € F; gilt, dass heisst a(t) ist

adapiert:

(I(t) € ft
Eine Familie von Zufallsvariablen, die a(t) € F; erfiillen, nennt man
Kontrollprozess.

2. Der Prozess a(-) ist die 'Entscheidungsvariable’(oder auch Steuerungs-
variable genannt) des Problems, beziiglich derer wir optimieren miissen.
Ziel ist es, den Erwartungswert des Performanceindexes J,(a(+)) (eine
Zufallsvariable) zu einer Anfangsreserve x = r(0) zu maximieren. Es
soll die optimale Ertragsfunktion (auch Wertefunktion genannt)

V(z) = sup EJ(a(-))

bestimmt werden, wobei das Supremum iiber alle Kontrollfunktionen
genommen wird. Die optimale Kontrollfunktion a*(-) erfiillt nun

V(z) = BL(a" ()

Als Performanceindex in
V(x) = sup,.) EJ;(a(+)) und V(z) = EJ;(a"(-)) nimmt man die Sum-

me der diskontierten Dividendenauszahlungen

Jp = /T e “a(t)dt,

0

wobei
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¢ die Diskontierungsrate (erwarteter Zinssatz) ist,

7 die Absorptionszeit (in Kapitel 3.4 werden Alternativen bespro-
chen) ist.

Es wird zwischen unbeschranktem und beschrianktem Fall unterschieden. In
beiden Fillen findet man die optimale Strategie. Die wichtigsten Ergebnisse
sind die folgenden:

e a*(t) soll zum Zeitpunkt ¢ von F; nur durch r(¢) abhédngen. Diese An-
nahme ist fiir solche Probleme typisch und ist eine Folgerung aus der
Markov-FEigenschaft.

e In Kapitel 3.2 wird der beschénkte Fall betrachtet. Gezeigt wird fol-
gendes: Angenommen das die maximale Rate ag < oo klein genug ist,
sodass 1

Qo
=——-—<0
@ C ‘93
gilt.(wobei die Konstante ©3 spéter bestimmt wird). Dann ist die op-
timale Strategie immer, die maximale Dividende auszuzahlen. Wenn
jedoch a = % — é > 0 erfiillt ist, erfolgt keine Auszahlung falls die
Reserve unter einem optimalen Stand m féllt. Oberhalb der Schranke

wird die maximale Rate ausbezahlt.

e Im Fall, dass die Dividendenauszahlung unbeschréankt ist, wird im Ka-
pitel 3.3 gezeigt, dass die optimale Strategie ist, immer den Betrag, der
m iibersteigt auszubezahlen. Da darunter keine Auszahlung erfolgt, be-
zeichnet man m als eine reflektierende obere Schranke.
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3.2 Beschriankte Dividendenauszahlung

Der Kontrollprozess a(t) ist die Dividendenauszahlungsrate, und der Per-

formanceindex ist durch J, = [; e”“a(t)dt gegeben. Es wird angenommen

dass die maximale Auszahlungsrate unter der Schranke ag < oo liegt, so-
dass a(t) € [0,a9] Vt > 0 gilt. Fiir die Reserve r(t) erhdlt man folgende
Gleichungen

dr(t) = (p — a(t))dt + odw(t)

r(0) = x.

Um die Gleichung V() gegeben durch V (z) = sup,., EJz(a(-)) zu verstehen,
sollte man anmerken, dass

V(0) = 0.

Tatséchlich ist man, wenn das Anfangskapital 0 ist, bereits ruiniert und keine
Dividende wird ausbezahlt. Man betrachtet nun fiir jedes y ein Kontrollpro-
zess ay(t), fur den

EJ,(ay(t)) > V(y) —¢ (e — optimal)
gilt.

Fiir ein festes © > 0 betrachtet man folgende Strategie: wir zahlen die Di-
vidende u bis zum Zeitpunkt § oder dem Ruinzeitpunkt 7, je nachdem was
vorher eintritt, und wechseln zur € — optimalen Strategie. Das fithrt zu

U 0<t<d
alt) = t>0 '
Qy(6)(t—0)

Auf diesem Weg sieht man, dass
V(x) > ubP,(1 > 0) + e “[EV (r(5)) — €.
> udP, (1 > 0) + (1 — ¢d)[EV (r(0)) — €]
Da ¢ beliebig gewéhlt werden kann, kann man
V(z) > uwoP, (1 > 6) + (1 — c6)E,V (r(d))

schreiben. Es wird gefordert, dass V (z) zweimal differenzierbar ist. Man be-
merke, dass P(7 > §) =14 o0(1), § | 0. Subtrahiert man V(x) auf beiden
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Seiten in V(z) > uéP.(7 > §) + (1 — c0)E,V(r(d)) und wendet man Itos
Formel fiir V(r(6)) an, dann erhélt man

ud + [%OQV”(I’) + (p—w)V'(z) — eV (2)]0 + 0(d) <0,

und nach Grenziibergang 6 — 0

S0PV (@) + (= )V () — V() +u <0,

was fiir Yu € [0, ap] giiltig sein soll. Es kann gezeigt werden, dass zumindest
fiir ein u € [0, ao] Gleichheit in 10?V"(z) + (u — u)V'(z) — cV(z) +u < 0
gilt. Damit erhélt man die sogenannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
fiir die optimale Returnfunktion V(x),

max [102‘/”(1:) +(p—uw)V'(z) —cV(z)+u] =0,

0<u<ag 2

V(0) = 0.

Das klassische Hilfsmittel zur Losung des stochastischen Steuerungsproblems
ist die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung.

Um die Losungsmethode zu verstehen, nimmt man an, f(x) erfiillt die Hamilton-
Jacobi-Bellman-Gleichung
maXo<u<ao[30°V" (@) + (0 — w)V'(z) — ¢V (2) + u] = 0,V(0) = 0.

Der Ausdruck auf der linken Seite von maxo<y<a,[30°V" () + (1 —u)V'(z) —
cV(x) + u] = 0 der maximiert ist, ist eine lineare Funktion von w fiir jedes
x. Offensichtlich wird das Maximum u*(z) fiir jedes x entweder in 0 oder ay
angenommen. Offensichtlich gilt

1

1

" 0 f(z)
u'(z) =
@={0 10
Unter der Annahme dass die Losung konkav ist (der Beweis folgt spéter),
existiert ein Punkt m > 0, sodass f'(z) > 1 oder f'(x) < 1, abhéngig von
z < m oder x > m.

INV

Mit Blick auf maxo<u<a,[30°V"(z) + (1 — u)V'(z) — ¢V (z) + u] = 0 und

uw(z) = { 20 {”;Ei; z 1 } ergibt sich

Lo @) 4 uf () —cf () =0, 0<a<m
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%JQf”(J:) + (pn—ao) f'(x) — ef(x) + ag = 0, T >m.

Seien 01(A\) und —605(\) die positiven und negativen Losungen der Gleichung
252 + A\s — cs = 0, dann hat die allgemeine Losung
1 2f”( )+ wf'(z) — cf(z) = 0,0 < 2 < m folgende Gestalt

o) e (w)z + O e—Gz(u

wahrend die allgemeine Losung von
502" (x) 4+ (1 — ao) f'(x) — ¢f (x) + ap = 0,z > m wie folgt aussicht

__i_c'eel/»‘ ap)x +C€ ,uao){L‘

Man merke an, dass fiir jeden Kontrollprozess a(-) der Performanceindex
Jz(a(-)) nicht “ {ibersteigt. Daher wird der Fall f(z) < % betrachtet.

Deshalb ist in % + Cyef1lv—ao)r 4 O p=t2(n—ao)z. . — ()
cy = —d < 0. Anderer seits gilt  f(z) >0, x>0, f(0)=0.
Daher haben wir in Cye”t(W? 4 Che=2Wz. ¢ = —¢y = ¢ > 0.

Um C, d und die unbekannte Schranke m zu finden benutzt man das "Prinzip
der glatten Anpassung’, dass heisst

f(m+) = f(m-)
Jm=)=1
Fm+) =1

zu erhalten.

Sei 01 = 01(u), 6y =02(p) und 03 = (10 — ap), dann sind
f(m+) = f(m—), f(m—) =1, f(m+) = 1 dquivalent zu

C(eeﬂn . efegm) — @ . defagm
&
C(6,e7™ 4 fpe™02™) = 1
dfse%m = 1.

Lost man dfze%™ = 1 und setzt es in C'(e!1™ — e702m) = % _ Je=0sm eip

erhalt man .
C(efrm — e=0m) = o _ - _a
Cc 93
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Damit kénnen Lsungen fir C(e!™ — e7%2m) = % — de=0m C(6e"™ +

Ore=%2™) = 1 und dfze~%™ = 1 nur dann existieren, wenn o > 0 erfiillt ist.

Ein Bestandteil, der unbedingt zur vollstéindigen Losung eines stochasti-
schen Steuerungsproblems mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
gehohrt, ist die Uberpriifung zur Anwendung der Theorie benétigten Vorr-
aussetzungen.

Als néchsten Schritt wird gezeigt, dass a > 0 schon eine hinreichende Bedin-
gung ist. Um das zu zeigen, benétigen wir folgendes

Lemma 3.1 af; < 1.
Beweis Zunichst wird die elementare Ungleichung
(6124—b)—a<i a,b>0
2a7 Y

gezeigt. Addiert mit +a ergibt

b+ 2a?

240
(a®> +b) < 5

jetzt will man die Wurzel entfernen und quadriert die Ungleichung

b2 + 4a2%b + 4a*

2
(a® +0b) < 10

multipliziert mit 4a* ergibt
4a* + 4a*b < b* + 4a®b + 4a?,
0<b?

Aus dieser elementaren Ungleichung folgt

—p+ /(0 +20%) ¢
91 = 2 < —.
o M

Die zu zeigende Ungleichung ist &quivalent zu

CLO< 1 +1
c 61 03.

—pty/ (B2 +20%¢)
0—2

Sei ag < p, dann folgt %0 < % + é aus 0 = <

=l
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Falls ag > p, dann gilt

(= a0) + /(1 — a0)? + 20%) c
03 = 5 < .
a (a0 — p)
Verwendet man 6; = w < £ und 03 = (p—a0)t (%_a°)2+2026)

_c 5 @ 1 4 1
(o= Zusammen, erhélt man % < o T

Proposition 3.1 Fulls o > 0 gilt, dann existiert ein eindeutiges Losungs-
trippel (C,d,m), fir das

C(eﬁlm o e—sz) — @ _ de—93m

C(61e"™ 4 fpe™02™) = 1
dfse %™ = 1.
gilt.

Beweis Dividiert man C(e”™ — e=%™) = % — de~%™ durch
C(0,%™ + foe=%™) = 1, so erhiihlt man
(eelm _ 6_62m)
(91691m + 6267927”)

=

Da af, < 1 gilt,ist die eindeutige Losung fiir m gegeben durch

1 ].+Oé€2

= 1 >0
‘91+82 Ogl—Oé91

m
Der Rest ist trivial.

Theorem 3.1 FEs existiert eine zweifach, stetig differenzierbare konkave Lédsung
fiir die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

maxXo<y<ao [50°V"(x) + (1 — w)V'(z) — ¢V (x) + u] = 0 und V(0) = 0. Falls
% _ 9—13 <0, dann ist die Losung durch

f() = "1 =)

gegeben, andernfalls (°® — é > 0) gilt

[ Ot —e®) 0<z<m
f(33)—{a_0_d693x r>m )

C

wobei C,d, m die eindeutige Losung fiir C(ef™ — e=%2m) = a0 — de=%m
C(0,9™ + Oae=%2m) = 1, dhse=%™ =1 ist.
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Beweis

1.

3.

70( e~ %) erfiillt V(r) = 0 und ist konkav,

Die Funktion f(x)
= 239 < 1. Deshalb ist f'(z) < 1,Vz > 0 und

weiters gilt f/(0)

(ag —u)(f'(x) — 1) <0, u € [0, ap).

Wenn man diese zu

1

50 " (@) + (= a0)['(z) = cf(w) + a0 = 0

addiert, erhélt man die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

maX0<u<a0[ o f"(x) + (u —uw) f'(x) — cf (x) +u] = 0.

. Sei a > 0 erfiillt, dann erfillt f: f(0) = 0. Laut Konstruktion ist f

stetig mit f'(m—) = f'(m+). Da f erfiillt 502 f"(z) + pf'(x) —cf (x) =
0,0 <z < m auf [0,m] und 362 f"(z) + (1 — ao) f'(z) — cf (z) + ap =

0,z > m auf [m, co) erhilt man
2
F1(m=) = Z5(ef(m) - uf (m),

Fmt) = Z5(ef(m) ~ (1~ a0) ' (m) — ao).

Da laut Definition f/'(m) = 1 ist, erhdlt man f”(m—) = f”(m+) und
f ist zweimal differenzierbar. Konkavitiat auf [m, o) folgt sofort. Um
die Konkavitéat auf [0,m] zu priifen, differenziert man f dreimal, um
f"(x) > 0 zu erhalten. Daraus folgt, dass f” monoton ist. Man sieht
sofort, dass f”(0) < 0 gilt und weil f”(m+) < 0 gilt, folgt f”(m—) <
0. Daher letztlich f” < 0 auf [0, m]. Daraus folgt die Konkavitiat auf
[0, 00).

e Sei x < m. Dann ist f'(z) > 1. Addiert man —u(f'(z) —1) <0
zZu sz”( )+ uf'(x) —cf(z) = 0,0 < z < m, erhdlt man die

Hamilton- Jacobi-Bellman-Gleichung maxo<y<a,[30°V" () + (1 —
w)V'(z) — cV(z) +u] = 0.

o Ist z > m, dann gilt f'(x) < 1 und die Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung maxg<y<a, [50°V"(z) + (u — u)V'(z) — cV(z) + u] = 0
folgt durch die Addition von (ag—u)(f'(z)—1) < 0zu 202 f"(z)+
(u — ag)f'(x) — cf(x) + ap = 0,2 > m. Dies vervollstandigt den
Beweis.
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Proposition 3.2 Die Funktion f in Proposition 3.1 mazimiert J,(a(-)) fir
jeden erlaubten Kontrollprozess af(-).

Beweis Verwendet man Itos Formel, kann man

eI f(r(TAT)=f(2) = [

TnT 1

(50 (r(2)) + (=) (1))~ (r ()

n /O T e () o dW (1)

schreiben. Da f konkav ist, ist f’(x) durch f’(0) beschrankt. Damit ist der
letzte Term auf der rechten Seite dieser Gleichung ein quadratisch integier-
bares Martingal mit Erwartungswert 0. Aus der Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung maxo<y<ao[302V" () + (1 — w)V' () — ¢V (x) + u] = 0 erhélt man,
dass der erste Integrand auf der rechten Seite —a(t) nicht tibersteigt. Bildet
man auf beiden Seiten der obigen Gleichung den Erwartungswert und ordnet
die Terme um, so ergibt sich

TNAT
f(z) > E, / e~a(t)dt + Epe T f(r(T A T)).
0
Mit Fatous Lemma und T ldsst man gegen unendlich gehen, kommt man zu

fe) 2 B [ e Hatt)ie = fa)

was den Beweis vervollstandigt.

Korollar 3.1 f(z) > V(x).

Proposition 3.3 Definiert man u*(t) = aol{zsm}, und sei r*(t) die Lisung
der stochastischen Differentialgleichung dr(t) = (u—a(t))dt —odw(t), r(0) =
x mit a(t) ersetzt durch a*(t) = u*(r(t)). Dann ist J.(a*(-)) = f(z).

Korollar 3.2 f(z) =V (z) = J.(a*(+))

Hinweis 3.1 Somit ist die Findeutigkeit der konkaven und beschrdankten
Lésung der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung maxo<y<q,[302V" (x) + (1 —
w)V'(z) —cV(x) +u] =0 und V(z) = 0 gezeigt, da jede solche Lisung mit
der optimalen Returnfunktion tbereinstimmdt.
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3.3 Unbeschrinkte Dividendenauszahlung

In Fall der unbeschriankten Dividendenauszahlung kann a(t) = oo vorkom-
men. Dies bendtigt eine aufwiandige mathematische Handhabung.
Sei

L= | Ca(t)dt

die Summe aller Auszahlungen bis zum Zeitpunkt ¢. Offensichtlich wéchst
diese monoton (L(t) 1), und wir nennen L(-) zuléssig, falls

L(t) € F,

L(-) ist ein nichtfallender und nichtnegativer Prozess.

Anstatt mit a(-) verwendet man den in L(t) = [j a(t)dt eingefiihrten Prozess
als Kontrollprozess, wobei

L(t) € F;, und
L(-) ist ein nichtfallender und nichtnegativer Prozess.

Aus L(t) € F; und der Tatsache, dass L(-) ist ein nichtfallender und nichtne-
gativer Prozess ist, folgt weder Stetigkeit von L(t) noch absolute Stetigkeit
und wird auch nicht angenommen.

Da L(-) Sprungstellen haben kann, wird angenommen, dass L(-) cadlag-Pfade
hat.

Die Differenz von L(t) und L(s) ist die Dividendenauszahlung im Intervall
(s,t], wobei L(t) — L(t—) der Geldbetrag ist der zum Zeitpunkt t ausbezahlt
wird. Da der Kontrollprozess in kumulierter Form definiert ist, muss L(t) =
[y a(t)dt in folgende Form abgeéindert werden, um die Dynamik zu erhalten:

r(t) = x4+ ut +oW(t) — L(t)

Im Allgemeinen gilt 7(0) = = — L(0), das heift, falls zum Zeitpunkt 0 eine
Auszahlung stattfindet, reduziert sich der Reservestand r sofort von z auf
x — L(0). Daher gelten die Konventionen r(0—) = = und L(0—) = 0. Der
Ausdruck des Performanceindexes dndert sich auf

TAL() = [ etari)

Die Aufgabe ist es V(x) = sup, ) EJ;(a(-)) zu finden. Dabei wird das Supre-
mum iiber alle a(-) durch das Supremum iiber alle zulédssiger L ersetzt, um
ein L* zu erhalten, das
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V(z) = EJ.(L7(-))

erfiillt. L* wird als optimale Kontrolle bezeichnet.

Im beschréankten Fall war das Optimum entweder 0 oder die maximale Rate.
Hier ist die maximale Rate jedoch unendlich. Es wird &hnlich wie im vorigen
Kapital argumentiert, indem in einen kleinem Intervall [o, ] nichts ausgezahlt
wird, dann mit e-optimaler Strategie oder "unendlicher Rate”. Betrachtet
man fiir jedes y eine Strategie LY(-) mit

EJ,(L'()) 2 V(y) — &.

Sei 0 > 0 fest und sei W (t) = x + p+ oW (t) eine Brownsche Bewegung mit
Drift p, Varianz o und Anfangswert z. Sei

)
L.(t) = { %W(é)(t_(s) i;(s }

Die Strategie L.(-) schreibt vor, vor dem Zeitpunkt J nichts zu zahlen. In
diesem Zeitraum entwickelt sich die Reserve wie W (t). Wechselt man dann

zur Strategie L (9 (. — §) erhilt man mindestens den Wert V(W (§)) — . Da
eine solche Strategie suboptimal ist, kann man

V(z) > e PE[V(W(5)) — e, > 0]

schreiben, wobei die Markov Eigenschaft benutzt wurde. Da € beliebig ist,
erhdahlt man

V(z) — e PEV (W (5)) + o(6) > 0.
Unter der Annahme das V' zweimal stetig differenzierbar ist, erhélt man
e SRV (W(5)) = (1 — 8)(V () + 5{%02‘/”@) + V(@)}) + o(6).
Dividiert man V(z) — e"EV (W (d)) + o(6) > 0 durch §, erhiilt man
%J2V”(az) + uV'(z) — cV(z) <0.

Das ist eine der sogenannten 'Variationsungleichungen’, die V' erfiillen soll.
Um eine andere zu erhalten, hélt man z und 6 > 0 fest, sei LY(-) wie oben
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definiert mit y = z — §. Es wird L. = § + L*°(t) betrachtet. Diese Strategie
schreibt augenblicklich vor, § auszubezahlen (Reduzierung der Reserve auf
x— ), und dann verwendet man die Kontrollfunktion L*~%(-). Mit &hnlichen
Argumenten wie oben erhélt man

V()2 E [ "ol (1) = 5+ E / T AL () > 6+ V(e — 6) — .
0 0
Da € beliebig ist, erhélt man
V(z)—-V(x—=46)>0

und
V'(z) > 1.

Es wurde damit hergeleitet, dass V' 30?V"(z) + puV'(z) — ¢V (z) < 0 und
V'(x) > 1 erfiillt. Ein etwas komplizierteres Argument zeigt, dass eine der
beiden Ungleichungen fiir jedes x zu einer Gleichung wird. Da aus = = 0 sofort
der Ruin folgt, bleibt die Randbedingung V' (0) = 0 erfiillt. Zusammenfassend
erhalten wir folgendes Ergebnis:

Theorem 3.2 Die optimale Returnfunktion V erfillt die folgende Hamilton-
Jacobi-Bellman Gleichung:

ma:r;(%aZV”(:c) b V() — V(@)1 — V(@) = 0

V(0) = 0.

Losungsmethode

Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung maz (302V" (z)+uV' (z)—cV (), 1—
V'(x)) = 0 wird als Losungsinstrument verwendet. Zuerst konstruiert man
eine Losung f fiir maz(50°V" (x) + pV'(z) — ¢V (z),1 = V'(2)) = 0 aus zwei
verschiedenen anlaytischen Teilen. Dann wird gezeigt, dass die Losung die op-
timale Returnfunktion majorisiert. Zum Schluss wird eine Kontrollfunktion
L* konstruiert, sodass der entsprechende Performanceindex den Erwartungs-
wert V' hat. Das zeigt auch gleichzeitig f = V und dass L* die optimale
Kontrolle ist.
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Um eine Losung fiir die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung maz ($02V" (z)+
uV'(x) —cV(x),1 —V'(x)) = 0 zu finden, nimmt man an, dass f konkav ist
(wird spéter gezeigt). Damit ist f’(z) nicht wachsend. Sei m = sup{x :
f(x) > 1}; damit ist

f’(a:):{>1 x<m}

=1 >m

mit maz(302V" () + pV'(z) — ¢V (z),1 = V'(z)) =0,

Sollte nun f aus zwei Teilen bestehen, wobei einer Af(z) = 0,z < m auf
[0, m] erfiillt und der andere f'(x) = 1 auf [m, c0). Um die unbekannte Grenze
m zu bestimmen, wir wie in Kapitel 3.2 vorgegangen. Dort war f zweimal
stetig differenzierbar, und es gilt

f'm) = f'(m=) = f'(m+),  [f"(m) = f"(m=) = f"(m+).

Das Problem ist eine Losung f von Af(x) = 0,z < m und eine Schranke m
zu finden, sodass

f(0)=0
f'(m) =0
f(m) =0

erfiillt sind.

Im Allgemeinen hat jede Losung von Af(z) = 0,z < m die Gestalt Cye®® +
Cye?® wobei 0y, 05 wie in Kapitel 2 definiert sind. C;, C5 sind zwei beliebige
Konstanten, die 2 Freiheitsgrade geben. Aus f(0) = 0 folgt, dass C; = —Cs
und somit

flz) = C (e — ™)

gilt, wobei C' positiv sein muss. Man erhélt durch Differenzieren von f(z) =
C<€91x _ e—@gaf)

f(z) = C (0,7 — e %)
f'(x) = C(67e™" — f3e7%%).
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Aus f"(z) = C(02e"* — 92e7%2%) und f"(m) = 0 folgt

2 61 o? log\/[ﬂ +20%c+p
V(2 +20%) VP + 207+ p

Aus f'(z) = C(0:e%* — ye7%%) und f'(m) = 0 folgt

1
- 91691m + 926_02m

Zusammenfassend erhalt man:

Theorem 3.3 Definiere

| O — et r<m
f<$)_{ Clem—e 2™y +z—m z>m [’

. 2 \/ 12+202c+
wobei m und C durch m = 5 29 log\Z—l = 4 logYE=Z T ynd C =
1462 2 \/(#2+2020) \/M2+2020+M

m gegeben sind. Dann ist f(x) eine Losung der Hamilton-Jacobi-
Bellman Gleichung maz(30°V" (z) + pV'(z) — ¢V (z),1 = V'(z)) = 0.

Beweis Fiir die Giiltigkeit von maz(30°V" (z)+pV'(z)—cV (z),1-V'(z)) =
0 muss noch
f(z)>1 fir z<m

Af(z) <0 fur x>m

gezeigt werden.

Differenziert man f”(z) = C(62e%® — 02e=%%), erhiilt man, dass f”'(x) > 0,
sodass f”(x) eine wachsende Funktion ist. Weiters ist f”(0) < 0 (bemerke,
dass 03] > 61). Da f”(m) = 0 gilt, impliziert die Monotonie von f”(z) < 0,
fir # < m, und f(x) konkav auf [0, m] ist. Weiters gilt f'(z) < f'(m) = 1.
UmAf(z) <0 fiir x > m zu zeigen, sicht man

Af(z) =p—cf(x) <p—cf(m) =Af(m) =0

Das vervollstandigt den Beweis.

Das néchste Ziel ist es zu zeigen, dass die Funktion f aus Theorem 3.2. mit
der optimalen Returnfunkiton V(z) = sup,.)EJ;(a(-)) zusammenfillt. Das
wird in zwei Schritten gemacht:
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e Der erste Schritt (Proposition 3.1) zeigt, dass f den Erwartungswert
des Performanceindexes fiir jede Strategie beschréankt, dass heisst, dass
f >V gilt.

e Der zweite Schritt ist es, so eine Kontrollfunktion L* zu konstruieren,
die EJ,(L*(+)) = f(z) erfiillt (Proposition 3.2).

Proposition 3.4 Sei L irgendeine Kontrolle, dann gilt f(x) > EJ,(L).

Beweis Sei r(t) = x+put+ oW (t) — L(t) gegeben und sei 7 die entsprechende
Ruinzeit. Fiir jede wachsende Funktion L(-) nimmt man A = {s : L(s—) #
L(s)}. Sei L = Y s<t|L(s) — L(s—)] der unstetige Teil von L und L°(t) =
L(t) — L4(t) der stetige Teil. Verwendet man die allgemeine It6-Formel, kann
man

e~ f(r(t A T))

tAT

= S+ [ e AR dst [ e ) aw s - [ e ()L
= ) — Fr(s-) — S (5= () = r(s-))]

sel,s<tAT

= f(2) + Jo" T e AL (r(s))ds + J§"T e f (r(s))dW (s)

tAT
— [ e s = Y eI r(s) = f(r(s-)
sel,s<tAT
(= Gleichung 1) schreiben. Mit Blick auf
maz(30?V"(z) + pV'(x) — ¢V (z),1 — V'(z)) = 0 ist der Integrand im
zweiten Ausdruck auf der rechten Seite nicht positiv. Da f konkav ist, gilt
0 < f'(z) < f'(0) < co. Der dritte Term ist ein quadratisch integierbares
Martingal mit Mittelwert 0. Nimmt man den Erwartungswert, erhélt man

E[e= D f(r(t AT))]

<@ =B [Tt L) —E Y e — f0(s-)

SeN,s<EAT
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Die linke Seite der Ungleichung ist gleich
Ele™f(r(t))it < 7] = e “E[f(r(t));t < 7].

Trivialerweise gilt () < |w(t)| wobei w(t) eine allgemeine Brownsche
Bewegung mit Parametern (u,0?) ist. Durch die Konkavitit von f gilt
f(z) < a+ bx fiir einige a,b > 0.

Damit ist E[e=f(r(t));t < 7] = e “E[f(r(t)); t < 7] beschridnkt durch

c (a4 bE | W(t) |), was gegen 0 konvergiert fiir ¢ — co. Man erinnere sich
an f'(x) > 1 und r(s) —r(s—) = L(s—) — L(s). Damit ist

f(r(s)) = f(r(s=)) < L(s—) — L(s). Mit dem Ubergang zum Grenzwert in
F(z) — B e P ())ALA(S) — B Sun setnr e (r(5)) — Flr(s—))

erhalt man:

0< f(x)—E/OT e dL(s)—E Y e [L(s)— L(s—)]

SEN,SEAT

— f(x) - E/O e~ dL(s).

Korollar 3.3 f(z) > V().

Als néchstes wird das Funktional L* mit EJ,(L) = f(z) konstruiert.
Sei m wie in Theorem 3.2 und sei

L*(t) = mgtx(x + us +oW(s) —m|*

r*(t) =x+ pu+ oW(t) — L*(t)

{L*(t) }+>0 ist ein stetig wachsender Prozess mit L(0) > 0, dann und nur
dann falls x > m. In diesem Fall hat L eine Sprungstelle bei x — m mit
Sprunghohe ¢t = 0.

Der Prozess r*(t),~, ist eine Brownsche Bewegung auf [0, m] mit m als
reflektierende obere Schranke, und das Funktional L*(-) wiichst nur, wenn
r*(t) = m gilt, genauer gesagt gilt:

r*(t) <m  Vt >0,

/0 Lo+ (tyemdL* () = 0.
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Proposition 3.5 Sei f wie in Theorem 3.2, dann gilt EJ,(L*) = f(x).

Beweis Sei 7" = inf{t: r*(t) = 0}. Mit der Ito-Formel in der Gleichung 1,
wobei L, 7 durch L*, 7* ersetzt wird, ist der zweite Term der rechten Seite
der Gleichung 1 0 wegen r* (t) <m, t > 0, und Af(x) =0 falls x < m.
Bildet man den Erwartungswert auf beiden Seiten, dann verschwindet der
Martingalteil, und man erhélt

Ele ™ f(r*(t)):t < %] = f(z) — E/OMT e f'(r*(s))dL"(s).

Da f beschrénkt auf [0, m] ist, konvergiert die linke Seite dieser Gleichung
gegen 0 fiir ¢ — oo. AuBerdem fithrt [7° 1,«()<mdL*(t) = 0 und f'(m) =1 zu

tAT thT
E/ e f'(r"(s))dL"(s) = E/ e f'(r"(s)) 1+ (s)=mdL" (s)
0 0
tAT
= E/ echf/(m>1T*(S):mdL*(S)
0
tAT s %
= E/O e L (s)=mdL"(s)

tAT
—E / e~ dL*(s)
0

Setzt man E [} e~**dL*(s) in
Ele=f(r*(t));t < 7] = f(z) — E [T e f'(r*(s))dL*(s) ein und lasst t
gegen unendlich gehen, ergibt

flz) = E/OT e “*dL*(s) = 0.

Korollar 3.4 f(z) = V(x) und L* ist die optimale Kontrolle.

Beweis Man verwendet Korollar 3.1, Proposition 3.2 und die Ungleichung
V(z) > EJ.(LY).

Anmerkung 3.1 Die Lisung zu unserem Problem kann in verschiedene
Teile zerlegt werden. Um zu jedem Zeitpunkt die richtige Dividende
auszuzahlen, sollte das Unternehmen den im vorhinein unbekannten
optimalen Reservestand m ermitteln und tmmer den Betrag auszuzahlen der
diesen tbersteigt (> m) und anderenfalls nichts (< m) auszuzahlen.
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3.4 Abschlielende Bemerkungen

(1) Die Annahmen in dr(®(t) = ut + odW (t) konnen durch mindestens
zwei Ansétze motiviert werden.

1. Entweder modelliert man die Reserve direkt als Brownsche
Bewegung oder

2. Man verwendet als Ndherung zur Beschreibung der
Reserveentwicklung einen Standard Prozess, zum Beispiel einen
zusammengesetzten Poisson-Prozess, dass heisst

Ny

Ry = Ry+pt =) U,
1

wobel

{N,} ist ein Poisson Prozess mit Intensitét (3,
U; (Zahlungshohen) sind unabhéngig identisch verteilt.

Wenn man hier p, 3 geeignet gegen Unendlich gehen l&dsst, und
U; geeignet klein werden lasst, so erhélt man im Limes eine
Brownsche Bewegung mit Drift.

(2) Die Wahl J, = [ e “a(t)dt des Performanceindexes als die Summe
aller (diskontierten) Auszahlungen der Dividenden ist nicht die einzig
mogliche. Zum Beispiel konnte man den Reichtum des Unternehmens
diskontiert mit Rate ¢ > 0

Jp = /Oo e r(t)dt = /T e “r(t)dt
0 0

betrachten, oder man verhéngt eine Strafe Pe[0, m] fiir den Ruin, was
zZu

Jx = _P1{7<oo}
fithrt, wobei 7 = inf{t > 0 : r(¢) = 0}. Ruinwahrscheinlichkeiten

konnen fiir Diffusionen explizit angegeben werden: Falls {r(t)} eine
Diffusion mit Drift p(z) und Varianz ¢%(z) in z ist, dann ist

() — f{: [exp —2 fo;‘ ;‘{f”%) dyldu.
J57exp —2 J§" 2 dyldu
Auch Linerarkombinationen der oben beschriebenen Perfomance-
indizes konnen interessant sein.
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1 Berechnung von Zahlen nach
vorgegebenen Verteilungen

Fiir die Bewertung und Simulation von Finanzinstrumenten benétigt man
Zahlen, die nach bestimmten Vorgaben verteilt sind. Dieser Ablauf verlauft
letztendlich deterministisch im Generator. ”Pseudo-Zufallszahlen”, die
entsprechend generiert werden, versuchen die Eigenschaften von wirklichen
Zufallszahlen nachzubilden und normalverteilte Zahlen kénnen durch
geeignete Transformationen von Gleichverteilten berechnet werden.

1.1 Pseudo-Zufallszahlen

Zahlenfolgen, die zwar zufillig aussehen, es aber nicht sind, bezeichnet man
als Pseudo-Zufallszahlen. Die erzeugten ”Zufallszahlen” im Generator
heiflen ” Pseudo-Zufallszahlen”, da man reproduzierbare, deterministische
Methoden verwendet, um diese Zufallszahlen zu berechnen, einen
deterministischen Algorithmus (Pseudozufallszahlengenerator). Es wird die
gleiche pseudozufillige Zahlenfolge erzeugt, bei jedem Start der Berechnung
mit gleichem Startwert.

Beim deterministischen Algorithmus folgt die gleiche Anweisung unter
gleichen Voraussetzungen im Algorithmus. Jeder folgende Schritt des
Algorithmus ist eindeutig festgelegt.

Die erzeugten Zahlen werden durch statistische FEigenschaften
charakterisiert, wie zum Beispiel die erzeugte Verteilung oder die
Unabhéngigkeit der aufeinanderfolgenden Zahlen.

Definition 1.1 7 Eine Folge von Zahlen heifit nach F verteilte
Zufallszahlen, wenn sie unabhdngige Realisierungen einer nach einer
Verteilungsfunktion F verteilten Zufallsvariablen sind.

Ausgangspunkt sind diejenigen Pseudo-Zufallszahlen, die auf dem Intervall
[0, 1] gleichverteilt sind.
Die Anwendung von Pseudo-Zufallszahlen findet man wieder

e in Computersimulationen,
e in der Kiinstlichen Erzeugung von (weiflen) Rauschen,

e bei der Suche nach Fehlern in Computerprogrammen.

17Seydel: Einfithrung in die numerische Berechnung von Finanz-Derivaten, Springer
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1.2 Verteilungen

Verteilung und Verteilungsfunktion einer Zufallsgriosse

Definition 1.2 ¥ Sei X eine Zufallsgrésse auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, P). Das diber der Borel’schen o-Algebra B

auf R mittels

u(B) = jx(B) = P(XeB),  BeB
definierte Lebesque-Stieltjes Mafl mit u(R) = 1 heif§t die zu X gehirige
Wahrscheinlichkeitsverteilung oder einfacher die Verteilung von X, die

Funktion
F(z) = Fx =P(X <uz), zeR

heifit die Verteilungsfunktion von X.
Die Verteilungsfunktion F' ist ein {iberaus brauchbares Werkzeug zur

Beschreibung der moglicherweise komplizierten Struktur von u. Es gilt

dann stets
Pla< X <b)=F(b) — F(a)

und allgemeiner p(B) = P(XeB) = [z dF(x). Man beachte, dass es eine
Bijektion zwischen den Verteilungen und den Verteilungsfunktionen auf R
gibt. Man kann daher F' und p quasi ”identifizieren”.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Satz 1.1 Sei I’ die Veteilungsfunktion einer Zufallsgrosse X . Dann gilt:
1. fir alle xin R ist 0 < F(z) <1,
2. lim, ., o, F(x) =0,
3. lim, o F(z) =1,

4. F ist nicht fallend und rechtsstetig.

Diskrete Verteilungen

Eine Zufallsgrosse beziehungsweise ihre Verteilung heifit diskret, wenn die
Verteilungsfunktion bis auf héchstens abzéhlbar unendlich viele Spriinge
konstant ist.

18 A .Schmidt, K.Hornik, C.Bernscherer, K.Grill: Wahrscheinlichkeitstheorie
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Beispiele fiir diskrete Verteilungen

e Binominalverteilung:

Ist X eine Zufallsgrofe mit P(X = k) = (Z) pFq" %, so sagt man, dass
X einer Binomialverteilung B, , mit Parametern n und p folgt (oder

einfacher, dass X binomialverteilt mit Paramtern n und p ist).

e negative Binomialverteilung:
Firn > 1 und 0 < p < 1 nennt man eine Zufallsgrofe X mit
P(X =k) = ("+£_1)p”q’“, k =0,1,... negativ binomialverteilt oder
pascalverteilt mit Parametern n und p; der Spezialfall n = 1 wird

Ublicherweise als geometrische Verteilung bezeichnet.

e hypergeometrische Verteilung:
) -
Es gilt P(X = k) = % Man sagt, dass X eine

hypergeometrische Verte;lung Hyr N, mit Parametern N, M und n
besitzt.

e Multinomialverteilung:
Es gilt P(Xy =Fky,..., X, = k) = kl,"—!kr!plfl ...pF. Diese Verteilung

des Zufallsvektors (Xi,...,X,) ist die sogenannte
Multinomialveteilung mit Parametern n und py, ..., p;.

e Poisson-Verteilung:
Sei A > 0. Eine Zufallsgrofie X ist poissonverteilt mit Parameter A,
wenn
P(X =k = %e*’\, k =0,1,.... Die Poissonverteilung ist von
grofler Bedeutung in Gebieten wie Elementarteilchenphysik, Biologie,
Astronomie und Qualitdtskontrolle.

Stetige Verteilungen

Eine Zufallsgréfie beziehungsweise ihre Verteilung heifit stetig, wenn ihre
Verteilungsfunktion eine stetige Funktion ist.

In diesem Fall existiert fiir alle 0 < p < 1 ein minimales x,,, sodass

F(x,) = p. Man nennt x,, das p-Quantil (Fraktil) von F; insbesondere heifit
T der Median von F.
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Beispiele fiir stetige Verteilungen

e Gleichverteilung:
Sei a < b. Die Gleichveteilung U, im Intervall (a,b) ist gegeben

1
durch die Dichte f(z) = { 8‘7‘1 gozsf <b } und der
0 r<a
Verteilungsfunktion F(z) = ¢ 7= a <z <b
1 x>0

e cindimensionale Normalverteilung:
Sei veR und o > 0. Die Verteilung mit der Dichte
flz) = \/217—0 exp(—3(%*)?) heifit die eindimensionale
Normalverteilung N (v, 0?) mit Parametern v und o2.
Von besonderer Bedeutung ist jene Normalverteilung mit v = 0 und

0% = 1, die als Standardnormalverteilung bezeichnet wird.

o Gammaverteilung:
Seien a, A > 0. Die Gammaverteilung der gamma(a,\) oder auch
¥ (a, \) mit Parametern a und X ist gegeben durch die Dichte

)\aefkmxafl

s — >0
ro={, ™ 3

sonst

e Exponentialverteilung:
Die Exponentialverteilung F) ist eine Gammaverteilung mit
Parametern a = 1 und \.

e Die Chiquadrat-Verteilung = X2-Verteilung
Die Chiquadrat-Verteilung X2 mit n Freiheitsgraden ist eine
Gammaverteilung mit Parametern n/2 und 1/2. Sie ist von
fundamentaler Bedeutung als Testverteilung in der Statistik.
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1.3 Transformation von Verteilungen

Satz 1.2 Sei U ... gleichverteilt und sei F' ... die Verteilungsfunktion,
dann folgt dass X = F~Y(U) gleichverteilt ist mit Verteilungsfunktion F(t).

Beweis



2 DIE SIMULATION 52

2 Die Simulation

2.1 Was ist zu simulieren

Wir wollen nun folgendes Funktional maximieren:

J = E[/Ooo e~a(t)dt] — aP(r < 00), @ >0

Der 2. Term wird als sogennanter Penaltyterm (= Strafterm fiir Ruin)
bezeichnet, das heifit je hoher der Parameter « ist, desto stéarker wird
ein auftretender Ruin bestraft.

Als Barriere wahlen wir eine lineare Funktion der Gestalt
bt - b(] + blt
Oberhalb dieser Barriere wird alles ausbezahlt.

Man erhélt also in etwa folgendes Bild

e Es wird ein grofler Zeithorizont T" angenommen, weil co nicht
genommen werden kann.

e Um zu simulieren wird der Prozess ut + oW, diskretisiert. In jedem
Zeitpunkt wird also die Zufallsvariable Z ~ N (uAt, 02At) simuliert.

e Die Zuwichse Z sind normalverteilt mit Mittelwert pAt und Varianz
02At, wobei p und o auf ein Jahr betrachtet werden und At ein
Teilwert des Jahres ist.
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Za jeden Zeitpunkt gibt es 2 Moglichkeiten:

Mogl. 1: Der Zuwachs bringt uns {iber die Schranke, das heifit das die Differenz
ausbezahlt wird. Der auszuzahlende Betrag wird wie folgt berechnet:
X+ 2 > bigae
— Auszahlung von X; + Z — b,y a¢, und man erhélt fiir den neuen
Startwert x;.1 = byya¢

Den Auszahlungsbetrag X; + Z — by, a; diskontiert man mit e—¢(+49)

und erhilt den Beitrag zum Zielfunktional: e ¢80 (X, + 7 — b))

B s

t t+At

Moégl. 2: Die Schranke wird nicht {iberschritten und es erfolgt keine
Auszahlung. X; + Z < by
— keine Auszahlung, neuer Startwert x;, o, = x; + Z und kein
Beitrag zum Zielfunktional.
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Wir lassen zuerst u, 0 und ¢ konstant, zum Beispiel:

Weiters sei nun a=konstant=1, by=konstant=1 und auch Xy = 1 und wir
variieren die Steigung b; (nur die Steigung der Barriere lassen wir steigen.)

Fiir die Simulation wurde At = 0,1 und 7" = 100 gesetzt. Es wurden 1000

w=0.05
oc=20.2
c¢c=0.03

Simulationen durchgefiihrt und der Mittelwert bebildet.

In der Tabelle scheinen sowohl b;, Barwert, Ruinwahrscheinlichkeit als

auch das J auf.

Alpha =1

B1 |BarwertRuinwahrscheinlichkeit J

0,01 1,35 44% 0,91
0,02 1,19 29% 0,90
0,03 1,01 26% 0,75
0,04 0,85 25% 0,60
0,05 0,71 24% 0,47
0,06 0,59 21% 0,38
0,07 0,49 20% 0,29
0,08 0,41 19% 0,22
0,09 0,34 18% 0,16
0.1 0,29 17% 0,12
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2.2 Das Ergebnis

2.2.1 Simulationsergebnis fiir verschiedene Werte von «

Konstante Werte:

e 1 =0.05
e 0 =02
e ¢c—=0.03

Alpha =1

B1 |Barwert/Ruinwahrscheinlichkeit J

0,01 1,35 44% 0,91
0,02 1,19 29% 0,90
0,03 1,01 26% 0,75
0,04 0,85 25% 0,60
0,05 0,71 24% 0,47
0,06 0,59 21% 0,38
0,07 0,49 20% 0,29
0,08 0,4 19% 0,22
0,09 0,34 18% 0,16
0,1 0,29 17% 0,12

Wie mam hier erkennen kann, liegt das Maximum bei einem b; von 0, 01.
Bei einem Wert des o/s von 0 liegt der Wert auch bei 0,01. Dies macht aber
langfristig wenig Sinn, weil man bei einer hohen Ruinwahrscheinlichkeit nur
kurzfristig iiberlebt.

Es wurden noch andere Werte fiir a untersucht und folgende Ergebnisse
erhalten:

Alpha =3

B1 |BarwertRuinwahrscheinlichkeit J

0,01 1,35 44% 0,03
0,02 1,19 29% 0,32
0,03 1,01 26% 0,23
0,04 0,85 25% 0,10
0,05 0,71 24% -0,01
0,06 0,59 21% -0,04
0,07 0,49 20% -0,11
0,08 0,41 19% -0,16
0,09 0,34 18% -0,20
0,1 0,29 17% -0,22
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Das Maximum liegt bei einem b; von 0,02, anlag dazu wie bei den Werten
fiir die o/s von 2 bis 5.

Alpha =10

B1 |Barwert|Ruinwahrscheinlichkeit J

0,01 1,35 44% -3,05
0,02 1,19 29% -1,71
0,03 1,01 26% -1,59
0,04 0,85 25% -1,65
0,05 0,71 24% -1,69
0,06 0,59 21% -1,51
0,07 0,49 20% -1,51
0,08 0,41 19% -1,49
0,09 0,34 18% -1,46
0,1 0,29 17% -1,41

Hier sieht man das bei 0,04 das Maximum liegt, das Gleiche folgt auf die
darauf folgenden Werte der o's.

Alpha =100

B1 |Barwert|Ruinwahrscheinlichkeit| J

0,01 1,35 44% -42 65
0,02 1,19 29% -27.81
0,03 1,01 26% -24,99
0,04 0,85 25% -24.15
005 0,71 24% -23,29
0,06 0,59 21% -20,41
0,07 0,49 20% -19.51
0,08 0,41 19% -18,59
0,09 0,34 18% -17,66
0,1 0,29 17% -16,71

Man beobachtet das das Maximum bei 0, 1 liegt, wie schon bei den Werten
der o's wie 50.

Resultat

Der Wert von « sollte am Anfangskapital xy angepasst werden. Mit der
Wahl von a kann man den Einfluss der Ruinwahrscheinlichkeit steuern.
Je grofler das o gewdhlt wird, desto grofler wird Gewicht auf die
Ruinwahrscheinlichkeit gelegt.

In der Praxis wird die Ruinwahrscheinlichkeit sehr bestrafft, da man
langfristig das Uberleben des Portfolios sicherstellen machte.
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2.2.2 Mittelwert und Varianz

Bei Anderung des Mittelwertes s

Konstante Werte:

2,00 1

1,50 1

1,00 1

0,50 1

0,00

-0,50 -

— Barwert
— Ruinwahrscheinlichkeit
J

- ¢

001 002 003 004 005 006 007 008 009 0,1

- Wie man hier erkennen kann steigt mit dem Erwartungswert
logischerweise auch der Barwert.

- Weiters sinkt natiirlich auch die Ruinwahrscheinlichkeit.

- Man erkennt dass das Zielfunktional J erst im Minus ist, aber dann
indirekt proportional zur Ruinwahrscheinlichkeit steigt, wobei auch
die Steigung des Barwertes miteinfliefit.

o7



2 DIE SIMULATION 28

Bei Anderung der Varianz o:

Konstante Werte:
e a=1
e 1 =0.05
e ¢c=0.03

J

— Barwert
— Ruinwahrscheinlichkeit
—J

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Das Diagramm zeigt das bei steigender Varianz (Volatilitdt) folgende
Effekte auftretten:
- hoherer Barwert

- durch die hohere Volatiltidt steigt natiirlich auch die
Ruinwahrscheinlichkeit.

- Je stérker die Schwankung umso grofler ist die Ruinwahrscheinlichkeit
und desto geringer das Zielfunktional J.
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Bei Anderung der Schranke b;:

Konstante Werte:
o =1
e 1, =0.05

e 0 =02

1,80 1
1,60 4
1.40 4
1,20 1

— Ruinwahrscheinlichkeit

1.00 - . i — Barwert
J

0,80 -

0,60 -
0,40 A

0.20 1

0.00 L] T L] L] T T I 1 T ] b1
11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

- Wie man sieht wird die Steigung der Barriere erhoht sinkt
logischerweise der Barwert da weniger ausgezahlt wird.

- Wird weniger ausbezahlt bleiben mehr Reserven fiir schlechtere
Ergebnisse, dadurch sinkt die Ruinwahrscheinlichkeit.

- Die Steigung von J ist indirekt proportional zur Steigung der
Ruinwahrscheinlichkeit, jedoch hat der Barwert einen Einfluf3.
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2.2.3 Vergleich zwischen Variabel und Fix

Wir vergleichen nun noch den Fall

e ciner konstanten Schranke: b = by und

e ciner linear wachsenden Schranke: b = 1 + byt
wobei wir fiir unser Beispiel die unten stehenden Werte verwenden:

[ ] bo == 11
L] b1 — 001

Konstante Werte:

e =1
e 1 =0.05
e ¢c—=0.03

Die unteren Diagramme zeigen, dass der Verlauf grundsétzlich gleich bleibt.
Je geringer die Schwankung umso mehr héngt es von den Schranken ab. Je
grofer das o umso dhnlicher verhalten sie sich, nur bei geringeren o gibt es
Abweichungen.

Barwert
1,80 1
1,60 1
- ﬁ_\
1,20
Ll — Barwert fiir variable Barriere |
0,80 1 — Barwert filr fixe Barriere
0,60 1
0.40
0,20 1
0,00 a

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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Ruinwahrscheinlichkeit

120.00%
100,00%
80,00%

— Ruinwahrscheinlichkeit fiir

60.00% variable Barriere
- ~— Ruinwahrscheinlichkeit fur
fixe Barriere
40,00%
20,00%
0,00% T T r T T T T T T e

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Zielfunktional J

1.80 q

— | fiir variable Barriere
— J fiir fixe Barriere

0,80 1
0,60 1
0.40 1

0,20 1

0,00 . . r . . . - " . 5
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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Anhang

1 Der Source-Code
rm(list=Is(all=TRUE))

sim<-function(mu,sig,delta){

z=rnorm(1000,mu*delta,sig*delta™0.5)
result=z

}
sim2<-function(b0,b1,c){

x=c(rep(0,1001))
a=c(rep(0,1000))
x[1]=1

=1
ruin=0

while (t<=1000) {
x[t+1]=x[t]+z[t]
a[t]=max(x[t+1]-b0-b1*t*delta,0)
x[t+1]=x[t+1]-a[t]

if (x[t+1]<=0) {

ruin=1

t=1001}

t=t+1

}
t=c(1:1000)
bw=t(a)%*%exp((-c)*t*delta)

erg=c(0,0)
erg[1]=ruin
erg[2]=bw
result=erg

}
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mu=0.05
sig=0.2
b0=1
alpha=1
¢=0.03
n=1000
delta=0.1

Isg=matrix(rep(0,40),ncol=4)

z=sim(mu,sig,delta)

for (k in 1:10) {b1=k/100
Isglk,1]=b1
erg=sim2(b0,b1,c)
Isglk,2]=Isg[k,2]+erg[2]
Isgk,3=Isg[k,3]+erg[1}]
}

for (k in 1:10) {
Isgfk,2]=lsg[k,2}/n
Isg[k,3]=Isg[k,3]/n
1sg[k,4]=1sg[k,2]-alpha*1sg[k,3]
}

write.table(lsg,'test.csv',append=FALSE,sep=";")

64
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Unterschied Fix/Variabel

rm(list=Is(all=TRUE))

alpha=1
¢=0.03
n=1001
delta=0.1

sim<-function(mu,sig,delta){

z#morm(lOOO,mu*delta,sig*dcltaAO.S)
result=z

}
- sim2<-function(b0,b1,c){

- xv=¢(rep(0,1001))
av=c(rep(0,1000))
xv[1]=1

xf=c(rep(0,1001))
af=c(rep(0,1000))
xf[1]=1

t=1
ruinv=0

while (t<=1000) {
xv[t+1]=xv[t]+z[t]
av[t]=max(xv[t+1]-b1*t*delta-1,0)
xv[t+1]=xv[t+1]-av]t]

if (xv[t+1]<=0) {

ruinv=1

t=1001}
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t=t+1
)

t=1
ruinf=0

while (t<=1000) {
xft+1]=x1]t]+z[t]
af[t]=max(xf[t+1]-b0,0)
xf[t+1]=xf]t+1]-af]t]

if (xfJt+1]<=0) {
ruinf=1

t=1001}

t=t+1

h

t=c(1:1000)

bwv=t(av)%*%exp((-c)*t*delta)
bwf=t(af)%*%exp((-c)*t*delta)

erg=c(0,0,0,0)
erg[1}=ruinv
erg[2]=bwv
erg[3]=ruinf
erg[4]=bwf
result=erg

}

for (m in 1:10) { mu=m/100
for (s in 1:10) { sig=s/20

Isg=matrix(rep(0,100),ncol=10)
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for (iin 1:n) {

z=sim(mu,sig,delta)

for (k in 1:10) {b1=k/100
b0=1+k/10

Isglk,1]=b1

Isg[k,5]=b0
erg=sim2(b0,b1,c)
Isg[k,2]=lsg[k,2]+erg[2]
Isg[k,3]=1sg[k,3]+erg[1]
Isg[k,6]=Isg[k,6]+erg[4]
Isg[k,7]=1sg[k,7]+erg[3]

}

}

- for (kin 1:10) {
Isglk,2]=Isg[k,2])/n
Isglk,3]=lIsg[k,3]/n
Isglk,4]=1sg[k,2]-alpha*1sg[k,3]
Isglk,6]=1sg[k,6]/m
Isglk,7]=Isg[k,7])/n
1sglk,81=1sg[k,6]-alpha*Isg[k,7]
Isg[k,9]1=mu
Isg[k,10]=sig
}

write.table(lsg,'out.csv',append=TRUE,sep=";",row.names=FALSE,col.na
mes=FALSE)
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