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KurzfassungIh shrieb diese Diplomarbeit unter der Beaufsihtigung von Herrn Professor UweShmok im Sommersemester 2008 und im Wintersemester 2008/2009. Die Arbeit be-handelt die Berehnung des Embedded Value bei Verwendung einer stohastishen Ri-sikodiskontrate.Das erste Kapitel beinhaltet die Definition des Embedded Value und der Kompo-nenten, aus denen sih dieser zusammensetzt. Ferner wird eine Erklärung zu der Wahlder aktuariellen und ökonomishen Annahmen, die für die Berehnung des EmbeddedValue benötigt werden, gegeben und es werden explizite Methoden zur Bestimmungder wesentlihsten Annahmen vorgestellt. Auh wird der Value Added beshrieben, dasheiÿt die Veränderung des Embedded Value von einem Jahr auf das nähste, und indiesem Zusammenhang der Value of New Business.Im zweiten Kapitel werden stohastishe Zinsmodelle, die zur Bestimmung der Ri-sikodiskontrate verwendet werden können, vorgestellt. Zunähst wird die Tehnik derPreisbewertung ohne Arbitragemöglihkeiten in einem verallgemeinerten Blak-Sholes-Modell beshrieben und der arbitragefreie Preis einer Kaufsoption im Blak-Sholes-Modell berehnet. Ferner wird eine alternative Ermittlung von arbitragefreien Preisenin vollständigen Modellen gezeigt und in diesem Zusammenhang replizierende Portfolioserläutert. Nah einer kurzen Beshreibung von Anleihen und diversen Zinssätzen wirddann die Ermittlung der arbitragefreien Preise von Nullkuponanleihen in vershiedenenZinsmodellen erklärt.Das dritte Kapitel behandelt die Weiterentwiklung des Embedded Value. Es werdendie Merkmale des European Embedded Value und des Market Consistent EmbeddedValue beshrieben. Ferner werden die drei Embedded-Value-Ansätze miteinander ver-glihen.Im vierten Kapitel werden der European Embedded Value beziehungsweise der Mar-ket Consistent Embedded Value, der Value of New Business und die einzelnen Kompo-nenten der genannten Werte zwishen vershiedenen Gesellshaften verglihen.Die für die Ausführungen im zweiten Kapitel benötigte stohastishe Analysis findetsih im Anhang.
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Kapitel 1Grundlagen1.1 EinleitungEmbedded Values stellen in der Lebens- und Krankenversiherung den internationalenStandard zur Bewertung von Versiherungsunternehmen und zur Messung der Perfor-mane dieser Sparte dar. Deshalb ist diese Gröÿe sowohl für Investoren als auh für dieUnternehmensleitung von groÿem Interesse. Neben der Messung des Unternehmenswer-tes eignet sih der Embedded Value auh zur Festlegung der Entlohnung des Manage-ments und des Verkaufs. Deshalb gibt es heute vermehrt Gesellshaften, die den Bonusdes Managements an den Embedded Value koppeln.Die Veröffentlihung von Embedded Values erhöht über die Veröffentlihung von IAS1/ IFRS2 Konzernergebnissen hinaus die Transparenz. Durh Embedded Values werdenLebens- und Krankenversiherer international vergleihbar. Die lokalen Anforderun-gen an Solvabilität und Gewinnbeteiligung der Versiherungsnehmer werden so in eineeinzige Kennzahl integriert. Viele internationale Versiherungsgruppen veröffentlihenmittlerweile Embedded Values im Wesentlihen aufgrund der Nahfrage der Analys-ten. Eine ausshlieÿlihe Veröffentlihung des Embedded Value ohne eine Analyse derVeränderung dieses Wertes bringt jedoh wenig Aufshluss über die Wertshöpfung imUnternehmen.Die ersten Gesellshaften starteten Ende der neunziger Jahre mit Berehnungenvon Embedded Values. Zunähst gab es nur interne Berehnungen, dann erste Ver-öffentlihungen der AMB Generali Holding AG im Jahr 1999, der Allianz SE im Jahr2000 und der Münhener Rük/ERGO Versiherungsgruppe im Jahr 2001. Die wesent-lihen Untershiede zu früheren Ertragswertberehnungen sind der Aktionärsfokus, dieKapitalbindungskosten und die Annahme, dass die Risikodiskontrate niht gleih demErtragszins ist.1.2 DefinitionIn diesem Kapitel 1.2 werden die Komponenten, aus denen sih der Embedded Valuezusammensetzt, definiert. Die Ausführungen im gesamten Kapitel 1 sind dem VortragEmbedded Value � European Embedded Value � Market Consistent Embedded Value1International Aounting Standards2International Finanial Reporting Standards 1



2 Kapitel 1 Grundlagenvon Laszlo Hrabovszki und Ute Kerres [9℄, dem Buh Stohastishe Modelle in derLebensversiherung von Mihael Koller [10℄ und dem Vortrag Embedded Value Workshopvon Towers Perrin/Tillinghast [13℄ entnommen.Definition 1.1 Im Folgenden bezeihnet man mit
N die Menge der natürlihen Zahlen inklusive 0,
N

∗ = {x ∈ N; x > 0},
R die Menge der reellen Zahlen,
R+= {x ∈ R; x ≥ 0},
R

∗
+= {x ∈ R; x > 0}.Definition 1.2 Im Folgenden sei T ∗ ∈ R

∗
+ ein Endzeitpunkt.1.2.1 Formale Darstellung des Embedded ValueDefinition 1.3 Der Embedded Value (EV) zum 31.12. des betrahteten Geshäfts-jahres setzt sih folgendermaÿen zusammen:EV = ANAV + PVFP− CoC,wobeiANAV der Adjusted Net Asset Value des betrahteten Geshäftsjahres ist, das heiÿtsih aus dem bilanziellen Eigenkapital und gegebenenfalls den anteiligen Bewertungsre-serven des betrahteten Geshäftsjahres zusammensetzt,PVFP der Present Value of Future Pro�ts zum 31.12. des betrahteten Geshäfts-jahres ist, das heiÿt der Barwert der zukünftigen Jahresübershüsse aus dem Versihe-rungsbestand zum 31.12. des betrahteten Geshäftsjahres, undCoC das Cost of Capital zum 31.12. des betrahteten Geshäftsjahres ist, das heiÿtder Barwert der zukünftigen Kapitalbindungskosten zum 31.12. des betrahteten Ge-shäftsjahres.Bewertungsreserven (Stille Reserven), die dem Untershiedsbetrag zwishen Kapitalan-lagen zu Markt- und Buhwerten entsprehen, werden entweder bei der Berehnung desPresent Value of Future Profits berüksihtigt oder anteilig (Aktionärsanteil) dem Ad-justed Net Asset Value hinzugerehnet. Beim Market Consistent Embedded Value (Ka-pitel 3.2) werden die Bewertungsreserven anteilig dem Present Value of Future Profitsund dem Adjusted Net Asset Value hinzugerehnet.1.2.2 Ermittlung des Present Value of Future ProfitsDie statutarishe Gewinn- und Verlustrehnung und die Bilanz wird für einen vorgege-benen Projektionszeitraum projiziert. Der Projektionszeitraum beträgt gewöhnlih 40Jahre. Eigentlih würde dieser der maximalen Dauer der Polizzen entsprehen. Da sihjedoh der Embedded Value bei einer Projektion der Gewinn- und Verlustrehnung undder Bilanz für diesen Zeitraum im Verhältnis zu einer Projektion von 40 Jahren nihtviel ändert, wird die kürzere Dauer genommen. Der Grund, dass sih der Wert niht



1.2 Definition 3viel ändert, ist die immer höher werdende Abzinsung bei annähernd gleih bleibendenJahresergebnissen. Zukünftiges Neugeshäft und Zinserträge auf das Eigenkapital wer-den bei der Projektion niht berüksihtigt.Die Tatsahe, dass sih der Embedded Value an ausshüttungsfähigen Gewinnen ori-entiert, spielt eine wesentlihe Rolle. Der Rohübershuss wird abgeleitet und auf denJahresübershuss und die Zuführung zur Rükstellung für Beitragsrükerstattung (RfB)aufgeteilt. Die Rükstellung für Beitragsrükerstattung ist eine versiherungstehnisheRükstellung und dient der Beteiligung der Versiherungsnehmer am Übershuss ei-nes Versiherungsunternehmens. Sie ist insbesondere in der Lebens- und der (privaten)Krankenversiherung von Bedeutung. Soweit die für die Übershussbeteiligung der Ver-siherungsnehmer bestimmten Beträge niht unmittelbar zu Lasten des Geshäftsjahreszugeteilt werden (Direktgutshrift), sind sie der Rükstellung für Beitragsrükerstattungzuzuführen. Umgekehrt werden der Rükstellung für Beitragsrükerstattung Mittel ent-nommen, die den Versiherungsnehmern gut gebraht werden.Definition 1.4 Sei ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) gegeben. Fer-ner sei t = 0 das betrahtete Geshäftsjahr und w ∈ N
∗ der Projektionszeitraum inJahren, wobei w ≤ T ∗ ist. Bezeihne der R

∗
+-wertige stohastishe Prozess r = (r(t))T ∗

t=0die Risikodiskontrate (wie man die Risikodiskontrate bestimmen kann, wird in Kapitel
1.3 erläutert) und seien JÜ1, . . . , JÜw ∈ R die projizierten, zukünftigen Jahresüber-shusse in den Geshäftsjahren 1, . . . , w. Dann wird der Present Value of FuturePro�ts zum 31.12. des betrahteten Geshäftsjahres t = 0 durhPVFP =

w∑

t=1

JÜt(1 + r(t))−tde�niert.1.2.3 Ermittlung des Cost of CapitalEin Versiherungsunternehmen benötigt Eigenkapital auf Grund von Solvabilitätsan-forderungen und internen Risikoüberlegungen. Möglihe Ansätze zur Bestimmung desbenötigten Eigenkapitals sind Solvabilitätsvorshriften, Bewertungsmodelle von Ratin-gagenturen (zum Beispiel Standard & Poor's) oder interne Risikomodelle. Risikotheo-retish korrekt und damit am besten für die Unternehmenssteuerung geeignet, sindinterne Risikomodelle, da diese das unternehmensindividuelle Risikoprofil am bestenbeshreiben.Der Aktionär muss Kapital bereitstellen. Hierauf kann eine Rendite in Höhe der Net-toverzinsung realisiert werden. Wenn das benötigte Eigenkapital im Versiherungsun-ternehmen verbleibt, unterliegen die entsprehenden Kapitalerträge dem Mehanismusder Übershussverteilung (Zuführung zur Rükstellung für Beitragsrükerstattung) undgegebenenfalls der Steuerbelastung. Im Projektionsverlauf erfolgt unter Umständen ei-ne zusätzlihe Bindung, mit auslaufendem Bestand eine Freisetzung von gebundenemEigenkapital. Der aus Aktionärssiht verbleibende Finanzfluss wird mit einer Risiko-diskontrate diskontiert, die über der Nettoverzinsung liegt. Die Bindung des Kapitalsdes Aktionärs ist somit mit einem Zinsverlust verbunden.



4 Kapitel 1 GrundlagenDefinition 1.5 Sei ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) gegeben. Fer-ner sei t = 0 das betrahtete Geshäftsjahr und w ∈ N
∗ der Projektionszeitraum inJahren, wobei w ≤ T ∗ ist. Bezeihne der R

∗
+-wertige stohastishe Prozess r = (r(t))T ∗

t=0die Risikodiskontrate (wie man die Risikodiskontrate bestimmen kann, wird in Ka-pitel 1.3 erläutert) und sei i ∈ R
∗
+ der Kapitalertragssatz nah Abzug der Steuer.Sei EK0 das benötigte Eigenkapital im betrahteten Geshäftsjahr t = 0 und seienferner EK1, . . . , EKw−1 ∈ R die projizierten, zukünftigen benötigten Eigenkapitalienin den Geshäftsjahren 1, . . . , w − 1. Die Kapitalbindungskosten im Geshäftsjahr

t = 0, . . . , w − 1 bezeihnet man mit Kt. Diese werden auf das benötigte Eigenkapi-tal berehnet und sind de�niert als der Zinsverlust, der sih für den Aktionär auf dasbenötigte Eigenkapital ergibt, das heiÿt
Kt = (r(t)− i)EKt, t = 0, . . . , w − 1.Dann wird das Cost of Capital zum 31.12. des betrahteten Geshäftsjahres t = 0durh CoC =

w∑

t=1

Kt−1(1 + r(t))−tde�niert.1.3 Annahmen für den Embedded ValueFür die Berehnung des Embedded Value müssen aktuarielle und ökonomishe Annah-men getroffen werden. Diese Annahmen sollten auf historishen Daten basieren, diezukünftigen Erwartungen der Gesellshaft widerspiegeln und realistish sein. Fernersollten sie keine Siherheitsmargen enthalten, unter der Prämisse der Unternehmens-fortführung hergeleitet sein und keine Einmaleffekte enthalten.Annahmen für die Kapitalerträge und die Gewinnbeteiligung:Die Erwartung des Zinsniveaus basiert auf den Werten des aktuellen Kapitalmarktes.Das optimale Verfahren, um Annahmen für die Kapitalerträge zu treffen, wäre Fol-gendes: Man projiziert den Auslauf der existierenden Anleihen, maht Neuanlagen zudann gültigen Konditionen und löst die stillen Reserven auf. Die Gewinnbeteiligungsollte konsistent zu den Kapitalerträgen sein. Die Kapitalertragsannahmen sind für dieBerehnung des Embedded Value wesentlih, da die verwendete Rendite substantielldie Höhe des Rohübershusses und damit auh die ausgeshütteten Erträge beeinflusst.Wesentlih ist auh die Ausshüttungsquote, da der Bestandswert sih proportionalzu dieser verhält und ein wihtiges Instrument des Managements zur Steuerung derAusshüttung an die Aktionäre ist.Annahmen für die Rükversiherung:Das optimale Verfahren wäre signifikante Verträge, wie Verträge mit Finanzierungs-anteil oder Risikobasisverträge, explizit zu modellieren. Alternativ können Rükver-siherungskosten auh in % der Beiträge oder der Versiherungssumme angenommenwerden.



1.3 Annahmen für den Embedded Value 5Annahmen für die Solvenz:Die Minimumanforderung der Europäishen Union für die Solvenz (4%/1% Reserven
+ 3%� des riskierten Kapitals) beinhaltet keine adäquate Berüksihtigung von Ka-pitalmarktrisiken. Das optimale Verfahren wäre, das benötigte Kapital zum Beispielals 175% der Anforderung der Europäishen Union plus 20% Crash Reserve für stilleReserven zu definieren oder ein risikobasiertes Kapital zu nehmen.Risikodiskontrate:Für die Bestimmung der Risikodiskontrate gibt es vershiedene Betrahtungsweisen, dienahstehend erläutert werden. Bei der klassishen Betrahtungsweise geht es darum, denWert einer Versiherungsgesellshaft festzulegen. Man stellt sih auf den Standpunktdes Investors, der von dieser Anlage einen risikogerehten Ertrag erhalten will. Dement-sprehend definiert man die Risikodiskontrate, die im Prinzip dem Ertrag einer ähnlihrisikoreihen Anlage entspriht. Als Anhaltspunkt kann die Rendite der Aktien des ent-sprehenden Segments gewählt werden. Daraus wird deutlih, dass dieser virtuelle Zinsvon den wirtshaftlihen Gegebenheiten abhängt.Wenn man den erwarteten Wert der Versiherungsgesellshaft sowie das Risiko derVersiherungsgesellshaft berehnen will, ist es nötig, ein stohastishes Zinsmodell fürdie Bestimmung der Risikodiskontrate zu wählen. Solhe Zinsmodelle werden in Kapitel2 vorgestellt.Es sei noh erwähnt, dass eine Veränderung der Risikodiskontrate den EmbeddedValue wesentlih beeinflussen kann (je höher die Risikodiskontrate, desto niedriger derEmbedded Value).Neben diesen Annahmen müssen auh noh Annahmen 2. Ordnung getroffenwerden. Die in den Geshäftsplänen festgelegten Sterbetafeln und Kostensätze heiÿenAnnahmen 1. Ordnung. Diese enthalten aufgrund des Prinzips der Vorsiht Siherheits-zushläge. Damit die Jahresergebnisse des Versiherungsbestandes jedoh realistish ab-gebildet werden, müssen die Rehnungsgrundlagen wirklihkeitsnah sein. Man sprihtvon Annahmen 2. Ordnung. Ferner zählen die Annahmen für den Storno zu dieser Artvon Annahmen.Annahmen für die Sterblihkeit:Das optimale Verfahren wäre, die Annahmen für die Sterblihkeit bezüglih einer gesell-shaftsindividuellen Sterbetafel oder einem Datenpool zu treffen. Alternativ kann dieSterbewahrsheinlihkeit auh in % der Sterbetafel angenommen werden oder es könnenErfahrungen auf dem Markt verwendet werden. Ferner sollten separate Analysen fürRauher und Nihtrauher durhgeführt werden.Annahmen für den Storno:Die Stornowahrsheinlihkeit sollte getrennt nah Produkt, nah Laufzeit, nah Bei-tragszahlungsweise und nah Versiherungsjahr der Polizzen ermittelt werden. Die Ver-rentungswahrsheinlihkeit ist ebenfalls im Zusammenhang mit der Stornowahrshein-



6 Kapitel 1 Grundlagenlihkeit zu betrahten. Es sei erwähnt, dass die Stornowahrsheinlihkeit groÿen Einflussauf die Profitabilität haben kann.Annahmen für die Kosten:Die Annahmen sollten getrennt für Abshlusskosten, Verwaltungskosten, Shadenre-gulierungskosten und Kapitalanlagekosten getroffen werden. Das optimale Verfahrenwäre, die Kosten bezüglih einer Analyse der Prozesskostenrehnung zu ermitteln undpro Polizze anzugeben. Alternativ können Kosten in % der Beiträge oder der Versihe-rungssumme berehnet werden.Folgende Risiken sollten bei der Wahl der Annahmen beahtet werden:Kapitalanlagerisiko:Je niedriger das Zinsniveau ist, desto höher ist der Wert der gegenüber den Versihe-rungsnehmern abgegebenen garantierten Verzinsung und desto weniger Ertrag bleibtfür den Aktionär. Bei steigenden Zinsen ergibt sih ein Abshreibungsbedarf auf einenTeil der festverzinslihen Wertpapiere, der jedoh durh geeignete Maÿnahmen ver-mieden werden kann. Wenn der garantierte Zins niht erwirtshaftet wird, muss unterUmständen der Aktionär einspringen.Sterblihkeit (insbesondere Langlebigkeit):Es ist eine jährlihe Verbesserung der Sterblihkeit zu beobahten, die zu gröÿeren Ge-winnen bei traditionellen Kapital- und Risikoversiherungen führt. Bei Rentenversihe-rungen wirkt sih jede Sterblihkeitsverbesserung negativ auf die Erträge des Aktionärsaus. Da gerade aufgeshobene Rentenversiherungen eine teilweise sehr lange Laufzeithaben, können Sterblihkeitsverbesserungen groÿe Auswirkungen haben.Stornorisiko:Rükkaufswerte werden von vielen Lebensversiherern garantiert. Bei shlehter Markt-lage kann dies unter Umständen zu einem Verlust führen. Stornoabshläge, die abhängigvom Marktwert der Kapitalanlagen sind, werden immer diskutiert.Kostenrisiko:Gerade beim fondsgebundenen Geshäft ergibt sih ein erheblihes Kostenrisiko, da dieKosten mehr oder weniger fix, die Einnahmen jedoh im Wesentlihen an das Fonds-guthaben geknüpft und somit variabel sind.Nun werden explizite Methoden zur Bestimmung der Annahmen 2. Ordnung, die fürdie Berehnung des Embedded Value eines Lebensversiherungsunternehmens benötigtwerden, vorgestellt.



1.3 Annahmen für den Embedded Value 71.3.1 SterblihkeitZuerst teilt man den Versiherungsbestand des Lebensversiherungsunternehmens infolgende Kategorien ein:- Gemishte Lebensversiherungen,- Erlebensfallversiherungen,- Risikoversiherungen,- Rentenversiherungen,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge.Die Berehnung der Sterbewahrsheinlihkeit erfolgt getrennt für die einzelnen Ka-tegorien. Ferner werden das Geshleht und das Alter der versiherten Personen berük-sihtigt. Die Kennzahlen für die Berehnung sind die Anzahl aller versiherten Personenund die Anzahl der versiherten Personen, die verstorben sind.Definition 1.6 Bezeihne
a ∈ N das Alter der versiherten Personen,

g das Geshleht der versiherten Personen, das heiÿt männlih oder weiblih,
da,g ∈ N die deterministishe Anzahl aller versiherten Personen mit Alter a und Ge-shleht g, die im betrahteten Geshäftsjahr verstorben sind,
xa,g ∈ N die deterministishe Anzahl aller versiherten Personen mit Alter a und Ge-shleht g im betrahteten Geshäftsjahr und
ya,g ∈ N die deterministishe Anzahl aller versiherten Personen mit Alter a und Ge-shleht g im Geshäftsjahr vor dem betrahteten Geshäftsjahr.Dann wird die Sterbewahrsheinlihkeit q0,g ∈ [0, 1] einer versiherten Person mit Alter
0 und Geshleht g durh

q0,g =







0 falls x0,g = 0,
d0,g

x0,g

sonstund die Sterbewahrsheinlihkeit qa,g ∈ [0, 1] einer versiherten Person mit Alter a ∈ N
∗und Geshleht g durh

qa,g =







0 falls xa,g = 0,
da,g

xa,g

falls ya−1,g = 0, xa,g, 6= 0,

da,g
(

ya−1,g+xa,g

2

) sonstde�niert.Wenn der historishe Bestand zu klein ist, liefert diese Vorgehensweise ungenaue Er-gebnisse. Eine alternative Methode wäre dann die Sterbewahrsheinlihkeit in % desjeweiligen Sterbetafelwertes anzugeben.



8 Kapitel 1 Grundlagen1.3.2 StornoDie Stornowahrsheinlihkeit setzt sih aus folgenden Wahrsheinlihkeiten zusam-men:- Wahrsheinlihkeit für Rükkauf der Polizze,- Wahrsheinlihkeit für Storno ohne Leistung der Polizze,- Wahrsheinlihkeit für Prämienfreistellung der Polizze.Ferner teilt man den Versiherungsbestand des Lebensversiherungsunternehmens infolgende Kategorien ein:- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit laufender Prämienzahlungsweise,- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit laufender Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit laufender Prämienzah-lungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit einmaliger Prämienzah-lungsweise,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit laufenderPrämienzahlungsweise,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit einmaligerPrämienzahlungsweise.Die Berehnung der Stornowahrsheinlihkeit erfolgt getrennt für die einzelnen Ka-tegorien. Ferner werden die Versiherungsjahre, in denen sih die Polizzen befinden,berüksihtigt. Die Kennzahl für die Berehnung ist die jährlihe Tarifprämie.Definition 1.7 Bezeihne
n ∈ N

∗ das Versiherungsjahr der Polizzen,
i den Grund des Stornos der Polizzen, das heiÿt- Rükkauf,- Storno ohne Leistung,- Prämienfreistellung,

rn,i ∈ R+ die deterministishe, jährlihe Tarifprämie aller Polizzen im Versiherungs-jahr n, die im betrahteten Geshäftsjahr aus dem Grund i storniert werden,
pn ∈ R+ die deterministishe, jährlihe Tarifprämie aller Polizzen im Versiherungs-



1.3 Annahmen für den Embedded Value 9jahr n zum 31.12. des betrahteten Geshäftsjahres und
tn ∈ R+ die deterministishe, jährlihe Tarifprämie aller Polizzen im Versiherungs-jahr n zum 31.12. des Geshäftsjahres vor dem betrahteten Geshäftsjahr.Dann wird die Stornowahrsheinlihkeit sn ∈ [0, 1] einer Polizze im Versiherungsjahr

n ∈ N
∗ durh

sn =
∑

i

sn,ide�niert, wobei die Wahrsheinlihkeit s1,i ∈ [0, 1] für Storno aus dem Grund i einerPolizze im 1. Versiherungsjahr durh
s1,i =







0 falls p1 = 0,
r1,i

p1
sonstund die Wahrsheinlihkeit sn,i ∈ [0, 1] für Storno aus dem Grund i einer Polizze imVersiherungsjahr n ∈ N

∗\{1} durh
sn,i =







0 falls tn−1 = 0,
rn,i

tn−1

falls tn−1 6= 0, pn = 0,

rn,i
(

tn−1+pn

2

) sonstde�niert wird.1.3.3 KostenDie Kosten werden in Abshlusskosten (ohne Provisionen), Verwaltungskosten undShadenregulierungskosten eingeteilt und als absolute Werte pro Polizze kalkuliert.AbshlusskostenMan teilt den Versiherungsbestand des Lebensversiherungsunternehmens in folgendeKategorien ein:- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit laufender Prämienzahlungsweise,- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit laufender Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit laufender Prämienzah-lungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit einmaliger Prämienzah-lungsweise,



10 Kapitel 1 Grundlagen- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit laufenderPrämienzahlungsweise,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit einmaligerPrämienzahlungsweise.Die Abshlusskosten werden getrennt für die einzelnen Kategorien ermittelt. DieKennzahlen für die Berehnung sind die Anzahl der Neugeshäftspolizzen und die tat-sählihe Höhe der Abshlusskosten.Definition 1.8 Bezeihne
i die Art der Neugeshäftspolizze, das heiÿt- klassish mit laufender Prämienzahlungsweise,- klassish mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Risiko mit laufender Prämienzahlungsweise,- Risiko mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- fonds- und indexgebunden mit laufender Prämienzahlungsweise,- fonds- und indexgebunden mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit laufender Prämien-zahlungsweise,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit einmaliger Prämien-zahlungsweise,

wi ∈ [0, 1] ein deterministishes Gewiht für Neugeshäftspolizzen der Art i,

ni ∈ N die deterministishe Anzahl aller Neugeshäftspolizzen der Art i imbetrahteten Geshäftsjahr und
a ∈ R+ die deterministishen, tatsählihen Abshlusskosten im betrahtetenGeshäftsjahr.Sei x =
∑

i niwi. Dann werden die Abshlusskosten ai ∈ R+ einer Neugeshäftspolizzeder Art i durh
ai =

{

0 falls x = 0,
wia

x
sonstde�niert. Die Höhe des Gewihts wi für Neugeshäftspolizzen der Art i wählt man ab-hängig von der Höhe des Abshlussaufwandes der einzelnen Polizzenarten.VerwaltungskostenMan teilt den Versiherungsbestand des Lebensversiherungsunternehmens in folgendeKategorien ein:- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit laufender Prämienzahlungsweise,



1.3 Annahmen für den Embedded Value 11- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen) mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit laufender Prämienzahlungsweise,- Risikoversiherungen mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit laufender Prämienzah-lungsweise,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen mit einmaliger Prämienzah-lungsweise,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit laufenderPrämienzahlungsweise,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge mit einmaligerPrämienzahlungsweise.Die Verwaltungskosten werden getrennt für die einzelnen Kategorien ermittelt. DieKennzahlen für die Berehnung sind die Anzahl der Polizzen und die tatsählihe Höheder Verwaltungskosten.Definition 1.9 Bezeihne
i die Art der Polizze, das heiÿt- klassish mit laufender Prämienzahlungsweise,- klassish mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- Risiko mit laufender Prämienzahlungsweise,- Risiko mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- fonds- und indexgebunden mit laufender Prämienzahlungsweise,- fonds- und indexgebunden mit einmaliger Prämienzahlungsweise,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit laufender Prämien-zahlungsweise,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit einmaliger Prämien-zahlungsweise,

wi ∈ [0, 1] ein deterministishes Gewiht für Polizzen der Art i,

ni ∈ N die deterministishe Anzahl aller Polizzen der Art i im betrahtetenGeshäftsjahr und
v ∈ R+ die deterministishen, tatsählihen Verwaltungskosten im betrah-teten Geshäftsjahr.Sei x =
∑

i niwi. Dann werden die Verwaltungskosten vi ∈ R+ einer Polizze der Art idurh
vi =

{

0 falls x = 0,
wiv

x
sonstde�niert. Die Höhe des Gewihts wi für Polizzen der Art i wählt man abhängig von derHöhe des Verwaltungsaufwands der einzelnen Polizzenarten.



12 Kapitel 1 GrundlagenShadenregulierungskostenMan teilt den Versiherungsbestand des Lebensversiherungsunternehmens in folgendeKategorien ein:- Klassishe Lebensversiherungen (Gemishte Lebensversiherungen, Erlebensfall-versiherungen, Rentenversiherungen),- Risikoversiherungen,- Fonds- und indexgebundene Lebensversiherungen,- Lebensversiherungen mit prämienbegünstigter Zukunftsvorsorge.Ferner muss man nah den Gründen der Shadenregulierung untersheiden:- Tod,- Rükkauf,- Ablauf.Die Shadenregulierungskosten werden getrennt für die einzelnen Kategorien unddie einzelnen Shadenregulierungsgründe ermittelt. Die Kennzahlen für die Berehnungsind die Anzahl der Polizzen, die reguliert werden, und die tatsählihe Höhe der Sha-denregulierungskosten.Definition 1.10 Bezeihne
i die Art der Polizze, das heiÿt- klassish mit Regulierungsgrund Tod,- klassish mit Regulierungsgrund Rükkauf,- klassish mit Regulierungsgrund Ablauf,- Risiko mit Regulierungsgrund Tod,- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Tod,- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Rükkauf,- fonds- und indexgebunden mit Regulierungsgrund Ablauf,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit Regulierungsgrund Tod,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit Regulierungsgrund Rükkauf,- prämienbegünstigte Zukunftsvorsorge mit Regulierungsgrund Ablauf,

wi ∈ [0, 1] ein deterministishes Gewiht für Polizzen der Art i,

ni ∈ N die deterministishe Anzahl aller Polizzen der Art i im betrahteten Ge-shäftsjahr und
s ∈ R+ die deterministishen, tatsählihen Shadenregulierungskosten im betrah-teten Geshäftsjahr.



1.4 Value Added oder Embedded-Value-Gewinn 13Sei x =
∑

i niwi. Dann werden die Shadenregulierungskosten si ∈ R+ einer Polizzeder Art i durh
si =

{

0 falls x = 0,
wis

x
sonstde�niert. Die Höhe des Gewihts wi für Polizzen der Art i wählt man abhängig von derHöhe des Shadenregulierungsaufwands der einzelnen Polizzenarten.1.4 Value Added oder Embedded-Value-GewinnDer Value Added beshreibt die Veränderung des Embedded Value von einem Jahrauf das nähste. Er beshreibt den tatsählih aus Aktionärssiht erwirtshafteten Ge-winn, der, neben dem bilanziellen Jahresübershuss, ebenfalls Veränderungen beim Pre-sent Value of Future Profits berüksihtigt. Die Analyse des Value Added erlaubt dieOffenlegung der Gewinnquellen.Eine wesentlihe Quelle des Embedded-Value-Gewinns ist der im betrahteten Ge-shäftsjahr generierte Value of New Business (VNB), das heiÿt der Neugeshäfts-wert. Dieser ist der Barwert zukünftiger Jahresübershüsse, die aus den Beständen desaktuellen Neugeshäftsjahrganges generiert werden können. Die Rehnungsgrundlagenund Annahmen für die Berehnung des Value of New Business entsprehen denen, diefür die Berehnung des Embedded Value verwendet werden.Value Added Analyse:(1) Embedded Value zum Ende des Vorjahres(2) + Auswirkungen von Modelländerungen(3) = Embedded Value zum Ende des Vorjahres mit neuem Modell(4) + Veränderung durh die planmäÿige Fortshreibung des Embedded Value(Roll forward)(5) = Erwarteter Embedded Value zum Ende des Geshäftsjahres(6) + Abweihungen vom planmäÿigen Verlauf während des Geshäftsjahresunterteilt nah wesentlihen Ergebnisquellen wie Kapitalerträge, Risiko,Kosten und Zuweisungsquote(7) + Wert des Neuzugangs des Geshäftsjahres mit den Annahmen des Vor-jahres(8) = Embedded Value zum Ende des Geshäftsjahres mit den Annahmen desVorjahres(9) + Neue Modellannahmen in der Zukunft unterteilt nah wesentlihen Er-gebnisquellen wie Kapitalerträge, Risiko, Kosten und Zuweisungsquote(10) = Embedded Value zum Ende des Geshäftsjahres
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EmbeddedValue zumEnde desVorjahres ErwarteteRendite VarianzenundÄnderungender niht-ökonomishenAnnahmen Wert desNeuge-shäfts Investment-Varianzen Änderungender ökono-mishenAnnahmen Dividende EmbeddedValue zumEnde desGeshäfts-jahres



Kapitel 2Stohastishe ZinsmodelleIn diesem Kapitel 2 werden stohastishe Zinsmodelle, die zur Bestimmung der Risi-kodiskontrate des Embedded Value verwendet werden können, vorgestellt. Die dafürbenötigten mathematishen Grundlagen finden sih in Anhang A und sind Vorausset-zung für die nahstehenden Ausführungen. Diese sind dem Buh Arbitrage Theory inContinous Time von Thomas Björk [4℄ und dem Buh Interest Rate Models von AndrewJ.G. Cairns [6℄ entnommen.2.1 Arbitragefreie Bewertung2.1.1 Selbstfinanzierende PortfoliosMan betrahtet einen Finanzmarkt, der aus diversen Kapitalanlagen besteht. Im ge-samten Kapitel 2.1.1 arbeitet man auf einem vollständigen Wahrsheinlihkeitsraum
(Ω,F , P ) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0 und man nimmt die Preisdynamik der Ka-pitalanlagen als gegeben an. Ferner bezeihnet man im Folgenden alle risikobehaftetenKapitalanlagen als Aktien1, da dies sprahlih einfaher zu handhaben ist. Dies solljedoh niht implizit bedeuten, dass die Kapitalanlagen niht-negativ sind. Das Haupt-ziel von diesem Kapitel 2.1.1 ist, die Dynamik des Wertes eines selbstfinanzierendenPortfolios herzuleiten.Definition 2.1 Sei N ∈ N
∗, i = 1, . . . , N und t ∈ [0, T ∗]. Bezeihne

N die Anzahl der untershiedlihen Aktienarten,
hi(t) die R-wertige, stohastishe Anzahl der Anteile der Aktienart i, die zum Zeit-punkt t gehalten werden,
c(t) den R-wertigen, stohastishen Geldbetrag, der zum Zeitpunkt t für Konsumausgegeben wird und

Si(t) den R-wertigen, stohastishen Preis eines Anteils der Aktienart i zum Zeit-punkt t.Sei nun ein N-dimensionaler Preisprozess S = {S(t) = (S1(t), . . . , SN(t)); t ∈ [0, T ∗]}gegeben, wobei S1, . . . , SN Lösungen von stohastishen Di�erentialgleihungen der Ge-stalt (A.13) sind. Bezeihne σ1, . . . , σN die jeweiligen Di�usionen.1engl. stoks 15



16 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle1. Ein N-dimensionaler, F-adaptierter Prozess h = {h(t) = (h1(t), . . . , hN(t)); t ∈
[0, T ∗]} mit hiσi ∈ L2 für alle i = 1, . . . , N heiÿt Portfoliostrategie oder ofteinfah nur Portfolio.2. Das Portfolio h heiÿt Markow-Portfolio, wenn es die Form

h(t) = h(t, S(t))für eine Funktion h : [0, T ∗]×R
N → R

N hat.3. Der eindimensionale Wertprozess V h = (V h(t))T ∗

t=0 des Portfolios h ist durh
V h(t) =

N∑

i=1

hi(t)Si(t), t ∈ [0, T ∗],gegeben, wobei V h(t) der Wert des Portfolios h zum Zeitpunkt t ist.4. Ein eindimensionaler, F-adaptierter, pfadweise integrierbarer Prozess c = {c(t);
t ∈ [0, T ∗]} heiÿt Konsumprozess.5. Das Portfolio-Konsum Paar (h, c) ist selbst�nanzierend, wenn

dV h(t) =
N∑

i=1

hi(t) dSi(t)− c(t) dt, t ∈ [0, T ∗],das heiÿt
dV h(t) = h(t) dS(t)− c(t) dt, t ∈ [0, T ∗],gilt.Bemerkung 2.2 Gewöhnlih hängt das Portfolio zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗], h(t), vonder gesamten vergangenen Preistrajektorie {S(u); 0 ≤ u ≤ t} ab. Künftig werdenjedoh ausshlieÿlih Markow-Portfolios behandelt, das heiÿt Portfolios, deren Wert zumZeitpunkt t ∈ [0, T ∗] nur von diesem Zeitpunkt und den Wert S(t) des Preisvektors zudiesem Zeitpunkt abhängt.Für rehnerishe Zweke ist es oft günstiger, ein Portfolio mit relativen als mit abso-luten Begriffen zu beshreiben. Das heiÿt, anstatt die absolute Anzahl der Anteile einerbestimmten Aktie anzugeben, spezifiziert man den relativen Teil des gesamten Portfo-liowertes, der in die Aktie investiert wird. Formal definiert man ein relatives Portfoliofolgendermaÿen:Definition 2.3 Sei S = {S(t) = (S1(t), . . . , SN(t)); t ∈ [0, T ∗]} der Preisprozess ausDe�nition 2.1. Für ein gegebenes Portfolio h = {h(t) = (h1(t), . . . , hN(t)); t ∈ [0, T ∗]}ist das entsprehende relative Portfolio u = {u(t) = (u1(t), . . . , uN(t)); t ∈ [0, T ∗]}durh

ui(t) =
hi(t)Si(t)

V h(t)
, i = 1, . . . , N, t ∈ [0, T ∗],



2.1 Arbitragefreie Bewertung 17gegeben, wobei V h(t) 6= 0 für alle t ∈ [0, T ∗] sein muss. Für das relative Portfolio giltstets
N∑

i=1

ui(t) = 1, t ∈ [0, T ∗].Somit gilt folgendes Lemma:Lemma 2.4 Sei S = {S(t) = (S1(t), . . . , SN(t)); t ∈ [0, T ∗]} der Preisprozess aus De�-nition 2.1 und sei ein Portfolio-Konsum Paar (h, c) mit h = {h(t) = (h1(t), . . . , hN(t));
t ∈ [0, T ∗]} und c = {c(t); t ∈ [0, T ∗]} gegeben. Ferner sei V h(t) 6= 0 für alle t ∈ [0, T ∗],
Si(t) 6= 0 für alle i = 1, . . . , N und alle t ∈ [0, T ∗] und u = {u(t) = (u1(t), . . . , uN(t));
t ∈ [0, T ∗]} das entsprehende relative Portfolio. Es folgt, dass das Portfolio-KonsumPaar (h, c) dann und nur dann selbst�nanzierend ist, wenn der Wertprozess V h dieBedingung

dV h(t) = V h(t)
N∑

i=1

ui(t)
dSi(t)

Si(t)
− c(t) dt, t ∈ [0, T ∗], (2.1)erfüllt.Beweis Das Lemma 2.4 folgt aus den Definitionen 2.1 und 2.3. �Zukünftig wird man das nahstehende Lemma benötigen, welhes annähernd Folgen-des besagt: Wenn ein Prozess aussieht, als wäre er der Wertprozess eines selbstfinanzie-renden Portfolios, dann ist er auh einer.Lemma 2.5 Sei S = {S(t) = (S1(t), . . . , SN(t)); t ∈ [0, T ∗]} der Preisprozess ausDe�nition 2.1, wobei Si(t) 6= 0 für alle i = 1, . . . , N und alle t ∈ [0, T ∗] ist und

σ1, . . . , σN wieder die jeweiligen Di�usionen bezeihnen. Ferner seien ein Konsumpro-zess c = {c(t); t ∈ [0, T ∗]}, ein R\{0}-wertiger Prozess Z = {Z(t); t ∈ [0, T ∗]} undein R
N -wertiger, F-adaptierter Prozess q = {q(t) = (q1(t), . . . , qN(t)); t ∈ [0, T ∗]} mit

Zqiσi

Si
∈ L2 für alle i = 1, . . . , N gegeben, sodass

dZ(t) = Z(t)

N∑

i=1

qi(t)
dSi(t)

Si(t)
− c(t) dt, t ∈ [0, T ∗], (2.2)

N∑

i=1

qi(t) = 1, t ∈ [0, T ∗], (2.3)ist. Nun de�niert man ein Portfolio h = {h(t) = (h1(t), . . . , hN(t)); t ∈ [0, T ∗]} durh
hi(t) =

qi(t)Z(t)

Si(t)
, i = 1, . . . , N, t ∈ [0, T ∗]. (2.4)Dann ist der Wertprozess V h des Portfolios h durh V h = Z gegeben, das Portfolio-Konsum Paar (h, c) ist selbst�nanzierend und das entsprehende relative Portfolio u =

{u(t) = (u1(t), . . . , uN(t)); t ∈ [0, T ∗]} ist durh u = q gegeben.



18 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleBeweis Laut Definition 2.1 ist der Wertprozess V h durh
V h(t) = h(t)S(t), t ∈ [0, T ∗],gegeben. Aus (2.3) und (2.4) folgt

V h(t) =
N∑

i=1

hi(t)Si(t) =
N∑

i=1

qi(t)Z(t) = Z(t)
N∑

i=1

qi(t) = Z(t), t ∈ [0, T ∗]. (2.5)Wenn man nun (2.5) in (2.4) einsetzt, sieht man, dass für das Portfolio h das ent-sprehende relative Portfolio u = {u(t) = (u1(t), . . . , uN(t)); t ∈ [0, T ∗]} durh u = qgegeben ist. Benützt man diese Tatsahe und setzt (2.5) in (2.2) ein, folgt
dV h(t) = V h(t)

N∑

i=1

ui(t)
dSi(t)

Si(t)
− c(t) dt, t ∈ [0, T ∗]. (2.6)(2.6) zeigt nun, dass das Portfolio-KonsumPaar (h, c) laut Lemma 2.4 selbstfinanzierendist. �2.1.2 Derivate und ArbitragefreiheitIn diesem Kapitel 2.1.2 wird ein spezieller Fall des allgemeinen Modells untersuht, wel-hes in Kapitel 2.1.1 beshrieben wird. Im gesamten Kapitel 2.1.2 arbeitet man auf ei-nem vollständigen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0.Nun betrahtet man einen Finanzmarkt, der nur aus zwei Kapitalanlagen besteht: einerrisikofreien Kapitalanlage mit eindimensionalem Preisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 und einerAktie mit eindimensionalem Preisprozess S = (S(t))T ∗

t=0. Eine risikofreie Kapitalanlagewird folgendermaÿen definiert:Definition 2.6 Der R
∗
+-wertige Prozess B = (B(t))T ∗

t=0 ist der Preis einer risikofrei-en Kapitalanlage, wenn er die Dynamik
dB(t) = r(t)B(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,

(2.7)hat, wobei r = (r(t))T ∗

t=0 ein stetiger, R-wertiger, F-adaptierter Prozess ist.Eine risikofreie Kapitalanlage wird also dadurh definiert, dass seine Preisdynamik kei-nen Wiener Prozess enthält. (2.7) kann man auh als
dB(t)

dt
= r(t)B(t), t ∈ [0, T ∗],darstellen. Der Prozess B ist somit durh

B(t) = B(0) · exp







t∫

0

r(s) ds






, t ∈ [0, T ∗],



2.1 Arbitragefreie Bewertung 19gegeben. Eine risikofreie Kapitalanlage kann man daher als ein Bankkonto mit Momen-tanzinssatz r interpretieren.Man nimmt nun an, dass die Dynamik des eindimensionalen Preisprozesses S =
(S(t))T ∗

t=0 der Aktie unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh
dS(t) = α(t, S(t))S(t) dt + σ(t, S(t))S(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.8)gegeben ist, wobei α : [0, T ∗] × R → R und σ : [0, T ∗] × R → R gegebene determi-nistishe Funktionen sind und W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Wiener Prozessbezüglih F ist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass Sdie eindeutige Lösung der stohastishen Differentialgleihung (2.8) ist. α heiÿt lokaleDurhshnittsrendite von S, σ heiÿt Volatilität von S.Bemerkung 2.7 Die Rendite der risikofreien Kapitalanlage ist formal durh
dB(t)

B(t) dt
= r(t), t ∈ [0, T ∗], (2.9)gegeben. (2.9) ist lokal deterministish in dem Sinne, dass zum Zeitpunkt t der Ertragdurh die Beobahtung des Momentanzinssatzes r(t) bekannt ist. Im Vergleih dazu istdie Rendite der Aktie formal durh

dS(t)

S(t) dt
= α(t, S(t)) + σ(t, S(t))

dW̄ (t)

dt
, t ∈ [0, T ∗], (2.10)gegeben, wobei S(t) für alle t ∈ [0, T ∗] ungleih 0 sein muss. Diese Rendite ist zumZeitpunkt t niht beobahtbar: (2.10) besteht aus α(t, S(t)) und σ(t, S(t)), die beide zumZeitpunkt t beobahtbar sind, und einem �weiÿen Raushen� dW̄ (t)

dt
, welhes zufällig ist.Im Gegensatz zu der risikofreien Kapitalanlage hat die Aktie daher eine stohastisheRendite.Der wihtigste Spezialfall des oben definierten Modells ist das Blak-Sholes-Modell.Dieses ist von Fisher Blak und Myron Sholes im Jahr 1973 erstmals nah zweimaligerAblehnung durh renommierte Zeitshriften veröffentliht worden. Robert C. Mertonwar auh an der Ausarbeitung des Berehnungsmodells beteiligt, publizierte aber einenseparaten Artikel. Daher müsste das Preisberehnungsmodell für die Finanzwirtshafteigentlih auh seinen Namen tragen, was sih aber nie durhsetzte. Jedoh wurdeim Jahr 1997 Herr Merton gemeinsam mit Herrn Sholes für die Entwiklung diesesModells mit dem Nobelpreis für Wirtshaftswissenshaften geehrt, da Herr Blak imJahr 1995 verstarb. Die Einmaligkeit und Originalität des Blak-Sholes-Modells vonden Herren Blak, Sholes und Merton ist heute umstritten. Denn bereits 1908 hatte derMathematiker Vinzenz Bronzin ein weitgehend identishes Modell entwikelt. Obwohldie Urhebershaft inzwishen umstritten ist, heiÿt es weiterhin Blak-Sholes-Modell,da der Begriff sih eingebürgert hat.22aus Blak-Sholes-Modell [5℄



20 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleDefinition 2.8 Das Blak-Sholes-Modell besteht aus einer risikofreien Kapitalan-lage mit Preisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))T ∗

t=0. Indiesem Modell ist die Dynamik von B durh
dB(t) = rB(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,und die Dynamik von S unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh

dS(t) = αS(t) dt + σS(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.11)gegeben, wobei der Momentanzinssatz r ∈ R, α ∈ R und σ ∈ R deterministishe Kon-stanten sind und W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Wiener Prozess bezüglih Fist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass S die eindeutigeLösung der stohastishen Di�erentialgleihung (2.11) ist.Sei nun das Modell eines Finanzmarkts gegeben, welhes aus einer risikofreien Kapi-talanlage mit Preisdynamik (2.7) und einer Aktie mit Preisdynamik (2.8) besteht. Eineeuropäishe Kaufsoption3 wird folgendermaÿen definiert:Definition 2.9 Eine europäishe Kaufsoption mit Ausübungspreis K ∈ R undAusübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] der zugrunde liegenden Aktie mit Preisprozess
S = (S(t))T ∗

t=0 ist ein Vertrag, der folgendermaÿen de�niert wird:1. Der Besitzer der Option hat zum Zeitpunkt T das Reht, einen Anteil der zugrundeliegenden Aktie zum Preis K vom Verkäufer der Option zu kaufen.2. Der Besitzer der Option ist keineswegs verp�ihtet den Anteil der zugrunde lie-genden Aktie zu kaufen.3. Das Reht, den Anteil der zugrunde liegenden Aktie zum Preis K zu kaufen, kannnur zum Zeitpunkt T ausgeübt werden.Eine europäishe Verkaufsoption4 ist ein Vertrag, der dem Besitzer auf dieselbeWeise das Reht gibt, einen Anteil der zugrunde liegenden Kapitalanlage zu einem vor-bestimmten Ausübungspreis zu verkaufen. Bei einer amerikanishen Kaufsoptionkann das Reht, einen Anteil der zugrunde liegenden Kapitalanlage zu kaufen, zu jedemZeitpunkt bis zum Ausübungszeitpunkt ausgeübt werden.Es sei erwähnt, dass der Ausübungspreis K und der Ausübungszeitpunkt T zu dem Zeit-punkt bestimmt werden, an dem man die Option erwirbt. Dieser Zeitpunkt wird künftig
t = 0 sein.Die Gemeinsamkeit dieser Verträge besteht darin, dass sie alle bezüglih der zugrundeliegenden Kapitalanlage definiert werden. Deshalb nennt man sie Derivate5.3engl. all option4engl. put option5engl. ontingent laims



2.1 Arbitragefreie Bewertung 21Definition 2.10 Man betrahtet einen Finanzmarkt mit einer Aktie, deren eindimen-sionaler Preisprozess gleih S = (S(t))T ∗

t=0 ist. Ein Derivat mit Ausübungszeitpunkt
T ∈ [0, T ∗] ist eine R-wertige, FT -messbare Zufallsgröÿe X . Ein Derivat der Form
X = Φ(S(T )) heiÿt einfahes Derivat, wobei man die Funktion Φ : R → R Ver-tragsfunktion6 nennt.Ein Derivat kann man als einen Vertrag interpretieren, der festlegt, dass sein Besit-zer zum Ausübungszeitpunkt T den Betrag X erhält, der positiv, negativ oder nullsein kann. Die Forderung, dass X eine FT -messbare Zufallsgröÿe ist, bedeutet, dass eszum Zeitpunkt T möglih ist den Geldbetrag, der ausbezahlt wird, zu bestimmen. Dieeuropäishe Kaufsoption ist also ein einfahes Derivat mit einer Vertragsfunktion, diedurh

Φ(x) = max{x−K, 0}, x ∈ R,gegeben ist. Es ist offensihtlih, dass ein Derivat eine finanzielle Kapitalanlage ist, dieauf dem Finanzmarkt einen Preis erzielt. Wie viel sie auf dem Markt wert ist, hängtnatürlih unter anderem von der Zeit t ∈ [0, T ] und dem Preis S(t) der zugrunde lie-genden Aktie ab. Das Hauptproblem ist nun, für das Derivat einen �fairen� Preis zuermitteln. Man verwendet die Bezeihnung (Π(t;X ))T
t=0 für den R-wertigen Preispro-zess des Derivats X . Im Fall eines einfahen Derivats bezeihnet man den Preisprozessmeistens mit (Π(t; Φ))T

t=0. X beziehungsweise Φ lässt man in der Bezeihnung öftersweg. Die Bestimmung des Preises zum Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] ist einfah. ImFalle einer europäishen Kaufsoption gilt Folgendes:1. Wenn S(T ) ≥ K ist, wird die Option ausgeübt, um Anteile der zugrunde liegendenAktie zum Betrag K zu kaufen. Dann werden die Anteile sofort zum Preis S(T )verkauft, was einen Nettogewinn von S(T )−K ergibt.2. Wenn S(T ) ≤ K ist, hat die Option Wert 0.Der einzige vernünftige Preis Π(T ) der Option zum Ausübungszeitpunkt T ist daher
Π(T ) = max{S(T )−K, 0}.Für ein allgemeines Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] gilt also

Π(T ;X ) = Xund für ein einfahes Derivat mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] gilt
Π(T ; Φ) = Φ(S(T )).Für die Ermittlung des Preises zu einem Zeitpunkt t ∈ [0, T ) trifft man die Annahme,dass der Finanzmarkt arbitragefrei ist. Dieser Begriff wird folgendermaÿen definiert:Definition 2.11 Eine Arbitragemöglihkeit auf einem Finanzmarkt ist ein selbst�-nanzierendes Portfolio h, sodass für seinen Wertprozess V h

V h(0) = 0,6engl. ontrat funtion



22 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle
P
(
V h(T ) ≥ 0

)
= 1,

P
(
V h(T ) > 0

)
> 0für einen �xen Zeitpunkt T ∈ (0, T ∗] gilt. Der Finanzmarkt ist arbitragefrei, wenn eskeine Arbitragemöglihkeiten gibt.Eine Arbitragemöglihkeit ist somit äquivalent zu der Möglihkeit, dass risikolos mitpositiver Wahrsheinlihkeit aus Nihts ein positiver Geldbetrag gemaht werden kann.Nun maht man folgende Annahme:Annahme 2.12 Der Preisprozess (Π(t;X ))T

t=0 eines Derivats X mit Ausübungszeit-punkt T ∈ [0, T ∗] ist derartig gestaltet, dass es auf dem Finanzmarkt, der aus (B, S,
(Π(t;X ))T

t=0) besteht, keine Arbitragemöglihkeiten gibt.Die folgende Proposition zeigt, wie man eine Arbitragemöglihkeit erkennen kann.Proposition 2.13 Sei ein selbst�nanzierendes Portfolio h gegeben, sodass für seinenWertprozess V h

dV h(t) = V h(t)k(t) dt, t ∈ [0, T ∗],gilt, wobei k = (k(t))T ∗

t=0 ein stetiger, R-wertiger, F-adaptierter Prozess ist. Bezeihne
r = (r(t))T ∗

t=0 den Momentanzinssatz. Dann muss f.s. für alle t ∈ [0, T ∗] V h(t)k(t) =
V h(t)r(t) gelten, sonst ist h eine Arbitragemöglihkeit.Beweisskizze Der Beweis erfolgt für konstante k und r.Sei k > r. Dann wird zum Zinssatz r von der Bank Geld geliehen. Dieses Geld wirdsofort in die Portfoliostrategie h investiert, wo es zum Zinssatz k mit k > r wähst. DerNettoaufwand zum Zeitpunkt t = 0 ist somit null, wohingegen das Vermögen zu jedemZeitpunkt t ∈ (0, T ∗] positiv ist. Das heiÿt es gibt eine Arbitragemöglihkeit.Wenn k < r ist, wird das Portfolio h leer verkauft, das Geld auf die Bank gegeben undwieder gibt es eine Arbitragemöglihkeit.Den Beweis für nihtkonstante r und k führt man auf die gleihe Weise. �Wenn ein Portfolio also einen Wertprozess besitzt, dessen Dynamik keinen Wiener Pro-zess enthält, das heiÿt ein lokal risikofreies Portfolio ist, muss die Rendite des Portfoliosmit dem Momentanzinssatz übereinstimmen, damit es keine Arbitragemöglihkeitengibt. Anders formuliert ist die Existenz eines Portfolios h äquivalent zu der Existenzeines Bankkontos mit k als Momentanzinssatz. Man kann dann die Proposition 2.13umformulieren, indem man sagt, dass es auf einem arbitragefreien Finanzmarkt nureinen Momentanzinssatz geben kann.Um wieder zu der Ermittlung des Preises Π(t;X ) eines Derivats X mit Ausübungs-zeitpunkt T ∈ [0, T ∗] zu einem Zeitpunkt t ∈ [0, T ) zurükzukommen, sollte erwähntwerden, dass X gänzlih bezüglih der zugrunde liegenden Aktie definiert ist. Man legtden Preis des Derivats X daher bezüglih des Preises der zugrunde liegenden Aktie fest.Nun maht man folgende Zusatzannahme an den Finanzmarkt:



2.1 Arbitragefreie Bewertung 23Annahme 2.141. Das fraglihe Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] kann auf einem Fi-nanzmarkt ge- und verkauft werden.2. Der Finanzmarkt ist arbitragefrei.3. Der Preisprozess (Π(t;X ))T
t=0 des Derivats X hat die Form

Π(t;X ) = F (t, S(t)), 0 ≤ t ≤ T,wobei F ∈ C1,2([0, T ] × R
∗
+) eine R-wertige Funktion und S = (S(t))T ∗

t=0 dereindimensionale Preisprozess der zugrunde liegenden Aktie ist.2.1.3 Die Blak-Sholes-GleihungIn diesem Kapitel 2.1.3 wird nun in einem konkreten Modell bestimmt, welhe Formdie Funktion F aus der Annahme 2.14 hat, wenn der Finanzmarkt arbitragefrei ist. Imgesamten Kapitel 2.1.3 arbeitet man auf einem vollständigen Wahrsheinlihkeitsraum
(Ω,F , P ) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0.Satz 2.15 (Blak-Sholes-Gleihung) Man betrahtet ein verallgemeinertes Blak-Sholes-Modell, welhes aus einer risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B =
(B(t))T ∗

t=0 und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))T ∗

t=0 besteht. In diesem Modellist die Dynamik von B durh
dB(t) = rB(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,und die Dynamik von S unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh

dS(t) = α(t, S(t))S(t) dt + σ(t, S(t))S(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.12)gegeben, wobei der Momentanzinssatz r ∈ R eine deterministishe Konstante ist, α :

[0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R gegebene deterministishe Funktionen sind und
W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Wiener Prozess bezüglih F ist. Die Bedingungender Proposition A.35 seien erfüllt, sodass S die eindeutige Lösung der stohastishenDi�erentialgleihung (2.12) ist. Ferner sei S positiv und reellwertig und X = Φ(S(T ))ein einfahes Derivat mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗], welhes auf dem Finanzmarktgehandelt wird. Der Preisprozess (Π(t))T
t=0 = (Π(t; Φ))T

t=0 von X sei durh
Π(t) = F (t, S(t)), t ∈ [0, T ], (2.13)gegeben, wobei F ∈ C1,2([0, T ]×R

∗
+) eine R-wertige Funktion ist. Ferner sei S(t)∂F (t,S(t))

∂s

6= F (t, S(t)) für alle t ∈ [0, T ]. Dann ist die einzige Preisfunktion F der Form (2.13),die keine Arbitragemöglihkeiten zulässt, die Lösung des folgenden Grenzwertproblemsim Bereih [0, T ]×R
∗
+, wobei die Indizes der Funktion F die entsprehenden partiellenAbleitungen kennzeihnen:

Ft(t, s) + rsFs(t, s) +
1

2
σ2(t, s)s2Fss(t, s)− rF (t, s) = 0,

F (T, s) = Φ(s).
(2.14)



24 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleBeweis Zunähst wird die Preisdynamik des einfahen Derivats X = Φ(S(T )) mitAusübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] berehnet: Die Anwendung der It�-Formel (A.10) auf(2.13) beziehungsweise (2.12) ergibt
dΠ(t) = απ(t)Π(t) dt + σπ(t)Π(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ],wobei die Prozesse απ und σπ durh
απ(t) =

Ft(t, S(t)) + α(t, S(t))S(t)Fs(t, S(t))

F (t, S(t))

+
1
2
σ2(t, S(t))S2(t)Fss(t, S(t))

F (t, S(t))
, t ∈ [0, T ],

(2.15)
σπ(t) =

σ(t, S(t))S(t)Fs(t, S(t))

F (t, S(t))
, t ∈ [0, T ], (2.16)gegeben sind. Die Indizes der Funktion F in den Gleihungen (2.15) und (2.16) kenn-zeihnen die entsprehenden partiellen Ableitungen. Nun gestaltet man ein selbstfinan-zierendes Portfolio, welhes aus der zugrunde liegenden Aktie und dem einfahen Deri-vat besteht. Sei (us = (us(t))

T
t=0, uπ = (uπ(t))T

t=0) das entsprehende relative Portfolio.Die Anwendung der Gleihung (2.1) auf dieses Portfolio ergibt die Dynamik seines Wer-tes V ,
dV (t) =V (t)

{
us(t)

(
α(t, S(t)) dt + σ(t, S(t)) dW̄ (t)

)
+ uπ(t)

(
απ(t) dt + σπ(t) dW̄ (t)

)}

=V (t)(us(t)α(t, S(t)) + uπ(t)απ(t)) dt

+ V (t)(us(t)σ(t, S(t)) + uπ(t)σπ(t)) dW̄ (t), t ∈ [0, T ],
(2.17)wobei man annimmt, dass V (t) 6= 0 für alle t ∈ [0, T ] ist. Es sei erwähnt, dass beideAusdrüke in den Klammern der Gleihung (2.17) linear sind. Ferner muss das relativePortfolio die Bedingung

us(t) + uπ(t) = 1für alle t ∈ [0, T ] erfüllen. Daher definiert man dieses durh das lineare Gleihungssys-tem
us(t) + uπ(t) = 1,

us(t)σ(t, S(t)) + uπ(t)σπ(t) = 0,
t ∈ [0, T ]. (2.18)Aufgrund dieser Definition vershwindet der dW̄ -Term in (2.17) und es folgt

dV (t) = V (t)(us(t)α(t, S(t)) + uπ(t)απ(t)) dt, t ∈ [0, T ].Also hat man ein lokal risikofreies Portfolio erhalten. Wegen der Bedingung, dass derFinanzmarkt arbitragefrei sein muss, gilt (Proposition 2.13)
us(t)α(t, S(t)) + uπ(t)απ(t) = r, t ∈ [0, T ]. (2.19)Das Gleihungssystem (2.18) hat die Lösungen

us(t) =
σπ(t)

σπ(t)− σ(t, S(t))
, t ∈ [0, T ], (2.20)
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uπ(t) = − σ(t, S(t))

σπ(t)− σ(t, S(t))
, t ∈ [0, T ]. (2.21)(2.16) setzt man nun in (2.20) und (2.21) ein und es folgt

us(t) =
S(t)Fs(t, S(t))

S(t)Fs(t, S(t))− F (t, S(t))
, t ∈ [0, T ], (2.22)

uπ(t) =
F (t, S(t))

S(t)Fs(t, S(t))− F (t, S(t))
, t ∈ [0, T ]. (2.23)Wenn man (2.15), (2.22) und (2.23) in die Bedingung (2.19) einsetzt, ergibt sih naheinigen Rehnungen die Relation

Ft(t, S(t))+rS(t)Fs(t, S(t))+
1

2
σ2(t, S(t))S2(t)Fss(t, S(t))−rF (t, S(t)) = 0, t ∈ [0, T ].Diese und die Bedingung

Π(T ) = Φ(S(T ))aus Kapitel 2.1.2 müssen mit Wahrsheinlihkeit 1 für jedes fixe t ∈ [0, T ] gelten. Fernerkann man zeigen, dass unter Vorraussetzung einiger shwaher Annahmen, die in diesemModell erfüllt sind, die Verteilung von S(t) für jedes fixe t ∈ (0, T ] Träger auf der ganzenpositiven, reellen Linie besitzt. Daher muss F folgende partielle Differentialgleihungim Bereih [0, T ]× R
∗
+ erfüllen:

Ft(t, s) + rsFs(t, s) +
1

2
σ2(t, s)s2Fss(t, s)− rF (t, s) = 0,

F (T, s) = Φ(s).

�Es sei erwähnt, dass die Gleihung (2.14) niht die lokale Durhshnittsrendite α derzugrunde liegenden Aktie enthält. Insbesondere bedeutet dies, dass die lokale Renditekeine Rolle spielt, wenn der Preis eines Derivats ermittelt wird. Der einzige wihtigeParameter ist die Volatilität σ. Daher hat ein Derivat mit einer fixen Volatilität für jedeRendite denselben Preis. Dieses Phänomen ist eng verknüpft mit der Tatsahe, dass derPreis eines Derivats bezüglih des Preises der zugrunde liegenden Aktie festgelegt wird.2.1.4 Risikoneutrale BewertungIn diesem Kapitel 2.1.4 wird eine explizite Formel für die Funktion F aus dem Satz2.15 gegeben. Im gesamten Kapitel 2.1.4 arbeitet man auf einem messbaren Raum
(Ω,F) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0. Sei ferner P ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ aufdiesem Raum und der Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) vollständig. Man betrahtetein verallgemeinertes Blak-Sholes-Modell, welhes aus einer risikofreien Kapitalanlagemit Preisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 und einer Aktie mit Preisprozess S = (S(t))T ∗

t=0 besteht.In diesem Modell ist die Dynamik von B durh
dB(t) = rB(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,

(2.24)



26 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelleund die Dynamik von S unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh
dS(t) = α(t, S(t))S(t) dt + σ(t, S(t))S(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.25)gegeben, wobei der Momentanzinssatz r ∈ R eine deterministishe Konstante ist,

α : [0, T ∗] × R → R und σ : [0, T ∗] × R → R gegebene deterministishe Funktionensind und W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Wiener Prozess bezüglih F ist. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass S die eindeutige Lösung derstohastishen Differentialgleihung (2.25) ist.Nun definiert man einen Prozess a = (a(t))T ∗

t=0 durh
a(t) =

α(t, S(t))− r

σ(t, S(t))
, t ∈ [0, T ∗],und einen Prozess Z = (Z(t))T ∗

t=0 durh
Z(t) = exp






−

t∫

0

a(s) dW̄ (s)− 1

2

t∫

0

a(s)2 ds






, t ∈ [0, T ∗].Man nimmt an, dass a die Novikov Bedingung (A.20) erfüllt. Ferner definiert man aufdem messbaren Raum (Ω,F) ein Maÿ Q durh

dQ

dP
= Z(T ∗).Dann ist Q laut dem Satz von Girsanov A.42 ein zu P äquivalentes Wahrsheinlih-keitsmaÿ und der Prozess W = (W (t))T ∗

t=0, der durh
W (t) = W̄ (t) +

t∫

0

a(s) ds, t ∈ [0, T ∗],gegeben ist, ein Wiener Prozess bezüglih F unter Q. Unter demWahrsheinlihkeitsmaÿ
Q ist die Dynamik des Preisprozesses S somit durh

dS(t) = rS(t) dt + σ(t, S(t))S(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,gegeben. Um die zwei Wahrsheinlihkeitsmaÿe P und Q zu untersheiden, trifft mannun folgende Annahmen:Annahme 2.161. E bezeihnet den Erwartungswert, der unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P ge-nommen wird, und EQ bezeihnet den Erwartungswert, der unter dem Wahr-sheinlihkeitsmaÿ Q genommen wird.2. W̄ bezeihnet einen P -Wiener Prozess (das heiÿt einen Wiener Prozess unterdem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P ) und W bezeihnet einen Q-Wiener Prozess (dasheiÿt einen Wiener Prozess unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ Q).



2.1 Arbitragefreie Bewertung 27Satz 2.17 (Risikoneutrale Bewertung) Man betrahtet ein verallgemeinertes Blak-Sholes-Modell mit der in (2.24) de�nierten Preisdynamik der risikofreien Kapitalanlageund der in (2.25) unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P de�nierten Preisdynamik derAktie. Sei S positiv und reellwertig und X = Φ(S(T )) ein einfahes Derivat mit Aus-übungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗], welhes auf dem Finanzmarkt gehandelt wird. Ferner seider Preisprozess (Π(t; Φ))T
t=0 von X durh
Π(t; Φ) = F (t, S(t)), t ∈ [0, T ], (2.26)gegeben, wobei F ∈ C1,2([0, T ] × R

∗
+) eine R-wertige Funktion ist. Sei S(t)∂F (t,S(t))

∂s
6=

F (t, S(t)) für alle t ∈ [0, T ] und sei der Prozess
(

σ(u, St,s(u))St,s(u)
∂F (u, St,s(u))

∂s

)T

u=0in L2 (siehe De�nition A.16), wobei der Prozess St,s = (St,s(t))
T
t=0 durh (2.27) de�niertwird. Dann ist die einzige Preisfunktion F der Form (2.26), die keine Arbitragemög-lihkeiten zulässt, durh

F (t, s) = e−r(T−t) EQ[Φ(St,s(T ))], (t, s) ∈ [0, T ]× R
∗
+,gegeben, wobei die Q-Dynamik von St,s (die Dynamik von St,s unter dem Wahrshein-lihkeitsmaÿ Q) im Intervall [t, T ] durh

dSt,s(u) = rSt,s(u) du + σ(u, St,s(u))St,s(u) dW (u),

St,s(t) = s,
0 ≤ t ≤ u ≤ T, s ∈ R

∗
+, (2.27)gegeben ist. W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F unddie Indizes in St,s heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleih s ist.Beweis Laut Satz 2.15 ist die Funktion F die Lösung der Preisgleihung (2.14). Diesewiederum ist äquivalent zum Grenzwertproblem der Feynman-Ka£-Formel (siehe Pro-position A.40). Laut Proposition A.40 folgt somit
F (t, s) = e−r(T−t) EQ[Φ(St,s(T ))], (t, s) ∈ [0, T ]× R

∗
+,wobei die Q-Dynamik von St,s im Intervall [t, T ] durh

dSt,s(u) = rSt,s(u) du + σ(u, St,s(u))St,s(u) dW (u),

St,s(t) = s,
0 ≤ t ≤ u ≤ T, s ∈ R

∗
+,gegeben ist. �Für die Berehnung des Erwartungswertes wird niht das Wahrsheinlihkeitsmaÿ

P , sondern das Maÿ Q genommen. Dieses heiÿt risikoabhängiges Maÿ oder auhMartingalmaÿ. Der Grund für diesen Namen ist, dass der diskontierte Prozess S(t)
B(t)

füralle t ∈ [0, T ∗] ein Martingal unter demWahrsheinlihkeitsmaÿ Q ist. Diese Eigenshaftwird in der folgenden Proposition behandelt.



28 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleProposition 2.18 Im Blak-Sholes-Modell hat der Preisprozess (Π(t))T ∗

t=0 jeder ge-handelten Kapitalanlage, sei es die zugrunde liegende Aktie oder das Derivat, die Ei-genshaft, dass der diskontierte Preisprozess
Z(t) =

Π(t)

B(t)
, t ∈ [0, T ∗],ein Martingal unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ Q ist.Beweis Erläuterungen zum Beweis der Proposition 2.18 finden sih im Buh ArbitrageTheory in Continous Time von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 6.4 auf der Seite 87. �2.1.5 Die Blak-Sholes-FormelIn diesem Kapitel 2.1.5 wird der arbitragefreie Preis einer europäishen Kaufsoptionim Blak-Sholes-Modell ermittelt. Im gesamten Kapitel 2.1.5 arbeitet man auf einemmessbaren Raum (Ω,F) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0. Sei ferner P ein Wahrshein-lihkeitsmaÿ und Q ein Martingalmaÿ auf diesem Raum und seien die Wahrsheinlih-keitsräume (Ω,F , P ) und (Ω,F , Q) vollständig.Proposition 2.19 (Blak-Sholes-Formel) Man betrahtet das Blak-Sholes-Mo-dell, welhes aus einer risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 undeiner Aktie mit Preisprozess S = (S(t))T ∗

t=0 besteht. In diesem Modell ist die Dynamikvon B durh
dB(t) = rB(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,und die Dynamik von S unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh

dS(t) = αS(t) dt + σS(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.28)gegeben, wobei der Momentanzinssatz r ∈ R, α ∈ R und σ ∈ R deterministishe Kon-stanten sind und W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler P -Wiener Prozess bezüglih Fist. Die Bedingungen der Proposition A.35 seien erfüllt, sodass S die eindeutige Lö-sung der stohastishen Di�erentialgleihung (2.28) ist. Sei S positiv und reellwertig.Ferner betrahtet man eine europäishe Kaufsoption mit Ausübungspreis K ∈ R undAusübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗], die auf dem Finanzmarkt gehandelt wird und derenzugrunde liegende Kapitalanlage die oben de�nierte Aktie mit Preisprozess S ist. DerPreisprozess (Π(t))T
t=0 dieser europäishen Kaufsoption sei durh

Π(t) = F (t, S(t)), t ∈ [0, T ], (2.29)gegeben, wobei F ∈ C1,2([0, T ]×R
∗
+) eine R-wertige Funktion ist. Ferner sei S(t)∂F (t,S(t))

∂s

6= F (t, S(t)) für alle t ∈ [0, T ] und sei der Prozess
(

σSt,s(u)
∂F (u, St,s(u))

∂s

)T

u=0



2.1 Arbitragefreie Bewertung 29in L2 (siehe De�nition A.16), wobei die Q-Dynamik des Prozesses St,s = (St,s(t))
T
t=0 imIntervall [t, T ] durh

dSt,s(u) = rSt,s(u) du + σSt,s(u) dW (u),

St,s(t) = s,
0 ≤ t ≤ u ≤ T, s ∈ R

∗
+,gegeben ist und W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F ist.Dann ist die einzige Preisfunktion F der Form (2.29), die keine Arbitragemöglihkeitenzulässt, durh
F (t, s) = s · N [d1(t, s)]− e−r(T−t)K · N [d2(t, s)], (t, s) ∈ [0, T )× R

∗
+,

F (T, s) = max{s−K, 0}, s ∈ R
∗
+,gegeben. N ist die kumulative Verteilungsfunktion der N [0, 1]-Verteilung, das heiÿt

N [x] =
1√
2π

x∫

−∞

exp

{

−z2

2

}

dz, x ∈ R, (2.30)und
d1(t, s) =

1

σ
√

T − t

(

ln
( s

K

)

+

(

r +
1

2
σ2

)

(T − t)

)

,

d2(t, s) = d1(t, s)− σ
√

T − t,

(t, s) ∈ [0, T )×R
∗
+.Beweis Die europäishe Kaufsoption ist ein einfahes Derivat Φ(S(T )) mit Ausübungs-zeitpunkt T ∈ [0, T ∗] und die einzige Preisfunktion F der Form (2.29), die keine Arbi-tragemöglihkeiten zulässt, ist somit laut Satz 2.17 durh

F (t, s) = e−r(T−t) EQ[Φ(St,s(T ))], (t, s) ∈ [0, T ]× R
∗
+, (2.31)gegeben, wobei die Q-Dynamik von St,s im Intervall [t, T ] durh

dSt,s(u) = rSt,s(u) du + σSt,s(u) dW (u),

St,s(t) = s,
0 ≤ t ≤ u ≤ T, s ∈ R

∗
+, (2.32)gegeben ist. Die stohastishe Differentialgleihung (2.32) ist eine geometrishe Brown'she Bewegung und laut Proposition A.38 kann man St,s(T ) daher als

St,s(T ) = s · exp

{(

r − 1

2
σ2

)

(T − t) + σ(W (T )−W (t))

}

, t ∈ [0, T ], s ∈ R
∗
+,darstellen. Somit ist St,s(T ) = seY , wobei Y eine stohastishe Variable mit Verteilung

N
[(

r − 1

2
σ2

)

(T − t), σ2(T − t)

]

, t ∈ [0, T ],ist. Diese Ergebnisse setzt man in die Preisgleihung (2.31) ein und es folgt
F (t, s) = e−r(T−t)

∞∫

−∞

Φ(sey)f(y) dy, (t, s) ∈ [0, T )× R
∗
+, (2.33)
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F (T, s) = Φ(s), s ∈ R

∗
+,wobei f die Dihtefunktion der stohastishen Variablen Y ist, das heiÿt

f(y) =
1√

2πσ
√

T − t
exp

(

−1

2

(
y − (r − 1

2
σ2)(T − t)

σ
√

T − t

)2
)

, y ∈ R, t ∈ [0, T ).

St,s(T ) kann man auh als
St,s(T ) = s · exp

{

r̃(T − t) + σZ
√

T − t
}darstellen, wobei s ∈ R

∗
+, r̃ =

(
r − 1

2
σ2
)
, t ∈ [0, T ], und Z eine standardnormalverteil-te Variable ist. Die Vertragsfunktion Φ einer europäishen Kaufsoption hat die Form

Φ(x) = max{x−K, 0} für alle x ∈ R. Das Integral in (2.33) wird daher zu
∞∫

−∞

max
{

s · exp
{

r̃(T − t) + σz
√

T − t
}

−K, 0
}

ϕ(z) dz, (t, s) ∈ [0, T )×R
∗
+, (2.34)wobei ϕ die Dihte der N [0, 1]-Verteilung ist, das heiÿt

ϕ(z) =
1√
2π

exp

{

−z2

2

}

, z ∈ R.Der Integrand im Integral (2.34) vershwindet, wenn
s · exp

{

r̃(T − t) + σz
√

T − t
}

≤ Kist, das heiÿt, wenn z ≤ z0 ist, wobei z0 durh
z0 =

ln
(

K
s

)
− r̃(T − t)

σ
√

T − t
, (t, s) ∈ [0, T )×R

∗
+,definiert wird. (2.34) kann man daher als

∞∫

z0

(

s · exp
{

r̃(T − t) + σz
√

T − t
}

−K
)

ϕ(z) dz =

∞∫

z0

(

s · exp
{

r̃(T − t) + σz
√

T − t
})

ϕ(z) dz

︸ ︷︷ ︸

A

−
∞∫

z0

Kϕ(z) dz

︸ ︷︷ ︸

B

, (t, s) ∈ [0, T )× R
∗
+,darstellen. Es gilt

B = K · P (z ≥ z0),und da die N [0, 1]-Verteilung symmetrish ist, folgt
B = K · P (z ≤ −z0).



2.2 Vollständigkeit und Hedging 31Die Anwendung der kumulativen Verteilungsfunktion der N [0, 1]-Verteilung (2.30) auf
B ergibt

B = K · N [−z0].Das Integral A berehnet man folgendermaÿen:
A =

ser̃(T−t)

√
2π

∞∫

z0

exp

{

σz
√

T − t− 1

2
z2

}

dz

=
ser̃(T−t)

√
2π

∞∫

z0

exp

{

−1

2

(

z − σ
√

T − t
)2

+
1

2
σ2(T − t)

}

dz

=
ser(T−t)

√
2π

∞∫

z0

exp

{

−1

2

(

z − σ
√

T − t
)2
}

dz, (t, s) ∈ [0, T )× R
∗
+.

A beinhaltet die Dihte einer N [σ√T − t, 1
]-Verteilung. Somit gilt

A = ser(T−t) · P (Z ′ ≥ z0), (t, s) ∈ [0, T )× R
∗
+,wobei Z ′ N

[
σ
√

T − t, 1
]-verteilt ist. Wenn Z ′ zu einer N [0, 1]-Variablen normalisiertund Symmetrie angewendet wird, folgt

A = ser(T−t) · N
[

−z0 + σ
√

T − t
]

, (t, s) ∈ [0, T )×R
∗
+.Zusammenfassend gilt also

F (t, s) = s · N
[

−z0 + σ
√

T − t
]

− e−r(T−t)K · N [−z0]

= s · N [d1(t, s)]− e−r(T−t)K · N [d2(t, s)], (t, s) ∈ [0, T )× R
∗
+,wobei

d1(t, s) =
1

σ
√

T − t

(

ln
( s

K

)

+

(

r +
1

2
σ2

)

(T − t)

)

,

d2(t, s) = d1(t, s)− σ
√

T − t,

(t, s) ∈ [0, T )×R
∗
+,ist. �2.2 Vollständigkeit und HedgingIn Kapitel 2.1 musste für die Ermittlung des arbitragefreien Preises eines einfahenDerivats angenommen werden, dass dieses tatsählih auf dem Finanzmarkt gehandeltwird und a priori einen Preis besitzt. In diesem Kapitel 2.2 geht man jedoh für dieErmittlung eines arbitragefreien Preises von einem etwas anderen Standpunkt aus, derzwei Vorteile mit sih bringt: Man muss niht mehr annehmen, dass das Derivat tat-sählih auf den Finanzmarkt gehandelt wird, und es wird ein eindeutiger Preis für



32 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelledieses ermittelt.Im gesamten Kapitel 2.2 arbeitet man auf einem vollständigen Wahrsheinlihkeits-raum (Ω,F , P ) mit einer Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0. Zunähst betrahtet man einen Fi-nanzmarkt mit einem N-dimensionalen Preisprozess S = {S(t) = (S1(t), . . . , SN(t));
t ∈ [0, T ∗]}, N ∈ N

∗. Dieser Prozess S ist wie üblih der Preisprozess der exogen ge-gebenen, zugrunde liegenden Kapitalanlagen und es soll der Preis eines Derivats Xmit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] ermittelt werden. Dafür nimmt man an, dass allezugrunde liegenden Kapitalanlagen auf dem Finanzmarkt gehandelt werden. Es wirdjedoh niht angenommen, dass ein a priori Finanzmarkt oder Preisprozess für dasDerivat existiert. Ferner sei der zugrunde liegende Finanzmarkt arbitragefrei.Definition 2.20 Ein Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] kann repliziertoder gehedgt werden, wenn ein selbst�nanzierendes Portfolio h existiert, sodass
V h(T ) = X P -f.s.ist. In diesem Fall ist h einHedge gegen X . Alternativ nennt man h ein replizierendesPortfolio oderHedgeportfolio. Der Finanzmarkt ist vollständig, wenn jedes Derivatrepliziert werden kann.Man betrahtet nun ein fixes Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] undnimmt an, dass dieses durh ein selbstfinanzierendes Portfolio h repliziert werden kann.Dann wird folgendes Gedankenexperiment durhgeführt:1. Sei t ∈ [0, T ] ein fixer Zeitpunkt.2. Man nimmt an, das man zum Zeitpunkt t den Geldbetrag V h(t) besitzt.3. Dieses Geld verwendet man, um das Portfolio h(t) zu kaufen. Wenn nun diePortfoliostrategie im Zeitintervall [t, T ] verfolgt wird, kostet das nihts, da hselbstfinanzierend ist. Zum Zeitpunkt T hat das Portfolio dann den Wert V h(T ).4. Laut Definition 2.20 ist der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt T P -f.s. gleih X ,ungeahtet der stohastishen Preisbewegungen im Intervall [t, T ].5. Aus rein finanzieller Siht ist das Halten eines Portfolios h also äquivalent zumHalten eines Derivats X .6. Der �korrekte� Preis Π(t;X ) von X zum Zeitpunkt t ist daher P -f.s. gleih V h(t).7. Der eindimensionale Preisprozess (Π(t,X ))T

t=0 des replizierbaren Derivats X istsomit P -f.s. durh
Π(t,X ) = V h(t), t ∈ [0, T ], (2.35)gegeben.Es stellt sih nun die Frage, ob die Form (2.35) des Preisprozesses (Π(t,X ))T

t=0 etwasmit Arbitragefreiheit zu tun hat.



2.2 Vollständigkeit und Hedging 33Proposition 2.211. Angenommen ein Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] kann durh einselbst�nanzierendes Portfolio h repliziert werden. Dann ist der einzige Preispro-zess (Π(t,X ))T
t=0 von X , der keine Arbitragemöglihkeiten zulässt, durh

Π(t;X ) = V h(t), t ∈ [0, T ],gegeben.2. Wenn ein Derivat X mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] sowohl durh ein selbst-�nanzierendes Portfolio g als auh durh ein selbst�nanzierendes Portfolio h re-pliziert werden kann, ist V g(t) = V h(t) für alle t ∈ [0, T ] mit Wahrsheinlihkeit
1.Beweis Der Beweis der Proposition 2.21 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 7.1 auf der Seite 100 erläutert. �Der folgende Satz behandelt die Vollständigkeit in einem verallgemeinerten Blak-Sholes-Modell.Satz 2.22 Man betrahtet ein verallgemeinertes Blak-Sholes-Modell, welhes aus ei-ner risikofreien Kapitalanlage mit Preisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 und einer Aktie mitPreisprozess S = (S(t))T ∗

t=0 besteht. In diesem Modell ist die Dynamik von B durh
dB(t) = rB(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = b0, b0 ∈ R
∗
+,und die Dynamik von S unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P durh

dS(t) = α(t, S(t))S(t) dt + σ(t, S(t))S(t) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

S(0) = s0, s0 ∈ R,
(2.36)gegeben, wobei der Momentanzinssatz r ∈ R eine deterministishe Konstante ist, α :

[0, T ∗] × R → R und σ : [0, T ∗] × R → R gegebene deterministishe Funktionen sindund W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler P -Wiener Prozess bezüglih F ist. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass S die eindeutige Lösungder stohastishen Di�erentialgleihung (2.36) ist. Wenn σ(t, s) ∈ R
∗
+ für alle (t, s) ∈

[0, T ∗]×R ist, kann jedes Derivat mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗], welhes bezüglihder von S(T ) erzeugten σ-Algebra messbar ist, repliziert werden.Beweis Erläuterungen zum Beweis der Proposition 2.22 finden sih im Buh ArbitrageTheory in Continous Time von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 7.2 auf der Seite 100. �In der folgenden Heuristik wird erläutert, unter welhen Voraussetzungen ein be-stimmtes Modell vollständig und/oder arbitragefrei ist.Heuristik 2.23 Sei M ∈ N die Anzahl der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im be-trahteten Modell, ohne die risikofreie Kapitalanlage, und sei R ∈ N die Anzahl der �zu-fälligen Quellen�. Hier wird keine genaue De�nition einer �zufälligen Quelle� gegeben,aber das typishe Beispiel ist ein Wiener Prozess. Es gelten dann folgende Relationen:



34 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle1. Das Modell ist dann und nur dann arbitragefrei, wenn M ≤ R ist.2. Das Modell ist dann und nur dann vollständig, wenn M ≥ R ist.3. Das Modell ist dann und nur dann vollständig und arbitragefrei, wenn M = R ist.Erläuterung: Vorweg sei erwähnt, dass Vollständigkeit und Arbitragefreiheit entge-gengesetzt arbeiten. Man betrahtet ein Modell mit M ∈ N zugrunde liegenden Ka-pitalanlagen und einer risikofreien Kapitalanlage, das heiÿt das Modell besitzt M + 1Kapitalanlagen. Man nimmt an, dass die Preisprozesse der zugrunde liegenden Kapi-talanlagen R ∈ N �zufällige Quellen� beinhalten. Sei diese Anzahl R fix. Dann ist jedezugrunde liegende Kapitalanlage, die dem Modell hinzugefügt wird, ohne dass R er-höht wird, eine potentielle Arbitragemöglihkeit. Damit ein Modell also arbitragefreiist, muss die Anzahl M der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im Vergleih zu derAnzahl R der �zufälligen Quellen� klein sein. Andererseits liefert jede zugrunde liegendeKapitalanlage, die dem Modell hinzugefügt wird, ohne dass R erhöht wird, eine neueMöglihkeit, ein gegebenes Derivat zu replizieren. Das heiÿt, ein vollständiges Modellverlangt, dass die Anzahl M der zugrunde liegenden Kapitalanlagen im Vergleih zuder Anzahl R der �zufälligen Quellen� groÿ ist.2.3 Anleihen und ZinssätzeIn diesem Kapitel 2.3 werden Nullkuponanleihen7, diverse Zinssätze, Kuponanleihen8,Zinsswaps9 und Renditen10 vorgestellt. Im gesamten Kapitel 2.3 arbeitet man auf einemvollständigen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) mit einer Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0.2.3.1 NullkuponanleihenDefinition 2.24 Eine Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] istein Vertrag, der seinem Besitzer zum Zeitpunkt T eine einmalige Zahlung von 1 garan-tiert. Diese Zahlung heiÿt Nennwert oder Nominalwert. Den Preis so einer Anleihezum Zeitpunkt t ∈ [0, T ] bezeihnet man mit p(t, T ).Die Definition, dass der Nennwert gleih 1 ist, trifft man, da dies rehnerish einfaherzu handhaben ist.Annahme 2.25 Man nimmt Folgendes an, um einen hinreihend geregelten Anleihen-markt zu garantieren:1. Es existiert ein Finanzmarkt für Nullkuponanleihen mit Fälligkeitszeitpunkt T fürjedes T ∈ [0, T ∗].2. Die Abbildung [t, T ∗] ∋ T 7→ p(t, T ) ist für jedes �xe t ∈ [0, T ∗] di�erenzierbar.7engl. zero oupon bonds8engl. oupon bonds9engl. interest rate swaps10engl. yields



2.3 Anleihen und Zinssätze 353. Die Relationen p(t, T ) > 0 und p(T, T ) = 1 gelten für alle t, T mit 0 ≤ t ≤ T ≤
T ∗.Die Relationen p(t, T ) > 0 und p(T, T ) = 1 sind notwendig, um Arbitragemöglihkeitenzu vermeiden. p(t, T ) ist also stohastish mit zwei Variablen t und T . Es gilt:1. p(t, T ) ist für ein fixes t ∈ [0, T ∗] eine Funktion von T ∈ [t, T ∗]. Diese liefert Preisefür Nullkuponanleihen mit allen möglihen Fälligkeitszeitpunkten zu einem fixenZeitpunkt t. Der Graph dieser Funktion heiÿt �die Preiskurve einer Anleihe zumZeitpunkt t� oder �die Zinsstruktur11 zum Zeitpunkt t�. Gewöhnlih ist der Graphsehr glatt, das heiÿt die Abbildung [t, T ∗] ∋ T 7→ p(t, T ) ist für jedes fixe t ∈ [0, T ∗]differenzierbar. Diese Eigenshaft ist eigentlih Teil der Annahme 2.25.2. (p(t, T ))T

t=0 ist für einen fixen Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] ein stohastisherProzess. Dieser Prozess liefert die Preise der Nullkuponanleihe mit fixem Fällig-keitszeitpunkt T zu vershiedenen Zeitpunkten. Die Trajektorien sind gewöhnlihsehr irregulär.2.3.2 ZinssätzeGegeben der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 werden nun diverse Zinssätze definiert.Folgendes Konstruktionsprinzip soll für die Festlegung der Zinssätze in der nahstehen-den Definition 2.26 als Motivation dienen: Sei t ein fixer Ausgangszeitpunkt und seien
S, T zwei weitere fixe Zeitpunkte mit 0 ≤ t < S < T ≤ T ∗. Der direkte Weg ist einenVertrag zum Zeitpunkt t abzushlieÿen, der eine Investition von 1 zum Zeitpunkt Serlaubt und im Intervall [S, T ] eine Ft-messbare Rendite einbringt, die zum Zeitpunkt
t folgendermaÿen bestimmt wird:1. Zum Zeitpunkt t verkauft man eine Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Sund Preis p(t, S). Dies bringt einen Geldbetrag von p(t, S) ein.2. Mit diesem Ertrag kauft man genau p(t,S)

p(t,T )
Nullkuponanleihen mit Fälligkeitszeit-punkt T und Preis p(t, T ). Somit ist die Nettoinvestition zum Zeitpunkt t gleihnull.3. Zum Zeitpunkt S ist die Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt S fällig. Manmuss also 1 zahlen.4. Zum Zeitpunkt T sind die Nullkuponanleihen mit Fälligkeitszeitpunkt T fällig.Dies bringt einen Geldbetrag von 1 pro Stük ein, also einen Ertrag von p(t,S)

p(t,T )
.5. Ausgehend von einem Vertrag zum Zeitpunkt t liefert eine Investition von 1 zumZeitpunkt S daher einen Geldbetrag von p(t,S)

p(t,T )
zum Zeitpunkt T .6. Zum Zeitpunkt t hat man somit einen Vertrag abgeshlossen, der einen risiko-losen Zinssatz im zukünftigen Intervall [S, T ] garantiert. So ein Zinssatz heiÿtTerminzinssatz12.11engl. term struture12engl. forward rate



36 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleMan verwendet zwei (von vielen möglihen) Methoden, um Terminzinssätze zu no-tieren: einfahe Zinssätze und Zinsintensitäten. Einfahe Zinsen werden am Ende desBezugszeitraums bezahlt, während eine Verzinsung mit einer Zinsintensität eine lau-fende Ausshüttung garantiert, die durh den Zinseszinseffekt zu einem exponentiellenWahstum führt. Sei 0 ≤ t ≤ S < T ≤ T ∗. Der einfahe Terminzinssatz oderLIBOR13-Terminzinssatz L(t; S, T ) ist die Lösung der Gleihung
1 + (T − S)L(t; S, T ) =

p(t, S)

p(t, T )und die Terminzinsintensität14 R(t; S, T ) löst die Gleihung
eR(t;S,T )(T−S) =

p(t, S)

p(t, T )wobei p(t, S) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt
t und p(t, T ) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T zum Zeitpunkt
t ist. Die einfahe Zinssatznotation wird auf dem Finanzmarkt verwendet, wohingegendie konforme Zinssatznotation in theoretishen Zusammenhängen benützt wird. Sie sindnatürlih sinngemäÿ äquivalent. Formal werden die Zinssätze folgendermaÿen definiert:Definition 2.26 Sei der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben und seien t, S, T�xe Zeitpunkte mit 0 ≤ t ≤ S < T ≤ T ∗. p(t, S) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mitFälligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt t, p(t, T ) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mitFälligkeitszeitpunkt T zum Zeitpunkt t und p(T, S) ist der Preis einer Nullkuponanleihemit Fälligkeitszeitpunkt S zum Zeitpunkt T .1. Der einfahe Terminzinssatz oder LIBOR-Terminzinssatz für [S, T ], derzum Zeitpunkt t vertraglih abgeshlossen wird, wird durh

L(t; S, T ) = −p(t, T )− p(t, S)

(T − S)p(t, T )de�niert.2. Der einfahe Kassazinssatz15 oder LIBOR-Kassazinssatz für [S, T ] wirddurh
L(S, T ) = − p(S, T )− 1

(T − S)p(S, T )de�niert.3. Die Terminzinsintensität für [S, T ], die zum Zeitpunkt t vertraglih abgeshlos-sen wird, wird durh
R(t; S, T ) = − ln p(t, T )− ln p(t, S)

(T − S)de�niert.13London Interbank O�ered Rate14engl. ontinuously ompounded forward rate15engl. spot rate



2.3 Anleihen und Zinssätze 374. Die Kassazinsintensität16 für [S, T ] wird durh
R(S, T ) = − ln p(S, T )

(T − S)de�niert.Seien t, T �xe Zeitpunkte mit 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗.5. Der sofortige Terminzinssatz mit Fälligkeitszeitpunkt T , der zum Zeitpunkt tvertraglih abgeshlossen wird, wird durh
f(t, T ) = −∂ ln p(t, T )

∂T
= −∂p(t, T )

∂T

1

p(t, T )de�niert, wobei p(t, T ) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt
T zum Zeitpunkt t ist.6. Der Momentanzinssatz17 zum Zeitpunkt t wird durh

r(t) = f(t, t)de�niert.Es sei erwähnt, dass Kassazinssätze Terminzinssätze sind, bei denen der Zeitpunkt derVertragshlieÿung mit dem Beginn des Intervalls übereinstimmt, in welhem der Zins-satz gültig ist, das heiÿt t = S. Der sofortige Terminzinssatz ist die Grenze der Termin-zinsintensität, wenn S ր T . Man kann ihn als risikolosen, zum Zeitpunkt t vertraglihabgeshlossenen Zinssatz über dem Infinitesimalintervall [T, T +dT ] interpretieren. Dereinfahe Terminzinssatz L(t; S, T ) und der einfahe Kassazinssatz L(S, T ) müssen füralle t, S, T mit 0 ≤ t ≤ S < T ≤ T ∗ gröÿer als − 1
T−S

sein, da laut Annahme 2.25
p(t, S) > 0, p(t, T ) > 0 und p(S, T ) > 0 gilt.Nun wird der Geldwertprozess definiert.Definition 2.27 Der eindimensionale Geldwertprozess B = (B(t))T ∗

t=0 wird durh
B(t) = exp







t∫

0

r(s) ds






, t ∈ [0, T ∗],de�niert, das heiÿt er hat die Dynamik

dB(t) = r(t)B(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = 1,wobei der stetige, eindimensionale stohastishe Prozess r = (r(t))T ∗

t=0 der Momentan-zinssatz ist.16engl. ontinuously ompounded spot rate17engl. short rate



38 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleDen Geldwertprozesses kann man wie in Kapitel 2.1.2 als ein Bankkonto mit Momen-tanzinssatz r interpretieren.Die folgenden Formeln sind eine unmittelbare Konsequenz der Definition 2.26.Lemma 2.28 Sei der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben und sei 0 ≤ t ≤ S ≤
T ≤ T ∗. p(t, S) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt S zum Zeit-punkt t, p(t, T ) ist der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T zum Zeit-punkt t und der stetige, eindimensionale stohastishe Prozess f = (f(t, T ))0≤t≤T≤T ∗ist der sofortige Terminzinssatz. Dann gilt

p(t, T ) = p(t, S) · exp






−

T∫

S

f(t, u) du





und insbesondere
p(t, T ) = exp






−

T∫

t

f(t, u) du






.Man kann auf folgende Arten ein Modell für den Anleihenmarkt konstruieren:1. Man kann die Dynamik des Momentanzinssatzes spezifizieren und dann mithilfevon arbitragefreien Methoden versuhen, Anleihenpreise zu ermitteln.2. Man kann direkt die Preisdynamiken von allen möglihen Anleihen spezifizieren.3. Man kann die Dynamiken von allen möglihen Terminzinssätzen spezifizieren unddann das Lemma 2.28 anwenden, um Anleihenpreise zu erhalten.In den Kapiteln 2.4 und 2.5 wird die Methode 1 angewendet, um Preise für Nullkupo-nanleihen zu ermitteln.2.3.3 KuponanleihenAuf den meisten Anleihenmärkten gibt es nur eine relativ kleine Anzahl von aktivgehandelten Nullkuponanleihen. Die Laufzeiten von Nullkuponanleihen sind generellkurz (gewöhnlih zwishen einem halben und zwei Jahren), wohingegen die meistenAnleihen mit einer längeren Laufzeit Kuponzahlungen beinhalten. Es werden nun zweiArten von Kuponanleihen (fixe Kuponanleihen18 und variabel verzinslihe Anleihen19)vorgestellt und ihre Preise bezüglih der Preise von Nullkuponanleihen ermittelt. Seialso der Anleihenmarkt aus Kapitel 2.3.1 gegeben.18engl. �xed oupon bonds19engl. �oating rate bonds



2.3 Anleihen und Zinssätze 39Fixe KuponanleihenDie einfahste Kuponanleihe ist die f ixe Kuponanleihe. Diese Anleihe liefert seinemBesitzer an bestimmten Zeitpunkten vorbestimmte Zahlungen, die manKupons nennt.Formal wird sie folgendermaÿen definiert: Sei n ∈ N
∗ und seien Zeitpunkte T0, . . . , Tnmit 0 ≤ T0 < . . . < Tn ≤ T ∗ fixiert. Ferner seien ein Nennwert K ∈ R und de-terministishe Kupons c1, . . . , cn ∈ R gegeben. T0 ist der Ausgabezeitpunkt der fixenKuponanleihe und zu den Zeitpunkten Ti, i = 1, . . . , n, erhält sein Besitzer die ent-sprehenden Kupons ci, i = 1, . . . , n. Zum Zeitpunkt Tn erhält dieser zusätzlih denNennwert K.Diese fixe Kuponanleihe kann durh ein Portfolio aus Nullkuponanleihen mit Fällig-keitszeitpunkten Ti, i = 1, . . . , n, repliziert werden. Genauer gesagt werden ci Nullkupo-nanleihen mit Fälligkeitszeitpunkt Ti für i = 1, . . . , n−1 und K +cn Nullkuponanleihenmit Fälligkeitszeitpunkt Tn gehalten. Der Preis p(t) dieser fixen Kuponanleihe zu einemZeitpunkt t ∈ [Ti−1, Ti) ist daher für alle i = 1, . . . , n gleih

p(t) = Kp(t, Tn) +
n∑

j=i

cjp(t, Tj),wobei p(t, Tj) der Preis der Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Tj zum Zeitpunkt
t ist.Die Kupons werden sehr oft bezüglih ihrer Erträge bestimmt. Diese sind gewöhnlihnominale Sätze, die in der jeweiligen Periode [Ti−1, Ti], i = 1, . . . , n, auf den Nennwert
K angewendet werden. Wenn die Erträge der Kupons also gleih r1, . . . , rn ∈ R (in derPraxis stets r1, . . . , rn ∈ R+) sind, folgt

ci = ri(Ti − Ti−1)K, i = 1, . . . , n.Für eine standardisierte fixe Kuponanleihe sind die Zeitintervalle äquidistant, das heiÿt
Ti = T0 + iδ, i = 1, . . . , n,für ein δ ∈ R

∗
+, und die Kuponsätze ri, i = 1, . . . , n, gleih einem gemeinsamen Kupon-satz r ∈ R (in der Praxis stets r ∈ R+). Der Preis p(t) so einer fixen Kuponanleihe zueinem Zeitpunkt t ∈ [Ti−1, Ti) ist daher für alle i = 1, . . . , n gleih

p(t) = K

(

p(t, Tn) + rδ
n∑

j=i

p(t, Tj)

)

.Variabel Verzinslihe AnleihenEs gibt diverse Kuponanleihen, für welhe der Wert des Kupons zum Ausgabezeit-punkt der Anleihe niht fix ist, sondern für jede Kuponperiode neu festgelegt wird.Häufig hängt die Bestimmung des Kuponwertes von einem finanziellen Rihtwert wiedem Marktzinssatz ab. Es gibt jedoh auh Anleihen für die der Kupon bezüglih eines



40 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodellenihtfinanziellen Index festgesetzt wird. Der Zahlungsstrom der variabel verzinsli-hen Anleihe entspriht also dem der fixen Kuponanleihe, wobei die Kupons variabelsind. Sei n ∈ N
∗ und seien wieder Zeitpunkte T0, . . . , Tn mit 0 ≤ T0 < . . . < Tn ≤ T ∗fixiert. Ferner seien ein Nennwert K ∈ R und variable Kupons c1, . . . , cn ∈ R gege-ben. T0 ist der Ausgabezeitpunkt der variabel verzinslihen Kuponanleihe und zu denZeitpunkten Ti, i = 1, . . . , n, erhält sein Besitzer die entsprehenden Kupons ci, i =

1, . . . , n. Zum Zeitpunkt Tn erhält dieser zusätzlih den Nennwert K.Als ein Beispiel wird eine der einfahsten variabel verzinslihen Anleihen behandelt,für welhe die Kuponsätze den einfahen Kassazinssätzen L(Ti−1, Ti), i = 1, . . . , n, ent-sprehen. Somit gilt für die Kupons
ci = L(Ti−1, Ti)(Ti − Ti−1)K, i = 1, . . . , n. (2.37)Es sei erwähnt, dass L(Ti−1, Ti) bereits zum Zeitpunkt Ti−1 bestimmt wird, ci jedohbis zum Zeitpunkt Ti niht verfügbar ist. Nun wird der Wert dieser Anleihe zu einemZeitpunkt t ∈ [0, T0] im Falle von äquidistanten Zeitintervallen

Ti − Ti−1 = δ ∈ R
∗
+, i = 1, . . . , n,ermittelt. Ohne Verlust der Allgemeinheit sei K = 1. Wenn die Definition des einfahenKassazinssatzes (Definition 2.26) in (2.37) eingesetzt wird, folgt

ci = δ
1− p(Ti−1, Ti)

δp(Ti−1, Ti)
=

1

p(Ti−1, Ti)
− 1, i = 1, . . . , n,wobei p(Ti−1, Ti) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Ti zum Zeit-punkt Ti−1 ist. Seien nun zwei Zeitpunkte Ti−1 und Ti für ein i = 1, . . . , n fix. Der Wertdes Terms −1, der zum Zeitpunkt Ti ausbezahlt wird, ist zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0]natürlih gleih

−p(t, Ti),wobei p(t, Ti) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Ti zum Zeit-punkt t ist. Nun bleibt noh den Wert des Terms 1
p(Ti−1,Ti)

, der zum Zeitpunkt Ti ausbe-zahlt wird, zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] zu bestimmen. Dies wird folgendermaÿen gemaht:1. Zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] kauft man eine Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeit-punkt Ti−1 und Preis p(t, Ti−1). Das kostet also p(t, Ti−1).2. Zum Zeitpunkt Ti−1 erhält man den Betrag 1.3. Diesen Betrag investiert man in 1
p(Ti−1,Ti)

Nullkuponanleihen mit Fälligkeitszeit-punkt Ti und Preis p(Ti−1, Ti).4. Zum Zeitpunkt Ti werden diese Anleihen fällig, wobei jede Nennwert 1 hat. Dasheiÿt zum Zeitpunkt Ti erhält man den Betrag
1

p(Ti−1, Ti)
.



2.3 Anleihen und Zinssätze 41Diese Argumente zeigen, dass es möglih ist den Term 1
p(Ti−1,Ti)

durh eine selbstfinanzie-rende Anleihenstrategie mit Anfangskosten p(t, Ti−1) zu replizieren. Der Wert des Terms
1

p(Ti−1,Ti)
, der zum Zeitpunkt Ti ausbezahlt wird, ist zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] somitgleih p(t, Ti−1). Es folgt daher, dass der Wert des Kupons ci, der zum Zeitpunkt Tiausbezahlt wird, zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] gleih

p(t, Ti−1)− p(t, Ti)ist. Der Wert des Nennwertes K = 1 zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] ist gleih dem Preis
p(t, Tn) einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Tn zum Zeitpunkt t. Der Preiseiner variabel verzinslihe Anleihe mit Nennwert K = 1 und Kuponsätzen, die deneinfahen Kassazinssätzen entsprehen, ist zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] daher gleih

p(t) = p(t, Tn) +
n∑

i=1

(p(t, Ti−1)− p(t, Ti)) = p(t, T0).Er entspriht also den Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T0 zumZeitpunkt t. Insbesondere gilt zum Zeitpunkt t = T0, dass p(T0) = 1 ist.2.3.4 ZinsswapsBei einem Zinsswap wird ein Zahlungsstrom eines fixen Zinssatzes, dem Swapsatz,mit einem Zahlungsstrom eines variablen Zinssatzes (gewöhnlih ein LIBOR-Satz) aus-getausht. Es gibt viele Versionen von Zinsswaps und hier wird der �forward swapsettled in arrears�20 beshrieben. Dazu seien ein Nennwert K ∈ R, ein Swapsatz
R ∈ R und Zeitpunkte T0, . . . , Tn ∈ [0, T ∗] mit Ti = T0 + iδ für alle i = 1, . . . , n undein δ ∈ R

∗
+ gegeben. Zahlung erfolgt zu den Zeitpunkten Ti, i = 1, . . . , n (niht zumZeitpunkt T0). Seien nun zwei Zeitpunkte Ti−1 und Ti für ein i = 1, . . . , n fix. Wennman einen fixen Zinssatz gegen einen variablen Zinssatz, der in diesem Fall der einfaheKassazinssatz L(Ti−1, Ti) ist, austausht, erhält man zum Zeitpunkt Ti den Betrag

δL(Ti−1, Ti)K = ciK,wobei ci der i-te Kupon der variabel verzinslihen Anleihe mit Nennwert 1 und Kupon-sätzen, die den einfahen Kassazinssätzen entsprehen, ist. Zum Zeitpunkt Ti bezahltman ferner den Betrag
δRK.Der Nettogeldfluss zum Zeitpunkt Ti ist daher gleih

δ(L(Ti−1, Ti)−R)K.Mit Anwendung der Resultate für variabel verzinslihe Anleihen aus Kapitel 2.3.3 istder Wert dieses Geldflusses zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] also gleih
Kp(t, Ti−1)− (1 + δR)Kp(t, Ti),20Terminzinstaush, der im Nahhinein gezahlt wird



42 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodellewobei p(t, Ti−1) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Ti−1 zumZeitpunkt t und p(t, Ti) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Tizum Zeitpunkt t ist. Der Gesamtpreis Π(t) des �forward swap settled in arrears� zumZeitpunkt t ∈ [0, T0] ist daher gleih
Π(t) = K

n∑

i=1

(p(t, Ti−1)− (1 + δR)p(t, Ti))und dieser kann vereinfaht werden, um die folgende Proposition zu erhalten.Proposition 2.29 Der Preis des oben de�nierten �forward swap settled in arrears�zum Zeitpunkt t ∈ [0, T0] ist gleih
Π(t) = Kp(t, T0)−K

n∑

i=1

dip(t, Ti),wobei
di = δR, i = 1, . . . , n− 1,

dn = 1 + δRund p(t, Ti) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Ti zum Zeitpunkt
t ist.Der Swapsatz R muss so bestimmt werden, dass der Wert des Zinsswaps zum Zeit-punkt des Vertragsabshlusses gleih null ist. Somit gilt folgende Proposition:Proposition 2.30 Wenn der oben de�nierte �forward swap settled in arrears� zumZeitpunkt t = 0 ausgegeben wird, ist der Swapsatz R gleih

R =
p(0, T0)− p(0, Tn)

δ
∑n

i=1 p(0, Ti)
,wobei p(0, Ti) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Ti zum Zeit-punkt 0 ist. Im Fall T0 = 0 gilt

R =
1− p(0, Tn)

δ
∑n

i=1 p(0, Ti)
.2.3.5 RenditeMan betrahtet eine Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] und Preis-prozess p = (p(t, T ))T

t=0. Nun wird der interne Zinsfuÿ21 y der Nullkuponanleiheermittelt, das heiÿt der Abzinsungsfaktor, bei dessen Verwendung die diskontiertenkünftigen Zahlungen dem heutigen Preis entsprehen. Es muss also die Gleihung
p(t, T ) = e−y(T−t) × 1, t ∈ [0, T ),gelöst werden, wobei der Faktor 1 der Nennwert der Nullkuponanleihe ist. Dies führtzu folgender Definition:21engl. internal rate of return



2.4 Modelle für Momentanzinssätze 43Definition 2.31 Die Nullkuponrendite22 y : [0, T )× [0, T ∗]→ R
∗
+ ist durh

y(t, T ) = − ln p(t, T )

T − tgegeben, wobei p(t, T ) der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T zumZeitpunkt t ist. Für ein �xes t ∈ [0, T ∗] heiÿt die Funktion (t, T ∗] ∋ T 7→ y(t, T )Zinsstrukturkurve23.Es sei erwähnt, dass die Nullkuponrendite y(t, T ) nihts anderes als die Kassazinsinten-sität im Intervall [t, T ] ist.2.4 Modelle für Momentanzinssätze2.4.1 EinführungMan suht ein Modell für eine arbitragefreie Familie von Preisprozessen {p(·, T ); T ∈
[0, T ∗]} von Nullkuponanleihen, wobei man im gesamten Kapitel 2.4 auf einem messba-ren Raum (Ω,F) mit einer Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0 arbeitet. Sei ferner P ein Wahrshein-lihkeitsmaÿ auf diesem Raum und der Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F) vollständig.Da der Preis p(t, T ) zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ], zumindest intuitiv, in irgendeinemSinne vom Verhalten des Momentanzinssatzes im Intervall [t, T ] abhängen soll, mussman zuerst eine a priori Spezifizierung der Dynamik des Momentanzinssatzes geben.Der Momentanzinssatz r = (r(t))T ∗

t=0 wird also unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P alsdie Lösung einer stohastishen Differentialgleihung der Form
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.38)modelliert. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funktionenund W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler P -Wiener Prozess bezüglih F. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass r die eindeutige Lösung derstohastishen Differentialgleihung (2.38) ist. α heiÿt lokale Durhshnittsrenditevon S und σ Volatilität von S. Der Momentanzinssatz r ist als einziger a priori gegeben,also ist die einzige exogen gegebene Kapitalanlage der eindimensionale Geldwertprozess
B = (B(t))T ∗

t=0, dessen Dynamik durh
dB(t) = r(t)B(t) dt, t ∈ [0, T ∗],

B(0) = 1
(2.39)definiert wird. Wie üblih interpretiert man diese Kapitalanlage als ein Bankkonto mitMomentanzinssatz r. Die Dynamik von B kann man als die Dynamik des Wertes einesBankkontos sehen. Zusammenfassend gilt folgende Annahme:22engl. zero oupon yield23engl. yield urve



44 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleAnnahme 2.32 Es existiert eine exogen gegebene lokal risikofreie Kapitalanlage. DerPreisprozess B = (B(t))T ∗

t=0 dieser Kapitalanlage hat eine Dynamik, die durh (2.39)gegeben ist, wobei die P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.38)gegeben ist.Um die Existenz eines hinreihend groÿen Anleihenmarktes zu garantieren, gilt fol-gende Annahme:Annahme 2.33 Man nimmt an, dass ein Finanzmarkt für Nullkuponanleihen mit Fäl-ligkeitszeitpunkt T für jedes T ∈ [0, T ∗] existiert.Somit nimmt man an, dass der Finanzmarkt alle möglihen Anleihen und eine ri-sikofreie Kapitalanlage enthält. Folglih ist er ein Finanzmarkt, der eine unendliheZahl von Kapitalanlagen enthält, wobei die risikofreie Kapitalanlage als einzige exogengegeben ist. In diesem Modell betrahtet man diese daher als die zugrunde liegendeKapitalanlage, wohingegen alle Anleihen als Derivate des �zugrunde liegenden� Mo-mentanzinssatzes r betrahtet werden. Das Hauptziel ist, die Beziehung zu ermitteln,die auf einem arbitragefreien Finanzmarkt zwishen den Preisprozessen von Anleihenmit untershiedlihen Fälligkeitszeitpunkten besteht. In einem zweiten Shritt werdenarbitragefreie Preise für andere Derivate, denen der Momentanzinssatz zugrunde liegt,ermittelt. Beispiele für solhe Derivate sind Anleihenoptionen oder Zinsswaps.Da Anleihen als Derivate des zugrunde liegenden Momentanzinssatzes r betrahtetwerden, stellt sih die Frage, ob Anleihenpreise nur von der P -Dynamik von r, die durh(2.38) gegeben ist, sowie der Bedingung, dass der Anleihenmarkt arbitragefrei sein soll,bestimmt werden. Die Antwort ist nein. Als Argument für diese Antwort wendet man alserstes die Heuristik 2.23 auf den Anleihenmarkt an. In der gegenwärtigen Situation istdie Anzahl M der exogen gegebenen, gehandelten Kapitalanlagen, ohne der risikofreienKapitalanlage, gleih null. Die Anzahl R der �zufälligen Quellen� ist andererseits gleiheins, da es einen Wiener Prozess gibt. Laut der Heuristik 2.23 ist der exogen gegebenAnleihenmarkt daher arbitragefrei, aber niht vollständig. Das Fehlen der Vollständig-keit ist klar: Da die einzige exogen gegebene Kapitalanlage die risikofreie Kapitalanlageist, gibt es keine Möglihkeit Derivate zu replizieren.Als zweites Argument wird der Preis einer bestimmten Nullkuponanleihe mit Fäl-ligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] mit Anwendung der Tehnik aus Kapitel 2.1.3 ermittelt.Man nimmt nun an, dass der Preis dieser Anleihe für alle t ∈ [0, T ] die Form F (t, r(t))hat, wobei F ∈ C1,2([0, T ]×R) eine R
∗
+-wertige Funktion ist. Nun wird ein risikofreiesPortfolio gestaltet, welhes auf der Nullkuponanleihe und der zugrunde liegenden Kapi-talanlage basiert. Die Rendite dieses risikofreien Portfolios muss dann laut Proposition2.13 gleih dem Momentanzinssatz r sein. Diese Bedingung ergibt einige Gleihungenfür die Bestimmung der Funktion F . Im Blak-Sholes-Modell war die zugrunde liegen-de Kapitalanlage die Aktie mit einem Preisprozess S, der auf dem ersten Blik demMomentanzinssatz r im gegenwärtigen Modell entspriht. Der Hauptuntershied zwi-shen dem Blak-Sholes-Modell und dem gegenwärtigen Modell besteht jedoh darin,dass der Momentanzinssatz r niht der Preis einer gehandelten Kapitalanlage ist. Dasheiÿt es gibt auf dem Anleihenmarkt keine Kapitalanlage, dessen Preisprozess durh rgegeben ist.



2.4 Modelle für Momentanzinssätze 45Zusammenfassend gilt also: Der Preis einer Anleihe wird niht gänzlih durh dieSpezifizierung (2.38) der Dynamik des Momentanzinssatzes r und der Bedingung, dassder Anleihenmarkt arbitragefrei sein soll, bestimmt. Der Grund dafür ist, dass der Preiseines Derivats immer bezüglih des Preises der zugrunde liegenden Kapitalanlage festge-legt werden muss, wenn man Arbitragemöglihkeiten vermeiden will. Im gegenwärtigenAnleihenmarkt gibt es jedoh niht genügend zugrunde liegende Kapitalanlagen.Für die Bestimmung des Preises verwendet man nun folgende Idee:Idee 2.341. Um Arbitragemöglihkeiten auf dem Anleihenmarkt zu vermeiden, müssen Prei-se von Anleihen mit untershiedlihen Fälligkeitszeitpunkten bestimmte interneÜbereinstimmungsrelationen erfüllen.2. Wenn der Preis einer bestimmten Anleihe, die als �Rihtwert� dient, gegeben ist,werden die Preise aller anderen Anleihen nur bezüglih des Preises dieser Anleiheund der Dynamik des Momentanzinssatzes r ermittelt.Die Idee 2.34 stimmt mit der Heuristik 2.23 überein: Der a priori gegebene Finanzmarktbesteht aus einer Anleihe, die als �Rihtwert� dient, und einer risikofreien Kapitalanlage.Deshalb gilt M = R = 1, was Vollständigkeit garantiert.2.4.2 Die ZinsstrukturgleihungIn diesem Kapitel 2.4.2 wird die Idee 2.34 formal ausgeführt. Dafür nimmt man Fol-gendes an:Annahme 2.35 Man nimmt an, dass ein arbitragefreier Finanzmarkt für Nullkupon-anleihen mit Fälligkeitszeitpunkt T für jedes T ∈ [0, T ∗] existiert. Ferner nimmt man an,dass der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T für jedes T ∈ [0, T ∗]die Form
p(t, T ) = F T (t, r(t)), t ∈ [0, T ], (2.40)hat, wobei F T ∈ C1,2([0, T ]× R) eine R

∗
+-wertige Funktion ist und die P -Dynamik desMomentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW̄ (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.41)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funktionenund W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler P -Wiener Prozess bezüglih F. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass r die eindeutige Lösung derstohastishen Di�erentialgleihung (2.41) ist. T betrahtet man als Parameter.Es wird nun F T auf einem arbitragefreien Anleihenmarkt ermittelt. Wie im Fall vonDerivaten, dessen zugrunde liegende Kapitalanlagen Aktien sind, gibt es eine Grenzbe-dingung: Der Nennwert einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] ist
1. Daher ist diese Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt T 1 wert und es gilt die Relation

F T (T, r) = 1 ∀ (T, r) ∈ [0, T ∗]× R. (2.42)



46 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleEs sei erwähnt, dass der Buhstabe r in der Gleihung (2.42) eine reelle Variable kenn-zeihnet, während r gleihzeitig als Bezeihnung für den stohastishen Prozess desMomentanzinssatzes verwendet wird. Damit man mit der allgemeinen Beshriftungübereinstimmt, sollte man den stohastishen Prozess eigentlih durh einen Groÿbuh-staben R und die Realisierung von R durh den Kleinbuhstaben r kennzeihnen. DieVerwendung von r als Bezeihnung für den stohastishen Prozess des Momentanzins-satzes ist aber so fixiert, dass sie niht geändert werden kann. Man verwendet r alsoweiterhin als Bezeihnung für den Prozess und als Bezeihnung für die Realisierung desProzesses. Dies ist etwas salopp, es sollte aber aus dem Kontext heraus klar sein, welheBedeutung r hat.Proposition 2.36 Sei der Anleihenmarkt arbitragefrei, die P -Dynamik des Momen-tanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.41) gegeben und F T die in (2.40) de�nierte Preis-funktion einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗]. Dann existiert eineindimensionaler Prozess λ, sodass für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ]

αT (t)− r(t)

σT (t)
= λ(t) (2.43)ist, wobei αT und σT für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

αT (t) =
F T

t (t, r(t)) + α(t, r(t))F T
r (t, r(t)) + 1

2
σ2(t, r(t))F T

rr(t, r(t))

F T (t, r(t))
, (2.44)

σT (t) =
σ(t, r(t))F T

r (t, r(t))

F T (t, r(t))
(2.45)gegeben sind. Die Indizes der Funktion F in den Gleihungen (2.44) und (2.45) kenn-zeihnen die entsprehenden partiellen Ableitungen.Beweis Für den Beweis gestaltet man ein selbstfinanzierendes Portfolio, welhes ausAnleihen mit untershiedlihen Fälligkeitszeitpunkten besteht. Seien T, S ∈ [0, T ∗] zweifixe Fälligkeitszeitpunkte. Mit Anwendung der It�-Formel (A.10) auf (2.40) erhält manfolgende Dynamik des Preises der Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T , wobeidie Gleihung entsprehend für die Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt S ist:

dF T (t, r(t)) = αT (t)F T (t, r(t)) dt + σT (t)F T (t, r(t)) dW̄ (t), t ∈ [0, T ]. (2.46)Die P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 ist durh (2.41) gegeben und
αT (t) =

F T
t (t, r(t)) + α(t, r(t))F T

r (t, r(t))

F T (t, r(t))

+
1
2
σ2(t, r(t))F T

rr(t, r(t))

F T (t, r(t))
,

t ∈ [0, T ], (2.47)
σT (t) =

σ(t, r(t))F T
r (t, r(t))

F T (t, r(t))
, t ∈ [0, T ], (2.48)wobei die Indizes der Funktion F in den Gleihungen (2.47) und (2.48) die entspre-henden partiellen Ableitungen kennzeihnen. Sei (uT = (uT (t))T

t=0, uS = (uS(t))S
t=0, )



2.4 Modelle für Momentanzinssätze 47das entsprehende relative Portfolio. Die Anwendung der Gleihung (2.1) auf diesesPortfolio ergibt die Dynamik seines Wertes V ,
dV (t) = V (t)

(

uT (t)
dF T (t, r(t))

F T (t, r(t))
+ uS(t)

dF S(t, r(t))

F S(t, r(t))

)

, t ∈ [0, max{T, S}] , (2.49)wobei man annimmt, dass V (t) 6= 0 für alle t ∈ [0, max{T, S}] ist. Wenn man (2.46)und die entsprehende Gleihung für die Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt Sin (2.49) einsetzt, folgt
dV (t) = V (t)(uT (t)αT (t) + uS(t)αS(t)) dt

+ V (t)(uT (t)σT (t) + uS(t)σS(t)) dW̄ (t), t ∈ [0, max{T, S}] . (2.50)Genau wie in Kapitel 2.1.3 definiert man nun das relative Portfolio durh das Glei-hungssystem
uT (t) + uS(t) = 1,

uT (t)σT (t) + uS(t)σS(t) = 0,
t ∈ [0, max{T, S}] . (2.51)Aufgrund dieser Definition vershwindet der dW̄ -Term in (2.50) und es folgt

dV (t) = V (t)(uT (t)αT (t) + uS(t)αS(t)t) dt, t ∈ [0, max{T, S}] . (2.52)Das Gleihungssystem (2.51) hat die Lösungen
uT (t) = − σS(t)

σT (t)− σS(t)
, t ∈ [0, max{T, S}] ,

uS(t) =
σT (t)

σT (t)− σS(t)
, t ∈ [0, max{T, S}] .Diese Lösungen setzt man in (2.52) ein und es folgt

dV (t) = V (t)

(
αS(t)σT (t)− αT (t)σS(t)

σT (t)− σS(t)

)

dt, t ∈ [0, max{T, S}] .Die Annahme, dass der Anleihenmarkt arbitragefrei ist, impliziert laut Proposition 2.13,dass das Portfolio eine Rendite haben muss, die gleih dem Momentanzinssatz ist. Somitgilt die Bedingung
αS(t)σT (t)− αT (t)σS(t)

σT (t)− σS(t)
= r(t)oder anders geshrieben

αT (t)− r(t)

σT (t)
=

αS(t)− r(t)

σS(t)
(2.53)für alle t ∈ [0, max{T, S}] mit Wahrsheinlihkeit 1. Auf der linken Seite von (2.53) gibtes einen stohastishen Prozess, der niht von T anhängt, wohingegen es auf der rehtenSeite einen stohastishen Prozess gibt, der niht von S abhängt. Der gemeinsame Quo-tient hängt somit weder von T noh von S ab. Daher kann man den eindimensionalenProzess λ für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

αT (t)− r(t)

σT (t)
= λ(t)definieren. �



48 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleDer Zähler der Gleihung (2.43) enthält den Term αT (t)−r(t). Laut (2.46) ist αT dielokale Rendite einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗], wohingegen
r die Rendite der risikofreien Kapitalanlage ist. Die Differenz αT − r ist daher die Ri-sikoprämie der Nullkuponanleihe. Diese misst das Übermaÿ der Rendite der riskantenNullkuponanleihe über der risikolosen Rendite, die der Anleihenmarkt verlangt, um Ar-bitragemöglihkeiten zu vermeiden. Der Nenner der Gleihung (2.43) enthält den Term
σT (t), das heiÿt die lokale Volatilität. λ kann man somit als �Risikoprämie pro Volatili-tät� sehen. Der Prozess λ ist bekannt als Risikomarktpreis und die Proposition 2.36kann man nun mit folgenden Worten umshreiben:Auf einem arbitragefreien Anleihenmarkt haben alle Anleihen, ungeahtetihres Fälligkeitszeitpunktes, denselben Risikomarktpreis.In der folgenden Proposition wird nun bestimmt welhe Form die Funktion F T hat.Proposition 2.37 (Zinsstrukturgleihung) Sei der Anleihenmarkt arbitragefrei unddie P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.41) gegeben. Ferner sei
λ(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗] und der Preis einer Nullkupon-anleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ] durh p(t, T ) =
F T (t, r(t)) gegeben, wobei F T ∈ C1,2([0, T ] × R) eine R

∗
+-wertige Funktion ist. Dannlöst F T folgendes Grenzwertproblem im Bereih [0, T ]×R, wobei die Indizes der Funk-tion F die entsprehenden partiellen Ableitungen kennzeihnen:

F T
t (t, r) + (α(t, r)− λ(t)σ(t, r))F T

r (t, r) +
1

2
σ2F T

rr(t, r)− rF T (t, r) = 0,

F T (T, r) = 1.
(2.54)

(2.54) nennt man Zinsstrukturgleihung.Beweis Für den Beweis der Proposition 2.37 wendet man die Proposition 2.36 auf eineNullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗]: Man setzt die Formel (2.44) für
αT und die Formel (2.45) für σT in (2.43) ein und es folgt

F T
t (t, r(t)) + {α(t, r(t))− λ(t)σ(t, r(t))}F T

r (t, r(t))

+
1

2
σ2(t, r(t))F T

rr(t, r(t))− r(t)F T (t, r(t)) = 0, t ∈ [0, T ],wobei die Indizes der Funktion F die entsprehenden partiellen Ableitungen kennzeih-nen. Der Momentanzinssatz r(t) kann für jedes t ∈ [0, T ∗] jeden positiven, reellen Wertannehmen und laut (2.42) gilt die Relation
F T (T, r) = 1 ∀ (T, r) ∈ [0, T ∗]×R.Somit folgt, dass F T folgende Gleihung im Bereih [0, T ]×R erfüllen muss:

F T
t (t, r) + (α(t, r)− λ(t)σ(t, r))F T

r (t, r) +
1

2
σ2F T

rr(t, r)− rF T (t, r) = 0,

F T (T, r) = 1.

�



2.4 Modelle für Momentanzinssätze 49Die Zinsstrukturgleihung steht in enger Beziehung zu der Blak-Sholes-Gleihung2.15. Sie ist jedoh aufgrund des Risikomarktpreises λ komplizierter. Aus (2.43), (2.44)und (2.45) folgt, dass λ für alle (t, r) ∈ [0, T ∗] × R die Form λ = λ(t, r) hat. DieZinsstrukturgleihung ist daher eine standardisierte partielle Differentialgleihung. DasProblem ist, dass λ niht innerhalb des Modells bestimmt wird. Um also die Zinsstruk-turgleihung lösen zu können, muss λ exogen angegeben werden, genau wie α und σ.Sei nun die P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.41) gegebenund λ(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗]. Man definiert wie in Kapitel2.1.4 einen Prozess a = (a(t))T ∗

t=0 durh
a(t) = λ(t), t ∈ [0, T ∗],und einen Prozess Z = (Z(t))T ∗

t=0 durh
Z(t) = exp






−

t∫

0

a(s) dW̄ (s)− 1

2

t∫

0

a(s)2 ds






, t ∈ [0, T ∗].Man nimmt an, dass a die Novikov Bedingung (A.20) erfüllt. Ferner definiert man aufdem messbaren Raum (Ω,F) ein Maÿ Q durh

dQ

dP
= Z(T ∗).Dann ist Q laut dem Satz von Girsanov A.42 ein zu P äquivalentes Wahrsheinlih-keitsmaÿ und der Prozess W = (W (t))T ∗

t=0, der durh
W (t) = W̄ (t) +

t∫

0

a(s) ds, t ∈ [0, T ∗],gegeben ist, ein Wiener Prozess bezüglih F unter Q. Unter demWahrsheinlihkeitsmaÿ
Q ist die Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 somit durh
dr(t) = {α(t, r(t))− λ(t)σ(t, r(t))} dt + σ(t, r(t)) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,gegeben.Proposition 2.38 (Risikoneutrale Bewertung) Sei der Anleihenmarkt arbitrage-frei und die P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.41) gegeben.Ferner sei λ(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗] und der Preis einerNullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ] durh
p(t, T ) = F T (t, r(t)) gegeben, wobei F T ∈ C1,2([0, T ]×R) eine R

∗
+-wertige Funktion ist.Der Prozess

(

σ(s, rt,r(s))
∂F T (s, rt,r(s))

∂r

)T

s=0



50 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodellesei in L2 (siehe De�nition A.16), wobei der Prozess rt,r = (rt,r(t))
T
t=0 durh (2.56)de�niert wird. Dann kann man die Funktion F T als

F T (t, r) = EQ



exp






−

T∫

t

rt,r(s) ds









 , (t, r) ∈ [0, T ]× R, (2.55)darstellen, wobei Q-Dynamik von rt,r im Intervall [t, T ] durh
drt,r(s) = {α(s, rt,r(s))− λ(s)σ(s, rt,r(s))} ds

+ σ(s, rt,r(s)) dW (s),

rt,r(t) = r,

0 ≤ t ≤ s ≤ T, r ∈ R, (2.56)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind die Funktionen aus (2.41),
W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F und die Indizesin rt,r heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleih r ist.Beweis Der Beweis der Proposition 2.38 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 16.2 auf der Seite 249 erläutert. �(2.55) kann man auh als
F T (t, r) = EQ



exp






−

T∫

t

rt,r(s) ds






× 1



 , (t, r) ∈ [0, T ]× R,darstellen. Der Preis einer Nullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] istsomit der Erwartungswert seines diskontierten Nennwertes. Anstelle des zugrunde lie-genden Wahrsheinlihkeitsmaÿes P nimmt man wie üblih das Martingalmaÿ Q. Es seierwähnt, dass die Martingalmaÿe je nah Wahl des Risikomarktpreises λ untershiedlihsind.Der Hauptuntershied zwishen dem gegenwärtigen und dem Blak-Sholes-Modellbesteht darin, dass das Martingalmaÿ im Blak-Sholes-Modell eindeutig bestimmtwird, da dieses vollständig ist (diese Tatsahe wird hier niht bewiesen). Im gegenwär-tigen Modell ist der exogen gegebene Anleihenmarkt niht vollständig. Anleihenpreisewerden somit niht eindeutig durh die gegebene P -Dynamik des Momentanzinssatzes
r bestimmt. Die Tatsahe, dass es untershiedlihe Wahlmöglihkeiten für den Risiko-marktpreis λ gibt, bedeutet, dass es untershiedlihe Anleihenmärkte gibt, die alle mitden gegebenen Dynamiken von r konsistent sind. Welher Preisprozess der Anleihenam aktuellen Markt realisiert wird, hängt von der Beziehung zwishen Angebot undNahfrage der Anleihen auf diesem Markt ab. Diese Faktoren werden zum Beispiel vonder Risikoaversion der handelnden Personen auf dem Anleihenmarkt bestimmt. Insbe-sondere bedeutet dies, dass eine ad ho Wahl von λ (zum Beispiel λ = 0) implizit eineAnnahme ist, welhe die gesamte Risikoaversion auf dem Anleihenmarkt betrifft. Um-gekehrt hat der Anleihenmarkt λ indirekt durh die Gleihung (2.43) spezifiziert, wenner die Dynamik des Preisprozesses einer Nullkuponanleihe mit zum Beispiel Fälligkeits-zeitpunkt T ∈ [0, T ∗] bestimmt. Dadurh werden also alle anderen Anleihenpreise durh



2.4 Modelle für Momentanzinssätze 51die Zinsstrukturgleihung festgelegt. Das heiÿt alle Anleihenpreise werden bezüglih derBasisnullkuponanleihe mit Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] und bezüglih des Momen-tanzinssatzes bestimmt. Wieder gilt, dass der Preis eines Derivats immer bezüglih einesa priori gegebenen Preisprozesses festgelegt werden muss, wenn man Arbitragemöglih-keiten vermeiden will.Die oben behandelten Nullkuponanleihen sind deterministishe Derivate. Für allge-meinere Arten von Derivaten, denen der Momentanzinssatz r = (r(t))T ∗

t=0 zugrunde liegt,gilt mit Anwendung der gleihen Argumente wie oben die folgende Proposition.Proposition 2.39 (Allgemeine Zinsstrukturgleihung) Sei der Finanzmarkt ar-bitragefrei und X = Φ(r(T )) ein Derivat mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] und Ver-tragsfunktion Φ : R → R, wobei die P -Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0durh (2.41) gegeben ist. Ferner sei λ(t) der Risikomarktpreis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗]und der eindimensionale Preisprozess (Π(t; Φ))T
t=0 des Derivats Φ(r(T )) durh

Π(t; Φ) = F T (t, r(t)), t ∈ [0, T ],gegeben, wobei F T ∈ C1,2([0, T ] × R) eine R-wertige Funktion ist. Dann löst F T fol-gendes Grenzwertproblem im Bereih [0, T ]× R, wobei die Indizes der Funktion F dieentsprehenden partiellen Ableitungen kennzeihnen:

F T
t (t, r) + (α(t, r)− λ(t)σ(t, r))F T

r (t, r) +
1

2
σ2(t, r)F T

rr(t, r)− rF T (t, r) = 0,

F T (T, r) = Φ(r).Ferner sei der Prozess
(

σ(s, rt,r(s))
∂F T (s, rt,r(s))

∂r

)T

s=0in L2 (siehe De�nition A.16), wobei der Prozess rt,r = (rt,r(t))
T
t=0 durh (2.57) de�niertwird. Dann kann man die Funktion F T als

F T (t, r) = EQ



exp






−

T∫

t

rt,r(s) ds






× Φ(rt,r(T ))



 , (t, r) ∈ [0, T ]× R,darstellen, wobei die Q-Dynamik von rt,r im Intervall [t, T ] durh
drt,r(s) = {α(s, rt,r(s))− λ(s)σ(s, rt,r(s))} ds

+ σ(s, rt,r(s)) dW (s),

rt,r(t) = r,

0 ≤ t ≤ s ≤ T, r ∈ R, (2.57)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind die Funktionen aus (2.41),
W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F und die Indizesin rt,r heben hervor, dass der Anfangswert zum Zeitpunkt t gleih r ist.Beweis Der Beweis der Proposition 2.39 ist äquivalent zum Beweis der Proposition2.37 und zum Beweis der Proposition 2.38. �



52 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze2.5.1 Q-DynamikIm gesamten Kapitel 2.5 arbeitet man auf einem messbaren Raum (Ω,F) mit einerFiltrierung F = (Ft)
T ∗

t=0. Sei ferner P ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ und Q ein Martingal-maÿ auf diesem Raum und seien die Wahrsheinlihkeitsräume (Ω,F , P ) und (Ω,F , Q)vollständig. Man betrahtet ein Zinsmodell, bei dem die P -Dynamik des Momentan-zinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW̄ , t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.58)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funktionenund W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler P -Wiener Prozess bezüglih F. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass r die eindeutige Lösungder stohastishen Differentialgleihung (2.58) ist. Wie in Kapitel 2.4 behandelt, wirddie Zinsstruktur (das heiÿt die Familie der Anleihenpreisprozesse) sowie der Preis vonjedem anderen Derivat der Form X = Φ(r(T )) mit Ausübungszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] aufeinem arbitragefreien Finanzmarkt gänzlih durh die allgemeine Zinsstrukturgleihungim Bereih [0, T ]×R,
F T

t (t, r) + (α(t, r)− λ(t)σ(t, r))F T
r (t, r) +

1

2
σ2(t, r)F T

rr(t, r)− rF T (t, r) = 0,

F T (T, r) = Φ(r),bestimmt, wobei F T ∈ C1,2([0, T ]×R) eine R-wertige Funktion ist, λ(t) der Risikomarkt-preis zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗] ist und im Falle der Zinsstruktur natürlih Φ(r) = 1 gilt.Angenommen σ sei a priori gegeben. Dann folgt, dass es irrelevant ist wie α und λ spe-zifiziert werden. Der Term, der, abgesehen von σ, die Zinsstruktur (und die Preise alleranderen Derivate, denen der Momentanzinssatz r zugrunde liegt) wirklih bestimmt,ist α − λσ, welher der Driftterm des Momentanzinssatzes r unter dem Martingalmaÿ
Q ist. Somit gilt folgendes Resultat:Resultat 2.40 Die Zinsstruktur sowie die Preise von allen anderen Derivaten, denender Momentanzinssatz r = (r(t))T ∗

t=0 zugrunde liegt, werden gänzlih durh die Spezi�-zierung der Dynamik von r unter dem Martingalmaÿ Q bestimmt.Anstatt α und λ unter dem Wahrsheinlihkeitsmaÿ P zu spezifizieren, wird dieDynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 von nun an direkt unter dem Mar-tingalmaÿ Q bestimmt. Diese Methode nennt man Martingalmodellierung und dieüblihe Annahme wird sein, dass die Q-Dynamik von r durh
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.59)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funktio-nen und W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F. Fernerexistiert eine eindeutige Lösung der stohastishen Differentialgleihung (2.59), welhe



2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze 53zum Beispiel sihergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35erfüllt sind. Von nun an kennzeihnet der Buhstabe α immer den Driftterm des Mo-mentanzinssatzes unter dem Martingalmaÿ Q.Nun werden einige Modelle vorgestellt, mit denen man die Q-Dynamik des Momen-tanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 spezifizieren kann, wobei W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensiona-ler Q-Wiener Prozess bezüglih F ist. Wenn ein Parameter zeitabhängig ist, wird dies ex-plizit angegeben. Andernfalls sind alle Parameter konstant. Ferner seien für alle Modelle(auÿer dem Cox-Ingersoll-Ross (CIR) Modell und dem Hull-White Modell (erweitertesCIR Modell)) die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass r die eindeutige Lö-sung der jeweiligen stohastishen Differentialgleihung ist. Für das Cox-Ingersoll-Ross(CIR) Modell und das Hull-White Modell (erweitertes CIR Modell) wird angenommen,dass r die eindeutige Lösung der jeweiligen stohastishen Differentialgleihung ist.Vasi£ek Modell:
dr(t) = (b− ar(t)) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗], b, a, σ ∈ R

∗
+,

r(0) = r0, r0 ∈ RHo-Lee Modell:
dr(t) = Θ(t) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗], Θ(t), σ ∈ R,

r(0) = r0, r0 ∈ RCox-Ingersoll-Ross (CIR) Modell:
dr(t) = a(b− r(t)) dt + σ

√

r(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], a, b ∈ R
∗
+, σ ∈ R,

r(0) = r0, r0 ∈ R+Hull-White Modell (erweitertes Vasi£ek Modell):
dr(t) = (Θ(t)− a(t)r(t)) dt + σ(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], Θ(t), σ(t) ∈ R, a(t) ∈ R

∗
+,

r(0) = r0, r0 ∈ RHull-White Modell (erweitertes CIR Modell):
dr(t) = (Θ(t)− a(t)r(t)) dt + σ(t)

√

r(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], Θ(t), σ(t) ∈ R, a(t) ∈ R
∗
+,

r(0) = r0, r0 ∈ R+Dothan Modell:
dr(t) = ar(t) dt + σr(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], a, σ ∈ R,

r(0) = r0, r0 ∈ R+Blak-Derman-Toy Modell:
dr(t) = Θ(t)r(t) dt + σ(t)r(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], Θ(t), σ(t) ∈ R,

r(0) = r0, r0 ∈ R



54 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle2.5.2 Invertierung der ZinsstrukturkurveEs stellt sih nun die Frage, wie die vershiedenen Modellparameter der in Kapitel2.5.1 dargestellten Martingalmodelle bestimmt werden sollen. Es ist möglih zu zeigen,dass der Diffusionsterm der gleihe unter P und Q ist. Somit ist es grundsätzlih mög-lih, die Q-Diffusionsparameter mittels der P -Daten zu ermitteln. Für die Ermittlungdes Driftterms sei erwähnt, dass der Finanzmarkt das Martingalmaÿ bestimmt. Manmuss daher Preisinformationen vom Finanzmarkt verwenden, um Informationen überdie Q-Driftparameter zu erhalten. Die üblihe Methode ist die der Invertierung derZinsstrukturkurve, die folgendermaÿen definiert wird:1. Es muss ein bestimmtes Modell, welhes einen oder mehrere Parameter hat, ge-wählt werden. Den ganzen Parametervektor bezeihnet man mit µ ∈ R
n, wobei

n ∈ N die Anzahl der Parameter ist. Die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes
r = (r(t))T ∗

t=0 ist somit durh
dr(t) = α(t, r(t); µ) dt + σ(t, r(t); µ) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.60)gegeben. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funk-tionen und W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih
F. Ferner existiert eine eindeutige Lösung der stohastishen Differentialgleihung(2.60), welhe zum Beispiel sihergestellt werden kann, wenn die Bedingungen derProposition A.35 erfüllt sind.2. Man muss die Zinsstrukturgleihung im Bereih [0, T ]× R,

F T
t (t, r) + α(t, r; µ)F T

r (t, r) +
1

2
σ2(t, r; µ)F T

rr(t, r)− rF T (t, r) = 0,

F T (T, r) = 1,für jeden Fälligkeitszeitpunkt T ∈ [0, T ∗] lösen, wobei F T ∈ C1,2([0, T ]× R) eine
R

∗
+-wertige Funktion ist. Auf diese Art und Weise wird die theoretishe Zinsstruk-tur durh

p(t, T ; µ) = F T (t, r(t); µ), 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗,berehnet. Es sei erwähnt, dass die Form der Zinsstruktur von der Wahl desParametervektors abhängt und dass diese Wahl noh niht getroffen worden ist.3. Man nimmt Preisdaten vom Anleihenmarkt: Insbesondere wird heute, das heiÿtzum Zeitpunkt t = 0, p(0, T ) für alle T ∈ [0, T ∗] beobahtet. Diese empirisheZinsstruktur bezeihnet man mit {p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]}.4. Den Vektor µ wählt man nun so, dass sih die theoretishe Zinsstruktur {p(0, T ; µ);
T ∈ [0, T ∗]} an die empirishe Zinsstruktur {p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} so gut wiemöglih anpasst. Dies ergibt den geshätzten Parametervektor µ∗.5. µ∗ setzt man in α und σ ein und bezeihnet diese nun mit α∗ und σ∗. Es ist somitbestimmt worden, mit welhem Martingalmaÿ gearbeitet wird.



2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze 556. Nun können Preise von Derivaten, denen der Momentanzinssatz r zugrunde liegt,ermittelt werden. Als Beispiel sei ein Derivat X = Γ(r(T )) mit Ausübungszeit-punkt T ∈ [0, T ∗] gegeben. Der eindimensionale Preisprozess (Π(t; Γ))T
t=0 diesesDerivats ist durh

Π(t; Γ) = GT (t, r(t)), t ∈ [0, T ],gegeben, wobei die R-wertige Funktion GT ∈ C1,2([0, T ] × R) die Zinsstruktur-gleihung im Bereih [0, T ]×R,
GT

t (t, r) + α∗(t, r)GT
r (t, r) +

1

2
(σ∗(t, r))2GT

rr(t, r)− rGT (t, r) = 0,

GT (T, r) = Γ(r),löst.Wenn man diese Methode ohne vernünftige Zeitgrenzen durhführt, ist es natürlih be-sonders wihtig, dass die involvierten partiellen Differentialgleihungen leiht zu lösensind.Einige von den in Kapitel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellen erweisen sih alsanalytish leihter zu handhaben als die anderen und dies führt zu der Definition deraffinen Zinsstruktur.2.5.3 Affine ZinsstrukturDefinition und ExistenzDefinition 2.41 Man betrahtet ein Modell, in welhem die Q-Dynamik des Momen-tanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.61)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R→ R sind deterministishe Funktionenund W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F. Fernerexistiert eine eindeutige Lösung der stohastishen Di�erentialgleihung (2.61), welhezum Beispiel sihergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35erfüllt sind. Man sagt, dass dieses Modell eine a�ne Zinsstruktur besitzt, wenn dieZinsstruktur {p(t, T ); 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗} für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] die Form
p(t, T ) = F T (t, r(t))hat, wobei die R

∗
+-wertige Funktion F T ∈ C1,2([0, T ]×R) für alle T ∈ [0, T ∗] durh

F T (t, r) = exp {A(t, T )− B(t, T )r} , (t, r) ∈ [0, T ]×R, (2.62)gegeben ist. A : [0, T ]× [0, T ∗] → R und B : [0, T ]× [0, T ∗] → R sind deterministisheFunktionen.



56 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelle
A und B sind Funktionen mit zwei nihtnegativen, reellen Variablen t und T . Es istjedoh leihter, A und B als Funktionen von t und T als Parameter zu sehen.Die Existenz einer affinen Zinsstruktur ist aus analytisher und rehnerisher Sihtsehr angenehm. Es ist daher von beträhtlihem Interesse, so eine Struktur zu finden.Insbesondere stellt sih folgende Frage: Für welhe α und σ in der Q-Dynamik desMomentanzinssatzes r ergibt sih eine affine Zinsstruktur?Proposition 2.42 Man betrahtet ein Modell, in welhem die Q-Dynamik des Momen-tanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = α(t, r(t)) dt + σ(t, r(t)) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.63)gegeben ist. α : [0, T ∗]×R→ R und σ : [0, T ∗]×R → R sind deterministishe Funktionenund W = (W (t))T ∗

t=0 ist ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F. Fernerexistiert eine eindeutige Lösung der stohastishen Di�erentialgleihung (2.63), welhezum Beispiel sihergestellt werden kann, wenn die Bedingungen der Proposition A.35erfüllt sind. α und σ seien durh
α(t, r) = β(t)r + γ(t),

σ(t, r) =
√

max{δ(t)r + ǫ(t), 0},
(t, r) ∈ [0, T ∗]×R,gegeben, wobei β : [0, T ∗] → R, γ : [0, T ∗] → R, δ : [0, T ∗] → R und ǫ : [0, T ∗] → Rdeterministishe Funktionen sind. Dann erlaubt dieses Modell eine a�ne Zinsstrukturder Form (2.62), wobei die Funktionen A : [0, T ]× [0, T ∗]→ R und B : [0, T ]× [0, T ∗]→

R folgendes Gleihungssystem im Bereih [0, T ]× [0, T ∗] lösen:

Bt(t, T ) + β(t)B(t, T )− 1

2
δ(t)B2(t, T ) = −1,

B(T, T ) = 0.
(2.64)

At(t, T ) = γ(t)B(t, T )− 1

2
ǫ(t)B2(t, T ),

A(T, T ) = 0.
(2.65)Der Index in Bt(t, T ) und At(t, T ) kennzeihnet die partielle Ableitung nah t.Beweis Der Beweis der Proposition 2.42 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 17.3.1 auf den Seiten 256 und 257 erläutert. �Da die Gleihung (2.64) nur die Funktion B enthält, löst man diese zuerst. Die Lösung

B setzt man dann in (2.65) ein und diese Gleihung wird integriert, um A zu erhalten.Es stellt sih nun die Frage, ob es nur für affine α und σ2 eine affine Zinsstrukturgibt. Generell ist das niht der Fall. Wenn jedoh gefordert wird, dass α und σ2 zeitab-hängig sind, ist die Affinität von α und σ2 eine notwendige Bedingung für die Existenzeiner affinen Zinsstruktur. Von den in Kapitel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellenbesitzen alle auÿer dem Dothan Modell und dem Blak-Derman-Toy Modell eine affineZinsstruktur.



2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze 57Eine wahrsheinlihkeitstheoretishe DiskussionEs gibt gute wahrsheinlihkeitstheoretishe Gründe, warum einige von den in Kapi-tel 2.5.1 dargestellten Martingalmodellen leihter zu handhaben sind als die anderen.Im Vasi£ek Modell, im Ho-Lee Modell und im Hull-White Modell (erweitertes Vasi£ekModell) wird für die Darstellung des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 eine lineare sto-hastishe Differentialgleihung verwendet. Solhe stohastishe Differentialgleihungensind leiht zu lösen und man kann zeigen, dass r normalverteilt ist. Anleihenpreise zumZeitpunkt t = 0 sind durh Ausdrüke wie
p(0, T ) = E



exp






−

T∫

0

r(s) ds









 , T ∈ [0, T ∗],gegeben, und die Eigenshaft, dass r normalverteilt ist, wird vom Integral ∫ T

0
r(s) dsübernommen. Die Ermittlung von Anleihenpreisen in einem Modell mit einem normal-verteilten Momentanzinssatz läuft also auf das Problem hinaus, den Erwartungswerteiner lognormalverteilten stohastishen Variable zu berehnen. Diese rein wahrshein-lihkeitstheoretishe Methode kann tatsählih für alle linearen Modelle, die in Kapitel2.5.1 dargestellt werden, ausgeführt werden. Von einem rehnerishen Standpunkt ausgesehen ist es jedoh einfaher das Gleihungssystem (2.64)�(2.65) zu lösen.Im Gegensatz zu den linearen Modellen betrahtet man nun das Dothan Modell.Dieses Modell für den Momentanzinssatz r ist dasselbe wie das Blak-Sholes-Modellfür den Preisprozess einer zugrunde liegenden Aktie. Man könnte daher leiht glau-ben, dass dieses Modell rehnerish sehr einfah zu handhaben ist. Dies ist jedoh ausfolgenden Gründen niht der Fall: Im Dothan Modell ist der Momentanzinssatz r lo-gnormalverteilt. Also muss die Verteilung eines Integrals ∫ T

0
r(s) ds, T ∈ [0, T ∗], vonlognormalverteilten stohastishen Variablen bestimmt werden, um Anleihenpreise zuermitteln. Das Integral von lognormalverteilten Variablen ist jedoh niht so einfahzu berehnen. Ferner hat das Modell die Eigenshaft, dass der Erwartungswert desGeldkontos unendlih ist. Für dieses sowie für das CIR Modell und für das Hull-WhiteModell (erweitertes CIR Modell) nimmt man das Quadrat der Lösung einer linearen sto-hastishen Differentialgleihung und berehnet mithilfe von diesem die Anleihenpreise.Aus rein rehnerisher Siht spriht also viel für die Verwendung einer linearen sto-hastishen Differentialgleihung, um den Momentanzinssatz r zu beshreiben. Aller-dings stöÿt man bei diesen Modellen auf das Problem, dass r normalverteilt ist unddaher negativ werden kann. Von einem ökonomishen Standpunkt aus gesehen ist diesnatürlih unvernünftig. Im Dothan Modell ist der Momentanzinssatz r jedoh lognor-malverteilt und daher immer positiv. Auh im CIR Modell ist der Momentanzinssatz rimmer positiv.2.5.4 Einige StandardmodelleIn diesem Kapitel 2.5.4 wird die Theorie der affinen Zinsstruktur angewendet, um diebekanntesten affinen Modelle zu studieren.



58 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleDas Vasi£ek ModellProposition 2.43 (Vasi£ek Zinsstruktur) Man betrahtet das Vasi£ek Modell, inwelhem die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = (b− ar(t)) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.66)gegeben ist, wobei b, a, σ ∈ R

∗
+ sind und W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Q-WienerProzess bezüglih F ist. Ferner seien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt,sodass r die eindeutige Lösung der stohastishen Di�erentialgleihung (2.66) ist. DieAnleihenpreise sind in diesem Modell für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh
p(t, T ) = exp {A(t, T )−B(t, T )r(t)}gegeben, wobei

B(t, T ) =
1

a

(
1− e−a(T − t)

)
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],

A(t, T ) =

(

ab− σ2

2

)

(B(t, T )− T + t)

a2
− σ2B2(t, T )

4a
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],ist.Beweis Angesihts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der Q-Dynamik (2.66) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.Die Anleihenpreise sind daher für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

p(t, T ) = exp {A(t, T )−B(t, T )r(t)}gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleihungssystem im Bereih [0, T ]×
[0, T ∗] lösen:

Bt(t, T )− aB(t, T ) = −1,

B(T, T ) = 0.
(2.67)

At(t, T ) = bB(t, T )− 1

2
σ2B2(t, T ),

A(T, T ) = 0.
(2.68)(2.67) ist für jedes fixe T ∈ [0, T ∗] eine einfahe lineare Differentialgleihung in t ∈ [0, T ]und hat die Lösung

B(t, T ) =
1

a

(
1− e−a(T−t)

)
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗]. (2.69)Wenn man (2.69) in die Gleihung (2.68) einsetzt und diese dann nah t integriert, folgt

A(t, T ) =− b

T∫

t

B(s, T ) ds +
σ2

2

T∫

t

B2(s, T ) ds
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=− b

a

T∫

t

(
1− e−a(T−s)

)
ds +

σ2

2a2

T∫

t

(
1− 2e−a(T−s) + e−2a(T−s)

)
ds

=− b

a

(

(T − t)−
(

1

a
e−a(T−s)

∣
∣
∣
∣

T

t

))

+
σ2

2a2

(

(T − t)− 2

(

1

a
e−a(T−s)

∣
∣
∣
∣

T

t

)

+

(

1

2a
e−2a(T−s)

∣
∣
∣
∣

T

t

))

=− b

a

(

(T − t)− 1

a

(
1− e−a(T−t)

)
)

+
σ2

2a2

(

(T − t)− 2

a

(
1− e−a(T−t)

)
+

1

2a

(
1− e−2a(T−t)

)
)

=− b

a
((T − t)−B(t, T ))

+
σ2

2a2

(

(T − t)−B(t, T )− 1

2a

(
2− 2e−a(T−t) − 1 + e−2a(T−t)

)
)

=− b

a
((T − t)−B(t, T )) +

σ2

2a2

(

(T − t)− B(t, T )− a

2a2

(
1− e−a(T−t)

)2
)

=− b

a
((T − t)−B(t, T )) +

σ2

2a2

(

(T − t)− B(t, T )− a

2
B2(t, T )

)

=
−ab((T − t)−B(t, T )) + σ2

2
((T − t)− B(t, T ))

a2
− σ2B2(t, T )

4a

=
ab(B(t, T )− T + t)− σ2

2
(B(t, T )− T + t))

a2
− σ2B2(t, T )

4a

=

(

ab− σ2

2

)

(B(t, T )− T + t)

a2
− σ2B2(t, T )

4a
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗].

�Das Ho-Lee ModellProposition 2.44 (Ho-Lee Zinsstruktur) Man betrahtet das Ho-Lee Modell, inwelhem die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = Θ(t) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.70)gegeben ist, wobei σ ∈ R ist, W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Q-Wiener Prozessbezüglih F ist und man die Funktion Θ : [0, T ∗]→ R so wählt, dass sih die theoretisheZinsstruktur {p(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} zum Zeitpunkt t = 0 an die empirishe Zinsstruktur
{p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} anpasst. Die Anleihenpreise sind in diesem Modell für alle T ∈
[0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

p(t, T ) =
p∗(0, T )

p∗(0, t)
exp

{

(T − t)f ∗(0, t)− σ2

2
t(T − t)2 − (T − t)r(t)

}gegeben, wobei f ∗(0, t) den empirishen sofortigen Terminzinssatz kennzeihnet.



60 Kapitel 2 Stohastishe ZinsmodelleBeweis Angesihts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der Q-Dynamik (2.70) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.Die Anleihenpreise sind daher für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh
p(t, T ) = exp {A(t, T )−B(t, T )r(t)} (2.71)gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleihungssystem im Bereih [0, T ]×

[0, T ∗] lösen:
Bt(t, T ) = −1,

B(T, T ) = 0.

At(t, T ) = Θ(t)B(t, T )− 1

2
σ2B2(t, T ),

A(T, T ) = 0.Die Lösungen dieses Systems sind durh
B(t, T ) = T − t, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗], (2.72)
A(t, T ) =

T∫

t

Θ(s)(s− T ) ds +
σ2

2
· (T − t)3

3
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗], (2.73)gegeben. Die Funktion Θ muss man nun so wählen, dass sih die theoretishen Zinss-truktur {p(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} zum Zeitpunkt t = 0 an die beobahtete Zinsstruktur

{p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} anpasst. Man muss also ein Θ finden, sodass p(0, T ) = p∗(0, T )für alle T ∈ [0, T ∗] ist. Für alle T ∈ [0, T ∗] ist p(0, T ) = exp {A(0, T )− B(0, T )r(0)}und p∗(0, T ) = exp
{

−
∫ T

0
f ∗(0, s) ds

} (siehe Lemma 2.28). Somit muss
T∫

0

Θ(s)(s− T ) ds +
σ2

2
· T

3

3
− Tr(0) = −

T∫

0

f ∗(0, s) ds, T ∈ [0, T ∗], (2.74)erfüllt sein, wobei f ∗(0, t) den empirishen sofortigen Terminzinssatz kennzeihnet.Wenn (2.74) zweimal partiell nah T abgeleitet wird, folgt
−Θ(T ) + σ2T = −∂f ∗(0, T )

∂T
, T ∈ [0, T ∗],

⇔ Θ(T ) =
∂f ∗(0, T )

∂T
+ σ2T, T ∈ [0, T ∗]. (2.75)Setzt man (2.75) in (2.73) ein, gilt

A(t, T ) =

T∫

t

(
∂f ∗(0, s)

∂s
+ σ2s

)

(s− T ) ds +
σ2

2
· (T − t)3

3

=

T∫

t

s
∂f ∗(0, s)

∂s
ds− T

T∫

t

∂f ∗(0, s)

∂s
ds +

T∫

t

σ2(s2 − sT ) ds
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+

σ2

6
(T 3 − 3T 2t + 3Tt2 − t3)

=

T∫

t

(

−f ∗(0, s) + f ∗(0, s) + s
∂f ∗(0, s)

∂s

)

ds− T (f ∗(0, T )− f ∗(0, t))

+ σ2

(

s3

3
− s2

2
T

∣
∣
∣
∣

T

t

)

+
σ2

6
(T 3 − 3T 2t + 3Tt2 − t3)

=−
T∫

t

f ∗(0, s) ds +

T∫

t

d(sf ∗(0, s))

ds
ds− T (f ∗(0, T )− f ∗(0, t))

+
σ2

6

(
2T 3 − 2t3 − 3T 3 + 3Tt2 + T 3 − 3T 2t + 3Tt2 − t3

)

=−
T∫

t

f ∗(0, s) ds + Tf ∗(0, T )− tf ∗(0, t)− T (f ∗(0, T )− f ∗(0, t))

− σ2

6

(
3t3 − 6Tt2 + 3T 2t

)

=−





T∫

0

f ∗(0, s) ds−
t∫

0

f ∗(0, s) ds



+ (T − t)f ∗(0, t)− σ2

2
t
(
T 2 − 2Tt + t2

)

=−
T∫

0

f ∗(0, s) ds +

t∫

0

f ∗(0, s) ds

+ (T − t)f ∗(0, t)− σ2

2
t(T − t)2, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗].

(2.76)Als nähstes setzt man (2.72) und (2.76) in die Preisgleihung (2.71) ein und es folgtfür alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ]

p(t, T ) =

exp

{

−
T∫

0

f ∗(0, s) ds

}

exp

{

−
t∫

0

f ∗(0, s) ds

} exp

{

(T − t)f ∗(0, t)− σ2

2
t(T − t)2 − (T − t)r(t)

}

=
p∗(0, T )

p∗(0, t)
exp

{

(T − t)f ∗(0, t)− σ2

2
t(T − t)2 − (T − t)r(t)

}

.

�Das CIR ModellProposition 2.45 (CIR Zinsstruktur) Man betrahtet das CIR Modell, in welhemdie Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh
dr(t) = a(b− r(t)) dt + σ

√

r(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R+,
(2.77)
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∗
+ sind, σ ∈ R ist und W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F ist. Ferner sei r die eindeutige Lösung der stohastishenDi�erentialgleihung (2.77). Die Anleihenpreise sind in diesem Modell für alle T ∈
[0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

p(t, T ) = A0(T − t) · exp {−B(T − t)r(t)}gegeben, wobei
B(x) =

2(eγx − 1)

(γ + a)(eγx − 1) + 2γ
, x ∈ [0, T ], T ∈ [0, T ∗],

A0(x) =

(

2γ · exp
{
(γ + a)(x

2
)
}

(γ + a)(eγx − 1) + 2γ

) 2ab

σ2

, x ∈ [0, T ], T ∈ [0, T ∗],und
γ =
√

a2 + 2σ2ist.Beweis Der Beweis der Proposition 2.45 wird im Artikel �A Theory of the Term Stru-ture of Interest Rates� von John Cox, Jonathan Ingersoll und Stephen Ross im JournalEonometria [8℄ auf den Seiten 385 bis 408 erläutert. �Das Hull-White Modell (erweitertes Vasi£ek Modell)In diesem Kapitel wird eine vereinfahte Version des Hull-White Modells (erweitertesVasi£ek Modell) studiert. Die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 istdurh
dr(t) = (Θ(t)− ar(t)) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗],

r(0) = r0, r0 ∈ R,
(2.78)gegeben, wobei Θ : [0, T ∗] → R eine deterministishe Zeitfunktion, a ∈ R

∗
+, σ ∈ Rund W = (W (t))T ∗

t=0 ein eindimensionaler Q-Wiener Prozess bezüglih F ist. Fernerseien die Bedingungen der Proposition A.35 erfüllt, sodass r die eindeutige Lösungder stohastishen Differentialgleihung (2.78) ist. In diesem Modell werden a und σübliherweise so gewählt, dass man eine angenehme Volatilitätsstruktur erhält, während
Θ so gewählt wird, dass sih die theoretishe Zinsstruktur {p(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} zumZeitpunkt t = 0 an die beobahtete Zinsstruktur {p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} anpasst.Lemma 2.46 Man betrahtet die vereinfahte Version des Hull-White Modells (erwei-tertes Vasi£ek Modell), in welher die Q-Dynamik des Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0durh (2.78) gegeben ist. Überdies �xiert man eine beliebige empirishe Zinsstruktur
{p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]}, die nur die Bedingung hat, dass die Abbildung T 7→ p∗(0, T ) füralle T ∈ [0, T ∗] zweimal nah T di�erenzierbar ist. f ∗(0, T ) kennzeihnet den empiri-shen sofortigen Terminzinssatz. Die Funktion Θ wird so gewählt, dass

Θ(T ) = f ∗
T (0, T ) + ġ(T ) + a(f ∗(0, T ) + g(T )), T ∈ [0, T ∗], (2.79)



2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze 63ist, wobei die Funktion g : [0, T ∗]→ R+ durh
g(T ) =

σ2

2a2

(
1− e−aT

)2 (2.80)de�niert wird und der Index in f ∗
T (0, T ) die partielle Ableitung nah T kennzeihnet.Dann wird eine Zinsstruktur {p(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} erzeugt, sodass p(0, T ) = p∗(0, T )für alle T ∈ [0, T ∗] ist.Beweis Angesihts der affinen Form des Driftterms und des Diffusionsterms in der Q-Dynamik (2.78) des Momentanzinssatzes r kann man die Proposition 2.42 anwenden.Die Anleihenpreise sind daher für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

p(t, T ) = exp {A(t, T )− B(t, T )r(t)}gegeben, wobei die Funktionen A und B folgendes Gleihungssystem im Bereih [0, T ]×
[0, T ∗] lösen:

Bt(t, T )− aB(t, T ) = −1,

B(T, T ) = 0.

At(t, T ) = Θ(t)B(t, T )− σ2

2
B2(t, T ),

A(T, T ) = 0.Die Lösungen dieses Systems sind durh
B(t, T ) =

1

a

(
1− e−a(T−t)

)
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],

A(t, T ) =

T∫

t

(

−Θ(s)B(s, T ) +
σ2

2
B2(s, T )

)

ds, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗], (2.81)gegeben. Die partiellen Ableitungen von B(t, T ) und A(t, T ) nah T sind im Bereih
[0, T ]× [0, T ∗] durh

BT (t, T ) = e−a(T−t) (2.82)
AT (t, T ) =

∂

∂T

T∫

t

(

−Θ(s)
1

a

(
1− e−a(T−s)

)
+

σ2

2a2

(
1− e−a(T−s)

)2
)

ds

=

T∫

t

∂

∂T

(

−Θ(s)
1

a

(
1− e−a(T−s)

)
)

ds +

T∫

t

∂

∂T

(
σ2

2a2

(
1− e−a(T−s)

)2
)

ds

= −
T∫

t

Θ(s)e−a(T−s) ds +
σ2

a

T∫

t

(
e−a(T−s) − e−2a(T−s)

)
ds
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= −

T∫

t

Θ(s)e−a(T−s) ds +
σ2

2a2

(
1− e−a(T−t)

)2 (2.83)gegeben. Laut Annahme ist die Funktion Θ durh
Θ(T ) = f ∗

T (0, T ) + ġ(T ) + a(f ∗(0, T ) + g(T )), T ∈ [0, T ∗], (2.84)gegeben, wobei f ∗(0, T ) den empirishen sofortigen Terminzinssatz kennzeihnet unddie Funktion g durh
g(T ) =

σ2

2a2

(
1− e−aT

)2
=

σ2

2
B2(0, T ) (2.85)definiert ist. Nun wird eine Funktion x : [0, T ∗]→ R durh

x(T ) = f ∗(0, T ) + g(T ) (2.86)definiert, das heiÿt für alle T ∈ [0, T ∗] ist ẋ(T ) = f ∗
T (0, T ) + ġ(T ). Dann kann man(2.84) auh als

Θ(T ) = ẋ(T ) + ax(T ), T ∈ [0, T ∗],darstellen. Somit ergibt sih die Differentialgleihung
ẋ(T ) = Θ(T )− ax(T ), T ∈ [0, T ∗],

x(0) = f ∗(0, 0) = r(0).Diese Gleihung hat die Lösung
x(T ) =

T∫

0

Θ(s)e−a(T−s) ds + e−aT r(0), T ∈ [0, T ∗]. (2.87)Man setzt nun (2.85) und (2.87) in (2.86) ein und somit gilt
f ∗(0, T ) = x(T )− g(T )

=

T∫

0

Θ(s)e−a(T−s) ds− σ2

2a2

(
1− e−aT

)2
+ e−aT r(0), T ∈ [0, T ∗]. (2.88)(2.88) enthält die partielle Ableitung von A(0, T ) nah T (2.83) und die partielle Ab-leitung von B(0, T ) nah T (2.82). Es folgt also

f ∗(0, T ) = −AT (0, T ) + BT (0, T )r(0), T ∈ [0, T ∗].Somit gilt für alle T ∈ [0, T ∗]

p∗(0, T ) = exp






−

T∫

0

f ∗(0, s) ds






= exp







T∫

0

(As(0, s)− Bs(0, s)r(0)) ds







= exp {A(0, T )− B(0, T )r(0)} = p(0, T ).

�



2.5 Martingalmodelle für Momentanzinssätze 65Proposition 2.47 (Hull-White Zinsstruktur) Man betrahtet die vereinfahte Ver-sion des Hull-White Modells (erweitertes Vasi£ek Modell), in welher die Q-Dynamikdes Momentanzinssatzes r = (r(t))T ∗

t=0 durh (2.78) gegeben ist. Wenn die Zinsstruktur-kurve invertiert wird, indem Θ entsprehend der Gleihung (2.79) und g : [0, T ∗]→ R+entsprehend der Gleihung (2.80) gewählt wird, sind die Anleihenpreise für alle T ∈
[0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ] durh

p(t, T ) =
p(0, T )

p(0, t)
exp

{

f ∗(0, t)B(t, T )− σ2

4a
B2(t, T )(1− e−2at)− B(t, T )r(t)

}gegeben, wobei
B(t, T ) =

1

a

(
1− e−a(T−t)

)
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],ist und f ∗(0, t) den empirishen sofortigen Terminzinssatz kennzeihnet.Beweis Für den Beweis der Proposition 2.47 verwendet man das Lemma 2.46 und denBeweis des Lemmas 2.46. Zuerst setzt man die Gleihung (2.79) für Θ in die Gleihung(2.81) für A(t, T ) ein und integriert diese. Das Resultat dieser Integration setzt mandann in die Preisgleihung

p(t, T ) = exp {A(t, T )−B(t, T )r(t)} , (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗], (2.89)ein. Es gilt also
A(t, T ) =

T∫

t

(

−Θ(s)B(s, T ) +
σ2

2
B2(s, T )

)

ds

=

T∫

t

(

−{f ∗
s (0, s) + ġ(s) + a(f ∗(0, s) + g(s))}B(s, T ) +

σ2

2
B2(s, T )

)

ds

=−
T∫

t

(f ∗
s (0, s) + af ∗(0, s))B(s, T ) ds

︸ ︷︷ ︸

I1

−
T∫

t

(

(ġ(s) + ag(s))B(s, T )− σ2

2
B2(s, T )

)

ds

︸ ︷︷ ︸

I2

, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],wobei f ∗(0, s) den empirishen sofortigen Terminzinssatz kennzeihnet und
B(s, T ) =

1

a

(
1− e−a(T−s)

)
, (s, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],

g(s) =
σ2

2a2

(
1− e−as

)2
=

σ2

2
B2(0, s), s ∈ [0, T ∗],

ġ(s) =
σ2

a

(
e−as − e−2as

)
, s ∈ [0, T ∗],



66 Kapitel 2 Stohastishe Zinsmodelleist. I1 und I2 werden einzeln integriert. Es folgt
I1 =

T∫

t

(f ∗
s (0, s) + af ∗(0, s))B(s, T ) ds

=

T∫

t

(
∂(f ∗(0, s)B(s, T ))

∂s
− f ∗(0, s)

∂B(s, T )

∂s
+ af ∗(0, s)B(s, T )

)

ds

=

T∫

t

(
∂(f ∗(0, s)B(s, T ))

∂s
+ f ∗(0, s)e−a(T−s) + f ∗(0, s)

(
1− e−a(T−s)

)
)

ds

= f ∗(0, T )B(T, T )− f ∗(0, t)B(t, T ) +

T∫

t

f ∗(0, s) ds

= −f ∗(0, t)B(t, T ) +

T∫

t

f ∗(0, s) ds, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],und
I2 =

T∫

t

(ġ(s) + ag(s))B(s, T ) ds−
T∫

t

σ2

2
B2(s, T ) ds

=
σ2

2a2

T∫

t

((
1− e−a(T−s)

) (

2e−as − 2e−2as +
(
1− e−as

)2
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=
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(
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1− e−2at
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=
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B2(t, T )(1− e−2at), (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗].Somit gilt

A(t, T ) =− I1 − I2

= f ∗(0, t)B(t, T )−
T∫

t

f ∗(0, s) ds

− σ2

4a
B2(t, T )(1− e−2at), (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗].

(2.90)(2.90) setzt man nun in die Preisgleihung (2.89) ein und es folgt für alle T ∈ [0, T ∗]und alle t ∈ [0, T ]
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,wobei {p∗(0, T ); T ∈ [0, T ∗]} die empirishe Zinsstruktur ist. Laut Lemma 2.46 ist
p(0, T ) = p∗(0, T ) für alle T ∈ [0, T ∗]. Somit folgt für alle T ∈ [0, T ∗] und alle t ∈ [0, T ]
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)
, (t, T ) ∈ [0, T ]× [0, T ∗],ist. �



Kapitel 3Weiterentwiklung des EmbeddedValueDie Ausführungen des gesamten Kapitels 3 sind dem Vortrag Embedded Value � Eu-ropean Embedded Value � Market Consistent Embedded Value von Laszlo Hrabovsz-ki und Ute Kerres [9℄ und dem Vortrag Embedded Value Workshop von Towers Per-rin/Tillinghast [13℄ entnommen.Traditioneller Embedded Value (EV), European EmbeddedValue (EEV) und Market Consistent Embedded Value (MCEV):Die Hauptkritikpunkte am Traditionellen Embedded Value sind die unzureihende Be-rüksihtigung von Optionen und Garantien, die Kapitalisierung der Prämien für dasKredit- und Marktrisiko und die geringe Einheitlihkeit von Annahmen und Metho-dik. Ferner ist der Embedded Value stark abhängig von ungewissen Planungsprämissenund manipulierbar. Um diesen Mängeln zu begegnen, wurden vom 2002 gegründetenCFO Forum (Chief Finanial Offier Forum) als Reaktion auf Analystenkritik und alsAbwehrmaÿnahme gegen Fair-Value-Überlegungen der �International Aounting Stan-dards Board� 12 European-Embedded-Value-Prinzipien festgelegt. Diese wurden am05.05.2004 verabshiedet und bis Jahresende 2005 umgesetzt.Das CFO Forum besteht aus den Finanzvorständen der europäishen Versiherungs-konzerne AEGON N.V., Allianz SE, Assiurazioni Generali S.P.A., AXA SA, Avivapl, BNP Paribas Assurane, CNP Assuranes, Fortis B.V., Hannover Rükversihe-rung AG, IF P&C Insurane, ING Groep N.V., Legal & General Group pl, MapfreS.A., Münhener Rük, Old Mutual pl, Prudential Assurane Company pl, SottishWidows Group, The Standard Life Assurane Company, Swiss Reinsurane Companyund Zurih Finanial Servies Group.1Der entsheidende Punkt beimMarket Consistent Embedded Value ist, dass zwingendmarktkonsistente Kapitalmarktszenarien verlangt werden.
1aus CFO Forum [7℄ 68



3.1 European Embedded Value 693.1 European Embedded Value3.1.1 European-Embedded-Value-PrinzipienIm Folgenden werden die 12 vom CFO Forum festgelegten European-Embedded-Value-Prinzipien beshrieben.Prinzipien 1�3: Einführung, erfasstes Geshäft, Definition des Embedded Value1. Der Embedded Value ist ein Maÿ für den konsolidierten Wert des betrahtetenVersiherungsgeshäfts für die Aktionäre.2. Das mit dem Embedded Value erfasste Geshäft soll klar identifiziert und be-shrieben werden.3. Der Embedded Value ist der Barwert der Aktionärserträge aus den Kapitalanla-gen des zugrunde liegenden Bestandes unter ausreihender Berüksihtigung dereingeshlossenen Risiken. Er besteht aus folgenden Komponenten:- freie Mittel, die dem betrahteten Geshäft zuzuordnen sind,- erforderlihes Kapital abzüglih Kapitalbindungskosten,- Wert des zukünftigen Finanzflusses für die Aktionäre.Der Wert des künftigen Neugeshäfts ist ausgeshlossen.Prinzipien 4�6: freie Mittel, erforderlihes Kapital, Present Value In Fore4. Die freien Mittel sind der Marktwert (zum Berehnungszeitpunkt) allen Kapitalsund Übershusses, die dem betrahteten Geshäft zugeordnet sind, jedoh nihtzur Dekung der Verbindlihkeiten benötigt werden.5. Das erforderlihe Kapital soll alle Werte enthalten, die niht zur Dekung derVerbindlihkeiten benötigt werden und deren Verteilung auf die Eigentümer be-shränkt ist. Dabei sollen Kapitalbindungskosten in Ansatz gebraht werden.6. Der Wert des zukünftigen Finanzflusses ist der Barwert der künftigen Ausshüt-tungen an die Aktionäre, der sih aus einer Projektion der Kapitalanlagen ergibt(Present Value In Fore). Dieser Wert wird durh den Time Value of Options andGuarantees, das heiÿt durh den Zeitwert der Optionen und Garantien, (wie inPrinzip 7 definiert) reduziert.Prinzipien 7�9: Optionen und Garantien, Neugeshäft, Annahmen für dieProjektion7. Der potentielle Einfluss aller finanziellen Optionen und Garantien auf den zu-künftigen Finanzfluss für die Aktionäre muss berüksihtigt werden. Der Ansatzmuss den Time Value of Options and Guarantees enthalten, der auf stohasti-shen Tehniken basiert, die konsistent mit der Methodik und den Annahmen desEmbedded Value sind.



70 Kapitel 3 Weiterentwiklung des Embedded Value8. Neugeshäft entsteht durh den Verkauf neuer Verträge in der Bewertungsperi-ode. Der Wert des Neugeshäfts shlieÿt den Wert künftiger Erneuerungen underwarteter künftiger Vertragsänderungen dieser Neuverträge ein. Der EmbeddedValue soll nur den vorhandenen Bestand berüksihtigen und künftiges Neuge-shäft ausshlieÿen.9. Die Shätzung geeigneter (niht-ökonomisher) Annahmen soll vergangene, der-zeitige und zukünftige Entwiklungen und alle relevanten Daten berüksihtigen.Zukünftige Änderungen sind zu berüksihtigen, wenn sie vernünftigerweise er-wartet werden müssen. Es soll ein �ative review� der Annahmen stattfinden.Prinzipien 10�12: ökonomishe Annahmen, übershussberehtigtes Geshäft,Veröffentlihung10. Ökonomishe Annahmen müssen untereinander und auh mit den beobahtbarenMarktdaten konsistent sein. Glättung von Markt- oder Bilanzwerten, unrealisier-ten Gewinnen oder Kapitalerträgen ist niht zugelassen.11. Bei dem Versiherungsgeshäft mit Gewinnbeteiligung sind Annahmen über künf-tige Gewinnanteilsätze und die Verteilung des Übershusses auf die Versiherungs-nehmer und die Aktionäre zu treffen. Diese Annahmen sollen zu den übrigen An-nahmen, der Unternehmenspraxis und den Marktgegebenheiten konsistent sein.12. Resultate des Embedded Value sollen auf konsolidierter Basis für Geshäftsseg-mente, die mit der Rehnungslegung konsistent sind, veröffentliht werden.3.1.2 Merkmale des gewinnberehtigten GeshäftsDie Übershussbeteiligung und die Aktionärserträge werden durh Puffer (auf Unter-nehmensebene, niht auf Produktebene) sowohl auf Aktiv- als auh auf Passivseitegeglättet. Dabei bestehen die Freiheiten des Versiherungsunternehmers vor allem ausder Auswahl der Kapitalanlagestrategie und dem Timing der Übershussbeteiligung.Empirish lassen sih niht � wie in der Finanztheorie unterstellt � immer streng ra-tional handelnde Marktteilnehmer finden, da die Versiherungsnehmer die Optionenund Garantien niht rational ausüben und auh das Management niht immer rationalagiert. Eine Lebensversiherung ist ein komplexes strukturiertes Produkt für das in derRegel keine replizierenden Portfolios am Kapitalmarkt verfügbar sind. Daher ist dieBewertung mittels stohastisher Szenarien erforderlih.3.1.3 Herausforderungen beim Umgang mit Optionen undGarantienDer Wert der Optionen für den einzelnen Versiherungsnehmer entspriht niht denKosten der Optionen für den Aktionär. Die Optionen werden innerhalb des Bestandsausgeübt und können zunähst durh Anpassung der zukünftigen Übershussbeteili-gung kompensiert werden. Der Aktionär ist, wie an allen Geshäftsergebnissen, an denOptions- und Garantiekosten nur mit einem kleinen Anteil beteiligt. Nur ein negativerRohübershuss, der niht mehr von anderen Versiherungsnehmermitteln ausgeglihen



3.1 European Embedded Value 71werden kann, geht vollständig zu Lasten des Aktionärs.Besonders wihtige Optionen und Garantien sind die Garantie eines Rehnungszinses,die Option zum Rükkauf, insbesondere zu garantierten Werten, garantierte Renten-umwandlungsfaktoren und die Option auf dynamishe Anpassung mit den Rehnungs-grundlagen bei Abshluss. Die wesentlihen Gestaltungsrehte der Versiherungsnehmersind der Storno, insbesondere bei garantierten Rükkaufswerten, und das Kapitalwahl-reht bei Rentenversiherungen sowie das Rentenwahlreht bei Kapitalversiherungen.3.1.4 Bestimmung des Time Value of Options and Guarantees(TVOG)Der Time Value of Options and Guarantees wird in der Regel mit stohastishen Teh-niken ermittelt, die mit Methodik und Annahmen des Embedded Value konsistent sind.Die verwendete Tehnik sollte eine zu den übrigen Annahmen konsistente, stohasti-she Variation der künftigen ökonomishen Verhältnisse beinhalten. Der Einfluss desManagements auf die Auswirkung von Optionen und Garantien kann in die Bewertungeinbezogen werden. Dann muss aber auh eine entsprehende Reaktion der Versihe-rungsnehmer berüksihtigt werden.Bisher hat man lediglih eine deterministishe Projektion durhgeführt, was der Be-trahtung eines einzelnen Szenarios entspriht. Nun betrahtet man eine Vielzahl vonvershiedenen Szenarien (in der Regel rund 1000).Definition 3.1 Der Time Value of Options and Guarantees ist der Untershiedaus dem deterministishen Present Value of Future Pro�ts, der für �best estimate� An-nahmen (= mittlere der x000 Szenarien) berehnet wird, und aus dem Mittelwert desPresent Value of Future Pro�ts, der für x000 Szenarien berehnet wird.Beispiel 3.2 (illustrativ) Beispiel für eine Periode: Garantie= 4%, Mindestgewinn-beteiligung von 90% des Rohübershusses, drei möglihe, gleihverteilte AusgängeVersiherungsnehmer Aktionär
ր 1060 1058 21000 −→ 1040 1040 0
ց 1020 1040 −20TVOG

:= PVFP des mittleren Szenarios−Mittelwert des PVFP über diestohastishen Szenarien
= 0− 1

3
(2 + 0− 20) = 6.



72 Kapitel 3 Weiterentwiklung des Embedded ValueHier wird für den Present Value of Future Profits die Diskontierung für ein Jahr ver-nahlässigt.3.1.5 ManagementregelnDa im Gegensatz zu den deterministishen Annahmen die Kapitalmarktszenarien starkshwanken und jeweils untershiedlihe Reaktionen des Managements darauf erfordern,sind statishe Annahmen zum Management- und Kundenverhalten niht ausreihend,sondern werden im Modell durh dynamishe Regeln ersetzt. Diese dynamishen Ent-sheidungsregeln müssen die Aspekte der Unternehmenssteuerung möglihst weitgehendumfassen. Sie werden allerdings angesihts der Grenzen des stohastishen Modells meistauf folgende wesentlihe Zielgröÿen beshränkt:- Solvabilität,- freie Mittel (zum Beispiel freie Rükstellung für Beitragsrükerstattung, Bewer-tungsreserven),- Rohübershuss und Jahresübershuss.Diese Zielgröÿen können vom Management durh Entsheidungen über die Nettover-zinsung, die Übershussbeteiligung, die Ausshüttungsquote und die Aktienquote be-einflusst werden. Die Managementregeln sollen die Zielsetzung des Unternehmens wi-derspiegeln. Diese kann zum Beispiel umsatz- und wettbewerbsorientiert oder mehrsiherheitsorientiert sein. Die Managementregeln im Unternehmensmodell sollten mitder Geshäftsleitung abgestimmt sein.3.1.6 Effekt von PuffernDie Berüksihtigung von Managementregeln kann bewirken, dass die Volatilität für denVersiherer zu einem positiven Beitrag führt. Insbesondere Puffer wie Bewertungsreser-ven und freie Rükstellung für Beitragsrükerstattung haben hierbei einen �Chamäleon-harakter�. In positiven Szenarien gehören sie zum gröÿten Teil den Versiherungsneh-mern, in negativen Fällen können sie zur Vermeidung von Aktionärseinshüssen genutztwerden.Beispiel 3.3 (illustrativ) wie Beispiel 3.2, jedoh mit StartpuffernDelta RfB Versiherungsnehmer Aktionär
ր 1060 +8 1050 21000 −→ 1040 0 1040 0
ց 1020 −20 1040 0



3.1 European Embedded Value 73
TVOG
:= PVFP des mittleren Szenarios−Mittelwert des PVFP über diestohastishen Szenarien
= 0− 1

3
(2 + 0 + 0) = −2

3
.Auh hier wird für den Present Value of Future Profits die Diskontierung für ein Jahrvernahlässigt.Neugeshäft mit geringerem Gesamtzins (= Garantiezins + Gewinnbeteiligung) re-duziert langfristig das Risiko für den Gesamtbestand. Kurzfristig kann der Verbrauhvorhandener Puffer jedoh das Risiko erhöhen. Das heiÿt die Auswirkung auf den Ge-samtwert ist stark abhängig von den verfügbaren Puffern.3.1.7 Bestimmung des European Embedded ValueEs gibt 3 Methoden den European Embedded Value zu bestimmen:1. direkt: EEV = EV von x000 Simulationen auf zig000 ModellpunktenDies ist die sauberste Lösung, jedoh tehnish aufgrund der langen Rehenzeitsehr aufwendig.2. EEV = deterministisher EV − TVOGDer Time Value of Options and Guarantees wird aus x000 Simulationen auf we-nigen Modellpunkten ermittelt (der Bestand wird verdihtet).Bei der Berehnung des deterministishen EV auf zig000 Modellpunkten werdendie Bestandsbesonderheiten wie bisher erfasst, wohingegen bei der Berehnungdes deterministishen EV auf wenigen Modellpunkten die Bestandsbesonderhei-ten verloren gehen können.3. direkt: EEV = EV von x000 Simulationen auf wenigen Modellpunkten.Diese Methode erfordert einen sorgfältigen Test der Bestandsverdihtung.3.1.8 SzenarioauswahlEs gibt zwei möglihe Szenarien: realitätsnahe Szenarien und marktkonsistenteSzenarien. Bei den realitätsnahen Szenarien ist die Optionsbewertung so kalibriert,dass eine Einshätzung des Managements über die zukünftige Entwiklung des Kapital-markts reflektiert wird. Bei den marktkonsistenten Szenarien ist die Optionsbewertungso kalibriert, dass mittels der Szenarien am Markt erhältlihe Optionen bewertet werdenkönnen. Im Falle von marktkonsistenten Szenarien spriht man vom Market ConsistentEmbedded Value.



74 Kapitel 3 Weiterentwiklung des Embedded Value3.2 Market Consistent Embedded ValueEs hat sih die Frage gestellt, warum marktkonsistente Bewertungen auh im Lebensver-siherungsbereih Anwendung finden sollten. Ein Grund ist, dass Lebensversiherungs-produkte extrem options- und garantiereih sind. Bisher wurden diese Optionen undGarantien jedoh selten quantitativ analysiert. Ferner haben sih im Versiherungsbe-reih im Vorgriff auf Solveny II bereits vershiedene Aufsihtsmodelle auf marktorien-tierte Bewertungen umgestellt, zum Beispiel �Swiss Solveny Test� in der Shweiz, �TwinPeaks� und �Institute of Chartered Aountants of Sotland� im Vereinigten Königreihund �Finanieel Toetsingskader� in den Niederlanden. Ein anderer Grund ist, dass shonfür das Geshäftsjahr 2005 gemäÿ den European-Embedded-Value-Prinzipien des CFOForum eine Bewertung der Optionen und Garantien erforderlih wurde. Und niht zu-letzt sollten marktkonsistente Bewertungen im Lebensversiherungsbereih Anwendungfinden, da es sonst zu Arbitragemöglihkeiten zwishen vershiedenen Finanzdienstleis-tern kommt.3.2.1 Kennzeihen des Market Consistent Embedded ValueDer Market Consistent Embedded Value versuht Kapitalmarktrisiken innerhalb derBerehnungen vernünftig zu berüksihtigen. Der Ansatz liefert eine objektive Me-thode zur Bestimmung von Risikodiskontsätzen sowohl auf Unternehmens- als auhProduktebene. Ferner wird eine kapitalmarktkonforme Bewertung von Optionen undGarantien sihergestellt und Kapitalbindungskosten entsprehend der Gesellshaftss-truktur des Lebensversiherers berüksihtigt. Es werden daher neue Erkenntnisse fürdas Management der Gesellshaft hinsihtlih der Risiken des Geshäfts und mögliherSteuerungsmehanismen zur Ertragsoptimierung geboten.3.2.2 Marktkonsistente Bewertungs- und RehentehnikenBewertung von einfahen Strategien:Verkauf von Anleihen: 80 5% −→ 84Kauf von Aktien: 100 7% −→ 107Nettoposition: −20 −23Bewertung von einfahen Strategien � mehrfahe Diskontraten:Verkauf von Anleihen: 80 5% ←→ 5% 84Kauf von Aktien: 100 7% ←→ 7% 107Nettoposition: −20 −23



3.2 Market Consistent Embedded Value 75Welhe Risikodiskontrate ist angemessen?Verkauf von Anleihen: 80 5% −→ 84Kauf von Aktien: 100 7% −→ 107Nettoposition: −20 ←− ??? −23Für den Embedded Value kann man nah der Risikodiskontrate auflösen:Verkauf von Anleihen: 80 5% −→ 84Kauf von Aktien: 100 7% −→ 107Nettoposition: −20 ←− 15% −23Das gleihe Ergebnis erhält man auh durh Anpassung der erwartetenKapitalerträge: Verkauf von Anleihen: 80 5% −→ 84Kauf von Aktien: 100 5% −→ 105Nettoposition: −20 ←− 5% −21Bewertungskonzepte:Man kann drei theoretishe Bewertungskonzepte untersheiden:1. Ansatz des replizierenden Portfolios: Es wird ein Portfolio konstruiert, welheszum Fälligkeitszeitraum bei jeder Kapitalmarktentwiklung genau die Zahlungs-ströme der Option repliziert. Das Prinzip der Arbitragefreiheit besagt, dass dasreplizierende Portfolio und die Option den gleihen Preis haben müssen.2. Risikoneutrale Bewertung: Der Preis der Option entspriht dem diskontierten Er-wartungswert der Auszahlungen unter dem risikoneutralen Wahrsheinlihkeits-maÿ. Diskontiert wird mit dem risikofreien Zins. Dieser Ansatz wird in der Regelbei stohastishen Modellen herangezogen, wobei die erwartete Rendite aller An-lagenklassen dem risikofreien Zins entspriht.3. State prie de�ators: Hier wird mit subjektiven, realitätsnahen Wahrsheinlih-keiten und Erwartungen gearbeitet, doh müssen zustandsabhängige, risikoad-justierte Diskontfaktoren angesetzt werden, deren Herleitung in der Regel nihttrivial ist. Die risikoadjustierten Diskontfaktoren heiÿen �state prie deflators�.Alle Ansätze liefern den gleihen Preis.Rehentehniken:Die Rehentehniken lassen sih in drei Kategorien gliedern:



76 Kapitel 3 Weiterentwiklung des Embedded Value1. Geshlossene Formeln: Diese werden auf einfahe Optionen angewendet, derenKosten niht durh das Managementverhalten beeinflusst werden: zum Beispielauf das Kapitalwahlreht bei der Ferien- und Reiseversiherung oder auf die ga-rantierte Mindesttodesfallleistung.2. Deterministishe Verfahren: Diese werden auf Verpflihtungen ohne optionalenCharakter angewendet: zum Beispiel auf das Risikogeshäft oder die fondsgebun-dene Lebensversiherung.3. Stohastishe Simulationen: Diese werden auf Optionen komplexer Natur ange-wendet, wobei das Verhalten vom Management und den Versiherungsnehmerndie Kosten beeinflusst: zum Beispiel auf das traditionelle gewinnberehtigte Ge-shäft.Für alle Rehentehniken wird gefordert, dass das Kapitalmarktmodell arbitragefrei istund dass relevante Marktpreise reproduziert werden können.3.3 Vergleih der Embedded-Value-AnsätzeIn diesem Kapitel 3.3 werden der Traditionelle Embedded Value, der European Em-bedded Value und der Market Consistent Embedded Value in folgenden Attributenmiteinander verglihen: Ableitung der Zahlungsströme, Verhalten des Managements,Kapitalhinterlegung, Optionen und Garantien, Verhalten der Versiherungsnehmer, Dis-kontierung.Ableitung der Zahlungsströme:Für die Berehnung des Traditionellen Embedded Value verwendet man eine determi-nistishe Projektion. Ferner berüksihtigt man geshlossene Fonds.Beim European Embedded Value erfolgt zusätzlih zur deterministishen Projektioneine stohastishe Simulation (vor allem für die Ermittlung des Time Value of Optionsand Guarantees). Man verwendet geshlossene und offene Fonds.Für die Berehnung des Market Consistent Embedded Value verwendet man einestohastishe Simulation. Wie beim European Embedded Value berüksihtigt man ge-shlossene und offene Fonds.Verhalten des Managements:Für den Traditionellen Embedded Value nimmt man an, dass sih das Managementstatish verhält.Beim European Embedded Value nimmt man neben einem statishen Verhalten desManagements ein dynamishes Verhalten bezüglih der Ermittlung des Time Value ofOptions and Guarantees an.Die Berehnung des Market Consistent Embedded Value fordert nur dynamisheAnnahmen in Bezug auf das Verhalten des Managements.



3.3 Vergleih der Embedded-Value-Ansätze 77Kapitalhinterlegung:Die Höhe des Eigenkapitals ermittelt man beim Traditionellen Embedded Value be-züglih der Solvabilitätsvorshriften. Ferner muss man eine Übershussverteilung derKapitalerträge (Zuführung zur Rükstellung für Beitragsrükerstattung) berüksihti-gen.Beim European Embedded Value berüksihtigt man für die Ermittlung des Eigenka-pitals Ratinganforderungen. Wie beim Traditionellen Embedded Value muss man eineÜbershussverteilung der Kapitalerträge (Zuführung zur Rükstellung für Beitragsrük-erstattung) berüksihtigen.Für die Berehnung des Market Consistent Embedded Value verwendet man als Ei-genkapital das ökonomishe Kapital. Dieses Kapital wird definiert als ein Betrag, derausreihen würde, um das Gesamtrisiko eines Unternehmens (das heiÿt das Aggregataus Marktpreis-, Adressenausfall- und operationellen Risiken) abzudeken. Es ist nihtidentish mit dem bilanziellen Eigenkapital.Beim Traditionellen Embedded Value, beim European Embedded Value und beimMarket Consistent Embedded Value weist man den Zinsverlust auf das benötigte Ei-genkapital als Cost of Capital aus.Optionen und Garantien:Bei der Berehnung des Traditionellen Embedded Value berüksihtigt man keine Optio-nen und Garantien. Auh hat das Asset-Liability-Management-Risiko keinen Einfluss.Beim European Embedded Value ermittelt man den Time Value of Options and Gua-rantees. Die Risiken dieser Optionen und Garantien untershätzt man jedoh angesihtsdes marktinkonsistenten Bewertungsansatzes. Das Asset-Liability-Management-Risikowird berüksihtigt.Der Market Consistent Embedded Value verlangt eine marktkonsistente und arbitra-gefreie Bewertung der Optionen und Garantien. Wie beim European Embedded Valueberüksihtigt man das Asset-Liability-Management-Risiko.Verhalten der Versiherungsnehmer:Für die Berehnung des Traditionellen Embedded Value verwendet man deterministi-she Annahmen. Diese ermittelt man durh Extrapolation der Vergangenheit.Sowohl beim European Embedded Value, als auh beimMarket Consistent EmbeddedValue ist eine Modellierung rationaler Versiherungsnehmer möglih.



Kapitel 4Marktüberblik zum EmbeddedValueIn diesem Kapitel 4 wird der European Embedded Value beziehungsweise der Mar-ket Consistent Embedded Value zum 31.12.2007 und der Value of New Business desGeshäftsjahres 2007 zwishen folgenden Gesellshaften verglihen:Allianz SE (Allianz):Die nahstehenden Werte zeigen Ergebnisse des Lebengeshäftsin Deutshland.AMB Generali Holding AG (AMB): Die nahstehenden Werte zeigen Ergebnissedes Leben- und Krankengeshäfts in Deutshland.AXA S.A. (AXA): Die nahstehenden Werte zeigen Ergebnisse des Leben- und Kran-kengeshäfts in Deutshland. Das Ergebnis der Winterthur Versiherungen wird miteinbezogen.Münhener Rük Versiherungsgruppe (MR): Die nahstehenden Werte zeigenErgebnisse des Lebengeshäfts in Deutshland.UNIQA Versiherungen AG (UNIQA): Die nahstehenden Werte zeigen Ergeb-nisse des Leben- und Krankengeshäfts in Österreih.Vienna Insurane Group (VIG): Die nahstehenden Werte zeigen Ergebnisse desLeben- und Krankengeshäfts in Österreih und Deutshland.Die Daten für die Vergleihe stammen aus folgenden Berihten: Allianz European Em-bedded Value Report 2007 [1℄, AMB Generali Full Year 2007 Results [2℄, 2007 AdditionalInformation about Life & Savings European Embedded Value [3℄,European EmbeddedValue 2007 [11℄, UNIQA Group Embedded Value 2007 [14℄ und Group Embedded ValueResults 2007 [15℄.4.1 Vergleih European Embedded Value / MarketConsistent Embedded Value zum 31.12.2007AMB Generali Holding AG hat zum 31.12.2007 einen Market Consistent Embed-ded Value veröffentliht, die restlihen oben genannten Gesellshaften haben zum31.12.2007 European Embedded Values veröffentliht. Im Folgenden werden dieseund ihre Zusammensetzung verglihen.
78



4.1 Vergleih EEV / MCEV zum 31.12.2007 79Tabelle 4.1: Zusammensetzung des EEV / MCEV zum 31.12.2007 (in m EUR)Allianz AMB AXA MR UNIQA VIGANAV 1.460 1.064 633 1.012 609 735PVFP 5.842 3.679 2.452 2.594 863 1.385
−TVOG −546 −111 −98 −138 −23 −32
−CoC −345 −554 −225 −586 −79 −76EEV/MCEV 6.412 4.078 2.762 2.882 1.369 2.013Abbildung 4.1: EEV / MCEV zum 31.12.2007 (in m EUR)Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
6.412 4.078 2.762 2.882 1.369 2.013Die Allianz SE hat im Vergleih das höhste Ergebnis erzielt. Die Ergebnisse der ös-terreihishen Gesellshaften liegen deutlih hinter den Ergebnissen der deutshen Ge-sellshaften. Der European Embedded Value der Vienna Insurane Group ist höher alsder European Embedded Value der UNIQA Versiherungen AG. Dazu sei erwähnt, dassdie Werte der UNIQA Versiherungen AG nur Ergebnisse des Österreihgeshäfts, dieWerte der Vienna Insurane Group jedoh Ergebnisse des Österreih- und Deutshland-geshäfts zeigen.Im Folgenden wird derTime Value of Options and Guarantees zum 31.12.2007 inProzent des European Embedded Value zum 31.12.2007 beziehungsweise in Prozentdes Market Consistent Embedded Value zum 31.12.2007 für die oben genanntenGesellshaften verglihen.Abbildung 4.2: TVOG zum 31.12.2007 in % EEV / MCEV zum 31.12.2007Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
8,5% 2,7% 3,5% 4,8% 1,7% 1,6%



80 Kapitel 4 Marktüberblik zum Embedded ValueDie Ergebnisse des Time Value of Options and Guarantees für die UNIQA Versiherun-gen AG und die Vienna Insurane Group ersheinen relativ zu niedrig im Vergleih zuden deutshen Gesellshaften. Der Time Value of Options and Guarantees in Prozentdes European Embedded Value beziehungsweise in Prozent des Market Consistent Em-bedded Value der deutshen Gesellshaften variiert sehr stark, wobei die Allianz SE denhöhsten Wert hat. Der Time Value of Options and Guarantees in Prozent des Euro-pean Embedded Value der beiden österreihishen Gesellshaften zeigt ein homogenesBild.4.2 Vergleih Value of New Business 2007Definition 4.11. PVNBP bezeihnet den Present Value of New Business Premium, dasheiÿt den Barwert der zukünftigen Neugeshäftsprämien die aus den Beständendes aktuellen Neugeshäftsjahrganges generiert werden können.2. APE bezeihnet den Annual Premium Equivalent. Diesen de�niert man alsdie laufenden Neugeshäftsprämien plus 10% der Einmalprämien des betrahtetenGeshäftsjahres.Im Folgenden werden der Value of New Business, der Present Value of NewBusiness Premium und der Annual Premium Equivalent des Jahres 2007 für dieoben genannten Gesellshaften verglihen.Tabelle 4.2: VNB, PVNBP, APE 2007 (in m EUR)Allianz AMB AXA MR UNIQA VIGVNB 362 175 166 105 49 63PVNBP 9.188 8.390 4.587 3.739 1.519 1.906VNB in % PVNBP 3,9% 2,1% 3,6% 2,8% 3,2% 3,3%APE 881 978 457 458 187 205VNB in % APE 41,2% 17,9% 36,2% 22,9% 26,2% 30,7%Abbildung 4.3: VNB 2007 (in m EUR)Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
362 175 166 105 49 63



4.2 Vergleih Value of New Business 2007 81Auh hier liegen die Ergebnisse der österreihishen Gesellshaften deutlih hinter denErgebnissen der deutshen Gesellshaften. Die Allianz SE hat im Vergleih wieder dashöhste Ergebnis erzielt. Erneut variieren die Werte der deutshen Gesellshaften sehrstark. Ferner sei erwähnt, dass der Present Value of New Business Premium der AMBGenerali Holding fast doppelt so hoh ist wie der Present Value of New Business Pre-mium der AXA S.A., obwohl der Value of New Business der beiden Gesellshaftenannähernd gleih ist. Das gleihe gilt für den Annual Premium Equivalent. Es ist auhzu beobahten, dass der Present Value of New Business Premium der AMB GeneraliHolding fast so hoh ist wie der Present Value of New Business Premium der AllianzSE, obwohl die Allianz SE einen mehr als doppelt so hohen Value of New Business hat.Der Annual Premium Equivalent der AMB Generali Holding ist sogar höher als derAnnual Premium Equivalent der Allianz SE. Die Werte der Vienna Insurane Groupsind auh hier wieder höher als die Werte der UNIQA Versiherungen AG.Im Folgenden wird der Value of New Business des Jahres 2007 in Prozent desPresent Value of New Business Premium des Jahres 2007 für die oben genanntenGesellshaften verglihen.Abbildung 4.4: VNB in % PVNBP 2007Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
3,9% 2,1% 3,6% 2,8% 3,2% 3,3%Die Allianz SE weist wieder den höhsten Wert auf. Im Gegensatz zu den österreihi-shen Gesellshaften, deren Neugeshäftsmargen fast gleih sind, zeigen die Margen derdeutshen Gesellshaften kein einheitlihes Bild.Im Folgenden wird der Value of New Business des Jahres 2007 in Prozent desAnnual Premium Equivalent des Jahres 2007 für die oben genannten Gesellshaftenverglihen.



82 Kapitel 4 Marktüberblik zum Embedded ValueAbbildung 4.5: VNB in % APE 2007Allianz AMB AXA MR UNIQA VIG
41,2% 17,9% 36,2% 22,9% 26,2% 30,7%Hier variieren die Sätze stark von ungefähr 18% bis fast 42%. Im Vergleih zu den vorigenErgebnissen ist hier auh der Untershied der Sätze der österreihishen Gesellshaftenwesentlih gröÿer.



Anhang AStohastishe AnalysisDieses Kapitel gibt einen Einblik in die mathematishen Grundlagen, die man für dieGestaltung von stohastishen Zinsmodellen benötigt. Nah einer kurzen Einführung indie Maÿtheorie und der Definition von stohastishen Prozessen werden It�-Integrale,It�-Prozesse, stohastishe Differentialgleihungen und der Satz von Girsanov behan-delt. Die Ausführungen sind dem Buh Arbitrage Theory in Continous Time von Tho-mas Björk [4℄ und dem Buh Stohasti Di�erential Equations: An Introdution withAppliations von Bernt Øksendal [12℄ entnommen. Die meisten Beweise werden nihtgeführt, sind jedoh in der jeweils angegebenen Literatur zu finden. Ferner wird teilwei-se nur der eindimensionale Fall behandelt, die Ausführungen in höheren Dimensionensind ebenfalls der angegebenen Literatur zu entnehmen.A.1 Einführung in die MaÿtheorieDefinition A.1 (Potenzmenge) Sei Ω eine beliebige Menge. Die Menge aller Teil-mengen von Ω heiÿt Potenzmenge und man bezeihnet sie mit P(Ω).Definition A.2 (σ-Algebra) Eine σ-Algebra F über einer Menge Ω ist eine Fami-lie F von Teilmengen von Ω mit folgenden Eigenshaften:1. ∅ ∈ F .2. F ∈ F ⇒ F C ∈ F , wobei FC = Ω\F das Komplement von F in Ω ist.3. A1, A2, . . . ∈ F ⇒ A :=
∞⋃

i=1

Ai ∈ F .Das Paar (Ω,F) nennt man einen messbaren Raum. Die Teilmengen F ∈ F heiÿen
F-messbare Mengen.Annahme A.3 Man nimmt an, dass σ-Algebren alle Mengen mit Maÿ 0, das heiÿtalle Nullmengen, enthalten.Nun wird ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ auf einem messbaren Raum definiert.Definition A.4 (Wahrsheinlihkeitsmaÿ) Ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ P aufeinem messbaren Raum (Ω,F) ist eine Funktion P : F → [0, 1] mit folgenden Eigen-shaften:1. P (∅) = 0, P (Ω) = 1. 83



84 Anhang A Stohastishe Analysis2. Wenn A1, A2, . . . ∈ F und (Ai)
∞
i=1 disjunkt sind (das heiÿt Ai ∩ Aj = ∅ für alle

i, j mit i 6= j), folgt
P

(
∞⋃

i=1

Ai

)

=
∞∑

i=1

P (Ai).Das Tripel (Ω,F , P ) nennt man einen Wahrsheinlihkeitsraum. Man nennt eseinen vollständigen Wahrsheinlihkeitsraum, wenn F alle Teilmengen G von Ωmit P -äuÿerem Maÿ 0, das heiÿt mit
P ∗(G) := inf{P (F ); F ∈ F , G ⊂ F} = 0enthält. Jeder Wahrsheinlihkeitsraum kann vollständig gemaht werden, indem manzu F alle Mengen mit äuÿerem Maÿ 0 hinzufügt und P entsprehend erweitert.Die Teilmengen F ∈ F heiÿen Ereignisse und man verwendet die Interpretation

P (F ) = �die Wahrsheinlihkeit, dass das Ereignis F eintritt�.Wenn insbesondere P (F ) = 1 ist, sagt man, dass �das Ereignis F mit Wahrsheinlihkeit1 oder fast siher (f.s.) eintritt�.In den folgenden Definitionen werden Borelmengen behandelt.Definition A.5 Sei U eine Familie von Teilmengen einer Menge Ω. Dann gibt es einekleinste σ-Algebra HU , die U enthält, nämlih
HU =

⋂

{H; H ist eine σ-Algebra von Ω, U ⊂ H}.

HU nennt man die σ-Algebra, die von U erzeugt wird. Wenn U zum Beispiel die Familiealler o�enen Teilmengen eines topologishen Raumes Ω (zum Beispiel Ω = R
n) ist,nennt man B = HU die Borel-σ-Algebra von Ω und die Elemente B ∈ B nenntman Borelmengen. B enthält alle o�enen Mengen, alle geshlossenen Mengen, alleabzählbaren Vereinigungen von geshlossenen Mengen, alle abzählbaren Durhshnittesolher abzählbaren Vereinigungen und so weiter.Definition A.6 Sei ein Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) gegeben. Eine Funktion Y :

Ω → R
n ist F-messbar, wenn für alle o�enen Mengen U ∈ R

n (oder äquivalent füralle Borelmengen U ⊂ R
n)

Y −1(U) := {ω ∈ Ω; Y (ω) ∈ U} ∈ Fist.Definition A.7 Sei ein Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) gegeben. Für eine Funktion
X : Ω→ R

n ist die σ-Algebra HX , die von X erzeugt wird, die kleinste σ-Algebra überder Menge Ω, die alle Mengen
X−1(U), U ⊂ R

n o�en,



A.2 Stohastishe Prozesse 85enthält. Ferner gilt
HX =

{
X−1(B); B ∈ B

}
, (A.1)wobei B die Borel-σ-Algebra auf R

n ist. Es folgt, dass X HX-messbar ist und dass HXdie kleinste σ-Algebra mit der Eigenshaft (A.1) ist.Lemma A.8 Seien ein Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) und zwei Funktionen X :
Ω→ R

n und Y : Ω→ R
n gegeben. Dann ist Y dann und nur dann HX-messbar, wenneine borelmessbare Funktion g : R

n → R
n existiert, sodass

Y = g(X)ist.Nun werden Zufallsvariablen definiert.Definition A.9 Sei ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) gegeben. Ei-ne Zufallsvariable X ist eine F-messbare Funktion X : Ω→ R
n. Jede Zufallsvariableerzeugt auf R

n ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ µX, welhes durh
µX(B) = P (X−1(B)), B ∈ B,de�niert wird, wobei B die Borel-σ-Algebra auf R

n ist. µX nennt man die Verteilungvon X.Wenn ∫
Ω

|X(ω)| dP (ω) <∞ ist, nennt man
E[X] :=

∫

Ω

|X(ω)| dP (ω) =

∫

Rn

x dµX(x)den Erwartungswert von X bezüglih P .Wenn f : R
n → R

n borelmessbar und ∫
Ω

f(X(ω)) dP (ω) <∞ ist, gilt
E[f(X)] :=

∫

Ω

f(X(ω)) dP (ω) =

∫

Rn

f(x) dµX(x).A.2 Stohastishe ProzesseDefinition A.10 (Stohastisher Prozess) Ein stohastisher Prozess X ist ei-ne parametrisierte Familie (Xt)t∈T von Zufallsvariablen Xt, die auf einem vollständigenWahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) de�niert werden und Werte in R
n annehmen. DieMenge T nennt man den Parameterraum des Prozesses X. Beliebte Wahlen dafür sind

N oder Z beziehungsweise R oder [0,∞). Im ersten Fall spriht man von einem Prozessin diskreter Zeit, im anderen von einem Prozess in stetiger Zeit. Eine häu�ge Bezeih-nung für einen stohastishen Prozess X ist X = {Xt; t ∈ T}. Für jedes �xe t ∈ Tist
ω 7→ Xt(ω), ω ∈ Ω,



86 Anhang A Stohastishe Analysiseine Zufallsvariable. Andererseits kann man für jedes �xe ω ∈ Ω die Funktion
t 7→ Xt(ω), t ∈ T,betrahten, die man Pfad, Trajektorie oder Realisierung von Xt nennt.Für die Intuition ist es nützlih, t als �Zeit� und jedes ω als einen individuellen �Versuh�zu betrahten. Mit dieser Interpretation repräsentiert Xt(ω) den Ausgang des Versuhs

ω zum Zeitpunkt t. Sehr oft verwendet man die Bezeihnung X(t, ω) anstatt Xt(ω).Somit kann man den Prozess auh als eine Funktion von zwei Variablen
(t, ω) 7→ X(t, ω)von T × Ω nah R

n betrahten. In der Folge wird diese Shreibweise verwendet, wobeiman ω meistens weg lässt.Definition A.11 Seien X = (X(t))t∈T und Y = (Y (t))t∈T stohastishe Prozesse aufeinem vollständigen Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ). Dann ist X eine Version von
Y , wenn

P ({ω; X(t, ω) = Y (t, ω)}) = 1 ∀ t ∈ Tist.Definition A.12 (Filtrierung) Sei ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F ,
P ) gegeben. Eine Familie (Ft)t∈T von σ-Algebren Ft ⊆ F heiÿt Filtrierung, wenn
Fs ⊆ Ft für alle s, t ∈ T mit s < t ist.Sei X = (X(t))t∈T ein stohastisher Prozess auf (Ω,F , P ) und FX

t für jedes �xe t ∈ Tdie σ-Algebra, die von den Zufallsvariablen X(s) mit s ∈ T und s ≤ t erzeugt wird.Dann nennt man (FX
t )t∈T die natürlihe Filtrierung von X.Sei Y = (Y (t))t∈T ein weiterer stohastisher Prozess auf (Ω,F , P ). Man nennt Y ad-aptiert an die Filtrierung F = (Ft)t∈T , wenn die Zufallsvariable Y (t) für jedes t ∈ Tbezüglih Ft messbar ist. In diesem Fall nennt man Y einen F-adaptierten stohasti-shen Prozess.Anshaulih interpretiert ist Ft die Menge aller Ereignisse, über deren Eintreten manzum Zeitpunkt t ∈ T Besheid weiÿ.Definition A.13 Für den Rest des Anhangs A führt man einen Endzeitpunkt T ∗ ∈ R

∗
+ein.Spezielle Eigenshaften der stohastishen Prozesse haben zu folgenden Namen ge-führt:Definition A.14 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Fil-trierung (Ft)

T ∗

t=0 und ein stohastisher Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 gegeben.1. Man nennt X einen Gauÿ-Prozess, wenn die R
nk-wertige Zufallsvariable Z =

(X(t1), . . . , X(tk)) für alle k ∈ N
∗ und alle t1, . . . , tk mit 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk ≤ T ∗eine multivariate Normalverteilung besitzt.



A.3 It�-Integrale 872. Man nennt X einen Markow-Prozess, wenn für alle s, t mit 0 ≤ s < t ≤ T ∗

E[f(X(t))|Fs] = E[f(X(t))|σ(X(s))]gilt, wobei f : R
n → R eine beshränkte Funktion ist und σ(X(s)) die von X(s)erzeugte σ-Algebra bezeihnet.Ein Beispiel für einen Prozess, der sowohl Gauÿ- als auh Markow-Prozess ist, ist derWiener Prozess.Definition A.15 (Wiener Prozess) Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum

(Ω,F , P ) und eine Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0 gegeben. Ein Wiener Prozess W =
(W (t))T ∗

t=0 bezüglih F ist ein stohastisher Prozess mit folgenden Eigenshaften:1. W (0) = 0.2. W ist bezüglih F adaptiert.3. W hat unabhängige Inkremente, das heiÿt für alle s, t ∈ [0, T ∗] mit s < t ist
W (t)−W (s) unabhängig von Fs.4. W (t)−W (s) ist für alle s, t ∈ [0, T ∗] mit s < t normalverteilt mit Erwartungswert
E[W (t)−W (s)] = 0 und Varianz Var(W (t)−W (s)) = t− s : (W (t)−W (s)) ∼
N (0, t− s).5. W hat stetige Trajektorien.A.3 It�-IntegraleFür die Konstruktion eines It�-Integrals seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeits-raum (Ω,F , P ), eine Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0, ein eindimensionaler stohastisher Pro-zess g = (g(t))T ∗

t=0 und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih
F gegeben. Im gesamten Kapitel A.3 gilt für die Grenzen des Intervalls [a, b], dass
0 ≤ a < b ≤ T ∗ ist.Um die Existenz eines It�-Integrals zu garantieren, muss man an g zunähst einigeIntegrationsbedingungen stellen.Definition A.161. L2[a, b] ist die Klasse der Funktionen

g(t, ω) : [0, T ∗]× Ω→ R,wobei jedes g folgende Bedingungen erfüllt:
(i) g ist B ⊗ F-messbar, wobei B die Borel-σ-Algebra auf [0, T ∗] ist.

(ii)
b∫

a

E [g2(t)] dt <∞.



88 Anhang A Stohastishe Analysis
(iii) g ist progressiv messbar, das heiÿt die Einshränkung von g auf [0, t]×Ω ist

B([0, t])⊗ Ft-messbar für alle t ∈ [0, T ∗].2. L2 ist die Klasse der Funktionen
g(t, ω) : [0, T ∗]× Ω→ R,wobei jedes g ∈ L2[0, t] für alle t ∈ (0, T ∗] ist.Ein It�-Integral ∫ b

a
g(t) dW (t) für einen stohastishen Prozess g ∈ L2[a, b] definiertman nun in zwei Shritten:1. Man betrahtet einen einfahen stohastishen Prozess g ∈ L2[a, b]. Das heiÿtes existieren deterministishe Zeitpunkte a = t0 < t1 < . . . < tn = b ≤ T ∗, n ∈

N
∗, sodass g in jedem Unterintervall konstant ist. Mit anderen Worten, es gilt

g(t) = g(tk) für alle t ∈ [tk, tk+1) und alle k = 0, . . . , n − 1. Dann wird dasIt�-Integral durh
b∫

a

g(t) dW (t) =
n−1∑

k=0

g(tk)[W (tk+1)−W (tk)] (A.2)definiert.Bemerkung A.17 Für die Definition des It�-Integrals verwendet man die �Vor-wärtsinkremente� des Wiener Prozesses. Speziell wird der Prozess g im Term
g(tk)[W (tk+1) − W (tk)] der Gleihung (A.2) am linken Ende tk des Intervalls
[tk, tk+1), über welhen man das W -Inkrement nimmt, ausgewertet.2. Für die Definition des It�-Integrals eines allgemeinen stohastishen Prozes-ses g ∈ L2[a, b], der niht einfah ist, benötigt man das folgende Lemma und dienahstehende Proposition.Lemma A.18 Für einen einfahen stohastishen Prozess f = (f(t))T ∗

t=0, derbeshränkt ist, gilt
E










b∫

a

f(t) dW (t)





2



 = E





b∫

a

f(t)2 dt



 . (A.3)Beweis Der Beweis des Lemmas A.18 wird im Buh Stohasti Di�erential Equa-tions: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel IIIauf der Seite 23 erläutert. �Proposition A.19
(i) Sei g ∈ L2[a, b] beshränkt und g(·, ω) für alle ω ∈ Ω stetig. Dann existierteneinfahe stohastishe Prozesse (gn)n∈N, sodass

E





b∫

a

(g(t)− gn(t))
2 dt



→ 0 für n→∞.
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(ii) Sei g ∈ L2[a, b] beshränkt. Dann existierten beshränkte einfahe stohasti-she Prozesse (gn)n∈N, sodass gn(·, ω) für alle ω ∈ Ω und alle n ∈ N stetigist und

E





b∫

a

(g(t)− gn(t))2 dt



→ 0 für n→∞.

(iii) Sei g ∈ L2[a, b]. Dann existierten beshränkte einfahe stohastishe Prozes-se (gn)n∈N, sodass gn ∈ L2[a, b] für alle n ∈ N ist und
E





b∫

a

(g(t)− gn(t))2 dt



→ 0 für n→∞.Beweis Der Beweis der Proposition A.19 wird im Buh Stohasti Di�erentialEquations: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im KapitelIII auf den Seiten 24 und 25 erläutert. �Da der stohastishe Prozess g ∈ L2[a, b] ist, kann man nun laut Proposition A.19einfahe stohastishe Prozesse (gn)n∈N wählen, sodass gn ∈ L2[a, b] für alle n ∈ Nist und
E





b∫

a

(g(t)− gn(t))2 dt



→ 0 für n→∞.Dann definiert man das It�-Integral durh
b∫

a

g(t) dW (t) = lim
n→∞

b∫

a

gn(t) dW (t) in L2(P ).Der Grenzwert existiert, da (
∫ b

a
gn(t) dW (t))n∈N laut (A.3) eine Cauhy-Folge in

L2(P ) ist.Die wihtigsten Eigenshaften eines It�-Integrals sind in der folgenden Propositionzusammengefasst.Proposition A.20 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eineFiltrierung F = (Ft)
T ∗

t=0, ein eindimensionaler stohastisher Prozess g = (g(t))T ∗

t=0 ∈
L2[a, b] und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben.Dann gelten folgende Relationen:

E





b∫

a

g(t) dW (t)



 = 0, (A.4)
E










b∫

a

g(t) dW (t)





2



 = E





b∫

a

g2(t) dt



 , (A.5)
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b∫

a

g(t) dW (t) ist Fb-messbar. (A.6)Beweis Der Beweis der Proposition A.20 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 3.3 auf der Seite 32 erläutert. �Bemerkung A.21 Es ist möglih ein It�-Integral für einen stohastishen Prozess g =
(g(t))T ∗

t=0 zu definieren, der nur die shwahe Bedingung
P





b∫

a

g2(t) dt <∞



 = 1erfüllt. Für so ein allgemeines g gibt es keine Garantie, dass er die Eigenshaften (A.4)und (A.5) erfüllt. Die Eigenshaft (A.6) ist nah wie vor gültig.Satz A.22 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Filtrierung
F = (Ft)

T ∗

t=0, ein eindimensionaler stohastisher Prozess g = (g(t))T ∗

t=0 ∈ L2 und eineindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Dann existierteine t-stetige Version von
t∫

0

g(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗],das heiÿt es existiert ein t-stetiger stohastisher Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 auf (Ω,F , P ),sodass
P



X(t) =

t∫

0

g(s) dW (s)



 = 1 ∀ t ∈ [0, T ∗]ist.Beweis Der Beweis des Satzes A.22 wird im Buh Stohasti Di�erential Equations:An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel III auf den Seiten29 und 30 erläutert. �Annahme A.23 Im restlihen Anhang sowie im Kapitel 2 ist mit der Bezeihnung
∫ t

0
g(s) dW (s) immer eine t-stetige Version des Integrals gemeint, wobei g = (g(t))T ∗

t=0irgendeinen stohastishen Prozess aus L2 und W = (W (t))T ∗

t=0 irgendeinen WienerProzess bezeihnet.A.4 MartingaleDie Theorie der stohastishen Integration ist eng verknüpft mit der Martingaltheorieund die moderne Theorie der Finanzderivate basiert hauptsählih auf dieser. Für dieDefinition eines Martingals benötigt man den bedingten Erwartungswert:



A.4 Martingale 91Definition A.24 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ) und ei-ne eindimensionale stohastishe Zufallsvariable Y , für die E[|Y |] < ∞ gilt, gegeben.Ferner sei eine Filtrierung (Ft)
T ∗

t=0 gegeben. Dann bezeihnet E[Y |Ft] den bedingtenErwartungswert von Y gegeben Ft. Dieser kann interpretiert werden als der �Erwar-tungswert von Y gegeben die Information, die zum Zeitpunkt t verfügbar ist�. E[Y |Ft]ist eine Funktion von Ω nah R, für die Folgendes gilt:1. E[Y |Ft] ist Ft-messbar.2. ∫
Ft

E[Y |Ft] dP =
∫

Ft

Y dP ∀ Ft ∈ Ft.Wenn die Filtrierung zum Beispiel von einem einzelnen beobahteten stohastishenProzess X = (X(t))T ∗

t=0 erzeugt wird, hängt die Information, die zum Zeitpunkt t ∈
[0, T ∗] verfügbar ist, natürlih vom Verhalten von X im Intervall [0, t] ab. Also ist derbedingte Erwartungswert in diesem Fall eine Funktion von allen vergangenen X-Werten
{X(s) : 0 ≤ s ≤ t}.Im Folgenden werden Eigenshaften des bedingten Erwartungswerts erläutert.Proposition A.25 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine σ-Algebra Ft für ein t ∈ [0, T ∗] und zwei eindimensionale stohastishe Zufallsvariablen
Y und Z, für die E[|Y |] <∞ und E[|Z|] <∞ gilt, gegeben.1. Für alle a, b ∈ R gilt

E[aY + bZ|Ft] = a E[Y |Ft] + b E[Z|Ft] f.s.2. E[E[Y |Ft]] = E[Y ] f.s.3. Wenn Y bezüglih Ft messbar ist, gilt
E[Y |Ft] = Y f.s.4. Wenn Y von Ft unabhängig ist, gilt

E[Y |Ft] = E[Y ] f.s.5. Wenn Z bezüglih Ft messbar und E[|Z · Y |] <∞ ist, gilt
E[Z · Y |Ft] = Z · E[Y |Ft] f.s.Beweis Der Beweis der Proposition A.25 wird im Buh Stohasti Di�erential Equati-ons: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Anhang B auf derSeite 240 erläutert. �



92 Anhang A Stohastishe AnalysisProposition A.26 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eineeindimensionale stohastishe Zufallsvariable Y , für die E[|Y |] < ∞ gilt, und zwei σ-Algebren Fs und Ft mit 0 ≤ s < t ≤ T ∗ und Fs ⊂ Ft gegeben. Dann gilt
E[E[Y |Ft]|Fs] = E[Y |Fs] f.s.Beweis Der Beweis der Proposition A.26 wird im Buh Stohasti Di�erential Equati-ons: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Anhang B auf derSeite 240 erläutert. �Ein Martingal wird nun folgendermaÿen definiert:Definition A.27 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), ein ein-dimensionaler stohastisher Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 und eine Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0gegeben. Dann ist X ein Martingal bezüglih der Filtrierung F, wenn folgende Bedin-gungen erfüllt sind:1. X ist adaptiert an die Filtrierung F.2. Für alle t ∈ [0, T ∗] gilt
E[|X(t)|] <∞.3. Für alle s, t mit 0 ≤ s ≤ t ≤ T ∗ gilt die Relation

E[X(t)|Fs] = X(s) f.s.Ein eindimensionaler stohastisher Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 heiÿt Supermartingalbezüglih der Filtrierung F, wenn er die Bedingungen 1 und 2 und die Ungleihung
E[X(t)|Fs] ≤ X(s) f.s.für alle s, t mit 0 ≤ s ≤ t ≤ T ∗ erfüllt.Ein eindimensionaler stohastisher Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 heiÿt Submartingal be-züglih der Filtrierung F, wenn er die Bedingungen 1 und 2 und die Ungleihung
E[X(t)|Fs] ≥ X(s) f.s.für alle s, t mit 0 ≤ s ≤ t ≤ T ∗ erfüllt.Die erste Bedingung besagt, dass der Wert X(t) zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ∗] beobahtetwerden kann. Die zweite Bedingung benötigt man nur tehnish. Die wirklih wihtigeBedingung ist die Dritte, die Folgendes besagt: Der Erwartungswert eines zukünftigenWertes von X gegeben die Information, die heute verfügbar ist, entspriht (ist klei-ner/gröÿer gleih) dem Wert von X, der heute beobahtet wird.



A.4 Martingale 93Proposition A.28 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eineFiltrierung F = (Ft)
T ∗

t=0, ein eindimensionaler stohastisher Prozess g = (g(t))T ∗

t=0 ∈
L2[a, b] mit 0 ≤ a < b ≤ T ∗ und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0bezüglih F gegeben. Dann gilt
E





b∫

a

g(t) dW (t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fa



 = 0 f.s.Beweis Der Beweis der Proposition A.28 wird im Buh Stohasti Di�erential Equati-ons: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel III auf derSeite 29 erläutert. �Korollar A.29 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Fil-trierung F = (Ft)
T ∗

t=0, ein eindimensionaler stohastisher Prozess g = (g(t))T ∗

t=0 ∈ L2und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Dannist der stohastishe Prozess X = (X(t))T ∗

t=0, der durh
X(t) =

t∫

0

g(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗],de�niert wird, ein Martingal bezüglih der Filtrierung F.Beweis Für den Beweis des Korollars A.29 fixiert man zwei Zeitpunkte s, t mit 0 ≤
s < t ≤ T ∗. Dann gilt

E [X(t) |Fs ] = E





t∫

0

g(u) dW (u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fs





= E





s∫

0

g(u) dW (u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fs



+ E





t∫

s

g(u) dW (u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fs



 f.s.Das Integral im ersten Erwartungswert ist laut Proposition A.20 Fs-messbar. Somitfolgt laut Proposition A.25
E





s∫

0

g(u) dW (u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fs



 =

s∫

0

g(u) dW (u) f.s.Ferner gilt laut Proposition A.28
E





t∫

s

g(u) dW (u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Fs



 = 0 f.s.Also folgt
E [X(t) |Fs ] =

s∫

0

g(u) dW (u) + 0 = X(s) f.s.
�



94 Anhang A Stohastishe AnalysisA.5 It�-Prozess und It�-FormelIm gesamten Kapitel A.5 arbeitet man auf einem Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P )mit einer Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0. Zunähst definiert man ähnlih wie in DefinitionA.16 eine Klasse von Funktionen.Definition A.30 Seien ein eindimensionaler stohastisher Prozess g = (g(t))T ∗

t=0 undein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. M2 ist dieKlasse der Funktionen
g(t, ω) : [0, T ∗]× Ω→ R,wobei jedes g folgende Bedingungen erfüllt:

(i) g ist B ⊗ F-messbar, wobei B die Borel-σ-Algebra auf [0, T ∗] ist.
(ii) g ist progressiv messbar, das heiÿt die Einshränkung von g auf [0, t] × Ω ist
B([0, t])⊗ Ft-messbar für alle t ∈ [0, T ∗].

(iii) P

(
t∫

0

g2(s) ds <∞ ∀ t ∈ [0, T ∗]

)

= 1.Nun definiert man den It�-Prozess.Definition A.31 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Fil-trierung F = (Ft)
T ∗

t=0, eine reelle Zahl x0, ein R-wertiger, F-adaptierter stohastisherProzess α = (α(t))T ∗

t=0 mit
P





t∫

0

|α(s)| ds <∞ ∀ t ∈ [0, T ∗]



 = 1,ein eindimensionaler stohastisher Prozess σ = (σ(t))T ∗

t=0 ∈ M2 und ein eindimen-sionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Dann nennt man einenstohastishen Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 einen It�-Prozess, wenn er durh
X(t) = x0 +

t∫

0

α(s) ds +

t∫

0

σ(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗], (A.7)de�niert wird. (A.7) kann man auh folgendermaÿen darstellen:
dX(t) = α(t) dt + σ(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], (A.8)
X(0) = x0. (A.9)Man sagt X besitzt ein stohastishes Di�erential, welhes durh (A.8) gegebenist, mit einer Anfangsbedingung, die durh (A.9) gegeben ist. α heiÿt Drift und σDi�usion.Mit der Definition eines It�-Prozesses kann man nun die It�-Formel im eindimensio-nalen Fall erläutern.



A.5 It�-Prozess und It�-Formel 95Satz A.32 (Eindimensionale It�-Formel) Seien ein eindimensionaler It�-Prozess
X = (X(t))T ∗

t=0 wie in De�nition A.31 und eine R-wertige Funktion f ∈ C1,2([0, T ∗]×R)
(das heiÿt f ist nah der ersten Variable einmal und nah der zweiten Variable zweimalstetig di�erenzierbar) gegeben. Dann ist der stohastishe Prozess Y , der durh

Y (t) = f(t, X(t)), t ∈ [0, T ∗],de�niert wird, wieder ein It�-Prozess mit stohastishem Di�erential
df(t, X(t)) =

∂f(t, X(t))

∂t
dt +

∂f(t, X(t))

∂x
dX(t) +

1

2

∂2f(t, X(t))

∂x2
(dX(t))2

=

(
∂f(t, X(t))

∂t
+ α(t)

∂f(t, X(t))

∂x
+

1

2
σ2(t)

∂2f(t, X(t))

∂x2

)

dt

+ σ(t)
∂f(t, X(t))

∂x
dW (t), t ∈ [0, T ∗],

(A.10)wobei (dX(t))2 = (dX(t)) · (dX(t)) entsprehend der Regeln
dt · dt = 0,

dt · dW (t) = dW (t) · dt = 0,

dW (t) · dW (t) = dtberehnet wird.Beweis Der Beweis des Lemmas A.32 wird im Buh Stohasti Di�erential Equations:An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel IV auf den Seiten43 bis 45 erläutert. �Mehrdimensionale It�-FormelDefinition A.33 Für den mehrdimensionalen Fall sei i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , mfür ein n ∈ N
∗ und ein m ∈ N

∗. Ferner seien R-wertige, F-adaptierte stohastisheProzesse αi = (αi(t))
T ∗

t=0 mit
P





t∫

0

|αi(s)| ds <∞ ∀ t ∈ [0, T ∗]



 = 1,eindimensionale stohastishe Prozesse σij = (σij(t))
T ∗

t=0 ∈ M2, eindimensionale Wie-ner Prozesse Wj = (Wj(t))
T ∗

t=0 bezüglih F und reelle Zahlen xi
0 gegeben. Dann kannman folgende n It�-Prozesse darstellen:

dX1(t) = α1(t) dt + σ11(t) dW1(t) + · · ·+ σ1m(t) dWm(t), t ∈ [0, T ∗],

X1(0) = x1
0,... ...

dXn(t) = αn(t) dt + σn1(t) dW1(t) + · · ·+ σnm(t) dWm(t), t ∈ [0, T ∗],

Xn(0) = xn
0 .

(A.11)



96 Anhang A Stohastishe AnalysisIn Matrixshreibweise kann man (A.11) als
dX(t) = α(t) dt + σ dW (t), t ∈ [0, T ∗],

X(0) = x0darstellen, wobei
X(t) =






X1(t)...
Xn(t)




 , α(t) =






α1(t)...
αn(t)




 , σ(t) =






σ11(t) · · · σ1m(t)... ...
σn1(t) · · · σnm(t)




 ,

dW (t) =






dW1(t)...
dWm(t)




 , x0 =






x1
0...

xn
0




 , t ∈ [0, T ∗],ist.Satz A.34 (Mehrdimensionale It�-Formel) Seien ein n-dimensionaler It�-Prozess

X = (X(t))T ∗

t=0 wie in De�nition A.33 und eine R
p-wertige Funktion f = (f1, . . . , fp) ∈

C1,2([0, T ∗] × R
n) gegeben. Dann ist der p-dimensionale stohastishe Prozess Y =

(Y1, . . . , Yp), der durh
Y (t) = f(t, X(t)), t ∈ [0, T ∗],de�niert wird, wieder ein It�-Prozess, dessen k-ter Komponent, Yk, durh

dYk =
∂fk(t, X(t))

∂t
dt +

n∑

i=1

∂fk(t, X(t))

∂xi

dXi(t)

+
1

2

n∑

i=1

m∑

j=1

∂2fk(t, X(t))

∂xi ∂xj

dXi(t) dXj(t), t ∈ [0, T ∗],

(A.12)gegeben ist, wobei dXi(t) dXj(t) entsprehend der Regeln
dt · dt = 0,

dt · dWi(t) = dWi(t) · dt = 0,

dWi(t) · dWj(t) = δij dtberehnet wird.Beweis Der Beweis des Satzes A.34 ist äquivalent zum Beweis des Satzes A.32. �A.6 DifferentialgleihungenA.6.1 Stohastishe DifferentialgleihungenSeien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0,eine reelle Zahl x0, eine Funktion α : [0, T ∗]×R→ R, eine Funktion σ : [0, T ∗]×R→ R



A.6 Differentialgleihungen 97und ein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Manmöhte nun einen stohastishen Prozess X = (X(t))T ∗

t=0 ermitteln, der die stohasti-she Differentialgleihung
dX(t) = α(t, X(t)) dt + σ(t, X(t)) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

X(0) = x0

(A.13)löst. Man möhte also einen stohastishen Prozess X finden, der die Integralgleihung
X(t) = x0 +

t∫

0

α(s, X(s)) ds +

t∫

0

σ(s, X(s)) dW (s), t ∈ [0, T ∗],erfüllt. α heiÿt wieder Drift und σ Diffusion.Die folgende Proposition garantiert unter gewissen Voraussetzungen die Existenz undEindeutigkeit einer Lösung der stohastishen Differentialgleihung (A.13).Proposition A.35 Seien x0, α und σ wie oben de�niert. Angenommen es existiert eineKonstante K ∈ R, sodass folgende Bedingungen für alle x, y ∈ R und alle t ∈ [0, T ∗]erfüllt sind:
|α(t, x)− α(t, y)| ≤ K|x− y|,
|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|,
|α(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|).Dann gibt es eine eindeutige Lösung X = (X(t))T ∗

t=0 der stohastishen Di�erentialglei-hung (A.13), die folgende Eigenshaften hat:1. X ist F-adaptiert.2. X hat stetige Trajektorien.3. X ist ein Markow-Prozess.4. Es existiert eine Konstante C ∈ R, sodass
E
[
|X(t)|2

]
≤ CeCt(1 + |x0|2), t ∈ [0, T ∗],ist.Beweis Der Beweis der Proposition A.35 wird im Buh Stohasti Di�erential Equati-ons: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel V auf denSeiten 65 bis 68 erläutert. �Zum Abshluss dieses Kapitels wird noh ein nützlihes Lemma erläutert, dessenBeweis mithilfe von stohastishen Differentialgleihungen geführt wird.



98 Anhang A Stohastishe AnalysisLemma A.36 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Filtrie-rung F = (Ft)
T ∗

t=0, eine stetige, deterministishe Zeitfunktion σ : [0, T ∗] → R und eineindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Ferner sei derProzess X = (X(t))T ∗

t=0 durh
X(t) =

t∫

0

σ(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗],de�niert. Dann ist X(t) für jedes �xe t ∈ [0, T ∗] normalverteilt mit Erwartungswert 0und Varianz
Var(X(t)) =

t∫

0

σ2(s) ds.Beweis Es ist also zu zeigen, dass die harakteristishe Funktion von X(t) für ein fixes
t ∈ [0, T ∗] durh

E
[
eiuX(t)

]
= exp






−u2

2

t∫

0

σ2(s) ds






, u ∈ R,gegeben ist. Dafür definiert man den Prozess Z = (Z(t))T ∗

t=0 durh
Z(t) = eiuX(t), t ∈ [0, T ∗], u ∈ R.Die Anwendung der It�-Formel (A.12) auf Z(t) ergibt

dZ(t) = iueiuX(t) dX(t) +
1

2
i2u2eiuX(t) (dX(t))2, t ∈ [0, T ∗], u ∈ R.Also löst Z die stohastishe Differentialgleihung

dZ(t) = −u2

2
Z(t)σ2(t) dt + iuZ(t)σ(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗], u ∈ R,

Z(0) = 1.
(A.14)In Integralform kann man (A.14) als

Z(t) = 1− u2

2

t∫

0

Z(s)σ2(s) ds + iu

t∫

0

Z(s)σ(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗], u ∈ R, (A.15)darstellen, da die Terme unter dem Integral quadratish integrierbar sind (|Z(t)| ist füralle t ∈ [0, T ∗] durh 1 beshränkt). Man wendet den Erwartungswert auf (A.15) anund es folgt (mit Benützung der Eigenshaft (A.4))
E[Z(t)] = 1− u2

2

t∫

0

E[Z(s)]σ2(s) ds, t ∈ [0, T ∗], u ∈ R.



A.6 Differentialgleihungen 99Mit der Definition
m(t) = E[Z(t)], t ∈ [0, T ∗],gilt

m(t) = 1− u2

2

t∫

0

m(s)σ2(s) ds, t ∈ [0, T ∗], u ∈ R. (A.16)Da E[Z(t)] für alle t ∈ [0, T ∗] stetig in t ist, ergibt die Integralgleihung (A.16) nah tabgeleitet die Differentialgleihung
ṁ(t) = −u2

2
m(t)σ2(t), t ∈ [0, T ∗], u ∈ R,

m(0) = 1,
(A.17)Die Lösung von (A.17) ist die harakteristishe Funktion von X(t) für ein fixes t ∈

[0, T ∗]:
E
[
eiuX(t)

]
= E[Z(t)] = m(t) = exp






−u2

2

t∫

0

σ2(s) ds






, u ∈ R.

�A.6.2 Geometrishe Brown'she BewegungIn diesem Kapitel A.6.2 wird die geometrishe Brown'she Bewegung beshrieben. Siefindet vor allem in der Finanzmathematik Verwendung: Im Blak-Sholes-Modell, demeinfahsten und am weitesten verbreiteten (zeitstetigen) finanzmathematishen Modellzur Bewertung von Optionen, wird die geometrishe Brown'she Bewegung als Näherungfür den Preisprozess einer zugrunde liegenden Kapitalanlage (zum Beispiel einer Aktie)herangezogen.Definition A.37 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eine Fil-trierung F = (Ft)
T ∗

t=0, eine reelle Zahl x0, zwei Konstanten α ∈ R und σ ∈ R und eineindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Dann wird diegeometrishe Brown'she Bewegung X = (X(t))T ∗

t=0 durh
dX(t) = αX(t) dt + σX(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

X(0) = x0

(A.18)de�niert.Diese Gleihung kann in einer etwas saloppen Form auh als
Ẋ(t) = (α + σẆ (t))X(t), t ∈ [0, T ∗],dargestellt werden, wobei man Ẇ �weiÿes Raushen� nennt, das heiÿt die Ableitungeines Wiener Prozesses nah der Zeit. Somit kann man die geometrishe Brown'sheBewegung als eine lineare Differentialgleihung mit einem stohastishen Koeffizient,



100 Anhang A Stohastishe Analysisder von einem �weiÿes Raushen� gesteuert wird, betrahten. Für kleine Werte von σkommt die Trajektorie zumindest für kleine t ∈ [0, T ∗] ziemlih nahe an die Funktion
E[X(t)] = eαt heran, wohingegen groÿe Werte von σ groÿe zufällige Abweihungen zurFolge haben.Die nahstehende Proposition definiert die Lösung der geometrishen Brown'shenBewegung.Proposition A.38 Sei die durh (A.18) de�nierte geometrishe Brown'she Bewegung
X = (X(t))T ∗

t=0 gegeben. Dann gilt Folgendes:1. Die Gleihung (A.18) hat die Lösung
X(t) = x0 · exp

{(

α− 1

2
σ2

)

t + σW (t)

}

, t ∈ [0, T ∗].2. Der Erwartungswert von X(t) ist für alle t ∈ [0, T ∗] gleih
E[X(t)] = x0e

αt.Beweis Der Beweis der Proposition A.38 wird im Buh Stohasti Di�erential Equati-ons: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel V auf denSeiten 60 und 61 erläutert. �A.6.3 Lineare stohastishe DifferentialgleihungenIn diesem Kapitel A.6.3 wird die lineare stohastishe Differentialgleihung behandelt.Diese Gleihung ersheint in diversen physikalishen Anwendungen und man benötigtsie auh in Verbindung mit der Zinstheorie.Proposition A.39 Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum (Ω,F , P ), eineFiltrierung F = (Ft)
T ∗

t=0, eine reelle Zahl x0, eine Konstante a ∈ R, eine determi-nistishe Funktion b : [0, T ∗] → R, eine deterministishe Funktion σ : [0, T ∗] → R undein eindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Die Lösung
X = (X(t))T ∗

t=0 der linearen stohastishen Di�erentialgleihung
X(t) = (aX(t) + b(t)) dt + σX(t) dW (t), t ∈ [0, T ∗],

X(0) = x0ist durh
X(t) = eatx0 +

t∫

0

ea(t−s)b(s) ds +

t∫

0

ea(t−s)σ(s) dW (s), t ∈ [0, T ∗],gegeben.Beweis Der Beweis der Proposition A.39 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 4.3 auf der Seite 57 erläutert. �



A.7 Satz von Girsanov 101A.6.4 Feynman-Ka£-FormelIn diesem Kapitel A.6.4 wird die Beziehung, die zwishen einer stohastishen Differen-tialgleihung und einer bestimmten parabolishen partiellen Differentialgleihung exis-tiert, mithilfe der Feynman-Ka£-Formel untersuht.Proposition A.40 (Feynman-Ka£-Formel) Seien ein vollständiger Wahrsheinlih-keitsraum (Ω,F , P ), eine Filtrierung F = (Ft)
T ∗

t=0, eine Funktion α : [0, T ∗] × R → R,eine Funktion σ : [0, T ∗]×R→ R, eine reelle Zahl r, eine Funktion Φ : R→ R und eineindimensionaler Wiener Prozess W = (W (t))T ∗

t=0 bezüglih F gegeben. Ferner sei eine
R-wertige Funktion F ∈ C1,2([0, T ] × R) gegeben, die das folgende Grenzwertproblemim Bereih [0, T ]× R für ein T ∈ [0, T ∗] löst:

∂F (t, x)

∂t
+ α(t, x)

∂F (t, x)

∂x
+

1

2
σ2(t, x)

∂2F (t, x)

∂x2
+ rF (t, x) = 0,

F (T, x) = Φ(x).Der Prozess
(

σ(s, Xt,x(s))
∂F (s, Xt,x(s))

∂x

)T

s=0sei in L2, wobei der stohastishe Prozess Xt,x = (Xt,x(t))
T ∗

t=0 im Intervall [t, T ] diestohastishe Di�erentialgleihung
dXt,x(s) = α(s, Xt,x(s)) dt + σ(s, Xt,x(s)) dW (s),

Xt,x(t) = x,
0 ≤ t ≤ s ≤ T, x ∈ R,löst. Dann kann F als

F (t, x) = er(T−t) E[Φ(Xt,x(T ))], (t, x) ∈ [0, T ]×R,dargestellt werden, wobei die Indizes in Xt,x hervorheben, dass der Anfangswert zumZeitpunkt t gleih x ist.Beweis Der Beweis der Proposition A.40 wird im Buh Arbitrage Theory in ContinousTime von Thomas Björk [4℄ im Kapitel 4.5 auf der Seite 60 erläutert. �A.7 Satz von GirsanovIn diesem Kapitel wird der Satz von Girsanov erläutert. In der Wahrsheinlihkeitstheo-rie wird dieser Satz verwendet, um stohastishe Prozesse zu verändern. Dies passiertmithilfe eines Maÿwehsels von einemWahrsheinlihkeitsmaÿ P zum äquivalenten Mar-tingalmaÿ Q. Der Satz von Girsanov hat auh eine besondere Bedeutung in der Finanz-mathematik, da unter dem äquivalenten Martingalmaÿ die diskontierten Preise einerzugrunde liegenden Kapitalanlage, zum Beispiel einer Aktie, Martingale sind. Zunähstwird eine Definition von äquivalenten Wahrsheinlihkeitsmaÿen gegeben.



102 Anhang A Stohastishe AnalysisDefinition A.41 Seien P und Q zwei Wahrsheinlihkeitsmaÿe auf dem messbarenRaum (Ω,F). Dann ist P äquivalent zu Q und umgekehrt, wenn für jedes Ereignis
A ⊂ Ω folgende Äquivalenz gilt:

P (A) > 0⇐⇒ Q(A) > 0.Satz A.42 (Satz von Girsanov) Seien ein vollständiger Wahrsheinlihkeitsraum
(Ω,F , P ), eine Filtrierung F = (Ft)

T ∗

t=0, ein R-wertiger stohastisher Prozess a =
(a(t))T ∗

t=0 ∈ L2 und ein eindimensionaler Wiener Prozess W̄ = (W̄ (t))T ∗

t=0 bezüglih Fgegeben. Sei ferner ein Prozess Z = (Z(t))T ∗

t=0 durh
Z(t) = exp






−

t∫

0

a(s) dW̄ (s)− 1

2

t∫

0

a(s)2 ds






, t ∈ [0, T ∗], (A.19)gegeben und erfülle a die Novikov Bedingung

E



exp







1

2

T ∗

∫

0

a(s)2 ds









 <∞. (A.20)Dann ist das Maÿ Q, welhes auf (Ω,F) durh
dQ

dP
= Z(T ∗) (A.21)de�niert wird, ein zu P äquivalentes Wahrsheinlihkeitsmaÿ und der Prozess W =

(W (t))T ∗

t=0, der durh
W (t) = W̄ (t) +

t∫

0

a(s) ds, t ∈ [0, T ∗],gegeben ist, ein Wiener Prozess bezüglih F unter Q.Beweis Der Beweis des Satzes von Girsanov A.42 wird im Buh Stohasti Di�erentialEquations: An Introdution with Appliations von Bernt Øksendal [12℄ im Kapitel VIIIauf den Seiten 147 und 148 erläutert. �Bemerkung A.431. Die Novikov Bedingung (A.20) garantiert, dass der Prozess Z, der durh (A.19)gegeben ist, ein Martingal unter P ist.2. Die Ableitung (A.21) nennt man Radon-Nikodym-Ableitung. Sie misst dierelative Wahrsheinlihkeit eines unter den Wahrsheinlihkeitsmaÿen P und Qgegebenen ω ∈ Ω im Intervall [0, T ∗].
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