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1 Einleitung

Diese Diplomarbeit basiert hauptséichlich auf dem Buch ,Stochastic Port-
folio Theory“ von E. Robert Fernholz aus dem Jahr 2002 und dem am 25.
August 2007 verdffentlichten Artikel ,, Stochastic Portfolio Theory: an Over-
view® von E. Robert Fernholz und Ioannis Karatzas, der auch im September
2007 bei der ,,Conference on Advanced Mathematical Methods for Finance*
an der Technischen Universitit Wien vorgestellt wurde. Eine vollstindige
Auflistung der verwendeten Literatur findet sich am Ende dieser Arbeit im
Literaturnachweis.

Stochastische Portfoliotheorie bietet eine Moglichkeit auf mathematische Wei-
se das Verhalten von Portfolios und die Struktur von Kapitalmérkten zu
untersuchen. Es ist eine deskriptive, also eine beschreibende Theorie, im Ge-
gensatz zu den meist in der Finanzmathematik verwendeten normativen,
wie zum Beispiel dem Dynamic Asset Pricing. Es werden also nicht mehr
bestimmte Bedingungen an den Finanzmarkt gestellt, wie zum Beispiel die
allseits bekannte ,,No-Arbitrage-Bedingung” oder das Vorhandensein eines
dquivalenten Martingalmafles. Sie eignet sich besonders um Portfolios mit ei-
nem bestimmten Verhalten zu modellieren und hilft auch, dabei beobachtete
Phidnomene des Marktes wiederzugeben.

In Kapitel 2 werden die mathematischen Grundlagen behandelt und das
Marktmodell wird vorgestellt. In der stochastischen Portfoliotheorie wird fiir
die Stocks die logarithmische Darstellung verwendet. Weiters werden noch
einige besondere Figenschaften des Marktes angefiihrt. Im dritten Kapitel
werden die Begriffe Diversitdt und relative Arbitrage vorgestellt. Es wird
auch gezeigt, wie ein diverses Marktmodell erstellt werden kann. Im darauf-
folgenden Kapitel wird gezeigt, wie man Portfolios mit Hilfe von Funktionen
erzeugen kann und welche Eigenschaften diese Funktionen erfiillen miissen.
Weiters werden Mafle fiir Diversitit, die spezielle dieser Funktionen sind,
behandelt. Im fiinften Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Diversitét
und relativer Arbitrage betrachtet. In einem diversen Markt ist es sowohl auf
kurzen als auch auf langen Zeitintervallen moglich, dass relative Arbitrage
existiert. Im sechsten Kapitel werden die nach Rang geordneten Marktge-
wichte, also die Verteilung des Kapitals, behandelt. Man kann auch Portfolios
erzeugen, die vom Rang der Stocks abhingen.



2 Grundlagen

2.1 Einleitung und mathematische Grundlagen

Im Folgenden finden sdmtliche Betrachtungen auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F,F, P) statt. Dabei ist Q der Zustandsraum, F die
zugehorige Sigmaalgebra, F ist die zu F gehorende Filtration und P ist das
Wahrscheinlichkeitsmaf} auf §2.

Die Filtration modelliert dabei die Zunahme an Information, die im Laufe
der Zeit gewonnen wird. Diese Filtration muss nicht die von der Brownschen
Bewegung, deren Bedeutung noch erldutert wird, erzeugte Sigmaalgebra F"
sein. Fiir die Sigmaalgebra FV gilt: FV = o(W, : s < t). Es wird jedoch
angenommen, dass diese in der Filtration enthalten ist. Heif3t es, dass etwas
fast sicher (f.s.) gilt, so bedeutet dies, dass dieses Ereignis in Bezug auf das
Wahrscheinlichkeitsmafl P die Wahrscheinlichkeit 1 hat.

Definition 2.1 (It6 - Prozess) Ein stochastischer Prozess wird Ité - Pro-
zess genannt, falls er sich in folgender Weise darstellen lisst:

t t
Xy =Xp —1—/ K.ds +/ HydWs,
0 0

wobet gilt:
o X, ist Fo -messbar
o (Ky)o<i<r und (Hy)o<i<r sind Fy -adaptierte Prozesse
o fOT |Kg|ds < 400 f.s.
o fOT |H,|?ds < +00 [.s.
Diese Darstellung ist sogar eindeutig.

Satz 2.1 (It6 - Formel) Sei X; ein Ito - Prozess und (t,z) — f (t,x) eine
zweimal nach x und einmal nach t differenzierbare Funktion. Dann gilt:

(8, X)) = £(0, o) + / Dy f(s, X,)ds + / Do f(X,)dX,
0 0
-I—l/tD f(X )d(X X)
2 0 X S ) £

wobei gilt: (X, X); = fot HZ2ds.



Lemma 2.1 Seien (X;)iepo,r und (Y3)iep,n 2wei It6 - Prozesse. Dann gilt:
d(X,Y;) = X,dY; + Y,dX,; + dX, - dY;.

Definition 2.2 Ein stochastischer Prozess ist progressiv messbar, wenn er
eingeschrankt auf [0,t] x Q B, x Fi-messbar ist.

Definition 2.3 Ein stochastischer Prozess ist ein lokales Martingal, wenn
es Stoppzeiten 1, gibt, mit o <17 < ..., limy 00 T = 00 und Xiar, V1 ein
Martingal ist.

Satz 2.2 (Satz von Girsanov) Gegeben sei eine Brownsche Bewegung Wy.
Betrachtet man fir 0 <t <T W, =W, + at, dann gibt es genau ein zu P
dquivalentes Mafl Q, sodass (Wt) ein Q-Martingal ist. In diesem Fall

0<t<T
it (Wt) eine Brownsche Bewegung unter Q. Es gilt:

0<t<T

dP a’

@ = exp {—aWT — ET} .
2.2 Der Markt

Fiir den Markt sollen folgende Annahmen getroffen werden:

e Die Anzahl der Firmen ist endlich und fixiert.

Die Anzahl der ausgegebenen Aktien einer Firma bleibt konstant.

Dividenden werden, sofern sie von Interesse sind, stetig ausbezahlt.

Es wird in stetiger Zeit gehandelt.

Es werden keine Transaktionskosten, Steuern, Probleme mit der Un-
teilbarkeit von Aktien oder dhnliches betrachtet.

Es wird folgendes Modell fiir den Finanzmarkt betrachtet:
B(t) = B(t)r(t)dt, B(0)=1

d&@:&@@ﬁm+szMmme, (1)
X;(0)=2,>0,i=1,...,n

Dabei ist B(t) ein risikoloses Anlageobjekt (Bond, money-market) und die
X;(t) représentieren die risikobehafteten Anlageobjekte (Stocks, Aktien). Die
X;(t) werden dabei unter anderem auch durch die Brownsche Bewegung
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W() = (Wi(-),...,Wy(:)) (wobei d > n) bewegt, wodurch sich das Risi-
ko bei Investition in sie ergibt.

r(-) ist der Prozess, der die Verzinsung fiir den Bond darstellt. Der Vektor
b(-) = (bl(-),...,bn(-))l ist der Prozess der Riickgaberaten fiir die Stocks
(rate of return). Es handelt sich hierbei um den Driftterm. Man kann sich
darunter vorstellen, dass er die erwartete Rendite der entsprechenden Aktie
modelliert. Der Prozess o(:) = (Uim('))1<z'<n Lem<q 18t die Volatilitdt der
Stockpreise. Diese drei Prozesse sollen alle progressiv messbar beziiglich F
sein und auch noch folgende Integrabilititsbedingung V1" € (0, c0) erfiillen:

/ \dt+2/ (\b H—ZJW )dt<oo fs. (2

Weiters soll auch noch folgende Notation eingefiihrt werden:

(Iz'j(t) = Z O'Zm(t)O']m(t) = (U(t)o‘l(t))w = %<1OgX“10gXJ> (t) (3)

Die Matrix a(-) = (a(-))1<ij<n ist die nicht negativ definite Kovarianzma-
trix der Stocks im Finanzmarkt.

In der stochastischen Portfoliotheorie wird meist die logarithmische Darstel-
lung fiir die Stockpreise verwendet, da sie fiir diesen Zusammenhang besser
geeignet ist. Sie ist dquivalent zu der schon in (1) beschriebenen arithmeti-
schen Darstellung. Von dieser ausgehend kann man die logarithmische Dar-
stellung mit Hilfe der It - Formel relativ schnell berechnen. Betrachtet man
die Differentialgleichung der Stockpreise in (1) erkennt man sofort, dass gilt:
d(X;, X;), = 3% _ 02 (5)X2(s). Damit ergibt sich folgende Rechnung:

lg((X(0) =loglr) + [ S %Z [ (- ez

— log(a;) + /0 Xil(s)dXi(e)—%Z /0 o2 (5)ds
:log(xi)+/0 Xil(s)dXi(s) —% i a;;(s)ds



—log(z:) + /0 Xil(s) (X,»(s) (bi(s)ds+ Zaim(s)dWm(s)>)

m=1

zlog(xz-)—F/Otbi(s)dSerzi:l/Ot o ()W (5) — %/Ot ass(s)ds
—toga) + [ 06) ~ Ja(s)is + mZ [ omteriwate

=log(z;) + /Ot vi(s)ds + mzd:l/ot Oim (8)dWpn(s)

Fiir die letzte Umformung definiert man: v;(s) := b;(s) — sa;(s). Dieser Wert
wird die Wachstumsrate (growth rate) des i-ten Stocks genannt. Dieser Name
ergibt sich aus der folgenden Eigenschaft:

lim % <logXZ-(T) - /0 ' %(t)dt> —0, fs ()

T—o0

Diese Eigenschaft ist dann erfiillt, wenn fiir die individuellen Varianzen der
Stocks folgendes gilt:

loglogT [7
i (% / aii(t)dt) _0. fs (5)
0

T—o0

Dies bedeutet, dass die individuellen Varianzen a;(-) nicht zu schnell wach-
sen. Genaueres sowie einen Beweis hierzu findet man in [3].

Mit Hilfe des Ergebnisses der obigen Berechnungen erhélt man die verschie-
denen Darstellungen fiir die Stockpreise:

log(X;(t)) = log(z;) +/0 vi(s)ds + Z/o Oim (8)dWn(s)

Xi(t) =z exp {/Ot 7i(s)ds + ;Z:l /Ot oim(s)dWm(s)}

dlog(Xi(t)) = ’Vi(s)ds + Z Uzm(s)dWm(s)

m=1



Die letzte dieser drei Gleichungen ist die logarithmische Darstellung der Xj.

Definition 2.4 Der Markt wird nichtdegeneriert genannt, wenn es eine > 0
gibt, sodass fir t € [0,00) und x € R™ fast sicher gilt:

va(t)x' > el|z|*.

Der Markt ist gleichmdfsig beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt, sodass fiir
t €[0,00) und x € R" fast sicher gilt:

r'a(t)z < M||z||.

2.3 Portfolios und Handelsstrategien

Ein Portfolio ist ein Prozess, der progressiv messbar beziiglich F ist. Dieser
Prozess m(-) = (mi(-),...,ma(-))" ist gleichmiflig beschrinkt in (¢,w) und
nimmt Werte in der Menge

U{(Wl,...,wn)ER"|7T%+---+7TT2L§/£2, AT, =1}
KEN

an. Dabei gibt 7;(¢) an, wie hoch der Anteil des Vermdégens ist, der in den i-ten
Stock investiert wird. Handelt es sich dabei um ein long-only Portfolio, d.h.
ein Portfolio, das nur kauft und nicht verkauft (short-selling), dann nimmt
es nur Werte in der folgenden Menge an:

A" :={(m,...,m) ER"m >0,...,m, >0 AT + -+ 7, =1}.
Eine weitere mogliche Menge fiir die Werte eines Portfolios wire:
Al = {(m,...,m) € A1y > 0,...,m, > 0}.

Nimmt das Portfolio Werte aus dieser Menge an, bedeutet dies, dass auf je-
den Fall in jeden einzelnen Stock investiert wird. Wie man sieht, kann ein
Portfolio nicht in den Bond investieren bzw. einen verkaufen.

Fiir den weiteren Gebrauch sollen an dieser Stelle die umgekehrten Ord-
nungsstatistiken fiir die Gewichte eines Portfolios 7(-) vorgestellt werden.
Dies bedeutet, dass die Gewichte des Portfolios geordnet werden, angefangen
mit dem Grofiten fallend bis zum Kleinsten. Es gelten folgende Bezeichnun-
gen:

max m;(t) 1= 7a)(t) > 7y (t) > - > W1y (t) > Ty (t) = 1121<nn mi(t)



Bezeichnet man mit V*7(t) den Wert des Vermogens bei Anfangskapital
w und Investition in das Portfolio 7(-) zum Zeitpunkt ¢, so kann man sich
auch leicht die genaue Menge an Geld, die in den i-ten Stock investiert wird,
berechnen. Diese Menge soll nun mit h;(t) bezeichnet werden und es gilt:

hi(t) = TV (), i=1,....n. (6)

Ist das Anfangskapital w = 1, so schreibt man fiir den Vermdgensprozess
lediglich V7 (¢).

Betrachtet man nur diese Werte der h;(+), also die Geldmengen, die in die
Stocks investiert werden, so spricht man von einer Handelsstrategie. Eine
Handelsstrategie kann auch in den Bond investieren oder Geld aus diesem
money market borgen. Genauer gesagt ist eine Handelsstrategie ein Pro-
zess h(-) = (hi(-),..., hy(-)), der Werte in R” annimmt, progressiv messbar
beziiglich F ist und die folgende Integrabilititsbedingung VT' € (0, co) erfiillt:

Z/O (i (0)I[bi(t) = r ()] + R (t)an(t))dt < oo, f.s.

Nun kann man mit V*"(t) den Wert des Vermdgens zum Zeitpunkt t bei
Verfolgen der Handelsstrategie h(-) mit Anfangskapital w > 0 bezeichnen.
Nach den obigen Uberlegungen ist dann die Menge, die in den Bond investiert
wird, genau V" (t) — " | h;(¢). Damit ergibt sich folgende Darstellung fiir
das Vermogen:

dV@h(t) = (V“”h(t) — zn: hz-(t)> r(t)dt

+ Z hi(t) (bi(t)dt +> Oim(t)dWm(t)> :

m=1

Eine dazu dquivalente Darstellung wére:

V;t()t) - +/0 %«b(s) — r(s)D)ds + o(s)dW (s)), 0<t<oo. (8)

Dabei ist T = (1,...,1)" der n-dimensionale Spaltenvektor, dessen Eintréige
alle den Wert 1 haben.



Um zu zeigen, dass letztere wirklich eine dquivalente Darstellung ist, muss
man lediglich die folgende Eigenschaft der It6 - Prozesse verwenden: d(X;Y;) =
X dY, + Y dX; + dX; - dY;. Denn mit Hilfe der 1t6 - Formel erhilt man:
d% = —%r(t)dt bzw. % = @ + fg—ﬁr(s)ds. Setzt man dies nun
in die eben erwidhnte Formel fiir [t0 - Prozesse ein, erhilt man die obige
dquivalente Darstellung in (8).

Da die Werte h;(t) der Handelsstrategie auch negativ sein konnen, kann es
auch vorkommen, dass der Wert des Vermdgens V" (¢) negativ ist. Daher
werden meist nur die sogenannten zuldssigen Handelsstrategien betrachtet.
Das sind diejenigen, die folgende Bedingung erfiillen:

P(V¥'(t)>0, V 0<t<T)=1.

Die Menge all dieser Handelsstrategien wird mit H(w,T) bezeichnet und
man setzt fest H(w) := (Voo H(w, T). Weiters gibt es noch den Begriff der
streng zuléissigen Handelsstrategien. Diese erfiillen P(V*"(t) >0, V 0 <
t <T) = 1. Ihre Menge wird mit H (w,T) bezeichnet. Auch hier wird fest-
gesetzt: Hy(w) == (Voo He (w,T).

Wie man aus der obigen Darstellung der h;(-) in (6) erkennt, definiert jedes
Portfolio 7(-) eine Handelsstrategie h(-) € H, (w). Es gilt dann V() =
ywr(.). Jede von einem Portfolio erzeugte Handelsstrategie ist selbstfinan-
zierend. Das heifit, im Beobachtungszeitraum wird weder Geld hinzugefiigt
noch weggenommen.

Nun wieder zu den Portfolios. Betrachtet man den Wert des Vermégens
Vwr(4), so ergibt sich dafiir folgende Darstellung in Form einer stochasti-
schen Differentialgleichung:

T = om0 S = F O b0 + o ()

— b (H)dt + Ed: Trm(E) AW (1),

m=1

Natiirlich gilt V*7(0) = w. Dabei sind:

Oem(t) == > 0 mi(Q)oim(t)  flr m=1,...,d.

Dabei ist b, (+) die rate-of-return und die einzelnen o, (+) sind die Koeffizien-
ten der Volatilitdtsmatrix des Vermogensprozesses in Bezug auf das Portfolio
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Analog zu den obigen Berechnungen kann man nun wieder eine Losung und
auch eine logarithmische Darstellung zu der stochastischen Differentialglei-
chung, die den Vermégensprozess zu einem Portfolio 7 (-) modelliert, erhalten.
Aufgrund der Darstellung in (9) ergibt sich d (V%7 V™) = Zizl o2 (s)
(V¥ (s))% Damit kann nun die It6 - Formel angewandt werden und man
erhélt:

¢
1
log(V*™(t)) =logw + / md‘/w’”(s)

Betrachtet man nun den Term b, (s) — 3 S 07 . (5) genauer, so sieht man,

dass er sich folgendermaflen umformen lésst:
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= 200 + gt Ziﬁzm>Z%MWm@

_Zﬂz _|_ au z;z;’ﬂz 7T] Clzj )
- Zm(s)%(s) + %(Z i(s)ai(s) — ZZM(S)%(S)%(S‘))

=1 Yz (s)
Dabei ist v.(s) = > m(s)y(s) + vi(s) die Wachstumsrate des Portfo-

lios 7(-) und ¥2(s) = (X0, m()au(s) — Y, S, mils)m(s)ay (s) ist
die Uberwachstumsrate (excess growth rate) dieses Portfolios. Spiter wer-
den auch noch einige Figenschaften dieser excess growth rate behandelt. Wie
schon vorher wird v, (¢) aufgrund der folgenden Eigenschaft growth rate ge-
nannt:

1 T
Jim <long’”(T) —/0 %(t)dt> —0, fs (11)

Dies ist speziell dann erfiillt, wenn gilt:

) loglogT [* B
jim (2L [Cliatoar) <o, £

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die Eigenwerte des Prozesses der Kova-
rianzmatrix a(-) gleichméfliig beschriankt sind, wobei sie dabei vom Wert oo
abgegrenzt sind. Dies gilt, wenn folgende Ungleichung fast sicher und fiir eine
Konstante K € (0, 00) gilt:

fat)é =Eot)d () < K||E|)?, V t€[0,00) und £€R™  (12)

Zuletzt soll noch der Prozess der individuellen Kovarianzen der Stocks in
Bezug auf das Portfolio 7(-) betrachtet werden. Dieser Prozess wird mit
77(-) = (775())1<ij<n bezeichnet. Bezeichnet man nun mit e; den i-ten Ein-
heitsvektor in R", so gilt fiir die 775(-) folgende Darstellung:

ngr‘ (1) = Z (Oim (t) = Omm (t)) (Oan(t) — Orm (t))
m=1 (13)
= (7(t) — &) a(t)(m(t) — ¢;)

= aij(t) = azi(t) = az;(t) — are(t)
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In der letzten Zeile dieser Gleichung betrachtet man folgende Mengen:

ari(t) = Z mj(t)ai; (1),

Unre (1) 1= ZZ?Ti(t)aij(t)ﬂ'j(t) = Z(aﬁm(t))Q.

i=1 j=1 m=1

Die letzte dieser Mengen ist die Varianz des Portfolios 7 (-).

Fiir diese Werte gilt folgende Eigenschaft:
Zﬁ;(t)ﬂj(t) =0, 1=1,....,n
j=1

2.4 Das Marktportfolio

Nun zu dem wohl wichtigestem Portfolio, dem Marktportfolio. Es wird die
Annahme getroffen, dass jede Firma nur eine Aktie ausgegeben hat. Damit
ergibt sich fiir die einzelnen X;(t) die Interpretation, dass sie jeweils die Ka-
pitalisierung der i-ten Firma zum Zeitpunkt t angeben. Mdchte man wissen,
wieviel Kapital auf dem ganzen Markt vorhanden ist, so muss man diese ein-
zelnen Werte natiirlich addieren. Fiir die gesamte Kapitalisierung des Markt-
es X (t) ergibt sich somit die Darstellung: X () := X (¢) + --- + X,,(¢). Das
Marktportfolio ist nun das Portfolio, welches folgendermaflen definiert ist:

hs(t) = ))‘;((;) i=1,..

, . (14)

Das heif3t, die Gewichte des Marktportfolios entsprechen den relativen Kapi-
talisierungen der entsprechenden Firmen. Investiert man in dieses besondere
Portfolio, so entspricht dies einer Investition in den gesamten Markt in einem
zum Anfangskapital w proportionalen Ausmaf. Betrachtet man die Darstel-
lung dieser Gewichte in (14), so sieht man sofort, dass sie die Eigenschaften
eines Portfolios erfiillen, denn es gilt: 0 < p;(t) < 1 Vi = 1,...,n und

Dy ma(t) = 1.
Bezeichnet man nun analog zu dem vorhergehenden Kapitel mit V** das

Vermogen in Bezug auf das Portfolio j(+), so kann man auch in Bezug auf das
Marktportfolio die verschiedenen Darstellungen dieses Vermd&gensprozesses
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betrachten. Wie schon zuvor bei (9), gilt auch hier:

de - dX dX;(t)  dX(t)
Vwn(t) Z“’ : _Z X0t X0

=1

Man sieht also, dass der Wert des Vermdogens bei Betrachtung des Markt-
portfolios der gesamten Kapitalisierung des Marktes entspricht. Aufgrund
der bereits erwdhnten Figenschaften des Marktportfolios, kann man den
Vermogensprozess folgendermaflen darstellen:

VUr() = — X ().

Ebenfalls analog zu (9), erhélt man auch folgende Darstellung fiir den Ver-
moOgensprozess:

dlog V"M (t) = 7, (t)dt + Y 0um(D)dWin(t),  V(0) = w.

m=1

Auch die Gewichte des Marktportfolios kénnen mit Hilfe von stochastischen
Differentialgleichungen beschrieben werden. Mithilfe der Definition der Ge-
wichte in (14) und der Feststellung, dass d‘}/ﬁ f((tt)) = dXX((;;), erhilt man bei
Betrachtung der logarithmischen Darstellung von V**#(¢) und der X;(¢):

dlog pi(t) = (%:(t) = 7u(®)dt + > (0im(t) = 0 (£)) AW (t), i =1,....n.
" (15)

Eine dazu dquivalente Darstellung ist:

dpi(t)
pi(t)

= (3(t) = u(t) + 57h (1))t + Z Tim (t) = O (£)) AW (1).

Um zu zeigen, dass diese Darstellung wirklich dquivalent ist, muss man nur
die It6 - Formel anwenden und folgende Definition fiir 7//(¢), die analog zu
der vorherigen im Kapitel iiber Portfolios in (13) ist:

d (i, p7) (1) I <ij<n

h(t) = D (Oim ()= 0um (1)) (7jm () ~0yum(t)) = mOudt

m=1

anwenden.
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Definition 2.5 (Kohérenz) Fin Modell fir einen Finanzmarkt, wie in (1)
beschrieben, wird kohdrent genannt, falls gilt:

1 .
Th_rgoflogui(T)_O fs, Vi=1,...,n.
Die folgende Proposition und das dazugehoérige Korollar finden sich auch in

13].

Proposition 2.1 Bezeichnet M einen Markt mit n Stocks X4, ..., X,. Dann
sind dquivalent:

1. M st kohdrent
2. firi=1,...,n gilt: imy_, % fOT (%(t) — %(t))dt =0, f.s.

3. firi,j=1,...,n gilt: imy_ % fOT(%(t) — ’yj(t))dt =0, f.s.

Beweis:
1. = 2.
Angenommen der Markt ist kohdrent. Da sich die verschiedenen p;(t) folgen-
dermaflen darstellen lassen: p;(t) = V)ifit()t), ist die oben genannte Bedingung

fiir einen kohédrenten Markt dquivalent zu der Bedingung;:

lim 1 (log X;(T) —log V*(T)) =0, f.s.
T—oo T
Zusammen mit den Grenzwerten in (11) und (4) ergibt sich genau 2.
2. = 3.
3. folgt sofort aus Bedingung 2.
3. = 1.
Man betrachtet nun alle Prozesse und somit die Zufallsvariablen in Abhéngig-
keit von w € Q. Mit Hilfe der 3. Bedingung und (4), erkennt man, dass es
eine Teilmenge 2’ C Q geben muss mit P(Q') = 1, sodass fiir alle w € ' gilt:

1 T
lim T <logXi(T,w) —/ ’Mt,cu)dt) =0, i=1,....,n
0

T—o0

T—o00

1 (T
lim T/ (%(t,w)—’yj(t,w))dtzo, Lj=1,....n
0

Nun fixiert man ein w € €. Dann implizieren die zwei obigen Formeln fiir
j=1lund firi=1,...,n:

T—o0

1 T
lim T <logXi(T,w) —/ yl(t,w)dt> = 0.
0

14



Also gilt auch fiiri =1,...,n:

lim % <max (log Xi(T, w)) — /0 T%(t,w)dt> ~0.

T—oo 1<i<n

Dies ist jedoch dquivalent zu folgender Aussage:

lim <log(max XA(T,w)) — /0 ' yl(t,w)dt> ~0.

T—00 1<i<n
Fiir jedes t € [0, 00) gilt:

Xl(taw) < Xl(tvw) + e +Xn(taw) < nlrgag{ Xl(tvw)

Also gilt fiir t € [0, 00):

log X1 (t,w) < log V*¥*(t,w) < logn + log( max X;(t,w))

1<i<n

Da limp_, %logn = 0, folgt mit Hilfe der vorhergehenden Uberlegungen:

T—o00

1 T
lim T <logV“”“(T,w) —/ fyl(t,w)dt> = 0.
0

Damit ergibt sich schlussendlich:

T—o00

1
lim ?(log Xi(T,w) —log V**(T,w)) = 0.
Da dies fiir alle w € € gilt, folgt daraus, dass M kohérent ist. .

Korollar 2.1 Wenn alle Stocks in einem Markt M denselben Prozess der
Wachstumsraten haben, dann ist dieser Markt kohdrent.

Beweis:

Wenn alle Stocks dieselbe Wachstumsrate haben, dann ist die 3. Bedingung
der Proposition 2.1 automatisch erfiillt und somit ergibt sich, dass der Markt
M kohérent ist. u
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2.5 Das Verhalten eines Portfolios und niitzliche Ei-
genschaften

Die in diesem Kapitel behandelten Eigenschaften finden sich in [3] und in [6]
wieder.

Zuerst eine Definition, die im Folgenden hilfreich sein wird.

Definition 2.6 (relativer Riickgabewert eines Stocks) Der relative
Riickgabewert des i-ten Stocks in Bezug auf das Portfolio 7(-) ist ein Prozess:

X;(t)
() =1 <t .
K Og(vwm))‘ o

Lemma 2.2 Fir ein Portfolio ©(-) gilt fast sicher fir alle 1 < i,7 < n
fflnd fiir alle t € [0,00): 775(t) = 4 (RT,RT) (t) und es gilt speziell: 75(t) =
G (\BRT) (t) > 0. Die Matriz 7™(t) = (77;())1<i,j<n ist fast sicher nichtnegativ
definit. Ist die Kovarianzmatriz a(t) positiv definit, dann hat die Matriz der
relativen Kovarianzen 77 (t) fast sicher den Rang n-1 und ihr Annulatorraum

wird fast sicher vom Vektor w(t) aufgespannt.

Beweis:

Aufgrund der Gestalt der R7(t) und der logarithmischen Darstellung von
X;(t) und V7 (t) ergibt sich folgende stochastische Differentialgleichung fiir
die Darstellung der RT (¢):

dRZr (t) = (7i (t) - I (t)) dt + Z (Uim (t) — Orm (t)) dWm (t)

Aus dieser Gleichung folgen schon einmal die ersten zwei Behauptungen des
Lemmas. Da die (RT) (t) fast sicher nichtfallend sind, gilt fast sicher: 77 (¢) >
0.

Angenommen die Matrix a(t) ist positiv definit. Fiir jedes z € R” mit x # 0
und mit der Bezeichnung 7 := "7 | 2; gilt aufgrund der schon vorher in (13)
erwiihnten Definition der 77%(t):

27" = 2'a(t)x — 2na'a(t)w(t) + n*n’ ()a(t)w(t).

Ist n = 0, dann gilt 2’77 (t)x = 2'a(t)z > 0. Sei nun n # 0 und betrachtet
man den Vektor y := %, fiir den gilt Sy =1, sieht man, dass =227 (¢)x
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dquivalent ist zu:

Y (t)y = y'a(t)y — 2 a(t)w (1) + 7' (t)a(t) (1)

= (y—7(1) a(t) (y — (1))

Dies ist genau dann 0, wenn y = 7(¢), bzw. wenn x = nm(t). .

Lemma 2.3 Sind 7(-) und p(-) zwei Portfolios, dann gilt fiir den Quotienten
der jeweiligen Vermdgensprozesse:

VE(t) Xi(t)
dl t)dt ()dl1 .
. <w<t>> *Z” o <w<t>
Betrachtet man statt des zweiten Portfolios p(-) speziell das Marktportfolio

w(+), also den relativen Rickgabewert des Portfolios w(-) in Bezug auf den
Markt | so gilt:

dlog G;Wg) = 7R (t)dt + Z mi(t)d log s (t)

= () - dt+Z mi(t t)) dlog ui(t).

Beweis:

Fiir den ersten Teil des Beweises soll angenommen werden, dass die erste
Formel dieses Lemmas korrekt ist und es wird sich nach einigen Umformun-
gen zeigen, dass sie sich auf eine andere simple und richtige Darstellung fiir

log <“7(t)) zuriickfithren liasst. Man geht also davon aus, dass:

Z0)
dlog (gig;) t)dt + Zm )dlog (fp%) .

Mit Hilfe des Wissens aus den vorhergehenden Kapiteln erkennt man, dass
gilt:

dlog (é;—ii;) = (i(t) — 7,(¢)) dt + 7,; (Oim(t) — Tpm(t)) AW (1).
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Setzt man dies nun in die obige Gleichung ein, so sieht man:

o (2403 ) =200+ 3 m0) (ult) = (o)

= (%T(t) + ) milt) (ilt) - %(ﬂ)) dt

3 (Gim(t) = T (£) AW (1)
=320+ (0 - S mlt)(0) Ja

+> (Z Ti(t)oim (1) — Z mi(t) Upm(t)> AW, (1)

= (3 () = () dt+ D (Oam(t) = Tpm(t) AW (1)

Gesamt gilt also dlog ( ) = dlog V7 (t) — dlog V*(t), was offensichtlich
ist.

Die erste Gleichung bei Betrachtung des Marktportfolios als zweites Portfolio
ergibt sich einfach durch Ersetzen von p(-) in der ersten Gleichung dieses
Lemmas durch p(-). Wiederholt man auch noch die Darstellung von d log p;(t)
n (15), sieht man dies sofort. Mit Hilfe dieser Darstellung kann man auch

beobachten, dass gilt:

> ni(t)dlog it Z pa(t) (1) = 9u(t)) dt = = (t)dt

Lemma 2.4 Fir zwei Portfolios w(-) und p(-) gilt die Numéraire - Invarianz
FEigenschaft:

110~ (Somtrt - XY mtmr).

=1 j=1
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Bei Verwendung der schon vorher erwihnten Eigenschaft Y77 77 (t)m;(t) =
0 fire=1,...,n erhdlt man folgende Darstellung fiir die excess growth rate:

n

36 = 5 S mAT)

=1

Die Uberwachstumsrate ist also der gewichtete Durchschnitt der Varianzen
TX(t) der einzelnen Stocks in Bezug auf das Portfolio w(-). Sind die Gewichte

des Portfolios () alle nichtnegativ, so gilt v:(t) > 0 fir alle t € [0,00). Gilt
sogar 0 < mi(t) < 1Vi=1,...,n, dann ist yi(t) > 0.

Beweis:
Mit Hilfe der in der Definition der 775(¢) in Kapitel 2.3 in (13) verwendeten
Darstellung erhilt man die folgenden zwei Gleichungen:

Z milt Z mi(t)ai(t) — 2 Z Ti(t)ai(t) + a,,(t)

n n

PP BEICEAVEIDED B BETOMOET —2Zm api(t) + gy (1)

i=1 j=1

Damit ergibt sich die erste Gleichung dieses Lemmas. Da 77 (¢) > 0 gilt, folgt
sofort v (t) > 0.

Wenn 0 < m;(t) < 1Vi=1,...,n und Vt € [0,00), so miissen mindestens
zwei der Gewichte grofier als 0 sein. Daher ist 77 (¢) fiir alle ¢ € [0, 00) fast
sicher nichtnegativ definit und hat Rang n — 1. Es gilt fiir ¢ = 1,...,n und
t € [0,00):

7i(t) = ;7™ (t)e; > 0,

(23

wobei e; der i-te Einheitsvektor in R™ ist. Da der Rang der Matrix 77(¢) n—1
ist, gilt in obiger Gleichung wenigstens fiir einen Wert ¢ sogar Gleichheit. Da
wie schon erwihnt zwei der Gewichte des Portfolios positiv sein miissen, ist
vi(t) aufgrund der in diesem Lemma verwendeten Darstellung positiv. ]

Bemerkung 2.1 Betrachtet man die obige Darstellung fir ~v:(t) fir das
Marktportfolio, dann gilt () = 5> pi(t)7)i(t). Die rechte Seite dieser
Gleichung ist der mit den Marktgewichten gewzchtete Durchschnitt der Vari-
anzen der einzelnen Stocks. Man kann die Uberwachstumsrate somit als ein
Map$ fiir die Volatilitit des Marktes verstehen.
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Bemerkung 2.2 Mit Hilfe der neuen Darstellung der v:(t) in der Numéraire
- Invarianz Eigenschaft erhdlt man auch eine weitere Darstellung fir den re-

lativen Riickgabewert eines Portfolios dlog (“;28)

vV (t) it
dlog(m)zzm ; ——(sz (¢ )dt

i=1 i=1 j=1

Dass dies eine dquivalente Darstellung zu der bereits bekannten ist, kann man
leicht nachweisen, denn es gilt:

dlog (“;:8) => 28 dp;(t) — % (Z Zm(t)wj(t)rg(t)) dt

=1 i=1 j=1

— Zm (dlogm( ) + ;ru( )) — % (ZZm(t)wj(t)nZ‘-(t)> dt

i=1 j=1

= ys(t)dt + Y mit)dlog i (t).

1=1

Lemma 2.5 Der Markt sei nichtdegeneriert. Dann gilt fiir jedes Portfolio
7w(:) firi=1,...,n und firt € [0,00):

() 2 e (1- (1)

Beweis:

Um obige Ungleichung zu zeigen, muss man sich auf die Darstellung der 77 (¢)
in (13) und die Eigenschaft des Marktes, nichtdegeneriert zu sein, berufen.
Dann gilt ndmlich:

(1) = (7 (t) — e5) a(t) (n(t) — €)

> ellm(t) — el

- (1—7@ ) mt )

JFi

Daraus folgt sofort die Aussage dieses Lemmas. .

Bemerkung 2.3 Mit Hilfe des vorhergehenden Lemmas folgt sofort:

() > e (1 =7y (1) (16)
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Lemma 2.6 Angenommen der Markt ist gleichmdflig beschrinkt. Dann gilt
fir jedes Portfolio w(-) mit m;(t) > 0 (long-only Portfolio), firi=1,...,n
und fir t € [0,00):

Ti(t) < M (1= m(t)) (2= m(t)) .

Beweis:

Analog zu dem vorherigen Beweis erhélt man auch in diesem Fall aufgrund
der Darstellung der 77(¢) in (13) und da der Markt gleichméBig beschriankt
ist, folgendes:

J7#i

<M ((1 —m(0) + Zw)
J#i

= M (1 - (1)) 2 - m(0)

Lemma 2.7 Sei der Markt nichtdegeneriert und m(+) ein long-only Portfolio,
dann qult:

(1= 7my(1) -

DO | ™

Yy >

Beweis:
Wie schon erwihnt gilt: 72 (t) = 5 >0 | m(t)77 (¢) und da das Portfolio long-
only ist, gilt folgende Abschitzung:

Y (t) > %Zm(t) ((1 —mi(t)* + Zﬂ?(t))

JFi

(Zm(t) 1 —m(t +Z7T (1 = ( )))

1=1

:—Zm (1 —m(t))

. T—

N | ™

v
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Bemerkung 2.4 Gilt fiir den Markt zo(t)x’ < M||z||* firt € [0,0c) und
z € R" und ist m(-) ein Portfolio, sodass fiir die Gewichte gilt: 0 < m;(t) < 1
firt € [0,00) und x € R", dann ezistiert ein ¢ > 0, sodass gilt:

r(t) < 1— 7 (8) (17
Fin Beweis zu dieser Abschdtzung findet sich in [3] auf Seite 29.

Lemma 2.8 Angenommen der Markt ist gleichmajf$ig beschrdinkt. Dann gilt
fir jedes long-only Portfolio w(-) und firt € [0,00):

Ya(t) < 2M (1= 7y(1)) -

Beweis:
Auch diese Ungleichung liisst sich mit der Darstellung () = £ >0, mi (8)75 (2)
zeigen, denn dann gilt:

Yr(t) < MZM(??) (1 —m(t))
=M (W(l)(t) (1 =7y ®) + D 7w (t) (1 — 7 (t))>

M ((1 — W(l)(t)) + Zﬂ'(m(f))

2M (1 = 7y (1))

IN
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3 Diverstitit und relative Arbitrage

3.1 Diversitat

Diversitét ist eine der moglichen Eigenschaften des Kapitalmarktes. Man
sagt, ein Markt ist divers, wenn nicht die gesamte Kapitalisierung nur auf
eine Firma bzw. einen Stock konzentriert ist. Dies ist eine durchaus sinnvol-
le Forderung an das Modell fiir den Kapitalmarkt, da auch in den meisten
Staaten Gesetze vorhanden sind, die verhindern wollen, dass es zu Kartellen
kommt oder das ein Unternehmen eine Monopolstellung erhilt. Die Diver-
sitdt gibt an, wie gut das Kapital auf dem ganzen Markt verteilt ist. Wie sich
jedoch noch im Laufe der nichsten Kapitel zeigen wird, kénnen in diversen
Mairkten Arbitragemoglichkeiten existieren. Nun noch zu einer mathemati-
schen Modellierung dieses Begriffes:

Definition 3.1 (Diversitdt) Man nennt ein Model M fir einen Kapital-
markt, wie in (1) beschrieben, divers im Zeitraum [0,T], wobei gilt T > 0,
wenn fir die nach der umgekehrten Ordnungsstatistik geordneten Gewichte
des Marktportfolios gilt:

,u(l)(t)<1—5, §€(0,1),Vtel0,T]
M wird schwach divers genannt, wenn auf [0,T] fir § € (0,1) gilt:

1 T
—/ ,u(l)(t)dt <1-46, fs.
T Jy

M ist gleichmdfig schwach divers auf [Ty, 00), wenn es ein Ty > 0 und ein
§ € (0,1) gibt, sodass fir jedes T € [Ty, 00) die Bedingung fir schwache
Diversitdt erfillt ist.
Man sagt M ist asymptotisch schwach divers, wenn fir ein 6 € (0,1) fast
sicher gilt:

1 /7
lim sup —/ pay(t)dt <1 —46.

T Jy

T—o0

Bemerkung 3.1 FEs gibt fir die in der obigen Defintion verwendeten Be-
dingung fir Diversitit eine dquivalente Bedingung (es wird wieder der Zeit-
raum [0, T] betrachtet) fir den Fall, dass der Markt nichtdegeneriert und
gleichmdf$ig beschrdinkt ist. Diese lautet fiir Diversitdt:

%) =2¢ ¢>0,0<t<T
Betrachtet man die Bedingung fiir schwache Diversitit, so ist dazu dquivalent:

1

T
f/o VB> ¢ C> 0.
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Beweis:

Der Beweis soll nun nur fiir die Bedingung der Diversitidt gezeigt werden.
Zuerst soll diese Aquivalenz ausgehend von der in der Definition genannten
Bedingung gezeigt werden. Da der Markt nichtdegeneriert ist gilt: v (t) >

3 (1 — u(l)(zf))2 fast sicher fiir ein ¢ € [0,00). Nimmt man an, dass der Markt
divers ist, so gilt:

M(l)(t) <1l—-0 <= 6§1—u(1)(t), te [0,00)

Setzt man dies nun in die Bedingung fiir einen nichtdegenerierten Markt ein,
so erhélt man sofort die in der Bemerkung erwihnte dquivalente Darstellung:

ult) 2 0%, tef0,00).

Nun muss diese Aquivalenz noch in die andere Richtung gezeigt werden.
Dafiir geht man davon aus, dass der Markt gleichméflig beschrinkt ist und
dass es ein ¢ > 0 gibt, sodass gilt: v; () > ¢. Wie schon im vorhergehen-
den Kapitel iiber das Verhalten und die Eigenschaften von Portfolios in (17)
erwéhnt, gilt in einem gleichmafBig beschrénkten Markt 7(1)(¢) < 1 — evz(?)
fiir ein € > 0. Somit ergibt sich gesamt fiir ein ¢ € [0, 00):

pey(t) <1 —ey(t) <1-eC

Der Markt ist also divers. "

Proposition 3.1 Haben alle Stocks in einem Markt dieselbe Wachstumsrate
y(t) == v(t) Yi=1,...,n, dann gilt:

1 (T
lim —/0 v, (t)dt =0, f.s.

T—oo T

Ein Markt mit gleichen Wachstumsraten fiir die Stocks kann also nicht divers
sein und auch nicht schwach divers.

Beweis:
Da alle Stocks im Markt dieselbe Wachstumsrate haben, ist der Markt, wie
vorher schon gezeigt wurde kohérent. Deshalb gilt auch:

lim %/0 (V(t) = yu(t)) dt = 0, Fos.

Aufgrund der schon vorher erwéhnten Darstellung fiir v,(¢) und der gleichen
Wachstumsraten gilt:

Tu(t) = Z pa(t)yi(t) + 7, () = (1) + 7, (1),
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Daraus folgt die Gleichung fiir den Grenzwert aus dieser Proposition. Be-
trachtet man die in der vorhergehenden Bemerkung beschriebene Bedingung
fiir Diversitét, erkennt man sofort, dass der Markt nicht divers sein kann. =

Bemerkung 3.2 Angenommen der Markt ist gleichmdf$ig beschrdinkt und
nicht degeneriert und alle Stocks in diesem Markt haben konstante Wachs-
tumsraten, die jedoch nicht gleich sein miissen, dann kann dieser Markt auf
langen Zeitintervallen nicht divers und auch nicht schwach divers sein.

3.2 Relative Arbitrage

Arbitrage ist eines der Hauptthemen in der Finanzmathematik. Unter Ar-
bitrage versteht man einen risikolosen Gewinn, den man durch geschicktes
Handeln auf dem Markt erreicht. Das heifft, man macht Profit ohne eigenes
Kapital investieren zu miissen und ohne Risiko. Es wird meist die Hypothese
getroffen, dass keine Arbitragemoglichkeiten existieren. Im Folgenden wird
relative Arbitrage betrachtet, ein dazu dhnlicher Begriff.

Definition 3.2 (Relative Arbitrage) Betrachtet man zwei Portfolios 7(+)
und p(-), die beide dasselbe Anfangskapital V™(0) = V*(0) = 1 haben, so
nennt man 7 (-) eine Arbitragemdglichkeit relativ zu p(-) auf einem Zeitinter-
vall [0,T] mit T > 0, falls gilt:

P(V™(T) > V*(T)) =1 und P(V(T) > V*(T)) > 0.

Man spricht davon, dass w(-) eine starke Arbitragemdiglichkeit relativ zu p(-)
darstellt, falls gilt:

P(V™(T) > VP(T)) = 1.
Man sagt, dass 7(+) eine langfristige hohere Wachstumsmdaglichkeit relativ zu
p(+) ist, wenn fast sicher gilt:

a1 V™ (T)
UEY —
L '_I%g}leog< P(T)) > 0.

Bemerkung 3.3 Friher wurde der Begriff der relativen Arbitrage etwas
anders definiert. Man ging davon aus, dass es eine Konstante ¢ > 0, die
abhdingig von m, p und 1T ist, gibt, sodass gilt:

P(VT(t) > qVP(t), YO <t < T)=1.

C. Kardaras zeigte jedoch, dass, wenn es ein Portfolio gibt, dass die Bedin-
gungen der Definition der relativen Arbitrage erfillt, es auch ein Portfolio
qibt, dass diese Bedingungen und auch die Bedingung aus dieser Bemerkung
erfillt.
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3.2.1 Strikte lokale Martingale

Angenommen es existiert ein Marktpreis des Risikos oder ein relatives Risiko
0 : [0,00) x Q — R% Dies sei ein stochastischer Prozess, der progressiv
messbar beziiglich F ist und der die zwei folgenden Bedingungen fiir alle
T € (0, 00) erfiillt:

s =b(t) —r(t)] Y 0<t<T,

T
/ 16(4)|2dt < co.
0

Hat die Volatilitdtsmatrix o () vollen Rang n, so kann man 6(t) auch definie-
ren als 0(t) = o' (t) (o(t)o’(t)) " [b(t) — r(t)I]. Dabei ist wieder I = (1,...,1)’
der n-dimensionale Spaltenvektor, dessen Eintréige alle den Wert 1 haben.

Mit Hilfe dieses Prozesses kann man durch die folgende Darstellung ein ex-
ponentielles lokales Martingal und Supermartingal definieren:

20 = e {= [[#awe) -1 [werasf. osi<o a9

Dieser Prozess ist ein Martingal, falls fiir alle 7' € (0, 00) gilt: E(Z(T)) = 1.
Weiters kann man mit dem Prozess des relativen Risikos auch eine verscho-
bene Brownsche Bewegung definieren, durch:

W(t):=W(t) + /tﬁ(s)ds, 0<t<oo.

Proposition 3.2 Betrachtet man einen Markt, der wie in (1) beschrieben
ist, die Integrabilititsbedingung in (2) erfillt und gleichmdfSig beschrankt ist,
und nimmt man an, dass fir ein T > 0 und ein Portfolio p auf dem Inter-
vall [0, T] Arbitrage relativ zu p mdglich ist, dann ist der oben beschriebene
Prozess Z(-) ein striktes lokales Martingal mit E(Z(T)) < 1.

Beweis:

Dieser Beweis wird durch Herleiten eines Widerspruchs durchgefiihrt. Al-
so nimmt man zuerst an E(Z(7)) = 1. Mit Hilfe des Satzes von Girsanov
sieht man, dass Qr(A) := E(Z(T)1a), A € F(T) ein zu P &dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaf ist, unter dem der oben definierte Prozess /W(t) fiir
0 <t < T eine Brownsche Bewegung ist. Betrachtet man nun die diskontier-

ten Stockpreise );i((,')) fiir ¢ = 1,...,n unter diesem Wahrscheinlichkeitsmafl
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Qr, so sieht man, dass diese positive Martingale auf [0, 7] sind, denn der
Markt ist gleichméfiig beschriankt und es gilt folgende Darstellung fiir sie:

d

+(5w) = (B ) 22 oottt

Man sagt also, das Qr ein dquivalentes Martingalmafl zu P ist. Betrachtet
man nun den diskontierten Vermogensprozess ‘;(g) fir 0 <t < T, wobei
V7™(0) = 1, so sieht man, dass auch dieser ein Martingal ist, denn es gilt:

d <2‘T(tt))> = (%) 7)o () dW (L)

Bezeichnet man mit A(¢) die Differenz A(t) := w fir0 <t <T,
dann sieht man, dass auch dies ein Martingal ist, fiir ein Portfolio p(-) mit
VP(0) = 1. Es gilt Eg,.(A(T)) = A(0) = 0. Betrachtet man jedoch die
Definition von relativer Arbitrage, so miisste gelten: Qp (A(7') > 0) = 1 und
Q7 (A(T) > 0) > 0. Dies steht aber im Widerspruch zum eben Gezeigten. =

Im Folgenden werden die herabgesetzten (deflated) Stockpreis- und Vermo-
gensprozesse betrachtet. Diese haben fiir 0 < ¢ < T und fiir eine zulédssige
Handelsstrategie h € H(w) fiir ein Anfangskapital w folgende Darstellung:

Ri(t) = %Xi(t), i=1,.. ..,
w,h :@ w,h
PeA(e) = )

Das ergibt folgende stochastische Differentialgleichungen:

d)?z(t) = )?z(t) Z (Uim(t) - gm(t)) dWm(t)v )?z(o) = Ly, (19)

m=1

dVeh(t) = (%au)—vwvh(we’(ﬂ) dw(D), VN0)=w. (20)

Diese Prozesse sind sogar nichtnegative lokale Martingale und Supermartin-
gale unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf§ IP.
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Bemerkung 3.4 Unter den Voraussetzungen der vorhergehenden Proposi-
tion mit dem Marktportfolio pu(-) anstelle des Portfolios p(-), kann aufgrund
der beiden vorhergehenden stochastischen Differentialgleichungen in (19) und
(20) gezeigt werden, dass die Prozesse X;(t) fir 0 <t < T alle strikte lokale
Martingale und auch strikte Supermartingale sind. Fir jedest1 =1,...,n gilt:

E ()?i(T)) < .
Ein Beweis dazu findet sich in [6] S. 20.

Bemerkung 3.5 Sei M ein Markt, wie in (1) beschrieben, der die Inte-
grabilititsbedingung (2) erfillt und gleichmdfig beschrinkt ist. Angenom-
men es existiert ein T > 0 und ein Portfolio p(-), sodass Arbitrage rela-
tiv zu p(-) auf dem Zeitintervall [0,T] mdglich ist. Dann ist der Prozess
Vee(t) = ZOywe(t) fiir 0 < t < T ein striktes lokales Martingal und ein

B(t)
striktes Supermartingal. Es gilt:

E (VW(T)) < w.
Ein Beweis dazu findet sich in [6] S. 19.

Proposition 3.3 (Nichtexistenz eines dquivalenten Martingalmafles)
In einem Marktmodel wie in (1) beschrieben, dass gleichmdifSig beschrinkt ist
und die Integrabilititsbedingung (2) erfillt, kann es kein dquivalentes Martin-
galmaf auf dem Zeitintervall [0, T| geben, wenn die Filtration F des filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraumes die von der Brownschen Bewegung W (-) erzeugte
Filtration TV ist.

Beweis:

Angenommen es gilt F = FY. Auch dieser Beweis wird so gefiihrt, dass
ein Widerspruch hergeleitet wird. Es wird also auch angenommen, dass es
ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q gibt, das dquivalent zu P ist. Aufgrund der
Martingaldarstellungseigenschaft der Brownschen Bewegung gilt: %| F) =
Z(t) fiir 0 < t < T. Dabei ist dieser Prozess (Z(t))o<i<r wieder von der in
(18) beschriebenen Gestalt, fiir ein 6(-), das progressiv messbar ist und fiir
das fast sicher gilt: fOT 10(1)||?dt < oo. Mit Hilfe der 1t6 - Formel erhilt man

somit folgende Darstellung fiir die X;(t):

dX;(t)
Xi(t)

= (bi(t) —r(t) =) aim(t)em(t)) dt+ > (Oim(t) — O (1) AW (1)
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Wenn nun Q ein dquivalentes Martingalmaf ist, dann miissten alle )?Z(t) auf
dem Zeitintervall [0,7] P-Martingale sein. Dies fiihrt zu der schon vorher
erwihnten Eigenschaft von 0(-), dass gilt: o(¢)0(t) = b(t) —r(t)I V0O <t < T.
Wiederholt man nun das Argument aus Proposition 3.2, so erhilt man einen
Widerspruch zu der Existenz der relativen Arbitrage auf [0, 7. .

Wird also die Filtration des filtrierten Wahrscheinlichkeitsraumes von der
Brownschen Bewegung erzeugt, so kann in dem Marktmodell kein dquivalentes
Martingalmaf existieren. Dies ist jedoch kein Problem. In [6] kann man auf
den Seiten 27 - 31 nachlesen, wie man dennoch Nutzenoptimierungen und
ahnliches durchfithren kann. Im Bereich der Arbeit ohne dquivalenten Mar-
tingalmaf gibt es jedoch auch noch einige offene Fragen, die in [6] ebenfalls
angefiihrt werden.

3.2.2 Den Markt iiberbieten

Fiir dieses Kapitel und auch fiir den folgenden Gebrauch soll nun eine rechts-
stetige nichtwachsende Funktion f definiert werden. Diese hat folgende Ge-

stalt: . 200
t
t) = ——E =—=X(¢ 0<t < o0
10 = 38 (Fgx0) . 0st<os
Angenommen relative Arbitrage existiert in diesem Markt auf einem Zeitin-
tervall [0, 7], wobei T' > 0. Betrachtet man nun die Eigenschaft der X, (¢) in
Bemerkung 3.4, so sieht man, dass gelten muss:

f(0y=1> f(T) > 0.

Bemerkung 3.6 Es gelte auf dem betrachteten Wahrscheinlichkeitsraum F =
FY. Weiters sei d = n und die Volatilititsmatriz o(-) sei invertierbar. Be-

zeichnet man nun mit R(T) den mazimalen Riickgabewert relativ zum Markt,

den man mit Hilfe von Handelsstrategien h(-) € H(1,T) auf dem Zeitintervall
[0, T] erreichen kann, also:

R(T) := sup {r > 0|3h(-) € H(1,T), sodass >r f.s.} :

dann gilt folgender Zusammenhang mit der oben definierten Funktion f:
1
R(T) = —.
f(T)
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Bemerkung 3.7 FEs gelten wieder dieselben Voraussetzungen wie in der vor-
hergehenden Bemerkung. Es existiere wieder relative Arbitrage auf einem
Zeitintervall [0, T, diesmal jedoch fiir jedes T € (0,00). Sei ein r > 1 gege-
ben, so kann man die kiirzeste Zeit, die man bendtigt um einen Rickgabewert,
der mindestens das r-fache des Marktes betrigt, mit T(r) bezeichnen und
erhdlt folgende Darstellung:

T(r) :=inf {T € (0,00)|3h(-) € H(1,T), sodass > fs} :

Dieser Wert lisst sich mit Hilfe der Funktion f auch auf folgende Weise
darstellen:

1
T(r)= inf{T € (0,00)|f(T) < —} .
T
Bemerkung 3.8 Angenommen es existiert eine Funktion u : [0,00) —

[0, 00), die strikt wachsend ist. Weiters seien eine ZahlT > 0 und ein Portfo-
lio p(-) gegeben. Gilt fir jedes Portfolio w(-): E (w(V™(T))) < E(u(V*(T))),
so ist es nicht mdglich, dass Arbitrage relativ zu p(-) auf dem Zeitintervall
[0,T] existiert.

Es ist relativ einfach dies zu begrinden. Angenommen es gibt ein Portfolio
v(-), das eine Arbitragemdglichkeit relativ zu p(-) darstellt. Dann gilt fir die-
ses Portfolio: E (w(V¥(T))) > E (uw(V?(T))), was aber im Widerspruch zu der
obigen Ungleichung steht.

3.3 Ein diverses Marktmodell

Da nun die Eigenschaft der Diversitédt ausreichend erldutert wurde, stellt sich
die Frage, wie denn ein diverser Markt aussieht bzw. wie man so ein Markt-
modell konstruieren kann. Dies wird speziell in [5] ausfiihrlich behandelt.
Zuerst geht man davon aus, dass eine Zahl ¢ € (0, 1— M(1)(0)) gewdhlt wird
und es stellt sich die Frage, wann fiir ¢ € [0, c0) fast sicher gilt: ju1)(t) < 1-9.
Diese Eigenschaft garantiert, dass der Markt divers ist.

Fiir die folgenden Uberlegungen, gilt die Annahme, dass T <p(0)<1-46
und es wird definiert:

S:=inf{t > 0|pu(t) >1-4}

R := inf {If >0 ,U(l)(t) <

DN | =

und
Spi=inf {t > 0| py(t) > 1 -6},
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wobei 6, = & + 1, fiir alle geniigend grofie k.

Damit der Markt divers ist, muss die folgende Bedingung erfiillt sein:

limsup P (S, < R) =0,
k—o0
denn es gilt:
P(S < R) <limsupP (S, < R) =0.
k—o0
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, gilt auch fiir ¢ € [0, co) fast sicher: p1)(t) <
1 — 6. Der Markt ist dann also divers.

Satz 3.1 Angenommen auf der Menge {% < p(t) <1 - 5} qilt:
Y Z02yw(t), VE=2....n

wobei Q(t) = log (u;gt))‘ Dann ist p1y(t) < 1=6 undlimsup,_, P (Sk < R)

= 0. Der Markt ist also auf jedem gegebenen endlichen Zeitintervall [0, T di-
vers und es gilt fast sicher fOT Q?(t)dt < oc.
(Ein Beweis findet sich in [5] auf Seite 10.)

Bemerkung 3.9 Nun zu dem in Kapitel 1 beschriebenen Marktmodell. Ge-
geben sei wieder eine Volatilititsmatriz o(-) = (045)1<i<n1<j<d mit ][] <
o(t)o'(t)E < M||E|)? fir t € [0,00), & € R™ und Konstanten M > ¢ > 0.
Weiters sei ein nichinegativer Vektor g = (g1, ...g,)" gegeben. Dann gilt fir
den Prozess der Stockpreise X (-) = (X1(),..., Xu(+))" des Marktes:

M Lo, (X(1))

dlog X;(t) = | gilos(X(t)) — 5 (1—5 s X(t))
08 \ X701y 2uj=1-%J

dt

d
+ ) Oim (AW (2).
m=1
Dafiir werden die folgenden Mengen definiert:

O, := {x € (0,00)" |#1 > max xj},

2<j<n
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O, = {x € (0,00)" |z, > max Ij}

1<j<n—1

und firt=2,...,n—1

O;:=qx€(0,00)"|z; > max z;, x> max ;.
1<j<io1 i+1<<n

Fiir die Riickgaberate gilt dann firi=1,... n:
M Lo, (X (1))
O log (£35S0 X,(0))

Bemerkung 3.10 In dem vorhergehenden Satz, kann die Bedingung

M
>

min v (t) — v(1)(t) + 6Q(t)

2<k<n

ersetzt werden durch die Bedingung

. S
i (0 =) + 3

wobei F' : (0,00) — (0,00) eine stetige Funktion ist, sodass fir die dazu-
gehorige Skalenfunktion

Ulz) = /1 exp {— /1yF(z)dz] dy, 0<x< oo

gilt: U(0+) = —oo. Zum Beispiel kann man die Funktion F(x) = % 2USam-

men mit der Funktion U(z) = logx verwenden.
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4 Von Funktionen erzeugte Portfolios

Es besteht die Moglichkeit Portfolios mit Hilfe von Funktionen zu erzeugen.
Welche Bedingungen solche Funktionen erfiillen miissen oder wie dann die
Gewichte der erzeugten Portfolios aussehen, soll in diesem Kapitel erldutert
werden. Von Funktionen erzeugte Portfolios werden auch im néchsten Kapitel
eine Rolle spielen.

4.1 Funktionen, die Portfolios erzeugen

Zuerst stellt sich die Frage, wann man sagen kann, dass eine Funktion ein
Portfolio erzeugt. Dies lisst sich anhand der folgenden Definition erldutern.

Definition 4.1 Man sagt eine positive stetige Funktion S, definiert auf A",
erzeugt ein Portfolio 7(-), wenn es einen messbaren Prozess © von beschrinkter
Variation gibt, sodass firt € [0,T)] fast sicher gilt:

log <“;:Eg> =log S(u(t)) + O(%).

FEine dazu dquivalente Darstellung ist:

Vr(t)
dl = dlog S(u(t)) + dO(t).
o8 (1ntg) ) = 10w S((0) + (1)
Im Zusammenhang mit der obigen Definition nennt man S die erzeugende
Funktion von = (-). Ebenso nennt man (-) von einer Funktion erzeugt. Der
Prozess (O(t))sco,r7 wird der Driftprozess in Bezug auf S genannt. Dieser

Prozess ist sogar stetig und adaptiert, da auch log (gzgg) und log S(1(t))

stetig und adaptiert sind.

Im Folgenden wird mit D; die Ableitung nach der i-ten Variable bezeichnet.
Dementsprechend ist D;; die zweifache Ableitung nach der i-ten und dann
nach der j-ten Variable.

Satz 4.1 Sei S: U — (0,00) eine positive C* - Funktion. Dabei sei U eine
offene Umgebung von A%. Diese Funktion sei dergestalt, dass die Abbildung
x — x;D;log S(x) beschrankt auf U ist fir alle i = 1,...,n. Dann erzeugt
die Funktion S ein Portfolio w(-) mit den Gewichten:

mi(t) = (Di log S(u(t)) + 1~ 3 ;1) D, logsm(t))) wt), (1)

J=1
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fir t € [0,T] und i = 1,...,n. Der Driftprozess (O(t))icpo,r] st dann in
folgender Weise gegeben:

dO(t) = Z Dy S(u(t)) i () i ()71 (2)dt.

1,j=1

Beweis:

Aufgrund der Darstellung von (©(t)):cjo,r) erkennt man, dass der Driftpro-
zess von beschriankter Variation ist. Es ist zu zeigen, dass Y ., m;(t) = 1 und
dass die Bedingungen an S sicherstellen, dass 7(-) auch wirklich ein Portfolio
ist.

Wie aus der Darstellung fiir die Marktgewichte, die im zweiten Kapitel erortert
wurden, ersichtlich ist, gilt fast sicher d (u;, p1;), = pi(t)p; (t) 75 (t)dt fiir t €
[0, T]. Mit Hilfe dieser Formel und der It6 - Formel erhélt man Fiir ¢ € 10,77:

dlog S(u ZD log S(pu(t))dps (t)

+3 L™ D o S(a(0) (1) (07 (1)t

1,j=1
Fiir ein z € A7} gilt:
Dy;S(x)
S(x)

Verwendet man dies nun, so kann man eine andere Darstellung fiir dlog S(p(t))
erhalten und man sieht, dass fast sicher fiir ¢ € [0, 7] gilt:

D;jlog S(x) = — D;log S(z)Djlog S(x).

dlog S(u ZD log S(p(t))du;(t)

Z DS (p(t)) pa(t) g () T () it

——ZD log S (1(1)) D; 10g S (1)) (£) 15 (1)1 ().

Wie schon vorher in der Definition eines von einer Funktion erzeugten Port-
folios erwihnt, soll gelten:

dlog G:Ei;) = dlog S(u(t)) + dO(t).
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Damit dies erfiillt ist, miissen die Teile des lokalen Martingals von log ( vo(t 3)

Vet
und log S(u(t)) gleich sein. Fiir log (W(t)> gilt fast sicher fiir ¢ € [0, 77:

(1)
dlog( ) Zm )dlog ;(t) + i (t)dt

t
N Z Z (i) dppi(t) = % > w6y ()7l (bt

2,5=1

Nun definiert man fiir ¢ € [0, 7] die folgende Funktion:

p(t) =1 =Y n;(t)D;log S(u(t)),

=1

und setzt mit Hilfe dieser Funktion fest:

mi(t) = (Dilog S(u(t)) + (1)) mi(t).

Dann ist die Summe dieser Gewichte 1, denn:

n

> mi(t) = pwa(t)Dilog S(u(t)) + (t) = 1.

=1 =1

Damit ist schon einmal gezeigt, dass mit Hilfe der in diesem Satz verwendeten
Formel (21) wirklich Gewichte fiir ein Portfolio erzeugt werden kénnen.

Fiir den weiteren Beweis wird wieder die gerade definierte Funktion ¢(t)
verwendet. Mit Hilfe dieser Funktion erhilt man fiir ¢ € [0, T7:

n

Z t ZDlogS ))dpi(t) + ot Zd,uz

,uzt

—ZD log S(p(t))dpu;(t),

denn es gilt: > du;(t) = 0. Daher sind die Teile des lokalen Martingals

von log (“;:gg) und log S(u(t)) gleich.

Verwendet man fiir die m;(¢) die im Satz verwendete Darstellung, so ergibt
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sich, da u(t) im Annulatorraum von 7#(¢) ist:

Z mi(t)m; (t Z Dilog S(pu(t))D; log S(u(t)) i (t) s ()75 (t)

+ 20(t ZD log S(1u()) i (8) s (£) T (2)
“(t) Z pi(t) s () 745 ()
—ZD log S(u(t))Djlog S(u(t))pi(t)p; (8)755(t).

Daraus folgt fiir ¢ € [0, T

dlo( i) ZDlogS ))dpi(t)

— = Z Dilog S(u(t)) Djlog S () pa(t) py (8) 75 ()t

1]1

Betrachtet man nun die schon vorher im Beweis erwidhnte Darstellung fiir
dlog S(u(t)), so folgt:

dlog (KZE;;) = dlog S(u(t))

Z Dy S () s (D)5 (£l (1) dt

zgl

Damit ist auch die Darstellung fiir ©(¢) bewiesen. .

Bemerkung 4.1 Sei S ein Funktion, die ein Portfolio n(-) erzeugt, sodass
fiir alle v € A% die Matriz (D;;S(x)) wenigstens einen positiven Eigenwert
hat und wenn dieser positive Figenwert existiert, soll dieser zu einem Figen-
vektor gehdren, der orthogonal zu A" ist. Dann gilt fiir die Gewichte von
m(-): mi(t) >0 firi=1,...,n. Weiters ist der Driftprozess ©(-) fast sicher
nichtnegativ. Ist fiir alle x € A der Rang der Matriz (Dy;S(x)) grifer als
1, dann ist ©(-) fast sicher positiv.
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Beispiel 4.1 Nun sollen noch einige Beispiele fiir erzeugende Funktionen
und den dazugehirigen Portfolios angefihrt werden.

1. Die Funktion S(x) =1 erzeugt das Marktportfolio mit ©(t) = 0.

2. Fine konstante Funktion S(x) = ¢, fir eine positive Konstante ¢ > 0
erzeugt ebenfalls das Marktportfolio.

3. Die Funktion S(x) = c1x1 + - -+ + ¢px,, erzeugt ein Portfolio, das zum
Zeitpunkt t = 0 jeweils ¢; Aktien der i-ten Firma kauft und sie bis zum
Zeitpunkt t = T hdlt. Dies ist die bekannte ,, buy-and-hold-Strategie”,
die sehr passiv ist.

4. Die Funktion S(x) = (z1...2,)% erzeugt ein Portfolio, bei dem alle
Gewichte denselben Wert haben. Es gilt: mi(t) = L fir i = 1,... n.
Fir den Driftprozess gilt: dO(t) = ~vX(t)dt .

5. Verwendet man die Funktion S(x) = xi' ... xP" wobei p,...,p, kon-
stant sind und > p; = 1, dann erhdlt man ein Portfolio, fir dessen
Gewichte folgende Werte verwendet werden: m;(t) = p;. Der Driftpro-

zess sieht dann folgendermafen aus: dO(t) = vi(t)dt .

Eine Funktion, die ein Portfolio erzeugt, kann auch von der Zeit, also der Va-
riablen ¢, abhéngig sein. Das in diesem Kapitel bereits Behandelte &ndert sich
dadurch jedoch nur geringfiigig. Im Folgenden wird eine kurze Einfiihrung
fiir von der Zeit abhiingige erzeugende Funktionen gegeben.

Definition 4.2 Sei 7(-) ein Portfolio und sei S eine positive stetige Funk-
tion, die auf AL x [0,T] definiert ist. Dann sagl man, dass die Funktion das
Portfolio 7 (-) erzeugt, wenn es einen messbaren adaptierten Prozess © von
beschrinkter Variation gibt, sodass firt € [0,T)] gilt:

dlog (Kﬂg;) — dlog S(u(t), £) — Dylog S(u(t), t)dt + dO(t).

Der Prozess © wird analog zu vorher Driftprozess genannt.

Satz 4.2 Sei S definiert auf U x [0, T] eine positive C*' - Funktion (zweimal
stetig differenzierbar in den ersten n Variablen und einmal stetig differen-
zierbar in der Variable t). Dabei sei U eine offene Umgebung von A" . Diese
Funktion sei dergestalt, dass die Abbildung x — xz;D;log S(x,t) beschrdnkt
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auf U x [0,T] ist fir alle i = 1,...,n. Dann erzeugt die Funktion S ein
Portfolio w(-) mit den Gewichten:

m@%=(Dﬂ%ﬁﬂwﬂ¢%+l—E:wﬁﬂ%k%SWU%ﬂ>uxﬂ

j=1

fir t € [0,T] und i = 1,...,n. Der Driftprozess (O(t))icpo,r st dann in
folgender Weise gegeben:

dO(t) = —m 3" DS (alt), )ity (8)74(8)dt — Dylog S(u(t), t)dt.

ij=1

4.2 Mafle fiir Diversitit

Bevor nun eine Definition von Maflen fiir Diversitét folgt, sollen noch eini-
ge allgemeine Begriffe festgesetzt werden. Betrachtet man eine Funktion F,
die auf R™ definiert ist, so ist diese Funktion symmetrisch, wenn sie invari-
ant gegen Permutationen in den Variablen ist. Diese Funktion wird konkav
genannt, wenn fir p € (0,1) und fiir z,y € R" gilt: F(pz + (1 — p)y) >
pF(z) + (1 —p)F(y).

Definition 4.3 (Ma8 fiir Diversitit) Man nennt eine positive C*-Funktion,
die auf einer offenen Umgebung von Al definiert ist, ein Maf$ fiir Diver-
sitdat, wenn sie symmetrisch und konkav ist. Das durch eine solche Funktion
erzeugte Portfolio wird ein diversititsgewichtetes Portfolio genannt. Die da-
zugehorigen Gewichte heiffen dann Diversitdtsgewichte.

Proposition 4.1 Gegeben sei ein Majf$ fiir Diversitit S mit dazugehorigem
Driftprozess ©, das ein Portfolio w(-) erzeugt. Dann ist © fast sicher nichtfal-

lend. Gilt pi(t) > p;(t), dann folgt fast sicher fir alle t € [0,T]: ngg > ;Eg

Beispiel 4.2 Ein Standardbeispiel fiir ein Maf$ fiir Diversitdt ist die Entro-
piefunktion. Diese hat die Gestalt:

S(z) = —inlogxi
i=1

Im folgenden Kapitel werden einige Mafle fiir Diversitéit vorkommen.
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5 Diversitit fithrt zu Arbitrage

In diesem Kapitel wird sich zeigen, dass die Anforderung an den Markt, divers
zu sein, durchaus dazu fiithren kann, dass es relative Arbitragemoglichkeiten
gibt. Je nach dem, ob ein langer Zeitraum betrachtet wird, oder nicht, muss
man verschiedene Portfolios betrachten. Diese Aussage ist vor allem daher
interessant, da, wie schon vorher erwéhnt, Diversitéit eine verniinftige Anfor-
derung an das Marktmodell ist und in vielen Landern auch durch Gesetze
sichergestellt wird.

5.1 Arbitrage iiber lange Zeitrdume

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es in schwach diversen Markten moglich
ist, wenn man geniigend grofie Zeitintervalle betrachtet, Arbitragemoglich-
keiten zu finden. Dies soll anhand von zwei verschiedenen Portfolios demon-
striert werden.

Betrachtet man die erzeugende Funktion fiir 0 < p < 1:

55(0) = (Z ) R

die sogar ein Maf fiir Diversitit ist, so erhéilt man ein Portfolio 7(-) mit den
Gewichten fiir ¢ € [0, T7:

(1))
2= (1 (1)

Vergleicht man dieses Portfolio mit dem Marktportfolio, so sieht man, dass
bei diesem erzeugten Portfolio die Gewichte in den grofleren Stocks niedriger
sind als beim Marktportfolio. Bei den kleineren Stocks ist dies genau umge-
kehrt. Interessant an diesem Portfolio ist auch, dass die Ringe der geordneten
Stocks gleich bleiben.

Der Driftprozess, der zu dieser erzeugenden Funktion S, gehort, sieht fiir
t € [0, 7] folgendermafen aus:

dO(t) = (1 — p)y;(t)dt.

mi(t) =

Daher gilt die folgende Darstellung fast sicher:

log <“;:E;;> = log (%) +(1—p) /OT Ya(t)dt. (22)
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Diese ist besonders zu beachten, da keine stochastischen Integrale vorkommen
und da man dennoch eine fast sichere Aussage erhilt.

Betrachtet man nun die erzeugende Funktion S, genauer, so sieht man, dass
gilt:

1= Z pa(t) < Z (a(1)" = (Sp(u(t)))" < n' 7.

Die erzeugende Funktion nimmt also ihr Minimum an, wenn der ganze Markt
auf einen Stock konzentriert ist, also wenn eines der Marktgewichte den Wert
1 annimmt. Sie nimmt ihr Maximum an, wenn alle Marktgewichte den glei-
chen Wert % annehmen, also das gesamte Kapital auf alle Stocks gleich auf-
geteilt ist.

Es gilt fast sicher folgende Ungleichung:

S o _L=p,
10g<m>2 p s

Vi(t)
sich in Erinnerung, dass fiir ein long-only Portfolio v(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, T
- —1
gilt, so sieht man, dass “;H(:) von unten durch n'7  beschriinkt ist.
Wie schon oben erwéhnt, gelten fiir die durch die obige Funktion erzeugten

Portfoliogewichte in Bezug auf die Marktgewichte folgende Ungleichungen:

T = max 7;(t) = (M(l)(t))p
(1) = 1<i<n i(t) = > it (e

P
: (1 (1))
Ty(t) :== min m(t) = =5
lsizn > (i (1)"
Aufgrund der Annahme der Diversitdt und der eben dargestellten Unglei-
chungen ergibt sich:

Betrachtet man die obige Darstellung von log (Vﬂ(t)) in (22) und ruft man

))p S ,U(l)(t),

> i) (1):

T £ T 9 T e
/ yE(t)dt > —/ (1 —ma)(t)) dt > —/ (1 — pey(t)) dt > =4T.
0 2 0 2 0 2

Zusammen mit der Ungleichung fiir log (?}’7(& ((55))))>7 ergibt sich gesamt die
Ungleichung:
V™(T) 0T 1
1 1— — — -1 .
o () > -0 (5~ e
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Man sieht also, dass mit Hilfe dieser erzeugenden Funktion Arbitrage relativ
zum Marktportfolio moglich ist, falls 7" geniigend grof} ist. Genauer gesagt
gilt:

2
PVHT)>VHT)) =1, falls T> glogn.
p

Ein weiteres Beispiel fiir relative Arbitrage iiber langere Zeitrdume ist das
Portfolio, das durch die Funktion

I~
S(x)zl—ﬁiz:;xi.

erzeugt wird. Es wird wieder angenommen, dass der Markt auf einem Zeitin-
tervall [0, T] schwach divers ist und er soll weiters auch noch nichtdegeneriert
sein.

Durch die eben erwéhnte Funktion wird ein Portfolio 7(-) erzeugt, fiir dessen
Gewichte fiir i = 1,...,n und fiir t € [0,T] gilt:

n (2= ‘
mi(f) = ( STul1) 1) pild).

Der Driftprozess ldsst sich folgendermaflen darstellen:

1O = 500 > utorto:

Betrachtet man diese portfolioerzeugende Funktion genauer, so sieht man,
dass fiir sie fast sicher gilt: £ < S(u(t)) <1V ¢ € [0,T]. Diese Eigenschaft
und die Darstellung der Gewichte des erzeugten Portfolios 7(-) implizieren,
dass fiir ¢ € [0,7T] und fiir i = 1, ..., n fast sicher gilt: 0 < m;(¢) < 3u;(t).
Da der Markt nichtdegeneriert ist, gibt es, wie schon in (16) erklirt, ein
e > 0, sodass fiir i = 1,...,n und fiir ¢ € [0, T] fast sicher gilt:

2
Th(t) > ¢ (1= ney(®)

Verwendet man diese Ungleichung und die Eigenschaft % < S(u(t)) <1, so

erhilt man fiir den Driftprozess ©(t) fast sicher:

o) =5 | gr Lot

S(u(t))
> g/o ;M?(t) (1= py(6)” dt
> (- n (1)) dt,
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denn es gilt: Y7 pZ(t) > L.

— n

Da der Markt divers auf einem Zeitraum [0, 7] ist, gibt es ein § > 0 fiir das
fast sicher gilt:

1 T

Wendet man darauf die Schwarz’sche Ungleichung an, so erhilt man die fast
sichere Ungleichung:

e 5 )
— (1 — M(l)(t)) dt > §°.
T Jo
Damit erhélt man, dass gesamt fiir den Driftprozess fast sicher gilt:
£6°T
2n
Damit ergibt sich insgesamt, dass fast sicher gilt:
V™(T) Vi(T) e6*T
1 — ) =1 > — log 2.
Og <V7r<o> ) " (vu<o> .

Man sieht also, dass das durch die Funktion S(x) erzeugte Portfolio das
Marktportfolio auf einem Zeitintervall [0, 7] dominiert, wenn fiir 7" gilt:

o(T) >

2nlog?2

T >
€62

5.2 Spiegelportfolios

Definition 5.1 (Spiegelportfolios) Fir eine gegebene Zahl ¢ # 0 nennt
man das Portfolio 79 das g-Spiegelbild eines Portfolios w(-) in Bezug auf
das Marktportfolio, wenn gilt:

79 o= qr () + (1 — q)ul-).

Dieses Portfolio ist long-only, wenn das Portfolio w(-) diese Eigenschaft be-
sitzt und wenn 0 < g < 1.

Betrachtet man den Fall ¢ = —1, so nennt man das Portfolio #=1 das Spie-
gelbild des Portfolios w(-) in Bezug auf das Marktportfolio. Dieses hat dann

die Gestalt:
A7) = 2p() — 7 ().

Definition 5.2 Man bezeichnet mit 7],(t) die relative Kovarianz des Port-
folios w(-) in Bezug auf den Markt. Diese ldsst sich fir t € [0,T] folgender-
maflen berechnen:



Bemerkung 5.1 Wie schon in Kapitel 2 erwihnt, gilt: 7*(t)u(t) = 0. Wei-
ters gelten die folgenden Eigenschaften:

Tau(t) = 7' (O)TH(O)7 (1) = 72.(1),
s () = (1)

Bemerkung 5.2 Wie schon in Kapitel 2, kann man auch fiir Spiegelportfo-

V,,[q]( D)
V(L)
Darstellung in Kapitel 2 erhdlt man auch hier:

dlog (‘;jﬂ(i?) :(7 (1) — dt+z< q )) dlog ju;(t).

Betrachtet man den Summenterm genauer, so sieht man, dass aufgrund der
Definition von Spiegelportfolios gelten muss: ﬁZ[Q] (t) — pi(t) = q(m(t) — pi(2)).
Das ergibt also insgesamdt:

dlog (V;H(g)) - (7 (t) — dt+Zq i (¢ (1)) dlog p;(t).

Man erhdlt leicht die Darstellung:

d(mg(Zlé?)—qmg(K%?)>:(ﬁm@»—ﬁ@w—mﬁw+@ﬁu»dt

= (0= D7) + 72 (t) — q72(2)) dt.

Wenn man nun den Term v, (t) — qy;(t) genaver betrachtet, so sieht man,
dass aufgrund der Figenschaften von Spiegelportfolios und den mdglichen
Darstellungen von v:(t) aus Kapitel 2 gelten muss:

lios versuchen, eine Darstellung fiir log > zu erhalten. Analog zu der

~—

n

2 (v () = 490) = D (F7(0) = ami(®)) 7h(8) = 7o (0) + a7 (1)

i=1

= (-9 Z (76 (1) + qrin(t) — a* 72 (1)

= (1—q) (22(0) + a7 (1))

Dadurch ergibt sich in der obigen Gleichung:

V(1) V(1)
d<bg(ku>>‘q“g<v<w>>
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= (= 1))+ 50— 0) (275(0) + a7t (1)

Daher gilt insgesamt:

0 Ve L at—q) [T,
log ( i) ) = qlog (V“(t)) S /0 TE (t)dt.

Proposition 5.1 Angenommen es existiert ein Portfolio w(-), sodass im
Vergleich zum Marktportfolio eine der folgenden Aussagen fir ein T > 0
und fir 0 < 8 < 1 zutrifft:

oder

Weiters soll fiir ein n > 0 gelten:

P (/OTTﬁW(t)dt > n) ~ 1.

Dann existiert ein Portfolio 7(-), sodass das Marktportfolio eine Arbitrage-
mdoglichkeit relativ zu 7 (-) darstellt, denn es gilt:

P(VH(T) < VHT)) = 1.

Beweis:

Angenommen es gelte P (Vﬁ 1) < 1

V(T < 3) = 1. Dann ist es einfach dieses Portfolio

7(+) zu konstruieren, wenn man das g-Spiegelbild des Portfolios 7(+) in Bezug
auf das Marktportfolio betrachtet, also #(-) = 7l9(.), wobei fiir die Zahl q

gelten muss:
>14 20 (1>
q —log\{ =/,
U B

denn dann ergibt sich mit Hilfe der vorherigen Bemerkung die fast sichere

Ungleichung:
VA () 1\ 1-g¢
1 <gqll - — 0.
Og(vm) —Q(Og(ﬂ>+ 2 ”><
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Vi
auch wieder das q-Spiegelbild des Portfolios 7(+) in Bezug auf das Marktport-
folio betrachten, wobei in diesem Fall die Zahl ¢ folgenderweise zu wihlen

ist:
€ (0 1 ——log <—1>>
a ’ i 154 '

Dann ergibt sich die Ungleichung:
VA () 1\ 1-g¢
1 <ql|-—-1 - —n | <0.
%<vww —q<‘%QQ+ 2”)

Ein Spezialfall eines solchen Spiegelportfolios ist das sogenannte ,,Seed - Port-
folio”. Dabei betrachtet man fiir das Portfolio 7(+) lediglich ein Portfolio, das
nur in den ersten Stock investiert, das heiit 7 = e; = (1,0, ...,0)". Betrachtet
man nun wieder das g-Spiegelbild von 7(-) in Bezug auf das Marktportfolio
(+), diesmal fiir ein ¢ > 1, so sieht dies fiir 0 < ¢ < oo folgendermafBien aus:

Analog dazu geht man im Falle von P (V Eg > 5) = 1 vor. Dann kann man

7(t) == 7l(t) = gey + (1 — q)u(t).

Dieses Portfolio hat eine Long-Position im ersten Stock und eine Short-
Position im gesamten Markt. Fiir dieses Portfolio gilt:

log (g:g;) = qlog (/:011((3))> + q(12_ 9 /OT ', (t)dt.

Analog zu den vorherigen Uberlegungen erkennt man, dass das Marktportfo-
lio eine starke Arbitragemdoglichkeit in Bezug auf das Portfolio 7(-) darstellt,
wenn man fiir ein gegebenes T' > 0 die Zahl ¢ folgendermafBien auswahlt:

T <u11(0)) ' (22)

Fiir das ,,Seed-Portfolio” gilt fast sicher fiir 0 < ¢ < oo:

qg>q(T):=1+

vﬂws(ﬁg)uww (24)

5.3 Arbitrage iiber kurze Zeitriume

Nachdem nun im vorherigen Unterkapitel gezeigt wurde, das es moglich ist,
relative Arbitragemoglichkeiten iiber langere Zeitrdume zu finden, stellt sich
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die Frage, ob dies auch iiber kurze Zeitintervalle moglich ist. Im Folgenden
wird ein Beispiel fiir ein Portfolio vorgefiihrt, das eine bessere Performance
als der Markt hat. Wie sich zeigen wird, ist bei kiirzeren Zeitintervallen das
notwendige Startkapital immer héher. Dabei darf man jedoch nicht den all-
seits bekannten Spruch ,, Zeit ist Geld” vergessen.

In diesem Fall geht man zuerst von einer Handelsstrategie h(-) aus. Die-
se soll zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Menge von m Geldeinheiten in das
Marktportfolio investieren. Weiters soll sie eine Short-Position im Wert einer
Geldeinheit in dem eben vorgestellten ,Seed-Portfolio” #(-) eingehen, das
heifit es verkaufen. Die Zahl ¢ > 1 soll nach der fiir das ,,Seed-Portfolio”
giiltigen Regel in (23) gewihlt werden. Das Anfangskapital hat den Wert
= m — 1 > 0. Betrachtet man nun den Wertprozess fiir diese Han-
delsstrategie, so gilt fiir ihn, aufgrund von (24) und da ¢ > 1 > (py(¢))9, fir
t € [0,00):
oy AV s V(i) g
' oy O G 1 (01 =0

Anstelle dieses Vermogensprozesses kann man jedoch auch den Vermdogens-
prozess V#7(-) betrachten, der zu einem Portfolio 7(-) gehort. Die Gewichte
dieses Portfolios summieren sich auf den Wert 1 auf und haben fiir i =
1,...,n und fiir t € [0, 00) die Gestalt:

1 Qit) ey vy
= i (0~ OV 0).

Fiir i = 2,...,n sind die Gewichte des Portfolios 7n(-) positiv, denn es gilt
7i(t) = —(¢—1)p;(t) < 0. Wenn also auch 7, (¢) > 0, dann handelt es sich bei
n(-) um ein long-only Portfolio. Diese Eigenschaft ist auch erfiillt, wie man
auch in [6] auf Seite 26 nachlesen kann.

Das Portfolio n(-) hat zum Zeitpunkt ¢ = T eine bessere Performance als das
Marktportfolio, das mit demselben Anfangskapital startet. Dies liegt daran,
dass 7(-) in den Markt investiert und eine Short-Position in 7(-) eingeht, das
ja eine schlechtere Performance als der Markt hat. Es gilt fast sicher aufgrund
von Proposition 5.1:

VEN(T) =

7:(t)

q
(k1(0))9

Mochte man nun einen extrem kurzen Zeitraum betrachten, so kann man den
Grenzwert fiir 7" — 0 untersuchen. Dabei stellt man schnell fest, dass das
notwendige Anfangskapital z(T) = % — 1 ziemlich schnell und ohne
Grenze wichst. Man sieht also: Je kiirzer das betrachtete Zeitintervall, um

so grofler das notige Anfangskapital.

VIT) = VHT) > 2VH(T) = V**(T).
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6 Portfolios, die vom Rang der Stocks abhingen

6.1 Rangprozesse und Lokalzeiten

In der stochastischen Portfoliotheorie ist auch die Verteilung des Kapitals
auf dem Markt von Interesse. Diese soll in diesem Kapitel ndher betrachtet
werden.

Definition 6.1 (Verteilung des Kapitals) Betrachtet man, so wie in Ka-
pitel 2, die nach Rang geordneten Marktgewichie, so nennt man die Familie
{py(@), ... 1wmy(t)} die Verteilung des Kapitals auf dem Markt zum Zeit-
punkt t.

Definition 6.2 (Rangprozesse) Betrachtet man einen Prozess Xi,..., X,
dann ist der k-te Rangprozess fir k =1,...,n firt € [0,T] definiert durch:

Xwy(t) ==  max min{X; ({),...,X; (1)}.

1< << <n

Untersucht man Portfolios, die von Funktionen von nach Rang geordneten
Marktgewichten erzeugt werden, so benétigt man dazu auch Lokalzeiten.
Diese sollen nun auch niher erldutert werden.

Definition 6.3 (Lokalzeit) Die Lokalzeit (an der Stelle 0) eines stetigen
Semimartingals X st ein Prozess Ax firt € [0,T]. Dieser sieht folgender-
mafen aus:

1 t
Ax(0 = (101 = X1 [ son(xe)ax).
(Diese Darstellung ergibt sich aus der Tanaka-Formel.)

Die Lokalzeit gibt an, wieviel Zeit ein Prozess in einer ndheren Umgebung
seines Ursprungs verbringt.

6.2 Die nach Rang geordneten Marktgewichte

In Kapitel 2 wurde das Marktportfolio vorgestellt und seine Gewichte mit
deren verschiedenen Darstellung wurden untersucht. Auch die nach Rang
geordneten Marktgewichte lassen sich in Form von stochastischen Differen-
tialgleichungen darstellen. Dies soll hier kurz vorgestellt werden.
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Fiir die weitere Untersuchung der nach Rang geordneten Marktgewichten
bendtigt man eine Permutation {p;(1),...,p;(n)} der Zahlen {1,... n}. Fiir
diese Permutation soll fiir £ =1,...,n gelten:

ey (8) = pi) (1)

und
pe(k) <pi(k+1) wenn  pg)(t) = pun(t).

Im Folgenden soll folgende Bezeichnung fiir ¢ € [0,7] verwendet werden:
p _ e
T (0) = Thuow (i) (V-

Mit Hilfe dieser Permutation kann man eine logarithmische Darstellung fiir
die nach Rang geordneten Marktgewichte finden. Diese lautet:

d (log H(k) (t)) = (7pt(k) (t) — v (t)) dt + Z (Upt(k)m (t) — Uum(t)) AW (t)

1
+ 5 (dAlOgH(k)*logﬂ(k-s-l)(t) - dAlOg#(k—l)*logH(k)(t))

Dabei wird festgesetzt:
Alogu(orlogu(l)(') =0
und
Alogu(n)flogu(nﬂ)(') = 0.
Eine dazu dquivalente Darstellung ist:

= (%at(k) () = () + %T{Zm(t)) dt+ Y (Oprym(t) = 0um(t)) AW (1)

1
+ 5 (dAlogu(krlOgu(kﬂ) (t) - dAlOgH(kfl)*IOgN(k) (t))

[\]

6.3 Durch Funktionen von nach Rang geordneten Markt-
gewichten erzeugte Portfolios

Nun zu Funktionen, die mit Hilfe der nach Rang geordneten Marktgewichte
Portfolios erzeugen. Bevor ein Satz fiir diese Funktionen angefiihrt werden
kann, miissen vorher einige Voraussetzung gefasst werden.

Definition 6.4 Man nennt einen Prozess Xy,..., X, pfadweise gegenseitig
nichtdegeneriert (pathwise mutually nondegenerate), wenn gilt:
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1. fir i # j hat die Menge {t : X;(t) = X,(t)} fast sicher Lebesque-Maf
0.

2. fiiri < j <k gilt fast sicher: {t : X;(t) = X;(t) = Xg(t)} = 0.

Satz 6.1 Sei M ein Modell fiir einen Kapitalmarkt mit n Stocks X4, ..., X,,
die pfadweise gegenseitig nichtdegeneriert sind. p; sei wieder eine Permuta-
tion der Zahlen 1,...,n. Weiters sei S eine auf einer Umgebung U von A
definierte Funktion. Angenommen es existiert eine positive C? - Funktion s
auf U, sodass fir (x1,...,2,) € U gilt S(x1,...,2n) = s(x@y, ..., Tm)) und
sodass firi=1,...,n x;D;logs(x) fir x € A% beschrinkt ist.

Dann erzeugt die Funktion S ein Portfolio w(-), sodass fir k=1,...,n und
firt € [0,T) die Gewichte fast sicher folgende Darstellung gilt:

Tpe(k) (1) = (Dk log s(p(y(t) +1 - Z 115 (t) Dj log S(Mc)(t))) gy (F)-

Der Driftprozess hat fiir t € [0, T| fast sicher die Darstellung:

do(t) =~ 3 S ”Z:; Dijs (e (£)) 1oy (B ) () (35 (B) it
1 n—1
+ 5 (Wpt(kJrl)(t) = Tpy(k) (t)) dAlOgu(k)*logH(kﬂ)(t)
k=1

(Ein Beweis zu diesem Satz findet sich in [3] auf Seite 80.)

Bemerkung 6.1 Normalerweise misst eine portfolioerzeugende Funktion die
Abhdngigkeit eines Portfolios von den einzelnen Stocks nach deren Namen.
Betrachtet man nun Funktionen von nach Rang geordneten Marktgewichten,
so messen diese die Abhdngigkeit des Portfolios von der Verteilung des Ka-
pitals tm Markt.

Beispiel 6.1 (The size effect) Wihit man eine Zahl m mit 1 < m < n,
so kann man fir diese Zahl zwei erzeugende Funktionen betrachten. Eine, die
aus den grofieren Stocks besteht, Sy, und eine zweite, die aus den kleineren
Stocks besteht, Sg. Die Funktionen sind also:

Su(x) =za)+ -+ Tm)

und
95(2) = Tmyny + 0+ L ().
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Die Funktion Sp(z) steht fir die relative Kapitalisierung eines Index der m
grofsten Stocks. Analog dazu reprasentiert die Funktion Ss(x) die relative
Kapitalisierung eines Index der n — m kleinsten Stocks. Angenommen die
Funktion Si,(x) erzeugt ein Portfolio £(+) und die Funktion Sg(x) erzeugt ein
Portfolio n(-).

Fiir diese beiden Portfolios gilt, analog zu der Darstellung in Kapitel 4, t €
[0,7]:

VE(t 1
dlog (V“—((t))> = dlog Sp(u(t)) — §§(m) (t)d/\logu(m),logmmm(t)

bzw.

Vit 1
dlog (v 8) = dlog Ss(u(t) + 5n(mﬂ)(t)dAlOg,w_bg,L(M(Tt).

Insgesamt folgt fast sicher firt € [0,T
V() u(t))
dl =dlo
" <V€<t>> ( () )
1
+ 5 (Em (&) + M1y (1)) drog gy 108 140, (1)

Die obige Differentialgleichung stellt den relativen Riickgabewert von einem
Index aus kleinen Stocks im Vergleich zu einem Index aus groffen Stocks dar.
Wie man sieht, zerlegt sie sich in zwei Summanden. Der erste Summand
reprisentiert die Verdnderung in der relativen Kapitalisierung der beiden
Indices. Ist dieser Term im Laufe der Zeit eher konstant, dann dndert sich
gigz(gg nicht viel. Der zweite Summand ist der Driftprozess und ist monoton
wachsend. Daher wird der Index, der aus den kleinen Stocks besteht, den
grofleren relativen Riickgabewert haben.

Beispiel 6.2 (Leakage) Wieder sei das durch die Funktion Sy erzeugte
Portfolio £(-) aus dem vorherigen Beispiel gegeben. Weiters wird ein Portfo-
lio w(-) betrachtet, das aus den Stocks besteht, die auch bei dem Portfolio &(-)

n

gehalten werden, das von der Funktion S,(z) = (D_. 13171)1 die bereits in
Kapitel 5 behandelt wurde, erzeugt wird. Im Folgenden soll die Performance
des Portfolios 7 () in Bezug auf das Portfolio £(-) betrachtet werden.

Firl <m <n und fir 0 < p < 1 wird das Portfolio 7(-) durch die Funktion

S(z) erzeugt, fir die gilt:
. 1
_ p
= (Z %’))
i=1
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Daher haben die Gewichte des Portfolios w(-) firt € [0,T] die Darstellung:

N‘I()k,)(t)
Tpu() (£) = {_(S(u(t)))” ksm
0 kE>m.

Damit gilt insgesamt fiir das Vermdgen in Bezug auf das Marktportfolio:

dlog (“jgg) — dlog S(u(t)) + (1 - p); (Bt

1
- §7T(m) () dAsog [(m) 108 (m41) (t).

Interessant ist jedoch die Performance von w(-) in Bezug auf &(-). Wie schon
im vorherigen Beispiel festgestellt wurde, gilt:

Ve 1
o (508 ) = 108 S1010) = 5 (0N s O

Damit folgt insgesamt:

dlog <“;ZE3> =dlog S, (5(1)(25), o Em) (t)) + (1 — p)yi(t)dt

+ (g(m) (t) - T(m) (t)) dA1og H(m) —10g fi(m41) (1),

DO | —

denn S, (5(1)(t),...,§(m)(t)) = i(&(&)) Der letzte Term der obigen Glei-

chung, der die Lokalzeit enthdlt, wird Leakage genannt und ist, da 7(m)(t) >
&y (), monoton fallend.
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7 Nachwort

Stochastische Portfoliotheorie ist eine besondere Methode fiir das Arbeiten in
der Finanzmathematik. Es ist nicht notwendig, dass ein dquivalentes Martin-
galmaf} existiert und es ist durchaus moglich Arbitragemoglichkeiten zu fin-
den. Dabei handelt es sich speziell um relative Arbitrage in diversen Méarkten.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die mich im Laufe
meines Studiums unterstiitzt haben. Meinen Freunden, die mir immer hel-
fend zur Seite gestanden sind und meinen Eltern, fiir deren Unterstiitzung
wahrend meiner gesamten Ausbildung.

Besonders mochte ich auch allen Mitarbeitern der Forschungsgruppe fiir
Finanz- und Versicherungsmathematik am Institut fiir Wirtschaftsmathema-
tik danken. Ein spezieller Dank geht dabei an Univ. Prof. Walter Schacher-
mayer.
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