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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Bewertung von Swing Optionen auf den
Elektrizitdtsmérkten. Nach einer Einfilhrung in die Energiemérkte und Stromde-
rivate wird die Problematik der Bewertung von Swing Kontrakten bei einem Ver-
gleich mit Derivaten auf dem Aktienmarkt diskutiert. Die wichtigsten Unterschiede
zwischen den Derivaten auf dem Strommarkt und auf dem Aktienmarkt werden
néher beleuchtet und die daraus folgenden Probleme bei der Anwendung bekannter
Ansétze aus der Finanzmathematik systematisiert. Zusétzlich werden die Eigen-
schaften der Menge der zuldssigen Ausiibungsmuster naher besprochen und die
Konvexitat dieser Menge unter gewissen Voraussetzungen bewiesen. Weiters wird
gezeigt, welche Rolle bei der Bewertung eines Stromderivats ein Verhaltensmodell
fiir den Optionsinhaber spielt, wobei drei einfache spieltheoretische Verhaltens-
modelle prisentiert werden. Danach wird eine Ubersicht von bekannten Modellen
aus der Literatur fiir die Bewertung von Derivaten auf dem Strommarkt gegeben.
Im letzten Kapitel wird ein mehrstufig-stochastisch spieltheoretisches Verhaltens-
modell prasentiert und in Matlab realisiert. Verschiedene numerische Ergebnisse
werden vorgestellt und mit anderen Ansétzen verglichen. In mehreren Anhéngen
werden zum Schluss verschiedene Resultate, aus den mathematischen Gebieten,
die relevant sind, vorgestellt.
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Abbildung 1: Entwicklung des Primérenergieverbrauchs weltweit nach BP (einzelne
Energietréger ohne Biomasse) und Prognose der IEA (2005 bis 2030); Quelle: [I]
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1 Einfiihrung

1.1 Die Energiewirtschaft

Der Energiesektor ist ein sehr wichtiger und strategischer Teil der Wirtschaft. Die Ener-
gie ist der Motor der modernen Industrie.

Mit dem steigenden Energieverbrauch und dem erwarteten Olférdermaximum wird
die Bedeutung der Energiewirtschaft noch grofer. In den Abbildungen [I] und [2] kann
man die Entwicklung vom Energietriagerverbrauch und Energietragerpreisen sehen. Die
Steigerung der Nachfrage ist bei Ol und Erdgas klar zu erkennen, wihrend die Steigung
bei Kohle weniger stark ausgepragt ist. Fiir weitere Informationen iiber die Energieroh-
stoffe sei auf [I] hingewiesen. Die elektrische Energie stellt im Moment nur etwa 13% des
Priméarenergieverbrauchs dar, wird aber immer wichtiger, da die meisten erneuerbaren
Energiequellen Strom erzeugen. Deshalb ist es unumstritten, dass die Elektrizitdtsmérk-
te zukiinftig an Bedeutung gewinnen werden.

1.2 Der Strommarkt und dessen Liberalisierung

Der liberalisierte Elektrizitdtsmarkt beschreibt den Markt der leitungsgebundenen Ener-
gieversorgung mit Strom, bei dem moglichst viele Teile der Lieferkette dem freien Wett-
bewerb unterliegen. Uber den Wettbewerb sollen die Verbraucher zu den giinstigsten
Konditionen marktgerecht versorgt werden. Die Versorgungsnetze knnen nicht vollstan-
dig dem Wettbewerb ausgesetzt werden. Hier befindet sich der jeweilige Netzbetreiber
in einer Monopolstellung. Damit der Netzbetreiber diese Monopolstellung nicht zu sei-
nen Gunsten ausnutzt, werden die Entgelte fiir die Nutzung der Netze durch den Staat



Abbildung 2: Entwicklung der nominalen Preise fiir Energietriger (Jahresmittelwerte)
seit dem Jahr 1940; Quelle: [I]
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reguliert. Die Preise fiir die eigentliche Stromlieferung unterliegen dem Wettbewerb. Die
prinzipielle Darstellung eines liberalisierten Strommarktes ist in Abbildung [3] zu sehen.
Mehr iiber die Liberalisierung der Strommérkte kann man in [I8] oder [I5] nachlesen.
Fiir die Regelungen die vom Gesetzgeber kommen, sei auf [3] verwiesen.

1.3 Die Borsen

In einem liberalisierten Elektrizitdtsmarkt spielen die Borsen eine wesentliche Rolle,
da dort unter anderem der Preis des Stromes als Gleichgewichtspreis bestimmt wird.
Man kann prinzipiell wie bei den anderen Bérsen Spothandel und Terminhandel unter-
scheiden. Im Spotmarkt werden die kurzfristigen Geschifte (Kaufe und Verkdufe von
Strom fiir den néchsten Tag) und im Terminmarkt die langerfristigen Geschéfte getétigt
(Kéufe und Verkdufe von Strom und Stromderivaten fiir die ndchsten Wochen, Monate,
Quartale oder Jahre).

Im Spot- wie auch im Terminhandel existiert ein borslicher und ein auferborslicher
(over-the-counter, OTC) Markt. An den Borsen werden normalerweise Produkte mit
einem hohen Grad an Standardisierung gehandelt zum Unterschied von den aufserbors-
lichen Markten, wo auch individuell gestaltete Produkte gehandelt werden. Produkte
mit so genanntem Physical Settlement beziehen sich zu einer Stromlieferung zum
Unterschied von Produkten mit so genanntem Cash Settlement die zu keiner Strom-
lieferung fiihren, sondern nur zu einem Barausgleich unter den Vertragspartnern. Siehe
dazu Abbildung [4]

Die bekanntesten Stromboérsen in Europa sind:

e Nord Pool, Nordic Power Exchange (http://www.nordpool.no/)



Abbildung 3: Die verschiedenen Teilnehmer in einem liberalisierten Strommarkt
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e Amsterdam Power Exchange (http://www.apxgroup.com/)

e European Energy Exchange, Deutschland (http://www.eex.de/)
e Energy Exchange Austria, Osterreich (http://www.exaa.at)

e PolPX, Polen (http://www.polpx.pl/)

e GME bzw IPEX, Italien

e Opcom, Ruménien (http://www.opcom.ro/)

e OTE, Tschechien (http://www.ote-cr.cz/)

e Borzen, Slowenien (http://www.borzen.si/)

e REN, Portugal (http://www.ren.pt/)

e Powernext, Frankreich (http://www.powernext.fr/)

e Omel, Spanien (http://www.omel.es/)



Abbildung 4: Die verschiedenen Méarkte in einem liberalisierten Strommarkt
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1.4 Der Preis und die Produkte

Der Preis am Spotmarkt wird prinzipiell als Gleichgewichtspreis des Angebots und der
Nachfrage bestimmt. Am Tag vor dem Tag der Lieferung bis zu einer bestimmten Uhrzeit
werden alle Kauf- und Verkaufs-wiinsche (engl. bids) mit Preis und Volumen angegeben.
Danach wird der Preis, bei dem das grofste Volumen verkauft und gekauft werden kann,
bestimmt und als Preis fiir die genannte Uhrzeit fixiert. (siche Abb.

An der Borse werden verschiedene Produkte gehandelt. Da das Verbraucherverhalten
stark von der Tageszeit abhéngt (Lastprofil), sind die Stunden des Tages in 2 Gruppen
aufgeteilt, die man mit Baseload und Peakload bezeichnet. Eine Baseload-Lieferung
ist eine konstante Lieferung iiber den ganzen Tag (0-24 Uhr). Eine Peakload-Lieferung
ist eine Lieferung fiir die Zeit 08:00-20:00. Nachfrage, die man mit Hilfe dieser zwei Arten
von Vertragen nicht decken kann, deckt man mit Einzelstundenvertrigen. Ein Beispiel
fiir ein Lastprofil mit einem méglichen short Hedging [[] ist in Abbildung [6] dargestellt.

Seit ungefahr zwei Jahren gibt es ein neues Produkt namens GHO, das besonders
an den Haushalten (ca. 1/3 der Gesamtnachfrage) angepasst ist. Die Lieferung passt
sich sowohl an den Schwankungen wéihrend des Tages als auch an den wochen- und
jahreszeitspezifischen Anderungen der Nachfrage an. Das Profil ist in der Abbildung

1Unter Hedging versteht man im Allgemeinen die Absicherung gegen die verbundene mit Anderungen
(bei Preis, Nachfrage, Angebot oder andere Grofen) Risiken mittels ein Finanzgeschéft.
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dargestellt und die genaue Beschreibung des Produktes kann man

Abbildung 5: Gleichgewichtspreisbestimmung
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Abbildung 6: Untertagiges Lastprofil
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Abbildung 7: Hilfswerte fiir das reprasentative VDEW-Lastprofil HO fiir einen normier-
ten Jahresverbrauch von 1 MWh/a; Quelle: [2]
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1.5 Stromderivate

Wie auf einer Aktienbérse gibt es auch auf dem Elektrizitdtsmarkt Derivate. Die Strom-
derivate sind im Allgemeinen bedingte oder unbedingte Geschiifte, deren Preise unmit-
telbar oder mittelbar vom Strompreis abhéngig sind. Wie auch bei klassischen Finanzde-
rivaten werden die Stromderivate im Rahmen des Risikomanagements zur Absicherung
von physischen Positionen benutzt (Hedging). Man kann sie aber auch zur Arbitrage
und auch zur Erzielung eines Handelsgewinnes (Spekulation) einsetzen.

An den Strombérsen werden meist folgende Derivate gehandelt:

Termingeschéifte Futures von Lieferblocken von Wochen bis Monate, die entweder
physisch (Lieferung oder Abnahme von Strom) oder finanziell (durch Zahlung der
Differenz) seien kénnen.

Optionen Als Underlying kommen Futures, Produktionskapazitdten und Spotelektri-
zitét in Frage. Die klassischen Plain Vanilla Optionen - Verkaufsoption (Put) oder
Kaufsoption (Call) auf Produktionskapazititen bedeuten bei dem Verkauf einer
Kaufsoption die Pflicht auf Anfrage der Gegenseite Produktionskapazitéiten zu
verkaufen und der Kéaufer einer Verkaufsoption stellt sicher die Tragfahigkeit einer
Projektfinanzierung.

An dem OTC-Markt existieren iiblich noch zusétzlich folgende Derivate:

Swaps Eine Vereinbarung iiber den Austausch von zukiinftigen Zahlungsstromen ge-
maf einer heute vereinbarten Formel.

Caps Eine Vereinbarung iiber die Entrichtung von zukiinftigen Zahlungsstromen gegen
Zahlung einer Pramie bei einer heute vereinbarten Uberschreitung einer Preiso-
bergrenze.

Floors Eine Vereinbarung iiber die Entrichtung von zukiinftigen Zahlungsstromen ge-
gen Zahlung einer Préamie bei einer heute vereinbarten Unterschreitung einer Preis-
untergrenze.

Collars Eine Vereinbarung iiber die Entrichtung von zukiinftigen Zahlungsstromen ge-
gen Zahlung einer Pramie bei einer heute vereinbarten Uberschreitung einer Prei-
sobergrenze und einer Preisuntergrenze.

Fiir eine allgemeine Einfiihrung in die Finanz Derivate sei auf [16] verwiesen.

1.6 Die Swing Option

Eine Swing Option ist im Allgemeinen ein variabler Liefervertrag iiber Strom mit fi-
xiertem Preis pro Einheit. Der Inhaber einer solchen Option darf zu gewisse Zeiten
Strom beziehen, wobei die Menge, die er bezieht nach oben oder unten (Up-Swing
oder Down-Swing) variieren darf. Es gibt jedoch Bedingungen, die sowohl die gesamte
bezogene Menge als auch die Variation des Volumens in den einzelnen Momenten be-
schranken. Swing Optionen werden in der Literatur mit verschiedenen Zusatzbeschrén-
kungen beschrieben, was auch teilweise verschiedene Bewertungsansétze erfordert. Ich
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werde trotzdem die Swing Option auf eine einheitliche Weise definieren, um mdogliche
Missverstédndnisse bei der Analyse zu vermeiden. Obwohl die Swing Option urspriinglich
von den Gasmérkten und andere Rohstoffméarkten kommt, muss man bei dem Elektri-
zitatsmarkt wegen der Stromeigenschaften, nur die wenig mit Rohstoffeigenschaften zu
tun haben, einen anderen Ansatz wéhlen.

1.7 Zusammenfassung

In diesem ersten Kapitel habe ich in einer kurzen Einfiihrung mehrere Themen angespro-
chen. Die wichtigsten davon sind, was Energiewirtschaft ist, welche Rolle der Strommarkt
dabei spielt, welche Rolle die Strombdorse hat sowie es was fiir verschiedene Produkte
und Derivate iiber Strom gibt. Nachdem man jetzt einen Uberblick iiber diese Frage-
stellungen hat, gehen wir konkreter vor, und versuchen die wichtigsten Merkmale des
Stromes und die Spotpreisborse zu erkennen sowie deren Bedeutung fiir die Bewertung
eines Stromderivates.



2 Problematik der Bewertung der Swing Option

Wie erfolgt die Bewertung eines Derivats? Im Wesentlichen gibt es zwei Alternativen,
entweder wird der Preis des Derivats als Gleichgewichtspreis des Marktes bestimmt
oder mit finanzmathematischen Methoden aufgrund der Preise andere Produkte auf
dem Markt ermittelt. Fiir die Basiswerte wére ein Bewertungsansatz, der auch als fun-
damentale Analyse bezeichnet wird und versucht die wichtigsten preisbestimmenden
Faktoren zu erkennen und deren quantitativen Einfluss auf den Preis zu analysieren.
Wir wahlen die zweite Vorgehensweise fiir die Bewertung eines Derivats, wobei es zu
bemerken ist, dass dieser Ansatz normalerweise viele Annahmen trifft, um die Struktur
des Marktes so weit zu vereinfachen, dass sie mit mathematischen Methoden in Griff zu
bekommen ist. Diese Annahmen sind genauer zu besprechen, da von deren Plausibilitat
die Richtigkeit unseres Modelles sowie die dadurch erfolgte Bewertung folgt.

2.1 Faktoren

Wie bei einem Aktienmarkt spielt die Kenntnis des Preisverhaltens des Basiswertes ei-
ne wesentliche Rolle bei der Bewertung von Derivaten. Ein anderer wichtiger Teil der
Bewertung eines Finanzinstrumentes ist das Verhalten des Optionsinhabers, was zum
Unterschied von den klassischen Optionen iiber Aktien nicht eindeutig rational definier-
bar ist. Deshalb gehen wir konkreter vor und probieren diese preisbestimmende Faktoren
zu erkennen und zu systematisieren. Dabei werden wir wiederholt einen Vergleich mit
den Aktienmérkten durchfithren, um die wichtigsten Unterschiede genauer zu erkennen.

2.1.1 Der Spotmarkt

Wie oben schon erwahnt, wird der Spotpreis der Elektrizitat als Gleichgewichtspreis der
Angebots- und Nachfragekurve bestimmt. Deshalb spielt die Kenntnis der Eigenschaften
des Stromes, der Nachfrage und des Angebots eine sehr grofe Rolle bei der Modellie-
rung der Strompreise. Einen ersten Blick auf die Preisentwicklung verrét gleich die hohe
Volatilitat dieser Preise. Fiir den Spotpreis sind typisch die Spikes als auch die Neigung
der Preise schnell in der Ausgangsposition zuriickzukehren. Ein Beispiel fiir Spotpreis-
entwicklung kann man in Abbildung [§ sehen. Es ist auch leicht, eine stiindliche, wo-
chentliche sowie jahrliche Wiederholung gewisser Muster zu erkennen. Jetzt fassen wir
ein paar Eigenschaften des Stromes, der Stromversorgung und der Stromerzeugung, die
die meisten Phdnomene der Spotpreisdynamik erkldren, zusammen.

Nichtspeicherbarkeit Da man Strom im Allgemeinen nicht wirtschaftlich rentabel
speichern kann, fithren Anderungen in der Nachfrage sowie im Angebot zu groken
Verschiebungen des Gleichgewichtspreises, die sich bei den Spotpreisen als Volati-
litdt bzw. Spikes ausdriicken. Strom wird oft durch Pumpkraftwerke als potenzielle
Energie des Wassers gespeichert. Obwohl dieser Prozess mit grofsen Energieverlu-
sten verbunden ist, ist es immer noch rentabel, da die Preise des Stromes so grofse
Unterschiede aufweisen. Durch Aufpumpen in der Nacht, das um so viel billigeren
Strom benétigt, kann man Strom zu Spitzenzeiten produzieren.



Abbildung 8: Typischer Ablauf vom Spotpreis (EEX, 15.06.2003-15.08.2003)
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Nichtvollstandigkeit Der Strommarkt ist nicht vollstdndig, da man nicht alle Derivate
vollstéandig hedgen kann. Der Hauptgrund dafiir ist die Nicht-speicherbarkeit des
Stromes die kein Hedging mit dem Underlying Strom erlaubt.

Transportverluste Das Transportieren von Strom ist auf grofe Distanzen nicht ko-
steneffizient. Damit man weniger Verluste bei der Transportierung hat, erhéht man
die Spannung, was ab einer gewissen Distanz/Spannung nicht mehr rentabel ist.
Noch dazu kommt es, dass das Versorgungsnetz nicht iiberall so ausgebaut ist,
dass Stromtransporte iiberall gleich kosteneffizient sind. Das alles fiihrt dazu, dass
gewisse Strommaérkte und Spotpreiskurven getrennt und unabhéngig voneinander
betrachten werden sollen.

Nachfrageinelastizitit Ein Grofsteil der Konsumenten auf dem Energiemarkt weist
eine sehr unelastische Nachfrage gegeniiber Preisschwankungen auf. Dadurch sind
die Preise zu einem sehr hohen Grad von den Grenzkosten der Erzeuger und vom
Eigenbedarf seiner Konsumenten, der fast preisunabhéngig ist, bestimmt.

Nachfrageperiodizitat Aus der bekannten Tatsache, dass der grofste Teil der elektri-
schen Energie in einem Haushalt fiir Kiihlung oder Heizung verbraucht wird, folgt,
dass der Bedarf stark temperaturabhéngig ist. Das lasst sich auch leicht empirisch
nachweisen, da die meisten Spotpreiskurven Spikes bei Hitze- oder Kéltewellen
aufweisen. Auch leicht nachweisbar ist die Jahreszeitabhingigkeit der Preise, die
auch durch die wetterabhidngige Komponente der Nachfrage zu begriinden ist. Die
anderen Periodizititen, die auch zu beobachten sind, kann man mit dem Wochen-,
Monats- oder Jahresrhythmus der Wirtschaft erkléren.
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Angebotsensibilitat Da es sich um Gleichgewichtspreise handelt, sind sie nicht nur
gegeniiber Nachfrage sensibel sondern auch gegeniiber Angebot. Das zeigen auch
die Spikes, die man bei Kraftwerkausfillen betrachten kann.

2.1.2 Spotpreismodelle

Nachdem wir die wichtigsten spotpreisbestimmenden Faktoren besprochen haben, mache
ich einen kurzen Ausblick auf die in der Literatur bekannten Modelle fiir die Spotpreise.
Bei der Spotpreismodellierung sind die wichtigsten FEigenschaften des Strompreispro-
zesses zu beriicksichtigen. Aus der Analyse der Strommarktdaten ist die Periodizitét
sowie die Abhéngigkeit vom Wetter bekannt. Es ist sowohl ein Riickkehr des Kurses
zum langfristigen Mittelwert zu betrachten als auch Spriinge, die fast immer auf eine
Storung des Gleichgewichtes der Nachfrage und des Angebotes zuriickzufiihren sind.

Seit der Einfiihrung der CO, Zertifikate, als eine Mafnahme fiir de Reduzierung der
schiadlichen Abstofigase, die den Treibhauseffekt verstérken, ist eine Beriicksichtigung
der Preisdynamik dieser Emissionszertifikate bei der Spotpreismodellierung unverzicht-
bar.

In den meisten Modellen wird der Spotpreis in zwei Komponenten zerlegt: eine
deterministische und eine stochastische. Die deterministische Komponente modelliert
die langfristigen Trends und die Periodizitidt. Als stochastische Komponente werden
AR, GARCH, ARFIMA, etc. Prozesse gewahlt. Fiir die Modellierung der Spriinge
sind Sprungdiffusionsprozesse eine oft gewéahlte Alternative. Da die Letzten nicht so
schnell nach einem Sprung zum langfristigen Mittelwert zuriickkehren, nimmt man auch
Regime-Switching-Modelle, die wegen der rationalen Ursachen fiir einen Sprung ein né-
herliegender Ansatz sind. Technisch sind aber die Regime-Switching-Modelle schwer
mit der Periodizitdt zu kombinieren. Eine allgemeine Einfithrung in den Methoden der
Zeitreihenanalyse findet man bei [11],[30] oder [29].

Ein alternativer Ansatz ist die Modellierung der Spotpreise als Gleichgewichtspreise
der Nachfrage und Angebot und die Letzten fundamental 6konomisch zu modellieren.

Einen konkreteren Uberblick iiber die existierenden Spotpreismodelle bekommt man
in [27]. Zu den fundamentalen Preismodellen sei auf [I4] hingewiesen.

2.1.3 Optionsinhaber Verhalten

Jetzt, nachdem wir eine Vorstellung von dem Spotmarkt haben, betrachten wir das Gan-
ze von der Seite eines Optionsinhabers. Wie schon kurz erwahnt wurde, ist zum Unter-
schied von einer klassischen Option auf dem Aktienmarkt die rationale Ausiibung einer
Swing Option iiber Elektrizitat nicht eindeutig zur Ausiibungszeit zu bestimmen. Zum
Vergleich wére der Wert eines européischen Put oder Calls zum Ausiibungszeitpunkt
eindeutig feststellbar nur aufgrund der Kenntnis des zu diesem Moment herrschenden
Marktpreises des Basiswertes, da es klar wire ob der Inhaber ausiiben wird oder nicht.
Der Unterschied bei einer Swing Option ist noch gréfer da es sich erstens um eine nicht
diskrete sondern stetige Ausiibungsmenge handelt und zweitens es sich nicht nur um
eine Entscheidung sondern um mehrere Entscheidungen zu den verschiedenen Zeithori-
zonten handelt. Deshalb ist das Erstellen eines verniinftigen Modells fiir das Verhalten
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des Optionsinhabers ein wichtiger Teil der Bewertung einer Swing Option.

Im Prinzip kann man zwei extreme Arten von Verhalten des Inhabers betrachten. Ei-
nerseits konnte der Inhaber ein typischer Konsument sein, der nur fiir Eigenverbrauchs-
deckung seine Optionsrechte ausiibt. Anderseits konnte man davon ausgehen, dass der
Inhaber dieser Option sich als Héndler verhélt und durch Arbitrage oder Spekulation
seinen Gewinn als Handler maximieren will. Die Modelle fiir die Bewertung einer Option
auf dem Aktienmarkt beriihren auf einen Inhaber des zweiten Typus, was aber erstens
nicht sicher ist und zweitens das Bestimmen einer optimalen Ausiibungsstrategie selbst
fiir den Inhaber der Option nicht deterministisch und eindeutig ist.

2.2 Problematik/Strommarkt vs. Aktienmarkt

Wenn man die Methoden fiir Bewertung von klassischen Optionen auf den Aktienmarkt
genauer studiert und sie analysiert stellt man fest, dass sie auf keinen Fall ohne weiteres
auf Stromderivate anwendbar sind. Dabei werden bei Aktienmérkten Annahmen getrof-
fen, die nicht ganz der Realitdt entsprechen, dennoch aber im ausreichenden Mafs sich
an der Realitét des Aktienhandels néhert. Deshalb finde ich es fiir zweckméfig hier sich
genau diese Annahmen iiber den Aktienmarkt anzusehen und deren Realitidtsnahe fiir
einen Strommarkt zu iiberlegen.

Transaktionskosten: Bei der Modellierung wird vorausgesetzt, dass es keine Trans-
aktionskosten auf dem Aktienmarkt gibt. Diese Annahme, wenn man sie getrennt
von den Transportkosten betrachtet, stimmt im ungefahr gleichen Mafs auch fiir
den Strommarkt.

Marktliquiditiat: Man geht aus der Handelsmoglichkeit mit dem Underlying zu jedem
Zeitpunkt und aus der Liquiditdt des Marktes. Zum Unterschied von oben ist
diese Annahme weniger fiir den Elektrizitdtsmarkt giiltig, da er weniger aktiv,
regulierter und dezentralisiert ist.

Marktvollstindigkeit: Bei einem Aktienmarkt geht man aus der Annahme, dass jedes
Auszahlungsprofil durch die schon auf dem Markt vorhandene Produkte replizier-
bar ist. So ein Markt wird vollstdndig genannt und auf so einem Markt wird durch
hedgen mit dem Underlying die risikoneutrale Bewertung durchgefiihrt. Auf dem
Strommarkt herrscht eine duflerst stark ausgeprigte Nichtvollstindigkeit, die
dazu fiihrt, dass man im Allgemeinen das Risiko nicht vollstandig weghedgen kann.

Hedgen mit dem Underlying: Wie gerade eben gesagt ist fiir die Bewertung klassi-
scher Optionen unumggnglich nétig, dass man mit dem Underlying hedgt. Aus der
Nichtspeicherbarkeit der elektrischen Energie ergibt sich keine Mdéglichkeit dafiir.
Eine Alternative dafiir wéire der Futuremarkt, der aber im Strommarkt weniger
mit dem Spotmarkt korreliert.

No Arbitrage Prinzip: Eine der wichtigsten Annahmen, die die Struktur des Marktes
vereinfacht und zur Existenz eines risikoneutralen Malfses dquivalent ist, ist die
Annahme, dass es fiir niemanden méglich ist einen positiven erwarteten Gewinn
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zu sichern, ohne die Existenz einer positiven Wahrscheinlichkeit auch negativen
Gewinn zu erzielen. Wenn man sich die klassischen Modelle von Black and Scholes
genauer ansieht, sieht man, dass das die wesentliche Annahme ist, die iiberhaupt
eine bedeutende Vereinfachung des Marktes fiir die mathematische Handhabung
bringt. Um {iberhaupt iiber so eine Arbitrage Moglichkeit in zwei verschiedenen
Zeitpunkten zu reden stofen wir wieder auf das Problem mit der Nichtspeicher-
barkeit. Arbitrage im gleichen Moment aber auf verschiedene Borsen ist auch nicht
sehr realistisch wegen der Transportkosten.

Beziiglich der Prinzipien der risikoneutralen Bewertung kann man in [19], [26], [32]
oder [28] nachlesen oder im Anhang |C|eine schematische Ableitung der Black and Scho-
les Optionsbewertungsformel sehen. Eine praxisorientierte Einfiihrung mit Implemen-
tierungsmodellen findet man bei [12].

Zu den oben genannten Punkten kann man noch die folgenden prinzipiellen Unter-
schiede zwischen dem Aktienmarkt und dem Strommarkt hinzufiigen:

Marktreife: Der Aktienmarkt ist seit mehreren Jahrzehnten erforscht und bekannt.
Zum Unterschied vom Strommarkt verfiigen wir iiber Preisdaten fiir sehr lange
Zeitperioden.

Wirkung von makrodkonomische Zyklen: Aufdem Elektrizitdtsmarkt ist diese Wir-
kung weniger stark zu beobachten.

Diese Uberlegungen und Vergleiche mit dem Aktienmarkt zeigen, dass die klassischen
Bewertungsansétze kaum in einer nicht geédnderten Form fiir den Strommarkt anwendbar
sind. Eine Einfithrung in der Problematik der Bewertung von Energie Derivaten kann
man in [25] finden.

2.3 Die Swing Option - Formalisierung

Nachdem wir die Bewertungsproblematik besser kennen, stelle ich eine formalisierte ma-
thematische Definition einer Swing Option vor. Da es bei den Swing Optionen um einen
Vertrag niedrigen Standardisierungsgrades handelt, der in sehr verschiedenen Formen
existiert, definiere ich ihn in einer moglichst allgemeinen Form. Trotzdem, um gewisse
Schwierigkeiten umzugehen, werde ich manchmal von konkreteren Formen ausgehen. Bei
der Formulierung werde ich hier eine Vorgangsweise dhnlich zu [17] wéihlen.

Wir haben also einen Vertrag, der sich auf den Zeitraum [T7,T5] bezieht. Es gibt
vordefinierte Zeiten 7;,i € {1,2,...n},T1 <7 < T <13 < -+ < 7, < Ty zu denen
ein fixes Volumen von Elektrizitdt dy bezogen werden darf aber auch ein Swing gemacht
werden darf. Von allen diesen n Swinggelegenheiten darf der Inhaber maximal von N
Gebrauch machen (N < n). Hier ist die Frage interessant, ob es sich nicht im Fall N # n
nur um eine Beschrankung rein technischer Natur handelt, die die Bewertung noch mehr
verkompliziert ohne die Absicht, die Handlungsmoglichkeiten des Optionsinhabers wegen
des Wertes der Option zu beschrinken.

Es kann zusatzlich eine Regelung geben, die es nicht erlaubt, nach einem Swing fiir
eine gewisse Zeitspanne A7 keinen weiteren durchzufithren. Diese Sperrzeit hat klarer-
weise nur dann einen Sinn wenn A7 > ming<j<,—1(7j41 — 7).
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Aufgrund der Giiltigkeitsdauer der Swing kann man zwei Arten von Swing Optionen
betrachten:

e Mit lokalem Effekt: Der Swing passt nur die momentane Menge an und beim
nédchsten Mal geht die Menge wieder auf dem Nominalniveau.

e Mit globalem Effekt: Der Swing passt die momentane Menge an und beim néchsten
Mal bleibt die Menge auf dem neuen Niveau.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen habe mich auf die erste Art konzentriert.

Die bezogene Menge darf sich nach oben oder nach unten von der vordefinierten Men-
ge unterscheiden, jedoch wird diese Differenz durch die so genannten lokalen Schranken
beschrénkt. Das heiftt konkreter, wenn wir den im Moment 7; bezogenen Strom mit d;
bezeichnen, dass d; — dy € [I},12) U (I3,1}] gelten muss (I} < 12 <0 < [} < [}). Hier
wird wegen der Allgemeinheit [? = [? = 0 nicht angenommen, was aber bei sinnvollen
Vertragen in der Praxis fast immer der Fall ist. Es stellt sich auch die Frage, ob in der
Praxis auch nicht immer [} = [} und I} = IJ auch fiir i # j gilt, ob es also wirklich die
lokalen Schranken vom Zeitpunkt abhéngig sind.

Zusatzlich gibt es normalerweise Schranken fiir die gesamte Menge, die man im Zei-
tintervall [T}, T,] beziehen darf. Oft darf man diese Bedingung verletzen allerdings muss
man dafiir die so genannten Penalties (Strafen) zahlen. Da gibt es wieder verschiedene
Varianten: sie konnen unabhéngig von der iiberschrittenen Menge sein oder eine Funkti-
on von ihr oder auch von einer Zufallsvariable (Spot Preis zum Zeitpunkt 75, maximale
oder mittlere Spot Preis auf [T7,T5]) abhédngen. Wir werden diese Penalty-Funktion mit
©(D) bezeichnen, wobei D = > "  d; die gesamt bezogene Menge fiir den Intervall
[T1,T5] ist. Beispiele fiir solche Funktionen wéren:

4 wenn D < Min
e(D)=< 0 wenn Min < D < Max
Pr,(D — Mazx) wenn D > Max
Oder wenn die Schranken fiir D nicht tiberschritten werden diirfen konnte man die
Bedingung auch als Penaltyfunktion definieren:

oo wenn D < Min
e(D)=< 0 wenn Min <D < Max
oo wenn D > Max

Fiir die bequemere Handhabung definieren wir fiir 1 < 5 < n noch zwei Entschei-
dungsindikatoren sowie zwei Volumenfunktionen.

ot = 1 Falls zum Zeitpunkt 7; ein Up-Swing stattfindet
J 0 sonst

_ | 1 Falls zum Zeitpunkt 7; ein Down-Swing stattfindet
Xi 10 sonst

gt — d; — do Wennx;'zl
710 sonst
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d_—{ dj —dy wenn x; =1

J 0 sonst

Jetzt konnen wir die Swing Option mathematisch vollsténdig formulieren.

(i) Man kann zum Zeitpunkt 7; nur entweder mehr,weniger oder gleichviel beziehen:

0ng+x;§1fﬁrallelgj§n

(ii) Man darf sie nicht wieder ausiiben bevor At Zeit vergangen ist:

T . .
(X;F+X;)+(X;+X;)§1+74+JAT firallel<i<j<n

(iii) Man darf nicht 6fters als N mal ausiiben:

0<) (xf+x;) <N

j=1
(iv) Man muss die Mengenschranken berticksichtigen:
l?xj < dj < l;-lxj firallel1 <j<n
Z;X; < dj_ < Z?Xj_ firallel1 <j<n

Um eine optische Vorstellung zu bekommen kann man Abbildung [9] betrachten.

Abbildung 9: Ablaufpfad einer Swing Option

nominal Volumen bezogene Menge

5 lokales Maximum -

lokales Minimum
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2.4 Die Menge der zulassigen Ausiibungsmuster

Wie wir gerade gesehen haben, hat die Menge der zuldssigen Ausiibungsmuster eine
komplizierte Struktur. Zum Unterschied von den Ausiibungsmoglichkeiten bei den klas-
sischen Optionen auf dem Aktienmarkt, die meistens nur zwei sind (ausiiben oder nicht),
haben wir hier mit einer unendlichen Anzahl von Ausiibungspfaden zu tun. Jetzt be-
trachten wir diese Menge und probieren wir wichtige Eigenschaften fiir die Bewertung
einer Swing Option zu erkennen.

Bezeichnen wir die Menge der zulédssigen Ausiibungsmuster mit

D = D(dy,n, L™, L Min, Max, N, Ai) C R"
wobei
dy: der nominale Wert
n: die Anzahl der Ausiibungsgelegenheiten
Lmin = {1313 .. .1} }: die Menge der lokalen Schranken nach unten
Lmer = {1113 ... 1}}: die Menge der lokalen Schranken nach oben
Min: globale Schranke nach unten
Mazx: globale Schranke nach oben
N: die maximale Anzahl von Swings
Ai: Sperrzeit in ganzen Intervalllingen

Definieren wir eine Swingzahlfunktion fiir einen Ausiibungspfad d =
(dy dy ... d,) € R" auf dieser Menge:

N(d) := max{|1| : H (d; — do) #0,1 C {1,2...n}}

sowie eine Sperrzeitfunktion

A(d) = min{]Ti — Tj| : (dz — do)(dj — do) 7£ O,Z # j}
Jetzt konnen wir formal schreiben
I <di—dy<l}Vi: 1<i<n
Min <" d; < Max

N(d) < N
Ai < A(d)

deD &

Gegeniiber der allgemeinen Definition von vorne haben wir hier die folgenden vereinfa-
chenden Annahmen getroffen:

o 2=0=0Vi: 1<i<n
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e Es gibt keine echte Penalty-Funktion sondern nur eine Beschrénkung der gesamt-
bezogenen Menge

e Die Sperzeit wird nicht als echte Zeit sondern als Anzahl von Ausiibungsgelegen-
heiten aufgefasst

Jetzt konnen wir die Menge der zuldssigen Ausiibungspfade als Teilmenge des Vektor-
raumes R" auffassen und deren Verhalten beziiglich konvexe Kombinationen betrachten.
Zuerst seien zwei Ausiibungsmuster d und d’ im selben Raum gegeben.

d,d € D(dy,n, L™ L™ Min, Maz, N, Ai)
d = (dydy ... dy)
d = (d d ... d)

Bilden wir ein neues Ausiibungsmuster als konvexe Kombination der beiden

d" = ad+ pd
d' = (d{dy ... d) = (ady + pd} ady + Bd), ... ad, + (d), )
wobei
e o, R
e a+p=1

e 0 <a,f <1 (Man kann diese Annahme weglassen, wenn man auch Short Positio-
nen erlaubt)

Um unsere Untersuchungen zu vereinfachen kénnen wir das konstante Ausiibungsmuster
d’ = (dy dy ... dy) € D(dy,n, L™, L™ Min, Max, N, A7)
und den folgenden Nebenraum betrachten. (siehe zB. [9])
Dy = —d’+ D(dy,n, L™", L™ Min, Max, N, i)
= D(0,n, L™" L™ Min — ndy, Max — ndy, N, Ai)

Die Abgeschlossenheit beziiglich konvexe Kombinationen in den Rdumen D und D, ist
aquivalent.

(d,d € D= ad+ pd € D)=
(d—dd —d’ € -d"+D= ald—-d°) +p(d —d°) =ad+ Bd —d® € —d° + D)
Das heiftt wir kénnen hier mit dem folgenden Raum arbeiten
D(0,n, L™, L™ Min — ndy, Max — ndy, N, Ai) =
D(0,n, L™" L™ Ming, Maxgy, N, Ai).

Hier wurde Ming := Min —ndy und Mazxy := Max — ndy gesetzt. Die oben eingefiihrte
Swingzahl- und Sperrzeit- Funktionen vereinfachen sich entsprechend auch zu

N(d) ::max{|]|:Hdi7éO,I§ {1,2...n}}

A(d) == min{|r; — 75| : did; # 0,1 # j}.
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2.4.1 Die lokalen Schranken

Jetzt betrachten wir, wie sich die konvexe Kombination beziiglich der lokalen Schranken
verhélt. Fiir L™"(;) haben wir:

&/ — L™"(i) = ad; + Bd, — L™"(i) =
= ad; + Bd, — (a + B)L™"(i)

= a(d; — L™ (q)) + B(d; — L™™"(i)) = 0
und analog fiir L™ (3)
d} — L™ (i) = ad; + pd; — L™ (i) =
= ad; + pd; — (a + B) L™ (i) =
= a(d; = L™ (i) + B(d; — L™(i)) <0
da d; — L™"(i) > 0, d, — L™™(i) > 0, d; — L™*(i) < 0, d; — L™*(z) < 0 und

0<a,0<1, a+ = 1. Also die konvexe Kombination erfiillt die Bedingung durch die
lokalen Schranken.

2.4.2 Die globalen Schranken

Analog betrachten wir jetzt ob die konvexe Kombination die globalen Schranken erfiillt.
Ahnlich wie oben nur aufsummiert haben wir:

> dl — Ming = (ad; + 3d;) — Ming =
=1

i=1

= (ad; + Bd}) — (a + f)Min, =
i=1

=a() _d; — Ming) + B> _ d; — Ming) >0
=1 =1

und
Z d! — Maxy = Z(adi + 8d;) — Maxg =
i=1 i=1
= (ad; + Bd}) — (a + B)Mazg =
i=1
= a(Zdi — Mazxg) + Q(Zd; — Maxg) <0
i=1 i=1
und damit

> " d} € [Ming, May).

i=1
Dadurch haben wir gezeigt, dass auch die globalen Schranken durch die Bildung von
konvexen Kombinationen nicht verletzt werden.
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2.4.3 Die Anzahl erlaubte Swings

Wie gesagt es gibt oft auch eine Beschriankung N fiir die Gesamtzahl erlaubte Swings.
Um das Verhalten zu analysieren, betrachten wir wieder eine konvexe Kombination

d'=(d' d) ... d") = (ady + Bd, ady + Bd) ... ady, + Bd., ).

Man sieht leicht, dass aus d; = 0 # d; und d; = 0 # d; folgt ad; + pd; # 0 und
ad; + Bd; # 0 sobald aff # 0. Mit der Swingzahlfunktion ausgedriickt heift dass in
diesem Fall folgendes gelten kann

N(d") = N(ad + Bd') > max(N(d), N(d)).

Bei gewissen Umsténden (zB. a = § = 0.5 und d; = —d}) konnte auch das Umgekehrte
gelten

N(d") = N(ad + Bd') < min(N(d), N(d)).
Also was wir im Allgemeinen hier haben ist eine Ungleichhung
min(N(d), N(d')) # N(d") = N(ad + 3d') # max(N(d), N(d")).
Eine interessante Ungleichung die man leicht zeigen kann ist die folgende
N(ad + 3d') < min(N(d) + N(d'),n)
oder bei a8 > 0 sogar auch
IN(d) — N(d')| < N(ad + 3d') < min(N(d) + N(d'),n).

Was man jedenfalls sagen kann ist, dass die Beschrankung fiir die Anzahl der Swings
von einer konvexen Kombination verletzt wird.

Fiir die Funktion N*(d,d") = N(d —d') = N(d' — d) = N*(d',d) sieht man folgende
Eigenschaften ziemlich einfach.

o N*(d,d) =0 Nd—d)=0cd—d=0cd=d
o N*(d,d") < N*(d,d') + N*(d', d")

Also ist N* eine Metrik (so genannte Hamming-Distanz) auf diesem Vektorraum der
moglichen Ausiibungen.

2.4.4 Die Sperrzeit

Ahnlich wie bei der Anzahl den erlaubten Swings wird sich herausstellen, dass die Sperr-
zeit Beschrankung verletzt wird. Konkreter die Sperrzeitbedingung ist A(d) > A7 und
was zu priifen ist ob auch

A(d") = Alad + Bd') := min{|i — j| : did] # 0,1 # j} =
= min{[i — j| : (ad; + Bd;)(ad; + Bd}) # 0,1 # j}
diese Bedingung erfiillt. Analog wie oben ist hier auch klar dass, es moglich ist
A(d") = A(ad + 8d) < min{A(d"), A(d")}
was obwohl A(d) > Ai und A(d") > Ai gilt zu A(d”) < Ai fithren kann.
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2.4.5 Das Ergebnis

Insgesamt haben wir Folgendes gezeigt:

Abgeschlossenheit 2.4.1. Die Menge der zulissige Ausiibungsmuster einer Swing Op-
tion als Teilmenge eines Vektorraumes aufgefasst ist konvex falls N =n und Ai = 1.

Néhere interessante Definitionen und Behauptungen, wo der Konvexitét eine wichtige
Rolle spielt, kann man in [I3] finden.

Die Konvexitét ist eine brauchbare Eigenschaft die man bei der Losung verschiede-
ner Aufgabenstellungen wie Optimierung, Pfadgenerierung oder Existenzaussagen iiber
Extrema benutzen kann.(siehe zB. [7])

2.5 Eine deterministische Ausiibungsstrategie

Betrachten wir eine Swing Option mit Restriktionen, die eine konvexe Menge definieren
also (Bezeichnungen von oben)

D = D(dy,n, L™, L™ Ming, Maxy, N = n, Ai = 1)
und einen Ausiibungspfad auf dieser Menge
d:= (dl d2 dn) eD.

Sei K der Fixpreis pro Einheit im Kontrakt und sei auf D eine Penalty Funktion definiert
p(d) = () dy).
i=1

Angenommen der Inhaber der Option hat die volle Spotpreisinformation von Anfang
an. Bezeichnen wir diesen Spotpreisvektor mit

= (m My ... W)

Dann konten wir einfach folgende Gewinnfunktion definieren

W(d,7) =dr — K d; — ¢(d) = Zmdi - KZdi — (> _dy).

i=1 i=1

Um die Formulierungen kurz zu halten definieren wir auch einen Differenzpreisvektor

=m-Km—-K .. 1K) =@ 7. 7.

Jetzt wird die Gewinnfunktion zu

n n

W(d, ) = Zdi(m —K)—p(> d) = Zdﬂ? — () _dy).

i=1 i=1

20



Wir konnen ein bestes Ausiibungsmuster als das Ausiibungsmuster d* fiir das folgendes
gilt definieren

W(d*, 7°) > W(d, °) Vd € D.

Bei einer Penalty Funktion, welche konvex in X7 ,d; ist, bekommen wir eine konkave
Gewinnfunktion da

W(ad + Bd',7°) = (ad + 6d’)7r0 — plad + pd") =

_Zad + Bdy)r! — p(a Zd +ﬁ2d’
ZZad +ﬁd’7r—oz<pzd BsO(Zdé):
Zd 0 (Z d;)) +6(Z dim? = (Y_dy) =

— aW(d, ") + BW(d', )

wobei die Ungleichung zwischen Zeile 2 und 3 von der Konvexitédt von ¢ folgt. Also
insgesamt haben wir die Konkavitat von W auf D bewiesen

W(ad + Bd', 7°) > aW(d, 7°) + BW(d', 7°).

Jetzt betrachten wir, wann diese Gewinnfunktion W(., 7°) ein Extremum hat. Eine
notwendige Bedingung bei einer ¢ € C' fiir ein lokales Extremum wére (siehe zB. [33]):

OW &
adzz(;dﬂ? Zd ) =70 — ¢ Zd =0 Vi.

Man erkennt leicht, dass es kein lokales Extremum geben kann, falls es ¢ und j gibt
sodass 7 # 7). Das heift:

e Falls nicht alle Komponenten des Preisvektores nicht gleich sind, erreicht man das
Maximum am Rand der Menge der zuldssigen Ausiibungsmuster.

e Falls alle Komponente des Preisvektores gleich sind, erreicht die Gewinnfunktion
ihr Maximum in den Punkten fiir die > 7" | d; = const gilt.

Was passiert am Rand der Menge der zuléssigen Ausiibungsmuster? Dafiir betrachten
wir den Teil des Randes der durch die Hyperebenen Y  d; = Max oder Y ;" , d; = Min
bestimmt wird. Nehmen wir allgemein > | d; = const = C, dann folgt

n—1 n—1

W(d,m) = > dim +70(C =Y di)—p(C) =
=1 =1
n—1

= D di(n) —m) +mC —¢(O).

i=1
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Also ist W eine lineare Funktion in jeder der d; und das heiftt, dass das Maximum in
einem Randpunkt der Hyperebene »""  d; = C erreicht wird. Das bedeutet wiederum,
da wir wissen, dass das Maximum am Rand erreicht wird, wird es in einem Punkt vom
Teil des Randes, wo zumindest fiir ein ¢ ist d; = [/ oder d; = [["**.

Es ist dadurch klar geworden, dass es sich um eine stetige stiickweise lineare Aus-
iitbung handeln wird, falls der Inhaber der Swing Option die volle Information iiber
Spotpreisentwicklung vor der Zeit seiner Ausiibung hat.

2.6 Spieltheoretische Uberlegungen

Die Situation, in der der Inhaber der Option die volle Information iiber die Spot-
preisentwicklung hat, wie sie im letzten Kapitel vorausgesetzt wurde, ist natiirlich
unrealistisch. Ziel dieses Kapitels ist es die Wichtigkeit eines Modells des Verhaltens
des Optionsinhabers fiir die Bewertung einer Swing Option zu zeigen. Dabei werden wir
stufenweise aus einem sehr einfachen Modell ein komplizierteres aber auch realistischeres
Modell konstruieren.

Wie schon erwdahnt, es ist schwer das Verhalten des Inhabers der Option voraus-
zusagen, einerseits weil er sich vollig wie ein Konsument verhalten kann aber auch als
Spekulant und anderseits sogar im Falle einer Gewinnmaximierung es unmoglich ist
ohne Kenntnis der Zukunftspreise die richtige Strategie deterministisch zu bestimmen.
Damit wir das Thema {iberhaupt weiter diskutieren kénnen, gehen wir ab jetzt von ei-
nem Besitzer aus, der seinen Gewinn maximieren will. Was eine Maximierung heiftt und
in welchem Sinn er maximieren kann, besprechen wir als Néchstes.

2.6.1 Ein Nullsummenspiel

Betrachten wir folgende einfache Situation, in der der Verkdufer eines Stromderivats
drei mogliche Alternativen hat, um das verkaufte Produkt mittels anderer auf dem
Markt vorhandene Produkte zu hedgen. Angenommen der Inhaber des Derivats hat
auch drei verschiedene mogliche Ausiibungspfade und die Summe der Hedgingkosten
des Verkiufers und des Gewinnes der Kaufer sei 0 (oder konstant) | Weiters treffen
die beiden Seiten, unabhingig voneinander zum gleichen Zeitpunkt ihre Wahl [} . Ein
solches Beispiel [ konnen wir in der Tabelle [1] sehen. Die ersten drei Zeilen stellen die
Kosten der Verkaufer dar, bei der Wahl der entsprechende Hedgingalternative und den
Austibungspfad des Kéaufers.

Uberlegen wir jetzt, welche die giinstigste Hedgingalternative des Verkéufers wiire.
Einige mogliche Strategien wéren die Folgenden:

1. Falls der Verkaufer seine maximalen Kosten minimieren will, soll er klarerwei-
se Hedgingalternative 2 wéhlen. In diesem Fall waren seine maximalen Kosten 7

?Diese Situation wird in der Spieltheorie Nullsummenspiel genannt.

3In Wirklichkeit ist es ein sequentielles Spiel (zuerst der Hedge, dann die Ausiibung), dazu kommen
wir aber spéater noch einmal.

4Die konkrete Zahlen in diesem Beispiel wurden so gewidhlt um die wichtigste Merkmale dieser
Problemstellung zu erkennen.
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Tabelle 1: 3 x 3 Nullsummenspiel

Hedging 1 | Hedging 2 | Hedging 3 | Minimum
Ausiibung 1 1 7 8 1
Ausiibung 2 2 6 3 2
Austibung 3 9 5 4 4
Maximum 9 7 8 T#4
Erwartung 4 6 5
Varianz 12 2/3 2/3 42/3

Einheiten und in den anderen zwei Féllen entsprechend 8 und 9 Einheiten. Hier
handelt es sich um eine Sicherung gegen die ungiinstigste Wahl der Ausiibung
durch den Besitzer der Option. Auf die gleiche Strategie wéren wir gekommen,
falls wir aus einem Inhaber, der erst nach der Kenntnis der Hedgingalternative
Wahl, der Emittent, seine Entscheidung trifft.

2. Angenommen ist der Gewinn des Inhabers tatséchlich gleich den Kosten der Ver-
kiufer und wiirde er seinen minimalen Gewinn maximieren wollen hétte er
Ausiibung 3 gewahlt, was heifen wiirde der Verkdufer soll Hedging 3 wéhlen, da
er in diesem Fall die minimalsten Kosten von 4 Einheiten bei dieser Wahl der
Ausiibung hat.

3. Falls wir noch einen Schritt weiter gehen und annehmen, dass der Inhaber gleich
wahrscheinlich (p; = pa = p3 = %) einer der drei von seinen moglichen Ausiibungs-
pfade wihlt und der Verkdufer seine erwarteten Kosten minimieren Willﬂ , soll
er Hedging-Alternative 1 wahlen. In diesem Fall wéiren seine erwarteten Kosten 4

Einheiten.

4. Um das Risiko noch eine gewisse Bedeutung zu geben, konnte der Verkédufer nicht
die erwarteten Kosten minimieren sondern eine Funktion der Erwartung E und
der Varianz V betrachten und sie minimieren. Beispiel fiir so eine Funktion wére:

(E + xVV)(0)

mit einem Risiko-Gewicht x > 0. Wegen der grofsen Varianz bei Hedging 1 sieht
man, dass man bei geniigend grofsen x man nicht mehr Hedging 1 sondern eine
der beiden anderen Alternativen auswéahlen wird. Andere, verschiedene von der
Varianz, Methoden um Risiko zu messen (die so genannte Risikofunktionale) sind
z.B. das a-Quantil einer Zufallsvariable Y mit Verteilung F' das auch Value at

®Man bekommt zwei verschiedene Strategien (als auch max; min;c;; # min; max;c;; ) fiir den
Emittent im Fall 1 und 2 da es im konkreten Beispiel es sich um eine Matrix-Spiel ohne Sattelpunkt
handelt. Mehr dazu kann man in [34] oder [2I] finden.

6Ein Spieler der nur auf den erwarteten Profit aber nicht auf das Risiko sich richtet nennt man
risikoneutral.
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Risk genannt wird
VAR, (Y) := inf{c¢|P(Y < ¢) > a}.

Ein sehr gutes Buch iiber das Thema Risikomessung und Risikofunktionale mit
vielen interessanten Anwendungen ist [24].

Es ist klar, dass im Fall 1 oder 2 also ohne die Annahme einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Ausiibung ein fairer Preis des Derivats zwischen 4 und 7 Geldeinheiten
liegen muss. Wenn man aber gewisse Wahrscheinlichkeiten fiir die Wahl einer Ausiibung
voraussetzt, ware der risikoneutrale Preis von 4 durchaus erreichbar.

Anhand dieses einfachen Beispiels kann man schon sehr wichtige Erkenntnisse ma-
chen. Es sind mehrere Fragen zu kldren, um ein realistisches Modell zu erstellen.

Jetzt probieren wir das vorgestellte Modell, zu verallgemeinern und als Matrixspiel
zu modellieren. Dabei gehen wir aus folgenden Annahmen aus:

Nicht stochastische Spotpreise Diese Annahme wird es ermdglichen die Kosten als
nur von der Hedgingwahl und von dem Ausiibungspfad abhéngige Variablen zu
modellieren.

Endliche Anzahl Ausiibungspfade Es wird vorausgesetzt dass, die Menge der mog-
lichen Austibungspfade D endlich ist. Also |D| = m und seien die Wahrscheinlich-
keiten dieser Ausiibungspfade durch die Koordinaten des Vektors p = (p1 p2 ... pm)
€ R™ gegeben. (0<p; <1 i=1...m, > " p=1)

Endliche Anzahl Hedging-Alternativen Es wird vorausgesetzt, dass die Menge der
moglichen Hedging-Strategien H endlich ist. Also |H| = n.

Mit diesen Annahmen und Bezeichnungen kénnen wir jetzt folgende reelle Kosten-Matrix
(Heging- und Fehlbedarfkosten minus Uberschuss-Profit) C' € R™*" definieren:

€11 Ci12 Cin

Co1  C22 Con
C .= ]

Cmi Cm2 ... Cmn

e wobei ¢;; die Kosten sind, wenn der Kéufer Ausiibungspfad ¢ und der Verkéufer
Hedgingalternative j wéhlt

Wir werden zwei verschiedene Hedgingstrategien betrachten und sie folgendermaifsen
nennen:

Minimax-Strategie Das ist die Strategie bei der, der Verkdufer die Hedgingalternative
mit einer Nummer aus der folgenden Menge wéhlt

J* € argmin{maxc;; : 1 < j <n}.
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Falls wir von einem Kéufer, der die Kosten des Verkdufers maximieren will, ohne
seine Hedgingwahl zu kennen, ausgehen, haben wir ein Beispiel fiir ein nicht ko-
operatives Konstantsummenspiel. In diesem Fall muss der Inhaber der Option den
Ausiibungspfad mit einer Nummer aus der folgenden Menge wéahlen

i* € argmax{minc;; : 1 <i < m}.
j

Es gilt im Allgemeinen [7]

max min ¢;; < min max c;;
7 i i 7

und falls es zur Gleichheit kommt nennt man das ein Spiel mit Sattelpunkt. In
diesem Fall bezeichnen wir den Minimax-Preis mit

Tminimaez — M INAX Cjj.
J i

Erwartung-Strategie So nennen wir die Strategie in der, der Verkdufer die Hedgin-
galternative mit einer Nummer aus der folgenden Menge wéhlt

j e argmin{Zpkckj 1<j<n}
k=1

und entsprechend heifst dann auch Erwartung-Preis die folgende Zahl

Texp = Il'llIlE DPrCkj-
k=1

Man kann leicht folgendes Resultat zeigen:

Preisungleichung 2.6.1. Fir die Preise gilt folgende Ungleichung

Texp > < Tminimax -

Beweis.
E PrCrj < E Pr Max cZJ = max czj E P = max Czy
i€[l..m] i€[l..m] i€[l..m]

= Meyp = Min E PrCrj < mln MAX Cjj = Mninimaz
J
k=1

"Das ist die so genannte Minimax-Ungleichung
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Das letzte Ergebnis zeigt es sehr deutlich, wie wichtig fiir die Bewertung die Exi-
stenz eines Verhaltensmodells ist. Der Mimimax-Preis ist der Preis, bei dem sich der
Verkaufer ohne Kenntnis des Verhaltens des Inhabers sich gegen den schlechtesten fiir
ihn Fall schiitzen will. Im Gegenteil bei dem Erwartung-Preis wird eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Ausiibungspfade vorausgesetzt, die eine bessere Anpassung der
Verkéufer zulésst, was wiederum einem niedrigeren Preis entspricht. Auf jedem Fall ist
zu beachten dass, im Falle der Erwartung-Strategie das Risiko nicht berticksichtigt wird,
was gegebenenfalls logischerweise zu einem hoheren Preis fiihren wiirde. Im Allgemeinen
miisste fiir den Preis 7 unabhéngig von der Strategie im Fall eines Matrixspiels folgende
Ungleichung gelten

Texp S m S Tminimax -

Dieses Modell konnen wir noch allgemeiner definieren. Dafiir bezeichnen wir die
Menge der Hedgingalternativen mit H und wie oben die Menge der zulédssigen Aus-
iibungsmuster mit D. Weiters gehen wir aus einer Kostenfunktion C' fiir den Verkaufer
und einer Auszahlungsfunktion A fiir den Kéufer, wobei die beiden sich nur um eine
Konstante unterscheiden.

C:-HxD—-R
A:HxD—R
A(h,d) — C(h,d) = Const

Die beiden Hedging-Strategien der Verkaufer, die wir oben definiert haben, kénnen wir
in diesem Fall wie folgt schreiben:

Minimax-Strategie
h*

minimax

= argmln{%leag C(h,d): h e H}

Erwartung-Strategie

h:,. = argmin{E,;C(h,d) : h € H}

erp *

Analog bekommen wir auch fiir die Preise:

Minimax-Preis

Tminimaz = min max C(h, d)
heH deD

Erwartung-Preis
ezp = MInE;C (D, d
Tep = MILE,C (R, )
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Tabelle 2: Mogliche Auszahlungen des Inhabers abhéngig von seiner Ausiibung und vom

eingetretenen Spotpreisszenario

Ausiibung 1 | Ausiibung 2 | Ausiibung 3
&1 1 7 8
& 2 6 3

Tabelle 3: Mogliche Kosten des Emittenten abhéngig von seinem Hedging, der Ausiibung
und dem Spotpreis

& Hedging 1 | Hedging 2 | Hedging 3
Ausiibung 1 1 7 8
Ausiibung 2 2 6 3
Ausiibung 3 9 5 4
& Hedging 1 | Hedging 2 | Hedging 3
Ausiibung 1 3 2 7
Ausiibung 2 1 4 9
Ausiibung 3 8 5 6

2.6.2 Stochastische Spotpreise

Eine der wesentlichen Annahmen im letzten Beispielmodell war die Annahme nicht-
stochastischen Spotpreisen. Hier werden wir das Spiel ein bisschen anders auffassen und
eine nicht konstante Spotpreisentwicklung zulassen. Ahnlich wie beim letzten Modell
beginnen wir mit einem einfachen Zahlenbeispiel.

Hier betrachten wir den Kéufer als einen Spieler, der seinen Profit maximieren will,
wobei sein Profit nicht von der Hedgingwahl des Emittenten abhéngt, sondern nur von
der Spotpreisentwicklung und der Wahl seines Ausilibungspfades. Setzen wir zwei
verschiedene Spotpreisszenarios &; und & voraus und drei mogliche Ausiibungspfade des
Inhabers. Die Auszahlungen kénnen wir wieder in einer Tabelle erfassen (siehe Tabelle
7).

In diesem Fall sind die Kosten des Verkdufers nicht mehr nur von seiner Hedging
und der Ausiibung der Inhaber, sondern auch von dem Spotpreisszenario abhéngig. Wir
konnen sie in zwei Tabellen mit jeweils den Kosten pro Spotpreis zusammenfassen. (Siehe
Tabelle [3]).

Wenn wir von einem Kaufer, der bei seiner Ausiibung die Preise kennt, ausgehen,
kénnen wir eindeutig seine Ausiibung als Funktion des Spotpreisszenarios bestimmen.
Im konkreten Beispiel heifit das, dass er entsprechend die Ausiibungspfade 3 und 2 zu
Spotpreise & und & wihlen wird. Das bedeutet wiederum dass, das Spiel aus der Seite
des Emittenten sich wieder zu einer Kosten-Matrix reduziert, die nur die 3. Zeile der
ersten und die 2. Zeile der zweiten seiner urspriinglichen Ausiibungsmatrizen enthalt.
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Tabelle 4: Reduzierte Kosten-Matrix

Hedging 1 | Hedging 2 | Hedging 3
& 9 5 4
& 1 4 9
Erwartung 11/3 13/3 22/3

Das Ergebnis ist in Tabelle [4] dargestellt. Das ist eine Matrix, in der der K&ufer nicht
mehr als Gegenspieler vorkommt, dafiir aber ein stochastisches Modell fiir den Spot-
preise notwendig ist. In unserem Beispiel wurden Wahrscheinlichkeiten von 1/3 und 2/3
gewihlt.

Ahnlich wie oben sieht man, dass es Hedging 1 zu wihlen ist und der Preis 11/3
betrégt, falls man das Risiko ignoriert. In diesem Modell wird vorausgesetzt, dass der
Inhaber seine Entscheidung mit der vollen Information iiber den Spotpreis trifft.

Wiederholen wir jetzt die Uberlegungen im allgemeinen Fall und schreiben wir den
Vorgang formal auf:

Stochastische Spotpreise Es ist eine diskrete Verteilung der Spotpreisszenarios mit
Anzahl der Zustinde [ und Vektor der Wahrscheinlichkeiten p = (p; ps ...p;) € R
vorgegeben. (0<p; <1 i=1..., 3 p=1)

Endliche Anzahl Ausiibung-Strategien Es wird vorausgesetzt dass, die Menge der
moglichen Ausiibung-Méoglichkeiten D endlich ist. Sei |D| = m. Damit kénnen wir
die Auszahlung-Matrix A € R™*™ definieren:

ay;pr Qa1 ... Ay

21 Q22 ... A9m
A = ]

ap Qi ... Quq

® a;,1 <i <1< j < mistdie Auszahlung von Ausiibungspfad j bei
Spotpreisszenario i

Ausiibungspfad Indexvektor Der Vektor der Nummern der optimalen Ausiibungs-
pfade pro Spotpreisszenario:

d=(didy ...d)),d; = argmax ey Qij, 1 <1 <1

Endliche Anzahl Hedging-Strategien Es wird vorausgesetzt dass, die Menge der
moglichen Hedging-Moglichkeiten H endlich ist. Sei |H| = n und noch dazu seien
[ reele Matrizen C}, € R™ "™ k =1...[ vorgegeben.

(k) (k) (k)

C C ... C
Cpi=| % o
67(7’:1 0’57]":‘% ttt Csrlle‘
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. cl(-f), 1 <i<m,1 < j < nsind die Kosten wenn der Kaufer Ausiibungspfad

7 und der Verkdufer Hedging-Moglichkeit 5 wéhlt falls Spotpreisszenario k
eingetreten ist.

Genauso wie oben definieren wir eine neue Matrix.

Reduzierte Kosten-Matrix C’ € R>™ ist die Matrix welche i-te Zeile die d;-Zeile aus
der Matrix C; ist .

/ / /
cll Cl2 ... Cln
/ / /
o — €1 Coz --- Cop ro
T : o : 1 Cij == Cayj
/ / /
cy Co - Cp

Jetzt konnen wir die optimale risikoneutrale Hedging-Moglichkeit und den Preis bestim-

men:
l l

% . / . k
J € argmin; E DkCy; = argmin; E DkCa,
k=1 k=1

l l
: / : k
T=Mmin ) pych; =min Y picy,;
I k=1 J k=1

Schreiben wir jetzt das vorgestellte Modell in allgemeiner Form. Dafiir definieren
wir den endlichen Wahrscheinlichkeitsraum der Spotpreisszenarios (2, P(Z),P), = =
{&,...,&}. Wir haben wieder eine Kostenfunktion C' und eine Auszahlungsfunktion A,

die dieses mal entsprechend auf H x D x = und auf D x = definiert sind.

C . HxDx=Z—R
A:Dx=—=R

Die Hedgingalternative, die der Verkdufer wihlen muss ist
h* = argmin{E¢c=C(h,d"**(£),€) : h € H},
wobei d"%(£) der optimale fiir den Kaufer Ausiibungspfad pro Spotpreisszenario ist
d™(€) := argmax{A(d,&) : d € D}
und der Preis ist
7 = min{E¢ezC(h, d™*(£),€) : h € H}. (2.1)

Es muss hier noch einmal ausdriicklich erwéahnt werden, dass wir von einem Kéufer
ausgehen, der zur Zeit der Wahl seines Ausiibungspfades die volle Spotpreisinformation
hat. Es ist auch zu erwdhnen, dass es in diesem Fall zum Unterschied vom letzten Modell
die Kosten des Emittenten im Allgemeinen nicht dem Profit des Inhabers entsprechen

und dadurch man zwischen Angebots- und Nachfragepreis unterscheiden soll. Wie haben
bei (22.1]) offensichtlich den Angebotspreis genommen.

8Nicht zu verwechseln mit dem Begriff Reduced Cost von der Linearen Optimierung.
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Abbildung 10: Beispiel fiir einen Spotpreisszenariobaum
tlafl tQaFQ t3af3

{6,6,8,4))

2.6.3 Ein mehrstufiges Entscheidungsmodell

Im letzten Modell hat der Verkédufer zur Zeit der Wahl seiner Hedgingalternative keine
Information beziiglich der Spotpreisentwicklung. Zum Unterschied von ihm hatte
der Inhaber der Option die volle Information, welches Spotpreisszenario eingetreten ist.
Obwohl diese Informationsasymmetrie in Wirklichkeit existiert, ist sie auf keinem Fall so
stark ausgepragt. Deshalb probieren wir jetzt ein Modell zu erstellen, das eine teilweise
Informationsasymmetrie voraussetzt.

Als Erstes geben wir wieder ein einfaches Zahlenbeispiel an. Zum Unterschied vom
letzten Modell betrachten wir einen Spotpreisszenariobaum mit drei Zeitpunkten ¢, 5
und t3, wobei der Kéaufer in den beiden Momenten ¢, und t3 eine Entscheidung iiber
seinen Ausiibungspfad trifft. Der Verkdufer hingegen kann nur im Moment ¢; entschei-
den, welche Hedgingalternative er wahlt. Es ist klar, dass durch die Information, ob
{&1,&} oder {&3,&4} bei ty eingetreten ist, der Kdufer mehr Information als der Verkéu-
fer hat. Wegen der globalen und der lokalen Schranken im Swingkontrakt ist es auch
klar, dass durch seine Entscheidung im Moment t¢5, der Kédufer die Anzahl mdoglicher
Entscheidungen im Moment ¢3 beschriankt (siehe das Beispiel in Abbildung :

Ein noch konkreteres Beispiel, aus der Sicht der Inhaber der Option mit seinen
Auszahlungen, kann man in Abbildung[11]|sehen. Die Vektoren bei ¢, sind die moglichen
Auszahlungen abhéngig von seiner Entscheidung im gleichen Moment und die Matrizen
bei t3 die mogliche Auszahlungen abhéngig von seinen Entscheidungen in den beiden
Momente t, und ts.

Wie soll jetzt der Kéufer seinen Ausiibungspfad wahlen? Wie trifft er seine Entschei-
dung? Eine verniinftige Strategie ware, wenn er im Moment ¢, jene Alternative wéhlt,
deren Auszahlung plus die dadurch bestimmte erwartete maximal erreichbare im Mo-
ment t3 Auszahlung maximal wird. Im konkreten Beispiel von Abbildung [11] heiflt das,
dass er bei Eintreten von {&, &} sich zwischen den folgenden Alternativen entscheiden
muss.

Ausiibungsalternative 1: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung
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Abbildung 11: Auszahlungen auf einem Spotpreisszenariobaum

3 4 5
P3=| 2 3 4
1 4 2

1+ (3max{3,4,5} + s max{2,1,3}) =1+ (35 + 3) =53

Ausiibungsalternative 2: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung

2+ (2max{2,3,4} + $ max{2,5,4}) =2+ (34 + 15) =61

Ausiibungsalternative 3: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung

3+ (2max{1,4,2} + i max{1,4,5}) =3+ (34 + 15) = 71

Es ist klar, dass der Kaufer Ausiibungsalternative 3 wahlen soll, falls im ¢5 {£1, &2}
eingetreten ist und dann spéter abhingig davon ob es zu &; oder zu & kommt entspre-
chend im ¢35 die Ausiibung 2 oder 3 wihlen. Ganz analog falls {&3,&4} eingetreten ist
bekommen wir folgende Alternativen:

Ausiibungsalternative 1: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung

2+ (A max{3,2,3} + 3max{2,1,3}) =2+ (43 + 33) =5

Ausiibungsalternative 2: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung

3+ (3max{4,3,1} + 2 max{2,2,5}) = 3+ (34 + 25)

3
7

Ausiibungsalternative 3: mit Auszahlung und erwartete maximal erreichbare Aus-
zahlung

4+ (3max{3,4,5} + 2max{3,4,3}) =4+ (15+ 34) =84
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Abbildung 12: Kosten auf einem Spotpreisszenariobaum
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Hier soll der Kéaufer wieder Ausiibungsalternative 3 wéhlen und spéter abhéngig davon,
ob es zu &3 oder zu & kommt entsprechend die Ausiibung 3 oder 2 im ¢3 wéhlen.

Wie sieht jetzt die Situation von der Seite des Verkaufers aus? Ein Beispiel fiir einen
Baum mit den entsprechenden Kosten kann man in Abbildung [12] sehen. Zum Unter-
schied von den moglichen Auszahlungen, die von den Entscheidungen in den friiheren
Momenten abhéngen und dadurch immer um eine Dimension gréfer werden sind die

Kosten pro Knoten immer nur von der gewahlten Hedgingalternative

und momentanen

Ausiibung abhéngig und dadurch immer zweidimensional. Falls der Verkdufer von einem

Kaufer, der nach der oben beschriebenen Strategie handelt, ausgeht

, muss er aus den

Kostenmatrizen fiir t5 jeweils nur Zeile 3 nehmen, bei &; und &4 Zeile 2 und bei & und &3
Zeile 3. Das heifst wir wissen mit welchen Wahrscheinlichkeiten welche Kosten anfallen
werden abhingig von der Hedgingalternative. Der Verkaufer kann jetzt dadurch seine

erwarteten Kosten minimieren.

Hedgingalternative 1: mit erwartete Kosten im Moment ¢, und ¢3

(06-1404-3)+(04-2402-2+0.1-34+03-2)=18+21=39

Hedgingalternative 2: mit erwartete Kosten im Moment ¢ und 3

(0.6-4+04-1)+(04-5+02-4+0.1-44+03-2) =28+38=76

Hedgingalternative 3: mit erwartete Kosten im Moment ¢ und 3

(0.6-34+04-3)+(04-4+02-5+0.1-540.3-5)=3.0+4.6="76

Also soll er Hedgingalternative 1 wéahlen, weil er dadurch seine erwartete Kosten mini-

miert.
Jetzt werden wir unser Modell formalisieren:

Spotpreisszenariobaum Gegeben ist einen Spotpreisszenariobaum. Damit ist eine
Filtration F = (F)eqr,..1y, F1 = {0,Z} mit Fr = P(E) auf dem endlichen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(2),P), = = {&, ..., &} festgelegt.
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Spotpreisprozess Der Spotpreisprozess (Si)eq1,..,r} ist an F adaptiert, was sichert,
dass die moglichen Spotpreiswerte genau an dem Baum angepasst sind.

Ausiibungspfadeprozess Die Menge der Ausiibungspfade d := (dy, . ..,dr) € D. Die-
se konnen wir auch als einen zu der Filtration F adaptierten stochastischen Prozess
D = (Dy)seqa,... ry auffassen. ﬂ, weil die Entscheidung fiir Moment ¢ nur mit der
Information bis zum Moment ¢ getroffen wird.

Hedgingalternativen Die Menge der Hedgingalternativen h € ‘H

Auszahlungsprozess Jeder Auszahlungsprozess (Ptd)fee{? .7} Pro Ausiibungspfad ist

an [F adaptiert. Falls wir den Preis pro Einheit im Vertrag auf K fixieren und die
Auszahlung proportional zu Preisdifferenz SY := S; — K und Volumen annehmen
ergibt sich

P, := S} D;.

Das heifst fiir die kumulierte Auszahlung haben wir

t t
Pf:=Y"P=> 8D
=1 i=1

Kostenprozess Jeder Kostenprozess (Cfd’h))feeﬁ’_}fle;{}

galternative ist ebenso an ' adaptiert.

pro Ausiibungspfad und Hedgin-

Bei der so definierten Situation und die oben besprochene Strategie sollte der Options-
inhaber den folgenden Ausiibungspfadeprozess folgen

(D) .= argmax{Ep P& (Dy, €) : (D) € D, (D;) adaptiert}.
Entsprechend ergibt sich fiir den Emittent die folgende Hedgingstrategie
h* = argmin{EpC'(h, D]"** £) : h € H}

als optimal. Das Auffinden des optimalen Ausiibungspfadeprozesses ist ein typisches
Problem aus der Stochastischen Optimierung. Diese beide Aufgaben werden wir spéter
fiir konkrete Beispiele implementieren und l6sen.

2.6.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir sehr deutlich die Wichtigkeit eines Verhaltensmodells gese-
hen. Ein Vergleich der in den letzten Kapiteln betrachteten Modellen beziiglich verschie-
dene Aspekte der Problemstellung kann man in der Tabelle 5 sehen. Eine schematische
Darstellung der Position eines Verhaltensmodells bei der Bewertung eines Derivats kann
man in Abbildung [13|sehen. Also es gibt einen Optionsinhaber, der aufgrund der Spot-
preisentwicklung die eine oder andere Ausiibungsmoglichkeit wahlt. Er bewertet die

9Einen stochastischen Prozess H = (H,)nen heifit beziiglich F adaptiert, falls H,, F,-messbar ist.
Mehr dazu siehe z.B. [20] oder [31]
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Tabelle 5: Vergleich der spieltheoretischen Modelle

Modell 2.61-1[R61-2] [2.6.2 2.6.3]
Gegenspieler ja nein nein nein
Entscheidungsmomente gleich gleich | verschieden | verschieden
Informationsasymmetrie nein nein ja (voll) ja (teil)
Verteilung der Entscheidungen nein ja indirekt nein
Stochastische Spotpreise nein nein ja ja (Baum)
Mehrstufige Entscheidung nein nein nein ja

Abbildung 13: Die Bewertung eines Produktes

Risikoadaptierte Kostenfunktion Stochastischer Prad PR
Bsp: E — kVar Spotpreis adwertfunktion

: / \ .

Bestes Hedging N
fiir fixen Ausiibungspfad d . {Bestgsg‘.“;“f;?g’ pfad}
. t

Bsp: Min

/

™

Bewertung

moglichen Ausiibungspfade fiir sich mittels einer Wertfunktion, die auch von dem Spot-
preisszenario abhéngt. Der Emittent hat eine Kostenfunktion, die ihm die M&glichkeit
gibt, jede Hedgingalternative in jedem Spotpreisszenario und bei dem vom Inhaber ge-
wéhlten Ausiibungspfad zu bewerten und die mit den kleinsten Kosten zu wéhlen.

Man hat folgende Fragen zu kléren bevor man mit der Bewertung der Swing Option
beginnt.

Informationsasymmetrie Wie stark ist die Informationsasymmetrie ausgeprégt? Wel-
che Daten hat der Optionsinhaber zu seiner Ausiibungszeit, die der Emittent nicht
hat?

Pfadwertfunktion Welche Prioritaten setzt sich der Optionsinhaber bei der Wahl sei-
nes Ausiibungspfades? Will er sich gegen den schlechtesten Fall schiitzen oder
maximiert er die Erwartung? Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung setzt er vor-
aus?

Kostenfunktion Will sich der Emittent gegen den schlechtesten Fall schiitzen oder
minimiert er seine erwarteten Kosten?

Risikoaversion Wie Risikoavers sind der Inhaber und der Emittent der Option allge-
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mein? [

Jedes Modell fiir die Bewertung einer Swing Option sollte alle diese relevanten Fragen
beantworten und diesbeziiglich Annahmen treffen.

2.7 Spezialfalle und allgemeine Preiseigenschaften

Ahnlich wie in [I7], mache ich ein paar Aussagen iiber die Swing Option in speziellen
Fillen, die unabhéngig von den Spotpreismodell sind. Mit den Bezeichnungen von oben
unter der Annahme einer Swing Option iiber eine Einheit Volumen (I} = —1,1? = [} = 0,
I} =1, Min =0, Max = N) haben wir:

N = 1: Wenn der Inhaber nur iiber ein Swingrecht verfiigt, ist die Swing Option dqui-
valent zu einer amerikanische Call Option. Genauer gesprochen handelt es sich
hier, wegen den diskreten Ausiibungsgelegenheiten um Bermuda Optionen.

1 < N < n: In diesem Fall kann man gewisse Schranken angeben

Obere Schranke: Hier konnen wir den Wert von N identische Bermuda Optio-
nen als obere Schranke nehmen, da sie mehr Rechte dem Inhaber geben als
die Swing Option. Die N Bermuda Optionen kénnen Sie gleichzeitig ausiiben
was Sie bei dem Swing Option nicht machen kénnen.

Untere Schranke: Eine untere Schranke wire das Maximum von allen N-ele-
mentigen Kombinationen von Européische Optionen zu den Ausiibungszeiten.
Dieses Portfolio hat wirklich einen kleineren Wert als die Swing Option, da
es sich dabei um vordefinierte Ausiibungszeiten handelt.

N = n: Hier ist es klar das der Wert mit der unteren Schranke iibereinstimmt, also
gleich dem Wert von N européischen Optionen ist.

Es ist auch klar bei diesen Uberlegungen ohne globale Schranken(Min = 0 und Max =
N) dass, die optimale (gewinnmaximierende) Ausiibung entweder auf das Maximum
oder das Minimum durch die lokalen Schranken bestimmte Menge stattfinden wird.

Im Allgemeinen ohne die Annahme (Min = 0 und Maxz = N) besteht kein offen-
sichtlicher Zusammenhang zwischen den klassischen Optionen und der Swing Option
noch ist die optimale Ausiibung in der Form wie oben. Trotzdem lassen sich, auch oh-
ne diese Annahmen, gewisse allgemeine Aussagen iiber den Wert einer Swing Option
machen.

0Ein Entscheidungstriger mit einer Nutzenfunktion u, die von einem unsicheren Ausgang X abhéngt,
heifst:

Risikoavers falls Eu(X) < u(EX)
Risikoneutral falls Eu(X) = w(EX)
Risikofreudig falls Eu(X) > u(EX)
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1. Falls die Penalty Funktion ¢ konstant pro Einheit oder linear in der Zusatzeinheit
ist, dann gilt fiir die Wertfunktion f dieser Option.

f(CPt,CK, C@) = Cf(Rf7K7 @)

Hier bezeichnet K den Strikepreis. Die Gleichheit sieht man leicht, wenn man sich
iiberlegt, dass in den zwei Skalen dieselbe Strategie optimal ist.

2. Auf eine analoge Weise zeigt man die Homogenitdt in den lokalen und globalen
Schranken.
flc-ll,c-lf c- Max,c- Min) = cf(I7,1}, Max, Min)

Die eben gezeigten Eigenschaften kénnen den Bewertungsaufwand erheblich reduzieren,
wenn man aus der Bewertung in einer Skala die in einer Neuen bekommt.

2.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die Bewertung der Swing Option allgemein besprochen
sowie die Eigenschaften des Stromes und des Strommarktes die die Bewertung verkom-
plizieren. Dabei ist an erster Stelle die Nichtspeicherbarkeit der Elektrizitdt zu nennen,
die die Bewertung mit den Standardmodellen aus der Finanzmathematik der Aktien-
mérkte in Frage stellt. Nicht weniger wichtig ist die Modellierung des Optionsinhaber-
verhaltens, die zum Unterschied vom klassischen Optionsmarkt nicht eindeutig rational
zu definieren ist.

Wir haben auch die Swing Option mathematisch genauer definiert und die Menge
der dadurch bestimmten zuldssigen Ausiibungsmuster studiert. Dabei haben wir unter
gewissen Annahmen bewiesen, dass es sich um eine konvexe Menge handelt. Wir haben
auch ein paar spieltheoretische Uberlegungen durchgefiihrt, um die Bedeutung des Op-
tionsinhaberverhaltens zu zeigen. Zum Schluss haben wir noch diskutiert, was man im
Allgemeinen iiber den Wert der Swing Option im Vergleich mit Portfolios aus klassischen
Optionen sagen kann, ohne eine Annahme fiir die Spotpreisdynamik.
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3  Ubersicht iiber bekannte Modelle

Nachdem wir unsere allgemeinen Uberlegungen, wie man Derivate auf dem Strommarkt
bewerten soll, abgeschlossen haben, betrachten wir ein paar konkrete aus der Literatur
bekannte Bewertungsmethoden. Nachdem wir das jeweilige Modell kennen lernen, wer-
den wir die gemachten Annahmen, deren Realitdtsnahe und die Modellschwachstellen
besprechen. Bei der Einfiihrung hier werde ich mich hauptséchlich an [10] halten.

3.1 Das Nutzenmodell
3.1.1 Beschreibung

Der Begriff der Gewinnerzielung durch sofortige Verfiigharkeit der Ware (engl. conveni-
ence yield) wurde von den Okonomen Kaldor und Working eingefiihrt. Er stellt einen
Korrekturterm in der Formel fiir den Forwardpreis einer Ware dar. Der convenience yield
ist keine beobachtbare Grofse. In einem no-arbitrage Markt sollte fiir den Forwardpreis
F(t,T) eines Gutes mit Preis S(¢) im Moment ¢ und Félligkeit 7" bei einem risikolosen
Zinssatz von r folgendes gelten E :

F(t,T) = S(t)er™?

Es ist jedoch auf den meisten Mérkten, sodass die Investoren und die Spekulanten nicht
short gehen kénnen und dadurch einen Unterschied zu dem theoretischen Forwardpreis
besteht. Diese Differenz wird mit Hilfe der convenience yield y ausgeglichen.

F(t,T) = S(t)er—»T=1 (3.1)

Dadurch ist es klar, dass y gewissermaken der Nutzen durch sofortige Verfiigharkeit mi-
nus die Lagerungskosten darstellt. Brennan und Schwartz (1985) haben dieses Mo-
dell fiir die Bewertung von Erzeugnisderivaten benutzt [10]. In diesem Zusammenhang
zwischen F'(t,T) und S(t) ist bemerkenswert, dass man y als stetige Dividendenzahlun-
gen interpretieren kann. Das heiftt, bei der zusétzlichen Annahme einer geometrischen
Brownschen Bewegung fiir den Spotpreis, kénnen wir die Formel von Black-Scholes fiir
die Bewertung eines Calls benutzen.

C(t) = S(t)e VT (dy) — Ke " T=Dd(dy)
wobei

] In (%) + %02(T — 1)
e oV —t ’

I Das folgt aus der Arbitragefreiheit und zwar soll der Preis folgenden zwei Portfolios in jedem
Moment gleich sein da sie zum Zeitpunkt 7" auch den gleichen Wert haben:
1. Eine Aktie mit Wert S(t)

2. Ein Forward mit Wert V(¢,7T), Strike Preis K und Termin T sowie Ke~ """~ Geldeinheiten in
Bonds
Draus folgt S(t) = V(t,T) + Ke "% und da F(t,T) der Wert fiir K ist bei dem V(¢,T) = 0 folgt
S(t)=F(t,T)e "™t also F(t,T) = S(t)erT—1).
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dgzdl—U\/T—t,

und ¢ die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilte Zufallsvariable ist

1 * 22
d(x) = E/ e zdz.

In der so dargestellten Situation haben wir einen vollstandigen Markt da es sich nur um
eine stochastische Grofe handelt, namlich durch die geometrische Brownsche Bewegung
definierte Spotpreisdynamik. Hier geht man ebenfalls auch von der Moglichkeit das
Basisobjekt zu kaufen, verkaufen und zu behalten (speichern).

3.1.2 Verallgemeinerung

Eine mogliche Verallgemeinerung von Gleichung 1’ ware
F(t,T) = 5’(75)154@[eftT(”S—ys)ds]7

wobei () das dquivalente Martingalmak bei der risikoneutralen Bewertung bezeichnet [§].
H Es ist klar, dass Formel der Spezialfall fiir nicht stochastische konstante r, und
ys darstellt. In dieser allgemeiner Form besteht die Modellierungsaufgabe in der Spezi-
fikation von stochastische Prozesse, die die Dynamik von S(t), rs und ys beschreiben.
Eine Moglichkeit ware zum Beispiel das Gibson-Schwartz Modell. Konkreter ist das
ein Modell, bei dem man die S; und y; als Stochastische Prozesse modelliert, die durch
die folgenden stochastischen Differentialgleichungen gegeben sind:

dSt = (Tt — yt)Stdt + O'Stthl

dy; = k(0 — yo)dt +~ydW?

wobei W} und W2 zwei Wiener Prozesse sind. Genaures iiber dieses Modell findet man
in [8]. Allgemein iiber die Bedeutung vom Convenience Yield kann man in [25] lesen.

3.1.3 Annahmen und Probleme

In diesem Modell wurden ein paar Annahmen getroffen, von denen ein Teil nicht genii-
gend realistisch waren, um das Modell ohne Bedenken auf Optionen auf dem Strommarkt
anwenden zu konnen. Deshalb werden wir sie jetzt zusammenfassen:

1. Wir miissen den Gewinn durch sofortige Verfligharkeit bestimmen, der als Diffe-
renz des Gewinnes durch Besitzen des Gutes und der Lagerungskosten definiert
ist. Da die beiden Grofen im Falle der Elektrizitat wegen der Nichtspeicherbarkeit
nicht zu berechnen sind, kénnen wir auch y nicht explizit angeben.

12Eng verbunden mit dem Convenience Yield ist der Begriff der Marktpreis von Risiko zu dem
man auf folgende Art und Weise kommen kann. Bei einem Objekt mit erwarteten Return g haben
wir einerseits fiir die Erwartung ES(T) = S(t)e*T=% und anderseits F(t,T) = S(t)e" T~ . Daraus
folgt F(t,T) = ES(T)e"=M (Tt oder F(t,T) = ES(T)e T~ wenn wir den Marktpreis von Risiko
A := £~ definieren.
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2. Die Nichtspeicherbarkeit fiihrt auch zu Storungen des Gleichgewichts der Preise
(z.B. Future- und Spotpreis). Auch das No Arbitrage Argument ist nicht giiltig,
da es das Kaufen im Moment ¢ und das Verkaufen im Moment 7" verlangt.

3. Das Modellieren des Basiswertes fiir das Bewerten von Optionen ist nicht wirklich
hilfreich, da es Hedging des Underlyings benétigt (inklusive das Delta-Hedgen)
und das ist wieder wegen der Nichtspeicherbarkeit nicht moglich.

3.2 Erweiterung des gewohnlichen Optionpricing Modell
3.2.1 Beschreibung

Eine andere Mdoglichkeit besteht darin, das gewohnliche Modell von Black-Scholes-Merton
fir die Elektrizitiat zu erweitern(siehe [10]). Eine der wichtigsten Grofen bei diesem Zu-
gang ist der Spotpreis vom Basiswert, den man fiir das Hedging benutzt. Deshalb ist die
Modellierung der Spotpreisdynamik eine der zugrunde liegenden Teile des Modells. Die
Hauptprobleme bei der Spotpreismodellierung sind mit den folgenden Eigenschaften der
beobachteten Spotpreise verbunden.

e Schwere Enden der Verteilung (Fat Tails)|
e Spikes

Um diese Merkmale der Spotpreisdynamik zu modellieren, sind aus der Literatur meh-
rere Modelle bekannt.

3.2.2 Diffusion Prozess mit stochastischer Volatilitat

Als erstes Beispiel fiir Spotpreisdynamik betrachten wir das folgende durch zwei stocha-
stische Differenzialgleichungen definierte Modell

dS, = pi(t, Sp)dt + o (t) S, dW}
dEt = ﬂZ(ta Et)dt + y(ta Et)stdwtza

wobei &, = [o(t)]%, W,' und W zwei Brownsche Bewegungen [ mit Korrelation p(t)
sind und g4 (¢, S;) und ps(t, ;) Funktionen sind, die die Mean Reversion Eigenschaft
des Prozesses bestimmen.

Die stochastische Volatilitéat ist fiir die Modellierung der Spikes und der Fat Tails
notwendig. Das Problem, das man bei einem Modell mit stochastischer Volatilitdat hat,
ist die daraus resultierende noch grofere Unvollsténdigkeit des Marktes, da man zum

13Bei einer Verteilung mit Wolbung(Kurtosis, Exzess):= 7:;‘((;)) — 3 kleiner als diejenige von der

Normalverteilung sagt man, dass sie schwere Enden hat.
™ Ein stochastischer Prozess (Bt)¢>0 mit By = 0 fast sicher und unabhéngige Zuwéchse heift Brown-
sche Bewegung, falls

1. Die Zuwiichse B; — B,, 0 < s <t sind N (0,t — s) verteilt.
2. Fast alle Pfade sind stetig.
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Hedging nur den Spotpreis hat. Deshalb ist die folgende iibliche Bewertungsformel fiir
den Call nicht wirklich tiberzeugend [10]

O(t) = Eo([Sr — K]*e"T). (3.2)

Hier bezeichnet r den risikolosen Zinssatz, Sp den Spotpreis zum Félligkeitsdatum, ¢)
ist das riskangepasste Maf und [z]* = maz{z,0}.

3.2.3 Sprung Diffusion Prozess

Ein anderes Modell, das die zeitlich zusammentreffende extreme Nachfrage und Ausfélle
bei Produktions- und Transportkapazitdaten erkldaren konnte, ist der so genannte Jump-
Diffusion Prozess. Die einfachste Variante ist, eine mit einer durch einen Poisson-Prozess
E] definierte Sprung Komponente.

dSt = ,uStdt + O'Stth + UStht

Hier sind g und o die konstante Trend und Volatilitéit, I} ist die Brownsche Bewegung
des stochastischen Teiles und MV, ist ein Poisson-Prozess mit Intensitat A, die die Frequenz
der Spriinge bestimmt. U ist eine reelle Zufallsvariable fiir die Gréfe und die Richtung
der Spriinge.

Obwohl dieser Prozess mehrere interessante Eigenschaften hat, ist die Annahme der
Risikoneutralitdt beziiglich der Sprungkomponente, wie in [I0] bemerkt, sehr unreali-
stisch. Analog wie oben ein der Probleme ist die Existenz von mehreren Zufallsgrofien im
Modell (W;, Ny, U) was wieder zu einer stark ausgepragten Unvollstandigkeit des Mark-
tes fiihrt. Das Bestimmen eines Wahrscheinlichkeitsmafies @ (siehe Gleichung (3.2)) ist
auch nicht weniger problematisch.

3.2.4 Annahmen und Probleme

Das Hauptproblem bei den genannten Modellen ist das implizit vorausgesetzte Hedging
mit dem Underlying. Wegen der Nichtspeicherbarkeit der Elektrizitét ist das eine offen-
sichtliche Hiirde. Um sie umzugehen, probiert man statt mit dem Spotpreis mit Futures
und Forwards zu hedgen. Diese Alternative ist aber ebenso fragwiirdig, da es nicht klar
ist, ob auf einem Strommarkt der fundamentale Zusammenhang zwischen Spot- und
Futurepreise gilt.

5Ein rechtsstetiger Prozess (N¢)e>0 mit Zustandsraum No und Ny = 0 fast sicher heifft Poisson-
Prozess mit Intensitéit A falls

1. Die Folge der Wartezeiten (W,,),cn unabhingig und fiir jedes n € N ist W, A-Exponential
verteilt.

2. Der Sprungprozess (Sy,)nen ist durch S,, = n, n € Ny gegeben.

Fiir eine tiefer liegenden Einfiihrung in den Methoden der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik siehe [5] und [35].
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3.3 Forward Kurve Vorgang
3.3.1 Beschreibung

Eine giinstige Eigenschaft der Future Kontrakte ist das Verschwinden des convenience
yieldes (y) in deren Dynamik.
Angenommen wir haben eine geometrische Brownsche Bewegung fiir den Spotpreis

— = (r —y)dt + odW,. (3.3)
St

Wenn wir jetzt
F(t) = S(t)e" ™D & S(t) = F(t)e =T

differenzieren bekommen wir:

%it) _ (= ) F(t)e 0T C”; gt)e—(r—yxcr—t)
— o r=u)(T t)((r y)F(t) + dFdzEt>)

also

e~ -0 <<r _F() + %“) i e
(

= T—y)dt+m

dS(t)

S(t) F(t)e= =T

und zusammen mit (3.3]) folgt

(r —y)dt + cdW, = (r — y)dt + %?

Damit haben wir gezeigt, dass die Dynamik von F'(t) von y unabhéngig ist.

dF (1) _
W == O'th

Jetzt schlagen wir das folgende Modell fiir den Forward Preis vor
F(,T) = po + plw(t, T), L(t, T)) (3.4)
wobei
e py der Baseload Preis
e w(t,T) der Forward Preis von dem Rohstoff(Erdgas, Kohle)
e L(t,T) die erwartete Nachfrage

e ¢ die Zusammenhangsfunktion
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sind. Eine Moglichkeit fiir ¢ wére eine zweiparametrige Funktion vom folgenden Bauart

o(w, L) = we ™,

Hier sind a und b positive Konstanten. Diese Funktion stellt eine Anndhrung dar, die
in der Realitdt betrachtete exponentielle Abhéngigkeit der Kosten von der Nachfrage.
Wenn wir hier noch zusétzlich voraussetzen, dass die Nachfrage L normalverteilt ist
und dass der Forward Preis von dem Rohrstoff eine geometrische Brownsche Bewegung

(% = pdt + odW,) ist, wird (3.4) zu

Ft =po + WteaLt—H).
Das heisst die Future Preise F'(t,T) sind bis auf die Konstante py genauso durch eine
geometrische Brownsche Bewegung beschrieben. Damit kénnte man die Optionen mit
den seit langerer Zeit bekannten Formeln bewerten.

3.3.2 Annahmen und Probleme

Genauso wie bei jedem Modell wurden auch bei dem Letzten gewisse Annahmen getrof-
fen, deren Plausibilitdt wir jetzt iiberlegen werden.

Um eine Evaluierung der Elektrizitdt Forward-Preise moglich zu machen, braucht
man ein passendes Modell fiir die Rohrstoffpreise. Die Frage, die hier interessant wére,
ist, ob man wirklich die relevanten Rohstoffe fiir den konkreten Strommarkt identifizieren
kann.

Die oben konkret gewahlte Funktionsklasse fiir (o konnte viel grofier sein und Funktio-
nen viel komplexerer Bauart enthalten. Jedoch durch eine andere Wahl der Funktion ¢
ginge die bequeme Struktur von F'(¢,T') als geometrische Brownsche Bewegung verloren.

3.4 Zusammenfassung

Nachdem wir ein paar Modelle kennen, werden wir versuchen das Wichtigste zusam-
menzufassen. Die meisten von der Literatur bekannten Modelle beschéftigen sich mit
der Bewertung einfacheren Stromderivaten, und nicht die durch die vielen Beschrin-
kungen definierte Swing Option. Sogar in diesem einfacheren Fall haben diese Modelle
den grofien Nachteil, dass sie auf viele Annahmen beriihren, deren Giiltigkeit in ei-
nem weit geringeren Ausmaf fiir den Strommarkt gegeben ist, als fiir den Aktienmarkt.
Dadurch stellt sich die Frage, ob es ein anderer Zugang als der typische klassische fi-
nanzmathematische Ansatz, im Falle von der komplizierten Swing Option auf dem stark
nichtvollstdandigen Strommarkt, nicht leichter zum Ziel fithren wiirde.
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4 Ein Optionsinhaber-Verhaltensmodell

In diesem Kapitel werden wir ein relativ einfaches Modell fiir das optimale Verhalten
eines Swingoptionsinhabers konstruieren. Wie wir oft bisher erwidhnt haben, spielt bei
der Bewertung eines solchen flexiblen Kontraktes das Verhalten des Optionsinhabers eine
wesentliche Rolle. Wir werden daher ein Verhaltensmodell erstellen und implementieren,
das die Haltung des Inhabers in Abhéngigkeit der Spotpreisszenarios modelliert und uns
in einem weiteren Schritt eine plausible Bewertung eines Swingkontraktes erlauben wird.

4.1 Das Modell und das zugehorige Lineares Programm

Fiir unser Verhaltensmodell konzentrieren wir uns auf eine einfache Swing Option mit lo-
kalen und globalen Schranken aber ohne Swinganzahlbeschrankung und keine Sperrzeit
sowie keine Penalty-Funktion. Dadurch wird gesichert, dass die Menge der zulédssigen
Ausiibungsmuster konvex bleibt, und wir uns Methoden der konvexen Optimierung be-
dienen und unser Modell als mehrstufige stochastische Optimierungsaufgabe auffassen
kénnen.

Wir gehen von Spotpreisszenarios aus, die in einem Spotpreisszenariobaum zusam-
mengefasst sind. Nehmen wir an, der Inhaber der Swing Option maximiert seinen erwar-
teten Profit. Wir betrachten ihn als Spieler in einem mehrstufigen stochastischen Spiel
und modellieren sein Verhalten als seine optimale Spielstrategie. Als Profit betrachten
wir einfach die Einnahmen, die er machen konnte, falls er der bezogene Strom direkt
am Spotpreismarkt verkaufen wiirde, also einfach die Differenz zwischen Spotpreis und
Kontraktpreis mal Volumen. Da durch die Information, welche Spotpreise bis zum ak-
tuellen Moment tatséchlich eingetreten sind, der Inhaber die moglichen Preise im fiir
den néichsten Moment einschréinken kann, kann er schrittweise zu jedem Zeitpunkt sei-
nen Ausiibungspfad weiter anpassen, um den erwarteten Profit zu maximieren. Dabei
werden natiirlich seine Entscheidungen, durch die Swing Option Restriktionen und die
schon getroffen Entscheidungen, beschrankt.

Formulieren wir jetzt unsere Problemstellung mathematisch genauer. Seien also ge-
geben:

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P(Q2),P), Q = {wy, ..., ws}.

P wird durch die Eintrittswahrscheinlichkeit p, fiir jeden der Szenarios w, definiert.

Eine Filtration auf dem Raum F = (F,)icqr,.my fir die 7y = {0,Q} und Fr =
P () gilt. Durch diese Filtration wird ein Szenariobaum 7 definiert.

Fiir den Baum 7 benutzen wir folgende Funktionen, Mengen und Grofen:
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Die Menge aller Knoten
Die Menge aller Szenarios

n =

n(s,t) Der Knoten zum Szenario s im Zeithorizont ¢
t(n) Zeithorizont vom Knoten n
S(n) Menge aller Szenarios zum Knoten n
N(s) Menge aller Knoten zum Szenario s, N(s) = {n € N|s € S(n)}

Die Anzahl der Knoten des Baumes N := |N/|
Die Anzahl der Stufen (Zeitpunkte)
Die Anzahl der Szenarios S := |S|

nS =2

Ein zu F adaptierter Spotpreisprozess (& )icqi,.., 73 mit der Realisierungsmatrix

== (at) (ot = &e(ws)).

Ein zu F adaptierter Ausiibungsprozess (dt)t€{17,,.7T} mit der Realisierungsmatrix
D = (ds;) (dsy = di(ws)). Entscheidungen des Optioninhabers nur von der bis
zum aktuellen Moment verfiigbaren Information iiber die Spotpreisentwicklung
abhingen [[9]

Die Realisierungen der beiden adaptierten Prozesse (;) und (d;) auf dem Szena-
riobaum 7 bezeichnen wir entsprechend mit £7 = (¢7, ..., &%) wobei &7, (s.0) = st
und d7 = (d¥,...,d%) wobei dZ,_, = dg;.

n(s,t)

Die Swing Option wird durch den Kontraktpreis pro Einheit K (Strikepreis) und
folgende Beschrankungen definiert:

dT—do<l4 VneN
dl — d0>lt(n) Vn e N
D neN(s) df < Max VseS
ZneN(S)anMm VseS

Wie schon im Abschnitt das gemacht wurde bezeichnen wir die Menge der
zuldssigen Ausiibungsmuster mit D.

Der Profit wird in jedem Zeitpunkt ¢ durch P, = (¢ — K)d, gegeben also dann ist
der Gesamtprofit durch die Zufallsvariable P%((d,), (&) = S1_, P, = S0, (& —
K)d,; gegeben.

In jedem Baumknoten n € NV wihlt der Optionsinhaber unter Beriicksichtigung der

Optionsrestriktionen und seiner bisherigen Entscheidungen die ausgeiibte Menge so, um
seinen erwarteten Profit zu maximieren.

(d®) := argmax{EpP% ((d,), (&)) : (dy) € D, (dy) adaptiert zu F}

Wie schon bewiesen wurde, ist die Menge der zuldssigen Ausiibungsmuster, bei Be-
riicksichtigung der Restriktionen fiir die maximal erlaubte Anzahl von Swings und die

6Diese Art von Unabhingigkeit einer Entscheidung von Zukunftinformation wird im Kontext der
stochastische Optimierung als non-anticipativity bezeichnet
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Sperrzeit, nicht konvex. Wenn wir diese beide Arten von Beschriankungen auslassen, be-
kommen wir ein konvexes Problem, das wegen der Linearitdt der Zielfunktion und die
Polytop-Form der zulédssige Menge sich als lineares Problem formulieren lédsst. So be-
kommen wir fiir die Pfade des adaptierten Prozesses d,; folgendes lineares Programm:

Maximiere (in dg;): Y o Ps Zthl(ﬁs,t — K)ds4

Nebenbedingungen:

dey—dy <1} VseS8SVt=1...T

dsy —do > 1} VseSvVt=1...T

Zthl dsy < Max VseS

ST doy > Min VseS

ds, 1 = dsyt Vs1,82,1:n(s1,t) = n(s2,t) (Non-anticipativity Nebenbedingungen)

Dieses Problem umformuliert fiir die Realisierung d? auf dem Baum sieht folgender-
mafsen aus:

Maximiere (in dl): Y, (&7 — K) (> sesm) ps)dl
Nebenbedingungen:
dI —d, < lf(n) VneN
dT —dy > ltl(n) VneN
D neN(s) dI < Max VseS
D neN(s) dI > Min VseS
Keine Non-anticipativity Nebenbedingungen
Zur Veranschaulichung der Definition des LP-Problems siehe Abbildung[14] Fiir die-
sen kleinen Baum wére die Zielfunktion bei der d,;-Formulierung die Folgende:

pl((fl,l — K)dyg+ (&12— K)dio+ (&13 — K)d1,3)
+p2((§21 — K)do1 + (§2,20 — K)doo + (§2,3 — K)da3)
+p3((€s1 — K)dsy + (§32 — K)dsg + (§33 — K)ds 3)
+pa((€a1 — K)dyg + (42 — K)dyo + (€43 — K)dy3)
+p5((&51 — K)ds 1 + (52 — K)ds 2+ (€53 — K)ds 3)

(& — K)d] + (& — K)dy + (6] — K)dy)
+p2((&] — K)di + (&7 — K)dj + (& — K)d?)
+ps((§7 — K)di + (&5 — K)dj + (& — K)dj)
+pa((&] — K)d] + (&5 — K)d3 + (¢ — K)d])
+ps((&] — K)d] + (& — K)d3 + (& — K)dg)
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Nach Summationsreihenfolgetausch, bekommt man folgende Zielfunktion:

(& — K)d{ (p1 +p2 + ps + pa + p5)
+(&5 — K)d (p1+ p2) + (&5 — K)d3 (p3 + pa + ps)
+(& = K)dip + (& — K)di pa+ (&5 — K)dg ps

+(& — K)dips + (&5 — K)dg ps

Abbildung 14: Ein Beispiel fiir Spotpreisszenariobaum fiir die LP-Form
t t ts

P3+pa+ps p3
yZt

&) &)
\\E\\ﬂb

Hier ist die Vertauschung der Summenreihenfolge ersichtlich. Man sieht auch, dass
die Dimension dieses LP gleich der Anzahl der Knoten ist.

4.2 Analysis der Abhangigkeiten des Lineares Progamm von den
Restriktionen

Da der Strikepreis K in den LP Formulierung des stochastischen mehrstufigen Problems
vorkommt, stellt sich natiirlich die Frage wie sowohl das Optimum als auch die Losung
des Problems von K abhéngen. Bezeichnen wir diese Grossen dafiir mit £(K) und D(K),
und betrachten wir sie als Funktionen von K. Formal heifst das Folgendes.

R—DR
B(K) = { K = max{Y,cn (€7 = K)(Syequmpe)d? sl epy 4D
R — RWI
D) = { K — argmax {$,cn (€7 — K)(Segmpo)d cal epy 12

Wegen der Struktur von D und der Linearitdt von der Zielfunktion sieht man:

Satz 4.2.1. Die Funktion D(K) ist eine stickweise konstante Funktion.
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Man kann Folgendes iiber die Funktion E(K) zeigen.

Satz 4.2.2. Die reelle Funktion E(K) ist eine stetige stiickweise lineare fallende konvexe
Funktion.

Beweis. Wir haben
E(K) :=max{F;K) :d € D}

wo alle E4(K) lineare Funktionen von K sind. Da es bekannt ist, dass das Maximum
von lineare Funktionen eine stetige konvexe Funktion ist, folgt das auch fiir F(K'). Noch
dazu gilt fiir die endliche Menge der Extrempunkte D* folgendes:

E(K):=max{E;(K):d e D} =max{EyK) :d e D"}

was bedeutet dass F(K) eine stiickweise lineare Funktion mit endliche Anzahl verschie-
dener linearer Stiicke ist. Von der Tatsache, dass alle E;(K) fallend sind, folgt dass deren
Maximum F(K) auch fallend ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen. ]

Betrachten wir unsere Zielfunktion E(K) = > ./ fo(K)d, wieder. Da f,(K) alle
affin linear in K sind kénnen wir setzen

falK) o= a, K + by = E(k) = K Y apdy + Y bud,
neN neN

was bedeutet dass die Nullstellen der Fortsetzungen aller lineare Stiicke von E(K) in
den folgenden Punkten sind '
ZnEN bnd;

Zne./\/ andzl
oder in unserem Fall f, (k) := (¢ — K) (3 ses(n) Ps) Was bedeutet

Zne/\/ fﬁzsesm) ps)d;,
ZnEN ZSES(H) de?@

was wegen der Eigenschaften von E(K) die im Satz gezeigt wurden die Newton
Iteration fiir die Nullstellen von E(K) liefert.

Fiir die weitere Analyse ware interessant die Abhéngigkeit des maximal erreichbaren
Profites von der im Kontrakt angebotenen Flexibilitdt. Dafiir betrachten wir folgende
spezielle Form unseres Optimierungsproblems. Zuerst setzen wir lf(n) = —ltl(n) =,
Min = Tdy — L und Max = Tdy + L. Dadurch bekommen wir folgendes LP mit zwei
Parametern [ und L:

Maximiere (in dl): Y, (&7 — K) (> sesm) ps)dL
Nebenbedingungen:

dT —do| <1 VYneN

|Zn€5(n) dl —Tdy| <L VseS

In diesem Fall benutzen wir fiir die Menge der zuldssigen Ausiibungsmuster die fol-
gende Notation:

D, L) :={d" : |d —do| <1 YneN,|Spendl —Tdo| <L VseS}.  (44)

n

k‘i:—

ki = (4.3)
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Analog wie wir das fiir E(K) getan haben, kénnen wir folgende Funktion definieren:

B, L) '_{ R? - R
K = max{3, v (6 — K) (e po)dn dy € DL L)}
Jetzt gehen wir von der Tatsache aus, dass D(l;, L) C D(ly, L) wenn [; < Iy und
D(l, Ly) € D(I, Ly) wenn Ly < Ly folgt, dass E(I, L) nicht fallend in den beiden Argu-
mente ist. Noch dazu, wenn man das duale Problem betrachtet und analog wie beim
letzen Beweis argumentiert, kann man Folgendes zeigen:

(4.5)

Satz 4.2.3. Die reelle Funktion E(l, L) ist eine stetige stiickweise lineare nicht fallende
konkave Funktion in beiden Argumenten.

4.3 Die Implementation des Modelles in Matlab

Das im letzten Abschnitt beschriebenen Modell wurde in Matlab programmiert. Hier
folgt eine kurze Beschreibung der der Implementation und die Losung auf einem kleinen
Baum.

4.3.1 Die Datenstrukturen

Als Erstes beschreiben wir die benutzten Datenstrukturen. Vergleiche mit der mathe-
matischen Formulierung des Problems vom vorletzten Abschnitt. Um das Verstédndnis
zu erleichtern, werden wir, bei der Beschreibung einen Beispielbaum benutzen und die
Strukturen anhand dieses Beispiels demonstrieren.

Die Struktur des stochastischen Szenariobaumes 7 wird in der Form eines Vektors
vecNumberOfSuccessors iibergeben, welche die Anzahl der Nachfolgerknoten jedes Kno-
tens angibt. Knoten der letzten Stufe werden nicht berticksichtigt da sie keine Nachfolger
aufweisen. Die Nummerierung der Baumknoten beginnt bei 1 und endet bei N (siehe
Abbildung [15). Fiir dieses Beispielbaum wiére der Strukturvektor

[vecNumberOfSuccessors=[2 2313 111]. ]

Abbildung 15: Ein Beispielszenariobaum
L OO
e RO
\

\/@—>

@
Ve e

@
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Eine weitere Moglichkeit fiir die eindeutige Beschreibung der Struktur des Baumes
T ware der Vektor der Indizes der Vorgidngerknoten vecPredecessors, der im konkreten
Fall folgendermaften aussieht:

[vecPredecessors=[O 112233345558¢6 7 8]. ]

Weitere abgeleitete Gréfsen und Strukturen fiir den Beispielbaum sind:

e Die Anzahl der Stufen T
[Stages=4 }

e Die Anzahl der Knoten N

[Nodes=15 J

e Die Anzahl der Szenarios S

[Scenarios:7 ]

e Der Vektor der Grofe der Stufen {|{n € N|t(n) = 1}|,|{n € N|t(n) = 2},...,
{n € Nlt(n) =T}}

(vecStageSizes=[1 2 5 7] ]

e Die Menge der Knoten zu jeder Stufe {{n € N|t(n) = 1},{n € N]|i(n) =
2}, ..., {neNlt(n) =T}}

[cellStageNodes={[l],[2 31,0456 7 8],[9 10 11 12 13 14 157} ]

e Die Matrix der Knoten zu jedem Szenario {N (1), N(2),...,N(S)} (beschreibt die
Struktur des Baumes auch eindeutig).

matScenarioNodes=[[1 2 4 9];[1 2 5 10];([1 2 5 11];([1 2 5 12]; [1 3 o
13]1;[1 3 7 141;([1 3 8 15]]

e Die Menge der Szenarios zu jedem Knoten {S(1),5(2),...,S(N)} (beschreibt die
Struktur des Baumes auch eindeutig).

cellScenariosToNode={[1 2 3 4 5 6 7],[1 2 3 4],[5 6 7],[1],[2 3
41, 5], (6], (71,011,121, 3], (4], [5]),(6],[71}

Wenn wir den Szenariobaum mit Knotenwerte und Szenariowahrscheinlichkeiten ver-
sehen wollen bekommen wir zusitzlich folgende zwei Strukturen (siehe Abbildung [16)).

e Vektor der Knotenwerte ¢7 = (¢7,... &%) (Spotpreise)

[vecNodeValues=[16 25 17 24 22 23 10 15 15 10 30 28 24 29 16] J
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Abbildung 16: Der Beispielszenariobaum mit Knotenwerte
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e Vektor der Szenariowahrscheinlichkeiten p = (p; ... pg) (Terminal-Wahrscheinlich-
keiten)

(vecScenarioProbabilities:[0.05 0.10 0.15 0.20 0.20 0.15 0.15] }

e Eine abgeleitete Struktur unter der Beriicksichtigung der Struktur des Baumes
wiéire der Vektor der Knotenwahrscheinlichkeiten {3 gy Ps: D ses(2) Pss - -

ZsES(n) pS}

vecNodeProbabilities=[1 0.5 0.5 0.05 0.45 0.2 0.15 0.15 0.05 0.1 J

0.15 0.2 0.2 0.15 0.15]

Die Swing Option wird folgendermafien bestimmt

e Die Vektoren der lokalen unteren und oberen Schranken vecLocalMin und

vecLocalMax

e Die globalen unteren und oberen Schranken LowerGlobalBound und
UpperGlobalBound

e Strikepreis strikePrice

Fiir die Ausiibung der Swing Option als Losung der Optimierungsaufgabe benutzen
wir den Vektor der Entscheidungen in jedem Knoten (d7 = (d7,...,d%)) vecbemand,
sowie die daraus abgeleitete Matrix der Entscheidungen pro Szenario und Zeitpunkt

(D =d,;) matScenariosDemand.
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4.3.2 Die Funktionen

Hier erwéhnen wir die wichtigsten Funktionen die wir fiir die Losung des Optimierungs-

problems implementiert haben.
Funktion fiir die Generierung alle wichtigen abgeleiteten Strukturen aufgrund der
Vektor der Nachfolgeranzahl.

[ScenarioTreeProperties(vecNumberOfSuccessors)

Funktion fiir die Losung des Optimierungsproblems.

OptimalDemand (LowerGlobalBound, UpperGlobalBound, vecLocalMin, vecLocalMax,
vecNumberOfSuccessors, vecNodeValues, vecScenarioProbabilities,

StrikePrice)

Fiir die Untersuchung der Abhéngigkeit des maximalen erwarteten Profits von den

Strikepreis bzw. von den lokalen und globalen Schranken wurden die beiden Testpro-

gramme ExpectedProfitScript und LocalGlobalScript benutzt. Die Newton-Iteration
wurde in NewtonScript realisiert.
Fir den Fall eines Optionsinhabers, der die volle Information tiber den zukiinftigen

Spotpreis hat, wurde FullInformationScript implementiert.

Weiters wurden fiir die Umwandlung zwischen beiden Arten, wie man der Struktur

des Baumes beschreiben kann, die zwei Funktionen NumberoOfSuccessors2Predecessor
und Predecessor2NumberOfSuccessors geschrieben.

Wenn man einen Teilbaum (vom Wurzelknoten bis zur gewissen Stufe) aus einem

anderen bekommen will, kann man die Funktion subtree benutzen.

Die konkrete Implementierung der Funktionen mit Quellcode kann man in Anhang

sehen.

4.3.3 Die Losung

Betrachten wir jetzt eine konkrete Swing Option mit lokalen Schranken entsprechend
vecLocalMin=[1 2 1 O]luuivecLocalMax=[4 5 4 6],gjobaknlSchranken&nmsprechend

LowerGlobalBound=5 und.UpperGlobalBound=10 und StrikePrice=20. Fir den Spot—
preisbaum vom letzten Kapitel liefert die Funktion optimalbemand die Lésung d2 .

[vecDemand’

[1 324111100556 ¢61].

Das entspricht folgenden Ausiibungsmustern D = d

r

I W S Sy Y

1,
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

0000

matScenariosDemand
3.
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

NN W W W

0000

R e = N = =W

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

= o oy U1 U1 O O

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

J

Bei diesem Ausiibungsprozess wiirde der Vektor der Profite der Inhaber in den

verschiedenen Szenarios folgendermafsen aussehen profits=[27 13 63 53 17 34 —19]
und der erwartete Profit wiirde 28.35 betragen.
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Abbildung 17: Die Ausiibungspfade als Baum
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Den Ausiibungsbaum kann man in Abbildung sehen und die Werte der Aus-
tibungspfade in Abbildung [18 Man erkennt gleich das die Pfade des Losungsprozesses
adaptiert an 7 sind.

Die Abhéngigkeit der maximalen erwarteten Profite von den Strikepreis kann man
in Abbildung[19|sehen. Es ist leicht zu erkennen, dass dieser Zusammenhang eine stetige
stiickweise lineare fallende konvexe Funktion ist (siehe Satz [£.2.2).

Mit Hilfe vom Newton-Verfahren (siehe (4.3))) kann man die Nullstelle dieser Funk-
tion (also den Strikepreis bei dem der Erwartete Profit 0 wird) numerisch bestimmen.
Wenn man bei Strikepreis strikeprice=min (vecNodeValues) startet, kommt man im
konkreten Fall auf den Strikepreis K = 23.2775 in drei Iterationsschritte bei denen die
erwartete Profite und die Strikepreise entsprechend folgende Werte haben.

[vecStrikePrices=[lO 22.2859 23.2775]

[vecExpectedProfits=[l21.15 8.5773 0.0000]

Fir die Abhéngigkeit der maximal erreichbare erwartete Profit von der Breite der
lokalen und der globalen Schranken, also die Funktion F(I, L), bekommen wir den in

Abbildung 20| dargestellten Graphen. Wie im Satz gezeigt wurde, ist das eine stetige
stiickweise lineare wachsende konkave Funktion.

4.3.4 Die Losung bei voller Information

Vergleichen wir jetzt den erwarteten Profit fiir den Szenariobaum von oben mit dem Pro-
fit, den man erzielen wiirde, falls man die volle Information hat, welche der Spotpreissze-
narios eintreten wird. Es wird auch dieselbe Swing Option mit gleichen Konditionen wie
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Abbildung 18: Die Werte der Ausiibungspfade (Die punktierte Linie stellt die lokalen

Schranken dar)

oben untersucht. So bekommen wir die folgenden szenarioabhéngigen Ausiibungspfade
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Die Pfade sind in Abbildung[2T]dargestellt. Man erkennt gleich, dass zum Unterschied
vom letzten Fall hier kein adaptierter Prozess vorliegt.

Bei diesem Ausiibungsprozess wiirde der Vektor der Profite der Inhaber in den
verschiedenen Szenarios folgendermafsen aussehen pProfits=[37 29 68 56 17 34 —18]
und der erwartete Profit wiirde 31.95 betragen. Das letzte Ergebnis verglichen mit der
Losung ohne Information ergibt eine Verbesserung des erwarteten Profits von 3.60 Ein-
heiten, was auf die non-anticipativity Nebenbedingungen zuriickzufiihren ist. Die Werte
der Ausiibungspfade in diesem Fall sind in Abbildung 21| zu sehen, wo man leicht auch

die Tatsache erkennen kann, dass dieser Ausiibungsprozess nicht mehr an den Baum 7°

adaptiert ist. Fiir die eine allgemeinere Diskussion dieser Sachverhalte siehe Anhang [B]
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Abbildung 19: Maximalen erwarteten Profite als Funktion des Strikepreises
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4.4 Die Bewertung des Kontraktes

Jetzt, nachdem wir ein Verhaltensmodell haben, konnten wir einen Swing Kontrakt be-
preisen. Dafiir wiirden wir zusétzlich auch ein Verhaltensmodell, das zu jedem szenario-
abhéngigen Austibungspfad eine passende Aktion des Emittenten bestimmt, brauchen.
Als Néchstes werde ich ein Modell fiir den Verkdufer der Option kurz présentieren. Fiir
weitere Details sei auf [23] hingewiesen.

Wir gehen von einem Verkidufer der Option aus, der kein Produzent von Elektrizitat
ist und nur als Handler am Markt agieren kann. Auch nehmen wir an der Emittent
mochte sein Kostenrisiko minimieren, indem er schon existierende auf dem Strommarkt
vorhandene Produkte verwendet um das Ausiibungsmuster des Inhabers der Option am
besten zu decken. Wegen der stark ausgepriagten Unvollstdndigkeit des Strommarktes
ist eine komplette Deckung des Bedarfs des Inhabers nicht realistisch und dadurch eine
risikoneutrale Position unmoglich (siehe Abbildung @ Weiter wird es angenommen,
dass er am Anfangszeitpunkt (7" = 0) seine Entscheidung iiber den Kauf von Hedging
Produkte treffen soll und die Unterschiede zu den tatséchlich bezogenen vom Inhaber
Strommengen am Spotmarkt auszugleichen sind.

Zusétzlich zu den Bezeichnungen vom Kapitel fiihren wir noch folgende Notation
ein:

e Die Auslieferungsmuster der M Hedging-Instrumente sind in einer Matrix aus
RM*T zusammengefasst. Das Element 7,, ; dieser Matrix definiert die Strommenge
pro Auslieferungsmuster m zum Zeitpunkt ¢.

e Die Preise der Hedging-Instrumente sind in den Vektor 7 = (m,,,) € R™ enthalten.

e Die Anzahl der zugekauften Kontrakte von jeder der Hedging-Instrumente wird
durch den Vektor z = (z,,) € RM repriisentiert.
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Abbildung 20: Die Wirkung der Flexibilitat

Der Profit/Verlust bei Szenario s sieht folgendermafen aus

T T M M
Y(z,K,D)=K Z dss + Z st [Z T Tt — st | — Z T Lom.- (4.6)
t=1 t=1 m=1 m=1

Der erste Summand ist der vom Optionsinhaber bezahlten Betrag fiir die Ausiibung
seiner Rechte. Der Ausdruck in den Klammern stellt die Strommengendifferenz dar und
dadurch steht die ganze zweite Summe fiir die am Spotmarkt ausgeglichene Differenz.
Der letzte Summand ist der Preis der Hedging-Instrumente. Es ist klar das Y (z, K, D)
eine von der Hedging-Entscheidung z, dem Strikepreis K und den Ausiibungspfaden
D = (ds;) abhéngige Zufallsvariable ist.

Ein plausibler Ziel des Emittenten wére den Strikepreis K, unter der Risikobeschran-
kung P{Y (z, K, D) < 0} < «, zu minimieren. In diesem Fall haben wir das folgende
Optimierungsproblem

Minimiere (in (z, K)): K
Nebenbedingung;:
P{Y(z,K,D) < 0} < «
Da es sich in diesem Fall um eine nicht konvexe Optimierungsaufgabe handelt, ersetzt
man die value-at-risk Bedingung (P{Y (z, K, D) < 0} < a & V@QR,[Y (z, K, D)] > 0)
durch eine starkere average value-at-risk Bedingung, die das Problem sogar linearisiert.

Minimiere (in (z, K)): K
Nebenbedingung: (4.7)
AV@R,[Y (z, K, D)] >0
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Abbildung 21: Die Werte der Ausiibungspfade bei voller Information abhéngig vom
Spotpreisszenario (Die punktierte Linie stellt die lokalen Schranken dar)

Sowohl die Losung x dieser Optimierungsaufgabe als auch das Minimum K sind von
dem Ausiibungsmuster D abhéngig, also x = z(D) und K = K(D). Anderseits wissen
wir von den Kapiteln und [£.2] dass D(K) selbst von K abhingt. So bekommen
wir eine stochastische spieltheoretische Situation, in der wir die Gleichgewichtspunkte
suchen. Dieses lésst sich, unter der Benutzung der Funktion D(K), wieder als eine
Optimierungsaufgabe auffassen.

Minimiere (in (z, K)): K
Nebenbedingung:
AVQR,[Y(z,K,D(K))| >0

Da es sich, wie schon im Satz [4.2.1] gezeigt wurde, bei D(K) um eine stiickweise
konstante Funktion sich handelt,
D(K) = d,, wenn k; < K < Ky .

kann man in jedem der Bereiche fiir K, wo D(K) konstant bleibt, das Problem
getrennt unter der zusdtzlichen Nebenbedingung x; < K < k;11 16sen und davon das
Kleinste nehmen.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir ein Verhaltens Model fiir den Optionsinhaber vorgestellt
und es als eine stochastische Optimierungsaufgabe formuliert. Wir sind dabei ausgegan-
gen, dass er sein Profit, das wir als die Differenz zwischen Spotpreis und Kontraktpreis
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mal bezogenes Volumen angesehen haben, maximiert, indem er an dem Spotmarkt han-
delt. Weiters wurden mehrere verschiedene Aspekte der Losung besprochen und ein
paar wichtige Eigenschaften bewiesen. Anhang eines kleinen Beispiels wurden sowie die
Datenstrukturen als auch die Funktionen die in Matlab implementiert worden sind vor-
gestellt. Zum Schluss wurde auch ein Verhaltensmodell fiir den Emittent der Option
kurz préasentiert und besprochen, wie beide Modelle benutzt werden konnen, um einen
Preis fiir den Swing Kontrakt zu evaluieren.
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A Spieltheoretische Grundlagen

Hier werden einige grundlegende Begriffe und Ergebnisse aus der Spieltheorie, die unsere
Uberlegungen vom Kapitel vertiefen und verallgemeinern, zusammengestellt. Fiir
weitere Resultate sei auf [34] und [21I] hingewiesen. Fiir die Einfithrung hier werde ich
mich an [34] halten.

A.1 Einfiihrung

Definition A.1.1. Wenn wir jedem Spieler in einem Spiel mit n Spielern eine Nummer ¢
aus der Menge I = {1,2,...n} zuordnen, dann bezeichnen wir die Menge der méglichen
Aktionen des Spielers S; als seine Strategien.

Definition A.1.2. Das Resultat von jeder Runde s = (s1,52,...,5,) € [[;c;Si wird
eine Situation genannt.

Definition A.1.3. Die Auszahlung fiir jeden Spieler in Abhéngigkeit von der Situation
s wird mit H;(s) bezeichnet und Auszahlungsfunktion genannt.

Definition A.1.4. Ein System

I'= (I, {Si}ier, {Hi}ier)
wobei I und S;(i € I) Mengen und H; auf S =[]

nennt man ein nichtkooperatives Spiel.

;1 Si definierte reelle Funktionen sind,

Definition A.1.5. Ein nichtkooperatives Spiel I', fiir das eine Konstante ¢ existiert,
sodass ), ; H;(s) = c fiir alle s ist, wird ein Konstantsummenspiel genannt.

Definition A.1.6. Sei s = (s1, 52, ..., i1, Si, Si+1,- - -, Sn) €ine beliebige Situation und
betrachten wir die neue Situation in der man s; mit s} ersetzt, die wir mit s||s; bezeich-
nen. Eine Situation s wird dann akzeptabel genannt, wenn

Hi(sl|s;) < Hi(s)
fiir alle s; gilt.

Definition A.1.7. Eine Situation s die fiir alle Spieler akzeptabel ist, nennt man eine
Gleichgewichtsituation (Nash-Gleichgewicht).

Definition A.1.8. Zwei nichtkooperative Spiele
I = <]7 {Si}iél) {HZ,}ZGI>
I = <[7 {Si}iela {Hgl}ieﬁ

die sich nur in den Auszahlungsfunktionen unterscheiden und Zahlen £ > 0 und ¢; € R
existieren, sodass

H{(S)=kH!(S)+ ¢ (A.1)

gilt, nennt man strategisch dquivalent (I" ~ T").
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Satz A.1.9. Strategisch dquivalente Spiele besitzen die gleiche Gleichgewichtsituationen.

Beweis. Sei I" ~ I und sei s* eine Gleichgewichtsituation in I'V. Das bedeutet, dass fiir
alle i € I und s; € 5; folgende Gleichung gilt:

Hi(s"[|s:) < H(s")
Dann nach (A.1)) folgt:
kH!(s*||s;) +c; < kH]'(s*) + ¢

und da k > 0
H'(s||s:) < H{'(s")

was bedeutet dass s* eine Gleichgewichtsituation auch in I'” ist. H

Definition A.1.10. Ein nichtkooperatives Spiel I' fiir die ) ,_, H;(s) = 0 ist, wird ein
Nullsummenspiel genannt.

Satz A.1.11. Jedes nicht kooperatives Konstantsummenspiel ist strategisch dquivalent
zu etnem Nullsummenspiel.

Beweis. Wihlen wir beliebige ¢; sodass ) .., ¢; = ¢ =) _..; Hi(s) und setzen:
Hi(s) = Hi(s) — ¢

dann folgt > .., H(s) = 0. Das Spiel mit den Auszahlungsfunktionen H; und die gleiche
I und S; ist das gesuchte Nullsummenspiel. O

Definition A.1.12. Ein nicht-kooperatives 2-Personen Spiel bei dem Hs(s) = —Hi(s)
wird antagonistisch genannt.

Bemerkung A.1.13. Es ist klar, dass ein antagonistisches Spiel ein Spezialfall von Null-
summenspiel ist.

Bemerkung A.1.14. Im Falle eines antagonistischen Spieles bezeichnet man S; und Sy

entsprechend mit A und B und die Auszahlungsfunktion fiir den ersten Spieler mit
H = H;. Es ist klar, dass fir H : A x B — R Hs(a,b) = —H;y(a,b) fur alle Paare
(a,b) € A x B gilt.

Definition A.1.15. Eine Gleichgewichtsituation (a,b) im Falle eines antagonistischen
Spieles muss folgende Ungleichungen erfiillen:

Hl(a',b) S H1<(l,b) \V/CL/ € A
Hy(a,b') < Hy(a,b) VO € B

Die zweite Gleichung aber ist dquivalent zu
—Hy(a,b") < —Hi(a,b) & Hy(a,b) < Hi(a,l)
also insgesamt mit der ersten Gleichung und H;(a,b) = H(a,b)
H(d',b) < H(a,b) < H(a,b') Vd' € AV € B

Einen solchen Punkt (a,b) nennt man Sattelpunkt von H.
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Satz A.1.16. Fir eine auf A X B definierte Funktion f gilt folgende Ungleichung
sup inf f(z,y) < infsup f(z,y)
z Y Yy =z
Beweis. Wir haben

f(z,y) <sup f(o,y) Va,y=

inf f(z,y) < infsup f(z,y)
Yy Yy =z
und da inf, sup, f(z,y) eine Konstante ist folgt

supinf f(z,y) < infsup f(z,y)
T Yy Yy T

Korollar A.1.17. Fulls alle Extrema angenommen werden, dann gilt:

max min f(x,y) < minmax f(x,y)
x Yy Yy x

Satz A.1.18. Damit eine auf A X B definierte Funktion f Sattelpunkte besitzt, ist es
notwendig und hinreichend, dass folgende Minimax- Werte existieren

max inf f(z,y) und minsup f(x,y)
T Yy Yy T

und dass die folgende Gleichung gilt:

max inf f(x,y) = minsup f(z,y)
x i )

T

Beweis. Notwendig: Sei (x*,y*) ein Sattelpunkt, dann gilt

flr,y*) < f(2*,y") < f(a™,y)

und da f(z*,y*) konstant ist
flz,y") < f(@%,y") = infsup f(z,y) < sup f(z,y7) < f(2",y") (A.2)
und analog

f@™,y) < fl@"y) = f(z",y") < irylff(w*,y) < sup ir;ff(w,y) (A.3)

also insgesamt
inf sup f(z,y) < supinf f(z,y)
v oo e Y

Aus Satz wissen wir, dass die umgekehrte Ungleichung auch gilt. Das heifst ins-
gesamt haben wir:

inf sup f(x,y) = supinf f(z,y)
Yy x z Y
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Von (A.2) und (A.3]) folgt auch dass die beiden Infima und Suprema angenommen werden
da sie gleich dem Wert in (z*,y*) sind. Also es existieren die max, inf, f(z,y) und
min, sup, f(z,y) und es gilt

max inf f(x,y) = minsup f(z,y)
T Yy Yy

T

Hinreichend: Seien die Punkte wo max, inf, f(x,y) und min, sup, f(z,y) deren Extrema
erreichen x* und y* dann folgt

maxinf f(z,y) = inf f(2%,y) < f(2",y7) (A4)
flay") < sup f(#,y") = min sup fz,y) (A.5)

Da aber die beiden Minimax-Werte gleich sind folgt

max irylff(x, y) = ir;ff(x*, y) = f(z"y") = sup [z, y") = min sup f(z,y)

xT

was aber bedeutet dass
flz*y) > irylff(w*,y) = f(z",y") =sup f(z,y") > f(v,y") Va,y

oder
flz,y") < f(z*y") < f(z™,y) Yo,y
0

Bemerkung A.1.19. Von und ist es ersichtlich, dass man die z* und y*
unabhéngig von einander wéhlt. Das heifst falls man (27, y7) und (23, y5) als Sattelpunkte
hat, sind automatisch auch (z7,y3) und (x3, y7) Sattelpunkte und diese Eigenschaft wird
Rechteckeigenschaft genannt.

Bemerkung A.1.20. Was ebenfalls klar ist, ist, dass der Wert der Funktion im Sattel-
punkt gleich dem Wert der Mimimaxes ist, was aber bedeutet, dass in jedem Sattelpunkt
der Funktionswert gleich ist.

A.2 DMatrix Spiele

Definition A.2.1. Ein antagonistisches Spiel, in dem jeder Spieler eine endliche Anzahl
von Strategien hat, nennt man Matriz Spiel.

Bemerkung A.2.2. Jedes Matrix Spiel kann vollig durch die eine reelle Matrix A € R™*"
beschrieben werden

a1 a2 ... Qi

921 929 Ce Qony,
A =

Am1 Am2 ... Qmn

wobei a;; die Auszahlung fiir Spieler 1 angibt wenn er Strategie ¢ wahlt und sein Gegner
Strategie j.
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Bemerkung A.2.3. Eine Gleichgewichtsituation (i*, j*) bei einem Matrix Spiel ist dann
gegeben, wenn
aij* S ai*j* S ai*j \V/’L,j

und die Existenz von einem solchen Sattelpunkt ist genau dann gesichert falls

max min a;; = min max a;;
7 i i %

Wenn es es keinen Sattelpunkt gibt miissen die beiden Spieler sich die Differenz

min max @;; — max Imin a;
i i

aufteilen. Wie das passieren kann diskutieren wir als Néchstes.

Definition A.2.4. Eine Zufallsvariable, deren Werte die Strategien des Spielers sind,
nennt man gemischte Strategie. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Wahl jeder einzelnen
Strategie kann man in einem Vektor zusammenfassen.

m
X = (z1,29,...,Zp), x; >0, inzl
i—1

Definition A.2.5. Das Paar (X,Y’) von zwei gemischte Strategien
X = (21,29, .., Tp) und Y = (y1,92, - - -, Yn),

nennt man Situation in gemischten Strategien. In diesem Fall ist die erwartete Auszah-
lung von Spieler 1

HX,)Y)=> ) ajry; = XAY". (A.6)

i=1 j=1
Definition A.2.6. Eine gemischte Erweiterung von einem Matrix Spiel nennt man
das antagonistische Spiel (S,,,S,, H), indem die Menge der Strategien fiir die Spieler

die Menge deren gemischte Strategien sind und die Auszahlungsfunktion wie in (A.6))
gegeben ist.

Bemerkung A.2.7. Fir ein Sattelpunkt (X*,Y™*) muss Folgendes fiir alle X € S,, und
Y € 5, gelten:
XAYT < X*AY*T < X*AYT (A7)

Lemma A.2.1. Fualls Y eine beliebige Strategie fiir Spieler 2 ist, dann gilt es fir alle
gemischte Strategien X = (z1,...,x,) von Spieler 1

XAYT <max A, YT

Beweis. Aus A;YT < max; A;. Y7 folgt 2;A,. YT < x; max; A;. Y7 fiir 2; > 0 und aufsum-
miert ergibt das wegen Y " x; = 1

XAYT = Z A YT < max A YT Z T; = max AYT
i=1 i=1
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Satz A.2.2. Damit (X*,Y™) eine Gleichgewichtsituation ist, ist es notwendig und hin-
reichend dass fir allei=1,...,m und j =1,...,n folgendes gilt:

A YT < XFAYT < XHA (A.8)

Beweis. Da offensichtlich ein Spezialfall von fiir die reine Strategien ist, ist
es klar, dass die Bedingung notwendig ist.

Wenden wir das letzte Lemma auf A, Y*T < X*AY*T also es folgt XAY*T <
X*AY*T. Und ganz analog fiir die andere Seite, was dann auch zeigt, dass die Bedingung
hinreichend ist. ]

Satz A.2.3. Fulls (i*, j*) eine Gleichgewichtsituation fir das Matriz Spiel A ist, ist sie
auch eine Gleichgewichtsituation fiir seine gemischte Erweiterung.

Beweis. Also wir haben fiir allei =1,.... mund j=1,...,n
Ajjr < Qe < Qe
was aber gleich (A.8]) fiir die entsprechende reine Strategien X* und Y* ist. n

Lemma A.2.4. Fiir jedes Yy € S, das Mazimum maxx X AY," und fiir jedes Xy € S,
das Minimum miny XoAY T existieren.

Bewers. Wir haben eine lineare Funktion in alle x4, ..., x,, da
XAYS =0 ALYy
i=1

was bedeutet, dass sie auch stetig ist und dadurch ihr Maximum auf der beschrankte
geschlossene (also kompakte) Menge S, annimmt. O

Lemma A.2.5. Fir jedes Xy € Sy, existiert jo (abhingig von X,) sodass
miny XoAYT = XoA, und fir jedes Yo € S, existiert iy (abhingig von Yy) sodass
maxy X AY] = A;.Y;.

Beweis. Betrachten wir XA, ;, = min{X¢A;|j =1,...,n} also es gilt
XoAj, < XA, firallej=1,...,n.
Jetzt wenden wir Lemma [A.2.7] an und bekommen
XA, < XoAYT fiir alle Y € S,

also dann auch
X0A~jo S myin XQAYT

da aber XyA.j, eine reine Strategie ist. Folgt auch

X0A~jo Z myin XQAYT
und damit die Gleichheit. O]
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Lemma A.2.6. maxx XAYT und miny XAY7T sind stetige entsprechend in'Y und X
Funktionen.

Beweis. Wegen des letzen Lemmas miissen wir zeigen, dass max; A4; Y7 in Y stetig ist.
Da aber A;Y7T fiir alle i stetig sind und endlich sind folgt, dass auch das Maximum
stetig ist. O

Satz A.2.7. Die Minimax- Werte
maxmin XAY7T und min max X AY7”
X Y y X
existieren.

Beweis. Da vom letzten Lemma folgt, dass maxx X AY7 eine stetige Funktion von Y ist,
die auf die endlich dimensionale geschlossene beschranke Menge .S,, definiert ist, erreichst
sie dort auch ihr Minimum miny maxyx X AY”. Analog fiir die andere Existenz. O

A.3 Der Minimax Satz

Lemma A.3.1. Bei einer gegebene Matriz A gilt immer eine der beiden Behauptungen:
1. Es existiert ein Vektor X € S,, so dass XA.; >0 fir alle j =1,...,n.
2. Es existiert ein Vektor Y € S, so dass A, YT <0 fiir allei =1,...,m.

Beweis. Bezeichnen wir die konvexe Hiille von alle A.; und alle Einheitsvektoren
EW_ . E( mit C. Dann gibt es folgende zwei Fille

(a) 0 ¢ C. In diesem Fall konnen wir eine Hyperebene durch 0 wihlen (Vz = 0), so
dass C' ganz in der einen Halbebene liegt, also Vz > 0 fiir alle z € C'. Also speziell
auch v; = VE® > 0. Bezeichnen wir v = Z;’il v; > 0 und betrachten wir den
Vektor X = L(vy,...,vy) der offensichtlich in S, liegt. Fiir alle Punkte z aus C
gilt jetzt Xz = %Vz > 0. Da aber die Vektoren A.; € C gilt das auch fiir sie,
womit wir den gesuchten X konstruiert haben.

(b) 0 € C. Jetzt heift das, dass es eine konvexe Kombination gibt die 0 ergibt. Al-
so gibt es nicht negative Zahlen a4,...,a, und (q,..., 3, mit Summe 1 sodass
Yo oAy B;E® = 0 oder anders > i i+ =0 fiiralled = 1,... n.
Da alle ; > 0 folgt =7 | aja;; < 0. Bezeichnen wir a = 77, a; > 0. Die strik-
te Ungleichung gilt da falls Z?:1 a; = 0 wiirde daraus folgen dass alle a; = 0
sind dadurch auch alle 3; was nicht moglich ist. Jetzt betrachten wir den Vektor
Y = é(al, ..., ap) der klarerweise in S, liegt. Damit sind wir fertig da fir Y gilt

> Sag =AY <O fiirallei=1,...,m.

O
Satz A.3.2. Fir jede Matriz A gilt die folgende Gleicheit:

maxmin XAY 7T = min max XAY”"
X v Yy X
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Beweis. Nach folgt, dass entweder ein X existiert oder ein Y; so dass
XoA; > 0 oder Ai.YOT <0

also nach folgt
XoAYT > 0 oder XAY) <0

das bedeutet wir haben auch fir die Extrema
m};n XoAYT > 0 oder m)?x XAYOT <0

und dann auch
maxmin X AY7T > 0 oder minmax XAY7? <0
X Y v X

also die beiden Seiten folgender Ungleichung kénnen nicht gleichzeitig erfiillt sein
maxmin X AY7? < 0 < minmax XAY”
X Y Y X
Jetzt betrachten wir die Matrix A(t) = (a;; —t). Es gilt dann
maxmin X A(t)YT < 0 < minmax XA(#)Y” =
X Y Y X
maxmin(XAY”? —t) < 0 < minmax(XAY” — ) =
X Y Y X
maxmin XAY? —t < 0 < minmax XAYT — ¢t =
X Y Y X
maxmin X AY”? < t < minmax XAY7
X Y Y UX
Also gibt es keine Zahl ¢ zwischen maxy miny X AY”? und miny maxx XAY7, was be-

deutet, dass
minmax X AYT < maxmin XAY”
v X X Y

Da wir aber wissen das immer
maxmin X AY7 < minmax X AY7
X v y X
folgt die Gleichheit. m

Definition A.3.3. Den Wert eines Matrixspieles A nennt man

v(A) := maxmin X AY” = min max X AY”.
Xy Y X
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B Information und Preis

Hier werde ich eine kurze formale Einfiihrung in den Begriff des Preises der Information
machen um den Leser mit den theoretischen Hintergriinde des Profitunterschiedes, den
wir zwischen den Abschnitten [4.3.3| und [4.3.4] bekommen haben, kennenzulernen. Dabei
werde ich mich an [22] halten.

Betrachten wir die folgende allgemeine Definition fiir ein Entscheidungsproblem unter
Unsicherheit. Wir gehen aus von einer Zufallsvariable Y, die auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) definiert ist, und die Unsicherheit darstellt. Sei M eine so genannte
Nachrichtvariable, die die Information, die der Entscheidungstréger bei seine Entschei-
dung x = (M) € X zur Verfiigung hat, formalisiert. Also falls H den Profit bezeichnet
ldsst sich unsere Aufgabe wie folgt formulieren:

max{E[H (z(M),Y)] : x(M) € X}.

Das bedeutet, dass es die Entscheidung x gesucht wird, bei der die Erwartung des Profits
maximal wird.

Man sagt, dass die Nachrichtvariable M; zumindest so informativ wie M ist, wenn
folgende Ungleichung gilt

max{E[H (z(M;),Y)] : x(M;) € X} > max{E[H (z(M>),Y)] : (M) € X'}.

Zwei Nachrichtvariablen M; und M, werden gleich informativ genannt, wenn M,
zumindest so informativ wie M, ist und umgekehrt.

Fiir eine Entscheidung x nennt man den folgenden Wert erwarteten Opportunitéts-
verlust (expected opportunity loss):

r — EOL (z) = max{E[H(z(Y),Y)] : 2(Y) € X} —E[H(z,Y)]

Das minimum von dem Opportunitéatsverlust wird Erwartungswert der perfekte In-
formation (expected value of perfect information) genannt.

EOL [Y] = max{E[H(z(Y),Y)] : 2(Y) € X} —max{E[H(z,Y)] : x € X}  (B.1)

Man kann die vorhandene Information mit dem Konzept der o-Algebren darstellen.
Damit wére der Wert der vollen Information A im Bezug zum Teilinformation A (value
of full information, eine Verallgemeinerung von (B.1))).

R = max{E[H (z,Y)] :  ist A-messbar} — max{E[H (z,Y)] : x ist A-messbar}
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C Das Black-Scholes-Modell

An dieser Stelle werde ich eine kurze schematische Ableitung des Modelles von Black
und Scholes vorfiihren, die den Leser mit den wesentlichen Ideen der Optionsbewertung
auf den Aktienmérkten in stetiger Zeit vertraut machen sollen. Man kénnte dabei besser
erkennen, welche der Annahmen dieses Modells ihn weniger passend fiir die Bewertung
von Derivaten auf dem Strommarkt macht. Es gibt sehr viele verschiedene Biicher, in
denen man iiber dieses Modell lesen kann, wobei manche davon wirtschaftlicher orientiert
sind wie z.B [I6] und andere mathematischer. Die Letzten kann man wiederum in solche
aufteilen die diskrete Zeit Modelle behandeln oder stetige Zeit Modelle. Beispiele dafiir
sind [19], [28], [26], [11], [12], [32] und [31]. Ein sehr gut geschriebenes Buch, das sich
fiir Einsteiger eignet, ist [6]. Bei meiner Darstellung hier, werde ich auf Beweise und die
volle mathematische Genauigkeit verzichten.

C.1 Brownsche Bewegung

Als erstes fiihren wir den Begriff der Brownsche Bewegung ein, der einer der wichtigsten
stochastischen Prozesse bei der Modellierung von Finanz Zeitreihen ist.

Definition C.1.1. Ein stochastischer Prozess W = (W});>¢ in stetiger Zeit heifst Brown-
sche Bewegung oder auch Wiener-Prozess (beziiglich IF), falls folgende Bedingungen er-
fiillt sind:

1. Wy = 0 fast sicher.
2. Fiir t > s ist W; — W, unabhéngig von Fj.
3. Die Zuwéchse W; — Wy, 0 < s < t sind N(0, ¢ — s)-verteilt.

4. Fiir alle w sind die Pfade W;(w) stetige Funktionen von ¢.
Hier bezeichnet F = (F;):>¢ die natiirliche Filtration des stochastischen Prozesses W =
(Wt)e=0-

Die Existenz einer Brownsche Bewegung ist nicht offensichtlich, aber mathematisch
gesichert z.B. als Grenzwert von skalierter Irrfahrt. Eine wichtige Eigenschaft der Brown-
sche Bewegung ist die folgende.

Satz C.1.2. Ist W = (W})i>o eine Brownsche Bewegung, dann ist fast sicher jeder Pfad
W(w) nirgends differenzierbar.

Die Eigenschaften der Brownsche Bewegung kann man folgendermafen 6konomisch
deuten:

1. Die Unabhéngigkeit der Zuwichse bedeutet, dass fiir den Kurs gilt: Ist die Gegen-
wart bekannt, so ist die Zukunft unabhéngig von der Vergangenheit.

2. Die Stetigkeit der Pfade impliziert, dass sich bei kleinen Zeitverdnderungen auch
nur kleine Kursveranderungen ergeben.

3. Die nicht Differenzierbarkeit entspricht das Fehlen einer Tangente, die es erlauben
wiirde den Zukunftswert zu extrapolieren.
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C.2 Stochastische Differenzialgleichungen und das Lemma von
Ito

An dieser Stelle iiberspringen wir mehrere Seiten mit formalen Definitionen und mathe-
matisch exakter Theorie und betrachten die folgende stochastische Differentialgleichung

dSt = /L(t, St)dt + O'(t, St)th
als die natiirliche stetige Verallgemeinerung von

St - Sti - N(Tia Sri)<ti+1 - tl) + U(Ti7 STi)(Wti+1 - Wt)

(3

i1

die den Wertzuwachs eines stochastischen Prozesses S = (S;);>0 als Funktion von den
Wertzuwéichsen der gewohnlichen Brownschen Bewegung W = (W;),>¢ darstellt.

Die stochastische Differentialgleichung die ein anderer stochastischer Prozess erfiillt
wenn wir ihn als Funktion einer schon durch stochastische Differentialgleichung gegebe-
ner Prozess gibt uns die Ito-Formel.

U =u(t,S) B o,
dS = f(ta S)dt + g(t7 S)th } = dU = utdt + usds + §ussg dt
Betrachten wir jetzt die so genannte geometrische Brownsche Bewegung

dSt = MStdt + O'Stth

die als stochastischer Prozess fiir das Modellieren von Aktienkurse benutzt wird. Jetzt
wenden wir die Ito-Formel auf U; = In(S;) und bekommen

1 11, .,
dU, = 1dS 1l 2dt
t—St t 20

Da wir aber wegen der Definition von S; wissen, dass SitdSt = pdt + odW, ist

1
dUt = /Ldt + O'th - §U2dt =

1
1
Ut - UO = (/L— 50'2) (t—to) —I—O'(Wt _VVto)

Da wir jetzt umgekehrt haben, dass S; = exp(U;) ist =
L,
St:StOeXp ILL—§O' t‘l‘UWt
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C.3 Optionsbewertung

Betrachten wir jetzt den Wert f(¢,S;) der Call Option als Funktion des Zeitpunktes ¢
und des Kurses S;. Nach der Ito-Formel haben wir fiir dS; = uS;dt + 0S;dB;:

1
df = ftdt + fst + §f55520'2dt =
1
df = fidt + fs(uSdt + o SdW;) + 5 fesS2c%dt =
1
df = (fi +pSfs+ 3 fsgS*0)dt + oS fsdW,

Fiir den Wert einer Nullkuponanleihe bei konstantem Zinssatz r» haben wir:

B(t,T) =" =
dB = rBdt

Der Wertprozess von dem zweidimensionalen stochastischen Prozess ¢ = (¢!, ¢?) ge-
nannt Portfoliostrategie ist folgendermafen definiert:

V(6(t) == &' (t)B(t) + ¢°(t)S(1)
Diese Portfoliostrategie wird selbstfinanzierend genannt falls:
dV(6(t)) = ¢' (1)dB(t) + ¢*(t)dS(t)

Fassen wir die beiden Eigenschaften zusammen:

H V(g(t)) = f(t,5(1))
dV(o(t)) = df (L, 5())

Fiir df (t,S(t)) = dV(¢(t)) haben wir aber auch

df(t,S(t)) = ¢' ()dB(t) + ¢*(t)dS(t) =
df(t,S(t)) = ¢' (t)rBdt + ¢*(t)uS,dt + ¢*(t)o S, dW, =
df(t, S(t)) = (6" (t)rB + ¢ (t)uSy)dt + ¢*(t)o S, dW;

also
(6" (8)r B + $2(6)uSy)dt + 6*(8)o S:d Wy = (f; + pSfs + %fSSSQUQ)dt + oS fsd ;.

Nach Koeffizientenvergleich konnen wir ¢! und ¢? bestimmen:

’ ¢'(t)rB + ¢*(t)uS; = fr + pSfs + 5 fssS%0
2(t)oS; = 0Sfs = ¢* = [s

also
H ol = fi+3fssS%0?

2 _ rB
¢* = fs.
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Und jetzt in f(¢,S(t)) = ¢*(¢)B(t) + ¢*(t)S(t) einsetzen

[ = %(ft + %fssSZUQ) + fsS

was nach Umformung und der Berticksichtigung der Randwert die sehr gut bekannte
Black-Scholes Differentialgleichung ergibt.

fi+3028% fss +rSfs—rf =0
f(T,Sy) =[St — K|*
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D Matlab Quellcode

Listing 1: Die Generierung aller wichtigen abgeleiteten Strukturen

function [Stages Nodes Scenarios vecStageSizes cellStageNodes
matScenarioNodes cellScenariosToNode matPlotMatrix] =
ScenarioTreeProperties (vecNumberOfSuccessors)

Input

% vecNumberOfSuccessors :The Vector of Number of Successors

3 Ouput

% Stages :The Number of the Stages

% Nodes :The Number of Nodes

3 Scenarios :The Number of Scenarios

% vecStageSizes :The Nuber of Nodes per Stage (1 x Stages)

3 cellStageNodes :The Nodes belonging to Stage s (Cellarray) (s}
% matScenarioNodes :The Nodes belonging to Scenario and Stages (

Scenarios x Stages)
3 cellScenariosToNode :The Scenarios belonging to the this Nodes (
Cellarray) {n}
3 matPlotMatrix :Appropriate

%Generate cellStageNodes

intIndex=1;

stage=0;

vecStageSizes=1;

stageSize=1;

while (intIndex<=size (vecNumberOfSuccessors,?2))

$Put the actual nodes in the stage cellarray
stage=stage+l;
cellStageNodes{stage}=intIndex—stageSize+l : intIndex;
%Calculate the size of the NEXT stage
stageSize=sum (vecNumberOfSuccessors (intIndex—stageSize+l: intIndex
)) i
%Go to the END of the NEXT stage
intIndex=intIndex+stageSize;
vecStageSizes=[vecStageSizes stageSize];
end

if (intIndex—stageSize~=size (vecNumberOfSuccessors, 2))
fprintf (' Warning: vecNumberOfSuccessors missmatch\n’);
fprintf (' size (vecNumberOfSuccessors, 2) :$d\n’, size (
vecNumberOfSuccessors, 2) ) ;
fprintf (' intIndex—stageSize:%d\n’, intIndex—stageSize) ;
vecNumberOfSuccessors=vecNumberOfSuccessors (l:intIndex—stageSize) ;
end

%Put the last stage too

stage=stage+l;
cellStageNodes{stage}=intIndex—stageSize+l : intIndex;
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end

Stages=stage;
Nodes=sum (vecStageSizes) ;
Scenarios=vecStageSizes (end) ;

%Generate matScenarioNodes

matScenarioNodes=zeros (Scenarios, Stages) ;
matScenarioNodes (:, Stages)=cellStageNodes{Stages};
actnode=Nodes—Scenarios;

intIndex=size (vecNumberOfSuccessors, 2) ;

for stage=Stages—1:—1:1
scenario=Scenarios;
while (scenario>0)
dif=vecNumberOfSuccessors (intIndex) ;
while (dif>0)
matScenarioNodes (scenario, stage)=actnode;
scenario=scenario—1;

if (scenario==0 || matScenarioNodes (scenario, stage+l)~=
matScenarioNodes (scenario+l, stage+l))
dif=dif-1;
end
end

intIndex=intIndex—1;
actnode=actnode—1;
end
end

%Generate all Scenarios belonging to given Node
for i=1:Nodes

cellScenariosToNode{i}=[];
end

for i=1:Stages
for j=1:Scenarios
cellScenariosToNode{matScenarioNodes (j,1) }=[
cellScenariosToNode{matScenarioNodes (j,1i)} Jl;
end
end

%Build Plot Matrix
matPlotMatrix=matScenarioNodes;
for i=1:Stages
for j=1:Scenarios
matPlotMatrix (j,i)=matPlotMatrix (j,i)—matScenarioNodes (1,1i)+1;
end
matPlotMatrix (:,i)=matPlotMatrix(:,1i)/ (vecStageSizes (i)+1);
end
matPlotMatrix=1—-matPlotMatrix;

Listing 2: Die Losung des Optimierungsproblems

function [f AS b lb ub matScenariosDemand vecDemand vecNodeProbabilities

matScenarioNodesValues Stages Nodes Scenarios vecStageSizes
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oo oo

o

o

cellStageNodes matScenarioNodes cellScenariosToNode matPlotMatrix]=
OptimalDemand (LowerGlobalBound, UpperGlobalBound, vecLocalMin, vecLocalMax
, vecNumberOfSuccessors, vecNodeValues, vecScenarioProbabilities,
StrikePrice)

Generates demandspaterns matrix (multistage, adapted, not binary)
Written by Nikola Broussev

3 S
% Input

% LowerGlobalBound :Global lower Bound for the Volume

% UpperGlobalBound :Global upper Bound for the Volume

% vecLocalMin :Local min [1 x T]

% vecLocalMax :Local max [1 x T]

3 vecNumberOfSuccessors :The Tree in the form of NumberOfSuccessors
% vecNodeValues :Spot prices in Nodes of the Tree [l x NJ

% vecScenarioProbabilities:Probabilities for the scenarios [1 x S]

3 StrikePrice :Strike Price

3553053855385 3%553%%532%553%0532%533%%53%533%853%%5%3%%53%%5%3%%53%%53%%5%

log=1;

$The number of scenarios

N=

size (vecNodeValues, 1) ;

$Parse The Tree
tic
[Stages Nodes Scenarios vecStageSizes cellStageNodes matScenarioNodes

cellScenariosToNode matPlotMatrix] = ScenarioTreeProperties (
vecNumberOfSuccessors) ;

if (log > 0)

fprintf (' Parse_The Tree:%.4f_seconds\n’, toc);

end

%Caclulate the Profits per Node
g=vecNodeValues—StrikePrice;

%$Generate the constrains Matrix

$A=zeros (2«xScenarios, Nodes) ;
bl1=UpperGlobalBound*ones (Scenarios, 1) ;
b2=—LowerGlobalBound*ones (Scenarios, 1) ;

b=

[bl;b2];

lb=zeros (Nodes, 1) ;
ub=zeros (Nodes, 1) ;

tic
%$Put the local contraints
for i=1:Stages

for j=1:vecStageSizes (i)
1b (cellStageNodes{i} (j))=vecLocalMin (i) ;

ub (cellStageNodes{i} (j))=vecLocalMax (i) ;
end
end
if (log > 0)
fprintf (' Put_the_local_contraints:%.4f_seconds\n’, toc);
end
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Put the global contraints
for i=1l:Scenarios
for j=1:Stages
A (i, matScenarioNodes (i, j))=1;
A (i+Scenarios, matScenarioNodes (i, j))=—
end

o0 oo oo oo oo oo oo

end

tic
FSparse
I=zeros (1,2xScenarios*xStages) ;
J=zeros (1, 2«Scenarios*Stages) ;
S=zeros (1, 2«Scenarios*Stages) ;
1=1;
for i=1:Scenarios

for j=1:Stages

I(1l)=i;

1+1)=i+Scenarios;
)=matScenarioNodes (i, j);
) matScenarloNodes( i,3);

(
I
J(
J(
S (
S ( ) —-1;
1=

1
1+
1)=
1+
1+2;

end
end
AS=sparse (I,J,S,2xScenarios, Nodes) ;
if (log > 0)

fprintf (' Sparse:%.4f_seconds\n’, toc) ;
end

tic
%Calculate the Node Probabilities
vecNodeProbabilities=zeros (Nodes, 1) ;
for i=1:Nodes
vecNodeProbabilities (i)=sum (vecScenarioProbabilities (
cellScenariosToNode{i}));

end
if (log > 0)
fprintf (' Calculate_the_Node Probabilities:%.4f seconds\n’
end
tic

%2Generate the Target Function
f=zeros (1, Nodes) ;
for i=1:Nodes

pn=0;

for j=1:size (cellScenariosToNode{i}, 2)

pn=pn+vecScenarioProbabilities (cellScenariosToNode{i} (3))

end
f(i)=g (1) *pn;
end
for i=1:Nodes
f(i)=g(i)*vecNodeProbabilities (i) ;

oo oo

4

,toc);
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o)

% end

if (log > 0)
fprintf (' Generate_the Target Function:%.4f_seconds\n’,toc);
end
tic
$Solve the LP
if (log>0)
options = optimset ('Display’,’on’,’Diagnostics’,’on’);
else
options = optimset ('Display’,’off’,’Diagnostics’,’off’);
end

[vecDemand, lambda, exitflag, output]=linprog(—£,AS,b, []1,[]1,1lb,ub, []1,0options)

4

if (log > 0)

fprintf (' Solve_the LP:%.4f_seconds\n’, toc);
end
tic

%Extract the pfads
matScenariosDemand=zeros (Scenarios, Stages) ;
for i=1:Scenarios
for j=1:Stages
matScenariosDemand (i, j)=vecDemand (matScenarioNodes (i, Jj));

end
end
if (log > 0)
fprintf (' Extract_the_pfads:%.4f_seconds\n’, toc);
end
tic

$Extract the spotprices

matScenarioNodesValues=zeros (Scenarios, Stages) ;

for i=1:Scenarios
for j=1:Stages

matScenarioNodesValues (i, j)=vecNodeValues (matScenarioNodes (i, j));

end

end

if (log > 0)
fprintf (' Extract_the_spotprices:%.4f seconds\n’,toc);

end
=

Listing 3: Konvertierung zu Vorgéngerstruktur

function [vecPredecessors] = NumberOfSuccessors2Predecessor (
vecNumberOfSuccessors)
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Written by Nikola Broussev

Input
vecNumberOfSuccessors :The Vector of Number of Successors
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The Vector of Predecessor
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ixones (1,

Predecessor2NumberOfSuccessors (

4
4

index+vecNumberOfSuccessors (i) —1)

vecNumberOfSuccessors (1)) ;

14

zeros (1,N)

Listing 4: Konvertierung zu Nachfolgerstruktur

index+vecNumberOfSuccessors (i) ;

L

4

2
1
[vecNumberOfSuccessors]

vecPredecessors)

vecPredecessors (index

sum (vecNumberOfSuccessors) +1
index

numel (vecNumberOfSuccessors)
vecPredecessors

L:
N=
index
for i
end

end
function
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vecPredecessors (i+1)

4

4

zeros (1, vecPredecessors (end) ) ;

4

Listing 5: Die Newton Iteration

4

number+1

index+1
1

vecNumberOfSuccessors (index)

number
index
number

N—-1

14

14

1

=1
=2
if vecPredecessors (i)
else
end

numel (vecPredecessors)

number
vecNumberOfSuccessors (index)

index

vecNumberOfSuccessors

N
index
number
for i
end

end




vecNumberOfSuccessors=[2 2 3 1 3 1 1 1];

LowerGlobalBound=5;

UpperGlobalBound=10;

vecLocalMin=[1 2 1 0];

vecLocalMax=[4 5 4 6];

vecScenarioProbabilities=[0.05 0.10 0.15 0.20 0.20 0.15 0.15];
vecNodeValues=[16 25 17 24 22 23 10 15 15 10 30 28 24 29 16];

StrikePrice=min (vecNodeValues) ;
StrikePrices=[];
ExpectedProfits=[1];

iter=0;
epsilon=0.1;

while (1)

iter=iter+1;

StrikePrices=[StrikePrices StrikePrice];

[f AS b 1b ub matScenariosDemand vecDemand vecNodeProbabilities
matScenarioNodesValues Stages Nodes Scenarios vecStageSizes
cellStageNodes matScenarioNodes cellScenariosToNode matPlotMatrix]=
OptimalDemand (LowerGlobalBound, UpperGlobalBound, vecLocalMin,
vecLocalMax, vecNumberOfSuccessors, vecNodeValues,
vecScenarioProbabilities, StrikePrice);

ExpectedProfit=vecScenarioProbabilitiesxdiag ( (matScenarioNodesValues—
StrikePrice) smatScenariosDemand’ ) ;

ExpectedProfits=[ExpectedProfits ExpectedProfit];

if (abs (ExpectedProfit)< epsilon)
break;
end

b=0;
for i=1:Nodes
b=b+vecNodeValues (i) *vecNodeProbabilities (i) *vecDemand (i) ;

end

a=vecNodeProbabilities’ xvecDemand;

StrikePrice=b/a;
end

Listing 6: Teilbaum Extrahieren

~
function [vecNumberOfSuccessorsSub] = Subtree (vecNumberOfSuccessors, Stage)

Subtree up to given Stage
Written by Nikola Broussev

Input
vecNumberOfSuccessors :The Vector of Number of Successors
Stage: The given Stage

o oo oo oo oo oo oo
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Output
vecNumberOfSuccessorsSub :The Vector of Number of Successors of the

oe oo oo

intIndex=1;

stage=0;

stageSize=1;

while (intIndex<=size (vecNumberOfSuccessors,2) && stage<Stage)
stage=stage+l;
%Calculate the size of the NEXT stage
stageSize=sum (vecNumberOfSuccessors (intIndex—stageSize+l: intIndex

)) i

%3Go to the END of the NEXT stage
intIndex=intIndex+stageSize;

end

vecNumberOfSuccessorsSub=vecNumberOfSuccessors (1l:intIndex) ;

Listing 7: Die Abhégigkeit von den lokalen und globalen Schranken

vecNumberOfSuccessors=[2 2 3 1 3 1 1 1];
vecScenarioProbabilities=[0.05 0.10 0.15 0.20 0.20 0.15 0.15];
vecNodeValues=[16 25 17 24 22 23 10 15 15 10 30 28 24 29 16];
StrikePrice=20;

bigdeltabeg=0;
bigdeltastep=0.5;
bigdeltaend=20;

deltabeg=0;
deltastep=0.25;
deltaend=5;

vecNominal=[1 2 1 3];

matExpectedProfits=[];
bigdeltas=1[];

for Dbigdelta= bigdeltabeg:bigdeltastep:bigdeltaend

vecExpectedProfits=[];
deltas=[];
for delta= deltabeg:deltastep:deltaend

LowerGlobalBound=max (0, sum (vecNominal)—bigdelta) ;
UpperGlobalBound=sum (vecNominal) +bigdelta;
vecLocalMin=max (0, vecNominal—delta) ;
vecLocalMax=vecNominal+delta;

[f AS b 1lb ub matScenariosDemand vecDemand vecNodeProbabilities
matScenarioNodesValues Stages Nodes Scenarios vecStageSizes
cellStageNodes matScenarioNodes cellScenariosToNode

78




matPlotMatrix]=0OptimalDemand (LowerGlobalBound, UpperGlobalBound,
vecLocalMin, vecLocalMax, vecNumberOfSuccessors, vecNodeValues,
vecScenarioProbabilities, StrikePrice);

ExpectedProfit=0;
for i=1:Nodes
ExpectedProfit=ExpectedProfit+ (vecNodeValues (i)—StrikePrice) *
vecNodeProbabilities (i) *xvecDemand (i) ;
end

vecExpectedProfits=[vecExpectedProfits ExpectedProfit];
deltas=[deltas delta];
end

bigdeltas=[bigdeltas bigdeltal;

matExpectedProfits=[matExpectedProfits;vecExpectedProfits];
end

surfc (deltas,bigdeltas, matExpectedProfits) ;
&

Listing 8: Der erwartete Profit
g

vecNumberOfSuccessors=[2 2 3 1 3 1 1 1];

LowerGlobalBound=5;

UpperGlobalBound=10;

vecLocalMin=[1 2 1 0];

vecLocalMax=[4 5 4 6];

vecScenarioProbabilities=[0.05 0.10 0.15 0.20 0.20 0.15 0.15];
vecNodeValues=[16 25 17 24 22 23 10 15 15 10 30 28 24 29 16];

StrikePrice=20;

StrikePriceBeg=0;
StrikePriceEnd=40;
StrikePriceStep=0.1;

StrikePrices=[];
ExpectedProfits=[];

for StrikePrice= StrikePriceBeg:StrikePriceStep:StrikePriceEnd

StrikePrices=[StrikePrices StrikePrice];

[f AS b 1b ub matScenariosDemand vecDemand vecNodeProbabilities
matScenarioNodesValues Stages Nodes Scenarios vecStageSizes
cellStageNodes matScenarioNodes cellScenariosToNode matPlotMatrix]=
OptimalDemand (LowerGlobalBound, UpperGlobalBound, vecLocalMin,
vecLocalMax, vecNumberOfSuccessors, vecNodeValues,
vecScenarioProbabilities, StrikePrice);

ExpectedProfit=0;
for i=1:Nodes
ExpectedProfit=ExpectedProfit+ (vecNodeValues (i)—StrikePrice) *
vecNodeProbabilities (i) *vecDemand (i) ;
end
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ExpectedProfits=[ExpectedProfits ExpectedProfit];
end

figure (' name’ , ' ExpectedProfits_as_function of the Strikeprice’);

axes_handle=axes (' XLim’, [StrikePriceBeg—0.05%(StrikePriceEnd—
StrikePriceBeg) StrikePriceEnd+0.05% (StrikePriceEnd—StrikePriceBeqg)],’
XGrid’,’on’,’YGrid’,"on’);

line (' color’,’'b’,’XData’,StrikePrices, ’'YData’, ExpectedProfits) ;

3plot (StrikePrices, ExpectedProfits);

.

Listing 9: Die volle Information

e

vecNumberOfSuccessors=[2 2 3 1 3 1 1 1];

LowerGlobalBound=5;

UpperGlobalBound=10;

vecLocalMin=[1 2 1 0];

vecLocalMax=[4 5 4 6];

vecScenarioProbabilities=[0.05 0.10 0.15 0.20 0.20 0.15 0.15];
vecNodeValues=[16 25 17 24 22 23 10 15 15 10 30 28 24 29 16];
StrikePrice=20;

$Parse The Tree

[Stages Nodes Scenarios vecStageSizes cellStageNodes matScenarioNodes
cellScenariosToNode matPlotMatrix] = ScenarioTreeProperties(
vecNumberOfSuccessors) ;

%$The number of scenarios
S=size (matScenarioNodes, 1) ;

%$The number of periods
T=size (matScenarioNodes, 2) ;

$Extract the spotprices
matScenarioNodesValues=zeros (Scenarios, Stages) ;
for i=1:Scenarios
for j=1:Stages
matScenarioNodesValues (i, j)=vecNodeValues (matScenarioNodes (i, j));
end
end

matScenariosDemand=[];
for i=1:S

SRHS
rhs=[UpperGlobalBound; —LowerGlobalBound];

o\
hN]

A=[ones (1,T);—ones (1,T)];

¥Target function
f=— (matScenarioNodesValues (i, :)—StrikePrice);
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fprintf(’f = %f’,f);
fprintf(’\n’);

oo oo

options = optimset ('Display’,’off’);
[demand, lambda,exitflag, output]=linprog(f,A, rhs, [], [],vecLocalMin,
vecLocalMax, [],options);

matScenariosDemand=[matScenariosDemand; demand’ ];

end

figure (' name’,’ The_Solutions, Paths’);
grid on;
sys=ceil (Scenarios” (1/3));
for i=1:Scenarios
$color cycling
x=i—1;
r=mod (X, sys) /sys;
x=floor (x/sys) ;
g=mod (x, sys) /sys;
x=floor (x/sys) ;
b=mod (X, sys) /sys;
line (' color’, [r,g,b],’LineWidth’,1,’XData’, [1:1:Stages],’YData’,
matScenariosDemand (i, :)) ;
end
line (' LineStyle’,’:’,"color’, ' r’,’LineWidth’, 2,’XData’, [1:1:Stages], ' YData
" ,vecLocalMin) ;
line (' LineStyle’,’:’,’color’,’r’,’LineWidth’,2,’XData’, [1:1:Stages], ' YData
" ,vecLocalMax) ;
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