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Kapitel 1

Compound-Poisson-Modell

1.1 Modellbeschreibung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem Problem der optimalen Dividenden-
auszahlung im Compound-Poisson-Modell. Die hier gebrachten Ergebnisse
wurden aus dem Buch ,Mathematical Methods in Risk Theory* von Hans
Biihlmann entnommen.!

Um den Begriftf der optimalen Dividenden-Strategie einfithren zu konnen,
wird nun im Folgenden das Modell vorgestellt, in welchem wir uns bewegen
werden.

Der Vermogensverlauf eines Versicherungsunternehmens wird durch die ein-
gehenden Schiden wesentlich beeinflusst, welche hier durch Compound-Pois-
son Zufallsvariablen modelliert werden. Compound-Poisson Zufallsvariablen
sind Zufallssummen, wobei die Anzahl der Summanden Poisson-verteilt sind
und die Summanden aus einer von der Anzahlvariablen unabhéngigen u.i.v.
Folge entnommen werden, wie man nachfolgend bei der Konstruktion der
Schéden sieht.

St(l) sei die Summe der bis zum Zeitpunkt t eingegangenen Schéden in der
Sparteifirte=1,..., N:

N
SP=3"v"  i=1...N (L.1)
j=1
N ... Poissonprozess mit Intensitat pu;(1J;)
¥ ... Risikoparameter
(Yj(z))jeN ... u.i.v. Folge von Zufallsvariablen mit

Verteilungsfunktion F® (x|1;)
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N
Sp=_ S (1.2)
=1

Sy ... Summe der bis zum Zeitpunkt t eingegangenen Schéden

Eine weitere Annahme in dem von Biihlmann beschriebenen Modell ist, dass
die Schadenprozesse (St(l))tzo bei bekannten Risikoparametern voneinander
unabhéngig sind. Wie das nachfolgende Theorem zeigt, konnen wir bei die-
ser Beschreibung des Schadenprozesses eines Versicherungsunternehmens den
aggregierten Schaden S; ebenfalls als Compound-Poisson-Zufallsvariable dar-
stellen:

Satz: Wenn die Schadenzufallssummen St(i) der einzelnen Sparten i=1, ..., N
Compound-Poisson-Zufallsvariablen und unabhéngig sind, so ist auch der ag-
gregierte Schaden S; eine Compound-Poisson-Zufallsvariable mit Intensitét
(.. 0N) = Zf\il p;(¥;) und einer u.i.v. Folge mit charakteristischer
Funktion x*(uldy, ..., 0x5) = S0, %Xl(uh%)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch die Berechnung der charakteristischen
Funktion des aggregierten Schadens S; — dazu berechnen wir zuerst die cha-
rakteristische Funktion des Schadens der Sparte j St(] ),

. ) - o(d) i
oD (u)9;) = E[es”] = E[E[ew% |N,f’)}] = M, (log (x;(ult;)))
~—

]E[ewyl(])}Nt(])

Hierbei bezeichnet y;(u|d;) die charakteristische Funktion der Einzelschaden-
verteilung der Sparte j Yl(] ) und M N (.) die momentenerzeugende Funktion

von Nt(j ):

@) 2 (i (9)te™) o e (8 )4(1— e
MNt(j)(w) — }E[QWNtJ ] — Z %6 pi(95)t e iy (95)¢(1 )
n=0
Man erkennt also, dass die charakteristische Funktion einer Compound-Pois-
son Zufallsvariable mit Parameter j1;(¢;) der Schadenzahlvariablen und cha-

rakteristischer Funktion x;(u|Y;) der Schadenhohen von der Gestalt

et (95)t(1=x; (ul?;))
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ist und somit sollten wir bei der Berechnung der charakteristischen Funktion
von S; auf dieselbe Bauart kommen mit der im Satz angegebenen Intensitét
und Schadenhchenverteilung:

N N
E[eiuSt] _ HQDI(gj)(UWj) _ H o1 (93)t(1=x; (ul?;))
j=1 j=1
— o Tl (9t (A=x; (u]95))

« N K (05)x;(uldy)
e—l,b t(l—zjzl llfi*

Die charakteristische Funktion des Schadens S; ist also jene, welcher der im
Satz angegebenen entspricht, was den Beweis schlieft.

Aufgrund dieses Satzes kann also unter unseren Annahmen S; direkt als
Compound-Poisson-Zufallsvariable modelliert werden, wobei die Intensitéat
des zugehorigen Poisson-Prozesses gerade der Summe der Intensitédten der
einzelnen Sparten entspricht, und die neue u.i.v. Folge besteht nun aus Ein-
zelschadenverteilungen, die als Mischverteilungen der Schadenhohen der ein-
zelnen Sparten interpretiert werden kénnen.

Ein weiterer Faktor, der bei der Modellierung des Vermogensverlaufes eines
Versicherungsunternehmens beriicksichtigt werden muss, ist das Pramienein-

kommen FP;', welches sich aus den Prédmien Pt(i) aller Sparten zusammensetzt:

N
P = Z P .. vereinnahmte Préimie in [0, ¢ fiir alle Risiken
i=1

Nun kann die sogenannte Irrfahrt des Profits Z;, der durch die in Vertrag
genommenen Risiken erwirtschaftet wird, definiert werden:

Z::Pt*—St

Wenn () das Anfangskapital des Versicherungsunternehmens bezeichne, kann
man nun die Irrfahrt der freien Reserve Z, durch Z; = Q4+ Z; anschreiben —
der Okonome wiirde in diesem Zusammenhang eher von einem Kapitalstrom
sprechen. Eine Veranschaulichung der Irrfahrt der freien Reserve Z; ergibt

das folgende Schaubild:
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Abbildung 1.1:
Zusammenhang der freien Reserve mit Schadenprozess, Pramien und Profit

1.1.1 Das Stabilitidtsproblem

Wenn man die Theorie der Pramienkalkulation und das Problem der Eigen-
behaltsfestlegung und in diesem Zusammenhang die Frage nach der idealen
Reserve betrachtet, so stellt man fest, dass sowohl die vorgeschlagene Pramie
als auch der Eigenbehalt von Parametern abhéngen, die unbestimmt bleiben.
a) Beispiel fiir Pramienkalkulationsprinzipien:

P =E[S]+ac(S) ... Standardabweichungsprinzip
P =E[S] + Bc%*(S) ... Varianzprinzip

Das , Level* a (bzw. () reprasentiert bei diesen Pramienkalkulationsprinzi-
pien den unbestimmten Parameter.
b) Beispiel beim Eigenbehaltsproblem:

V<aj7 S(j)) =C;

proportionale Riickversicherung mit P; — E[SW] = 4, E[SW)]
W(Mj, S(])) = COéj

nicht proportionale Riickversicherung mit P; — E[SYW)] = o, E[SV)]

P; Riickversicherungspramie fiir den Schaden S\

a; ... Proportionalitédtsfaktor (prozentueller Eigenbehalt)
M; FEigenbehalt

V,W... Funktionale, mit denen eine proportionale bzw. nicht

proportionale Riickversicherungslosung anhand der
Schadenverteilung und des relativen Sicherheitszuschlages
gefunden werden kann
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Hier wére C' der zu bestimmende Parameter fiir eine konkrete Riickversiche-
rungslosung.

c¢) Im Falle der Irrfahrt der freien Reserve ist das Anfangskapital @) ein rele-
vanter Parameter fiir das Stabilitatsproblem.

Es wurden nun die drei Parameter aufgezihlt, welche wir die Entscheidungs-
variablen nennen werden:

a) das Zuschlagsniveau bei der Priamie (« oder [3)

b) das Eigenbehaltsniveau (C')

c¢) das Anfangskapital (Q)

Im Folgenden wird das Zuschlagsniveau einfach o genannt — dieser Zuschlag
kénnte proportional zum Erwartungswert, zur Standardabweichung oder der
Varianz des aggregierten Schadens sein. Das Anfangskapital kann als die Re-
serve interpretiert werden, welche zum Zeitpunkt ¢ = 0 bereitgestellt wird,
um gegen Schwankungen im technischen Ergebnis des Versicherungsunter-
nehmens gewappnet zu sein.

Es ist darauf hinzuweisen, dass die eben geschilderten Entscheidungsvaria-
blen sich nur auf die Regelung des rein technischen Ergebnisses des Versiche-
rungsunternehmens iiber die Zeit beziehen — allgemeinere wirtschaftliche oder
Management-Entscheidungen werden bewusst in diesem Modell aufler Acht
gelassen. Beim Stabilitdtsproblem handelt es sich also um ein ausschliellich
aktuarielles Problem.

1.1.2 Stabilitatskriterien

Nachdem wir nun unsere drei Entscheidungsvariablen « (Zuschlagsniveau),
C' (Eigenbehaltslevel) und @ (Anfangskapital) definiert haben, kénnen wir
nun eine konkrete Stabilitatsstrategie eines Versicherers durch das folgende
Tripel reeller Zahlen festlegen:

[Oé = Q, C = C(), Q = Qo] bZW. [Oé(], Co, Qo]

Das Problem des Versicherers in diesem Modell beschrénkt sich nun auf die
in einem gewissen Sinne beste Wahl von dem Tripel [ag, Co, Qo], welches sei-
ne Strategie festlegt. Was als die ,,beste Wahl*“ angesehen wird, wird durch
das sogenannte Stabilitdtskriterium bestimmt.

In der Literatur findet man folgende drei Stabilitatskriterien:

I) das Ruinwahrscheinlichkeitskriterium
I1) das Dividenden-Strategie-Kriterium
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III)  das Nutzen-Kriterium

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Kriterium der optimalen Dividenden-
Strategie als Stabilitatskriterium.

1.1.3 Allgemeine Beschreibung des Kriteriums der
Dividenden-Strategie

Im diskreten Fall werden wir uns mit der Irrfahrt der freien Reserve

Zt:Q+Pt*_St

beschéftigen:
@ ... Anfangskapital
Py ... vereinnahmte Pramie des Versicherers fiir das
iibernommene Risiko in [0,t]
Sy ... aggregierter Schaden (Summe der Schéden aller Sparten

bis zum Zeitpunkt t)

Die Irrfahrt der freien Reserve wird vom Zuschlagsniveau a, dem Eigenbe-
haltsniveau C', welches Einfluss auf die vereinnahmte Préamie und die Ver-
teilung des aggregierten Schadens nimmt, und dem Anfangskapital @ be-
einflusst. Das Problem besteht nun darin, unter den in Abhéngigkeit der
Parameter entstehenden Irrfahrten auszuwéhlen. Es besteht also ein Bedarf
zur Bewertung der einzelnen Irrfahrten.

Die Art der Bewertung durch die Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit
wurde von De Finetti als zu konservativ angesehen. Das Ziel dieser Arbeit
ist es, die alternative Bewertungsmethode iiber die Dividenden-Strategien
(als Vorschlag von De Finetti) zu présentieren.

Bei dieser Bewertungsmethode geht man von dem Gedanken aus, dass man
nach einer bestimmten Strategie zu gewissen Zeitpunkten den Prozess der
freien Reserve Z; verringert. Diese Abschopfungen werden in Folge als Divi-
denden bezeichnet, obwohl man sich anstatt der Dividenden-Interpretation
auch jede andere Form von nicht riickgéingig machbarer Transaktion vor-
stellen kann. Die Bewertung wird nun anhand der Summe der diskontierten
Dividenden bis zum Zeitpunkt des Ruins vorgenommen.

Die Regel ¢, welche die Zeitpunkte und Hoéhe der Dividendenauszahlungen
vorgibt, nennt man Dividenden-Strategie. Wenn diese Strategie im Erwar-
tungswert die héchstmogliche diskontierte Summe an Dividenden ergibt, so
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wird sie die optimale Dividenden-Strategie genannt.

Eine Stabilitatsstrategie [, Co, Qo] wird einer anderen Strategie [ay, Cy, Q1]
vorgezogen, falls sie einen hoheren Erwartungswert der diskontierten Divi-
denden mit der jeweils optimalen Dividenden-Strategie erzielt.

Man ist also bei dieser Bewertungsmethode mit dem Problem konfrontiert,
zu einer gegebenen Irrfahrt der freien Reserven die optimale Strategie zu fin-
den und die damit verbundene erwartete Hohe der diskontierten Dividenden
zu ermitteln.

1.1.4 Annahmen der Modellvariablen fiir die
Dividenden-Strategie-Methode als
Stabilitatskriterium

Bei der Betrachtung der Irrfahrt der freien Reserve Z; = )+ P} —S; werden
die folgenden Annahmen getroffen:

S¢ ist im allgemeinen Modell von Biihlmann ein gewichteter Compound-
Poisson-Prozess, d.h. S; ist eine Compound-Poisson-Zufallsvariable deren
Risikoparameter geméf einer Verteilungsfunktion U ,,ausgewiirfelt wird. In
den folgenden Berechnungen wird jedoch davon ausgegangen, dass wir bereits
den Risikoparameter kennen — d.h. in der nachfolgend angegebenen Vertei-
lungsfunktion Gg,(-) und bei der charakteristischen Funktion ¢g,(-) von S;
verschwinden in dem Modell, das wir betrachten werden, die Integrale — au-
Berdem ist Sy bei bekanntem Risikoparameter ein Prozess mit unabhingigen
und stationdren Inkrementen.

s, (1) = / eh” HOC (i) =1) g ()

s = [ Z ol pet gy o)

¥ ... Risikoparameter (z.B. 0 = [, ...90x])

In der obigen Formel gilt S; = E;V:tl X, wobei die Einzelschadenhéhen X;
gemaf der Verteilungsfunktion F' verteilt sind.

Fiir das Pramieneinkommen P} wird bei unendlichem Planungshorizont an-
genommen, dass P; proportional zu ¢ ist. Diese Annahme wére in unse-
rem Modell z.B. beim Erwartungswert-Pramienkalkulationsprinzip aber auch
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beim Varianzprinzip erfiillt, wie die nachfolgenden Rechnungen zeigen:

Erwartungswertprinzip:
Pr=(1+4+a)E[S]=(1+a)E[NE[X;] =tc
——

w*(9)t
wobei: c=(14+a)u(WE[X;] =1+ a)E[S]

Varianzprinzip:

P = E[S;] + avar(S;)

= (DE[Xq]t + a(E[var(Si|Ny)| + var(E[S| V¢]))

———— ——
var(X1)N¢ E[X1]N¢

= E[S)]t + a(var(X)) E[N;] +E[X;]? var(N;)) = tc
~—— ——
tu* () tu* ()

wobei: c=E[S)] + aE[X7]u* (¥)

Da in unserem Modell der Risikoparameter 1) als bekannt vorausgesetzt wird,
kénnen wir die charakteristische Funktion von S; im Folgenden ohne dem
Parameter 9 anschreiben:

wg, (1) = et tOx" W=D

In stetiger Zeit werden wir auflerdem die zuséitzliche Annahme treffen, dass
die Schadenhohenverteilungen strikt positive Zufallsvariablen sind, d.h.
F(0) =0.

1.2 Dividenden-Strategie in diskreter Zeit

In diskreter Zeit betrachten wir die Irrfahrt der freien Reserve Z; nur an den
ganzzahligen Zeitpunkten t = 0,1,2,..., welche als die Tage der Jahresab-
rechnung eines Versicherungsunternehmens interpretiert werden kénnen. s
wird angenommen, dass alle Groflen, die auf die Irrfahrt Einfluss nehmen,
nur ganzzahlige Werte annehmen. Damit sind die folgenden Gréfien gemeint:

Qo = Z(0) ... das Anfangskapital
Siy(t=0,1,...) ... der aggregierte Schadenprozess
c ... das Pramieneinkommen in einer Zeiteinheit
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In diesem Zusammenhang beschreibt L; := Z, — Z, 1 = ¢+ S;_1 — S; den
jahrlichen Anstieg der freien Reserve Z;.

Unter unseren Annahmen sind die Werte von L; ganzzahlig und auflerdem
unabhéngig und identisch verteilt aufgrund der Anforderungen an .S; in un-
serem Modell — natiirlich mit Ausnahme von Ly = ()y. Die Verteilung von
L, firt =1,2,... sei durch die Werte g; beschrieben:

P[L; = j] = g;, (j = 0,£1,£2,...)

Die Dividende, die am Ende des Jahres ausbezahlt wird, sei durch D, bezeich-
net. Dadurch veréndert sich die urspriingliche Irrfahrt der freien Reserve

Zy=Qo+Li+-+ L

unter Einbeziehung der Dividendenzahlungen in den folgenden Prozess, wobei
die Dividendenzahlung des letzten Jahres nicht gezdhlt wird, erhdlt man den
modifizierten Reserveprozess (Q;):

Qi=Qo—Do+Li—Dy+---+ L1 — Dy + Ly (1.3)

Zu jedem Zeitpunkt ¢ wird durch eine Dividenden-Strategie ( die Hohe der
Dividende D; bestimmt, welche auf Basis der vorhandenen Daten

[Qo, L1, Q1, . . ., Ly, Q4] ermittelt wird. Diese Entscheidung wird unter der For-
derung 0 < D; < Q; getétigt — d.h. der Versicherer ist nicht befugt, eine
hohere Dividende auszuzahlen als es durch die freie Reserve abziiglich der
bisherigen Dividenzahlungen moglich ist.

Sei 7 der Zeitpunkt des Ruins des Versicherungsunternehmens — d.h. jener
Zeitpunkt ¢, zu dem erstmals @); < 0 auftritt. Dann kann man passenderweise
die darauf folgenden Dividendenzahlung auf 0 setzen:

DT:DT+1:DT+2:"':0

Unter Verwendung eines Diskontfaktors v mit 0 < v < 1 kann nun eine kon-
krete Strategie ( fiir ein Anfangskapital @)y folgendermaflen bewertet werden:

T(Qo, ¢) = E{Tz_lvtDt} (1.4)

t=0

An dieser Stelle wird stillschweigend angenommen, dass der obige Erwar-
tungswert endlich ist. Die Bewertung unserer Strategie erfolgt also iiber die
erwartete, diskontierte Summe der Dividenden.

Die gegebene Irrfahrt Z; wird schliefllich durch YT(Qo) := sup, T(Qo, () be-
wertet — also durch die grofitmogliche, erwartete Summe an Dividenden, die



KAPITEL 1. COMPOUND-POISSON-MODELL 13

man durch Wahl einer Dividenden-Strategie, deren Entscheidungen zu jedem
Zeitpunkt nur auf dem bisherigen Reserveverlauf beruhen, erzielen kann.
Eine sogenannte stationdre Dividenden-Strategie ist dadurch charakterisiert,
dass die Dividendenhohe zum Zeitpunkt ¢t nur von dem momentanen Wert
der freien Reserve abziiglich der bisherigen Dividenzahlungen abhéangt — also
Dy = f(@Qy) firt =0,1,... gilt.

1.2.1 Resultate in diskreter Zeit

Die wichtigste Frage bei dem Dividenden-Strategie-Kriterium ist jene nach
der Existenz der optimalen Strategie (y und deren Eigenschaft. Die definie-
rende Beziehung der optimalen Strategie ist gegeben durch:

T(Qo, ) = Slclp T(Qo,¢) = T(Qo) (1.5)

Takeuchi? bewies in diesem Zusammenhang das folgende Resultat:

Satz: Eine optimale Strategie existiert immer und sie kann als Band-Strategie
charakterisiert werden.

Unter einer Band-Strategie versteht man das Folgende:

Definition: Eine Band-Strategie ist ein Spezialfall einer stationéren Dividen-
den-Strategie, welche durch die natiirlichen Zahlen a;,b; beschrieben wird,
wobei:

O<ay<b<ar<by<---<b, <a,

Die Strategie ergibt sich nun durch D; = f(Q;) mit:

£ )_{x—ak fir ar <z <bg1 (bpp1=o0cund k=0,1,...,n)
= 0 fiir b <z < ay (bp=0und £ =0,1,...,n)

f(x) ist hier nur fiir ganzzahlige Werte von x relevant und ergibt veranschau-
licht das folgende Bild:

Zsiehe [2]
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1) A

a, b, a; b, a, x

Abbildung 1.2:
Darstellung der definierenden Funktion einer Band-Strategie
(stationédre Dividenden-Strategie)

Eine derartige Band-Strategie kann gut interpretiert werden: Bei freien
Reserven @) innerhalb des Intervalls (b, aj] werden keine Dividenden bezahlt,
sonst wird die freie Reserve durch eine Dividenden-Auszahlung auf das néchst
niedrigere a-Niveau gesenkt.

Ein Spezialfall einer Band-Strategie, bei dem n = 0 ist, ist eine Barriere-
Strategie. In diesem Fall gilt:

r—ag fir x> ag

fx) = { 0 fir x <aqg (1.6)

De Finetti betrachtete in seiner Arbeit nur derartige Strategien und mach-
te spezielle Annahmen iiber die Wahrscheinlichkeiten (g;). Mijasawa® zeigte,
dass eine optimale Barriere-Strategie fiir den Fall go = g3 = - - - = 0 existiert
— aber diese Optimalititseigenschaft gilt nicht im allgemeinen Fall. Es wer-
den jedoch trotzdem im folgenden Abschnitt die Barriere-Strategien néaher
betrachtet, weil diese in der Praxis von grofler Bedeutung sind. Der grofite
Nachteil der allgemeinen Band-Strategien besteht darin, dass diese nicht mo-
noton vom verfiigbaren Kapital abhéngt.

1.2.2 Barriere-Strategien im diskreten Fall

Die Summe der erwarteten diskontierten Dividenden kann im Fall der Bar-
riere-Strategie durch Losung eines Systems von Differenzengleichungen be-
stimmt werden.

3siehe [3]
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Sei T(Qo, ag) die Summe der erwarteten Dividenden fiir eine Anfangsreserve
(o und eine Barriere ag, dann ergibt sich das folgende System:

T(Qo,ao) =0 fir QO <0 (17)

T(@Qoa0) =v Y T(Qo+7.a0)g; fix 0<Qo<ap  (18)
j=—00

T(Qo,a0) = Qo — ag +vY(ap, a0) fir Qo > ag (1.9)

Die Gleichung 1.7 ergibt sich aus der Tatsache, dass das Versicherungsunter-
nehmen keine Dividenden auszahlen kann, wenn es bereits zu Beginn Schul-
den hat — hierbei wiirde fiir den Zeitpunkt des Ruins 7 in 1.4 7 = 0 gelten.
Die Gleichung 1.8 erhélt man durch Bedingen auf die Zufallsvariable L; (we-
gen der Bauart von @); wie in 1.3 angegeben) und Identifikation der bedingten
Erwartungswerte als neuen Erwartungswert einer Summe von Dividenden
beziiglich eines neuen Reserveprozesses mit Anfangskapital Qo = Qo + Ly
und Q1 := @, fiir t > 2 — hierbei benutzt man die u.i.v.-Eigenschaft der
Zufallsvariablen (L;) und die Tatsache, dass Dy = 0 ist aufgrund der Hohe
des Anfangskapitals und der Barriere-Strategie. Die entsprechende Rechnung
stellt sich also wie folgt dar:

T—1
E{Z“ﬂ] - ys [DO “’Zv“ 1@ |Li=3]g;=
t=0 j=—00 ~ ~

F(Qit—1)=:Dt—1

e T—2
= v Z E[thﬁt|L1 :]:| g;

j:—oo\ t=0

J/

T(Q(:jvao)

Dazu ware noch zu erwéhnen, dass fiir den neu definierten Prozess (@t) der
Ruinzeitpunkt 7 durch 7 = 7 — 1 gegeben ist, falls Qg + L; > 0 gilt.

Fir Qo + L1 < 0 betrachtet man bedingte Erwartungswerte leerer Summen,
die den Wert 0 haben und somit auch mit Y(Qo + L1, ap) wegen 1.7 {iberein-
stimmen.

1.9 erhédlt man unter Beriicksichtigung der Barriere-Strategie:

E[szvtDt] = E[&ﬂiut—l £(Qy) }:

—
0 =1 ~ -~
! Qo—ao ! f(Qit—1)=:D¢—1
T—2
= Qo—ap+ 'U]E[ v'D }
t=0
—_———

T (ag,a0)
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In der Original-Arbeit von De Finetti wurde der Spezialfall

g1=p,g-1=1—p=iqundg; =0firj#1, -1

betrachtet. Hier vereinfacht sich 1.8 zu:

T (Qo,a0) = vpY(Qo + 1,a0) + vqY(Qo — 1,a0)
In diesem Fall kann man eine Losung der obigen Gleichung durch den Ansatz
Y (Qo, ap) = r? finden. Die Randbedingungen fiir T(Qy, ao) ergeben sich aus
den Gleichungen 1.7 und 1.9:
T(0,a0) = wpT(1,a0)+ vgY(—1,a0)
=0
Y(ag,a0) = wvpY(ap+1,a9)+vgY(ag—1,a0)
—_——
=14vY(ao,a0)
Die Randbedingungen lauten also:
T<Oaa0) = UpT(]_,CL())
vp +vq Y (ag — 1,a0)
1—v?p

T(ao, CI,Q) =

Unter Zuhilfenahme dieser Randbedingungen kann man passende Konstan-
ten Cy, Cy finden, sodass Y(Qo, ag) = C117° + Cory® gilt, wobei r; und ry die
Losungen der Gleichung r = vpr? 4 vq sind.

1.3 Dividenden-Strategie im stetigen Fall

Die Annahmen aus Abschnitt 1.1.4 seien giiltig. Nun werden fiir die Irr-
fahrt der freien Reserve Z; alle Zeitpunkte t > 0 betrachtet — auflerdem
sind nun zu allen Zeitpunkten (stetige oder diskrete) Dividendenauszahlun-
gen moglich. In diesem Fall ist die Dividenden-Strategie ¢ als eine Vorschrift
anzusehen, welche jeder Realisation der Irrfahrt Z; eine nicht-abnehmende
Funktion Y (¢) zuweist. Hierbei bezeichne Y (t) die Summe aller Dividenden
(ausschlieBlich dem Zeitpunkt ¢), die bisher von der freien Reserve Z; finan-
ziert wurde. Y (t2) — Y (1) stellt also die Hohe der ausgezahlten Dividenden
innerhalb des Zeitraumes [t1,t2) dar. Die Schiaden, welche Z; beeinflussen,
sind einschliellich dem Zeitpunkt ¢ berechnet.

Der um die Dividenden-Auszahlungen modifizierte Reserven-Prozess @); hat
die folgende Form:

Qi=Qo+ct—S —-Y(t)=2Z —Y(t) (1.10)
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Q; reprisentiert die Reserve vor der moglichen Dividenden-Auszahlung der
Héhe Y (t +0) — Y (t) zum Zeitpunkt ¢.

Es ist analog zu den bisherigen Forderungen an unser Modell nicht moglich,
dass das Versicherungsunternehmen Dividenden-Auszahlungen tétigt, welche
nicht mehr durch die vorhandene Reserve abgedeckt werden konnen, d.h.

Y({E+0)-Y(t) <
und
Y(t)=Y(7) fir ¢t > 7,

wobei 7 der Ruinzeitpunkt des Versicherungsunternehmens ist.

Weiters wird angenommen, dass die Dividenden-Auszahlungen nur von dem
Reservenverlauf bis zum Zeitpunkt, zu dem entschieden wird, abhéngen. Es
gilt somit Y (t) = Ya(t), falls Z1(s) = Zy(s) fiir alle s < ¢, wobei Yi(.) und
Y5(.) die Funktionen sind, die von der Strategie ( dem Reservenverlauf Z;(.)
bzw. Zy(.) zugeordnet worden sind.

Der Zusammenhang von Z;, Y; und (); wird in der folgenden Abbildung im
Fall einer Barriere-Strategie mit Barriere a illustriert:

)

-~y

Abbildung 1.3:
Zusammensetzung des um die Dividendenauszahlungen bereinigten
Reserveprozesses ()

Es sollte erwidhnt werden, dass die Strategie ¢ immer (ohne Verlust an All-
gemeinheit) so gewdhlt werden kann, dass die behandelten Integrale und
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Erwartungswerte in diesem Kapitel sinnvoll sind.

Mit Hilfe der Zinsintensitdt 8 > 0 bewerten wir nun die Strategie ( fiir
eine Anfangsreserve (g wieder mit der erwarteten insgesamten Dividenden-
Auszahlung abgezinst auf den Zeitpunkt 0:

V(Qo, () = E [/ eﬁtdY(t)] (1.11)

0

Wie im diskreten Fall definiert man nun:

V(Qo) = Sup V(Qo,¢) (1.12)

Man nennt (, eine optimale Dividenden-Strategie, falls V (Qo, (o) = V(Qo)
gilt. Das Existenz-Theorem fiir den stetigen Fall wurde von Gerber bewiesen.
Hier wird aber statt diesem allgemeinen Satz ein fiir die Praxis relevanteres
Resultat von Gerber angegeben:

Satz: Es existiert eine Zahl ag, sodass fiir eine beliebige Anfangsreserve ()
mit 0 < @y < ag die folgende Dividenden-Strategie optimal ist:

Wenn @); = ag ist, dann werden die vereinnahmten Pramien direkt als Divi-
denden ausgezahlt

Wenn Q; < ag gilt, werden keine Dividenden ausbezahlt.

Fiir ein gegebenes Elementarereignis konnte Y (¢) unter Anwendung der obi-
gen Strategie die folgende Gestalt annehmen:

L

1

N\

~Y

Abbildung 1.4:
Mogliche Gestalt von Y (¢) im Fall einer Barriere-Strategie mit Barriere ay,
wobei (g = ag angenommen wurde

Man kann in Analogie zum diskreten Fall auch Barriere-Strategien mit einer
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Barriere a wie folgt definieren:

e Wenn @)y > a: Unverziigliche Dividenden-Auszahlung der Hohe Q; — a
(diskrete Dividenden-Auszahlung)

e Wenn (); = a: Direkte Auszahlung der hereinkommenden Pramie als
Dividende (stetige Dividenden-Auszahlung)

e Wenn @)y < a: Es werden keine Dividenden ausgezahlt.

Wenn V(Qy, a) die erwarteten diskontierten Dividenden der Barriere-Strate-
gie mit Barriere a bezeichnet, so besagt der letzte Satz, dass ein ay mit der
nachstehend angegebenen Eigenschaft existiert:

V(Qo,a0) = V(Qo) fir 0 < Qo < ap

Man nennt den obigen Zusammenhang die , eingeschrankte Optimalitdt der
Barriere-Strategie mit Barriere ag“.

Dieser Satz ist in der Praxis am niitzlichsten fiir grofie ag. Die Berechnung
von ag ist in diesem Zusammenhang also von groffler Bedeutung.

Dieses Problem ist identisch zur Bestimmung der optimalen Barriere-Strate-
gie, weil fiir Q9 < ag die Barriere-Strategie mit Barriere ag die optimale
Taktik unter allen Dividenden-Strategien und somit insbesondere unter den
Barriere-Strategien darstellt.

1.3.1 Die Integro-Differential-Gleichung der Barriere-
Strategie im stetigen Fall

Es wird in diesem Abschnitt die Barriere-Strategie mit Barriere a und er-
warteten diskontierten Dividenden V(@Q), a) fiir eine gegebene Anfangsreserve
@ betrachtet. Die erste Beobachtung ist, dass V(Q,a) rechtsstetig in @ fiir
0 < @ < aist. Diese Tatsache erhélt man durch die folgende Beziehung:

V(Q+ch,a) >V (Q,a) > e WM (Q +chya)  h>0  (1.13)

Die Ungleichung V(Q+ch,a) > V(Q, a) gilt wegen ch > 0, weil fiir jede Rea-
lisierung der Irrfahrt der freien Reserve jene Reserve mit hoherem Anfangs-
kapital immer iiber der anderen liegt und somit anhand der Barriere-Strategie
frither Dividenden auszahlt und aufgrund desselben zeitlichen Verlaufes min-
destens so viele Dividenden freigibt wie die mit niedrigerer Anfangsreserve.
V(Q,a) > e WHARY(Q + ch, a) ergibt sich wie unten ausgefiihrt, wobei die
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Annahme des Poisson-Prozesses fiir die Schadenzdhlung und die Stationa-
ritdt und Unabhéngigkeit der Inkremente des agreggierten Schadenprozesses
S¢ in unserem Modell genutzt werden:

V(Q,a) =E UO e—ﬁtdy(t)]

=K UOT e ALY ()N, — No = 0] P[N;, — Ny = 0]

- EUO e ALY ()| Ny, — Ny # O}P[Nh — Ny # 0]

> E e PY (t) +e~ ﬁh/ “BERAY ()N, — Ny = O}P[Nh — No=0]
e “*h

> WA EV thdY()|Nh—N0_o]
h

:V(Q‘fkch,a)
~WHOM(Q - ch, a)

Fir E [ [, e ?¢MdY (¢)|N), — No = 0] = V(Q + ch, a) wurde

Q+ct+ Sy +S;— Sp|{N, — Nog=0}=(Q + ch) + c(t —h) + Si_p,
0

ausgenutzt, wobei = die Gleichheit in Verteilung bezeichnet.
Durch Bedingen beim Erwartungswert V' (Q, a) erhélt man durch die unten
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angefiihrten Umformungen eine Integro-Differentialgleichung fiir V' (Q, a):

V(Q,a)=E { /0 ' e‘ﬁtdY(t)}

>

E U e 'Y (t)|Ny, — Ny = o} P[N,, — Ny = 0]
0 N

~
e~ h=1—p*h+0(h2)

+E / e P dY (1)|Ny, — Nog = 1| P[N, — Ny = 1]
0 .

:/,L*he*l‘*h‘:r,u*h—l-O(hz)
+E / e PdY (t)|N, — Ng > 1| P[N, — Ny >1] =

0 (.

=, (M’;f!b)” e~ *h=0(h2)

h T
= (1—-p*'h)E { / e PtdY (t) 4+ e~ o" / e PN AY (1) Ny — Ny = 0}
0 h
h T
+ u*hE { / e PtdY (t) 4+ e~ Ph / e PN AY (#) N, — Ny = 1} +0(h?)
0 h

Bei Betrachtung der obigen Gleichung kann man fiir 0 < () < a nun h so
klein wihlen, sodass man mit dem Prdmieneinkommen bis zum Zeitpunkt
h der Hohe ch die Barriere nicht iibersteigt. Dadurch verschwinden die In-
tegrale foh e P'dY (t) in den bedingten Erwartungswerten. Nun kénnen wir
den obigen Ausdruck unter Beriicksichtigung von e™*" = 1 — 3h +O(h?) und
Konditionierung auf die Schadenhthe im zweiten bedingten Erwartungswert
umformen (wobei die Schadenhdhe X; geméfl der Verteilungsfunktion F(.)
verteilt sei):

V(Q,a)= (1 —p'h—Bh)E [/h e PN AY (#) N, — Ny = o}

.

V(Q:ch,a)

Q+0 T
+u*h/ E [/ e PENAY () {N, — No =1, X, = y}] dF(y) + O(h?)
0 h

V(Q—ytchia)

Wir erhalten somit fiir hinreichend kleine A und 0 < @) < a:

V(Q + ch,a) —V(Q,a) - 5)‘/(@ + ch,a)

ch c

* Q40
_ ’“‘—/ : V(Q — y + ch,a)dF(y) + O(h)
¢ Jo
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Fir h — 0 und 0 < @ < a gilt also:

ov(Q,a) p +p e [Qro
0~ ¢ V@a- 7/0 V(Q—y,a)dF(y)  (1.14)

Die Randbedingung fiir () = a lautet:

C

Via,a) = +
(@) B w08

y,a)dF(y) (1.15)

Fiir die Herleitung von 1.15 spaltet man den Erwartungswert in die folgenden
zwei Summanden auf:

1) Die erwarteten diskontierten Dividenden-Auszahlungen bis zum ersten
Schaden:

Dazu benutzen wir die Dichtefunktion fiir die Zwischenankunftszeiten in un-
serem Modell, die durch p*e™*"¢ fiir s > 0 gegeben ist. Da wir die erwarteten
Dividenden bei einer Anfangsreserve betrachten, die mit der Barriere a tiber-
einstimmt, wird von Beginn an kontinuierlich mit der Pramienintensitat c
bis zum Eintreten des ersten Schadens Dividende ausgezahlt:

,u*/ (/ ce Pldt)e ™ ds = pe (1—e e ds
o Jo

B
_uc[l 1 ] c
a + * +
g Llp pr+pl w8
W

2) Erwartete diskontierte Dividenden-Auszahlung nach dem ersten Schaden:

V(a—y,a)dF(y)le " ds = (a —y, a)dF(y)
/ / I +ﬁ

1.3.2 Losen der Integro-Differential-Gleichung fiir
V(Q,a)

Durch Transformation in eine Erneuerungsgleichung kann gezeigt werden,
dass die Integro-Differentialgleichung

W(x) = - O ) — % /Omh(x _y)dF(y)  O<z<oo (116)
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genau eine Losung bis auf multiplikative Konstante besitzt. Wir konnen da-
her fiir die Integro-Differential-Gleichung 1.14 folgern, dass V' (Q, a) von der
folgenden Gestalt sein muss:

V(Q,a) = Ca)n(Q)

Setzt man diese Beziehung in die Randbedingung 1.15 ein, so kann man die
Konstante C'(a) bestimmen

*

Cah(a) = —— + cmwlahm—ymmw

w5 pr g

und erhalt somit

1
C(a) a =
(1 + B)h(a) — f+U y)dF(y)  W(a)
aufgrund der Erneuerungsgleichung 1.16.
Das fiihrt nun zu:
h(Q)
pu— < < .
V(Q,a) (o) 0<Q<a (1.17)

Die Ermittlung des optimalen ay reduziert sich also auf zwei analytische
Aufgaben:

1. Bestimmung einer positiven Losung h(x) von der Erneuerungsgleichung
1.16

2. Auffinden von ag, sodass h'(ag) minimal ist.

1.3.3 Losen der Integro-Differential-Gleichung fiir
V(Q,a) bei exponentialverteilten Schiden

Im Fall von exponentialverteilten Schiden ist in der Erneuerungsgleichung
1.16 nun F(z) = 1 — e 7* einzusetzen. Das ergibt die Gleichung

ch'(z) = (" + B)h(x) — u*v/ h(z —y)e "dy,
0
welche nun nach x differenziert wird

m%@=0f+6Mhﬁ—W7Afﬂx—wfww—uWMmfw,
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sodass man nach partieller Integration des obigen Integrals die folgende Glei-
chung erhalt:

ch"(x) = (u* + B (x) + "~ /0 ) Wz —y)e "Wdy —p yh(x)

(&

-~

=v((n*+B)h(z)—ch’ (z))

Die oben durch die geschwungene Klammer angegebene Gleichheit ergibt sich
aus der Erneuerungsgleichung, von der wir bei unseren Berechnungen ausge-
gangen sind. Man muss also zur Berechnung von h(x) die unten angegebene
homogene lineare Differentialgleichung 16sen:

ch”(z) — (1" + B — eyl (x) — Byh(z) = 0

Diese Differentialgleichung 16st man wegen des Ansatzes h(z) = Ce"™ durch
die Nullstellen r; und ry des charakteristischen Polynoms der Differential-
gleichung p(r):

p(r) =cr® — (0" + B —cy)r— Py =0

Wir haben also die Losung

h(z) = C1e™® 4 Cye™™”

2
ptp—cy pr+p—cy el
= 4 =
T2 2c \/( 2c ) - c

fiir

Wegen %’7 > 0 gilt fiir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(r)
der Zusammenhang
ry>0>ry.

Das Verhiltnis von C; zu Cy ldsst sich durch Einsetzen von h(z) in die
Erneuerungsgleichung 1.16 ermitteln

G ity
Cy T2+

Man kann nachrechnen, dass 7o + v > 0 gilt, weil die Parameter ¢,y und p*
positiv sind. Das bedeutet wegen des negativen Vorzeichens von %, dass C
und Cy unterschiedliche Vorzeichen haben. Damit h(z) eine positive Losung
der Erneuerungsgleichung 1.16 ist, muss C; > 0,C5 < 0 und €} > —CY
gelten, da r; > 0 > ry und 0 < x < co. Die Funktion A/(z)

B (z) = Cirie™® + Corge™®
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nimmt ihr Minimum in ay auf [0, c0) an, wobei ag durch h”(ag) = 0 aufge-
funden werden kann.

Die optimalen Barrieren fiir verschiedene Werte von p*,+ und ¢ sind nach-
folgend tabelliert.

Expected Expected Margin 109 Margin 209,

claim number

amount of claims ¢ 4o ¢ o

premium optimal premium optimal

1/y u* income bound income bound
1,000 1,000 1.1 millions 117,000 1.2 millions 79,600
5,000 200 1.1 millions 419,000 1.2 millions 304,000

10,000 100 1.1 millions 706,000 1.2 millions 530,000
1,000 5,000 5.5 millions 151,000 6 millions 98,700
5,000 1,000 5.5 millions 583,000 6 millions 398,000

10,000 500 5.5 millions 1,020,000 6 millions 714,000

1.3.4 Asymptotisches Verhalten von q

Wie wir bereits im Abschnitt {iber das Losen der Integro-Differential-Glei-
chung 1.3.2 gesehen haben, kann V' (Q, a) durch die Losung h(z) der Erneue-
rungsgleichung 1.16 bestimmt werden. Nun spalten wir h(z) in ein Produkt
auf:

h(z) = e**o(x) (1.18)

d.h. die Ableitung beschreibt sich nun als

h'(z) = se**d(x) + ™' (2), (1.19)
wobei
s= T b _ ,u_/ e YdF(y) (1.20)
c c Jo

gelten soll.
Setzt man nun 1.18 und 1.19 in die Erneuerungsgleichung 1.16 ein, erhilt
man nachdem man die Gleichung durch e** dividiert hat:

pr+ B

C

sd(x) + o' (z) = d(z) — '%* /Off d(x —y)e *YdF (y)

4siehe [1], Seite 174
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Die obige Gleichung wird nun nach ¢'(z) aufgelost:

5 (x) = (“* +h_ s) 5(z) — - /0 " s(e — e aF ()

c
/\:/ e YdF (y)
0

AF(y) = e VdF(y)

Mit den Definitionen

und Beriicksichtigung der Definition von s léasst sich nun die Gleichung fiir
¢’ (x) anders anschreiben:

C C

wwz““&w—wklﬁaw—wﬂw>

Nun wenden wir auf das obige Integral partielle Integration an und denken
an unsere Annahme im Stetigen F'(0) = 0, d.h. die Schéden sind durch strikt
positive Zufallsvariable gegeben.
* )\ * /\ x40 .
P25 - 2 (60 F@) ~ S PO+ [ 8~ ) F)dy)
C — 0

0

8 (z) =

c

durch Integration fot der obigen Gleichung gelangen wir zu

5(t) — 5(0) — “? () —

- “ZA(/;&(O) dm+// )dyd:zc)

S (g da T () dy

wegen

[ 86z =5t - - 50

A
c

*

5 )dx —

/0 5(0) P () da + /0 (6= y) - 5(0))1?@)@)

(=)
—~
N
|
B
=
Il
= =
>
o\

al
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Man sieht, dass sich die Terme f(f §(0)F(z)dx aufheben, und erhélt nach einer
Substition =t — y im ersten Integral oben:

C

st - 500 = 2 | bt — ) (1- Fw) dy (1.21)

d(z) ist also (so wie h(x)) als Losung einer Erneuerungsgleichung bis auf
multiplikative Konstante eindeutig.

Die Bestimmung von h(x) kann also auf die Ermittlung von 6(x) reduziert
werden.

Wie bereits erwahnt, sind die Félle, bei denen die optimale Barriere-Strategie
beziiglich einer grofien Barriere ag gegeben sind, von speziellem Interesse. Der
folgende Satz besagt, dass die Barriere fiir hinreichend kleines  grof§ wird.

Satz: Wenn ¢ > p* [° zdF (z) erfiillt ist, so gilt ag — oo fiir § — 0.

Bem: Der Limes § — 0 ist so zu verstehen, dass alle anderen Parameter
des Modells konstant bleiben, wihrend die Zinsintensitit § gegen 0 strebt
und damit die erwarteten diskontierten Dividenden und somit die optimale
Barriere ay beeinflusst. Die Voraussetzung des Satzes, dass die Pramienein-
kommensrate den erwarteten Schaden pro Zeiteinheit iibersteigt, ist eine rea-
listische Forderung an unser Modell.

Beweis: d habe die Eigenschaft 0 < d < ¢ — p* [~ zdF (z).

Wir definieren eine Dividenden-Strategie (, die bis zum Eintreten des Ru-
ins stetige Dividende mit Intensitét d ausbezahlt. In diesem Fall entwickelt
sich die Reserve des Versicherungsunternehmens unter Beriicksichtigung der
Dividendenauszahlung folgendermafien:

Qi=Q+ (c—d) t—25
~——

>u* [5° zdF (z)

Da die Einnahmenintensitit ¢ — d die erwarteten Schéden pro Zeiteinheit
iibersteigt (es also nach der Konstruktion von d einen positiven Sicherheits-
zuschlag bei den Einnahmen des Versicherungsunternehmens gibt), folgt aus
den Kenntnissen der Ruintheorie, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit des
Versicherungsunternehmens P[7 = oo] = 1 — U(Q) fiir beliebiges Anfangska-
pital () > 0 positiv ist — insbesondere fiir den Fall () = 0. Man kann also im
Erwartungswert der diskontierten Dividenden auf die Ruinzeit 7 konditionie-
ren, um zu einer Abschétzung zu gelangen — in der nachfolgenden Notation
bezeichnet {7 < oo} das Ereignis, dass Ruin eintritt, und {7 = oo}, dass nie
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Ruin eintritt.

Vv (0)

v

V(0,¢) =E {/O eﬁtdY(t)] =

= E /T e Pay (H|{r < oo}- PlT < oo] +

N

~
>0

+ E / aY (1)) {r = oo} Plr = oo

LJo S———
1-9(0)
© e J
> E / Y (1) [{r = oo} | [1 = W(0)] = [1 — w(0)] %
LJo S——— o4
de—Btdt
Zusammenfassend bedeutet das:
d

V(0) > V(0,¢) = [1L - ‘1’(0)]3
Wegen unserer Abschétzung gilt also V/(0) — oo fiir 5 — 0. Daraus kann man
wiederum ag — oo fiir 3 — 0 folgern. Diese Folgerung wird durch Wider-
spruch bewiesen: Wenn aq fiir # — 0 beschrankt wére, so wire die erwartete
Uberlebenszeit E[7] bei Verwendung der Barriere ag ebenfalls beschrinkt —
und damit wire V(0) = V(0,a0) auch beschrénkt, was im Widerspruch zu
unserer Folgerung aus der obigen Abschéitzung steht.

Wie man bei der in Abschnitt 1.3.1 hergeleiteten Integro-Differential-Glei-
chung

WV (Q.a) _p+ 8 e
(0 _ 1Py -1 / V(Q - y,a)dF(y)

ersieht, kann derselbe Effekt auf V(Q,a) einer Verdnderung der Zinsinten-
sitdt B durch eine Variation von p* und ¢ bei gleichbleibendem Verhéltnis
“—c* erzielt werden. So kommt einer Halbierung der Zinsintensitédt  eine Ver-
doppelung der Prédmienintensitit ¢ und der erwarteten Schadenanzahl pro
Zeiteinheit p* gleich. Konkret kann man also die beobachteten Effekte bei
8 — 0 ebenso als Folgen von p*, ¢ — oo bei konstantem  und % ansehen.
Wir gelangen also zum folgenden Theorem.

Satz: Wenn ¢ > p* [° xdF(z) erfiillt ist, so gilt ag — oo fiir p*,¢ — oo
(8 und “7 konstant).
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Bem: Intuitiv kann der obige Satz so interpretiert werden, dass grofler wer-
dende Risikomassen, die in unserem Satz durch die anwachsende Schadenfre-
quenz p* zum Ausdruck kommen, und passend steigendes Pramienvolumen
(wegen "? konstant) eine anwachsende optimale Barriere zur Folge haben.

Im Folgenden wird das asymptotische Verhalten von 6(z) und somit von
h(z) untersucht. Es ist in diesem Fall praktisch d(x) derart zu normieren,
sodass §(c0) = 1 gilt. Aus der Gleichung 1.21 fiir 6(z) folgt zusammen mit
Kenntnissen der Ruintheorie, dass §(z) mit der Uberlebenswahrscheinlichkeit
iibereinstimmt.

Falls

*A o0 -
a / [1—F(x)}dx<1
¢ Jo

gilt, so kann das asymptotische Verhalten von é(x) wie folgt beschrieben

werden
z)~1—Ce™® fiir grofle

M*/\/Oooe”y [1—?(3/)} dy =1

c

mit k, sodass

und

1= 2 < 1= F(y)]| ay

O —
K

*

pt = MCA /Ooo ye'™ [1 - ﬁ(y)} dy.

Dieses asymptotische Verhalten gilt wegen der zugehorigen Bedingung fiir

c>p*/ xdF(x),
0

den realistischen Fall von einem positiven Sicherheitszuschlag.
Das bedeutet fiir das asymptotische Verhalten von h(x) = e**6(x):

h(z) ~ e — Cels=m fiir grofle (1.22)

Wie bereits im Abschnitt iiber das Losen der Integro-Differential-Gleichung
1.3.2 erwihnt, ist die optimale Barriere ag als jenes x = aq charakterisiert,
fiir das A/(x) sein Minimum erreicht. Es ist also intuitiv nachvollziehbar jenes
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x = a; zu ermitteln, fiir das ¢/(z) (mit g(x) = €5 — Cel*~%)%) sein Minimum
annimmt, und zu erwarten, dass a; (z.B. im Fall 5 — 0) eine gute asympto-
tische Approximation fiir ag darstellt — die Giite dieser Approximation wird
im Folgenden nicht untersucht.

Zweifache Ableitung von g(x) liefert

erhalt man

a = Lin [O (f - 1)2] . (1.23)



Kapitel 2

Diffusionsapproximation

2.1 Motivation der Diffusionsapproximation

Eine mogliche Approximation des freien Reserveprozesses Z; im Compound-
Poisson-Modell im Fall hdufiger kleiner Schiden ist die Diffusionsapproxima-
tion. Den mathematischen Hintergrundgedanken fiir den Ansatz der Nihe-
rung von Z; durch eine Brownsche Bewegung mit Drift liefert unter anderem
der folgende Satz, der aus dem Buch ,,Ruin Probabilities* von Asmussen ent-
nommen wurde.® Dazu betrachten wir den sogenannten Schadeniiberschus-

sprozess (Uy), der durch
N
Ut == Z Xk —ct
k=1

definiert sei, d.h. Z; = x — U,
Weiters bezeichne p die Pramienintensitédt ohne Sicherheitszuschlag

p=E[S] = ' E[X]]

und, um die Abhéngigkeit des Schadeniiberschussprozesses von der Pramien-
intensitét ¢ anzudeuten, schreiben wir im Folgenden (Ut(c)).

Satz: Fiir ¢ | p gilt die folgende Konvergenz im Rahmen des Compound-
Poisson-Modells

|p B C| c
( 2 U t)n2 - (W*1<t))t20’
>0

g (p—c)?

wobei
o = var(S)) = W*E[X7).

Psiehe [4]

31
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Bem.: Im obigen Satz bezeichnet (W_;(t)) 1~ €ine Brownsche Bewegung mit
Drift —1 — das bedeutet insbesondere W_;(t)=N(—t,t). Man kann also bei
Schadeniiberschussprozessen aus dem Compound-Poisson-Modell feststellen,
dass diese bei immer schnellerem Zeit-Durchlauf (was haufigere Schiaden er-
gibt) und gleichzeitig geringerer Skalierung (entspricht kleiner werdenden
Schéden) eine Konvergenz in Verteilung zu einer Brownschen Bewegung mit
Drift aufweisen.

Beweisskizze: Zuerst beobachten wir, dass die folgende Konvergenz in Ver-
teilung zutrifft:

1 c 1 P
(m( Qf}_), —tz(p — C))> = (VUM)) = (Wo(t) sy (21)

Z]kvji Xy—ctz

fiir ¢ | p, wobei

=z mit lim 29 = oo
c—p

Damit 2.1 gilt, muss insbesondere U\’;) — N(0,0?) in der Verteilung fiir
t — oo gelten. Dazu erinnern wir uns, dass der aggregierte Schadenprozess
und somit auch der Schadeniiberschussprozess im Compound-Poisson-Modell
stationire und unabhéngige Inkremente besitzt — deswegen kann UT(L’ZL) fiir
n = 1,2,... und eine Schrittweite h > 0 als Summe von Summanden, wel-
che aus einer u.i.v.-Folge entnommen werden, interpretiert werden und wir
konnen aus dem zentralen Grenzverteilungssatz die zu zeigende Verteilungs-

konvergenz an diesen diskreten Zeitpunkten folgern, wobei wir ]E[Ué’,?] =0

und var(U, (F;L)) = nho? nutzen. Es bleibt also nur noch die Erweiterung dieser

Kenntnis auf Ut(p ) zu zeigen. Dazu wihlen wir fiir festes ¢ ein n derart, dass
nh <t < (n+1)h gilt. Wir betrachten nun die folgende Differenz:

Ut(p) Ur(jl B St
RV i v RO

Wegen

1
Vt—+Vnh <h- max 2(\/%—\/nh):h
telnh,(n+1)h 2v/nh

miissen wir fiir £ — oo (und somit n(t) — 00) nur mehr 2 - \/% betrachten:

St th St th th th
Vi Vah Vi Vi Vi vah
—_——

>0
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Auflerdem gilt:

1 —1 <h ma 0 < L ! ) h !
RN . X ~\|\ V7 7)) = —
Vvt Vnh i€l ()8 O \\/T /nh 24/ ((n + 1)h)3

Wegen den unabhéngigen und stationdren Inkrementen von S; wissen wir aus
dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen, dass sich S,, so wie

E[Spn] = nhpE[X;] verhilt — also fiir n — oo von ((n + l)h)fg dominiert
wird. Zusammenfassend kommen wir zur folgenden Darstellung:

CIE)
U Uni y AW

vVt~ Vnh

Mit analoger Vorgangsweise erhélt man auch eine Abschitzung nach oben.

(p) y
Ui o _“oton (2)

Vi T \/(n+1)h+ '

(p)
Es gilt also tatséichlich U\t/i — N(0,0?), weil die Terme A" und AP fiir

t — oo gegen 0 streben und die Verteilungskonvergenz an den diskreten
Zeitpunkten bekannt ist.
0.2

Nun definieren wir z = z(9 = oo und beobachten, dass wie gewiinscht

29 — oo fiir ¢ — p gilt. Wir kénnen also in 2.1 einsetzen:

2

(u(U(C)2 —ta—(p— c))> = (uU(ngz +75) — (WO(t))tzo

g-0 (ctfp)2 (p - 0)2 o’ (c=p)?

woraus die Behauptung des Satzes folgt:

(MU@GQ )M = (Wo(t) = t),0g = (Wa(1) o, fiir  clp

2
o (c—p)2

2.2 Durchfithrung der Diffusionsapproxima-
tion

Man kann also im Sinn der im vorigen Abschnitt 2.1 hergeleiteten Verwandt-
schaft des Schadeniiberschussprozesses im Compound-Poisson-Modell und
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der Brownschen Bewegung mit Drift die sogenannte Diffusionsapproxima-
tion des Reserveprozesses Z; durchfiihren.

Dies kann z.B. durch Anpassung der ersten beiden Momente erfolgen — man
arbeitet also anstatt des urspriinglichen Reserveprozesses Z; nun mit dem
Reserveprozess R, = x + ut + oW (t), wobei die beiden Parameter p und o
durch

p = E[Z; —z] =E[c— 5] =c—E[Xj]u"
o? = war(Z, —z) = var(S;) = E[X7|u*

an das urspriingliche Compound-Poisson-Modell angepasst werden koénnen.
In der Notation der stochastischen Differentialgleichungen erfiillt der Reser-
veprozess R; also die folgende Gleichung:

AR, = pdt + odW (t)

Bezieht man nun auch in das Diffusionsmodell die Mo6glichkeit einer Dividen-
denauszahlung der Intensitit a(t) € [0, ap] fir ag > 0 zu jedem Zeitpunkt ¢
mit ein, so ergibt sich fiir den um die Dividendenauszahlungen modifizierten
Reserveprozess R,Ea) die folgende definierende stochastische Differentialglei-
chung:

AR = (1 — a(t))dt + odW (1)

Bewertet man den Reserveprozess R; mit dem Dividenden-Strategie-Krite-
rium, muss eine Strategie (a(t)) >0 derart gefunden werden, sodass

E[/OT e Pta(t)dt]

maximiert wird — hierbei bezeichnet 7 wiederum den Ruinzeitpunkt (dies
sei nun jener Zeitpunkt, zu dem erstmals R; = 0 auftritt). Ein derartiges
Optimierungsproblem kann mit Methoden der Kontrolltheorie gelost werden,
welche im nachfolgenden Kapitel vorgestellt werden.



Kapitel 3

Kontrolltheorie

Der in diesem Kapitel behandelte Teil zur Kontrolltheorie orientiert sich nach
dem Skriptum , Stochastic Control: With Applications to Financial Mathe-
matics“ von Jorn Sa8.b

3.1 Allgemeine Problemstellung

Die Kontrolltheorie beschéftigt sich mit [to-Prozessen, welche eine stochasti-
sche Differentialgleichung (SDG) in Abhéngigkeit einer Brownschen Bewe-
gung erfiillen.

Wir  betrachten dazu einen filtrierten = Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P), T > 0 als Endpunkt des betrachteten Zeithorizonts, F sei eine
Filtration, welche die ,natiirlichen Bedingungen® erfiillt (d.h. Rechtsstetig-
keit und Fy beinhaltet alle P-Nullmengen der o-Algebra, die wir betrachten)
und W = (Wt)te[o,T]

W, =Wk ..., wm7T

sei eine m-dimensionale Brownsche Bewegung auf F.

Ein Kontrollprozess ist ein F-progressiv messbarer Prozess u = (u4)icpo,n)
mit Werten in einer Menge &/ C R? — d.h. der Prozess u eingeschrankt auf
2 x [0, t] ist messbar beziiglich der Produkt-o-Algebra von F; mit der Spur-
o-Algebra der Borel-Mengen auf [0, ¢].

Der n-dimensionale Zustandsprozess X = (X)o7 erfiillt die folgende SDG:

dXt = b(t,Xt,ut)dt—l— O'(t,Xt,Ut)th XO =29 (31)
wobei

b:[0,T] x R" xU — R, o: [0, 7] xR* xU — R™™

Ssiehe [5]

35
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messbare Abbildungen sind. Weitere Bedingungen werden fiir jedes Kon-
trollproblem gesondert spezifiziert. Es sind insbesondere Bedingungen not-
wendig, um die Existenz von X als Losung der SDG zu gewéhrleisten. Um
die Abhéngigkeit von X vom Kontrollprozess v anzudeuten, schreiben wir
im Folgenden auch X' fiir den Zustandsprozess zum Zeitpunkt ¢.

Die zu optimierende Zielfunktion ist durch

T
J(t,z,u) = E| / Bt X2 ug)dt + U(T, X0)| X" = a] (3.2)

gegeben.
Die Menge der zulédssigen Kontrollprozesse wird mit A(t, z) bezeichnet und
beinhaltet alle Prozesse (u)scf,7), fiir die zumindest die SDG 3.1 fiir den Zu-
standsprozess X, eine starke Losung auf [t, T'| gegeben X; = x besitzt und fiir
die die Zielfunktion 3.2 wohldefiniert ist. Je nach dem betrachteten Optimie-
rungsproblem konnen weitere Annahmen getroffen werden. Wir bezeichnen
A(xg) = A0, zo).
Die Wertfunktion des Kontrollproblems ist durch

V(t,z) = sup J(t,x,u)

u€A(t,x)

definiert.
Das Ziel ist, V(0,zq) zu berechnen und den zugehorigen Kontrollprozess u*
zu eruieren, d.h. u* mit der Eigenschaft V' (0, x¢) = J(0, zo, u*) aufzufinden.
u* wird der optimale Kontrollprozess genannt.

3.2 Ito-Diffusionen und deren Generatoren

Es werden im Folgenden Definitionen und Satze vorgestellt, die wir zum
Versténdnis der Hamilton-Jabobi-Bellman-Methode benétigen, die im Rah-
men dieses Kapitels vorgestellt wird.

Wir betrachten die n-dimensionale SDG

dXt = b(t, Xt)dt ‘I— O'(t7 Xt)th7 (33)

wobei W eine m-dimensionale Brownsche Bewegung ist und der messbare
Drift und die Diffusionskoeffizienten

b:[0,00) x R" — R", o:1]0,00) x R" — R™™
erfiillen fiir eine Konstante K > 0 und fiir alle z,y € R", s,t > 0:

(s, 2) = bt y) | + || o(s,2) —o(t,y) | < K([[y =[] +]t —s])
Fott,2) " + [ ot,2) |7 < K*(1+ [« )
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Wir betrachten die Filtration F, welche von der Brownschen Bewegung W er-
zeugt wird, wobei noch zusétzlich alle Nullmengen von Fr enthalten sein sol-
len. Unter diesen Bedingungen hat die SDG 3.3 eine eindeutig starke Losung
X, welche wir Ito-Diffusion nennen. Auflerdem bezeichnen wir

a(t,z) == o(t,z)o(t,z)"

die Diffusionsmatrix von X.
Fiir eine Zufallsvariable Y schreiben wir

Eio[Y] = E[Y[X; = 2]

und

Satz: X sei eine zeitlich homogene Ito-Diffusion und f : R™ — R beschrinkt
und messbar. So gilt:
() Fiir alle w € Q

B [f (Xers) |[Fi)(w) = Ex, ) [f(X5)] t,s >0

(#7) Wenn 7 eine Stoppzeit mit 7 < oo ist, gilt:

Eo[f (Xr)| Fr)(w) = Ex, [/ (X)) 1,520

Die Eigenschaft (i) wird Markov-Eigenschaft genannt, (ii) die starke Markov-
Eigenschaft. Normalerweise wird die Abhéangigkeit von w nicht angeschrieben.
Es sollte damit im obigen Satz angedeutet werden, dass Ex,[f(X;)] eine
Zufallsvariable ist, ndmlich

Ex[f(Xs)] =9(Xe),  ¢:R"=R  mit  g(z) =E[f(X)].

Von nun an wird angenommen, dass X eine [to-Diffusion wie in 3.3 ist.

Der infinitesimale Generator L von X ist definiert als

Lf(s,x) = ]tlln;l E..[f(t, i(i)]s— f(s,x)

fiir alle s > 0,2 € R und f in Dy, welche die Klasse aller Funktionen
f:]0,00) x R® — R, fiir die die obigen Grenzwerte fiir alle s,z existieren,
sei.

Weiters definieren wir einen Operator £ wie folgt:

RSN S TN
- bi—— 4+ = IS 4
£ aﬁ; o, +2Z;a”aziaxj (34)
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Dieser Operator kann auf alle Funktionen f in
C'?:={g=g(t,x): [0,00) x R" — R : g 1x stetig diff.bar in ¢ und 2x in 2}
angewandt werden, was zur Form

n
Z aij f:ci,xj
~——

i,j=1

Lftz) = flt.a)+Y fm(t,g;)m%
=1

far
— flt2) + (Daf(t,2) bt 2) + %w((pm F(t,2))a(t.x))

fithrt, wobei D, f den Gradienten der Funktion f, D,, die Hesse-Matrix von
J(dh. (Dyaf)ij = fa,2;) und tr(A) die Spur der Matrix A (d.h. die Summe
der Diagonalelemente von A) bezeichnet.

Mit der eben definierten Notation kann Itos Formel folgendermaflen ange-
schrieben werden:

df (t, X,) = Lf(t, X)dt + (Do f(t, X)) o (t, X;)dW,

Satz: Angenommen, es gilt f € C1? und fiir alleu >t >0, 2 € R
B[ 15 Xlds) < oo, B[ (Dt X)) o, X) 2 ] < oo,
t t

dann gilt f € D und Lf(t,z) = Lf(t,x),t >0, x € R.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Anwendung der Ito-Formel auf f(t, X;)

N Lf(s,z) =lim B [f(t, X0)] = /(5 ac)

tls t—s

Wir erhalten also

Lf(s.z) = ltllm Esol [, £f(u, Xy)du + fst(f)zf(u, X)) o(u, Xu)qu].

Wegen E[ [ || (Dxf(S,XS))TO'(S,XS) | ds] < oo handelt es sich beim sto-

t
chastischen Integral (fst (Dxf(u,Xu))Ta(u,Xu)qu)
Es gilt also insbesonders:

1> UM ein Martingal.

oo [ (Dur(u X)) o0, X)) = [ (Dusw X)) ot X)W, =0
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Weiters kann beim iibrigen Term in der [to-Formel wegen

E[/tu |£f(s,Xs)|ds} < 00

Erwartungswert und Grenziibergang vertauscht werden, was zusammen mit
der Voraussetzung f € C%? zu der Aussage des Satzes fiihrt:

"Lf(u, X,)du

Lf(s,:(:):]Es,m[lti}?fs P } =Lf(s,x)
L1 (5.X,)

Aufgrund des obigen Satzes wird £ auch Generator von X genannt.
Die Bedingungen dieses Satzes sind fiir f € C%? mit kompaktem Triiger
erfiillt, weil in diesem Fall die Ableitungen beschrankt sind.

Satz: Dynkin’s Formel
Sei f € C1? eine Funktion mit kompaktem Triiger und 7 eine Stoppzeit mit
der Eigenschaft E,[7] < oo, so gilt:

BLf(r. X)) = (0.0) + Ba[ [ 265 X.)as]

Falls 7 die Austrittszeit aus einer beschrinkten Menge ist, kann Dynkin’s
Formel fiir f € C*? angewandt werden. Die Formel von Dynkin werden
wir beim Beweis eines sogenannten Verifikationstheorems verwenden, welches
Aufschluss iiber Bedingungen fiir die Anwendbarkeit des Hamilton-Jacobi-
Bellman-Algorithmus gibt.

3.3 Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Fiir die Herleitung der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (HJB-Gleichung)
verwenden wir das sogenannte Bellman-Prinzip, welches besagt, dass ein op-
timaler Kontrollprozess auf [t,;] fiir ¢ < ¢; und anschlieBendes optimales
Handeln auf [¢;,T] auch zu einem globalen Optimum (also auf [¢,T]) fiihrt.
Das Bellman-Prinzip ergibt also fiir die Wertfunktion V (¢, x) unseres Opti-
mierungsproblems das Folgende:

t1
V(t,z) = sup Etx[/ (s, X ug)ds + V(t, X})
) t

u€A(t,x
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Um nun zur HJB-Gleichung, welche die Wertfunktion V' (¢, z) unter bestimm-
ten Voraussetzungen notwendigerweise erfiillt, zu gelangen, wenden wir [tos
Formel auf V(¢;, X}*) an

V(t,z) = sup E;, / (s, XY us)ds + V(t, X}')

ucA(t,x)

t
+ /1 (%(S,X:) + (DmV(s,X:))Tb(s,X:,us))ds
ttl )
+ / —tr((DmV(s,X;‘))a(s,X:,u5)>ds
2
t
+ / (DxV(s,Xg))Ta(s,X;‘,us)dWs],
t

wobel a die Diffusionsmatrix
a(s, X", ug) = o(s, X" us)o(s, X*, us)”"

bezeichnet. .
Wenn [" (D,V (s, X*))" o(s, X, us)dW,, t, > t ein Martingal ist und somit
der Erwartungswert 0 ist, erhalten wir:

V(t,x) = sup Etz / (s, X3 ug)ds + V(t, X}')

ucA(t,x)

b [ (00 X0 (D5, X0, X2l

+ /ttl %tr((Dmv(S’ X:))a(s’ Xg’ us)>d8]

Weil V(t, X}*) = V(t,x) im obigen bedingten Erwartungswert aufgrund der
Bedingung X}* = x gilt, subtrahieren wir nun V'(¢,z). Weiters dividieren wir
die Gleichung durch t; — ¢t und betrachten t; | ¢:

. w(s X ug)ds

0 = lim sup E
p t,x tl—t

t1lt u€A(t,r)

i (Vits, 32) + (DaV (5, X2) bl Xt ) ds

t1 —1©
1 3tr((DeaV (s, X2))als, X2 0,) ) ds
- ty — 1t
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Fiir die Herleitung der HJB-Gleichung nehmen wir weiters an, dass der
Grenziibergang mit der sup- und Erwartungswert-Bildung vertauschbar ist
und erhalten damit:

t1
X" ug)d
0 = sup E;,|lim= Pl X us)ds
u€A(t,x) t1lt t1 —t
S (Vils, X2) + (DaV (s, X2) "0, X2, ,) ) ds
+ lim
tilt th—t
4 3t ((DeaV (s, X))als, X2 0,) ) ds
lim
t1lt t1 —t

Im Grenzfall ¢, | t beschrankt sich nun das Problem der Auffindung eines op-
timalen Kontrollprozesses auf [t,¢;] auf die Wahl von u; = u € U. Weiters gilt
unter Stetigkeit der Integranden, dass diese die Ergebnisse der Quotienten im
Grenzwert sind und wir verwenden, dass X;' = x im bedingten Erwartungs-
wert gilt und dass man nach dem Ubergang zum Grenzwert und Ausnutzung
von X' = x den bedingten Erwartungswert vernachléssigen kann:

0 =sup {1/1(25, z,u) 4+ Vi(t,z) + (D, V(¢ a:))Tb(t, x,u)

uelU

+ %tr<(DmV(t,x))a(t,x,u)>} (3.5)

Die obige Gleichung nennt man HJB-Gleichung. Sie ist unter den Voraus-
setzungen, die wiahrend ihrer Herleitung aufgezéhlt wurden, eine notwendige
Bedingung fiir die Wertfunktion V (¢, z) eines Optimierungsproblems. Wir
definieren zur kiirzeren Schreibweise der HJB-Gleichung einen Operator £,
der vom Kontrollprozess abhéngt, durch

LUf(t,0) = filt.x) + (Dof(t,2)) bt 2, u) + %tr((Dm f(t,2))alt,z,u)

Nun kann die HJB-Gleichung 3.5 als

0 = sup {1/1(15, z,u) + LUV (¢, x)}
uelU

angeschrieben werden.

Wir haben also unter gewissen Voraussetzungen eine notwendige Bedingung

fir V(t,x) gefunden. Man kann zeigen, dass unter bestimmten Vorausset-

zungen die HJB-Gleichung auch eine hinreichende Bedingung fiir die Wert-

funktion eines Kontrollproblems darstellt — in diesem Fall charakterisiert die
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HJB-Gleichung V' (t,z) und gibt uns somit einen Losungsansatz des Kon-
trollproblems. Uber die nétigen Voraussetzungen fiir diese Charakterisierung
geben die sogenannten Verifikationstheoreme Aufschluss, die im nachfolgen-
den Abschnitt vorgestellt werden.

3.4 Verifikationstheoreme

3.4.1 Endlicher Zeithorizont

In diesem Abschnitt wird gezeigt, unter welchen Bedingungen das Erfiillen
der HJB-Gleichung einer Funktion ®(¢, ) hinreichend ist, um ®(¢, x) als die
Wertfunktion unseres Kontroll-Problems zu identifizieren. Wir bewegen uns
weiterhin in dem in Abschnitt 3.1 beschriebenen Modell. Um konkrete Er-
gebnisse ausarbeiten zu koénnen, miissen wir nun die Menge der zuldssigen
Kontrollprozesse A(t, z) spezifizieren.

Fiir einen Prozess (us)scp,m gelte u € A(t,x), wenn er die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt:
(A1) u = (us)sefe,) ist progressiv messbar, hat Werte in ¢ und erfiillt

T
E[/ | us || ds] < oo.
t
(A2) Die SDG 3.1 hat eine starke Losung (X)sep, 7] mit X; = 2 und

E sup || X, ||?] < oc.
t<s<T

(A3) J(t,z,u) ist wohldefiniert.
Die Bedingung (A3) wird zusammen mit (A1) und den Voraussetzungen des
nachfolgenden Satzes bereits erfiillt sein.

Satz: Verifikationstheorem

Angenommen es gelte || o(t,z,u) |*’< Co(1+ || = ||> + || w ||*) und o sei
stetig mit der Eigenschaft || (¢, z,u) ||?< Cyp(1+ || z ||* + || v ||*) fiir Kon-
stante Cy, Cy, > 0 und alle ¢ > 0, x € R", u € U, so kann man folgern:

(1) Angenommen ® € CY2([0, 7] x R") ist stetig auf [0, 7] x R mit

I ot ) < Co(l+ || 2 [I7)
und erfiillt die HJB-Gleichung mit entsprechender Randbedingung wie folgt:
sup {w(t,x,U) + L’“Cb(t,x)} =0 te[0,T),z €R"

ueU

O(T,z) =V(T, z) r e R"
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so gilt fiir alle ¢ € [0, 7], z € R™
O(t,z) > V(t,x)

(i) Wenn Argumente u(t, x) existieren, welche u — (¢, x,u) + L ®(t, x)
maximieren, sodass u* = (u})ico,r) mit vy := u(t, X;) ein zulédssiger Kon-
trollprozess ist, so gilt ®(t,z) = V(t,x) fiir alle t € [0,7], € R" und
u* ist eine optimale Kontroll-Strategie — d.h. V(¢t,z) = J(¢, z,u>"), wobei
uh" = (uf)sepr € Alt,x) gilt. X, bezeichnet hier die Lésung von 3.1 mit
der Kontrolle u* auf [0, 1).

Beweis: Um mit beschrankten Prozessen argumentieren zu koénnen, defi-
nieren wir fiir festes ¢ € [0,7], € R™ die Stoppzeiten

T, =T Ninf{s >t :|| X5 — X, ||> n}, n € N.

Aus der It6-Formel folgt fiir X; = x und zuléssiges u:
B(7, Xo.) = Dt ) + / L D(s, Xy)ds +/ B, (s, X,) (s, Xo, us)dIV,
t t

Wegen der Zuldssigkeit von u und der stetigen Differenzierbarkeit von &

konnen wir By, [ [ || @.(s, X,) o (s, X5, us) ||* ds] < oo folgern. Dazu be-

nutzen wir, dass X auf [¢,7,] nach Konstruktion beschriankt ist, namlich in
der folgenden Art und Weise:

| X Il X [+ 1 X = Xe IS X [ 40, s € [t 73]

Aufgrund dieser Beschrianktheit der Argumente von @, ist auch ®, wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit beschrankt. Weiters gilt nach Voraussetzung

lo(t,z,u) [P< Coll4 [l 2 |I* + ]| w [1*)

so, dass wir aufgrund der Zuldssigkeit von u folgern koénnen:

B [ @a(s, X0 (s, Xorw) | ds] < o
t

Damit ist das stochastische Integral in [tos Formel ein Martingal und somit
gilt zusammen mit der offensichtlichen Eigenschaft E|[7,] < oo:

Em[/ @x(s,Xs)TU(s,Xs,us)dWs] =0
¢
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Wir wenden nun Itos Formel im bedingten Erwartungswert unter Beriick-
sichtigung der Martingal-Eigenschaft des stochastischen Integrals an:

Em[/ : Y (s, X, us)ds + (D(Tn,XTn)} =
t
t t

— &(t,2) + E., [/t \(@z)(s, Xoyus) + LD (5, X,)ds) |

J/

-~

<0

< P(t,x)

Die obige Abschétzung erhalten wir aufgrund der Voraussetzung, dass ® die
HJB-Gleichung erfiillt und wegen us € U und s € [t, T].

Als Nichstes wollen wir limy, o E; [ tT" W(s, Xs, us)ds + ®(7,, X, )] bestim-
men. Dazu wollen wir den Satz der dominierten Konvergenz verwenden und
deshalb schéitzen wir die Folge von Zufallsvariablen nach oben ab, um die
notige Voraussetzung fiir die Anwendung des Satzes zu bekommen.

‘/ (s, Xs,us)ds + (1, X))
¢

< [0 X [ ds | @07 X, |
t

T
<Cy [ (X e P )ds + Co(1 ] X, )
t

Als Nachstes beobachten wir
T
[ s
t

T
<(T—1)+(T—1) sup HX8||2+/ | |7 ds
t

t<s<T
und

| X, [IP< sup || X |17
t<s<T

Zusammenfassend erhalten wir also eine von n unabhéngige Majorante der
Folge von Zufallsvariablen, deren Grenzwert wir im bedingten Erwartungs-
wert ermitteln wollen — diese ist, wie im Satz der dominierten Konvergenz
gefordert, integrierbar, da unsere Zulassigkeitsanforderungen

T
Em[/ I us ||2 ds] <oo und E;,[sup [ X ||2] < o0
¢

t<s<T
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an den Kontroll-Prozess u die folgende Ungleichung

Epa|(T =)+ (T = 1) sup || X, |

t<s<T

T
+/ | s || dS—l-C@(l—l- sup || X, || )} < 00
t t<s<T

sichern.
Wir wissen also bereits nach dem Satz der dominierten Konvergenz, dass

n—oo

lim Em[/ w(s,Xs,us)der(I)(Tn,XTn)}
t

n—oo

:]Et’x[ lim (/Tn W(s, X, us)ds + O(7,, Xrn))}

gilt.
Die néchste entscheidende Beobachtung in diesem Beweis ist die Giiltigkeit
von lim,, ., 7, = T'. Dies folgt aus der Voraussetzung

Ei.[ sup || X, ||*] < oo.
t<s<T

Diese impliziert sup,c,«p || Xs [[< oo f.s., womit fiir jedes Elementar-
Ereignis w die Existenz eines Index n(w) gesichert ist, sodass die nachfolgend
angegebene Ungleichung erfiillt ist.

X = Xo [I<[ Xo | + sup || X [[<[] Xi || +n(w)
t<s<T

d.h. furn >| X; || +n(w) gilt 77 = T. Wir erhalten somit wegen der Stetigkeit
von ¢ und der Randbedingung der HJB-Gleichung;:

lim </Tn (s, X, us)ds + CD(Tn,XTn)> = /Tw(s,Xs,us)ds + (T, X7)

T
= / (s, Xs, us)ds + (T, Xr)
t
Daraus folgt nun J(t,z,u) < ®(t,x) wegen

J(t,z,u) = lim Etx[/ U(s, Xs, ug)ds + (7, X,)]
¢

n—oo
< P(t,x),
also insbesondere

V(t,z) = sup J(t,z,u) < P(t,x).
u€A(t,x)
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Behauptung (i) wurde also bereits bewiesen.
Fiir (i7) liefern analoge Beweisschritte unter Beriicksichtigung, dass fiir u(¢, X;)

Et,x[ / " <¢(3,X:,ﬁ(s,Xj)) + Ea(S’Xg)é(s,X;k)dsﬂ ~0
t

gilt, den Beweis. Wir erhalten also nun mit denselben Grenzwert-Argumenten
anstatt einer Ungleichung die Gleichheit V (t,z) = ®(t,z) = J(t, z,u*) fir
die Strategie (uj).

3.4.2 Unendlicher Zeithorizont

Wir werden in diesem Abschnitt annehmen, dass weder die Koeffizienten
b(xz,u) und o(z,u) des Zustands-Prozesses X noch ¢ (x,u) explizit von der
Zeit t abhéngen. Wir betrachten also die SDG

dXt = b(Xt, Ut)dt + O'(Xt7 Ut)th, XO =X (36)

und definieren den zugehorigen Differential-Operator in Abhéngigkeit von u

durch
£ (2) = (Duf (2)) "bla, ) + %tr((Dm f(x))ate,u).

Als Bewertungskriterium fiir den Kontroll-Prozess verwenden wir die Ziel-
funktion

J(z,u) = Ex[ /0 N e*ﬁw(Xs,us)ds}

mit der Zinsintensitdt 5 > 0. Die Voraussetzungen an b und ¢ und an die
zuldssigen Kontroll-Strategien, welche nun in der Menge A(x) zusammenge-
fasst werden, seien analog zu Abschnitt 3.4.1 definiert. Die Wertfunktion des
Kontroll-Problems ist durch

V(z)= sup J(z,u)
u€A(z)

gegeben.

Satz: Verifikationstheorem

Angenommen es gelte || o(z,u) [|?< C,(14 || 2 |2 + || w ||*) und ¢ sei stetig
mit der Eigenschaft || ¢ (x,u) [|*< Cy(14 || 2 ||* + || u ||?) fiir Konstante C,,
Cy >0und z € R", u € U, so kann man folgern:

(i) Angenommen ® € C?(R") mit || ®(z) ||< Cs(1+ || = ||?) erfiillt die
folgende HJB-Gleichung:

sup {w(x, u) + LYP(x) — BCD(:C)} =0, reR”

ueU
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so gilt fiir x € R™
O(x) > V(x)

(77) Wenn Argumente u(z) existieren, welche u — ¥(z,u) + L*®(x) — BP(z)
maximieren, sodass u* = (u})¢>0 mit uj = u(X; *) ein zuléssiger Kontrollpro-
zess ist, so gilt () = V(x) fir x € R™ und u* ist eine optimale Kontroll-
Strategie — d.h. V(x) = J(z,u*). X; bezeichnet hier die Losung von 3.6 mit
der Kontrolle u} auf [0,1).

Beweisidee: Der Beweis kann mit Hilfe des Verifikationstheorems fiir end-
lichen Zeithorizont gefiihrt werden. Dafiir betrachtet man endliche Zeithori-
zonte [0, 7] und betrachtet anschliefend den Grenzfall ' — oc.

Die Bedingung, die ®™)(¢,z) (¢ € [0,T]) aufgrund der Markov-Eigenschaft
des Zustandsprozesses unter unseren Voraussetzungen und der Bauart der
Zielfunktion iiber die Zeit erfiillt, ist ®™) (¢, z) = e D) ().

Nun erinnern wir uns an die HJB-Gleichung fiir endlichen Zeithorizont:

sup {QZ(T)(t,x, u) + £“<I>(T)(t7x)} =0, te0,T),zeR"

ueU

Als Nichstes setzt man 1Z(T) (t,z,u) = e Pl)(z,u) ein und berechnet
LoD (¢, x) = L4 oD (2))

mit dem folgenden Ergebnis fiir die HJB-Gleichung (fiir den eindimensionalen
Fall angeschrieben):

sup { e, u) — Be '@ D(x)

uel

1
+ e P D (2)b(z, u) + 502(3:, w)e Pt (3:)} =0

Man sieht, dass man in dieser Gleichung durch e=? kiirzen kann und erhilt
schlieflich:

sup {¢(x, u) — B () + E“CD(T)(x)} =0
ueU

Es gelten also fiir ®™)(0,2) = ®®)(z) fiir Zeithorizont T die Aussagen des
Verifikationstheorems mit der HJB-Gleichung fiir unendlichen Zeithorizont.
Die Giiltigkeit fiir T'— oo erfolgt durch ein Grenzwert-Argument.
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3.4.3 Gestoppte Zustandsprozesse

Wenn wir bei dem Zustandsprozess unseres Kontrollproblems an den Re-
serveprozess eines Versicherungsunternehmens denken und als Zielfunktion
die erwarteten Dividenden vorstellen, so miisste das Integral iiber die ausge-
zahlten Dividenden im Zeitverlauf als obere Grenze jenen Zeitpunkt haben,
zu dem erstmals X; < 0 gilt — d.h. bis zum Ruinzeitpunkt, falls dieser ein-
tritt. Wir konnen also fiir diese Abbildung der Realitét keinen unendlichen
Zeithorizont wahlen. Derartige Optimierungsprobleme kénnen durch geeig-
net gewéahlte Stoppzeiten modelliert werden, wobei im Folgenden die Theorie
bei einem endlichen Zeithorizont T ausgefiihrt wird. Hierbei miissen wieder-
um dhnlich dem bereits behandelten Fall des endlichen Zeithorizonts bei der
Bewertung des Kontrollprozesses durch die Zielfunktion J(¢,x,u) Randbe-
dingungen fiir den Fall, dass der Zustandsprozess gestoppt wird, formuliert
werden, wie nachfolgend ausgearbeitet wird.

Der Kontrollprozess u und der Zustandsprozess X seien so wie in Abschnitt
3.1 definiert. Nun soll der Prozess (¢, X:):>o auf eine bestimmte Menge @
beschriankt sein. Die Menge @ sei eine offene Menge in [0, 7] x R™ und 0Q
bezeichne den Rand von (). Der Prozess soll gestoppt werden, sobald er die
Menge () verlisst — dies sei durch einen gestoppten Prozess mit der Stoppzeit
T realisiert mit

r:=inf{t > 0: (¢, X}) ¢ Q}.
Die Menge ({T'} x R") N Q ist auf jeden Fall Teil des Randes von Q, wobei
Q) = Q U 0Q bezeichnet — es gilt somit P, (7 < T') = 1 fiir alle (t,z) € Q.
Wir bezeichnen nun 0*Q) jene Teilmenge der Randpunkte fiir die

Pi.((1,X:) € 0°Q) =1, fir alle (t,z) € Q

gilt.
Als Bewertungskriterium fiir den Kontrollprozess u wird die Zielfunktion

J(t,z,u) = E,, [/ W(s, Xo,uy)ds + W(r, XT)]

verwendet, wobei U fiir t < T auf der Menge 0*() definiert werden muss.
Weiters ist

V(t,x) = sup J(t,z,u)

ueA(t,x)

wiederum die Wertfunktion des Kontroll-Problems.
Die Zuléssigkeitsbedingungen und Annahmen an b und o seien analog zu
Abschnitt 3.4.1 formuliert.
Unter diesen Annahmen kann das folgende Verifikationstheorem bewiesen
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werden:

Satz: Verifikationstheorem

Angenommen es gelte || o(t,z,u) [|*< Co(1+ || z ||* + || w ||*) und ¥ sei
stetig mit der Eigenschaft || ¥ (t,z,u) ||?°< Cyp(1+ || = ||* + || w ||?) fir
Konstante C,, Cy, > 0 und alle (¢t,z) € ), u € U, so kann man folgern:

(i) Angenommen ® € CY?(Q) N C(Q) mit der Eigenschaft

I ot 2) I< Ca(l+ [ 2 |I°)

erfiillt die HJB-Gleichung mit entsprechender Randbedingung, wie folgt:
sup {s(t,2,u) + L'0(L2) | =0, (La) € Q

ueU

(1) = U(t,x),  (h1)€0Q
so gilt fiir alle (t,z) € Q:
O(t,x) > V(t,x)

(17) Wenn Argumente u(t, z) existieren, welche u — (¢, x, u) + L*® (¢, x) fir
(t,x) € @ maximieren, sodass u* = (u})i<, mit u} := u(t, X;) ein zuléssi-
ger Kontrollprozess ist, so gilt ®(¢,z) = V(t,z) fiir alle (t,2) € @ und
u* ist eine optimale Kontroll-Strategie — d.h. V(¢t,z) = J(¢, z,u>"), wobei
uh = (uf)sepr € Alt,x) gilt. X, bezeichnet hier die Lésung von 3.1 mit
der Kontrolle u* auf [0, 1).

Der Beweis erfolgt im Wesentlichen gleich wie beim Verifikationstheorem fiir
endlichen Zeithorizont, wie im Abschnitt 3.4.1 ausgefiithrt wurde. Nun wer-
den allerdings anstatt der 7,, im urspriinglichen Beweis nun die Stoppzeiten
T, N\ T verwendet.

3.5 Hamilton-Jacobi-Bellman-Algorithmus

Sind die Bedingungen der Verifikationstheoreme erfiillt, so ist die Wertfunk-
tion unseres Kontroll-Problems aus 3.1 durch die HJB-Gleichung 3.5 charak-
terisiert. Man kann also fiir das Auffinden der optimalen Strategie und der
zugehorigen Wertfunktion den folgenden Algorithmus angeben:
HJB-Algorithmus:

1. Auffinden eines optimalen u = @(t, z) in 3.5 (im Fall eines endlichen Zeit-
horizontes z.B.)

2. Wenn u existiert, hiangt es von V;, D, V., D,V ab, d.h.

u(t,x) = ﬂ(t,az, Vi(t,x), D,V (t,x), DmV(t,:B)).
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Setzt man u in 3.5 ein, erhilt man eine partielle Differentialgleichung fiir
V', welche z.B. im Fall des endlichen Zeithorizonts mit der Randbedingung
V(T,x) = W(T,z) gelost werden muss, um einen Kandidaten V* fiir die
Wertfunktion des Kontroll-Problems zu erhalten.

3. Wenn V* die im Abschnitt iiber Verifikationstheoreme erlduterten Bedin-
gungen erfiillt und u} = u(t, X;), t € [0,T] eine zuldssige Kontroll-Strategie
ergibt, so ist V* die Wertfunktion des Kontroll-Problems und u;j = u(t, X;)
definiert eine optimale Kontroll-Strategie. X; bezeichnet hier die Lésung der
definierenden SDG des Zustandsprozesses 3.1 unter Anwendung der optima-
len Kontroll-Strategie u* auf [0,¢).



Kapitel 4

Optimale beschrankte
Dividenden-Auszahlung im
Diffusionsmodell

In diesem Abschnitt betrachten wir den Reserve-Prozess (R;)>o eines Versi-
cherungsunternehmens des in 2.2 motivierten Diffusionsmodells. Hier ist der
Reserve-Prozess durch die SDG

dR, = pdt + odW (t)

mit Ry = x charakterisiert.

Um unser Dividenden-Problem mit Methoden der Kontroll-Theorie zu l6sen,
kann nun der stochastische Prozess (u;);>0, der die Dividendenzahlungen
angibt, als der Kontroll-Prozess unseres Optimierungsproblems angesehen
werden. In diesem Abschnitt sei die Dividenden-Auszahlungsintensitit zum
Zeitpunkt ¢, die durch u; gegeben ist, nach oben beschrinkt — d.h. es gibt
eine Konstante ug, sodass u; € U = [0, ug] fiir alle t > 0 bei der Wahl der
Dividenden-Strategie gewéhrleistet sein muss.

Der Zustandsprozess X unseres Kontroll-Problems ist der um die Dividenden-
Auszahlungen korrigierte Reserve-Prozess, der nun die SDG

erfiillt.

Da beim Dividenden-Kriterium die erwartete Dividenden-Auszahlung auf
[0, 7], wobei T die Stoppzeit des Ruinzeitpunkts bezeichnet, maximiert wer-
den soll, ist die Zielfunktion durch

J(x,u) = Ex[/T e‘ﬁsusds}
0

o1
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gegeben, wobei (§ wiederum die Zinsintensitdt in unserem Modell darstellt.
Im Vergleich mit dem Kontroll-Problem auf unendlichem Zeithorizont aus
3.4.2 kénnen wir also 1(z, u) = u identifizieren.

Die Wertfunktion des Optimierungsproblems ist

V(z) = sup J(z,u).
ueA(z)

Fiir das Aufstellen der HJIB-Gleichung benétigen wir den Differential-Operator
L", der sich aus der definierenden SDG des Zustandsprozesses heraus folgen-
dermaflen darstellt:

£ (a) = (= w) - (2) + 50° 2 (@)

Wenn wir nun zur Anwendung des HJB-Algorithmus in die HJB-Gleichung
fiir unendlichen Zeithorizont

sup {¢(:c, u) + LV (z) — BV(J:)} =0

ueU

einsetzen, erhalten wir in unserem Fall

sup {u + (p—uw)V'(z) + %O'QVN(ZE) — ﬂV(x)} =0

w€[0,ug]

mit der Randbedingung V' (0) = 0, weil keine Dividenden ausgezahlt wer-
den konnen, falls dem Versicherungsunternehmen keine Anfangsreserve zur
Verfiigung steht.

4.1 Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung

Bei der Losung der HJB-Gleichung, bei der wir analog zum Paper ,,Controlled
diffusion models for optimal dividend pay-out“ von Asmussen und Taksar’
vorgehen werden, ermitteln wir zuerst das optimale u(x), sodass das Supre-
mum erreicht wird — dieses héngt aufgrund der Linearitdt von u in unserer
HJB-Gleichung nur von V’(x) ab, wie man in der nachfolgenden Darstellung
der HJB-Gleichung ersieht:

sup {u(l —V'(2)) + pV'(z) + %UZV”(x) — ﬂV(l’)} =0

u€[0,u0]

"siehe [6]
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Es gilt also:

v (0 fir V'(z)>1
i(w) = {uo fir V'(z) <1

Wir nehmen nun an, dass die Losung V() konkav ist, was wir noch nachfol-
gend zeigen werden. In diesem Fall gibt es ein m > 0, sodass

, >1 fir z<m
V(x){§1 fir x>m

gilt.
Man kann also die HJB-Gleichung in Abhéngigkeit von x folgendermafien
anschreiben:

SOV @) £V (@)~ V() =0, 0<z<m  (41)

%021/"(@ + (u—up)V'(z) — BV (z) + uo = 0, r>m (4.2)

Man braucht also fiir die Losung der HJB-Gleichung die Losungen des cha-
rakteristischen Polynoms einer homogenen linearen gewohnlichen Differenti-
algleichung der Gestalt

1
p(s) = 50252 +As—p03=0.

Diese Losungen sind durch

by — L V2

o2 o2
A A2+ 20602
N =G

gegeben.
Wir kennen also die Form der allgemeinen Losung der Differentialgleichung
4.1, welche sich fiir 0 < x < m ergibt.

Cleel(u)w + 026_92(#‘)55 (43)

Fiir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung 4.2 beobachten wir,
dass es sich bei % um eine Partikularlosung handelt, sodass wir durch Additi-
on der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
zu dieser die allgemeine Losung von 4.2 erhalten.

% + Gyt 4 Gyem i (4.4)
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Da die erwarteten diskontierten Dividenden nach oben aufgrund der An-
nahme der beschrinkten Dividenauszahlungsintensitit folgendermafien ab-
geschitzt werden kénnen

J(x,u) = E, [/T e’ﬁsusds} <E, [/00 e’ﬂsusds]
0 0
< E, [/000 e_ﬂsuods} = %,

gilt fiir V(2) = sup,ea(r) J (7, ) die Ungleichung V'(z) < %
Daher gilt fiir die Losung 4.4 auf [m, 00), dass diese nicht exponentiell auf-
klingen darf (d.h. C3 = 0) und auflerdem Cy = —d < 0 gelten muss, damit
V(z) < % nicht verletzt wird.

Aufgrund der Randbedingung V' (0) = 0 gilt fiir 4.3 C; = —Cy = C' — weiters
koénnen wir aus V' (z) > 0 fiir x > 0 folgern, dass C' > 0 gelten muss.

Um die unbekannten Parameter C', d und m zu ermitteln, verwenden wir das

sogenannte , principle of smooth fit“, das die folgenden Gleichungen fordert:

V(m+) = V(m—) (4.5)
Viim=) = 1
Viim+) = 1

Wir erhalten mit der Notation 6; = 61(u), 6 = 02(p) und 05 = Oa(p — )
das dazu dquivalente Gleichungssystem:

Cefrm —e70my = E—de_ei”m (4.8)
C(61e”™ 4 Oye™™) = 1 (4.9)
dfse ™ = 1 (4.10)

Aus dem obigen Gleichungssystem erhalten wir die nachfolgende Gleichung

Uo 1 -
G b

Ein derartiges m > 0 kann nur fiir « > 0 gefunden werden. Wir haben al-
so eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit unseres Gleichungssystems,

welche auch hinreichend ist, wie wir nachfolgend beweisen werden — dazu
brauchen wir das nachfolgende Lemma.

C(ehm — e70m) = e (4.11)

Lemma: of; <1
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Beweis: Aus der nach Aquivalenzumformungen leicht ersichtlichen Unglei-
chung

b
\/a2+b—a<2—, a,b>0
a

folgt fiir a = p und b = 20/ eine Ungleichung fiir 6,

g = Y20 —p S (4.12)

o? ]
Die zu zeigende Ungleichung
U 1
0=(———)01 <1
=5 g)"
ist zu
Uo 1 1
— < =+ 4.13
TR (13
aquivalent.

Fiir ug < p folgt 4.13 direkt aus 4.12 wegen 63 > 0 und
Up _ W
— <<
g =6 0
Fiir ug > p betrachtet man die Ungleichung fiir a = ug — p und b = 2023:

_(p— o) + /(ug — p)? + 2023 .8
B o? U — [

Aus der obigen Ungleichung und 4.12 kann man

1 1 W ug— o U
—+=>= 4 =—
b 0 B 5 B
folgern, womit die Giiltigkeit von af); < 1 bewiesen ist.
Mit Hilfe des eben bewiesenen Lemmas kann man die folgende Proposition

beweisen.

Proposition: Wenn a > 0 gilt, existiert ein eindeutiges Tripel (C,d,m),
welches das durch 4.8-4.10 gegebene Gleichungssystem 16st.

Beweis: Dividiert man 4.8 durch 4.9, so erhélt man

01m —0am

e
916917” + 926_02m

— €
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Durch Aquivalenzumformungen gelangt man schlieBlich zu
(1 —ab))e"™ = (1 + aby)e ™.
Auflésen der obigen Gleichung nach m ergibt:

1 ].+Oé92
= 0}
‘91+82 gl—Oé91

m

Wegen afl; < 1 gilt nun m > 0 genau dann, wenn « > 0 erfiillt ist, da
01,05 > 0 gilt — d.h. wir haben eine eindeutig bestimmte Losung von m in
unserem Gleichungssystem und die eindeutigen Losungen von C' und d sind
aufgrund der Gleichungen 4.9 und 4.10 durch

1
N 916917” —+ 926_02m
O3m
d="
03

gegeben.

Eine andere Argumentationsmoglichkeit fiir die notwendige und hinreichende
Bedingung a > 0 fiir die Existenz eines eindeutigen Losungstripels (C,d, m)
des durch 4.8-4.10 gegebenen Gleichungssystems erhélt man durch Betrach-
tung der Funktion

g(m) = C(eh™ — e f2m),

Diese Funktion erfiillt g(0) = 0 und lim,, ., g(m) = oo wegen 6y, 602 > 0. Wei-
ters ist g(m) eine stetige Funktion, die aufgrund des Zwischenwertsatzes alle
Werte in [0, 00) annimmt. Da g(m) auch nur positive Werte annimmt, kann
die definierende Gleichung von m im Gleichungssystem 4.8-4.10 g(m) = «
dann und nur dann erfiillt werden, wenn o > 0 gilt.

Mit Hilfe der bisherigen Vorbereitungen konnen wir nun die Lésung unserer
HJB-Gleichung V(z) angeben, wobei die Falle & > 0 und a < 0 zu unter-
scheiden sind.

Satz: Es existiert eine zweimal stetig differenzierbare konkave Losung der
HJB-Gleichung 4.1 mit der Randbedingung V' (0) = 0.

(1) Wenn o = ¢ — % < 0 gilt, so ist die Losung durch

Viz) =2

50(1 — e 0s7) (4.14)
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gegeben.
(2) Im Fall @ > 0 ist die Losung
C(eh® — =027 0<x<m
V(CC’) = { % . d6—€3$7 T Z m

wobei C', d, m die eindeutigen Losungen von 4.8-4.10 bezeichnen.

Beweis:
(1) Die Funktion V(z) = “2(1 — e~%7) erfiillt die Randbedingung V (0) = 0
und ist wegen V' (x) = —%8%6_93’“ < 0 konkav. Wegen a = @ — % <0

gilt auBerdem V’(0) = 963 < 1. V/(z) erfiillt also in diesem Fall nach Kon-
struktion die HJB-Gleichung, da nun kein m > 0 existiert und somit V()
durch 4.4 mit C5 =0und Cy = —d = —% bereits auf [0, 00) definiert ist, da
u(z) = uy fir alle z € [0, 00) optimal ist.

(2) Die Losung

01z _ —bOsx <
V(m):{C(e e ") 0<z<m

% — de %°, r>m
erfiillt wie gefordert V(0) = 0 — aulerdem ist das Tripel (C,d, m) fir a > 0
durch das Gleichungssystem 4.8-4.10 eindeutig festgelegt und es gilt m > 0.
Wenn V' (x) tatsichlich konkav und zweimal stetig differenzierbar ist, so han-
delt es sich dabei nach Konstruktion um die Losung der HJB-Gleichung (bei
der Argumentation fiir das Auffinden der Losung wurde bereits angenom-
men, dass V() konkav ist).

Auf den Intervallen [0, m) und (m, c0) ist V(x) offensichtlich zweimal stetig
differenzierbar.

Nach der Konstruktion von V' (z) gilt auierdem V’(m+) = V/(m—) — d.h. es
muss fiir die zweifach stetige Differenzierbarkeit lediglich V" (m+) = V" (m—)
verifiziert werden:

V' (m—) = C(p2eM™ — h2e~02m)
V'(m+) = —02de %™

Wegen der Definitionen von C', d und m durch

1 1+ 0602
m = O
‘91 + 92 & 1-— a91
1
O —
91691m + 926_92m
g 693m

05
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ergibt sich V”(m+) = —05 und fir V"(m—) gilt:

V/,(m_> _ g%eelm _ 0%6792711 92 (91+92 92
91691m =+ 926_92m 016 (01+62)m m 92
2 1+af 2
e RPNy
= WQ—QM 1 — Vo + abhts
1—abq

Die Gleichheit [—05 =]V"(m+) = V"(m—)[= 6, — 05+ ab,05] erhdlt man nun

durch Einsetzen von
Lo /1?4200
b = B e

o o
Lo /1?4200
92:—2+—2
o o
Ug 1
a=—— =
G 0

in V”’(m—) = 6, — 05 + a0, unter Beriicksichtigung von

=y | \/(p—uo)?+ 2802
2 + 2 ’
o g

03 =

Das Nachrechnen der Gleichheit von V" (m+) = V"(m—) kann lediglich als
Probe angesehen werden, weil diese in unserem Fall auch nach Konstruk-
tion erfiillt sein muss. Betrachtet man namlich die HJB-Gleichung auf den
zwei Bereichen [0, m) und (m, co) und errechnet jeweils daraus V" (m—) und
V" (m+) unter Beriicksichtigung unserer Konstruktion V'(m+) = V/(m—) =
1 und V(m+) = V(m—), so ist die Gleichheit direkt ersichtlich. Die zweifa-
che stetige Differenzierbarkeit von V(z) ist also bewiesen.

Fiir den Nachweis der Konkavitét betrachten wir V" (z):

uo o O(0%ehT — g2e027) 0<z<m
V (513'> - { _9?2)d67039c [L’ Z m

Man sieht sofort, dass V' (x) auf (m, co) konkav ist. Fiir [0, m] stellen wir fest,
dass V"(0) = C(07 — 63) < 0 gilt.

Weiters ist V" (x) wegen V"' (x) = C(03e%1%+03e~%%) > 0 auf [0, m] monoton,
was zusammen mit V" (m+) = V" (m—) = —03 < 0 zur Konkavitit von V()
auf [0, m] und somit auf [0, co) fiihrt.

V(z) ist also die Losung der HJB-Gleichung, weil alle Annahmen, auf de-
nen unser Losungsvorgang griindete, bei dem erhaltenen Losungskandidaten
nachgewiesen wurden.
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4.2 Uberpriifung der Losung

Die Losung der HIB-Gleichung V(x) ist zweimal stetig differenzierbar und
erfiillt die Bedingung |V (z)] < K(1 + |z]?), weil sie beschrinkt ist. Au-
Berdem sind die folgenden Ungleichungen fiir die Rechtfertigung des HJB-
Algorithmus mit Hilfe eines Verifikationstheorems erfiillt:

lo(z, w)l* = o|* < o®(1+ |of* + [ul)

W, uw)* = Ju* < 1+ |2 +[ul?)
Weiters muss die aus unseren Berechnungen resultierende Kontroll-Strategie
uy = u(X;) = I{xy>myuo auf Zuldssigkeit iiberpriift werden — dabei bezeich-
net X die Losung der stochastischen Differentialgleichung.

dX; = (u—ui)dt + odW; = (u — Iixr>myuo)dt + ocdW,
Xy = =

Die Bedingungen der progressiven Messbarkeit von u; und des Wertebereichs
in U = [0, up] sind offensichtlich erfiillt.
Dass die definierende SDG von X; den Zustandsprozess auch tatsdchlich als
starke Losung charakterisiert, welche auf endlichen Intervallen nicht unbe-

schrinkt wéchst, kann mit Hilfe eines Satzes aus dem Buch , Brownian Moti-
on and Stochastic Calculus® von Karatzas und Shreve® argumentiert werden:

Satz: Erfiillen die Koeffizienten b : R — R und ¢ : R — R der stocha-
stischen Differentialgleichung

so, dass b beschrinkt und o2 auf jeder kompakten Teilmenge von R von 0
abgegrenzt ist, so gilt fiir jeden Anfangswert (, der unabhéngig von der trei-
benden Brownschen Bewegung W = {W;, F;;0 < t < oo} ist, dass die SDG
4.15 eine nicht-explodierende, eindeutige starke Losung besitzt.

Bem: Der Begriff einer nicht-explodierenden Losung wird mit Stoppzeiten
S, charakterisiert, welche durch
Sy, = inf{t > 0; | X;| > n}

definiert sind.
Fiir eine nicht-explodierende Losung X; gilt nun mit der Bezeichnung
S = limy, o Syt

P[S=o0] =1

8siehe [7], Seite 341, 5.17 Proposition
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Anwendung: Da der Koeffizient o der SDG unseres Zustandsprozesses X/
konstant ist, gilt die Forderung des obigen Satzes an o offensichtlich.
Die Beschrénktheit von b(X}) = p — I;xs>myuo gilt wegen

b(XE)| = [ — Lix;=myuol < p+ uo.

Der obige Satz ist somit auf die SDG unseres Kontrollproblems anwendbar
— unsere Dividenden-Strategie u;y = Iy X;>m)Uo erfiillt also die Zulassigkeits-
bedingungen.

Zusammenfassend 16st somit unsere ermittelte Strategie mit zugehoriger Wer-
tefunktion V' (x) tatséchlich das Problem der optimalen Dividenden-Strategie
im Sinne maximaler erwarteter Dividenden-Auszahlung zum Zeitpunkt 0. Die
optimale Strategie besteht also darin, mit maximaler Intensitét ug auszuzah-
len, falls die um die Dividenden-Auszahlungen bereinigte Reserve iiber dem
Niveau m liegt und andernfalls keine Auszahlungen zu tétigen.



Kapitel 5

Optimale unbeschrinkte
Dividenden-Auszahlung im
Diffusionsmodell

5.1 Lokalzeit

5.1.1 Einfiihrung

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung der Formel von Tanaka, in wel-
cher die sogenannte Lokalzeit einer Brownschen Bewegung vorkommt. Fiir
den Abschnitt iiber die Lokalzeit wurde das Buch ,Introduction to Sto-
chastic Integration von Chung und Williams als Vorlage herangezogen.’
Die Tanaka-Formel gibt eine Zerlegung des Prozesses |W;|, wobei (W;) eine
Brownsche Bewegung sei, in eine andere Brownsche Bewegung W und einen
wachsenden Prozess L;: L

|Wt| - Wt + Lt
Dass der Prozess (L;) in dieser Zerlegung wachsend ist, ist intuitiv nachvoll-
ziehbar, weil |W;| aufgrund der Martingaleigenschaft der Brownschen Bewe-
gung und der Konvexitédt der Betragsfunktion unter Verwendung der Jen-
sen’schen Ungleichung als Submartingal verifiziert werden kann, welches im
Mittel wéchst.
Die allgemeine Formel von Tanaka stellt sich wie folgt dar:

(W, — 2| = W, + Ly() (5.1)

Den Prozess (L¢(x)), welcher in Folge auch durch (L(t,z)) bezeichnet wird,
nennt man Lokalzeit der Brownschen Bewegung W bei . Wie wir im folgen-

9siehe [8]

61
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den Abschnitt sehen werden, kann L(¢, ) als ein Limes interpretiert werden:

1 t
L(t,x) = lim —/ Tz ate)(Ws)ds
0

e—0 2¢

Im néchsten Abschnitt wird ausgefiihrt werden, in welchem Sinne dieser Li-
mes existiert. L(¢,z) kann also als Maf dafiir interpretiert werden, wie lange
die Brownsche Bewegung W in der Umgebung von x bis zum Zeitpunkt ¢
verweilt.

5.1.2 Tanaka-Formel

Um die Formel 5.5 von Tanaka herzuleiten, bei welcher ein Absolutbetrag in-
volviert ist, beweisen wir zuerst einen Zusammenhang fiir den Positiv-Anteil:

Satz: Es gilt f.s.:

W= = Wo=a)" = [ DWW+ 5000) (52

wobei gilt

e—0 2e

1 t
L(t,z) = lim — / Ioocaro(Wo)ds  in L*(P)
0

Beweis: Fiir den Beweis wenden wir zunéchst die Ito-Formel formal auf die
Funktion f,(y) := (y — «)* an, obwohl diese nicht stetig differenzierbar ist.
Die Ableitungen werden dafiir im distributionellen Sinn durchgefiihrt, was
zZu

o) = oo ()
1

f:;/<y) = 6x<y) - 11_1;% %](x—s,a:-‘re)(y)

fiihrt.
Die Anwendung der Ito-Formel ergibt

t 1 t
(W, — ) — (Wo — 2)* = / Ty (WA, 4 / 5.(W,)ds.
0 0

Falls die [to-Formel in diesem Fall anwendbar ist und das letzte Integral mit
dem Grenzwert, durch den L(t,x) definiert wurde, iibereinstimmt und wenn
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insbesondere dieser Grenzwert existiert, so ist die Behauptung des Satzes
bewiesen.

Dazu definiert man nun eine geeignete Funktion f,.(y), welche f.(y) appro-
ximiert und fiir die man durch ein Grenzwertargument die Anwendung der
[to-Formel als zuléssig beweisen kann:

1
y—ax fir y>x+e

0 fir y<w—e
fxe(y): {M fir rT—e<y<zxT+e
Mit dieser Konstruktion erhélt man eine einmal stetig differenzierbare Funk-
tion, welche gleichméaBig fiir ¢ — 0 gegen f,.(y) strebt. Weiters gilt fiir die
Ableitungen:

2e

0 fiir y<x—e
f’(y):{y_—ngLe fir v —e<y<a+e
1 fiir y>c+te

und

0 fir y<x—e¢
fr(y) = {l6 fir r—e<y<xz+e

0 fur y>x+te
Fiir den Beweis der Durchfiihrbarkeit der It6-Formel fiir f,.(y) verwendet
man ein Standardverfahren aus der Analysis zur Glattung von Funktionen.
Auf die geglitteten Funktionen kann man dann vorbehaltlos die Formel von
It6 anwenden und wegen der nachfolgenden Konstruktion kann man durch
ein Grenzwertargument das Gewdiinschte zeigen.
Wir wissen aus den Kenntnissen der Analysis, dass eine Folge von Funktionen
¢n € C*(R) existiert, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
-) lim,, o T'rdger(¢,) = {0}, wobei der Triger einer Funktion den Abschluss
der Menge, auf welcher die Funktion Werte ungleich 0 besitzt, bezeichnet.

) 9n(Y) = On * foc(y) = [z On(y — ) fae(u)du — foc(y), wobei dieser Limes
fiir n — oo gleichméfBig auf R gilt.

-) g.(y) — fi.(y) gleichméaBig auf R fiir n — oo
-) gi(y) — f2 (y) punktweise Konvergenz fiir n — oo und y # x + ¢

Ein Beispiel fiir eine derartige Folge von Funktionen wire:

1
e 1-v° [[71,1}(9)

Ouly) =nd(ny)  mit  dy) = ———=-
ffle 142 (t
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Auf die nun durch Faltung mit den Funktionen ¢, gegliatteten g, kann die
Formel von It6 angewendet werden. Es gilt somit:

9a (W) — gu(Wo) = /O G (W)W, + /0 g1 (W.)ds (5.3)

Zunéchst beobachten wir, dass
Tim T.1(5)g (W) = Tio.1(8) o (W)

gleichméBig auf [0,¢] x Q gilt. Der obige Limes gilt also im Sinne von
L?(\ x dP), wobei A\ das Lesbesgue-Maf} bezeichne — d.h.

tim B[ [ (000 = .00)’]

Man kann also aufgrund der Ito-Isometrie (der Isometrie-Eigenschaft der
Abbildung des stochastischen Integrals vom Raum der progressiv-messbaren
Prozesse in den L?*-Raum) folgern:

fim EK/; (g, (W) — f;E(WsWWS)z]

n—oo

Es gilt somit

t t
lim [ g, (Wy)dW, = / fi(W)dW,  in L*(P),
0 0

Weiters ist wegen P[Wy =2 +¢] =0
lim ¢/(Wy) = fI (Ws) f.s.

erfiillt. Der obige Limes gilt also insbesondere fiir A-fast alle s f.s.

Weiters konnen wir in diesem Fall den Satz der beschréinkten Konvergenz
anwenden, da g/ aufgrund der Konstruktion als Faltung mit einer durch i
beschrankten Funktion ebenfalls beschriankt ist. Wir erhalten:

n—oo

t t
lim gn(Wy)ds = / o (Wy)ds
0 0

Unter Beriicksichtigung der gleichméfiigen Konvergenz von g,, gegen f,. kann
man nun in Gleichung 5.3 zum Limes n — oo {ibergehen und erhélt f.s.:

Focl W) = fuc(Wo) = / FL(WdW, + / LW ds o (5.4)

2
il(zfe,ere) (WS)
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Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz von f,. gegen f, fiir ¢ — 0 erhalten
wir den folgenden Limes fiir die linke Seite der Gleichung 5.4:

lli% (fxe(I/Vt) - fCCE(WO)) - fm(Wt) - fz(WO) in LQ(P)
= Wi—a2)" = (Wo—2)"

Als Nachstes untersuchen wir mit Hilfe der Ito-Isometrie den Limes des sto-
chastischen Integrals in 5.4.

B[ [ (000~ Ty ) t5] <& [ caroWo)ds

Die obige Ungleichung ist mit der nachfolgend angegebenen Grafik von f.
und f;, = Ij; «) nachvollziehbar.

A

—_— L __

0 xX-& X X+&

=Y

Abbildung 5.1:
Veranschaulichung einer Beweisidee

Um einzusehen, dass der obige Erwartungswert fiir ¢ — 0 gegen 0 strebt,
nutzt man die Normalverteilungseigenschaft der Brownschen Bewegung aus
(W,=N(0, s)) und schitzt so, wie nachfolgend durchgefiihrt, die Wahrschein-
lichkeit, dass sich Wy in einem Intervall befindet, durch den Maximalwert der
entsprechenden Normalverteilungsdichte mal der Intervall-Lénge ab:

E| /0 (£ — L (Wo))ds] < E] /0 e (W.)ds]
= /tIP’[WS € (zx—ex+¢)ds

ds — 0 flire — 0

IN

t 1
/ 2¢
0 vV 21s
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Wir erhalten mit Hilfe der [to-Isometrie:

t t
lim [ f (Wy)dW, = / Ipoo)(Ws)dW,  in L*(P)
0

e—0 0

Mit Hilfe der Gleichung 5.4 kann also 2% fot Itz zr0)(Ws)ds als Summe von in
L*(P) fiir € — 0 konvergenten Summanden dargestellt werden und ist somit

ebenfalls im selben Sinne konvergent.
Die Definition der Lokalzeit durch

1 t

L(t,x) = lim — / Tyexro(Ws)ds  in L*(P)
e—0 26 0 ’

ist wohldefiniert, was den Beweis des Satzes schlief3t.

Bem: -) Die Lokalzeit L(t, z) kann als Dichte der Verweildauer einer Brown-

schen Bewegung in [0, t] interpretiert werden, da der folgende Zusammenhang
bewiesen werden kann:

¢ b
/ Ty (Wo)ds = / L{t, 2)dz
0 a
-) Der Limes bei der Definition von L(t,z) gilt auch f.s.

Satz(Tanaka-Formel): V¢ >0, x € R gilt f.s.:

t
W, — ] — Wy — 2 :/ sgn(W, — 2)dW, + L(t, ) (5.5)
0
mit
-1 fir y<O
sgn(y) = { 0 fir y=0
1 fir y>0
Beweis: Wir betrachten —W;, was wiederum eine Brownsche Bewegung ist
und daher auch eine Lokalzeit bei —z besitzt, welche mit L~ (¢, z) bezeichnet

werde. Aus der Definition der Lokalzeit ergibt sich L(t,x) = L™ (t,—x) f.s.,
wie nachfolgend ausgefiihrt wird:

t
Lf(t, —x) = lim—/ [(_m_e,_m+e)(—Ws)d8
0
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Wir wenden nun 5.2 auf die Brownsche Bewegung —W; und auf —z an:

(—Wi+2)t = (-Wo+2)" = /t I —z,00) (=Ws)d(=W5) + % L=(t,—x)
0 N——

L(t,x)

Wir erhalten somit wegen (—W;+x)" = (W, —x)~ und aus einer Umformung
des obigen stochastischen Integrals:

Wi =) = Wo=a)” == [ TewnWIW.+5L00)  66)

AuBerdem konnen wir die bekannte Gleichung 5.2 verwenden, welche aus
Griinden der Ubersicht nachfolgend noch einmal angegeben wird:

(W, —2)* — (Wy — )" = / Ty W)W, + SL(t)  (57)

Man erhdlt nun wegen (W; —z)" + (W; —x)~ = |W; — x| durch Addieren der
Gleichungen 5.6 und 5.7 die Tanaka-Formel:

t
MQ—M—H%—xhi/(mmﬂwg—hﬂm@%»M%+L@J)
N ~ )

sgn(Ws—x)

Bem: Die Definition der sgn-Funktion bei 0 ist unerheblich, da

t
L/qﬂm@mn:o
0

f.s. gilt — dies kann man aus der [to-Isometrie zusammen mit der Eigenschaft

E| / t Iy (W,)2ds| = E| / t Iy (Wy)ds| =0

schliefen, wobei der obige Erwartungswert 0 ist, weil die Menge {s|W, = =}
eine abgeschlossene Menge mit Lebesgue-Maf3 0 ist.

Definiert man nun W (t,z) = |[Wy — 2| + fg sgn(Ws — x)dWs, so gilt der
folgende Satz:

Satz: Ve gilt f.s.:

W () —a|=W(,z)+ L(x) (5.8)



KAPITEL 5. OPT. UNBESCHR. DIVIDENDEN-AUSZAHLUNG 68

d.h. die Tanaka-Formel gilt sogar pfadweise und nicht nur fiir festes ¢.
Weiters gilt:

-) W ist eine Brownsche Bewegung.

-) L(t, x) ist ein stetiger wachsender Prozess mit der Eigenschaft, dass L(t, z)
nur dann wachst, falls W, = z ist, d.h.

A 59)

Beweis: Fiir den Beweis von 5.8 verwenden wir unser Wissen, dass die
Tanaka-Formel fiir festes ¢ f.s. gilt, d.h. mit der Bezeichnung X; = |W; — z|
und Y, = |[Wy — x| + fg sgn(Wy — x)dWy + L(t,x) gilt, dass die Menge
N = {w|Xi(w) # Yi(w)} Wahrscheinlichkeitsmafl 0 hat.

Weiters gilt P[A] = P[B] = 0, wenn A die Menge auf der X; und B die Menge
auf der Y; unstetig ist bezeichne — diese f.s. Stetigkeit der beiden Prozesse
folgt aus der f.s. Stetigkeit der Brownschen Bewegung und der Lokalzeit
L(t, z), welche sogar stetig in (¢, x) ist, was hier ohne Beweis erwihnt sei.
Die Menge N, welche durch

N:=AUBU U N,

teQN[0,00)

definiert sei, hat die Eigenschaft P[N] = 0 und es gilt X(-) = Y (-) auf N¢
wie man folgendermafien einsehen kann:

Sei w ¢ N, so kann man nach Konstruktion fiir ein beliebiges ¢ € [0, 00) eine
Folge (t,) € (QN 0, 00))N mit lim,, .. ¢, = ¢t wihlen, welche die Eigenschaft
X, (w) =Y}, (w) besitzt. Aufgrund der konstruierten Stetigkeit von X und Y
auf N¢ kann man nun X;(w) = Y;(w) wegen lim,, o, Xy, (w) = lim, . Y}, (w)
schlieflen.

Es wurde also bewiesen, dass die Formel von Tanaka auch pfadweise gilt.
Fiir den Beweis, dass es sich bei W um eine Brownsche Bewegung handelt,
verwendet man die Charakterisierung einer Brownschen Bewegung nach Le-
vy, welche sich durch einen Bracket-Prozess ¢ und durch die lokale Martingal-
Eigenschaft formuliert:

W ist ein lokales Martingal, da es ein stochastisches Integral mit beschréink-
tem Integranden ist. Es bleibt also nur noch der Bracket-Prozess von W zu
iiberpriifen:

9n_1
—~ —_ —_~ 2
<W>e = im0 (Werns ~ W)
1=

t
= / (sgn(Ws—x))2d<W>s:t f.s.
0 N —— —

=1 f.s. S
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W ist somit eine Brownsche Bewegung.
Aus der Definition der Lokalzeit

1 [t
L{t, ) = lim o /0 Tocnso (W,)ds
sieht man, dass es sich dabei um einen wachsenden Prozess in ¢ handelt, weil
das Integral einen nichtnegativen Integranden besitzt und dadurch monoton
wachsend ist — eine Eigenschaft, die auch bei Multiplikation mit 2% > 0 und
Grenziibergang ¢ — 0 erhalten bleibt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass L(¢, z) nur dann wéchst, wenn Wy (w) = x gilt:
Dazu definieren wir eine Menge € mit P[Q);] = 1, auf welcher der Limes in
der Definition der Lokalzeit fiir alle rationalen Zeitpunkte gilt — diese Menge
kann wegen der Abzdhlbarkeit der rationalen Zahlen und der Tatsache, dass
der Limes fiir feste Zeitpunkte f.s. existiert, gefunden werden.

Nun sei w € ©; und ¢ ein Wachstumspunkt von L(¢,z), d.h. 3 r, 7’ beliebig
nahe bei ¢ mit der Eigenschaft: » < ¢ <7’ und L(r,z)(w) < L(r', z)(w)
Denkt man an die Definition der Lokalzeit durch

so kann man folgern:
M{se[rr|W,e(z—€ex+¢€})>0 Ve>0

Wegen der Stetigkeit von W 3 s € [r, 7’| mit W(w) = 2 — da r und " belie-
big nahe bei ¢t gewéhlt werden konnen, folgt fiir den Wachstumspunkt ¢ von
L(t,z) Wi(w) = z, was zu zeigen war.

Bem: Die pfadweise Formel von Tanaka kann zu W = |W — 2| — L um-
geformt werden, was einen Spezialfall der sogenannten Skorohod-Zerlegung
darstellt:

Skorohod-Problem: Das Skorohod-Problem ist ein analytisches Problem,
bei dem man eine stetige Funktion (in unserem Beispiel W) als eine nicht-
negative Funktion (z.B. |W — x|) abziiglich einer nichtfallenden Funktion (in
unserem Fall die Lokalzeit) darstellen mochte.

In diesem Zusammenhang kann man zeigen:

-) Das Skorohod-Problem hat eine eindeutige Losung.

-) Der nichtfallende Teil kann (anhand unseres Beispiels ausgefiihrt) folgen-
dermaflen dargestellt werden:

Ly = sup W, (5.10)

s€[0,t]
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5.2 Optimale Dividenden-Strategie bei unbe-
schrinkter Auszahlungsintensitit

Die im Folgenden gebrachten Resultate wurden dem Paper ,,Controlled dif-
fusion models for optimal dividend pay-out* von Asmussen und Taksar ent-

nommen. 0

5.2.1 Vorstellung des Modells

Im Modell mit unbeschréinkter Auszahlungsintensitét ist nun mit der Nota-
tion aus Abschnitt 4 u; = oo moglich, was eine rigorosere mathematische
Behandlung erfordert.

Dazu betrachtet man L; = f; ugds — es handelt sich dabei also um die Divi-
dendenauszahlungen bis zum Zeitpunkt ¢. Offensichtlich ist L; nichtfallend.

L(-) als Charakterisierung einer Dividenden-Strategie wird als zuléssig ange-
sehen, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

-)L, ist Fi-messbar.

-)L(-) ist ein nicht-abnehmender, nicht-negativer Prozess.

Man beachte, dass diese Forderungen an L, weder Stetigkeit noch absolute
Stetigkeit implizieren.

Bei der Behandlung dieses Kontroll-Problems werden wir L(-) anstatt u(-)
als Kontroll-Prozess ansehen.

L(-) kann Unstetigkeiten (Spriinge) aufweisen. Eine technische Forderung
an L(-), die wir in Zukunft voraussetzen werden, ist die sogenannte cadlag-
Eigenschaft der Pfade — d.h. die Pfade seien rechtsstetig mit existierendem
linksseitigem Grenzwert.

L; — L, bezeichnet in unserem Modell die ausgezahlten Dividenden im Inter-
vall (s,t] und L; — L;_ ist als Dividenden-Auszahlung (Einmalzahlung) zum
Zeitpunkt ¢ zu interpretieren.

Die Darstellung des kontrollierten Reserve-Prozesses (R;)¢>o erfolgt nun durch
die kummulativen Dividenden-Auszahlungen bis zum Zeitpunkt ¢:

Ri=x+put+ oW, — L,

Man beachte dabei, dass Ry = x — L¢ gilt — d.h. wére nach der Dividenden-
Strategie L(-) eine Auszahlung zum Zeitpunkt 0 féllig, so wird die Reserve
R zum Zeitpunkt 0 von z auf x — Ly vermindert. Fiir die mathematische
Vereinbarkeit mit der Interpretation gelte die Konvention R(0—) = z und

Wgiche [6]
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Lo_ = 0, sodass die Einmalzahlung zum Zeitpunkt 0 im Modell ihren Aus-
druck in Lo — Lo_ findet.
Das Zielfunktional hat die folgende Gestalt

J(x,L(~)) = E[/OT e*ﬁtdL(t)],

wobei das Integral als Lebesgue-Stieltjes-Integral anzusehen ist, bei dem der
linke Endpunkt in die Integration miteinbezogen wird. 7 bezeichnet wieder-
um den Ruinzeitpunkt.

Das Ziel im né#chsten Abschnitt ist das Auffinden der Wertfunktion
V(x) = supy, J(z,L(-)) inklusive der optimalen Dividenden-Strategie L*(-),
welche V(z) = J(z, L*(-)) erfiillt.

5.2.2 Lo6sung des Optimierungsproblems

Zur Auffindung der Wertfunktion V' (x) werden wir nun die sogenannten Va-
riationsungleichungen herleiten, welche V() in unserem Fall erfiillen muss.
Fiir die erste Variationsungleichung konstruieren wir geeignete Dividenden-
Strategien, die darin bestehen, dass man in einem Intervall [0,4) (§ > 0)
nichts auszahlt und anschlieend eine e-optimale Strategie verfolgt, wobei
zum Zeitpunkt 0 eine Einmalzahlung fillig sein konnte, welche sich durch
unendliche Auszahlungsintensitit ergibt.

Fiir die formale Realisierung einer derartigen Strategie betrachten wir fiir
jedes Anfangskapital y die e-optimale Strategie LY(-), welche die Eigenschaft

Iy, L'(-) =2 V(y) — ¢ (5.11)

besitzt. Fixiert man nun § > 0 und definiert den Reserve-Prozess im Dif-
fusionsmodell ohne Beriicksichtigung der Dividenden-Auszahlungen durch
r(t) = x + ut + oWy, so konnen die Strategien zur Herleitung der ersten
Variationsungleichung folgendermaflen angeschrieben werden:

0 fir t<¢
Le(t) = {U(é)(t —0) fiir t>6

Die Dividenden-Strategie L.(t) gewidhrt also keine Dividende bis zum Zeit-
punkt 6 und anschliefend wird die e-optimale Strategie angewendet, wobei
das Anfangskapital nun dem Wert der Reserve zum Zeitpunkt § entspricht.
Aufgrund dieser Konstruktion kénnen wir nun die folgende Ungleichung her-
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leiten:

Vi) =supJ (e, 1)) 2 J(o, L) = B[ | e Lo

:E[/ eiﬁtdLE(t)I{T<5}i| —I—E|:/ eiﬁtdLE@)I{TZ(g}}
0 0

s

~
0

— ¢ PR [/ 6—5(t—5)dLT(5) (t _ 5) 1{726}]
é

[\ J/

fOT_'S e=PsdLT(%) (s)

Aufgrund der Markov-FEigenschaft kann die folgende Vereinfachung durch-
gefithrt werden:

T—0 T—6
]E[/ e_BdeT(‘S)(s)I{TZ(s}} = E,(s) [E[ / e PdL™ (s) 1{726}]}
0 0

~~

J(r@),L7@ () 2V (r(5)) -
Wir erhalten also die folgende Ungleichung:
V(z) 2 e E[(V(r(9)) = €)Iir20)]
Diese kann wegen Ipyss + Iresy = 1 als
V(z) 2 e PE[V(r(8)) = elirzay = V(r(0) Ires)]

angeschrieben werden.
Es gilt also:

V(z) 2 e PE[V(1(5)] — e ePlr = 6] — e B[V (r(6)) Lr<s)]

Da € in der obigen Ungleichung beliebig positiv gewéhlt werden kann, kann
gefolgert werden:

V(z) — e PE[V(r(8))] + e PE[V (r(0))I{r<s3] =0 (5.12)

Bezeichnet h*(t) die auf das Ereignis {r(0) = z} bedingte Dichte der Stopp-
zeit des Ruinzeitpunktes 7, so kann die folgende Abschétzung gemacht wer-
den:

0
E[V(r(9) <] = By |V(r(9)) / PO ()]

0

< By [V(r(9))8 max O(1)

—0 fir § - 0
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Aufgrund dieser Konvergenzgeschwindigkeit fiir 6 — 0 kann 5.12 zur folgen-
den Ungleichung umformuliert werden:

V(z) — e PE[V(r(8))] +0(5) >0 (5.13)

Unter Annahme der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit von V' kann man
mit der Formel von It6 unter Beriicksichtigung von r(0) = z zusammen
mit der Approximation von e™# durch 1 — 36 die untenstehende Gleichung
erhalten:

BV (1(9))] = (1= 88) (V) + 5(%UQV"(Q;) +uV(2)) ) + ol0)

Setzt man diese Beziehung in 5.13 ein, dividiert die Ungleichung durch

0 > 0 und lasst anschlieBend 6 unter Ausnutzung von ,limgs_q @ = 0

gegen 0 streben, so erhélt man die erste Variationsungleichung von V' (z):
1
EUZV”(ZE) + uV'(x) — pV(z) <0 (5.14)

Um die zweite Variationsungleichung zu erhalten, definieren wir nun eine
Dividenden-Strategie durch L (t) = ¢ + L*7(t), wobei x und § > 0 fixiert
sind. Diese Strategie schiittet zu Beginn eine Einmalzahlung der Hohe 4 aus,
welche die Reserve auf x — 0 reduziert, und anschlieBend verwendet man das
Kontroll-Funktional L#~°(-). In diesem Fall kann wiederum eine Ungleichung
hergeleitet werden:

> 0+ V(r—9)—e¢
Wegen der beliebigen Wéhlbarkeit von € > 0 erhalten wir
V(z)—V(x—46) >4,

woraus

lim V(z) = V(x—19)
6—0 (5

—1=V'(z)—1>0
folgt. Die zweite Variationsungleichung lautet also

1—V'(z) <0. (5.15)
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Wir haben also hergeleitet, dass V' (x) die Ungleichungen 5.14 und 5.15 erfiillen
muss. Zusammenfassend gilt also

max (%UZV"(;U) £V (@) = BV (2),1 = V(2)) <0,

Es kann auflerdem gezeigt werden, dass in der obigen Ungleichung auch
Gleichheit fiir die Wertfunktion V(x) gilt. Die Randbedingung V(0) = 0
ist klar, da das Versicherungsunternehmen mit Anfangskapital 2 = 0 ruiniert
ist. Zusammenfassend gilt der folgende Satz:

Satz: Die Wertfunktion unseres Kontroll-Problems erfiillt die folgende HJB-
Gleichung;:

max (%UZV“(:I;) V(@) — BV (2), 1~ V'(2)) = 0 (5.16)

mit der Randbedingung
V(0)=0

Losungsstrategie: Um unser Kontroll-Problem zu l6sen, gehen wir folgen-
dermaflen vor:

-) Wir konstruieren eine Losung f der HJB-Gleichung 5.16.

-) Wir zeigen, dass die Losung f die Wertfunktion majorisiert.

-) Konstruktion einer Dividenden-Strategie L*(-) mit einer erwarteten Divi-
dende bei Anfangskapital x, welche genau f(x) entspricht, womit f =V und
L*(-) als optimale Strategie bewiesen wire.

Fiir die Losung der HJB-Gleichung 5.16 nehmen wir f als konkav an — d.h.
f'(x) ist nicht-zunehmend. Definiert man nun m := sup{z|f’'(x) > 1}, so
gilt:

, >1 fir z<m
f(m){ﬁl fir x>m

Betrachtet man die HJB-Gleichung 5.16, so gilt

Af(x) =0, r<m (5.17)
mit der Notation
1, 0? 0

In diesem Sinn sollte f auf zwei Bereichen unterschiedliche Bedingungen
erfiillen: Auf [0,m) sollte fiir f die Gleichung 5.17 gelten und auf [m, oo)
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sollte f f'(z) = 1 erfiillen, wie man aus unserer Konkavitdtsannahme und
der HJB-Gleichung ersieht.

Zum Auffinden der Schranke m verwenden wir wiederum das ,,principle of
smooth fit“. f sollte 2-mal stetig differenzierbar sein — es muss also

flim) = f'im=) = f'(m+),  f'(m) = f"(m=) = f"(m+)

gelten.
Das Problem besteht also erstmal darin, eine Losung f von 5.17 und eine
Schranke m zu finden, sodass die Gleichungen

£0) = 0 (5.18)
fim) =1 (5.19)
F(m) = 0 (5.20)

gelten, wobei sich die Bedingungen an die Ableitungen von f an der Stelle
m aus den rechtsseitigen Ableitungen zusammen mit f'(z) = 1 auf [m, oo)
ergeben.

Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 5.17 hat
die Form Ce?1*4+Che=%% wobei 6, 0, wie im Abschnitt 4.1 definiert sind und
C1, C5 beliebige Konstante sind. Ein weiterer Freiheitsgrad, der nun durch
das Gleichungssystem 5.18-5.20 festgelegt werden kann, ist die Schranke m.
Aus 5.18 ersieht man bereits, dass C; = —C5 gilt — d.h. die gesuchte Losung
f hat die folgende Gestalt

flw) = O — ™),

wobei aufgrund der Nichtnegativitédt der gesuchten Wertfunktion C' > 0 gel-
ten muss. Aus den Ableitungen

f'(@) = C(61" + a7 %)
f'(@) = C(01e"" — e~

erhélt man nun mit den Bedingungen 5.19 und 5.20 an m und C"

1
C = 5.21
0,ef1m — fye—b2m ( )
2 0,
— 1 = .22
0, +0, 2l (5-22)

Aus

P —p+ P+ 2007
1 == 2
g
p pA+\p?+ 2007
2 pu

o2
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ergibt sich fiir m:

T g (LI 20 (5.2
V1 + 260° —p+ /W + 260°

Damit wére f auf [0, m) definiert.

Weiters muss f'(z) = 1 auf [m,00) gelten, womit f(z) = x + const auf
[m, c0) folgt. Wegen der geforderten zweifachen stetigen Differenzierbarkeit
an f muss insbesondere f(m—) = f(m+) erfiillt sein, womit die noch zu
bestimmende Unbekannte const aus der Gleichung

C(eM™ — %™y = m + const

691m 792777,)

errechnet werden kann, was const = C( —e — m ergibt.

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz: Definiert man

C(eh® — g=b2m) fir = <m

f(z) = { C’(eelm — 6_927”) +x—m fir x>m, (5.24)

wobei m und C' durch 5.22 und 5.21 gegeben sind, so ist f(z) eine Losung
der HJB-Gleichung 5.16.

Beweis: Alles, was nach unserer Vorgangsweise bei der Losungsauffindung
noch bewiesen werden muss, ist:

fl(z)y>1  fiirex<m
Af(x) <0 fir x > m

Sind diese beiden Ungleichungen gezeigt, erfiillt f nach Konstruktion die
HJB-Gleichung 5.16.

Berechnet man f”'(z), so siecht man, dass f”’(x) > 0 aufgrund der Positivitét
von 6, und 605 gilt — f”(x) ist somit eine nicht-fallende Funktion. Weiters gilt
17(0) < 0 wegen 0y > #;. AuBlerdem ist nach Konstruktion f”(m) = 0 erfiillt
und man kann zusammen mit der Monotonie von f”(z) auf die Konkavitét
von f auf [0,m) schliefen — es gilt also insbesondere f'(z) > f'(m) = 1 auf
[0,m).

Um Af(z) <0 auf [m,c0) zu beweisen, wendet man den Operator A auf f
fir z > m an:

Af(z) = 50° {"(x) +pf'(x) =Bf(x)  auf [m, o0)

S—~— S~—~—
=0 =1

N —
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Weil f wegen f'(x) = 1 monoton wachsend auf [m, co) ist, kann man den
Beweis mit der folgenden Abschéitzung schliefen:

Af(z) = p—Bf(z) <p—Bf(m) = lim Af(z) = Af(m) =0 auf [m, co)
Tome N~

=0

Als Néchstes werden wir zeigen, dass die gefundene Losung der HJB-Glei-
chung 5.16 f mit der Wertfunktion unseres Optimierungsproblems V'(z) iiber-
einstimmt. Zunéchst werden wir beweisen, dass f(z) die erwartete Dividende
einer beliebigen zuldssigen Strategie L(-) mit Anfangskapital z majorisiert —
als direkte Folgerung gilt dann f(z) > V(x) = sup, J(z, L(-)).

Satz: Fiir eine beliebige zuldssige Dividenden-Strategie gilt:

f(@) > J(x, L() = E[/ e—ﬁtdw)}

0

Beweis: Bei unserem Kontroll-Problem ist der Reserve-Prozess fiir eine be-
liebige Dividenden-Strategie L(-) durch R, = x + ut + oW, — L, gegeben
und 7 bezeichne wiederum den Ruinzeitpunkt. Fiir die Anwendung der ver-
allgemeinerten Ito-Formel zerlegen wir die wachsende Funktion L(-) in den
Anteil, der die Spriinge (Unstetigkeiten) beinhaltet, welcher durch

L't)= Y (L(s)—L(s—))  wobei A = {s|L(s—) # L(s)}

s€N,s<t

gegeben ist und in den stetigen Anteil L¢(t) = L(t) — L%(¢).
Anwendung der verallgemeinerten Ito-Formel liefert:

e P F(Riny) = f(:c)—ir/tM e P Af(R,)ds
0

+ / o e P (R AW, — / " e P (Ry)dLy
+ Z e—ﬁs (f(Rs) - f(Rs—) - f/(Rs—)(Rs - Rs—))

sEN,sEAT

= S+ [ e armds [ e maw,

- /0 e (R LS + > PR - f(R.)

sEN,s<tAT
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Hierbei wurde bei der letzten Umformung

tAT 7ﬂ5 _gs
/O f(RYAL,+ Y e P f(R.) (R, — R..)

<
SEN,s<tAT ——(Le—Ls_)

- / e f(R)AL,— > e P f(R,_)(L, — Ly_)
0

SEN,s<tAT

tAT
= / e f'(R,) (dLy — dL*%)
0 %,—/
dLg

ausgenutzt.
Aufgrund der Konkavitat von f gilt 0 < f'(x) < f'(0) < oco. Es handelt
sich somit bei MT e P f'(Ry)dW, um ein stochastisches Integral mit der
Martingal—Eigenschaft aufgrund des quadratisch integrierbaren Integranden —
insbesondere verschwindet der Erwartungswert des stochastischen Integrals.
Weiters wissen wir, weil f eine Losung der HJB-Gleichung 5.16 ist, dass
A(f(z)) <0 und somit ftAT e P Af(R,)ds < 0 erfiillt ist.
Nutzt man die beiden eben genannten Giiltigkeiten zusammen mit der Glei-
chung, die sich aus der verallgemeinerten Ito-Formel ergeben hat, aus, so
erhélt man:

E[e " f(Ryr)] < f(2) - E| /Owe_ﬂ “F(R)ALY]+

+ B > e (f(R) - f(R,)] (5.25)

sEN,s<tAT

Wegen f(R,) = f(0) = 0 kann man folgern, dass die Gleichung

E[efﬁ(t/\T)f(Rt/\f)} = E[e Ali) f<Rt/\T)I{t<T}] = E[f(Rt)[{KT}}

giiltig ist.
Aufgrund Ry = x4 ut + oW, — Ly < |z + pt + cW,| und der Konkavitét von
f, welche die Existenz von a,b > 0 mit f(x) < a + bz impliziert, kann

e PE[f(Ri)I<ry] < e (a+ bE[|z + pt + oW|])

gefolgert werden.
Nun gilt aber lim;_, o e % (a+bE[|x+,ut+aWt|]) = 0 und damit insbesondere:

lim ™ Ef(R)ucn] =0
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Fiir die Betrachtung der rechten Seite der Ungleichung 5.25 erinnern wir uns
an die Giiltigkeit von f’(x) > 1 und beobachten Ry, — R, = L, — L,. Mit
diesem Wissen lésst sich die Abschétzung

-E| /0 T s F(R)ALE] < ~E| /0 o o]

einsehen und auflerdem mit Hilfe der folgenden Abschéitzung

f(Rs) = f(Ro—) = ['(€) (Bs — Rs_)
=—(Ls—Ls-)
= _f,(g (Ls - Ls—) S _(Ls - Ls—) f € [R57Rs—]

die nachfolgende Ungleichung

E[ 3 e (f(R)-f(RO)] <-E] 3 (L, - L),

SEN,stAT SEN,s<tAT

Zusammenfassend kénnen wir aus 5.25 und Grenziibergang t — oo folgern:

0§f(x)—(E[/oTe_ﬁde3]+E[ > e L= L))

seN,s<t
NS 7
Vv

—E[ 7 e#5dL.] =7 (2.L())

Es gilt also wegen f(z) > J (:L‘, L()) fiir beliebige Strategien insbesondere:

flz) > V(z) = SlegJ(% L(-))

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, dass f(x) < V(z) gilt, um f als die
Wertfunktion unseres Kontroll-Problems identifizieren zu kénnen. Dazu wer-
den wir nachfolgend eine Strategie L*(-) mit J(z, L*(-)) = f(z) konstruieren.
Man wéhle m wie in 5.23 und definiere:

Li = mgg((l'+ﬂ8+0W5—m)+
R}, = z+put+oW,—1L;

Man beobachte, dass es sich bei (L]);>o um einen stetigen, wachsenden Pro-
zess handelt, wobei L > 0 fiir x > m gilt. In diesem Fall springt die kummu-
lative Dividendenauszahlung L} um die Sprunghdhe z — m zum Zeitpunkt
t=0.
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Der Prozess (R})¢>o ist eine Brownsche Bewegung auf [0,m] mit m als obe-
re reflektierende Schranke. Weiters nimmt das Funktional L*(-) nur zu den
Zeitpunkten ¢ zu, fiir die R} = m gilt. Formal formuliert bedeutet das:

R <m fir allet >0

/ Iy <mydL; =0
0

Bem.: Um eine Interpretation von (R;) als reflektierte Brownsche Bewegung
mit oberer Reflexionsschranke m und einen Zusammenhang der Dividenden-
Strategie L*(-) mit der Lokalzeit einer Brownschen Bewegung einsehen zu
konnen, erinnern wir uns an die Formel von Tanaka 5.8, welche fiir x = 0
eine Zerlegung einer an der unteren Schranke 0 reflektierten Brownschen
Bewegung angibt. Stellt man sich nun eine Brownsche Bewegung x + B; mit
By = pt + oW, vor, welche an der oberen Schranke m reflektiert wird, so
kann das durch

(m — |Bt +x — m|)t20

als Prozess dargestellt werden. Wendet man nun die Formel von Tanaka an,
erhélt man

m—|Bi+x—m|=m— B(t,m—z)— L(t,m — z).

Da es sich bei m — E(t, m — x) um eine Brownsche Bewegung, welche bei
x startet, Drift ;4 und Volatilitdt o hat, konnte dieser Prozess nun als un-
ser Reserveprozess (r(t)) im Diffusionsmodell interpretiert werden und wir

schen auferdem, wenn r(t) = m — B(t,m — ) gilt, unter Zuhilfenahme
der Darstellung 5.10 der Lokalzeit, welche sich aus der Eindeutigkeit des
Skorohod-Problems ergibt, dass es sich bei der Lokalzeit

L(t,m —x) = sup (E(t,m —z)—m+m)
s<t
= sup(m— B(t,m — x) —m)Jr = sup (r(t) — m)Jr
s<t N ~~ 4 s<t
r(t)

gerade um unsere optimale Strategie L*(-) handelt, deren Optimalitit wir
anschliefend mit dem folgenden Satz beweisen werden. Auflerdem kann der
Verlauf von L*(-) bis auf die Einmalzahlung zum Zeitpunkt ¢ = 0, falls z > m
gilt, als der einer Lokalzeit einer Brownschen Bewegung interpretiert werden.

Satz: Definiert man f wie in 5.24 so gilt:

B [ e ar] = (.0 0) = @)
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mit der Strategie L*(-), welche durch
L = milg((x + us + oW, —m)*

gegeben ist.
Beweis: Wir wenden die verallgemeinerte It6 Formel analog zum Beweis
von f(x) > V(z) mit 7% = inf{t|R = 0} und R; wie oben definiert an:

tAT™
B = fa)+ [ e ArE)ds
0

EAT* s - v tAT* _Bs "(R¥VdL*
+/0 e f'(RY) /O AR
D (IR - SR = SRR - RL)

sEN,s<tAT*
tAT*

_f(x)—l—/o ' 6_68Af(R:)d8—|—/0 e P8 f1 (R dW,

- / Cempmyane S (R - F(RL))

sEN,stAT*

Wegen Af(z) =0 fir z < m und Ry < m gilt:

tAT™
/ e Af(RY)ds = 0
0

Wendet man nun den Erwartungswert auf die Gleichung, die wir durch die
verallgemeinerte Formel von Ito erhalten haben, an, verschwindet das sto-
chastische Integral und wir erhalten wegen f(0) = 0 analog zum Beweis von

f(x) = V(x):

Efe ™ f(R}) Iary] = f(x) B / Cetpra) o (5.26)

Aufgrund f'(m) = 1 und der Definition von L*(-) ldsst sich die rechte Seite
der Gleichung 5.26 folgendermaflen umformen.

tAT* _ tAT™
B[ [ e pman] B[ [ e p () Inmd:]
0 -JO0

- tAT™
=K / e P8 f’(m) I{R::m}dL:]
L Jo —

=1

7 tAT™
—E / ¢ IipzmmydLy| = E| / eaLy]
-J0 0
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Aufgrund der Beschrianktheit von f auf [0, m] konvergiert die linke Seite der
Gleichung 5.26 fiir ¢t — oo gegen 0 und wir erhalten somit durch Grenziiber-
gang t — oo in 5.26

*

() :E[/OT e*ﬂSdLj;] = J(z, L*(+)),

was zu zeigen war.
Zusammenfassend gilt somit nicht nur f(z) > V(x) sondern auch
V(xz) > f(x) — d.h. die Losung der HJB-Gleichung f(x) ist die tatséchliche
Wertfunktion unseres Optimierungsproblems und die optimale Dividenden-
Strategie ist durch

s

L = mgtx(x + us + oW, —m)*

gegeben.

Das Problem der Auffindung der richtigen Auszahlungsintensitiat zu jedem
Zeitpunkt kann also im Diffusionsmodell bei unendlichem Zeithorizont fol-
gendermaflen umformuliert werden: Das Versicherungsunternehmen muss die
optimale Reservenhohe m ermitteln, welche deren Dividenden-Strategie in
dem Sinn festlegt, dass alles, was an Reserve m iibersteigen wiirde, sofort
ausgezahlt wird und keine Auszahlungen geleistet werden, falls die Reserve
unterhalb m liegt.



Kapitel 6

Barriere-Strategien bei
endlichem Zeithorizont

6.1 Problemstellung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem Vergleich dreier verschiedener Bar-
riere-Strategien im Rahmen des Diffusionsmodells bei endlichem Zeithori-
zont. Der Vergleich der Strategien erfolgt durch Gegeniiberstellung der mit
Hilfe von Monte-Carlo-Simulation geschéitzten erwarteten Dividenden.

Bei der Simulation wurde der Zeitparameter ¢ durch eine dquidistante Zer-
legung des Zeithorizontes T' in n Intervalle diskretisiert. Aufgrund der Ei-
genschaft der Inkremente der Brownschen Bewegung wurde die Reserve mit
Hilfe von standardnormalverteilten Zufallszahlen simuliert.

Im Zuge einer Simulation eines Pfades unseres Diffusionsmodells erhélt man
nun die Werte der Reserve R, fiir die Zeitpunkte ¢ =L (i = 0,...,n) durch:

Ro = X
T I'T
RZ'I = R(iq)l +,Uz_+ —O'Z, 1= 1,...,71
wobei Z fiir ¢ = 1,...,n eine simulierte standardnormalverteilte Zufalls-

zahl darstellt, wobei sich der Simulationsvorgang auf die Unabhéngigkeit der
Inkremente der Brownschen Bewegung und auf die folgende Gleichheit in
Verteilung stiitzt:

T
Wir =W, y224/=2,  Z~N(0,1)

! n

n

83
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Die in diesem Kapitel verglichenen drei Dividenden-Strategien werden durch
die folgenden Barrieren b(t) (¢ € [0,T]) charakterisiert:

b(t) = «
o) = AT 1)
b(t) = VT —t

Hierbei sind «, v und § frei wiahlbare positive Parameter, die bei unserer Be-
wertung einer Strategie mittels Monte-Carlo-Simulation jeweils so gewéhlt
werden, dass die grofite erwartete Dividende unter allen getesteten Parame-
terwerten erzielt wird.

Die Entscheidung der Dividendenauszahlungshohe zum Zeitpunkt i%, welche
durch ¢;r bezeichnet wird, geméfl der Strategie mit Barriere b(t) errechnet

sich durch
T

cir = (R — (i)

n n

wobei R den um die Dividendenauszahlungen korrigierten Reserve-Prozess
darstellt. Die Werte der Reserve R, fiir die Zeitpunkte ¢ =% (i =0,...,n)
sind durch

Ry = min (z,b(0))
Ei = min <§(171)% —l—u%—l—\/gaZ,b(i%)), 1=1,...,n

gegeben.
Nach dem Simulationsvorgang eines Pfades wird die insgesamte Dividen-
denhohe mit Hilfe der Zinsintensitiat § folgendermaflen bewertet:

318

n

;T
g c;re inB
n

=0

Dieser Simulationsvorgang wurde nun N-mal durchgefithrt und das arith-
metische Mittel der erhaltenen insgesamten Dividendenhohen als Schétz-
wert der erwarteten Dividendenhohe bei Verwendung einer der drei Barriere-
Strategien mit dem jeweils getesten Parameter «, v oder ¢ verwendet.
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6.2 Probe der Simulation

Das geschriebene Programm wurde anhand der in Abschnitt 5.2.2 ausgefiihr-
ten Theorie fiir optimale Dividendenauszahlung mit unbeschréankter Zah-
lungsintensitdat bei unendlichem Zeithorizont getestet. Es wurde dazu ein
Zeithorizont von 7" = 10000 gewé&hlt, der einem unendlichen Zeithorizont
nahe kommen soll. Weiters wurde die Zinsintensitéat 3 so gewéhlt, dass sie ei-
nem jahrlichen Zins von 9% entspricht — der Zins wurde groff gewéhlt, damit
Dividendenauszahlungen zu Zeitpunkten nach dem Zeithorizont 7" = 10000
keinen nennenswerten Einfluss auf die erwarteten Dividenden ausiiben. So-
mit wirken sich Auszahlungen zu Zeitpunkten ¢ > 10000 auch nicht relevant
auf die optimale Schranke bei unendlichem Zeithorizont, welche sich durch
5.23 errechnen lasst, aus. Zusammenfassend wurden die folgenden Parameter
fiir die Simulation gewéahlt, welche die Bestéitigung der Optimalitat der durch
5.23 errechneten Schranke als Ergebnis haben sollte, falls die Simulation kor-
rekt arbeitet:

T = 10000, n. = 200000, N = 1000, 8 = log(1.09),z = 1, u = 0.05,0 = 0.08

Die Anzahl der Unterteilungen des Intervalls [0,7] wurden bewusst grof
gewdhlt, um bei so groflem Zeithorizont noch eine verniinftige Simulation ei-
nes Pfades einer Brownschen Bewegung zu erhalten. Da diese Realisierungen
rechenintensiv sind wurde die Anzahl der Simulationen mit N = 1000 gering
gehalten — aber auch diese geringe Simulationsanzahl ergab ein befriedigen-
des Ergebnis:

Wenn man die simulierten erwarteten Dividenden gegen die getesten Para-
meter auftragt, sieht man deutlich, dass die theoretisch optimale Schranke
m mit

o log [ AV +2007 ) 9108861
V 1? + 2f30° —p+ /W +2P0?

die hochsten geschéitzten erwarteten Dividenden unter allen getesten Para-
metern ergibt:
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Probe

1.20 1.256 1.30

simulierte enwartete Dividende

1.15

1.10

| * alpha=0.249886 Barriere bei ), simulierte erw:
* alpha=0.2498861 mit tatsachlicher erwarteter Dividende bei unendlichem Zeithori;

artete Dividende=1.337097
izont V(1)=1.315674

01 02 03 04 05

alpha
N=1000, n=200000, T=10000, beta=log(1.09), mu=0.05, sigma=0.08, x=1

Abbildung 6.1:
Veranschaulichung des Maximums unter allen getesteten Barrieren-
Parameter a an der Stelle der opt. Schranke fiir unendlichen Zeithorizont

Vergleicht man die simulierte erwartete Dividende V(1) = 1.337097 bei
a = 0.2498861 mit der tatsdchlichen erwarteten Dividende bei unendlichem
Zeithorizont V(1) = 1.315674, welche sich durch Auswerten der Wertfunktion
5.24 ergibt, so kommt man auf die folgende relative Abweichung;:

V(1) - V(1)

= 0.01628325 ~ 1.6%
V(1) ’

Erhoht man die Anzahl der Simulationen auf N = 10000 und die Anzahl
der Zerlegungen von [0, 7’| fiir die Simulation der Brownschen Bewegung auf
n = 800000, so erhilt man eine geschatzte Dividende ‘7(1) = 1.329269, was
bereits eine hohere Genauigkeit bei einer relativen Abweichung von ungefahr
1% ergibt, wie man nachfolgend sieht:

V(1) - V(1)

=0.01033345 =~ 1
V(1) %

Zusammenfassend bestétigen die Simulationsergebnisse wie erhofft die Ergeb-
nisse der Theorie. Nach dieser Probe der Vertrauenswiirdigkeit des Program-
mes zur Simulation, werden nun im nachfolgenden Abschnitt die Barriere-
Strategien verglichen.
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6.3 Simulationsergebnisse

Bei allen nachfolgenden Simulationsergebnissen, wurden die Parameter fol-
gendermaflen gewéhlt:

T = 20,n = 10000, N = 10000, 8 = log(1.03),x = 1, u = 0.05,0 = 0.08

Es wurden also bei einer Monte-Carlo-Simulation 10000 Szenarien simuliert,
wobei der Zeithorizont, welcher 20 Jahre betrdagt, zur Simulation des Re-
serveprozesses (mit Anfangskapital 1 und einem Drift der Hohe 0.05 und
Volatilitdt 0.08) in 10000 Intervalle unterteilt wurde — die erzielte Dividende
bei einem Simulationsdurchgang wurde mit einer Zinsintensitéit 3 berechnet,
welche einem jahrlichen Zins von 3% entspricht.

Bei der Barriere b(t) = « wurden die erwarteten Dividenden fiir Werte
a = 1-0.01 fir ¢ = 0,...,79 simuliert, wobei sich das folgende Bild er-
gab:

Barriere Strategie mit b(t)=alpha

15
.
.

.

*

*

ot 2 + alpha=0.26, erwartete Dividende=1.513602

13 14
*

*

*

erwartete Dividende
1.2
.
*
*
*

14
*
.

1.0

T T T T T
0.0 0.2 04 06 08

alpha
N=10000, n=10000, T=20, beta=log(1.03), mu=0.05, sigma=0.08, x=1

Abbildung 6.2:
Geschitzte erwartete Dividende fiir alle getesteten Parameter o
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38

Die entsprechenden Werte sind der angegebenen Tabelle zu entnehmen:

o | erwartete Dividende o | erwartete Dividende
0.01 1.003587 0.19 1.448041
0.02 1.006908 0.20 1.477246
0.03 1.013243 0.21 1.487016
0.04 1.021348 0.22 1.495333
0.05 1.032057 0.23 1.504031
0.06 1.047469 0.24 1.508086
0.07 1.063862 0.25 1.512053
0.08 1.084616 0.26 1.513602
0.09 1.111937 0.27 1.512700
0.10 1.144354 0.28 1.506110
0.11 1.177216 0.29 1.499321
0.12 1.213960 0.30 1.493349
0.13 1.254160 0.31 1.491064
0.14 1.300115 0.32 1.485755
0.15 1.334503 0.33 1.477298
0.16 1.370556 0.34 1.462448
0.17 1.404028 0.35 1.455302
0.18 1.433319
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Im Vergleich zum Parameterwert o = 0.26, welcher unter allen getesten
Werten die maximale simulierte Dividende ergab, wére die optimale Schranke
bei unendlichem Zeithorizont a@ = 0.399174, welche durch die Gleichung 5.23
errechnet wurde, bei der die Schranke als m bezeichnet wird, bei einem Zeit-
horizont von 20 Jahren die erwartete Dividende mit 1.415563 jedoch deutlich
niedriger als unser Maximalwert von 1.513602, wie man in der nachfolgenden
Veranschaulichung gut erkennt.

Barriere Strategie mit b(t)=alpha

.« ® o

14 15

enwvartete Dividende
13

12

* alpha=0.26, erwartete Dividende=1.513602
# alpha=0.399174(optimale Schranke bei unendlichem Zeithorizont),erwartete Dividende=1.415563

T T T T T T T
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

alpha
N=10000, n=10000, T=20, beta=log(1.03), mu=0.05, sigma=0.08, x=1

Abbildung 6.3:
Vergleich der unter allen getesteten Parametern maximalen geschétzten
erwarteten Dividende mit der geschéatzten erwarteten Dividende bei der
optimalen Schranke fiir unendlichen Zeithorizont

Diese niedrigere Dividende bei der optimalen Schranke bei unendlichem Zeit-
horizont im Fall eines Horizontes von 20 Jahren ist insofern nachvollzieh-
bar, weil die Ruingefahr in 20 Jahren nicht so relevant bei der Wahl der
Dividenden-Strategie ist wie im unendlichen Fall, womit die unendlich opti-
male Schranke bei einem Zeithorizont von 20 Jahren zu ,,konservativ® gewahlt
ist.

Fiir die Barriere b(t) = v(T — t) wurden die erwarteten Dividenden fiir Wer-
te v = ¢-0.01 fir ¢ = 0,...,35 simuliert mit dem nachfolgend grafisch
veranschaulichten Ergebnis, darunter die zugehorigen Simulationsergebnisse
in tabellierter Form:
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erwartete Dividende

Barriere Strategie mit b(t)=gamma*(T-t)

15

14

1.3

12

1.1
I

— *

10

* gamma=0.03, erwartete Dividende=1.550856

|
0.00

T T T
0.05 0.10 0.15

|
0.20

gamma
N=10000, n=10000, T=20, beta=log(1.03), mu=0.05, sigma=0.08, x=1

Abbildung 6.4:
Geschétzte erwartete Dividende fiir alle getesteten Parameter

T
0.25

0.30

T |
0.35

90

v | b(0)=20v | erw. Dividende || 7 | b(0)=20v | erw. Dividende
0.01 0.2 1.329068 0.19 3.8 1.255130
0.02 0.4 1.524195 0.20 4.0 1.249868
0.03 0.6 1.550856 0.21 4.2 1.247840
0.04 0.8 1.525449 0.22 4.4 1.242280
0.05 1.0 1.490055 0.23 4.6 1.230931
0.06 1.2 1.451602 0.24 4.8 1.234911
0.07 1.4 1.423592 0.25 5.0 1.227449
0.08 1.6 1.396619 0.26 5.2 1.221456
0.09 1.8 1.373322 0.27 5.4 1.219470
0.10 2.0 1.356160 0.28 2.6 1.214411
0.11 2.2 1.340526 0.29 5.8 1.213091
0.12 2.4 1.331546 0.30 6.0 1.208314
0.13 2.6 1.313007 0.31 6.2 1.205983
0.14 2.8 1.299074 0.32 6.4 1.201592
0.15 3.0 1.292172 0.33 6.6 1.200521
0.16 3.2 1.281052 0.34 6.8 1.200495
0.17 3.4 1.275780 0.35 7.0 1.196452
0.18 3.6 1.268038
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Bei der Untersuchung der Barriere b(t) = §+/T — ¢ wurden die erwarteten
Dividenden fiir Werte 6 = ¢ - 0.01 fiir ¢ = 0, ..., 35 simuliert, wobei sich das
unten angegebene Bild ergab:

Barriere Strategie mit b(t)=delta*sqrt(T-t)

186
3
.

.

. * delta=0.1, erwartete Dividende=1.607473

erwartete Dividende
1.3 14 15
*

12

1.0

T T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

delta
N=10000, n=10000, T=20, beta=log(1.03), mu=0.05, sigma=0.08, x=1

Abbildung 6.5:
Geschétzte erwartete Dividende fiir alle getesteten Parameter o

Die geschétzten erwarteten Dividenden sind nachfolgend aufgelistet:



KAPITEL 6. BARRIERE-STRATEGIEN

92

§ | b(0)=v20-6§ | erw.Dividende | & | b(0)=y20-6 | erw.Dividende
0.01 0.044721 1.025164 0.19 0.849705 1.502623
0.02 0.089442 1.099949 0.20 0.894427 1.491709
0.03 0.134164 1.220338 0.21 0.939148 1.477353
0.04 0.178885 1.354299 0.22 0.983869 1.455139
0.05 0.223606 1.456905 0.23 1.028591 1.443791
0.06 0.268328 1.532818 0.24 1.073312 1.433587
0.07 0.313049 1.576452 0.25 1.118033 1.420795
0.08 0.357770 1.597479 0.26 1.162755 1.401565
0.09 0.402492 1.606390 0.27 1.207476 1.401225
0.10 0.447213 1.607473 0.28 1.252198 1.386376
0.11 0.491934 1.601694 0.29 1.296919 1.370552
0.12 0.536656 1.591965 0.30 1.341640 1.365701
0.13 0.581377 1.584230 0.31 1.386362 1.354299
0.14 0.626099 1.571632 0.32 1.431083 1.349156
0.15 0.670820 1.564782 0.33 1.475804 1.334559
0.16 0.715541 1.545128 0.34 1.520526 1.330468
0.17 0.760263 1.528127 0.35 1.565247 1.319856
0.18 0.804984 1.517592

Zusammenfassend erhalten wir also die folgenden unter allen getesteten Pa-
rametern maximalen geschétzten erwarteten Dividenden bei den drei vergli-
chenen Barrieren.

b(t) =«

b(t) =~- (T —1)

b(t)=0-vVT —t

erwartete Dividende | 1.513602

1.550856

1.607473

Grafisch veranschaulicht ergibt sich das auf der nchsten Seite angegebene

Bild.

Unter den getesteten Barrieren stellte sich also im Rahmen unserer Monte-
Carlo-Simulationen b(t) = /T — t als die beste Barriere-Strategie im Sinn
moglichst grofler erwarteter Dividenden-Auszahlungen zum Zeitpunkt 0 bei
endlichem Zeithorizont heraus.
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Abbildung 6.6:
Veranschaulichung der verglichenen Barrieren mit den jeweils besten unter

allen getesteten Parametern dargestellt
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