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Kurzfassung

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit sind kinematische Performance Indizes fiir 6R Roboter
und Stewart Gough Plattformen. Solche Indizes spielen eine wichtige Rolle beim Entwurf
von Robotern (Robot Design) sowie in der Anwendung zur Kontrolle (Robot Control).

Grundsétzlich kann man zwei Arten von Performance Indizes unterscheiden, je nachdem,
ob sie vom Endeffektor EE abhéingen (EE dependent Performance Indizes) oder nicht
(EE independent Performance Indizes). Jede dieser beiden Gruppen spaltet sich wieder-
um auf in Performance Indizes, welche von der momentanen Konfiguration des Roboters
abhéngen (pose dependent Performance Indizes) und in jene, die davon unabhéngig sind
(pose independent Performance Indizes).

Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit liegt auf der Einfithrung von neuen kine-
matischen Performance Indizes fiir Robot Control. Solche Indizes miissen von der momen-
tanen Konfiguration des Manipulators abhingen und somit den pose dependent Perfor-
mance Indizes angehoren. Wir werden vier neue kinematische Performance Indizes fiir
Robot Control von 6R Robotern einfiithren, wobei zwei EE dependent sind (siehe Kapi-
tel 3) und die anderen beiden EE independent (siche Kapitel 4). Fiir Stewart Gough
Plattformen wird in Kapitel 5 bzw. Kapitel 6 jeweils ein neuer EFE dependent bzw. FE
independent Performance Index definiert.

Analog zu bekannten Methoden lassen sich manche der neu eingefiithrten Performance
Indizes fiir Robot Control auch fiir Robot Design verwenden. Dies ist fiir einen Index aus
Kapitel 3 fiir 6R Roboter sowie fiir die beiden neu eingefiihrten Indizes fiir Stewart Gough
Plattformen der Fall. Fiir letztere wird in Kapitel 5 bzw. Kapitel 7 auch eine Berechnung
von optimalen Konfigurationen von Stewart Gough Plattformen im Sinn dieser Indizes
durchgefiihrt.

Jeder der in dieser Arbeit neu eingefiihrten kinematischen Performance Indizes PI(KC)
fiir 6R Roboter bzw. Stewart Gough Plattformen ordnet jedem Element K des Konfigur-
ationsraumes des Manipulators einen Skalar zu, wobei die folgenden sechs Figenschaften
erfiillt sind:
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I1(K) hat eine geometrisch-kinematische Deutung.
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PI(K) ist in Echtzeit berechenbar.

Die fiinfte Eigenschaft, der zufolge der Index eine geometrisch-kinematische Deutung be-
sitzen soll, war die eigentliche Motivation fiir die Suche nach neuen Performance Indizes, da
diese Forderung von den bisher existierenden Indizes wenn {iberhaupt nur sehr beschrankt
erfiillt worden ist.

Bei den EE dependent Performance Indizes muss sich auf Grund der Abhéngigkeit
vom Endeffektor die geometrisch-kinematische Deutung auf den Endeffektor beziehen.
Dies gelingt bei den in dieser Arbeit neu definierten EFE dependent Perormance Indizes
durch die Einfiihrung des sogenannten Operation Ellipsoids und der Verwendung einer
objektbezogenen Metrik im Raum der Euklidischen Bewegungen.

Da EFE independent Performance Indizes vom Endeffektor unabhéngig sind, kann sich
die geometrisch-kinematische Deutung nur auf den Manipulator als ganzen beziehen. Bei
den neu definierten EFE independent Performance Indizes fiir 6R Roboter wir dies dadurch
gewiihrleistet, dass sich diese Indizes auf eine lineare Approximation der Vorwértskinema-
tik stiitzen, womit die Indizes auch die Reihenfolge der Drehachsen beriicksichtigen. Im
Gegensatz dazu basiert der neue FE independent Performance Index fiir Stewart Gough
Plattformen auf den Winkelgeschwindigkeiten in den passiven Gelenken des Manipula-
tors. Dieser Index héngt deshalb nicht nur von den Triagergeraden der prismatischen Beine
ab, sondern auch von der Wahl der Plattform- und Basisankerpunkte auf diesen. Somit
besitzen die neuen FE independent Performance Indizes eine weitere gemeinsame Eigen-
schaft, namlich:

7. PI(K) héngt von der Geometrie des Manipulators ab.

Als Nebenprodukt der Uberlegungen dieser Arbeit wird aulerdem fiir jeden der vier neuen
Performance Indizes fiir 6R Roboter noch eine gewichtete Version vorgeschlagen, wobei die
Gewichtung beziiglich der benstigten Rotationsenergie vorgenommen wird. Diese Indizes
sind aber keine kinematischen Performance Indizes mehr, da sie von der Masseverteilung
des Roboters abhéngen.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Liniengeometrie

Die zum Versténdnis dieser Arbeit notwendigen liniengeometrischen Grundlagen werden
in diesem Abschnitt wiederholt bzw. erarbeitet. Dem mit diesem Gebiet der Geometrie
nicht vertraute Leser wird zusétzlich das Buch [44] von Pottmann und Wallner empfohlen.

1.1.1 Pliickerkoordinaten und das Kleinsche Modell

Wir betrachten den projektiven dreidimensionalen Raum P3. Eine Gerade | € £ ist ein-
deutig durch zwei Punkte x = (zog : x1 : 22 : x3) und y = (yo : y1 : y2 : y3) mit x,y € |
und x # y festgelegt, wobei £ die Geradenmenge des P2 bezeichnet. Wenn wir jetzt das
Grassmannprodukt x Ay bilden, so erhalten wir die sechs homogenen Geradenkoordinaten
(l()l 2loo i lpg tlog i 31 : l12) mit

lij = TiY; — LY, (1'1)
wobei man dieses 6-Tupel auch als die Pliickerkoordinaten der Geraden | bezeichnet. Aus
den Eigenschaften des Grassmannproduktes (bilinear und antikommutativ) folgt nun, dass
die Darstellung der Geraden unabhingig von der Wahl der Punkte auf dieser ist, denn:

XAAX+py) =AxAX)+puxAy)=puxAy).

Da die Geradenmenge L eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit ist, kann nicht jedes ho-
mogene 6-Tupel eine Gerade beschreiben. Die einschrdnkende Bedingung ergibt sich nun
aus der folgenden Uberlegung. Dazu berechnen wir die Determinante der folgenden 4 x 4
Matrix, die den Rang zwei hat und daher eine verschwindende Determinante.

o 1 T2 X3

det Yo Y1 Y2 Us | _ oo =2(lp1l23 + loals1 + losli2) =0 (1.2)
Ty T1 T2 X3
Yo Yr Y2 Y3

Satz 1.1. Jedes homogene nichttriviale 6-Tupel (lo1 : loz : log = laz : 31 @ l12), das die
sogenannte Plickerbedingung loilog + lo2ls1 + loslie = 0 erfiillt, stellt genau eine Gerade
| € P? dar.
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Beweis: Zuerst wollen wir die Existenz einer solchen Geraden zeigen. Ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit setzen wir lp; # 0 voraus; im gegenteiligen Fall verlauft der Beweis
analog, aber mit anderer Indizierung. Aus den vorgegebenen Koordinaten /;; bilden wir
die zwei Punkte Po = (0 : l01 : log : log) und P1 = (—101 : 0 l12 : —131). Wegen
lor # 0 gilt po # p1, sodass die Verbindungsgerade | existiert. Berechnet man nun die
Pliickerkoordinaten von | als pg A p1, so erhélt man

so Asp =121 lotloz < lorlos : —loals1 — lialos = loals1 : loilia,

woraus unter Beriicksichtigung der Pliickerbedingung und der Tatsache, dass es sich
um homogene Geradenkoordinaten handelt, das gewiinschte Ergebnis folgt. Um die
Eindeutigkeit der Geraden | nachzuweisen, reicht es aus sich zu iiberlegen, dass die
verwendeten Punkte pp und p; die Schnittpunkte von | mit den Koordinatenebenen
zg = 0 und x; = 0 darstellen. Da diese ja eindeutig bestimmt und verschieden sind, ist
auch | als dessen Verbindungsgerade eindeutig. O

Wir koénnen die Pliickerkoordinaten einer Geraden als die homogenen Koordinaten
eines Punktes des fiinfdimensionalen projektiven Raumes P° auffassen, der konsequen-
terweise die Basis ey Aej,eg Aea,eg Aeg,es Aes, ez Aep und e; A ey hat, wenn eg, eq, e
und ez die Basis von P? darstellt. Diese Uberlegung fiihrt uns direkt zu der folgenden
Definition der Kleinschen Abbildung.

Definition 1.1. Die Kleinsche Abbildung v : £L — P> ordnet jeder Geraden | € P5 den
Punkt (lo1 : lo2 : log @ lag @ I31 : l12) in P® zu, wobei (lo1 : loo : log @ lag : I31 : l12) die
Pliickerkoordinaten von | sind.

Da alle Geraden € L der Pliickerbedingung geniigen, existiert eine Bijektion zwischen
den Geraden des projektiven Dreiraumes und den Punkten der Quadrik €2, der Nullstel-
lenmenge der Gleichung (1.2). Wir wollen diese Quadrik infolge als die Kleinsche Qua-
drik bezeichnen und mit M, Z bezeichnen. Die Koordinatenmatrix der Kleinschen Quadrik
beziiglich der Basis von P® ist reguliir, denn

O; 3Eg\ 1
det <1E3 03 __64%0

Eindimensionale Unterrdume von M}

Sei | eine Gerade des P2 und aR ein nichtinzidenter Punkt, dann definieren | und aR ein
Geradenbiischel, welches aus allen Geraden besteht, die durch aR hindurchgehen und |
im projektiven Sinn schneiden. Seien nun xR und yR zwei verschiedene Punkte auf |, so
lauten die Pliickerkoordinaten des Geradenbiischels

(Ax+py) Na=AxAa)+ pu(y Aa) = Ax+ py,

wenn x bzw. y die Verbindungsgerade des Punktes xR bzw. yR mit dem Punkt aR be-
zeichnet. Daraus folgt nun, dass das Kleinsche Bild eines Geradenbiischels eine Gerade ist,
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welche in M, Z enthalten ist, und dass diese Abbildung projektiv ist. Es sei nur bemerkt,
dass man umgekehrt auch zeigen kann, dass die zu zwei Punkten der Kleinschen Quadrik
korrespondierenden Geraden nur dann einander schneiden, wenn deren Verbindungsgerade
ein Unterraum von M? ist.

Zweidimensionale Unterrdume von M 42

Es sei nun eine Ebene, die durch die drei Punkte xR, yR und zR aufgespannt wird, und
ein mit dieser Ebene nichtinzidenter Punkt aR € P gegeben. Dann lisst sich das Gera-
denbiindel, welches aus allen durch aR gehenden Geraden besteht, in Pliickerkoordinaten
als

AMx+py+vz)ha=AxANa)+pu(yANa)+rv(zAa)=Ix+uy+ vz

schreiben, wenn x bzw. y bzw. z die Verbindungsgerade des Punktes xR bzw. yR bzw. zR
mit dem Punkt aR bezeichnet. Somit bildet die Kleinsche Abbildung ein Geradenbiindel
projektiv auf eine Ebene C M7 ab.

Dual zum Geradenbiindel ist ein Geradenfeld, also die Menge aller Geraden, die in
einer Ebene liegen. Durch Anwendung des Dualitéitsprinzipes folgt daraus sofort, dass das
Kleinsche Bild eines Geradenfeldes ebenfalls ein zweidimensionaler Unterraum von M3
ist. Somit tragt die Kleinsche Quadrik zwei 3-parametrige Scharen von Ebenen, welche
einerseits mit Geradenbiindel und andererseits mit Geradenfeldern korrespondieren. Es
folgt unmittelbar, dass sich zwei Ebenen derselben Schar genau in einem Punkt schneiden
und dass der Durchschnitt zweier Ebenen verschiedener Scharen entweder leer oder eine
Gerade ist. M? besitzt keine dreidimensionalen Unterriume.

1.1.2 Lineare Komplexe

Zuerst wollen wir uns eine Bedingung erarbeiten, die die Nullgeradenmenge einer Null-
polaritéit x charakterisiert. Dazu seien zuvor nochmals kurz die Eigenschaften einer Null-
polaritédt wiederholt. Eine Nullpolaritédt ist eine selbstadjungierte projektive Korrelation,
wobei jeder Punkt selbstkonjugiert ist. Auflerdem sollte die Tatsache bekannt sein, dass die
Abbildungsmatrix C der Nullpolaritét schiefsymmetrisch ist. Eine detaillierte Diskussion
dieses Sachverhalts findet sich in [44] und [47].

Satz 1.2. Seien P und Q zwei zueinander konjugierte Punkte beziiglich der Nullpolaritit
k mit P # Q, dann gilt PV Q = (P V Q)k, was bedeutet, dass PV Q eine Nullgerade ist,
und umgekehrt gilt, dass man eine Nullgerade dadurch charakterisieren kann, dass auf ihr
lauter Paare konjugierter Punkte liegen.

Beweis: Da es sich bei k um eine Nullpolaritit handelt gilt, P € Pk und Q € Qk. Auflerdem
sind P und Q zueinander konjugiert, woraus P € Qx und Q € Pk folgt, und fiir jede
Korrelation gilt, dass die Verbindungsgerade zweier Punkte P und Q in die Schnittgerade
der Ebenen Pk und Qk iibergeht. Daraus folgt nun

(PVQ)rk=PkNQr=PVQ.
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Betrachten wir nun umgekehrt eine Nullgerade | = Ik und darauf zwei beliebige, vonein-
ander verschiedene Punkte P und Q. Dann folgt daraus | C Px und | C Qx, womit schon
gezeigt ist, dass P und Q konjugiert sind. d

Nun wollen wir mit Hilfe dieses Satzes eine analytische Bedingung herleiten, dass
die Gerade |, auf der die beiden Punkte xR und yR liegen, eine Nullgerade ist. Nach yR
in der Nullebene von xR beziiglich x liegen muss und umgekehrt, was analytisch folgendes
bedeutet:

x'Cy = Zcijwz‘yj = Z(Cz‘sz‘yj + ¢ji%;yi) = Zcz'j(xiyj —x;y;) = 0.
ij i<j i<j

Bezeichnen wir jetzt analog zu (1.1) den Ausdruck z;y; — x;jy; mit l;;, so folgt daraus:

Z cijlij = cotlor + co2lo2 + co3los + c23laz + c31l31 + c12l12 = 0.

1<J
Bevor wir jetzt dieses Ergebnis im Satz 1.3 formulieren, wollen wir noch die folgenden Ver-
einbarungen beziiglich der Notation treffen, mit deren Hilfe sich kommende Sachverhalte
tibersichtlicher anschreiben lassen:

(101 : lOQ : l03 : l23 : 131 : 112) = (I,A)R mit 1= (lm, 102, log) und /l\z (123, l31, llg).
Satz 1.3. Gegeben sei eine Nullpolaritit x durch deren Abbildungsmatiz C mit ¢;; =
—cji und sei ¢ := (co3,¢31,c12) und € := (co1,co2,c03). Dann ist die Gerade | mit den
Pliickerkoordinaten (1,1)R genau dann eine Nullgerade von k, wenn c-1+ c-1 =0 gilt.

Wir haben nun gezeigt, dass die Nullgeraden, dargestellt in Pliickerkoordinaten, durch
eine lineare Gleichung charakterisiert sind. Wir wollen nun allgemein solche Geradenmen-
gen, wie folgt, bezeichnen:

Definition 1.2. FEine Menge € von Geraden, deren Pliickerkoordinaten eine homogene
lineare Gleichung erfiillen, heifst ein linearer Geradenkomplex oder kurz ein linearer Kom-
plex, wobei die Gleichung immer in der Form ¢-1+c-1 = 0 geschrieben werden kann. Falls
(c,c) eine Gerade darstellt, also c.¢ = 0 gilt, wollen wir den linearen Komplex als singuldr
bezeichnen, ansonsten heifst er reguldr.

Bevor wir den néchsten Satz formulieren, wollen wir uns noch iiberlegen, wann sich die
Gerade |, die durch die Punkte xR und yR aufgespannt wird, und die Gerade g, auf der
die Punkte uR und vR liegen, einander schneiden. Die beiden Geraden schneiden einander
genau dann, wenn die genannten vier Punkte in einer Ebene liegen, was nun analytisch
bedeutet, dass

To X1 T2 I3
det Yo Y1 Y2 Y3
Up U1 U2 U3
Vo V1 V2 U3

= lo1g23 + lo2g31 + lo3g12 + lasgor + Is1goz + liagos =18 +1-.g =0

ist. Somit sind schneidende Geraden | und g durch 1-g —i—T-g = 0, die Schnittbedingung
von Sommerville, gekennzeichnet.
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Satz 1.4. FEin singuldrer linearer Komplex € besteht aus allen Geraden, die die fire Gerade
(c,c), die auch Achse des singuliren Komplexes genannt wird, schneiden. Jeder regulire
lineare Komplex ist die Menge der Nullgeraden einer Nullpolaritdt k.

Beweis: Wenn nun (c, ) eine Gerade reprisentiert, dann folgt die erste Behauptung direkt
aus der zuvor hergeleiteten Schnittbedingung von Sommerville.

Nun sei € ein regulirer linearer Komplex mit ¢-1+c¢-1 = 0, ¢-€ # 0, und mit
¢ = (co1, o2, €03), € = (€23, €31, ¢12). Die ¢;; bestimmen nun eine schiefsymmetrische Matrix
C = (cij), deren Determinante gleich (co1co3 + coacs1 + cozc12)? = (¢-€)? # 0 ist. Somit ist
C regulédr und beschreibt eine Nullpolaritéit x, deren Nullgeradenmenge nach Satz 1.3 die
Gleichung €-1+ ¢-1 = 0 erfiillt. O

Satz 1.5. Die Menge der Bahnnormalen einer Schraubung ist gleich der Menge der ei-
gentlichen Geraden eines requliren linearen Komplexes und umgekehrt.

Beweis: Dazu wollen wir zuerst die Schraubung ¢ um die z-Achse mit Schraubparameter
p und reellen Parameter ¢ anschreiben:

cost —sint 0 0 T
x—x(t)=[sint cost O|x+| 0 |=|y (1.3)
0 0 1 p-t z

Es sei bemerkt, dass p # 0 ist, da es sich ansonsten um keine Schraubung, sondern um eine
reine Drehung um die z-Achse handelt. Wir wollen nun das Geschwindigkeitsvektorfeld der
Schraubung berechnen, indem wir %(¢) bilden:

—sint —cost 0 0 —y
x(t)=| cost —sint O0|x+[(0])=| =z | =v. (1.4)
0 0 0 P p

Es sei nur bemerkt, dass das so erhaltene Geschwindigkeitsvektorfeld zeitunabhéngig ist.

~

Nun wollen wir die Pliickerkoordinaten (1,1) einer Bahnnormalen berechnen, die aufge-
spannt wird durch (1,x) und den Fernpunkt (0,n), wobei n auf v normal steht. Somit

~

erhalten wir fiir (I,1) = (n,xx n), und weiters muss gelten, dass die Bahnnormalen auf
v orthogonal stehen, woraus die Bedingung 1-v = —ylg1 + zlpo + plgs = 0 folgt, da 1
den Richtungsvektor der Bahnnormalen darstellt. Wir wollen nun noch eine Bedingung

~

formulieren, die angibt, wann der Punkt x auf der Bahnnormalen (1,1) liegt. Dazu wollen
wir zuerst eine Gerade durch x bestimmen, die parallel zu der Bahnnormalen ist, also als
(1,x) v (0,1) = (1,xx 1) berechnet werden kann. Daraus folgt nun die Inzidenzbedingung
1 = xx 1, woraus man l1o = —ylg; + xlp2 erhlt. Somit erfiillen alle Bahnnormalen die
Gleichung plps + 12 = 0 und liegen somit in einem linearen Komplex.

Nun wollen wir noch den Beweis in die umgekehrte Richtung fithren. Sei nun x die mit
dem linearen Komplex assoziierte Nullpolaritit in P mit A, als Nullpunkt der Fernebe-
ne w. Diejenige Gerade | durch A,, deren Nullpolare |k die absolute Polare von A, ist,
heifit die Gewindeachse des Nullgeradengewindes von x. Nun wéhlen wir ein projektives
Koordinatensystem so, dass der Ursprung auf der Geraden | liegt, die zugleich die z-Achse
darstellen soll. Wenn wir das Koordinatensystem mit bgR,bsR € | und b;R,bsR € Ix
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wéhlen, folgt daraus sofort, dass der Geradenkomplex in diesem neuen Koordinatensystem
die Gleichung plgs + l12 = 0 erfiillt. Somit hat die Abbildungsmatrix C der Nullpolaritét
die folgende Gestalt:

00 0 —p
00 -1 0
C=lo1 0o o
p 0 0 0

Nun gilt fiir die Ebenenkoordinaten der Nullebene Px des eigentlichen Punktes
P=(1:¢&:n:() folgendes: Pk = (—(p : —n : £ : p). Die Nullebene Px geniigt also der
kartesischen Gleichung —(p — nx + &y + pz = 0, womit (—n, &, p), den Normalvektor auf
diese Ebene darstellt. Das ist aber laut (1.4) ein Tangentenvektor von P an die durch P
gehende Schraublinie mit dem Schraubparameter p. O

Wir wollen nun noch die zwei in diesem Satz nicht beriicksichtigten Grenzfille der
Schraubung betrachten, nidmlich wenn einerseits p = 0 bzw. p = oo ist. Im ersten Fall
handelt es sich, wie schon zuvor erwahnt, um eine reine Drehung um die z-Achse, woraus
sofort folgt, dass alle Bahnnormalen diese schneiden und somit in einem singuldren
linearen Komplex mit eigentlicher Achse liegen. Im anderen Fall handelt es sich um eine
reine Schiebung entlang der Schraubachse, wodurch alle Bahnnormalen die Ferngerade
der xy-Ebene schneiden und somit auch einen singuldren linearen Komplex bilden, jedoch
jetzt mit uneigentlicher Komplexachse.

1.1.3 Lineare Mannigfaltigkeiten von linearen Komplexen

Bislang fehlt uns eine geometrische Interpretation jener Punkte des P°, die nicht auf
M3 liegen. Das Kleinsche Bild der Geraden eines linearen Komplexes € erfiillen ja die
homogene lineare Gleichung -1+ c1= 0, was nun bedeutet, dass diese Geraden im
Durchschnitt der durch diese Gleichung festgelegten vierdimensionalen Hyperebene mit
der Kleinschen Quadrik liegen. Dieser Gleichung ist auch zu entnehmen, dass der Punkt
(c,©)R mit jedem Punkt der Hyperebene beziiglich der Polaritit an M? konjugiert ist,
also der Pol der Hyperebene ist. Somit haben wir eine geometrische Interpretation dieser
Punkte geliefert und kénnen nun eine erweiterte Kleinsche Abbildung 7 definieren.

Definition 1.3. Die erweiterte Kleinsche Abbildung v bildet einen linearen Komplex, der
durch die Gleichung €-1+ c-1 =0 bestimmt ist, auf den Punkt (c,€)R des P° ab.

Es sei nun bemerkt, dass diese erweiterte Kleinsche Abbildung eine Bijektion zwischen
der Menge der linearen Komplexe des P? und den Punkten des P darstellt, wobei genau
den Punkten auf der Pliickerquadrik singuldre Geradenkomplexe entsprechen.

Biischel linearer Komplexe

Eine einparametrige lineare Mannigfaltigkeit von linearen Komplexen heifit ein Biischel
von linearen Komplexen. Das Bild eines solchen Biischels unter der erweiterten Kleinschen
Abbildung ist eine Gerade & in P°. Infolge sind jetzt vier Fille zu unterscheiden, je
nachdem ob diese Gerade Teilmenge, Sekante, Tangente oder Passante von M? ist.
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Teilmenge Nun besteht das Biischel aus lauter singuldren linearen Komplexen. Die zu-
gehorigen Achsen liegen in P2 in einem Biischel um den Punkt B. Die Geradenmenge,
die nun all diesen singuldren Komplexen angehort, besteht aus allen Geraden der Ebene,
die durch die Achsen der linearen Komplexe aufgespannt wird, und einem Geradenbiindel
durch den Punkt B. Das Kleinsche Bild dieser Geradenmenge, das nun im dreidimensio-
nalen Polarraum von & beziiglich M7 liegen muss, entspricht zwei Ebenen von M2, die
unterschiedlichen Scharen angehoren und sich entlang einer Geraden schneiden.

Sekante In diesem Fall beinhaltet die Gerade & genau zwei singuldre Komplexe, und
man bezeichnet daher dieses Biischel auch als hyperbolisch. Die Geradenmenge, die nun
allen linearen Komplexen des Biischels angehort, ist somit gleich der Treffgeradenmenge
der beiden Achsen der singuldren linearen Komplexe und heifit hyperbolisches Netz. Die
Achsen sind stets windschief, da ja die Verbindungsgerade der den Achsen entsprechenden
Punkte im Bildraum keine Teilmenge von M7 ist. Es kann sich leicht iiberlegt werden,
dass das Kleinsche Bild der Treffgeradenmenge der beiden Achsen, das nun wiederum im
dreidimensionalen Polarraum von & beziiglich M7 liegen muss, ein Hyperboloid ist.

Passante Die Gerade & tréigt keine singuldren Komplexe, und daher wird das Biischel
auch als elliptisch bezeichnet. Jedoch existieren zwei konjugiert komplexe Schnittpunkte
von & mit M? iiber dem Kérper der komplexen Zahlen C. Diese Punkte entsprechen
zwei konjugiert komplexen Geraden k und k in der komplexen Erweiterung von P3, die
aus demselben Grund wie zuvor windschief zueinander liegen miissen, also hochimaginér
sind. Somit besteht die Geradenmenge, die nun allen linearen Komplexen des elliptischen
Biischels angehort und die wir als elliptisches Netz bezeichnen, aus den reellen Treffgeraden
der konjugiert komplexen hochimaginiren Geraden k und k. Um diese abstrakte Aussage
etwas anschaulicher zu gestalten, wollen wir uns nun iiberlegen, dass durch jeden reellen
Punkt X € P? genau eine Netzgerade geht: Die Treffgerade t l:it sich nun als (X\Vk)N(XVk)
anschreiben. Bilden wir nun das Konjugium, so erhalten wir:

t=XVKNXVk =XVvkNnXVvk)=XVkN(XVk) =t = tist reell

Wenn wir nun das Kleinsche Bild der Treffgeradenmenge der zwei konjugiert komplexen
hochimagindren Geraden bestimmen wollen, kénnten wir genauso argumentieren wie im
Fall des hyperbolischen Netzes, nur mit dem Unterschied, dass wir uns jetzt iiber dem
Korper der komplexen Zahlen befinden. Wir erhalten somit einmal eine Schar von kom-
plexen Geraden im Bildraum, die alle paarweise windschief sind. Die andere Schar besteht
nun aus allen Geraden, die zu jenen der ersten Schar konjugiert sind, da die Netzachsen
konjugiert komplex sind. Eine Gerade der ersten Schar und deren konjugierte aus der
zweiten Schar haben nun genau einen reellen Schnittpunkt, der der gemeinsamen Geraden
der den beiden konjugiert komplexen Geraden entsprechenden Geradenbiischel entspricht.
Diese Gerade ist reell, da sie unter dem Konjugium in sich iibergeht. Somit beinhalten
die beiden Scharen lauter niederimaginére Geraden, womit es sich um eine ovale Quadrik
handelt.
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Tangente Nun enthélt & genau einen singulidren linearen Komplex, und man nennt
das Biischel parabolisch. Das Biischel wird nun aufgespannt durch eben diesen linearen
Komplex sowie durch einen beliebigen reguldren Komplex € &. Die Achse des singulédren
Komplexes gehort nun jedem beliebigen reguldren Komplex von & an, da das Kleinsche
Bild der Achse, das mit dem Beriihrpunkt von & mit M, Z iibereinstimmt, stets in der Po-
larhyperebene eines reguliiren Komplexes € & beziiglich M2 liegt, weil ja & eine Tangente
der Kleinschen Quadrik ist. Somit besteht die gemeinsame Geradenmenge aller linearen
Komplexe des parabolischen Biischels, die nun konsequenterweise als parabolisches Netz
bezeichnet wird, aus allen Nullgeraden der durch einer der reguléren linearen Komplexes
€ & induzierten Nullpolaritit k, die die Achse des singuldren Komplexes, die eine Nullge-
rade von k ist, schneiden. Es kann sich leicht iiberlegt werden, dass durch jeden Punkt X
des P3 genau eine Netzgerade des parabolischen Netzes geht und dass das Kleinsche Bild
der parabolischen Netzgeradenmenge ein quadratischer Kegel ist.

Biindel linearer Komplexe

Eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit von linearen Komplexen heifit ein Biindel
von linearen Komplexen. Das Bild eines solchen Biindels unter der erweiterten Kleinschen
Abbildung ist eine Ebene ¢ in P°. Nun sind wiederum einige Fallunterscheidungen not-
wendig je nachdem, wie die Ebene ¢ zu M7 liegt. Neben den Trivialfillen, in denen ¢ ein
Unterraum von M7 ist, existieren noch die folgenden zwei interessanten Félle. Der Schnitt
aus € mit M7 besteht aus:

2 reellen Geraden ¢ und §. Nun enthéilt e N MZ lauter singuldre Komplexe, deren
Achsen auf zwei Geradenbiischel verteilt sind, je nachdem, ob das 7-Bild des singuliren
Komplexes auf € oder § liegt. Diese zwei Geradenbiischel haben genau eine Gerade ge-
mein, nédmlich jene, deren Kleinsches Bild gleich dem Schnittpunkt von & oder § ist.
Auflerdem sei noch bemerkt, dass die Geradenbiischel auch stets in zwei voneinander ver-
schiedenen Ebenen liegen miissen, da ansonsten ¢ eine Teilmenge von M? sein miisste,
was einen Widerspruch zu unserer Voraussetzung darstellen wiirde. Die Geradenmenge,
die nun all diesen singuldren Komplexen angehort, verteilt sich wiederum auf zwei von
einander verschiedene Geradenbiischel. Jedes dieser Biischel hat denselben Biischelscheitel
wie ein Geradenbiischel der Achsen, jedoch liegt es in der Ebene, die durch das andere
Achsenbiischel aufgespannt wird.

1 reellen Kegelschnitt. Je drei paarweise verschiedene Punkte dieses Kegelschnittes,
die mit singuléren Geradenkomplexen korrespondieren, spannen nun die Ebene ¢ auf. Die
Achsen dieser singuldren Komplexe liegen zueinander paarweise windschief, denn wiirden
sich zwei der Achsen schneiden, so miisste die Verbindungsgerade der Kleinschen Bilder der
Achsen eine Teilmenge von M? sein, woraus sofort folgen wiirde, dass der Kegelschnitt zer-
fallen miisste, was einen Widerspruch zu unserer Annahme darstellt. Die Geradenmenge,
die nun allen singuléren Komplexen von € angehort, ist somit dquivalent mit der Treffge-
radenmenge der zuvor genannten drei paarweise wiedschiefen Achsen der Komplexe. Dies
ist bekanntlich ein Regulus.
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1.2 Raumkinematik

In diesem Abschnitt werden die fiir das Verstdndnis dieser Arbeit notwendigen Sétze und
FErgebnisse der Raumkinematik angefithrt. Empfehlenswerte Literatur zu diesem Themen-
komplex sind [1, 6, 22, 48].

1.2.1 Speerkoordinaten und Duale Vektoren

Wir betrachten die Geraden g des Euklidischen Dreiraums E3, welcher mit einem Kartesi-
schen Koordinatensystem versehen ist. Bevor wir die Speerkoordinaten einfiithren, miissen
wir erkldren was unter einem Speer verstanden wird:

Definition 1.4. Eine orientierte Gerade (= Speer) g ist eine Gerade g € R welche
mit einer Orientierung versehen ist. Somit trigt jede Gerade g genau zwei entgegengesetzt
orientierte Speere ? bzw. E

Jede Gerade g € E3 kann durch die Pliickerkoordinaten (g, g)R mit ||g|| # 0 dargestellt
werden. Wir wollen nun die normierten Pliickerkoordinaten von g definieren als:

1 —~
*gl ™ (g, 8)

Somit existieren fiir jede Gerade g € E? zwei normierte Pliickerkoordinaten, welche mit
den zwei moglichen orientierten Geraden (=Speere) g bzw. ‘g von g korrespondieren.
Die zu einer orientierten Geraden g gehérigen normierten Pliickerkoordinaten heifien
Speerkoordinaten. Daraus folgt unmittelbar, dass man jeden Speer umkehrbar eindeutig
durch Speerkoordinaten festlegen kann.

Die Speerkoordinaten der orientierten Geraden g € FE3 kénnen somit wie folgt be-
rechnet werden: Sei g der normierte Richtungsvektor der orientierten Geraden g und
x der Ortsvektor eines Punktes X auf dieser, dann lauten die Speerkoordinaten dieser
Geraden, wie folgt:

(g,8) mit Jg[=1 uwd g=xxg (1.5)
Den Vektor g nennt man auch Momentenvektor. Es kann leicht gezeigt werden, dass der
Ortsvektor f des Fufipunktes F der aus dem Koordinatenursprung U legbaren Normalen
gegeben ist durch f = gx g. Auflerem gibt die Linge des Momentvektors genau den
Normalabstand des Koordinatenursprungs von der orientierten Geraden an, also ||g| =
UF.

Duale Zahlen D

D:= {d :=d + ed mit d, deR und €2 = 0} bezeichnet die Menge der dualen Zahlen,

wobei d Realteil und d Dualteil heift. Duale Zahlen mit verschwindendem Realteil be-
zeichnet man auch als reine duale Zahlen. Die Addition zweier dualer Zahlen d; und d,
ist komponentenweise definiert:

dy 4 dy = (di +edy) + (do + edy) = (dy + do) + (dy + da). (1.6)
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Die Verkniipfung + fiithrt aus der Menge D nicht heraus und ist auch kommutativ. D stellt
beziiglich der Addition sogar eine abelsche Gruppe dar, denn einerseits ist die Addition
assoziativ und andererseits existiert ein neutrales Element n = 0 und zu jedem d € D
ein inverses Element —d € ID. Das Produkt zweier dualer Zahlen wird distributiv unter
Beachtung von £2 = 0 gebildet:

dydy = (dy + edy) + (dg + edy) = dydy + e(dydy + dyds). (1.7)

Die Multiplikation fiihrt nicht aus D heraus und ist kommutativ sowie assoziativ.
Auflerdem gelten, wie durch Nachrechnen bestéitigt werden kann, die Distributivgesetze,
woraus folgt, dass (D, +,-) ein kommutativer Ring ist. Dieser enthilt jedoch die Menge
der reinen dualen Zahlen als Nullteiler, denn (8d1)(€d2) = 52d1d2 = 0. Die duale Zahl
d,=d— ed heift dual konjugiert beziiglich d = d + ed.

Fiir analytische Funktionen f(d) definiert man eine Fortsetzung f(d) ins Duale
geméaf: R R
f(d) = f(d+ed) = f(d) +edf'(d). (1.8)

Dies kann als Anfang einer Taylorentwicklung gesehen werden; wegen 2 = ¢ = ... = 0
verschwinden alle Glieder h6herer Ordnung. Somit miissen alle Formeln, die fiir Taylorrei-

hen giiltig sind erhalten bleiben, wie zum Beispiel:
sin®(d +ed) + cos®(d+ed) =1  mit (1.9)

sin(d + sg) =sin(d) + edcos(d) und  cos(d+ ed) = cos(d) — 6c/i\sin(d). (1.10)

Duale Vektoren und Study Sphére

Analog zu den reellen Zahlen lassen sich auch beliebige Paare von Vektoren v,v € R3
zu einem dualen Vektor v := v 4 ¢V zusammenfassen. Der duale Vektor ist Element von
D? := R3 4 R3. Neben der Addition und der skalaren Multiplikation (mit Dualzahlen)
lassen sich aber auch das Skalar-, Vektor- und Spatprodukt auf duale Vektoren fortsetzen
geméf: N R

VW i=Vv-w+e(V-w+v-w),

XW:=vXW+e[VXw)+ (vx w)], (1.11)
det(u,v,w) := det(u,v,w) + ¢ [det(Uu, v,w) + det(u, v, w) + det(u, v,w)] .

<

Alle diese Produkte sind linear in jedem Faktor. Es gelten also Distributivgesetze, und
die Produkte sind mit der skalaren Multiplikation mit Dualzahlen vertauschbar.

Fassen wir nun die Speerkoordinaten (g,g) einer orientierten Geraden g zu einem
dualen Vektor zusammen so erhalten wir g := g + ¢g. Auf Grund von (1.5) gilt
g'g =g-g+2cg-g = 1. Derartige Vektoren heiflen duale Einheitsvektoren. Wir wollen
die Ergebnisse in der folgenden Definition zusammenfassen:
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Definition 1.5. Die bijektive Abbildung welcher jeder orientierten Geraden g des Eu-
klidischen Raumes den dualen Einheitsvektor g = g + g zuordnet, wobei (g,8) die nor-
mierten Plickerkoordinaten von g sind, heift Study Abbildung. Das Bild dieser Abbildung
heifit das Study Modell oder die Study Sphdre der orientierten Geraden des Fuklidischen
Raumes E3.

Als Vorbereitung fiir den néchsten Abschnitt wollen wir noch den folgenden Satz zeigen:

Satz 1.6. Jeder duale Vektor v lisst sich als Vielfaches v = Ag eines dualen Finheits-
vektors g darstellen. Die Trigergerade von g ist allerdings nur dann eindeutig bestimmt,
wenn der Realteil von v = v + eV nicht verschwindet.

Bewets: Da V=g e v+ev=Ag+eg+Ag).

offensichtlich gilt, erhalten wir durch Quadrieren Folgendes:
vov=vi42:(v-¥) = N(g-g) + 2c[M(g-g) + \2(g-8)] = A2+ 2eAN.

Ein Koeffizientenvergleich liefert: v =\g, v = Ag+Ag und v-V = A\.
Fall a) A # 0: Wir erhalten

1 S B SN 1. A +1 vV
g=7V und g—)\[v—/\g}—A[v—)\Qvl = g.—”vll[v—l-e(v—v)]. (1.12)

V-V
Der Vektor in der runden Klammer ergibt genau die zu v orthogonale Komponente von
v (vgl. das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren).
Fall b) A = 0: Gilt neben v = o iiberdies vV = o, so setzen wir auch X = 0 und wihlen

den Einheitsvektor g beliebig. Ist jedoch V # o so wird X = || und g = =V gewihlt.

> =

Dann ist fiir beliebiges g mit g-g = 0 die Gleichung v = A g erfiillt. O

1.2.2 Momentanschraubung und Fiihrungsgeschwindigkeiten

Wir nehmen an, der Gangraum g mit dem Gangkoordinatensystem (G, mj, ma, mjy)
fithrt gegeniiber dem Rastraum Y mit dem Rastkoordinatensystem (U, rj,ra,r3) einen
von der Zeit ¢ abhéngigen rdumlichen Zwanglauf ¥ /Y durch. Damit sind die Rastkoor-
dinaten m von G und jene der Basisvektoren mi, my, m3 Funktionen der Zeit t. Letztere
bilden die Spaltenvektoren in jener orthogonalen Matrix A, welche zu jedem Zeitpunkt
t bei der Umrechnung der Gangkoordinaten x¢g eines Punktes X aus Y auf die Rastko-
ordinaten x des augenblicklich deckungsgleichen Punktes aus ¥y gemifl x = m + Axg
auftritt. Diese Umrechnungsgleichungen dienen nun zur Darstellung des Zwanglaufes

Ya/So: x =m(t)+ A(t)xg mit A)AX)T =E und detA(t) =1 (1.13)

fiir ¢ € I. Dabei seien die verwendeten Funktionen innerhalb des gegebenen Zeitintervalles
I als hinreichend oft differenzierbar vorausgesetzt.
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Nach Differentiation von (1.13) erhalten wir die Fithrungsgeschwindigkeit
v(X) :=x = + Axg

des Punktes X, welche durch den Zwangslauf ¥/ erteilt wurde. Wir formen den Aus-
druck fiir die Rastkoordinaten des Fiihrungsgeschwindigkeitsvektors noch weiter um, in-
dem wir xg durch die augenblicklichen Rastkoordinaten von X ersetzen gemifl xg =
AT (x — m). Dies fiihrt auf

viX)=m — AATm + AATx.
Nun fassen wir die von x unabhéngigen Summanden zusammen in
G:=m—-AATm (1.14)

und beachten weiters, dass fiir orthogonales A die Matrix AAT schiefsymmetrisch ist,
denn aus A(t)A(t)T = E = konst. folgt durch Differentiation

AAT L AAT = AAT + (AATYT =E=0 also (AAT)T = —AAT.

Setzen wir nun

_ 0 —qg @
AAT = qs 0 —q1 und q = (qla q2, Q3)T (115)
- q 0

so erhalten wir auf Grund von AATx = (gx x) den Fiihrungsgeschwindigkeitsvektor v(X)
im Rastkoordinatensystem als:

v(X) =q+ (gx x). (1.16)
Es liegt wiederum nahe, die Notation der dualen Vektoren zu verwenden. Wir setzen
q:=q+eq mit q laut (1.15) und q laut (1.14). (1.17)

Nach Satz 1.6 gibt es eine duale Zahl w und einen dualen Einheitsvektor p mit q = w p.
In Ubereinstimmung mit (1.12) folgt

1 PO Y S
p=—q und pz(q—q). (1.18)
w w w

Anderseits gilt g-q=q-q+2cq-q=ww = w? + 2¢ ww und daher
w=]|q]] und wk=qq. (1.19)

Wir wollen die gesammelten Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammenfassen:
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Satz 1.7.

1. Fiir den Vektor der Fihrungsgeschwindigkeit des Punktes X € X beim rdumlichen
Zwanglauf X /X0 gilt im Rastkoordinatensystem

v(X) = G+ (ax x)
mit q und q gemdf (1.14) und (1.15). g = q + q heifit Schraube.
2. Bei ||q|| # 0 existiert ein eindeutiger Speer p mit p-p = 1 so, dass q = wp ist, also
q=wp und q=wp+wp,
oder umgekehrt w = ||| = /& + @ +q3 sowie

~ ~ 1 1/ ww
wo=q4q, p=_-q und p=—(d-_749):

3. Hinsichtlich der Fihrungsgeschwindigkeitsvektoren werhdlt sich der rdumliche
Zwanglauf g /X0 zu jedem Zeitpunkt t € I wie eine Schraubung um den durch
p bestimmten Speer P mit der Winkelschwindigkeit w und der Schiebgeschwindig-
keit &. Die mit dem Speer p verbundene Gerade p heifst Momentanschraubachse
oder Polachse.
Diese Momentanschraubung ist bei & = 0 eine Drehung, bei w = 0 eine Schiebung.
Dabei ist im letztgenannten Fall die Polachse p unbestimmt. Andernfalls ist ©/w der
Parameter der Momentanschraubung.

Beweis: Sei f der Fupunkt des Lotes vom Ursprung auf die Polachse p mit f = px p.
Dann ist p = fx p, und wir kénnen den in 1. angegebenen Ausdruck q + (gqx x) fiir den
Vektor der Fithrungsgeschwindigkeit weiter umformen zu

v(X)=Wp+wp+w(Pxx)=wp+w(fxp)+twpxx)=0up+uwpx (x-1)

Der erste Summand driickt die Verschiebung lings p mit der Schiebgeschwindigkeit &
aus. Der zweite ist der Geschwindigkeitsvektor des Punktes X bei der Drehung um p
mit der Winkelgeschwindigkeit w, denn bei X ¢ p steht der Vektor p x (x — f) auf der
Verbindungsebene [Xp] normal, und sein Betrag ist gleich dem Abstand Xp. O

GemaB (1.16) legt die Schraube q = q + £q die momentane Verteilung der Fiihrungsge-
schwindigkeiten fest. Wie diese Geschwindigkeitsvektoren in verschiedenen Punktes des
Gangraumes zusammenhéngen, ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 1.8. Hinsichtlich der Verteilung der Fiihrungsgeschwindigkeiten zu jedem Zeitpunkt
des Zwanglaufes Y /Yo gilt: Je zwei Punkte A,B € Y erfiillen

1. die EULER-Gleichung:

— AB . _AB _ AB
v(B) = v(A) +v™® mit v"° = qx AB orthogonal zu [AB] und q
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2. sowie dem Projektionssatz: Die Komponenten der Fihrungsgeschwindigkeiten v(A)
und v(B) in Richtung der Verbindungsgeraden [AB] sind gleich.

Beweis: Es seien a(t) bzw. b(t) die von der Zeit t abhéingigen Ortsvektoren der Bahnpunkte
von A bzw. B im Rastraum ¥g. Da die Entfernung zwischen A und B konstant bleibt, gilt

(b—a)-(b—a) = AB~ = konst.

Durch Differenzieren erhalten wir

(b—4)-(b—a) = (v(B) — v(A)) - (b—a) = v"® - (b —a) = 0,

wobei vAB :=b—a gesetzt wurde. Damit ist bei A# B der Vektor vAB entweder orthogonal
zu [AB] oder gleich dem Nullvektor. Der Projektionssatz ergibt sich unmittelbar aus der
Gleichung

v(A)-(b—a) =v(B)-(b—a).

Aus v(A) =G+ (gx a) und v(B) =G+ (gx b)

folgt schliefflich

v =v(B)-v(A)=qgx (b—a) also v(B)=v(A)+ (qx A—I>3) O

Bemerkung: Die letzte Gleichung ist in gewissem Sinn koordinateninvariant. Sie um-

fasst als Sonderfall die Formel v(B) = q+ (qx b), sofern A augenblicklich deckungsgeich
—

mit dem Rastkoordinatenursprung U gewihlt wird, da dann v(U) = q und AB = b ist.

Normalenkomplex

Anstelle der Fithrungsgeschwindigkeiten untersuchen wir nun die Verteilung der Bahn-
normalen bei einem rdumlichen Zwanglauf ¢ /3¢: Wir wissen bereits auf Grund von
Satz 1.5, dass die Bahnnormalen einer Schraubung in einem linearen Komplex, dem soge-
nannten Normalenkomplex liegen. Somit erfiillen die Speerkoordinaten n = n + en aller
Bahnnormalen der momentanen Schraube q = q 4 £q # o die Gleichung

dn+qn=0. (1.20)

Satz 1.9. Zu jedem Zeitpunkt eines Zwanglaufes X /Xq gilt: Ist n eine Bahnnormale im
Punkt A, so steht n in jedem ihrer Punkte X auf der Bahntangente von X normal.

Beweis: Die Geschwindigkeitsvektoren v(A) und v(X) der Punkte A und X von n geniigen
dem Projektionssatz. Nachdem die Komponente von v(A) in Richtung der Geraden n
verschwindet, muss dies auch auf v(X) zutreffen, d.h., v(X) L n. O
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Fithrungsbewegung einer Geraden

Es seien (g, g) die Speerkoordinaten einer orientierten Geraden 'g. Wihrend des Zwang-
laufs ¥ /% iiberstreicht die Gerade eine Regelfliche im Rastraum.

Satz 1.10. Die Ableitungsvektoren der momentanen Rastkoordinaten (g, g) der orientier-
ten Geraden g beim Zwanglauf Y /%o lauten:

g=qxg mitq gemdf (1.17). (1.21)
Beweis: Aus g = Agg folgt durch Differentiation
g = AgG = AATg =qgxg.

Zur Bestimmung von g wird der Punkt X € g mit den augenblicklichen Rastkoordinaten
x mitbewegt. Dann gilt nach g = xx g und (1.16)

g=(kxg)+(xxg)=[d+(axx)|xg+xx (qx g) =
=(@xg) +(qg)x—(xg)g— (xq)g+ (x'g)qg = (1.22)
= (Gxg) +[ax (xxg)l = (Gx g) + (ax g).

Der Vergleich der Ergenisse mit der zweiten Formel aus (1.11) zeigt die Giiltigkeit des
Satzes. O

1.2.3 Geschwindigkeiten bei Relativbewegungen

Zu Beginn dieses Abschnittes miissen wir eine Vereinbarung beziiglich der Notation tref-
fen: Infolge trigt jeder Geschwindigkeitsvektor v;; die Indizes der zugehdrigen Bewegung
Y;/X;. AuBerdem wird auch die Schraube der momentanen Bewegung ¥;/3; als q;; an-

geschrieben.

Betrachten wir nochmals den Zwanglauf ¥; /3¢ aus (1.13). Diesmal ist X ein Element eines
Systems Yo welches einen Zwanglauf Y5 /3, beschreibt. Somit hat X eine Relativbewegung
xe = xX¢(t) gegeniiber . Nach Differentiation von (1.13) folgt nun:

x=m+Axc—+ A -xq.

Wir erhalten nun einen zusétzlichen Summanden, welcher die Rastkoordinaten vs;(X)
des Relativgeschwindigkeitsvektors angibt. Auf der linken Seite der Gleichung steht der
Vektor vy)o(X) der Absolutgeschwindigkeit. Somit gilt wie in der Ebene, dass die Absolut-
geschwindigkeit voo(X), die Summe aus Fiihrungsgeschwindigkeit v;)o(X) und Relativge-
schwindigkeit vo|;(X) ist; also

Voo (X) = vijo(X) + va1 (X). (1.23)

Wir betrachten die zwei gleichzeitig ablaufenden Zwangliaufe ¥ /%y und ¥5/%. Die Aus-
sagen iiber die Relativbewegung Y5 /31 sind der Inhalt des néchsten Satzes:
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Satz 1.11. (Rdumlicher Dreipolsatz)

1. Sind glIO und g2|0 die momentanen Schrauben der Zwangliufe ¥1/%¢ bzw. ¥o/%,
50 15t o
Dp1 7= o0 ~ Yyp0
die Schraube der Relativbewegung Yo /31 .

2. Zu jedem Zeitpunkt ist eine gemeinsame Bahnnormale der Bewegungen 31 /3¢ und
Yo/%0 auch Bahnnormale der Relativbewegung 3o /3.

Beweis: Fiir die Vektoren der Fiithrungsgeschwindigkeiten vl‘o(X) und v2|0(X) des Punktes
X bei den gegebenen Zwangliaufen ¥ /%y bzw. ¥9/% gilt nach Satz 1.7

vijo(X) =dip + (@i x x)  bzw. Va0 (X) = dajo + (Qg)0 X X).

Wir fassen ;/%p als Fithrungsbewegung und /3¢ als Absolutbewegung auf. Dann
lautet nach (1.23) der Vektor der Relativgeschwindigkeit von X

Vo1 (X) = vao(X) = vi10(X) = (d2jo — d1jo) + [(A20 — q1j0) X X] = daj1 + (qop1 X X).

Ist die Gerade n durch X zu den beiden Geschwindigkeitsvektoren vyjo(X) und vy)o(X)
normal, so auch zu deren Differenz v2|1(X). Der Durchschnitt der Normalenkomplexe von
Y1 /%0 und X9 /¥ gehort also auch dem Normalenkomplex von 39/3; an. Das zeigt aber
natiirlich auch die Gleichung dieses linearen Komplexes gemaf (1.20):

do11 + qo)1 -0 = (dgjo- N + qjp-0) — (o0 + qyp-0) = 0.

Der Dreipolsatz besagt somit, dass die Normalenkomplexe der Bewegungen 31 /%, 32/%
und Yo /¥ zu jedem Zeitpunkt einem Biischel von linearen Komplexen angehéren. O

Bemerkung: Statt zu sagen, Yo/ ist die Relativbewegung, wihrend die Zwangléufe
Y9/%0 und X;/%y ablaufen, kénnen wir auch 35/%, als Absolutbewegung und Zusam-
mensetzung des Fiithrungszwanglaufes X1/ und des Relativzwanglaufes Yo /%1 sehen.
Aquivalent zum Dreipolsatz ist also die Aussage, dass sich bei der Zusammensetzung zweier
Zwangldufe in jedem Augenblick die Schrauben der Momentanbewegungen addieren, d.h.

DB = Lo T 1
Satz 1.12. Ist q die momentane Schraube des Zwanglauf 31/%, so ist die Schraube
9o der Umkehrbewegung ¥o/%1 von X1/ gegeben durch:
o1 = “Y40

Beweis: Dies folgt direkt aus dem Satz 1.11 wenn man Yo = X setzt, was g2|0 = o nach
sich zieht. O



Kapitel 2

Einleitung

2.1 6R Roboter

Ein 6R Roboter besteht aus einer Folge von 7 Gliedern (= Starrkorper) g, Xq,. .., Xg,
wobei je zwei aufeinanderfolgende Glieder >;_1,%; fiir ¢ = 1,...,6 durch ein Drehgelenk
mit der Achse a; miteinander verbunden sind. Das erste Glied ¥y heifit Basis und das
letzte 3¢ nennt man Endeffektor EE (siehe Abbildung 2.1). Da jedes Drehgelenk den
Freiheitsgrad 1 hat, ist also eine 7-gliedrige offene kinematische Kette mit dem Griiblerwert
6. Roboter, bei welchen der Freiheitsgrad des EE kleiner ist als die Anzahl der Achsen,
heiflen redundant.

Die Abmessungen eines Roboters werden
tiblicherweise, wie folgt, angegeben:
In ¥; liegen fiir ¢ = 1,...,5 die zwei (stets
als verschieden vorausgesetzten) Drehach-
— — . .
sen a; und a’;yi. Deren relative Lage ist
durch den léngs einer orientierten gemein-
samen Normalen n’; gemessenen orientier-
ten Abstand a; und den orientierten Winkel
a; (= Schrinkwinkel) festgelegt. Wenn 2’
und a’j41 zueinander parallel sind, so legen
. . . — . . .
wir eine gemeinsame Normale n’; willkiirlich
fest. Die Achse a; wird fiir i = 2,...,5 von
zwei Normalen geschnitten, von n’;_; und
n;. Der im Sinn der Orientierung von a’;
gemessene Abstand d; zwischen i1 und
T; heiBt Absatz. Die insgesamt 14 GroBen

a,...,as, ai,...,as und ds,...,ds

heilen die Denavit-Hartenberg-Parameter.

Abbildung 2.1: 6R Roboter!

!Diese Abbildung wurde der Arbeit [15] von Hayes, Husty und Zsombor-Murray entnommen.

17
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Diese sind hinreichend fiir die Geometrie der Bewegung /3. Wenn ?4, asund ag
durch einen gemeinsamen Punkt gehen (d.h. a,—2 = a,—1 = d,—1 = 0), so spricht man von
einem Roboter mit Handgelenk. Die Relativbewegung ¥ /3 ist dann nur sphérisch.

Vorwirtskinematik

Darunter versteht man die Bestimmung der Lage des Endeffektors als Funktion der Dreh-
winkel 61, ...,60s um die jeweiligen Achsen a'y,..., ag. Dies setzt eine Ausgangslage vor-
aus, von der aus die einzelnen Drehwinkel gemessen werden.

Falls in ¥g ein Gangkoordinatensystem und in ¥y ein Rastkoordinatensystem definiert
ist, so kann die Losung in Form der Umrechnungsgleichungen zwischen Gang- und Rastko-
ordinaten analog zu (1.13) angegeben werden. Es ist hier allerdings sinnvoll, ausschliellich
erweiterte Punkt- und Vektorkoordinaten, also

xg = (1, 76,96, 26)" bzw.  ve = (0,76,Y6,2)"

zu verwenden. Dies fithrt auf

. 1 T
x=Tye(0)x¢ mit Ty := <m(0) A0(9)> x¢ und  0:=0q,...,06.

Dabei stehen bekanntlich in den Spalten der Transformationsmatrix Ty die erweiter-
ten Rastkoordinaten des Ursprunges G des Gangkoordinatensystems von g und dessen
Basisvektoren mj, my, ms. Die Matrix T0‘6(0) kann mit Hilfe des Denavit-Hartenberg-
Verfahren berechnet werden, bei welchem auch in allen Zwischengliedern ¥3; fiiri =1,...,5
zwei zusétzliche Koordinatensysteme eingefithrt werden (siehe [1, 22, 48]). Man erhélt
schlulendlich Tys(6) als das Produkt der sogenannten Denavit-Hartenberg-Matrizen
Tyji-1(6:), mit

Top1(61)- T1j2(62)- - - - T56(06) = Toj6(6) (2.1)

Die durch T0|6(0) beschreibbare Menge aller erreichbaren Endeffektorstellungen heifit Ar-
beitsraum des Roboters.

Riickwirtskinematik

Die Aufgabenstellung der Riickwértskinematik kann, wie folgt, formuliert werden: Es ist
eine Position Xg des Endeffektors innerhalb des Arbeitsraumes gegeben. Es werden die
zugehorigen Gelenksvariablen 61, ..., 60 gesucht. Da die gegebene Position durch die zu-
gehorige Transformationsmatrix Tgs festlegbar ist, geht es um die Auflssung der Matri-
zengleichung aus (2.1) bzw. um die Losung des sich fiir die einzelnen Matrizenelemente
ergebenden Gleichungssystems. Dies bedeutet, man formt das System durch schrittweise
Elimination um in eines in gestaffelter Form (Dreiecksform), bei welchem die folgende Glei-
chung immer um eine Unbekannte weniger aufweist als die vorhergehende. Die vollstandige
Losung 148t sich dann schrittweise durch Riickwértseinsetzen bestimmen.

Beim generischen Fall eines 6R Roboters gelang die Bestimmung der allgemeinen Losung
erstmalig im Jahr 1988 von Lee und Liang in [28]. Die Losung der Gleichung (2.1) konn-
te dabei auf die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms 16. Grades zuriickgefiihrt
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werden. In diesem generischen Fall gibt es daher zu derselben Endeffektorstellung 16 ver-
schiedene Roboterkonfigurationen. In Sonderfillen, etwa bei Robotern mit zum Teil or-
thogonalen, parallelen oder schneidenden Drehachsen geht die Berechnung einfacher, und
der Grad des Problems ist 8 oder 4. Insbesondere bei Robotern mit Handgelenk kann man
die Auflésung in zwei Schritten vornehmen: Die ersten drei Drehwinkel ergeben sich aus
der Position des Gangursprunges, die letzten drei aus der gegebenen Stellung der Achsen
des Gangkoordinatensystems gegeniiber dem Rastkoordinatensystem.

2.1.1 Die Jakobimatrix und singulire Lagen

Wahlt man alle Gelenksvariablen 61, . .., 6 als Funktionen der Zeit ¢, so wird damit ein
Zwanglauf ¥g/%y des Roboters festgelegt. Auf Grund von Satz 1.11 kann die Bewegung
Y6/ durch die Raltivbewegungen X1/, ...,Ys/%5 zusammengesetzt werden. Somit
kann die Momentanschraube L berechnet werden als:

6
= Zgiwm-,l =Jw mit w = (w, ..,w6|5)T und J=(a;,...,a5), (2.2)
i=1

0

wobei a; die momentanen Rastkoordinaten der Speeres ldngs der Drehachse 2,; und w;
die momentane Winkelgeschwindigkeit der Relativdrehung ¥;/3; 1 um 2; notiert. Da-
bei ergibt sich das Vorzeichen von w; aus der gewiihlten Orientierung der Drehachse 3.
Die Matrix J heifit momentane Jakobimatrix des Roboters und deren Rang heifit lokaler
Freiheitsgrad des Roboters. Dieser gibt die Dimension des von den momentanen Relativbe-
wegungen Y1 /3, ..., X¢/35 aufgespannten Vektorraumes an, welcher der Tangentialraum
an den Arbeitsraum ist.

Ist nun der Rang von J kleiner als sechs so existiert minderstens ein Winkelgeschwin-
digkeitsverhéltnis Rw # o, sodass der EE einen momentanen Stillstand hat obwohl alle
Gelenke in Bewegung sind; also der Roboter bei festgehaltenem Endeffektor wackelig ist.
Dies korrespondiert mit dem Verlust eines momentanen Freiheitsgrades, wodurch eine sin-
guldre Konfiguration gekennzeichnet ist. Daraus folgt unmittelbar der néchste Satz.

Satz 2.1. Eine Konfiguration eines 6R Roboters ist dann und nur dann singuldr, wenn
die Determinante der Jakobimatriz J aus (2.2) verschwindet, also die sechs Drehachsen
einem linearen Komplex angehdren.

Befindet sich der Manipulator nun in der Néhe einer Singularitéit, so kénnen grofle
Winkelgeschwindigkeiten in den Drehgelenken nur geringfiigige Auswirkungen auf die mo-
mentane Lagednderung des EE haben, insoferne das Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis R w
ungiinstig gewihlt wurde. Wenn nun aber der EE mit einer konstanten Geschwindigkeit
eine Bahn verfolgen soll, so kann dies in der N&he von Singularitéiten auf extrem grofle
Winkelgeschwindigkeiten in den Gelenken fithren, was grofle Beschleunigungen und damit
eine starke Belastung der Gelenksmotoren verursacht. Wegen der auftretenden Tragheits-
kréfte wird eine exakte Verfolgung der Bahn meist unméglich.
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2.2 Stewart Gough Plattformen

Vom geometrisch-kinematischen Standpunkt aus betrachtet, besteht eine Stewart Gough
Plattform, welche im Verlauf der Arbeit 6fters mit SGP abgekiirzt ist, aus dem bewegten
System ¥ (= Endeffektor), der sogenannten Plattform, und sechs Teleskopbeinen, die iiber
Kugel-Schub-Kugel Gelenke die Plattform mit der Basis ¥¢ verbinden. Dabei erfolgt die
Steuerung nur iiber den Antrieb der Schubgelenke.

Die Berechnung des Freiheitsgrades dieser kinematischen Kette iiber die Formel von
Griibler liefert den redundanten Grad 12. Dieser kommt dadurch zu Stande, dass jedes der
Teleskopbeine eine Rotation um die Verbindungsgerade der Kugelgelenksmitten gestattet,
ohne die relative Lage von Y gegeniiber ¥y zu dndern. Man kann nun die Plattform so
modifizieren, dass man den redundanten Freiheitsgrad zum Verschwinden bringt, indem
man alle Kugelgelenke in ¥y oder ¥ durch Kardangelenke vom Freiheitsgrad 2 ersetzt.
Fiir die folgenden theoretischen Uberlegungen spielt der Freiheitsgrad keine weitere Rolle
und wir kénnen daher zur Vereinfachung die urspriingliche Definition verwenden. Es sei
noch bemerkt, dass Stewart Gough Plattformen mit mehr als sechs Teleskopbeinen als
redundant bezeichnet werden.

durch die Lage der sechs Montagepunkte der L
Beine im Gangkoordinatensystem und die : \
Lage der sechs entsprechenden Ankerpunkte
im Rastkoordinatensystem bestimmt. Infol-
ge werden die Plattformankerpunkte mit P;
und die Basisankerpunkte mit B; notiert. Die
Tragergerade des i-ten Beines wird mit |; an-
geschrieben (vgl. Abbildung 2.2).

Der an der geschichtlichen Entwicklung so-
wie an einem Uberblick der wichtigsten
Veroffentlichungen in diesem Bereich interes-
sierte Leser sei auf den Artikel von Dasgupta
und Mruthyunjaya [7] sowie auf das Buch [35]
von Merlet verwiesen.

Die Geometrie der Plattform und Basis ist ,

Abbildung 2.2: Flugsimulator

Vorwiartskinematik

Das Problem der Vorwiértskinematik kann folgendermafien formuliert werden: Gegeben
seien die Geometrie der Plattform und der Basis sowie alle sechs Beinldngen. Gesucht sind
alle moglichen Lagen der Plattform zur Basis mit diesen Angabestiicken. Eine mogliche
Losung fiir die Angabestiicke aus Abbildung 2.3 wurde in Abbildung 2.4 dargestellt.

Die Losung der Vorwéartskinematik stellt eine komplexe Aufgabe dar, die erstmals Hus-
ty [19, 20] im Jahre 1994 fiir allgemeine Stewart Gough Plattformen zu l6sen vermoch-
te. Sein auf der Studydarstellung der Raumkongruenzen basierender Losungsalgorithmus
fiihrt iiber Polynome mit Maximalgrad 320 auf ein algebraischen Polynom vom Grad 40.
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456
? 2

Abbildung 2.3: Angabestiicke? Abbildung 2.4: Eine Losung?

Somit ist es theoretisch moglich, dass die Vorwirtskinematik 40 reelle Losungen besitzt,
was von Dietmaier in [8] durch ein Beispiel bewiesen wurde. Es sei noch bemerkt, dass der
Maximalgrad von auftretenden Polynomen im Algorithmus von Husty durch Modifikatio-
nen auf 200 reduziert werden kann (siehe [37]).

Riickwirtskinematik

Bei SGPen ist die Riickwértskinematik sehr simpel, denn ist die Position von X gegeniiber
Y sowie die Geometrie der Plattform und der Basis bekannt, so kénnen die zugehorigen
Stabldngen einfach als Langen von Strecken mit bekannten Endpunkten berechnet werden.

2.2.1 Die Jakobimatrix und singulire Lagen

Singulére Lagen von n-beinigen SGPen mit n > 5 sind dadurch gekennzeichnet, dass der
parallele Manipulator in diesen Positionen infinitesimal beweglich ist. Wenn nun ein Platt-
formpunkt bei fixen Beinldngen eine Bewegung ausfithren kann, dann muss er den Abstand
zu seinem Basisankerpunkt beibehalten. Somit steht jede mogliche Bahntangente auf das
dazugehorige Bein normal, woraus folgt, dass alle n Beine dem Bahnnormalenkomplex der
Momentanschraubung angehtren miissen und somit in einem linearen Komplex liegen. In
solchen singuldren Lagen existieren somit unkontrollierbare Freiheitsgrade. Nun kénnen
wir ohne weiteren Beweis den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.2. Fine n-beinige Stewart Gough Plattform mit n > 5 befindet sich dann und
nur dann in einer singuldren Lage, wenn die Trigergeraden der Beine einem linearen
Geradenkomplex angehdren.

*Diese beiden Graphiken wurden der Dissertation [42] von Pernkopf entnommen.
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Infolge wollen wir die Jakobimatrix J von Stewart Gough Plattformen definieren, und de-
ren kinematische Bedeutung erldutern. In Vorbereitung auf Kapitel 6 dieser Arbeit wollen
wir J, wie folgt, einfithren: Sei q jene Momentanschraube die die momentane Bewegung
der Plattform X gegeniiber der Basis Xy beschreibt. Wir betrachten nun die Fithrungsge-
schwindigkeit v(P;) des i-ten Plattformankerpunktes P;, welche sich geméf (1.16) berech-
nen lafit. Nun wollen wir v(P;) in eine Komponente v,(P;) entlang des i-ten Beines und
in eine Komponente v (P;) orthogonal zu dieser zerlegen (siehe Abbildung 2.5), also

v(Pi) =a+ (ax Pi) =v(Pi) +v (Pi).  (23)

Die Pliickerkoordinaten (li,/l\i) der Trigergeraden |; des
i-ten Beines sind gegeben durch:

l; =p; —b; und T@Zbixli:pixli. (2.4)

Die Lénge des Vektors v,(P;), welche nun geméis8

1

li /l\l li ~ q
[v,(P)|l = == -v(Pi) = =—-q+ =g  (2.5) 4
| I[L]] 1Ll I[L]]
B;

berechnet werden kann, entspricht der momentanen
Léngendnderung d; des i-ten Beines.
Abbildung 2.5: v,(P;), v, (P;)

Es sei noch bemerkt, dass auf Grund von Satz 1.8 die Giiltigkeit der Gleichung (2.5) nicht
auf den Plattformankerpunkt P; beschrénkt ist, sondern fiir alle Punkte X der i-ten Tréger-
geraden |; gilt. Die gesammelten Ergebnisse wollen wir nun in einem Satz formulieren:

Satz 2.3. Die Jakobimatriz J einer n-beinigen SGP (n > 5) ist die (nx 6) Abbildungs-
matriz der linearen Abbildung v, welche die Schraube q, die die momentane Bewegung der
Plattform gegeniiber der Basis beschreibt, auf den Vektor d = (di, ..,d,)T gemdap

t: q—d=Jq (2.6)

abbildet, wobei d; der momentane Lingendnderung des i-ten Beines entspricht. Seien die
Pliickerkoordinaten (1;,1;) der Trdagergeraden |; der Beine gemdfS (2.4) gegeben dann lift
sich die Jakobimatriz anschreiben als:

J7 — LLf=" 0 L[l (2.7)
Luf=t o )™

Da in der i-ten Zeile von J bis auf die Reihenfolge die Speerkoordinaten der i-ten Tréger-
geraden stehen, kénnen die singuldren Lagen auch, wie folgt, charakterisieren:

Satz 2.4. FEine n-beinige Stewart Gough Plattform mit n > 5 befindet sich dann und nur
dann in einer singuliren Lage, wenn rank(J) < 6 mit J laut (2.7) gilt.
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2.3 Performance Indizes

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit sind kinematische Performance Indizes fiir 6R Roboter
und Stewart Gough Plattformen. Solche Indizes spielen eine wichtige Rolle beim Entwurf
von Robotern (Robot Design) sowie in der Anwendung zur Kontrolle (Robot Control). Wir
wollen einen kinematischen Performance Index, wie folgt, definieren:

Definition 2.1. FEin kinematischer Performance Index eines mechanischen robotischen
Systems konvertiert das Leistungsvermdogen des Systems Bewegungen zu tbertragen in
einen Skalar, wobei der Index auf rein kinematischen Eigenschaften des Systems basiert.
Die Bewegungstibertragung ist im differentialgeometrischen Sinn zu verstehen, also auf der
Ebene von Geschwindigkeiten.

Um eine einheitliche Notation der Arbeit zu erméglichen, wird der Begriff des End-
effektors, wie folgt, konkretisiert: Unter dem Endeffektor soll in Zukunft nur jener Teil
des Roboters verstanden werden, zu dessen Manipulation der Roboter dient; also zum
Beispiel ein Greifer oder ein Schweifigerit, oder die Kapsel eines Flugsimulators (sieche
Abbildung 2.2).

AuBerdem wird infolge nur mehr vom Performance Index die Rede sein, wobei stets ein
kinematischer gemeint ist. Wenn dem nicht so ist, dann wird dies jeweils explizit erwéhnt.
Bevor wir genauer darauf eingehen, was die Definition 2.1 auf 6R Roboter bzw. SGPen
umgelegt bedeutet, wollen wir noch einige allgemeine Bermerkungen verlieren:

Grundsétzlich kann man zwischen zwei Arten von Performance Indizes unterscheiden,
je nachdem, ob sie vom Endeffektor EE abhéingen (EE dependent Performance Indizes)
oder nicht (EE independent Performance Indizes). Jede dieser beiden Gruppen spaltet
sich wiederum auf in Performance Indizes, welche von der momentanen Konfiguration
des Roboters abhéingen (pose dependent Performance Indizes) und in jene, die davon
unabhéngig sind (pose independent Performance Indizes).

Organisation der Arbeit

Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit liegt auf der Einfithrung von neuen Per-
formance Indizes fiir Robot Control. Solche Indizes miissen von der momentanen Konfi-
guration des Manipulators abhéngen und somit den pose dependent Performance Indizes
angehoren. Wir werden vier neue Performance Indizes fiir Robot Control von 6R Robo-
tern einfiihren, wobei zwei EE dependent sind (siehe Kapitel 3) und die anderen beiden
EE independent (siehe Kapitel 4). Fiir SGPen wird in Kapitel 5 bzw. Kapitel 6 jeweils ein
neuer EFE dependent bzw. EE independent Performance Index definiert.

Analog zu bekannten Methoden lassen sich manche der neu eingefiihrten Performance
Indizes fiir Robot Control auch fiir Robot Design verwenden. Dies ist fiir einen Index aus
Kapitel 3 fiir 6R Roboter sowie fiir die beiden neu eingefiihrten Indizes fiir SGPen der
Fall. Fiir letztere wird in Kapitel 5 bzw. Kapitel 7 auch eine Berechnung von optimalen
SGP Konfigurationen im Sinn dieser Indizes durchgefiihrt.

Als Nebenprodukt unserer Uberlegungen wird auBerdem fiir jeden der vier neuen Per-
formance Indizes fiir 6R, Roboter noch eine gewichtete Version vorgeschlagen, wobei die
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Gewichtung beziiglich der benétigten Rotationsenergie vorgenommen wird. Diese Indizes
sind aber keine kinematischen Performance Indizes aus Def. 2.1 mehr, da sie von der
Masseverteilung des Roboters abhéngen.

2.3.1 Voriiberlegungen
Wir wollen nun die Bedeutung von Def. 2.1 fiir 6R Roboter bzw. SGPen kléren:

Satz 2.5. Das Leistungsvermdgen eines 6R Roboters bzw. einer Stewart Gough Plattform
Bewegungen zu tbertragen ist dann und genau dann micht gegeben, wenn sich der 6R
Roboter bzw. die Stewart Gough Plattform in einer singuldren Lage befindet.

Beweis: Fiir 6R, Roboter folgt die Giiltigkeit dieses Satzes direkt aus dem Umstand, dass
nur in singuléren Lagen mindestens ein Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis Aw mit beliebig
grofem A\ € R\ {0} exisitiert, fiir welches momentan keine Geschwindigkeitsiibertragung
auf das Glied X¢ stattfindet.

SGPen zeigen ein dazu duales Verhalten, denn nur in singuldren Lagen kann ein Be-
wegungsstillstand der prismatischen Gelenke nicht auf die Plattform iibertragen werden,
da jeder Punkt der Plattform eine beliebig grofie Fiihrungsgeschwindigkeit haben kann. [

Auf Grund dieses Satzes werden Performance Indizes in der Literatur auch ofters als
Abstandsmaf} zur néichstgelegenen Singularitit angesehen. Jedoch ist diese Sichtweise aus
den folgenden Griinden nicht korrekt:

Da die Menge der singuldren Lagen einer Stewart Gough Plattform bzw. eines 6R Ro-
boters alleine durch die Geometrie der Stewart Gough Plattform bzw. des 6R Roboters
bestimmt ist, darf ein Abstandsmafl, welches die Néhe zur Singularitidt angibt, nicht vom
EE abhingig sein. Somit kommen nur die EF independet Performance Indizes als Ab-
standsmaf} in Frage. Wie sich jedoch im Verlauf der Arbeit zeigen wird, beriicksichtigen
aber die meisten der existierenden EF independet Performance Indizes nicht die Geome-
trie des Manipulators, durch welche die Singularitdten bestimmt ist. Umgekehrt ist aber
auf Grund von Satz 2.5 ein Abstandsmaf}, welches die Néhe zu einer Singularitdt angibt,
auch ein FE independet Performance Index.

Wiinschenswerte Eigenschaften eines Performance Index

Ein Performance Index PI(K) fiir 6R Roboter bzw. Stewart Gough Plattformen der jedem
Element K aus dem Konfigurationsraum des Manipulators einen Skalar zuordnet und der
Def. 2.1 geniigt, soll die folgenden sechs Eigenschaften erfiillen:

1. PI(K) > 0 fiir alle K des Konfigurationsraumes. (2.8)
2. PI(K) =0 dann und nur dann, wenn K singulér ist. (2.9)
3. PI(K) ist invariant gegeniiber Euklidischen Bewegungen. (2.10)
4. PI(K) ist invariant gegeniiber Ahnlichkeiten. (2.11)
5. PI(K) hat eine geometrisch-kinematische Deutung. (2.12)
6. PI(K) sollte in Echtzeit berechenbar sein. (2.13)
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Alle in dieser Arbeit neu eingefithrten kinematischen Performance Indizes erfiillen diese
6 Forderungen. Die Eigenschaften (2.8)—(2.13) sind aus den folgendn Griinden sinnvolle
Anforderungen an einen kinematischen Performance Indezx:

Neben der trivialen Forderung in (2.8) begriindet sich jene in (2.9) durch Satz 2.5. Eine
weitere sinnvolle Anforderung an einen Performance Index ist, dass dieser nicht von der
Skalierung abhingt, also invariant gegeniiber Ahnlichkeiten ist. Ansonsten miite man
zusétzlich immer noch den verwendeten Mafistab angeben, um beurteilen zu kénnen, ob
eine gute Performance des Manipulators in dieser Konfiguration gegeben ist oder nicht.
Natiirlicherweise ist es wiinschenswert, dass der Performance Index nicht von der Wahl
des Rastkoordinatensystems abhéngt, also invariant gegeniiber Euklidischen Bewegungen
ist. Auflerdem sollte der Index in Echtzeit berechenbar sein, um dessen Einsatz in der
Praxis fiir Robot Control zu gewéhrleisten. Die fiinfte Eigenschaft, der zufolge der Index
eine geometrisch-kinematische Deutung besitzen soll, war die eigentliche Motivation fiir
die Suche nach neuen Performance Indizes fiir 6R Roboter und SGPen, da diese Forderung
von den bisher existierenden Indizes wenn iiberhaupt nur sehr beschréankt erfiillt worden
war. Bei den FFE dependent Performance Indizes muss sich auf Grund der Abhéngigkeit
vom Endeffektor, die geometrisch-kinematische Deutung der Indizes auf den Endeffektor
beziehen. Dies gelingt bei den in dieser Arbeit neu definierten EE dependent Perormance
Indizes, durch die Einfithrung des sogenannten Operation Ellipsoids und der Verwendung
einer objektbezogenen Metrik im Raum der Euklidischen Bewegungen.

Da FEFE independent Performance Indizes vom Endeffektor unabhingig sind, kann sich
die geometrisch-kinematische Deutung nur auf den Manipulator als ganzen beziehen. Bei
den von uns eingefithrten FE independent Performance Indizes wird dies im Wesentli-
chen dadurch erreicht, dass wir eine siebente Forderung zu den sechs aus (2.8)—(2.13)
hinzufiigen, ndmlich:

7. PI(K) héngt von der Geometrie des Manipulators ab. (2.14)

Diese Bedingung wird in den Kapiteln 4 bzw. 6 fiir 6R Roboter bzw. SGPen konkretisiert.

Es wurden viele Arbeiten iiber Performance Indizes geschrieben, jedoch sind die zwei wohl
bekanntesten Indizes, die auch heute noch die meiste Anwendung sowohl bei 6R. Robotern
alsauch bei Stewart Gough Plattformen finden, die Condition Number [46] einerseits und
die Manipulability [55] andererseits. Die Condition Number ist ein Vertreter der EE depen-
dent Performance Indizes, im Gegensatz zur Manipulability, welche zu den EFE independent
Performance Indizes zu zéhlen ist.

Obwohl diese beiden Indizes einerseits von Angeles in [1] fiir 6R Roboter und andererseits
von Merlet in [35] fir Stewart Gough Plattformen ausfiihrlich analysiert wurden, werden
wir zu Beginn jedes Kapitels, welche nach FE dependent und EFE independent Performance
Indizes fiir 6R Roboter bzw. SGPen gegliedert sind, den entsprechenden Index in Hinblick
auf die von uns gestellen 6 bzw. 7 Forderungen untersuchen.



Kapitel 3

EE dependent Performance
Indizes fiir 6R Roboter

3.1 Review: Condition Number CDN(K)

Salisbury und Craig [46] fithrten 1982 dieses Konzept ein, welches sich auf die Jakobimatrix
J aus (2.2) des Manipulators stiitzt. Dieser Index gibt die positive Quadratwurzel des
Verhéltnisses vom groiten zum kleinsten Eigenwert von J7J wider. Wenn man nun den
Kehrwert der CDN als MaB betrachtet, also CDN ™!, so liefert dieser Index stets Werte
zwischen 0 und 1, wobei 0 eine singuldre Lage charakterisiert. Lagen, die den Maximalwert
liefern, werden als isotrop bezeichnet. Es sei bemerkt, dass es sich bei der CDN um ein
urspriinglich numerisches Verfahren handelt, welches angibt, wie gut die Invertierung einer
Matrix konditioniert ist.

Trivialerweise erfiillt somit CDN~! die Forderungen 1 und 2, jedoch nicht die Punkte
3 und 4. Wir wollen dieses Konzept nun von einem anderen Standpunkt aus betrachten,
der es uns erlaubt, die fehlenden Invarianzen leicht einzusehen.

3.1.1 Interpretation und Varianz der CDN(K)

Die Eigenwerte von J7 J kénnen wir auch, wie folgt, interpretieren. Wir suchen das Mini-
mum beziehungsweise das Maximum der Zielfunktion ((w),

~ ~

C(w): gg'O Qg = w'Zw mit Z=J"J (3.1)
unter der Nebenbedingung v(w),
P(w): ww=wlBiw=1. (3.2)

Die Losung dieser Extremwertaufgabe fithrt mit Hilfe eines Lagrangen Multiplikators ge-
nau auf die Eigenwerte von J7J. Also gibt die CDN nichts anderes an, als die positive Qua-
dratwurzel des Verhéltnisses vom Maximum zum Minimum der Quadratsumme 36T|0 L

unter der Normierungsbedingung, dass die Quadratsumme der Winkelgeschwindigkeiten

26
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o~

gleich 1 ist. Wir wollen im folgenden Satz die fehlenden Invarianzen der Zielfunktion ((w)
aufzeigen, welche sich auf den Index der CDN~! durchdriicken.

Satz 3.1. C (w) ist variant unter Ahnlichkeiten. ¢ (w) ist nicht invariant gegeniiber Raum-
bewegungen mit Ausnahme der Gruppe der Drehungen des Rastkoordinatensystems um
dessen Ursprung U.

Beweis: Die Behauptung ist leicht einzusehen, wenn wir gglo )00 wie folgt, anschreiben:
w
T 2 ~2 2 ~ 6|0 2
951090 = 96j0 T 6j0 = Wejo T+ (wejoPs|o + K‘quﬂ) =

~2
o
2 60 2 2 2 ~
= Welo T 3~ 9gjo T WejoPsjo T 2WgoPq =
6l0

(3.3)

2 ~2 2 72 2 2
= Wgjo + [Wﬁ\o + wgjo Upsjo™ | = wgpo + VD)7,

wobei wg|y die Winkelgeschwindigkeit und &gp die Schubgeschwindigkeit der Schraube 910
sind. Py sind die Pliickerkoordinaten der Schraubachse pgjg von g)0- Somit bezeichnet

W&O den Normalabstand des Rastkoordinatenursprunges U von der Schraubachse pgjo-
Auf Grund der Inhomogenitét der Summanden beziiglich deren Dimensionen (Summe
aus Lingen und Winkel), ist die Invarianz gegeniiber Ahnlichkeiten nicht gegeben. Abge-
sehen davon ist die Zielfunktion nur von der Wahl des Koordinatenursprunges U abhéngig,
womit der Satz bewiesen ist. O

3.1.2 Losungskonzepte fiir die Varianz der CDN(K)

Wir wollen nun zwei Losungskonzepte vorstellen, welche die Varianzen der CDN beseitigen.
Diese beiden Methoden finden derzeit in der Praxis die meiste Anwendung,.

Konzept A

FEine Moglichkeit, um die Varianz gegeniiber Euklidischen Bewegungen zu iiberwinden,
besteht darin, die Zielfunktion unabhéngig vom Rastkoordinatenursprung zu formulieren,
also die Fiihrungsgeschwindigkeit von U durch jene eines speziellen Punktes des EE zu
ersetzen. Die Frage, die sich stellt ist, welcher Punkt des EE ausgezeichnet werden soll.
In der Theorie (z.B. [1, 2, 3]) sowie in der Praxis hat es sich durchgesetzt, den Operation
Point OP des Manipulators heranzuziehen. Dies ist dquivalent mit der Bedingung, dass das
Rastkoordinatensystem in jeder Konfiguration des Roboters so gew#hlt wird, dass dessen
Ursprung U mit dem OP zusammenféllt. Wir wollen diese Sichtweise infolge bevorzugen.
Um noch die Inhomogenitéit der Summanden der Zielfunktion beziiglich deren Dimen-
sionen zu beseitigen, wird auf das Konzept der charakteristischen Linge CL zuriickgegrif-
fen, welches von Tandirci, Angeles und Ranjbaran in [50] eingefiihrt wurde. Die Idee ist,
die Langeneinheiten in der Jakobimatrix zu eliminieren, indem man die letzten drei Zeilen

von J durch CL dividiert. Z aus (3.1) schreibt sich somit als:
Z=J"WJ mit W= <E3 %j ) : (3.4)

03 o1z
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Es sei noch bemerkt, dass dies der Division von ||v(U)|? durch CL? in (3.3) gleichkommt.
Die Autoren von [50] definierten die charakteristische Linge CL, wie folgt:

Definition 3.1. Die charakteristische Linge CL ist jene Linge, welche sich aus der Mi-
nimierung der CDN in Abhdngigkeit der Unbekannten s, ..., 0 und CL ergibt.

Wir bezeichnen die CDN, welche sich dieses Konzeptes bedient, infolge mit CDN¢ry,.

Kritikpunkte am Konzept A Die Schwiche dieser Methode steckt in der charakteri-
stischen Linge CL, die das Verhéltnis zwischen Lénge und Winkel gewichtet. Auf Grund
ihrer Definition als Losung einer Minimierungsaufgabe fehlt es bislang an einer sinnvollen
geometrischen Interpretation fiir diese und somit auch fiir CDNgp. Wir werden am En-
de dieses Kapitels, basierend auf dem in dieser Arbeit eingefiihrten Index CDNpg, eine
geometrische Interpretation der CL angeben, die Anlass fiir eine Neudefinition derselbigen
sein wird.

Konzept B

Gosselin versuchte 1990 in [13, 14] die angesprochenen Varianzen, wie folgt, in den Griff
zu bekommen. Er charakterisierte die momentane Bewegung des Endeffektors eindeutig
durch die Fiihrungsgeschwindigkeiten dreier nicht kollinearer Referenzpunkte desselben,
anstatt diese durch g0 21 beschreiben. Somit gelang es ihm eine homogene Jakobimatrix
zu formulieren, beziiglich welcher er die Condition Number berechnete. Dadurch wurden
die gewiinschten Figenschaften erlangt.

Kritikpunkte am Konzept B Der Nachteil dieses Konzeptes ist, dass die Wahl der
drei Bezugspunkte beliebig und der Index nicht invariant gegeniiber einer Anderung dieses
Tripels ist. Gosselin lief in seiner Arbeit vollig offen, welche drei Punkte des Endeffektors
gewihlt werden sollen und wie deren Wahl den Index beeinflusst.

Angeles und Lopes-Cajun schlugen in einem Kapitel von [2] vor, nicht nur drei Punkte
zu verwenden sondern die Ecken eines Platonischen Koérpers, welcher im OP zentriert ist.
Jedoch lieBen sie die Frage offen, welcher Platonische Korper mit welchem Umkugelradi-
us herangezogen werden soll und wie das Ergebnis zu interpretieren ist. Auf Grund der
folgenden Uberlegungen und der eingefithrten Metrik werden wir auch die Beliebigkeit in
der Anzahl und Wahl der Referenzpunkte beseitigen, indem wir CDNpg definieren.

3.2 Voriiberlegungen fiir einen neuen Performance Index

Da die beiden Losungskonzepte und somit auch die daraus folgenden Indizes die oben
angefithrten Schwichen haben, besteht das Interesse an einem neuen verbesserten EE de-
pendent Performance Index. Um bei dem neuen Index eine fehlende geometrische Interpre-
tation bzw. eine Beliebigkeit in der Anzahl und Wahl der Referenzpunkte auszuschlieflen,
benétigen wir eine geometrisch sinnvolle Metrik im Raum der Euklidischen Bewegungen.
Die Grundmotivation fiir die in diesem Kapitel verwendete Metrik ist die folgende:
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Im Grunde genommen ist man in der Praxis nicht an der Manipulation eines einzelnen
Punktes (OP) oder von drei Punkten des EFE interessiert, sondern an der eines ganzen
Objektes O, welches zum Beispiel ein Schweifligeréit oder eine zu transportierende Last
sein kann. Aus diesem Grund wollen wir einen Performance Index einfithren, der diesen
Umstand beriicksichtigt. Dazu bendtigen wir zuallererst eine objektbezogene Metrik, die
es uns erlaubt, den Abstand zwischen zwei Raumpositionen ein und desselben Objektes
anzugeben.

3.2.1 Objektbezogene Metrik und das Operation Ellipsoid

Die verwendete Metrik wurde von Hofer, Pottmann und Ravani in [18] eingefiihrt und hat
ihren Ursprung im Registrierungsproblem® mit bekannter Korrespondenz. Wir reprisen-
tieren das Objekt O, an dessen Manipulation wir interessiert sind, durch eine endliche
Anzahl von Punkten P; (i = 1,..,N). Mit Hilfe dieser Punktwolke ist es uns mdoglich,
einen Abstand zwischen zwei Raumpositionen des Korpers, néamlich zwischen O(0) und
O(t), wie folgt, zu definieren:

N
d(0(0),0(1))* := Y _ [pi(0) — pa(t)II*.
i=1

Diese Metrik hidngt nur vom Massenschwerpunkt sp und der Kovarianzmatrix Do von O
beziiglich des Massenschwerpunkt sp ab, mit

N N
1 T
S = N ;:1 pi und Do = ;:1 (Pi —s0)(Pi —s0)" (3.5)

Somit kénnen wir uns auf die sechs spezielle Punkte S; mit den Koordinaten

S; 1= so—l—w%ii und Sit3 1= so—\/%ii mit 1=1,2,3, (3.6)

beschrianken, wodurch sich die Rechnung vereinfacht. Es sei noch bemerkt, dass \; die
Eigenwerte und i; die zugehorigen normierten Eigenvektoren der Kovarianzmatrix Do
bezeichnen. Durch diese Vereinfachung wird weder der Massenschwerpunkt sp, die Kova-
rianzmatrix Do noch der Trigheitstensor Ip := tr(Dp)Es — Do von O verdndert.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen ist es uns nun moglich den Operation Point auf den pra-
xisnéheren Begriff des Operation Ellipsoids, wie folgt, auszudehnen:

Definition 3.2. Das Operation Ellipsoids OF bezeichnet jenen durch ein Ellipsoid £ be-
schrankten Bereich des Endeffektors mit Vol(£) # 0, an dessen Manipulation man interes-
siert ist. Das OF wir durch die sechs Scheitel S; (i = 1,..,6) des Ellipsoids £ representiert.

Es sei noch bemerkt, dass durch die Bedingung Vol(€) # 0 die nicht praxisrelevanten
Félle ausgeschlossen werden, in denen das OF in eine Ellipse, Strecke oder einen Punkt
entartet. Auf die objektbezogene Metrik sowie auf das OF stiitzt sich der infolge présen-
tierte Perfomance Index Plog(K).

3 Angenommen, man hat zwei Punktwolken X bzw. ) von korrespondierenden Punkten x; € X und
yi € Y gegeben. Gesucht wird nun jene Bewegung, die so gut wie moglich X mit ) zur Deckung bringt.
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3.3 Der Performance Index Plyg(K)

Zuerst legen wir das OF durch die Scheitel S; € g fest, welche die folgenden Koordinaten
beziiglich des Rastkoordinatensystems haben: s; := (s;1,si2,5;3) mit ¢ = 1,...,6. Die
Form des OF ist von der jeweiligen Anwendung des Roboters abhéingig und sollte so
gewihlt werden, dass es den Bereich des Interesses bestmoglich repréasentiert. Nun lasst
sich beziiglich der objektbezogenen Metrik der Abstand zwischen zwei Lagen OFE(0) und
OE(t) des OF schreiben als:

d(OE(0) ZHSz ) = si(t)lI*. (3.7)

Wenn wir nun die Lage OE(t) linear approximieren (Taylor Approximation 1. Ordnung),
so ergibt sich der Abstand zwischen OFE(0) und OE(t) ndherungsweise als

d(OE(0) Z v (S >  mit (3.8)

6 6
v(Si) = dgjo + (agj0 x 8:(0)) = Zaj wjlj—1+ (Z ajwjj—1x si(0)). (3.9)

Wir sind nun an jenem normierten Winkelgeschwindigkeitsvektor interessiert, welcher die
schlechteste Performance des OF zur Folge hat, also die momentan schlechteste Geschwin-
digkeitsiibertragung auf das OF nach sich zieht. Dieses Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis
erhalten wir iiber die Losung der folgenden Minimierungsaufgabe:

Wir suchen jenes Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis R w, welches die nachstehende Ziel-
funktion ((w)

((w): Z v (Sa) I1” (3.10)
mit v(S;) laut (3.9) unter der Nebenbedingung v(w) mit
vw): wlw=wlEjw=1, (3.11)

minimiert. Die Nebenbedingung v(w) stellt die Normierungsbedingung fiir Rw dar. Da
es sich bei der Zielfunktion ((w) offensichtlich um eine quadratische Form in den Unbe-
kannten w;);_; handelt, kénnen wir diese auch als {(w) = w’ Z w anschreiben, wobei die
symmetrische 6 x 6 Matrix Z die folgende Gestalt hat:

6
sTs, sf
. ; — i’ i
=J"WJ mit W = E_ ( S, E3> (3.12)

0 $i,3  —S8i,2
und Sz = —84,3 0 Sil . (313)

Si2  —Si1 0
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Die Losung des Minimierungsproblems erfolgt iiber Einfithrung eines Lagrange’schen
Multiplikators A, wobei sich aber der Ansatz V{ — AVv = 0 unter Beriicksichtigung von
V(=2Zw und Vv = 2 Egw zu dem Eigenwertproblem

(Z—-\Eg)w=o0

vereinfacht. Dieses lineare Gleichungssystem besitzt genau dann eine nichttriviale Losung,
wenn die Determinante der Matrix (Z — A\ Eg) verschwindet. Dieses charakteristische Po-
lynom ist maximal vom Grad 6 in der Unbekannten \. Mit jeder Losung \; (Eigenwert
von Z) ist auch ein Eigenvektor w; verbunden. Aus den Gleichungen

Zw; =\iEgw; und wZT Esw; =1 folgt nun

C(wz) = UJZT Zw;= )\iw;r Egw; = \;.

Somit spiegelt der Eigenwert )\; den zur Losung gehérigen Funktionswert ((w;) wider,
woraus nun folgt, dass der zum kleinsten Eigenwert A, gehorige Eigenvektor w,,;, das
gesuchte Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis ist. A, ist somit ein Maf fiir die momentan
schlechteste Geschwindigkeitsiibertragung.

3.3.1 Definition von Plog(K)

Wir wollen bei der Definition des neuen Index ausniitzen, dass das OF fix mit dem Gang-
system g verbunden ist, und somit seine relative Lage zur Drehachse ag unveradndert
bleibt. Somit kann in jeder Konfiguration des Roboters eine Drehung des OF um die sech-
ste Drehachse mit derselben Performance DC' ausgefiihrt werden, wobei DC, wie folgt,
definiert ist:

6
DC:=((0,.,0,1) = 265" > Amin  DC= const. VK (3.14)
i=1

und agS; den Abstand von S; zu ag bezeichnet. DC' ist somit eine Designkonstante des 6R
Roboters.

Definition 3.3. Der EE dependent Performance Index Plog(K), der auf der objektbezo-
genen Metrik und dem Operation Ellipsoid (Def. 3.2) basiert, ist beziiglich der 6R Robo-
terkonfiguration IC definiert als

Plpg(K) ==+ Agg mit Plps(K) € [0,1], (3.15)

wobei A\pin, dem kleinsten Eigenwert der Matriz Z (3.12) entspricht und DC gemdfs (3.14)
definiert ist.

Satz 3.2. Der Performance Index Plog(K) ist wohldefiniert.
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Beweis: Die Matrix Z aus (3.12) ist im nicht singuléren Fall des Manipulators stets positiv
definit, denn die Zielfunktion ((w) héngt von den Normalabstinden der Scheitel S; von
der momentanen Schraubachse pg|y sowie von wgp und &g, wie folgt, ab:

6 6
72 ~
D IVS) P =whio Y peoSi + 6@, (3.16)
=1

=1

Z ist somit in einer nicht singlidren Konfiguration nur dann positiv semidefinit, wenn
das OF in eine Strecke (bzw. Punkt) ausarten wiirde. Denn in diesem Fall wiirde eine
momentane Drehung dgo mit S; € dg)o fiir ¢ = 1,...,6 die Zielfunktion stets identisch
erfiillen, unabhéngig davon, ob sich der Manipulator in einer singuldren Lage befindet
oder nicht. Diese Sonderfiille konnen jedoch auf Grund der Definition des OF (Def. 3.2)
nicht eintreten.

In einer singulédren Konfiguration ist Z stets positiv semidefinit. Dies folgt unmittelbar
aus der Tatsache, dass in singuldren Lagen mindestens ein Winkelgeschwindigkeitsverhlt-
nis Rw # o existiert, welches einen momentanen Stillstand des Endeffektors nach sich
zieht, also G50 =© gilt, woraus v(P) = o fiir alle P € 3 folgt.

Man muss sich noch iiberlegen, dass der Index auch beziiglich des OF wohldefiniert
ist. Damit ist gemeint, dass der Index invariant gegeniiber der Wahl der Scheitel S; des OF
ist, falls diese nicht eindeutig bestimmt sind; also im Fall einer Sphére oder eines Dreh-
ellipsoids. Auf Grund von (3.16) ist nur zu zeigen, dass die Quadratsumme der Abstéinde
von S; zu pgo fiir jede beliebige Wahl der Scheitel ident ist. Dies ist aber trivial, womit
der Satz bewiesen ist. O

Satz 3.3. Plog(K) hat alle geforderten sechs Eigenschaften aus (2.8) —(2.13).

Beweis: Auf Grund des vorherigen Satzes sind die ersten beiden Forderungen bereits erfiillt.
PIog(K) ist auch invariant gegeniiber Ahnlichkeiten, da es als Verhiltnis definiert wur-
de. Die Invarianz des Indizes gegeniiber Euklidischen Bewegungen, folgt direkt aus der
Invarianz der Zielfunktion, welche aus (3.16) unmittelbar hervorgeht. Der fiinfte Punkt
unserer gewiinschten Eigenschaften ist auf Grund der objektbezogenen Metrik, die geo-
metrisch interpretierbar ist, trivialerweise erfiillt. Da die Berechnung von Plpg(K) nur
die Losung eines Polynoms sechsten Grades erfordert, kann der Index auch in Echtzeit
berechnet werden. g

Bemerkung: Wenn Plpg(K) sehr klein ist, sollte das Winkelgeschwindigkeitsverhalt-
nis R winiyn vermieden werden, da dieses nur geringe Auswirkungen auf die momentane
Lageéinderung des OF hat.

3.3.2 Gewichtete Version des Plpg(K)

Wir kénnen die Einheitsmatrix Eg in v(w) aus (3.11) durch eine gewichtete Diagonalmatrix
G = diag(g1, .., gs) ersetzen. Es stellt sich nur die Frage, wie die Gewichtung vorzunehmen
ist, also wie die g; zu wéhlen sind. Wir schlagen eine praxisorientierte Wahl vor:
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Wir setzen g; = I;/2, wobei I; > 0 die Ndherung fiir das Massentrigheitsmoment
der Vereinigung der Korper ¥;,...,Y¢ beziiglich der Achse a; bezeichnet. Das Massen-
triagheitsmoment I; ldsst sich, wie folgt, berechnen:

L=> mrs, (3.17)
j

wobei m; die Masse des j-ten Massepunktes € U,G ¥; und r; den Abstand desselben von
der Drehachse a; notiert. Somit entspricht die gewichtete Nebenbedingung

I I
Vi w): wlw=wlGw=1 mit G =diag <21,..,26> (3.18)
der Forderung, dass die Summe der benétigten (investierten) Rotationsenergie gleich 1
ist. Der einzige Unterschied in der Berechnung ist, dass wir nun den kleinsten allgemeinen
Eigenwert /\nG“-n von Z beziiglich G benétigen. Auf Grund dieser gewichteten Nebenbedin-

gung v%(w) erhalten wir nun als Analogon zu (3.14) die folgende Ungleichung:

6
2 2 -
DCY = ¢ <o, 0,4 /I> = Za6|5sf >\¢. DCY=const. VK. (3.19)
6 6i=1

Somit kénnen wir nun analog zu Plpg(K) den gewichteten Index definieren, den wir mit
PIS5(K) bezeichnen wollen.

Definition 3.4. Der vom Endeffektor und der Masseverteilung des 6R Roboters abhdingi-
ge Performance Index P[OGE(IC), der auf der objektbezogenen Metrik und dem Operation
Ellipsoid (Def. 3.2) basiert, ist beziiglich der 6R Roboterkonfiguration K definiert als

PrES
PISH(K) = 44 Zmin mit PISL(K) €]0,1], 3.20
§olhc) =+ S §o) € 0,1 (3.20
wobei \G, dem Kleinsten allgemeinen Eigenwert von Z (3.12) beziiglich G (3.18) entspricht

und DCC gemdap (3.19) definiert ist.

Der Nachteil eines solchen gewichteten Index ist, dass man den rein kinematischen
Standpunkt verlésst; also Plg (K) kein kinematischer Performance Index mehr ist. Somit
haben Roboter, die sich nur in der Verteilung der Masse unterscheiden, beziiglich desselben
OF und in derselben Konfiguration K verschiedene Werte der Funktion Plg (K) zur Folge.

3.4 Der Performance Index CDNpg(K)

Wie in Abschnit 3.1.2 angekiindigt, wollen wir nun, basierend auf der eingefiihrten Metrik
im Raum der Euklidischen Bewegungen, eine geometrische Interpretation der CL angeben
sowie die Beliebigkeit in der Anzahl und Wahl der Referenzpunkte von Gosselins Konzept
beseitigen. Letzteres wird durch die Einfiihrung des Performance Index CDNgpg erledigt,
der, wie folgt, definiert ist:
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Definition 3.5. Der EE dependent Performance Index CDNog(K), der auf der objekt-
bezogenen Metrik und dem Operation Ellipsoid (Def. 3.2) basiert, ist beziiglich der 6R
Roboterkonfiguration IC definiert als

A
CDNop(K) == +4/ % mit CDN; 5 (K) € [0,1], (3.21)
)\min
wobei Amin und Amar den kleinsten bzw. grofiten Figenwert der Matriz Z aus (3.12) be-
zeichnet.

Satz 3.4. C’DNO_]E ist wohldefiniert und geniigt allen sechs Anforderungen aus (2.8) —
(2.13).

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 3.2 und Satz 3.3 sowie deren Beweisen. [J

Bevor wir eine geometrische Interpretation der CL angeben, wollen wir noch den
Zusammenhang zwischen CDNpg(K) und Plog(K) klaren.

Satz 3.5. Ist fiir eine Konfiguration K; die CDNog(KC;) beziiglich eines OF gleich 1, so
folgt daraus Plog(K;) = 1. Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis: Die Konstante DC aus (3.14) ist der Funktionswert der Zielfunktion ((w) (3.10)
beziiglich w = (0,0,0,0,0,1). Da in einer isotropen Lage alle Winkelgeschwindigkeits-
verhéltnisse, welche die Normierungsbedingung v(w) (3.11) erfiillen, denselben Zielfunk-
tionswert haben, gilt: \; = DC fiir ¢« = 1,...,6 wobei die \; die sechs Eigenwerte von Z
sind. U

3.4.1 Geometrische Interpretation der charakteristischen Linge

Infolge wollen wir CDNpg und CDNgy, fiir ein und dieselbe Manipulatorkonfiguration C
berechnen. Wir setzen voraus, dass das Operation Ellipsoid OF im Operation Point OP
zentriert ist und dass das Rastkoordinatensystem mit den Hauptachsen des OF zusam-
menfillt. Somit haben die sechs Scheitel S; des OF die folgenden Rastkoordinaten:

S1,4 = (:l:av 0, 0) S2,5 = (07 +b, 0) $3,6 = (07 0, :|:C) (322)

Die Matrix W aus Gleichung (3.12) vereinfacht sich zu

L o 2(b% + ¢2) 0 0
W = (0 615 ) mit L= 0 2(a® + ) 0 : (3.23)
8Os 0 0 2(a? + b?)

Mit diesen Vereinbarungen lasst sich die Aussage des néichsten Satzes leicht zeigen.

Satz 3.6. Die CL von CDN¢y, entspricht R\/2/3 dem Radius R jener Operation Sphere
0S mit Mittelpunkt OP, beziiglich welcher der Manipulator die kleinste CDNog besitzt.
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Beweis: Die Indizes CDNor und CDNgjp stimmen genau dann iiberein, wenn W =
6CL*W gilt. Dieses Gleichungssystem ist genau dann erfiillt, wenn das OF eine Operation
Sphere OS mit Radius R:=a=b=c= CL\/3/72 ist.

Der Umstand, dass das OF zu einer OS ausarten muss, folgt auch aus der Invarianz
der CDN¢p, gegeniiber der Rotationen um den Rastkoordinatenursprung U. U

Auf Grund dieses Satzes konnen wir die CDNgp als Sonderfall der CDNpp anse-
hen. Diese Interpretation stellt die Sinnhaftigkeit der Definition der CL aus den folgenden
Griinden in Frage. Die Griinde sind gegliedert nach der Anwendung des Index CDNpg
fiir Robot Design einerseits und Robot Control andererseits:

¢ Robot Design

Das Konzept der CDN¢p, wird auch herangezogen, um das Design von 6R Manipulatoren
zu optimieren, wobei ein Roboter als optimal angesehen wird, wenn eine Konfiguration
K; sowie eine CL so existieren, dass CDNgr,(K;) = 1 gilt. Dabei war es bisher vollig
bedeutungslos, welchen Wert die CL annimmt, solange die Bedingung CDN¢p(K;) = 1
erfiillt wurde. Auf Grund der angegebenen Interpretation sollte jedoch die CL nicht das
Resultat eines Optimierungsprozesses sein, sondern als eine Designkonstante fungieren.
Dies bedeutet, dass bei der Planung eines Roboters zuerst iiberlegt werden muss, fiir
welche OS und somit fiir welche CL dieser konzipiert werden soll. Der Mittelpunkt dieser
OS ist stets als Operation Point anzusehen. Erst dann sollte das Design (DH-Parameter)
so optimiert werden, dass eine isotrope Roboterkonfiguration im Arbeitsbereich existiert.
Es sollte noch bemerkt werden, dass ein 6R Roboter, dessen OP auf der sechsten Achse
ag liegt, niemals isotrop beziiglich C'DN¢gp, sein kann. Denn eine notwendige Bedingung
fiir isotrope Lagen ist, dass der OP gleichen Abstand von allen sechs Drehachsen a; mit
i=1,...,6 hat.

Natiirlich muss man sich nicht auf die Festlegung einer Operation Sphere OS be-
schrianken, sondern kann auch allgemeiner ein Operation Ellipsoid vorgeben. Dann muss
der 6R Roboter so optimiert werden, dass dieser beziiglich der CDNgpg isotrop ist. Eine
Optimierung beziiglich der CDNpg macht nur dann einen Sinn, wenn der zu entwickelnde
Roboter mit einem ganz bestimmten Endeffektor ausgeriistet wird. Ein Beispiel dafiir wire
die Entwicklung eines Schweifiroboter, dessen Endeffektor ein Schweifigerét bekannter Di-
mension ist. Da aber im Allgemeinen 6R Roboter fiir ein moglichst breites Anwendungs-
gebiet designt werden, scheint es sinnvoll zu sein, fiir diese eine Optimierung beziiglich
einer Operation Sphere vorzunehmen, um ein solches auch zu gewéhrleisten.

¢ Robot Control

Die Operation Sphere mit Radius R = CL\/3/72, welche im Operation Point zentriert ist,
stimmt im Allgemeinen nicht mit dem tatséchlichen Bereich des Endeffektors iiberein, an
dessen Manipulation man interessiert ist. Deshalb ist die CDN¢p, kein addquater Index
flir Robot Control. Deshalb sind in diesem Fall ganz klar die Indizes Plog und CDNpg zu
bevorzugen.
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Bemerkung: Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurde der Autor auf den Artikel [25]
von Khan und Angeles aufmerksam. In diesem Artikel wurde auf Basis einer Neudefinition
der CL ebenfalls eine geometrische Interpretation derselbigen angegeben, wobei sich diese
grundlegend von jener in dieser Arbeit unterscheidet. Da die CL eines Roboters im 4
Kapitel von [25] wiederum aus der Losung einer Minimierungsaufgabe resultiert, kénnen
die zuvor formulierten Kritikpunkte aufrecht erhalten werden.

Auf Grund der angestellten Uberlegungen dieses Abschnittes wollen wir die folgende Neu-
definition fiir die charakteristische Linge veranschlagen:

Definition 3.6. Die charakteristische Linge ist definiert als:

CL := R+\/2/3, (3.24)

wobei R der Radius jener Operation Sphere OS ist, welche den Bereich des Interesses am
besten representiert. Der Mittelpunkt dieser OS ist als Operation Point zu definieren.

Bemerkung: Wir kénnen ohne CDNppg zu verdndern die Matrix W aus (3.23) durch
%W ersetzen. Dann wird die untere 3 x 3 Matrix zur Einheitsmatrix und die obere 3 x 3
Matrix (= %L) gleicht dem Trégheitstensor des Operation Ellipsoids materialisiert als
ellipsoidale Schale £ mit Masse 1. Somit kann CDNpg auch als die Quadratwurzel des
Verhéltnisses der kleinsten und gréfiten kinetischen Energie von £ unter der Nebenbedin-
gung v(w) (3.11) interpretiert werden. Plpg aus Def. 3.3 gleicht somit der Quadratwurzel
des Verhéltnisses der kleinsten kinetischen Energie von £ unter v(w) und der Rotations-
energie von £ beziiglich der Drehung um ag mit Winkelgeschwindigkeit 1.

Bemerkung: Der Index CDNop kann auch fiir potenzielle Kdufer von 6R Robotern zur
Evaluierung der am Markt erhéltlichen Modelle herangezogen werden. Denn mit Hilfe die-
ses Index ist es moglich, jenes Fabrikat ausfindig zu machen, welches fiir die ganz spezielle
Anwendung des Kéufers am besten geeignet ist. Man miisste fiir jeden in Frage kom-
menden Robotertyp (Vorkriterien: Reichweite, Nutzlast, ...) das Maximum der C’DNO_E
beziiglich des durch die Anwendung festgelegten OF im Arbeitsraum berechnen. Rein
vom kinematischen Standpunkt aus betrachtet, wire dann jenes Modell zu bevorzugen,
dessen Maximalwert am grofiten ist.

3.4.2 Gewichtete Version der CDNyg(K)

Analog zur Definition von PI§5(K) kénnen wir auch eine gewichtete Version von
CDNopg(K) einfithren, welche sich ebenfalls auf die investierte Rotationsenergie stiitzt.
Wir wollen diesen Index mit C’DNgE(IC) bezeichnen und ihn, wie folgt, definieren:

Definition 3.7. Der vom Endeffektor und der Masseverteilung des Roboters abhdngige
Performance Index CDNgE(IC), der auf der objektbezogenen Metrik und dem Operation
Ellipsoid (Def. 3.2) basiert, ist beziiglich der 6R Roboterkonfiguration KC definiert als

G
CDNG5(K) = + ig mit  CDN5S(K) € [0,1]. (3.25)

min
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wobei )\gm bzw. )\ffmx den kleinsten bzw. grdfiten allgemeinen Eigenwert der Matriz Z aus

(3.12) beziiglich der Matriz G aus (3.18) bezeichnet.

Der Nachteil dieses gewichteten Indizes ist wiederum, dass man den rein kinematischen
Standpunkt verldsst; also C’DNgE(IC) kein kinematischer Performance Index mehr ist. So-
mit haben Roboter, die sich nur in der Verteilung der Masse unterscheiden, beziiglich des-
selben OF und in derselben Konfiguration K verschiedene Werte der Funktion CDNS5(K)
zur Folge.

3.5 Beispiel: ABB IRB 2000

Als Beispiel wurde der Industrieroboter IRB
2000 der Marke ABB herangezogen. In der
Ausgangslage (siche Abbildung 3.1) sind die
Drehachsen a; des Manipulators gegeben
durch die folgenden Speerkoordinaten:

= (1,0,0,0,0,0)
= (0,—1,0,0,0,0)
a3-—-( ~1,0,0,0,710)
a4-—( —1,0,—835,0)
= (
(

0, 1 0, —850, 0, 835)
ag = (0,0,1,0,—835,0) Abbildung 3.1: Ausgangslage

beziiglich der Einheit mm. Der Arbeitsraum des Manipulators ist bestimmt durch:

01 € [—179°,179°] 05 € [—60°,60°] 05 € [—120°,120°]
05 € [—110°,100°] 04 € [—200°,200°] 0 € [—200°,200°] .
Anhand dieses Beispieles wollen wir die Auswirkungen der Verdnderung des Operation

Ellipsoids auf die Indizes Plop(K) und CDN;5(K) illustrieren. Die Scheitel S; haben die
folgenden Rastkoordinaten s; in der Ausgangslage:

81’4 =p + (0, 0, a), 5275 =Pp + (0, b, 0), 53,6 =Pp + (C, 0, O),

wobei p := (835,0,1150) die Rastkoordinaten des Operation Points sind. Wir betrachten
den einparametrigen Zwanglauf, welcher, wie folgt, bestimmt ist:

21w 11w 92 w

=0 LS TIRT: A
T A 27

6 4= =g 5 3 3
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51 0.6 07 ¢t 08 tq 0.6 07 ¢ 08 0.9 to

300 A 300

250 1 250
200 200
150 1 150 1

100 1 100 1

50 1 50 1

Abbildung 3.2: Plog Abbildung 3.3: CDN

Zuerst wollen wir annehmen, dass das OF eine Operation Sphere mit Radius R := a =
b = c ist, welche im Operation Point zentriert ist. In Abbildung 3.2 und Abbildung 3.8
sind die Isolinien von PIpg bzw. CDN5 iiber R x t € [50,300] x [t1, t2] dargestellt, wobei
K(t1) und K(t2) singuldre Lagen des 6R Roboters sind. Es zeigt sich, dass C’DNO_E(IC)
sehr stark von der Wahl des Radius R abhingt. Im Gegensatz dazu ist Plpg mehr oder
weniger konstant fiir R € [50,300]. Die hochste Isolinie von Plpp hat einen Wert von 0.7
und jene von CDNg, Plj einen von 0.12.

1 0.6 07 t 08 0.9 to 1 0.6 07 t 08 0.9 to
300 1

300 A
250 1 250

200 1 200 A

150 1 150 1

100 1 100 1

50 1 50 1

Abbildung 3.4: Plpg Abbildung 3.5: CDN, }3
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Infolge wollen wir als OF keine Sphére mehr heranziehen sondern ein eiférmiges Drehellip-
soid. Dieses ist gegeben durch R := a sowie b = ¢ = 50. In Abbildung 3.4 und Abbildung 3.5
sind die Isolinien von Plog bzw. CDNy}, iiber R x t € [50,300] x [t1,t2] dargestellt. Die
hochste Isolinie von Plpg hat einen Wert von 0.9 und jene von CDN,, }E einen von 0.04.

Da Ajaz im Gegensatz zu DC keine Konstante ist, konnen in der Praxis sehr oft kleine
Werte fiir CDN,, Plj auftreten, obwohl A,,;, nur geringfiigig kleiner oder sogar gleich DC
ist. Dieser Umstand zeigt sich in diesen beiden Graphiken sehr eindrucksvoll.

ty 06 07 L 08 09 ty, 06 07 t 08 09 t

300 - W

250

300 A

250 1

200 A

200

150 - 150 1

100 1 100 A

20

Abbildung 3.6: Plpg Abbildung 3.7: CDN},

50 A 50 1

Zuletzt wollen wir noch als OF ein abgeplattetes Drehellipsoid betrachten, welches
durch ¢ = 50 und R := b = ¢ bestimmt ist. In Abbildung 3.6 und Abbildung 3.7 sind die
Isolinien von Plop bzw. CDNg;, iiber R x t € [50,300] x [t1,t5] dargestellt. Die hochste
Isolinie von Plpg hat einen Wert von 0.7 und jene von CDN, é einen von 0.1.

Dieses Beispiel unterstreicht auch die Uberlegungen aus 2.3.1, daB nimlich ein EE de-
pendent Performance Index auf Grund der Abhéngigkeit vom Endeffektor kein geeignetes
Abstandsmaf} zur Singularitdt sein kann.



Kapitel 4

EE independent Peformance
Indizes fiir 6R Roboter

4.1 Review: Manipulability MPB(K)

Dieses Konzept, das 1985 von Yoshikawa [55] eingefiihrt wurde, beruht auf der Aussage
von Satz 2.1, denn dieser Performance Index gibt fiir nicht redundante Manipulatoren
nichts anderes als den Betrag der Determinate der Jakobimatrix J aus (2.2) wider. Wir
wollen uns nun iiberlegen, dass dieser Index nicht nur trivialerweise die Bedingungen 1
und 2 erfiillt, sondern auch unsere dritte Forderung.

Satz 4.1. Die Manipulability ist invariant gegentiber Euklidischen Bewegungen des Rast-
koordinatensystems.

Beweis: Sei R eine orthogonale Matrix, die eine Drehung p des Rastkoordinatensystems
induziert, und t := (z,y,2)” ein beliebiger Schiebvektor der Translation 7 desselben. Da
jede gleichsinnige Euklidische Bewegung aus einer Drehung und einer Translation zusam-
mengesetzt werden kann, brauchen wir nur zeigen, dass die Determinante der Jakobimatrix
J invariant gegeniiber Translationen und Rotationen ist. Aus der Koordinatentransforma-
tion von Speeren folgt:

~ P ~ p (R 03
(a,a) — (Ra,Ra) = J— (03 R) J:=17, (4.1)
~ T ~ T E; 03
(a,a) — (a,a+ (txa) = J— J:=J; (4.2)
T Es;
0 4z —y
mit T=|-2 0 +=x
+y —z O
Aus det(R) = det(E3) = 1 folgt nun det(J,) = det(J;) = det(J), und somit haben wir die
angespochene Invarianz des Index |det(J)| bewiesen. O

40
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4.1.1 Interpretation und Varianz von MPB(K)

Die Manipulability ist variant unter Ahnlichkeiten, da sich eine Anderung der Skalierung
mit dem Faktor A auf die Momentenvektoren durchdriickt und sich somit der Wert der De-
terminante von J um das A3-fache #indert. Neben dieser Varianz besitzt die Manipulability
einen zweiten grofen Schwachpunkt, den wir infolge aufzeigen wollen.

Interpretieren lisst sich MPB, wie folgt: Der Vektorraum R® aller Momentanschrauben
ist die Menge aller moglichen g9 VOR Y6 / Yo, welche die Bedingung |w;;_1| < 1 fiir

i=1,...,6 erfiillen, ein Parallelepiped, welches das Volumen 2°-|det(J)| besitzt. Somit ist
die Manipulability stets proportional zu diesem Volumen.

Aus diesem Volumen kann man jedoch weder einen Riickschluss auf die Geschwindig-
keitsiibertragung auf den EE ziehen, da MPB unabhéngig vom EE ist, noch hat dieses aus
dem folgenden Grund eine geometrische Bedeutung fiir den Manipulator: Der Index ist
nédmlich invariant gegeniiber dem Vertauschen von Spalten der Jakobimatrix, welches eine
Anderung der Reihenfolge der Drehgelenke nach sich zieht, und somit jede der moglichen
6! = 720 Realisierungen gleichberechtigt wire.

Da uns die geometrische Bedeutung des Index von grofler Wichtigkeit war, sahen wir
gerade hier den Ansatzpunkt fiir die Suche nach einem neuen EE independent Performan-
ce Index. Wir wollen deshalb infolge einen EE independent Performance Index als den
Abstand der momentanen Konfiguration zur néichstgelegenen Singularitit definieren, wo-
bei dieser Abstand eine geometrische Bedeutung fiir den Manipulator haben soll. Es liegt
nun auf der Hand, wie die siebente Forderung aus (2.14) fiir 6R Roboter zu spezifizieren
ist, ndmlich, wie folgt:

7. PI(K) soll die Geometrie des 6R Roboters beriicksichtigen,
und deshalb von der Reihenfolge der Drehachsen abhéngen.

4.2 Voriiberlegungen fiir ein Abstandsmaf

Es scheint nicht zielfithrend zu sein, den rein liniengeometrischen Standpunkt einzuneh-
men, also nur die momentane Lage der sechs Drehachsen a; zu beachten. Dies ist aber
letztlich der Fall, wenn man nur die momentane Jakobimatrix betrachtet. Natiirlich findet
man ,,in der Ndhe“ stets Positionen, wo die 6 Achsen in einem linearen Komplex liegen.
Nehmen wir zum Beispiel den Komplex € her, der von den ersten fiinf Achsen aufge-
spannt wird. Alle Geraden von €, die gleichzeitig auch die sechste Achse schneiden, bilden
im nichtsinguldren Fall von € ein hyperbolisches Netz. Jeder Ersatz von ag durch eine
beliebige Netzgerade ergibt eine singulire Konfiguration. Aber welche ist jetzt die zu ag
,hachstgelegene* Netzgerade? Wie soll ein Abstand definiert werden, der zwischen ,,bes-
seren“ und ,schlechteren“ Konfigurationen unterscheiden ldsst? Natiirlich bietet sich an,
Abstidnde und Winkel zur zweiten Achse des Netzes zu verwenden, aber wie soll aus die-
sen zwei Groflen ein in allen Féllen sinnvolles einziges positives Mafl definiert werden, das
skalierungsunabhéngig ist?
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Demnach scheint der einzig sinnvolle Weg zu einem geometrisch interpretierbaren Ab-
standsmaf} darin zu bestehen, die durch die mechanische Realisierung mogliche Verédnder-
barkeit der Drehachsen mitzuberiicksichtigen. Bei einem seriellen Roboter mit rastfestem
a; ist ja die zweite Achse nur eingeschrinkt beweglich, und jede Anderung dieser hat
natiirlich einen Einflufl auf die néichste Achse, usw.... Demnach hat es wenig Sinn, die zu
einer einzelnen Achse a; ,nédchstgelegene“ Position zu suchen, die dem von allen anderen
Achsen aufgespannten linearen Komplex angehort. Das Konzept, welches die durch die
mechanische Realisierung mogliche Verdnderbarkeit der Drehachsen beriicksichtigt, bietet
sich bei seriellen Robotern an, da diese im Gegensatz zu den parallelen Manipulatoren eine
einfache Losung fiir die Vorwértskinematik besitzen, welche es gilt, fiir ein Abstandsmafl
auszuniitzen.

4.2.1 Grundidee

Angenommen, der 6R Roboter bewegt sich mit dem momentanen Winkelgeschwindigkeits-
vektor w durch eine beliebige Konfiguration K und wird in dieser abrupt gestoppt, dann
kommt es in der Praxis zum Ubersteuern des Manipulators aus der Lage K. Dabei bewegt
sich die Gelenksachse a; ;1 aus der Position I entlang der Momentanschraubung Q0 der

zwanglaufigen Bewegung der ¢-ten Gelenksachse gegeniiber der Basis, wobei P unter
Beriicksichtigung von Satz 1.11 die folgende Gestalt hat:

i
9 = Zgj wjj—1 fir i=1,...,6. (4.3)
j=1

Angenommen, wir lassen die Momentandrehung um die Drehachse a’; mit der Geschwin-
digkeit w;;_; die Zeit ¢; € R* lang wirken fiir ¢ = 1,...,5. Dann wird der orientierte
Drehwinkel A; = §; w;);_; iiberstrichen. Die Frage, die sich jetzt stellt, ist, wie die Dreh-
winkel gew#hlt werden miissen, um zur néchstgelegenen Singularitidt zu kommen. Da eine
Drehung des seriellen Roboters um die rastfeste Achse a; keinen Einfluss auf dessen Ab-
stand zu einer singuldren Lage haben darf, setzen wir sinnvollerweise wyjg = 0, also ¥
als momentan unbewegt voraus. In Abhéngigkeit von der Bedingung, welche man an die
Drehwinkel A; stellt, ergeben sich die verschiedenen in diesem Kapitel angefithrten Ab-
standsmafe fiir 6R Roboter.

4.2.2 Linearisierte Niherung der Vorwirtskinematik

Wir gehen von der Position (61, .. ., 0s) =: K(0) des Konfigurationsraumes aus und fragen
uns, wann K(61,02+Ag, ..., 05+ As,0) =: K(0) singulér ist, wobei die A; moglichst klein
gehalten werden sollen. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten und somit unserer
sechsten Bedingung gerecht zu werden, stiitzen wir uns auf die linearisierte Naherung die-
ses Problems. Diese ist aus dem folgenden Grund fiir die Definition eines Abstandsmafles
ausreichend: Einerseits ist die Approximation in der Néihe von Singularitdten hinreichen-
den genau und andererseits ist der exakte Wert uninteressant, solang er iiber einem zu
definierenden kritischen Abstand liegt; sich der Manipulator also nicht in der unmittelba-
ren Nihe einer singulédren Lage befindet.
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Nachdem die Singularitét allein durch die augenblickliche Lage der Gelenksachsen be-
stimmt ist, benttigen wir die linearisierte Naherung der Achsen as, ..., ag. Offensichtlich
héngt a;(d) nur von den Drehwinkeln 6; + A; fiir j = 2,...,% — 1 ab. Somit lésst sich die
Taylorapproximation 1. Ordung schreiben als:

i—1

8ai 9 ,...,97;7
a,(0) =a;(02+ Do, ., 01+ Aiy) ma(fa,. 0 1)+ > A= ( 289- D, b;(0)
j=2 J

wobei da;(0)/00; die augenblickliche Anderung von a; bei Drehung um a’; mit der vor-
zeichenbehafteten Winkelgeschwindigkeit w;;_; = 1 bedeutet. Die zugehorige Schraube
ist somit a;, und wir erhalten unter Bertiicksichtigung von Satz 1.10

3@2‘(9) _
00, ~ a;(0)x a;(0).
i—1
Daraus folgt:  b;(d) = a;(02,...,0i—1) + Z Aj(a;xa;) mit
j=2
i—1 aa(e) i—1
dem Realteil  b;(5) = a;(6) + ; A ap = a;(0) + Z:: Aj(ajxa;) und
N i—1 83(9) i—1
dem Dualteil — by(6) =8,(6) + > _ A, a;j =a;(0) + > Ay [(@)x &) + (ayx &) .
j=2 =2

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Naherung b;(d) fiir a;(d) im Allgemeinen nicht
mehr die Pliickerbedingung b;(8)-b;(8) = 0 erfiillt und es sich dabei um keine Speerkoor-
dinaten (b;(6)-b;(d) = b;i(5)-b;(d) +2¢-b;(0)-b;(6) = 1) mehr handelt. Aber auch hier gilt
fiir kleine A; die Approximation:

~ aZ a;) 1 Ut 9%(a;-a;)
bi(8)-b;i(0) = a;-a; Z +5 0, AA ~ 0,
j,k=2

et
= 00; 00y,
~ . . . . Oa; 0a;
denn aus a;-a; = 0 folgt durch partielles Differenzieren a;- — + a;- — = 0.
00; 00;
—1
az a, az az)
bi(9)-bi(6) = a;-a; A; ~ 1,
(0)b:(0) = a2y +Z Z: 80 0
. : . 0(a;-a;) da;
denn aus a;-a; = 1 folgt durch partielles Differenzieren 20 = 2a; % = 0. Fiir die
J

Determinante der Jakobimatrix J(§) := J(62 + Asg,...,05 + As) ergibt smh somit als
Naherung

det [J(6)] = det [ay, ay, a5(0s + As), ... a6(02+A2,.. 05+ As)] ~

5

N 0 det(J) ) 8det Oay,

~det [J(02,...,05)] + 4 a9, Aj; mit E det(ay,. .. 50, —NAj,.).
Jj=2 k=j+1
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Da wir die néchstgelegene Singularitét suchen, setzen wir det [J(0)] gleich Null. Wir schrei-
ben die somit erhaltene Gleichung in einer etwas anderen Form an als

5 6
det(T) + ) A Y det(Ji;) =0, (4.4)

i=2  j=i+l

wobei J die Jakobimatrix des Manipulators in der momentanen Konfiguration bezeichnet,
und man die Matrizen J;; erhélt, indem man die j-te Spalte der Jakobimatrix ersetzt
durch:

a;xa;= (aix a;, a; x aj +a;x ﬁj)

4.3 Definition neuer Abstandsmafle

Alle Losungsquadrupel (Ag, ..., As) der inhomogenen Gleichung (4.4) bilden eine Hyper-
ebene H im Raum Vi, welcher durch die Drehwinkel 6,, ..., 05 aufgespannt wird. Die
Variablen A; dienen als lokales Koordinatensystem D, dessen Ursprung in I, := K(0)
liegt und welches mit dem Koordinatensystem der Drehwinkel 6; in Vi durch eine Schie-
bung um (—6s9,...,—05) zur Deckung gebracht werden kann. Es sei noch bemerkt, dass
der Nullvektor dann und nur dann eine Losungsvektor ist, wenn die Hyperebene H durch
den Ursprung K, geht, also das Absolutglied det(J) verschwindet. Siche dazu auch Abbil-
dung 4.1.

4.3.1 Das Abstandsmafl DM (K) = AL

Infolge wollen wir die Gleichung (4.4) nach dem Gesichtspunkt 16sen, dass |A;| < Ay fiir
i = 2,..,5 gilt und dass A minimal ist. Das gesuchte Quadrupel erhalten wir aus dem
nichtleeren Durchschnitt des kleinsten achsenparallelen Hyperwiirfels, der im Ursprung
K, zentriert ist, mit dieser Hyperebene H. Dieser nichtleere Durchschnitt enthélt stets die
Ecke L des Hyperwiirfels (siehe Abbildung 4.1). Der Ortsvektor 1 = (lg,..,15)p von L ist
gegeben durch:

|det(J)]

5 (9det(d)|
S5 |95
Satz 4.2. DM (K) gibt niherungsweise den kleinsten Winkel AL aus (4.5) an, um wel-

chen man gleichzeitig die Systeme X;y1 um die Drehachse ?j (j = 2,...,5) mit der
Orientierung sgn(l;) drehen muss, um in eine singuldre Lage zu kommen.

mit AL = (4.5)

l; = sgn (det(J)-adet(J)) AL

00;

Es kann durchaus der Fall eintreten, dass der kleinste nichtleere Durchschnitt des Hy-
perwiirfels mit H auch ein-, zwei- oder dreidimensional ist. Dem entspricht eine Beriihrung
des Hyperwiirfels mit H ldngs einer Wiirfelkante, Wiirfelfliche oder Wiirfelhyperfliche.
Derartige Ausnahmefille manifestieren sich in unseren Formeln wie folgt: Je nach Dimen-
sion des Durchschnitts kann man einem, zwei oder drei [;’s kein eindeutiges Vorzeichen
zuordnen, da die i-te Koordinate des Normalvektors zu H verschwindet. Dies bedeutet
nun, dass der Abstand zur Singularitdt unabhéngig von den jeweiligen A;’s ist.
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Bemerkung Bei dieser Methode erhalten wir im allgemeinen Fall neben unserem Ziel,
einem Abstandsmaf}, wenig weitere Informationen. Wir kénnen nur auf Grund des mit
der Losung verbundenen Vektors (sgn(lz), sgn(ls), sgn(ls), sgn(ls)) eine Aussage iiber die
momentan ungiinstigsten Drehrichtungen der Gelenke treffen. Wie wir sehen werden, wird
uns die nichste Methode nicht nur ein Maf}, sondern auch das momentan schlechteste
Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis liefern, also jenes, das am schnellsten an die singulére
Lage heranfiihrt.

4.3.2 Das Abstandsmafl DM, (K) = Aq

Wir wollen nun von derselben Gleichung (4.4) wie zuvor ausgehen, jedoch nun so mini-
mieren, dass die Quadratsumme der Winkeldnderungen A; minimal ist. Dies bedeutet,
dass wir jenen Punkt Q € H mit den lokalen Koordinaten q = (g2, .., ¢5)p suchen, fiir den
Q@ + q% +q2 + qg = A% minimal ist. Diese Minimierungsbedingung scheint noch legitim
unter dem Gesichtspunkt die A; so klein wie moéglich zu halten, denn es gilt die folgende
Relation:

3
0< ‘QZ‘ < EAL'

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass L im positiven Sektor
liegt, also lo = - -+ =I5 = AL gilt. Dann liegen nach dem Satz von Thales die Lotfuflpunkte
F mit £ = (fa, f3, fa, f5) aller moglichen Hyperebenen durch L beziiglich des Ursprunges
auf der Hypersphéire A mit

5 AL 2 )
A Z(fi—2> = A2
=2
Nun ist f; genau dann maximal, wenn F der LotfuBpunkt von H beziiglich des Ursprunges
ist, mit
AL 3 AL

fi=5 +AL=540 uwd  fi=—

Bemerkung: FEine Optimierung in der Hinsicht, dass die Summe der Betrige der
tiberstrichenen Winkel minimal ist, erscheint nicht sinnvoll, da man im schlechtesten Fall
nicht wie hier mit dem Faktor 3/2, sondern mit dem Faktor 4 zu rechnen hat.

fir  je{2,3,4,5}\ {i}. U

Q erhalten wir als den Berithrpunkt der Hypersphédre I', deren Mittelpunkt im Ur-
sprung K, liegt, mit der Hyperebene H (siehe Abbildung 4.1). Wir erhalten somit fiir die
Koordinaten von Q die Ausdriicke

—det(J) Odet(J)

i = 4.6
v 35 <6det(J)>2 00; (4.6)
j=2\ " 06,
Daraus lasst sich nun Aq sofort berechnen als
det(J)? det(J
Ag =+ et(J) _ |det(J)] ‘ (47

S (V) 4o, ()’
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Satz 4.3. DMs(K) gibt ndherungsweise die kiirzeste Zeit Aq aus (4.7) an, welche bendtigt
wird, um die ndchstgelegene Singularitit zu erreichen, vorausgesetzt, dass die Quadratsum-
me der Winkelgeschwindigkeiten gleich 1 ist. Weiters gilt noch die folgende Beziehung:

AL < AQ < 2A,.

Beweis der Ungleichung: Wenn H den Hyperwiirfel entlang einer Hyperebene beriihrt,
erhalten wir Al = Aq. Die obere Grenze wird hingegen erreicht, wenn L = Q gilt. g

Das momentan schlechteste Winkelgeschwindigkeitsverhiltnis w;

Wie schon zuvor erwéihnt, erhélt man hierbei nicht nur ein Abstandsmaf, sondern auch ein
momentan schlechtestes Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis wg := R* (g2, g3, 4, ¢5). Dieses
Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis ermdoglicht es uns, das momentane Winkelgeschwindig-
keitsverhéltnis w, mit der eine nichtsinguldre Lage I, durchlaufen wird, zu evaluieren.
Als Maf3 dafiir bietet sich der Winkel o € [ z ”] an, der, wie folgt, definiert ist:

T 202
T
0= <Yws,wy,) — 5 mit  <(ws,w,) € [0,7]. (4.8)
Bei 0 = —§ bewegt man sich direkt auf die durch H approximierte Singularitdtsmannig-
faltigkeit zu bzw. bei o = § entfernt man sich schnellstméglich von dieser und bei o = 0

lauft man parallel zu H.

4.4 Nihere Analyse von DM, (K) und DM5(K)

Fiir ein besseres Versténdnis der neu eingefiihrten Indizes DM, (K) und DMy (K) wollen
wir zuerst einmal die Beziehung zwischen der Manipulability, A, Aq und w, graphisch
darstellen. Die dazu nétigen Uberlegungen werden uns danach auch behilflich sein, die
auftretenden Sonderfille der beiden Indizes leichter einzusehen.

4.4.1 Visualisierung von DM, (K) und DM, (K)

Wir betrachten den Graph der Funktion MPB(K) := |det(J)| iiber dem Raum Vi, also
die Abbildung:
L (92,...,95) — (92,...,95,|d6t(.])’). (49)

Somit kann der Normalvektor n, in jedem Punkt ¢(/C,) der Hyperfliche ¢(Vi) angeschrie-
ben werden als:

n, = (n27n3an47n571) mit
9 det(J) (4.10)

n; = —sgn [det(J)] 50,
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Projiziert man nun n, orthogonal auf den
Raum Vi der Drehwinkel, so erhalten wir
den negativen Gradienten von MPB(K),
welcher bekanntlich in Richtung des steil-
sten Abstieges zeigt. Unser zuvor defi-
niertes momentan schlechtestes Winkelge-
schwindigkeitsverhaltnis w, entspricht so-
mit —grad [MPB(K)].

Weiters sei noch bemerkt, dass der Durch-
schnitt des Tangentialraums T, im Punkt
L(Ko) an ¢(Vi) mit Vi den 3-Raum H lie-
fert. Q ist der Spurpunkt der Falllinie von
T, durch ¢(K,). Somit kénnen die Indizes
DMy (K) und DM>(K) als Abstandsmaf}

angesehen werden.

larad (vpB(c,) |

Abbildung 4.1: Visualisierung des Sachverhalts

4.4.2 Sonderfille und Wohldefiniertheit von DM, (K) und DM,(K)

Sonderfall (a) Wie ist das Ergebnis zu interpretieren, wenn die Gleichung (4.4) identisch
erfiillt ist, also det(J; ;) = 0 und det(J) = 0 gilt? Wenn dieser Fall eintritt, dann befindet
sich der Manipulator in einer singuléren Lage K, hoherer Ordnung, denn es verschwinden
alle vier partiellen Ableitungen

gdet(.])

6
0 o= D det(Ji ) mit i=2,...,5.

Jj=i+1

Dann ist DM (K) = DM3(K) = 0 (& 1 = q = o), da die Gleichung (4.4) fiir alle
Quadrupel (Ag,...,As) € R* erfiillt ist und somit auch fiir den Nullvektor o. In der
Graphik wiirde dieser Fall jener Situation entsprechen, in der K, = ¢(K,) gilt und die
Tangentialhyperebene T, mit Vi zusammenfillt.

Somit bekommt man bei einer algorithmischen Implementierung der Mafle DM, (K)
und DM>(K) automatisch die Information mitgeliefert, ob es sich bei einer singuliren
Konfiguration I, um eine gewohnliche oder um eine Singularitdt hoherer Ordnung handelt.
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Bemerkung. Bei einem 6R Roboter mit allgemeinen Abmessungen treten keine hoher-
en Singularititen auf, da fiir vier Unbekannte 65, . .., 05 fiinf Gleichungen zu erfiillen sind:
Die vier partiellen Ableitungen der Jakobimatrix sowie diese selbst sind gleich Null. Ma-
nipulatoren mit singuldren Lagen hoherer Ordnung miissten somit eine Gleichung in den
Denavit Hartenberg Parametern erfiillen, jedoch ist diese so komplex, dass diese laut [22]
bis jetzt noch nicht berechnet werden konnte.

Sonderfall (b) Ein Problem bei diesen beiden Methoden entsteht, wenn die vier parti-
ellen Ableitungen der Jakobimatrix verschwinden und det(J) # 0 ist, denn dann kann die
Gleichung (4.4) von keinem Quadrupel erfiillt werden. Wie aus der vorigen Bemerkung
hervorgeht, besitzt jeder 6R Roboter solche Konfigurationen, da die vier Unbekannten
02, .., 05 nur vier Gleichungen zu erfiillen haben.

Verschwinden alle vier partiellen Ableitungen, so gilt dies auch fiir ||grad [MPB(KC,)] ||,
woraus n, |l Vi folgt, was dquivalent zur Aussage T, || Vi ist. Somit ist H die Fern-
hyperebene von V. Fir I, resultiert dadurch der Maximalabstand DM (K,) =
DM (K,) — o0, da Q und L Fernpunkte sind.

Da die spezielle Konfiguration K, der beiden Sonderfille stationidre Punkte (Gleich-
gewichtslagen) des Vektorfeldes —grad [MPB(K,)] sind, ist im Fall (b) der Winkel o
nicht definiert. Um nun auch in K, das momentane Winkelgeschwindigkeitsverh&lt-
nis w, evaluieren zu konnen, miissen wir eine Differentiationsordnung hoéher gehen,
also die Kriimmungen von ¢(Vi) im Punkt ¢(X,) betrachten. Somit koénnen wir im
Fall (b) das momentan schlechteste Winkelgeschwindigkeitsverhiltnis w, {iiber die
Hauptkriimmungsrichtung « der betragkleinsten Kriimmung definieren als:

T 7r
ws =tk = <a(ws,w,) € [0, 5} — e [—5,0} . (4.11)
Satz 4.4. DM (K) und DM>(K) sind wohldefiniert und geniigen allen sieben Anforde-
rungen aus (2.8) —(2.14).

Beweis: Trivialerweise erfiillen DM (K) und DM>(K) die Eigenschaften 1 und 2, sowie der
Forderung 5 und 7, da wir uns ja iiber diesen Gesichtspunkt dem Abstandsmaf} gendhert
haben. Um die verbleibenden Punkte zu zeigen, wollen wir die Gleichung (4.4) betrachten.
Die in der Gleichung auftretenden Koeffizienten det(J; ;) sind aus den gleichen Griinden
wie die Determinante der Jakobimatrix invariant gegeniiber gleichsinnigen Euklidischen
Bewegungen (siche Satz 4.1). AuBerdem bleibt diese Gleichung auch bei einer Anderung
der Skalierung mit dem Faktor A unveréndert, da dies nur einem Multiplizieren der Glei-
chung (4.4) mit A3 entspriche. Durch die linearisierte Niherung des Problems kann A
bzw. Aq in Echtzeit berechnet werden, was ein wichtiges Kriterium fiir die Anwendbarkeit
des Mafles in der Praxis darstellt. U
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4.5 Gewichtete Versionen von DM (K) und DM, (K)

Als Ausgangspunkt fiir die Definition der gewichteten Abstandsmafle dient uns wiederum
Gleichung (4.4), die sich auch, wie folgt, anschreiben l&sst:

5 6
=2

j=it+1

Wir kénnen nun wieder die jeweiligen Minimierungsbedingungen durch deren gewichtetes
Analogon, basierend auf der Rotationsenergie ersetzen, wobei die Massentrigheitsmomente
I; > 0 wie in (3.17) definiert sind.

Das Abstandsmafl DM (K) = Ag

Alle Losungsquadrupel (wy)p, - - ., ws)4) der inhomogenen Gleichung (4.4) bilden wiederum
die Hyperebene H. Nun suchen wir jenen Punkt Q¢ € H, fiir welchen die Summe der
benétigten Rotationsenergie minimal ist, also die folgende Bedingung erfiillt:

2 2 2 2
w2|112 w3|213 w4|3I4 w5‘4I5

— AG ;
5 5 5 5 =A —  min. (4.13)

Alle Quadrupel (wyyy, - . . ,ws|s), welche die Gleichung (4.13) fiir ein fixes AC e Rt erfiillen,
liegen auf einem Hyperellipsoid mit Mittelpunkt &C,. Somit ist der Ausdruck (4.13) genau
dann minimal, wenn das Hyperellipsoid die Hyperebene H beriihrt. Die Koordinaten des
Beriihrpunktes QY liefern uns durch Einsetzen in (4.13) den gesuchten Wert Ag. Wir

wollen infolge die Koordinaten q = (q2G e ,qg) von Q% explizit anschreiben:
2
0 det(3) 5 (0det(3)
—det(J) 50, . ( 00
G J
q; g I mit S ; 1 ( )

Somit erhalten wir fiir Ag den folgenden Ausdruck

det(J)?
28

¢ — mit S laut (4.14). (4.15)

Satz 4.5. DM (K) gibt niherungsweise die kleinste Rotationsenergie Ag aus (4.15) an,
welche bendtigt wird, um die ndchstgelegene Singularitdt zu erreichen.

Das Abstandsmal DME(K) = A¢

Nun suchen wir jenes Quadrupel (wsy,...,ws)s), welches den nachstehenden Ausdruck
minimiert:
|wiji—1V/1i/2] < \/AF — min. fir i=2,.,5. (4.16)

Wir erhalten das gesuchte Quadrupel, sprich den entsprechenden Punkt der Hyperebene H
als den nichtleeren Durchschnitt dieser mit dem kleinsten achsenparallelen Hyperquader,
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welcher in IC, zentriert ist. Dieser Hyperquader ist durch das folgende Verhéltnis seiner
Kantenléngen k; bestimmt:

2 2 2 2
kz:k3:k4:k5:”g:HE:”E:”E' (4.17)

Die nichtleere Menge enthilt stets die Ecke LS des Hyperquaders, dessen Koordinaten

= (1g,...,1¢) uns nach Einsetzen in Gleichung (4.16) den gesuchten Wert Af liefern.
Infolge wollen wir wiederum die Koordinaten von LY explizit anschreiben:
O det(J det(J
19 = sgn (det(J)~ ;; >> [det(J) . (4.18)

5 Odet(J
PV el
Somit ergibt sich fiir Af der folgende Ausdruck:

AC = det(J)’ . (4.19)

(Z I;Pdet |>

Satz 4.6. DMS(K) gibt niherungsweise die kleinste Rotationsenergie AY aus (4.19) an
welche in jedem Gelenk bendtigt wird, um in eine singulire Lage zu kommen.

Die somit erhaltenen gewichteten AbstandsmaBe DME (K) und DMS (K) sind nicht
mehr unabhéngig vom Endeffektor, da dieser die Masseverteilung beeinflusst; also handelt
es sich um keine FFE independent kinematischen Performance Indizes mehr.

4.6 Beispiel: ABB IRB 2000

Wir ziehen als Beispiel wiederum den 6R Roboter ABB IRB 2000 heran. Wir haben nicht
nur auf Grund der Praxisnidhe einen Roboter mit Handgelenk gewihlt, sondern auch um
zu zeigen, wie die in diesem Kapitel erarbeitete Theorie gegebenenfalls anzupassen ist.
Da die Determinante der Jakobimatrix eines 6R Roboters mit Handgelenk stets von 6,
unabhéingig ist, miissen wir nur den Graphen der Funktion MPB(K) iiber dem von 65, 03
und 05 aufgespannten Vektorraum betrachten; also

v (02,03,05) — (02,03, 05, |det(T)]). (4.20)

Zuerst wollen wir jene Lagen im Arbeitsraum ausfindig machen, in denen das momentan

schlechteste Winkelgeschwindigkeitsverh&ltnis nicht definiert ist, sprich die folgenden 4

Bedingungen erfiillt sind:
ddet(J)

50, mit  ¢=2,3,5 und det(J) #O0.

Wir erhalten die folgende Losung im Arbeitsraum:

Ko: (62,03,05) ~ (+0.88638, —0.19062, £7/2).
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Dabei ist es vollig unerheblich, ob 65 als +7/2 oder —7/2 gewéhlt wird, da sich die
beiden Lagen nur durch die Orientierung der sechsten Drehachse unterscheiden. Bei dieser
Konfiguration I, handelt es sich um ein lokales Maximum des Graphen der Funktion
MPB(K) tiber dem von 6s, 03 und 5 aufgespannten Vektorraum.

Um nun auch dieser Position ein momentan schlechtestes Winkelgeschwindigkeits-
verhéltnis zuweisen zu kénnen, betrachten wir die Hauptkriimmungen x; und die dazu-
gehorigen Kriitmmungsrichtungen k; fiir ¢ = 1,2,3 im Punkt +(IC,). Fiir diese erhalten wir
nach den allseits bekannten Formeln folgendes:

K1 ~ —5.21468-108 mit ki ~ £(0.88919, —0.45754, 0),
Ko A~ —7.38491-108 mit ko ~ +(0,0,1),
k3 ~ —1.55817-10° mit k3 ~ £(0.45754,0.88919,0).

Es sei bemerkt, dass einerseits die Richtungsvektoren des momentan schlechtesten k;
und des momentan besten k3 Winkelgeschwindigkeitsverhéltnisses die 6263-Ebene auf-
spannen und dass andererseits die partielle Ableitung von det(J) nach 65 an der Stelle
05 = +7/2 fiir alle 6y, 603 € [—7, 7] verschwindet. In der Abbildung 4.2 wurde daher diese
Ebene herausgegriffen. Diese Abbildung zeigt das Vektorfeld —grad [MPB(K)], einige Iso-
linien von ¢(Vi), die Hauptkriimmungsrichtungen k; und k3 in K, sowie die singulidren
Konfigurationen dieser Ebene, die weifl dargestellt wurden.
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Abbildung 4.2: 6, € [~110°,100°], 63 € [—60°,60°] und 5 = £90°

Bemerkung: Da sich det(J) als das Produkt von sin(f5) mit einem Ausdruck, der nur
mehr von f und 63 abhingt, anschreiben l48t, sind die in Abbildung 4.2 eingzeichneten
Singularitdten unabhéngig von f5. Nur bei 65 = 0 liegt trivialerweise unabhéngig von allen
anderen Drehwinkeln stets eine singulére Lage vor.
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Vergleich von MPB(K), DM (K) und DM>(K)

Infolge wollen wir die in diesem Abschnitt erarbeiteten Abstandsmafle mit dem Konzept
der Manipulability vergleichen. Wir betrachten wiederum eine zweiparametrige Menge von
Konfigurationen, die durch 6y € [-110°,100°] und 63 € [—60°,60°] bestimmt ist. Weiters
wéhlen wir 5 = 60° anstelle von +90° wie in Abbildung 4.2, da ansonsten bei den Ma-
Ben DM (K) und DMy (K) fir K, der Abstand oo auftritt, und dies eine ansprechende
graphische Darstellung unmoglich machen wiirde. Weiters soll 8, = 65 = 0 gelten. In den
folgenden drei Abbildungen ist 65 horizontal und 03 vertikal aufgetragen.

- ZI~.5 -1 -05 0 05 1 15

\|

Abbildung 4.3: Manipulability

Abbildung 4.4: DM (K)

Wenn man die Isolinie von DM (K) bzw. DM3(K) betrachtet, welche der Singularitit am
Nichsten ist, so approximiert diese eine Offsetkurve zur Singularitéit (siehe Abbildung 4.4
und Abbildung 4.5). Dies bestitigt die Uberlegungen, dass die lineare Approximation in der
N#he von Singularitéiten hinreichend genau ist, um ein Abstandsmafl anzugeben. Dieses
Verhalten zeigt die Manipulability erwartungsgeméif nicht (siehe Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.5: DMs(K)

Abbildung 4.6: Die Graphen von MPB(K), DM (K), DM>(K), o

Noch besser zeigt sich diese Eigenschaft der beiden Indizes, wenn man die drei Anima-
tionen vergleicht, welche auf der dieser Dissertation beigelegten CD unter den Namen
»Animation-MPB*, , Animation-DMinfinity“ und ,, Animation-DM2“ gespeichert sind.
Das Startbild jeder Animation ist ident mit der zum jeweiligen Index gehorigen Abbildung
von zuvor. Mit der Zeit veréndert sich jedoch der Wert fiir 65 von 7/3 auf 0. Beim Vergleich
der drei Animationen ist besonders auf das Verhalten der Isolinien nahe der Singularitéit
zu achten.

Wir wollen noch eine einparametrige Bewegung des Roboters betrachten, um auch den
Graphen der Funktion o angeben zu kénnen, welche das Winkelgeschwindigkeitsverhéltnis
evaluiert mit dem eine Konfiguration durchlaufen wird. Wir ziehen zu diesem Zweck jenen
Zwanglauf heran, der in Abschnitt 3.5 angegeben wurde. Der Verlauf des Graphen von o
in Abbildung 4.6 verhilt sich in keinster Weise entgegen den Erwartungen, wenn wir jenen
der Graphen von MPB(K), DMy (K) und DM>(K) betrachten.



Kapitel 5

EE dependent Performance
Indizes fiir SGPen

Der am meist verbreitete EFE dependent Performance Index fiir SGPen ist wiederum die
Condition Number (siehe z.B. [56, 26, 34]). Da dieser Index bereits im Kapitel 3 ausfiihrlich
analysiert wurde, wollen wir an dieser Stelle nur ganz kurz die wichtigsten Fakten nochmals
wiederholen.

5.1 Review: Condition Number CDN(K)

Die Condition Number CDN fiir SGPen gleicht der Quadratwurzel des Verhiltnisses vom
Minimum zum Maximum der Zielfunktion

((a@): d'Eeq=uw’+ [@2 + wQUipq (5.1)
unter der Nebenbedingung

vig): d'd=q'Ng=1 mit N=JJ; (5.2)
also dass die Quadratsumme der momentanten Léngenénderungen der Beine gleich 1 ist.
Die Zielfunktion ¢(q) ist wiederum nicht invariant gegen Ahnlichkeiten sowie Raumbewe-
gungen mit Ausnahme der Gruppe der Drehungen des Rastkoordinatensystems um dessen
Ursprung U (vgl. Satz 3.1). Die in der Literatur vorgeschlagenen Losungsstrategien zur
Beseitigung der Varianzen sind indent mit jenen fiir 6R Robotern:

Einerseits weitet Kim in [26] das von Gosselin fiir serielle Roboter entworfene Konzept (sie-
he Kapitel 3.1.2) auf SGPen aus. Der daraus resultierende Index ist deshalb mit denselben
Kritikpunkten konfrontiert wie jener von Gosselin fiir 6R Roboter.

Andererseits legt man den Rastkoordinatenursprung U wiederum in den Operation
Point OP und beseitigt die Inhomogenitéit der Zielfunktion durch die Einfiihrung der
charakteristischen Linge CL. Die Zielfunktion 148t sich dann schreiben als:

(q: q'Wq mit W aus (3.4). (5.3)

o4
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Die Condition Number, welche sich dieses Konzeptes bedient, notieren wir mit CDN¢y.
Natiirlich muss die Definition der charakteristischen Linge aus Def. 3.1 fiir SGPen adap-
tiert werden.

Definition 5.1. Die charakteristische Linge CL ist jene Linge, welche sich aus der Mi-
nimierung der CDN in Abhdngigkeit der sechs Lageparameter (Translationsvektor plus
Eulersche Drehwinkel) der Plattform gegeniiber der Basis und CL ergibt.

5.2 Der Performance Index CDNpg(K)

Wir wollen in diesem Abschnitt die Condition Number fiir SGPen beziiglich der in Ab-
schnitt 3.2.1 eingefiihrten objektbezogenen Metrik sowie des Operation Ellipsoids (Def. 3.2)
definieren. Da bereits sémtliche Vorbereitungen fiir diesen Index in Kapitel 3 geleistet wur-
den, konnen wir die Zielfunktion aus (5.1) ersetzen durch

ZHV D2 mit  v(S;) =q+ (axs;), (5.4)

wobei s; = (85,1, 5i,2,5;3) fiir i = 1, ..,6 den Ortsvektor des i-ten Scheitels S; des Operation
FEllipsoids (Def. 3.2) beschreibt. Hierbei handelt es sich wiederum um eine quadratische
Form in den Unbekannten der Schraube q, womit sich ((q) auch schreiben lassen kann
als:

. STS ST
((@: q"Wq mit W= Z( . > (5.5)
0 i3 —Si2
und Sz = <—8i73 0 31‘,1) . (56)
Si2  —Si1 0

Somit sind wir unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus Kapitel 3 bereits in der Lage
den Index CDNgppg fiir SGPen zu definieren. Die folgenden Definition umfafit auch die
redundanten SGPen.

Definition 5.2. Der EE dpendent Performance Index CDNog(K), der auf der objektbezo-
genen Metrik und dem Operation Ellipsoid (Def. 3.2) basiert, ist beziiglich der n-beinigen
Stewart Gough Plattform Konfiguration K mit n > 5 definiert als

CDNog(K) =+ Amaz mit CDNO—g(/C) €[0,1], (5.7)

)\min

wobet Apmaz bzw. Amin der grdfte bzw. kleinste allgemeine Eigenwert der Matriz W aus
(5.5) beziiglich der Matriz N aus (5.2) bezeichnet.
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Satz 5.1. CDN(;E(IC) ist wohldefiniert und geniigt allen sechs Anforderungen aus (2.8) —
(2.13).

Beweis: Auf Grund der Definition des OF (Def. 3.2), welche eine koplanare Lage der sechs
Scheitel S; ausschliet, ist CDN, ]%J(IC) genau dann gleich Null, wenn der Rang von J klei-
ner als 6 ist. Denn dann fallen genau so viele allgemeine Eigenwerte \; nach Unendlich
wie defect(N). Der Index ist invariant gegeniiber Ahnlichkeiten, da dieser als Verhiltnis
definiert wurde. Die Invarianz von CDN, é gegeniiber Euklidischen Bewegungen folgt wie-
derum aus jener der Zielfunktion. Der fiinfte Punkt unserer gewiinschten Eigenschaften ist
auf Grund der objektbezogenen Metrik, die eine geometrische Interpretation besitzt, tri-
vialerweise erfiillt. Da die Berechnung von CDN_, é nur die Losung eines Polynoms sechsten
Grades erfordert, kann der Index auch in Echtzeit berechnet werden. O

Geometrische Interpretation der charakteristischen Linge

Die charakteristische Lange CL fiir SGPen 148t sich genauso interpretieren und beweisen
wie jene fiir 6R Roboter in Satz 3.6. Deshalb kénnen wir wiederum die CDN¢p, als Son-
derfall der CDNoE ansehen. Die angegebene Interpretation zieht analoge Konsequenzen
fiir SGPen wie fiir 6R Roboter in Kapitel 3 nach sich. Wir werden uns deshalb kurz fassen:

e Robot Control

Die Operation Sphere mit Mittelpunkt OP und Radius R = C’L\/S/72 stimmt im Allgemei-
nen nicht mit dem tatséchlichen Bereich des Interesses iiberein. Deshalb ist die CDN¢y,
kein adaquater Index fiir Robot Control.

¢ Robot Design

Das Konzept der CDN¢y, wird auch herangezogen, um das Design von SGPen zu optimie-
ren, wobei ein Manipulator als optimal angesehen wird, wenn eine Konfiguration K; sowie
eine CL so existieren, dass CDN¢op,(K;) = 1 gilt. Auf Grund der angegebenen Interpreta-
tion sollte die CL nicht das Resultat eines Optimierungsprozesses sein, sondern als eine
Designkonstante fungieren. Dies bedeutet, dass bei der Planung einer SGP zuerst iiberlegt
werden muss, fiir welche Operation Sphere OS und somit fiir welche CL diese konzipiert
werden soll. Anschliefend kann man nach jenen Konfigurationen von Trigergeraden der
Beine suchen, welche eine isotrope Lage beziiglich der Operation Sphere haben. Aus je-
der dieser Konfigurationen resultieren co?” mogliche isotrope Manipulatorkonfigurationen
beziiglich CDNppg, wobei n > 5 die Anzahl der Beine notiert. Man hat ndmlich noch die
Freiheit die Plattformankerpunkte P; und Basisankerpunkt B; fiir ¢ = 1,...,n auf der
Trégergeraden |; beliebig zu wihlen, insoferne B; # P; erfiillt ist.

Natiirlich muss man sich wiederum nicht auf die Festlegung einer Operation Sphere be-
schrianken, sondern kann auch allgemeiner ein Operation Ellipsoid vorgeben. Im folgenden
Abschnitt werden wir als Operation Ellipsoid ein Drehellipsoid wihlen und die isotropen
Konfigurationen einer speziellen Konfigurationsmenge bestimmen.

Es sei noch bemerkt, dass die Neudefinition der charakteristischen Lénge aus Def. 3.6
auch fiir SGPen giiltig ist.
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5.3 Isotrope Konfigurationen beziiglich CDNyg(K)

Es existiert eine Vielzahl von Arbeiten (siehe z.B. [56, 10, 43, 26, 32, 51, 52, 36]), die die
Berechnung von isotropen Konfigurationen paralleler Manipulatoren zum Thema haben.
Wir wollen dieser Tradition folgen, indem wir fiir den Index CDNpg eine dreiparamet-
rige isotrope Konfigurationsmenge berechnen. Wir beschréinken uns bei der Suche nach
isotropen Konfigurationen beziiglich CDNpg auf eine ganz spezielle Menge Gy- von Kon-
figurationen, die in der Praxis die meiste Relevanz hat. Auflerdem wird das Operation
Ellipsoid als Drehellipsoid vorausgesetzt. Die genauen Bedingungen lauten, wie folgt:

Definition 5.3. Die Konfigurationsmenge g,% ist, wie folgt, definiert: Die Mengen G und
G gegeben durch

f = {|1,...,|g}, gg = {|g+1,...,|n} mat qg > 2 (58)
und n = 2g sind abgeschlossen gegeniiber Drehungen von 2 um eine gemeinsame Achse

s. Das OF beziiglich dem CDNog berechnet wird, ist ein Drehellipsoid mit Drehachse s.

Die zwei Mengen von Tragergeraden wollen wir, wie folgt, parametrisieren. Die Tréger-
gerade |; wird durch einen Punkt F; und einen Richtungsvektor g; festgelegt. Es sei noch
bemerkt, dass F; mit Ortsvektor f; stets jenen Punkt auf |; beschreibt, der der Fuflpunkt
der gemeinsamen Normalen von |; und der z-Achse ist, welche die Rolle der Achse s ein-
nimmt. Wir erhalten somit:

- o (25) (250
- (s 20) 220 )
o (20 (2 00) )

mit i = 1,...,¢g und j = ¢ + 4. Den Faktor der Ahnlichkeit eliminieren wir durch die
Festlegung der Koordinaten s; der sechs Scheitel S; des OF. Diese sind gegeben durch:

Rnr]

oh

(5.9)

s1 = (+1,0,0) s2=(0,+1,0) s3=(0,0,+p)

5.10
Sq4 = (_17070) S5 = (07 _170) S = (0707 _p)7 ( )

wobei p ein aus R\ {0} frei zu wihlender Parameter ist. Durch die Parametrisierung (5.9)
wird nicht die ganze Menge g,gc erfasst, da jener Fall ausgeschlossen ist, in dem eine Gruppe
von Beinen parallel zur z-Achse ist. Dieser Fall wird spéter gesondert behandelt.

Setzen wir nun die Koordinaten s; fiir die Scheitel S; in die Matrix W aus (5.5) ein, so
vereinfacht sich diese zu:

W = diag (2 + 2p*,2 + 2p*,4,6,6,6) . (5.11)
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Damit die sechs allgemeinen Eigenwerte \; von W beziiglich N ident sind, also A\; = p
fir i = 1,...,6 mit p € R" gilt, muss das charakteristische Polynom det(W — AN) = 0
die folgende Gestalt haben:

w(p— N8 = (p° — 6p° X+ 15p*A% — 200323 + 1502 X\1 — 6pA° + \6) =0
mit ¢ € R. Bringen wir nun det(W — AN) = 0 durch entsprechende Division in die Form
Mo aXs A+ e AP+ dN2 e+ f =0,
so erhdlt man durch Koeffizientenvergleich die folgenden 5 Bedingungen, die zu erfiillen

sind um eine isotrope Lage zu erlangen:

F=p5 e=—60°, d=15p", c=-20p°, b=15p> mit p:—%. (5.12)

Wenn wir aus (5.9) die Speerkoordinaten der Geraden |; berechnen, so kénnen wir sofort
die (nx 6) Jakobimatrix J des Manipulators anschreiben. Bilden wir nun J7'J, so erhalten
wir die (6 x 6) Matrix IN, welche die folgenden Eintrage hat:

ni1 =N = (r%zfzg + h%z% + r%z% + h%z% + h% + r%zg + h% + r%z%z%)-DN
n3z = 2(rizd + 13z} +r} +1r3)-Dy
nag =ns5 = (21 + 25 +2)-Dy
ne,6 = (222 4 225 + 42222) Dy
n3e = —2n14 = —2n25 = 2(r12175 + 1121 + rez + r22227) Dy
nas = —n1s = (h123 + hezi + hi + ha)- Dy
g
2(1+ 22)(1 4 22)°

Die restlichen Matrizeneintréige von N sind gleich Null. Berechnen wir nun det(W — AN),
so zerfillt das charakteristische Polynom in ;3 mit:

mit Dy =

(5.13)

Fi = A2 (471%74 - 713,371676) + )\(#—671373 + 4”6,6) —24 und
Fo = )\2(77,%74 + nig) — n4,4n1,1) + )\(671171 + 2n44 + 2n4,4p2) — 12(1 —i—p2).

Da g > 2 gilt, kdnnen wir den Faktor Dy jedes Matrizeneintrages n; ; in die Unbekannte
A hineinziehen, wodurch die Polynome F; und F> unabhéngig von g sind. Damit alle
sechs Nullstellen dieses Polynoms zusammenfallen sind aber nur drei Bedingungen zu
erfiillen, ndmlich, dass F; und F3 je eine Doppellsung hat, und dass diese Doppellésungen
libereinstimmen. Eine Bedingung ist vom Grad 8, in den Unbekannten zi, zo, 1 und 79,
welche jeweils zur Potenz 4 vorkommen. Die zweite Bedingung ist vom Grad 12 und
héngt von alle sieben Unbekannten ab, welche jeweils zur Potenz 4 vorkommen. Das letzte
Polynom ist vom Grad 10, in welchem z1, z9, 71 und r9 jeweils zur Potenz 4 und h;, he und
p nur quadratisch vorkommen. Man kann das letzte Polynom nach hy, ho oder p 16sen und
die erhaltene Losung in das Polynom vom Grad 12 einsetzen. In diesem kommen nun die
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anderen zwei Unbekannten ha, p bzw. hi, p bzw. hy, ho nur zur vierten Potenz vor, womit
diese Gleichung explitzit nach einer dieser beiden Unbekannten gelost werden kann. Zum
Schlufl kann man sich aus der Gleichung vom Grad 8 irgendeine der Unbekannten zi, 2o,
r1 oder ro in Abhéngigkeit der anderen drei ausdriicken, und die erhaltene Losung in die
zuvor berechneten zwei Ausdriicke einsetzen. Wir wollen dies hier nicht durchfiithren, da
die so erhaltenen Lésungen gewaltige Dimensionen annehmen und keinerlei Interpretation
zulassen. Wir werden uns deshalb isotrope Konfigurationen iiber den folgenden Zugang
berechnen:

Trivialerweise liegt auch dann eine isotrope Lage vor, wenn W und N zueinander &hnliche
Diagonalmatrizen sind; also W = RN gilt. Unsere verbleibenden sieben Unbekannten
miissen somit die folgenden fiinf Gleichungen erfiillen:

731 . 7”L1’4 =0 PQ : 71175 =0 733 : n676 — n474 =0 (5.14)

Py 2”6,6 — 3713,3 =0 und Ps - (1 —|—p2)n6,6 — 3n1,1 = 0. (5.15)

Bei der Berechnung von isotropen Konfigurationen der Menge g,% ist folgende Fallunter-
scheidung vorzunehmen:

FALL 1:

Fiir diesen Fall wollen wir z; # 0 und z # 0 voraussetzen. Aus P; und Ps berechnen wir
uns hp und r1. Wir erhalten

22(1—1—,2%)
2,21(1 + zg)

1= —

L 1+ 23

5.16
21—}—2% ( )

und rL=—T

Setzen wir diese Ausdriicke in das Polynom Ps ein und berechnen uns aus diesem z1, so
erhalten wir die folgenden zwei Losungen:

_ .2 2
1+ 422

Da in den restlichen zu erfiillenden Polynomen sowieso jede Unbekannte nur quadratisch
vorkommt, ist es egal, welche der beiden Lésungen wir in weiterer Folge verwenden. Aus
dem Polynom P4 berechnen wir uns z9, fiir welches wir neben den nicht in Frage kommen-
den komplexen Losungen zo = :l:é noch die folgenden zwei Losungen erhalten:

. 2
= 4 YST18T (5.18)

2

Damit 2o € R* gewéhrleistet ist, kann 7o nur Werte im Intervall |—2/3,2/3[ annehmen.
Aus dem letzten zu erfiillenden Polynom Ps berechnen wir uns he. Unabhéngig davon,
welche der zwei Losungen fiir zo wie in Py einsetzen und nach ho 16sen erhalten wir:

1
hy = jzi\/l&"% — 1673 — 8p?r3 + 4p? + 4. (5.19)
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Dabei ist zu beachten, dass der Ausdruck unter der Wurzel stets positiv sein muss, um eine
reelle Konfiguration zu erhalten. Lésen wir nun die Gleichung 1875 — 1673 —8p*r3+4p?+4 =
0 nach p auf, so erhalten wir:

i¢%m§—nwé—8@+2)
47‘%—2

p= : (5.20)
Da fiir alle 7o € R stets 973 — 873 + 2 > 0 gilt, existieren fiir p aus (5.20) keine reellen
Werte, wenn ro € |—2/3,2/3[ ist. Somit ist nun hy fiir alle Werte (p, 72) mit p € R\ {0} und
ro € |—2/3,2/3[ entweder reell oder komplex. Durch Einsetzen eines einzelnen Wertepaares
(p,2) kann leicht gezeigt werden, dass hy aus (5.19) fiir alle ro € ]—2/3,2/3] reell ist.
Driicken wir nun alle Unbekannten in Abhéngigkeit von p und ry aus, so erhalten wir die
folgenden 8 Zweige:

2r3(1 — 2r3)

e T

JEoT82
222——++——++f

1
hz:_+—+——|——+§\/18r§—16r§—8p2r§+4p2+4 (5.21)

/1875 — 1673 — 8p2r3 + 4p? + 4
6(1 — 2r3)
r94/2(8 — 18r3)
6/r3(1 —2r3)
Damit auch z; # 0 gilt, darf ro nicht den Wert Null annehmen. Da der Nenner von zq,

hy und r; nur fir ro = +£v/2 /2 verschwindet, aber diese Werte ohnehin nicht im Intervall
1—2/3,2/3] liegen, kénnen wir den Wertebereich Q fiir p und rg, wie folgt, definieren:

0 ={wrlper\(0) A ree|-3. 5 V0], (5.22)

h=+—+—+—+-

r=——+4+4++--

Satz 5.2. Die dreiparametrige Konfigurationsmenge Uy (Parameter p, ro und p), welche
man erhdlt, indem man die Werte aus (5.21) fiir z1, z9, h1, ho und r1 in die Parametri-
sierung (5.9) von Gf- einsetzt und (p,r2) aus Q wdihlt, ist reell und frei von Singularitdten.

Beweis: Da bei dieser Wahl der Unbekannten in Abhéngigkeit von p und ry die beiden
Matrizen W und N stets dhnliche Diagonalmatrizen sind, kann nur dann eine Singularitét
vorliegen, wenn rank(W) < 6 gilt. Dieser Fall kann fiir p € R aber nicht eintreten. Die
Konfigurationen von U sind auf Grund der Definition von Q aus (5.22) reell. O

Satz 5.3. Fiir alle Konfigurationen K € U gilt: Die Offnungswinkel oy €)0,7/2[ und
ay €]0,7/2[ der Asymptotenkegel der Drehyperboloide, welche durch die Trigergeraden
der Beine l1,...,lg bzw. lgp1,. .., log bestimmt sind, hidngen nur vom Parameter ro ab und
lauten:

9r2 —4
9r2 —6

|72

cos (a1) =

und cos (ag) = (5.23)
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Beweis: Die Formel der Winkel kann durch Nachrechnen leicht bestétigt werden. U

V3

Es sei noch bemerkt, dass fir ro = 3° die Offnungswinkel der beiden Asymptoten-

kegel ident sind, ndmlich a1 = ap = arccos(?). Dary € |—2,2[\ {0} gilt, kénnen oy
und a nur die folgenden Werte annehmen:

a1, € ] arccos (?) , g [ (5.24)

Auflerdem hat der Parameter p nur einen Einfluss auf die z-Koordinate der Fu3punkte F;.

FALL 2:

Nun werden jene Fille besprochen, die durch die Forderung z; # 0 und zo # 0 ausge-
schlossen wurden. Der Fall z1 = 0 A 23 = 0 hat eine singulidre Konfiguration zur Folge, da
die Trigergeraden der Beine stets in einem singuliren linearen Komplex (Komplexachse
= Ferngerade der xy-Ebene) liegen. Da die Félle z; = 0 bzw. z2 = 0 zu einander dquiva-
lent sind und bis auf Beschriftung dieselbe Losungsmenge besitzen, wollen wir uns auf die
Diskussion eines Falles beschrinken. O.B.d.A. setzen wir z; = 0 und 22 # 0 voraus.

Das Polynom P; ist nun genau dann erfiillt, wenn ro = 0 gilt. Losen wir die verblei-
benden 4 Gleichungen nach den 4 Unbekannten rq, z2, h; und he in Abhéngigkeit von p
auf, so erhalten wir folgende Losungen:

m=t+——++-—V2

1
hi=+—+—+—+—-V1+p?

3

(5.25)
hyg=—+—+—+—+V1+p?

2
s

Satz 5.4. Die zweiparametrige Konfigurationsmenge Uy (Parameter p und p1), welche man
erhdlt, indem man die Werte aus (5.25) fiir z2, hi, ho und r sowie ro = z1 = 0 in die
Parametrisierung (5.9) von Gy einsetzt und p aus R\ {0} wdhit, ist reell und frei von
Singularitdten.

Beweis: Trivialerweise ist jede Konfiguration aus U3 reell fiir p € R\ {0}. Uj ist aus

denselben Griinden wie U{ aus Satz 5.2 frei von Singularitéten. g
Satz 5.5. Fiir alle Konfigurationen K € U gilt: Die Trdgergeraden i, ...,y liegen in
einem Ebenenfeld. Die restlichen Geraden lgi1,...,lay sind die Erzeugenden eines Dreh-

kegels mit Offnungswinkel

Qv = arccos (?) (5.26)
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Beweis: Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Bedingung z; = 0. Die Geraden
lg+1, ..., l2g liegen auf Grund von 7o = 0 auf einem Kegel. Die Formel fiir den Winkel «
kann durch Nachrechnen leicht bestétigt werden. O

Bevor wir die Resultate der Falldiskussion in einem Satz zusammenfassen, miissen
wir noch jenen Fall besprechen, der, wie schon zuvor bemerkt, durch die Parametrisierung
von Gy- in (5.9) nicht erfasst wurde. O.B.d.A. setzen wir g; = (0,0,1) fir i =1,...,9 und
h1 = 0. Berechnen wir nun wiederum N und betrachten die Matrizeneintrige

g

2g(1 + 223)
2(z5 +1)

d p—
b "6 T 1)

N4 4 =MN55 =
so zeigt sich, dass kein reelles 29 die notwendige Bedingung ny 4 = ns 5 = ne ¢ erfiillen kann.
Somit beinhaltet der bisher vernachlédfigte Fall keine Losung, womit alle Félle abgehandelt
wurden.

Satz 5.6. Jede Konfiguration K aus der dreiparametrigen Konfigurationsmenge U aus
Satz 5.2 oder der zweiparametrigen Konfigurationsmenge Uy aus Satz 5.4 ist isotrop
beziiglich CDNog, wobei die Koordinaten s; der Scheitel S; i = 1,...,6 des Operation
Ellipsoids gegeben sind durch (5.10).

Bemerkung: Da alle Condition Number Indizes nicht von der Wahl der Basis- und
Plattformankerpunkte auf der Trigergeraden abhingen, ist eine Designoptimierung mit
Hilfe der Condition Number nur bedingt méglich. Denn aus jeder einzelnen Konfiguration
K aus U oder U§ resultieren 00?9 mogliche isotrope Manipulatorkonfigurationen beziiglich
CDNog.

Wir werden im néchsten Kapitel einen EFE independent Performance Indez fir Robot
Control einfithren, der von der Wahl der Ankerpunkte auf den Trigergeraden abhéngt. Die-
ser Index kann auch fiir Robot Design verwendet werden, wodurch es moglich ist explizite
Designs von Stewart Gough Plattformen zu berechnen.



Kapitel 6

EE independent Performance
Indizes fiir SGPen

6.1 Review

Es wurden im Laufe der Zeit schon viele EE independent Performance Indizes fiir SGPen
ausgearbeitet, von denen wir nun kurz die unserer Ansicht nach wichtigsten in Hinblick
auf die in (2.8) - (2.13) gestellten Forderungen analysieren wollen. Wir werden nochmals
kurz die Manipulability wiederholen sowie die Konzepte des bestapproximierenden linearen
Komplexes und der Rigidity Rate vorstellen.

6.1.1 Manipulability

Dieser von Yoshikawa in [55] eingefiihrte Index, der seinen Ursprung in der seriellen Ro-
botik hat, findet auch Anwendung bei SGPen. Fiir nicht redundante SGPen gibt dieser
Index wiederum nichts anderes als den Betrag der Determinate der Jakobimatrix J aus
(2.7) an. Auf Grund von Satz 4.1 ist die Manipulability invariant gegeniiber Euklidischen
Bewegungen, aber variant unter Ahnlichkeiten.

Um die Varianz gegeniiber Ahnlichkeiten zu iiberwinden, benutzten einige Autoren,
wie zum Beispiel Lee und Duffy, [29, 31] das folgende Verhiltnis

|det(T)|-|det(T) (6.1)

s
als Performance Index, wobei |det(J)|,, mit jener Plattformkonfiguration des Arbeitsrau-
mes korrespondiert, in der det(J) maximal ist. Die Berechnung eines solchen Maximums
ist jedoch eine nichtlineare Aufgabe und wurde in [29, 31] nur fiir ebene SGPen mit
sehr speziellen Geometrien durchgefiihrt. Speziell im Fall des 3-3 Manipulators [31], bei
welchem die Basis und die Plattform aus zwei gleichseitigen Dreiecken besteht und die
Dreiecksseiten im Verhéltnis 2 : 1 stehen, ist |det(J)|,, geometrisch interpretierbar als das
Volumen des aufgespannten Stabwerkes. Jedoch lésst sich mit Ausnahme einiger weniger
Fille |det(J)|, nicht sinnvoll geometrisch interpretieren. Es sei noch bemerkt, dass dieses
Konzept in [57] auf redundante SGPen ausgeweitet wurde und in [30] auf ebene 3-dof RPR
Manipulatoren angewandt wurde.

63



KAPITEL 6. EE INDEPENDENT PERFORMANCE INDIZES FUR SGPEN 64

6.1.2 Bestapproximierender linearer Komplex

Dieses Konzept wurde von Pottmann, Peternell und Ravani [45] ausgearbeitet und stiitzt
sich prinzipiell auf die Berechnung des bestapprozimierenden linearen Komplexes (c,¢) in
Hinblick auf die Minimierung der Quadratsumme der Momente der sechs Beine beziiglich
(c,c), also

— min., (6.2)

wobei (li,/l\i) die beliebig orientierten Speerkoordinaten des i-ten Beines sind. Dies ist
dquivalent zur Minimierung der quadratischen Form > (¢-1; 4 c-1;)? unter der Nebenbe-
dingung c-c = 1. Nach Einfiihrung eines Lagrangen Multiplikators A fithrt die Losung des
Optimierungsproblems auf eine kubische Gleichung in A. Als Standardabweichung vom
bestapprorimierenden linearen Komplex wird schlieflich der Wert v/ Ain definiert, wobei
Amin die kleinste Nullstelle des kubischen Polynoms ist.

Dieses Abstandsma$ ist nicht invariant gegeniiber Ahnlichkeiten, denn eine Anderung
der Skalierung mit dem Faktor p wirkt sich linear auf das Abstandsmaf} aus. Jedoch liegt
der grofite Schwachpunkt dieses Mafles darin, dass das Moment nur fiir lineare Komplexe
mit endlichem Schraubparameter p definiert ist. Diese Tatsache ist leicht zu erkennen,
da fiir singuldre lineare Komplexe mit p = oo stets ¢ = o gilt und man somit in (6.2)
durch Null dividieren miisste. Um diese Liicke zu schlieflen, schlugen die Autoren vor, die
Gleichung Y(€-1;)? unter der Nebenbedingung ¢-¢ = 1 zu minimieren. Somit bekommt
man fiir jede Plattformkonfiguration zwei verschiedene Werte, die aus den zwei Minimie-
rungsaufgaben resultieren. Das Problem besteht nun darin, wie diese zwei Werte sinnvoll
zu einem einzigen Mafl kombiniert werden sollen. Diese Frage lieflen die Autoren von [45]
unbeantwortet.

Vom kinematischen Standpunkt aus betrachtet, ldsst sich der Index, wie folgt, interpre-
tieren: Bei der Optimierungsaufgabe wird eigentlich jene Momentanschraube ¢ mit Winkel-
geschwindigkeit cc = 1 berechnet, welche die Quadratsumme der mometanen Lingenénde-
rungen der Beine minimiert. Unter diesem Blickwinkel ist es offensichtlich, dass durch die
Nebenbedingung cc = 1 momentane Translationen ausgeschlossen sind. Deshalb muss man
noch nach jener momentanen Translation mit Schiebgeschwindigkeit ¢¢ = 1 suchen, welche
ebenfalls die Quadratsumme der mometanen Lingenédnderungen der Beine minimiert.

6.1.3 Rigidity Rate

Eine sehr schéne geometrische Idee steckt hinter diesem von Lang, Mick und Roschel in
[27] vorgeschlagenem Ma8, welches speziell fiir SGPen entwickelt wurde*. Man erweitert
die 6-dimensionale Gruppe der gleichsinnigen euklidischen Kongruenzabbildungen Gg um
eine Dimension zur Gruppe der euklidischen Ahnlichkeitsabbildungen Gy. In dieser besitzt
nun die Plattform gegeniiber der Basis in jeder Lage eine eindimensionale Selbstbewegung.

“Fiir ein besseres geometrisches Verstindnis dieser Arbeit empfielt sich das Studium der Arbeit [41]
von Odehnal, Pottmann und Wallner.
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Wenn nun die infinitesimale Selbstbewegung in die Nachbarlage der Gruppe Gg angehort,
so befindet sich der Manipulator in einer singuldren Lage.

Die Idee ist nun jene, dass man als Abstand den Winkel ¢ definiert, den die Tangente
der eindimensionalen Selbstbewegung in der Konfiguration I mit dem Unterraum Gg ein-
schlie3t. Dies gelingt mit Hilfe von Methoden aus der Theorie der Liegruppen und einer
symmetrischen positiv semidefiniten Bilinearform im Tangentialraum an G7. Die Berech-
nung von ¢ fithrt nur iiber die Losung eines linearen Gleichungssystemes.

FEine gewisse Beliebigkeit besteht jedoch in der Wahl der Bilinearform, denn um ein
Mafl im Sinne der nichteuklidischen Geometrie zu definieren, benétigt man nur eine in-
variante symmetrische Bilinearform, die nicht notwendigerweise positiv semidefinit sein
muss. Die Autoren begriinden ihre Wahl damit, dass dadurch die sonst nétigen Fallunter-
scheidungen vermieden werden. Die bedingte Anwendbarkeit dieses Mafles in der Praxis
wird sich im abschlieenden Beispiel dieses Kapitels manifestieren. Eine weitere Schwéche
dieses Index wird im néchsten Abschnitt zur Sprache kommen.

6.2 Voriiberlegungen fiir einen neuen Performance Index

Da wir unseren zu definierenden Index auch als Abstandsmaf} zur Singularitéit auffassen
wollen, muss dieser Index wie in Abschnit 2.3.1 iiberlegt, von der Geometrie der SGP
abhingen, welche durch die Lage der Plattformankerpunkte im Gangkoordinatensystem
und die Lage der Basisankerpunkte im Rastkoordinatensystem bestimmt ist. Wir wollen
nun die siebenten Forderung aus (2.14) fiir SGP spezifizieren:

7.  PI(K) soll die Geometrie der SGP berticksichtigen
und deshalb nicht nur von den Trigergaraden |; abhédngen,
sondern auch von der Lage der Ankerpunkte auf diesen.

Da die Jakobimatrix J der SGP beziiglich einer Konfiguration K invariant gegeniiber der
Wahl der Plattformankerpunkte P; und Basisankerpunkte B; auf der Trigergeraden |; des
i-ten Beines ist, sind die in Abschnitt 6.1.1 und 6.1.2 vorgestellte Methoden nicht von der
Geometrie des Manipulators abhéngig.

Rigidity Rate Dieser Index ist unabhingig von der Wahl der Basisankerpunkte B;
auf der Tragergarden l;. Somit beriicksichtigt die Rigidity Rate nur die Geometrie der
Plattform, woraus das folgende Problem entsteht: Wenn wir nun den Standpunkt &ndern
und ¥ als das ruhende System betrachten und ¥g als Plattform, dann bekommen wir einen
anderen Index fiir dieselbe SGP Konfiguration. Somit hiangt die Rigidity Rate von der Art
der Betrachtung ab, was wenig zufriedenstellend ist.

Liniensegment Methode Pottmann, Peternell und Ravani présentierten in [45] auch
eine modifizierte Version der Methode des bestapprozimierenden linearen Komplexes, die
sogenannte Liniensegment Methode. Der daraus berechnete Index erfiillt die siebente For-
derung, jedoch konnten die anderen Nachteile nicht beseitigt werden. Auflerdem nimmt die
Rechenzeit zu, da sich die Berechnung des Index auf einen iterativen Algorithmus stiitzt.
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6.2.1 Unkontrollierbare Lagen

In der Praxis miissen Konfigurationen von SGPen vermieden werden, bei denen kleine
Verénderungen der Beinlingen unkontrollierbar grofie Auswirkungen auf die momenta-
ne Lagedinderung der Plattform haben. Aber wie soll die Grofle der Auswirkungen in
Relation zur Verinderung der Beinldnge gemessen werden? Der Grenzfall dieser Unkon-
trollierbarkeit ist jener, wo bereits ohne jede Anderung der Beinlingen eine infinitesimale
Beweglichkeit der Plattform besteht, also eine singulidre Lage vorliegt. Dies 148t sich, wie
folgt, tiberlegen:

Angenommen k € ker, und k # o mit ¢ laut (2.6). Dann liegt trivialer Weise
auch pk mit g € R\ {0} im Kern der Abbildung ¢. Somit sind in singuliren Lagen
die Fiihrungsgeschwindigkeiten der Plattformpunkte beliebig grofl und die Position ist
unkontrollierbar. Eine Ausnahme bilden jene Punkte der Plattform, die auf der Drehachse
liegen, wenn k eine Momentandrehung (k k = 0) beschreibt. Diese Punkte sind momentan
in Ruhe.

Die Frage, die es nun zu beantworten gilt lautet, wie folgt: Welcher messbare Pa-
rameter einer SGP beschreibt den Zustand der Unkontrollierbarkeit auf natiirliche Weise
und hat zusétzlich noch eine geometrisch-kinematische Bedeutung fiir den Manipulator.
Eine Antwort werden wir im n#chsten Kapitel geben.

6.3 Der Performance Index CTN(K)

Um die Auswirkungen der momentanen Langenénderungen der Beine in irgendeiner Weise
messen zu konnen, miissen wir vorab fiir diese eine sinnvolle Normierungsvorschrift for-
mulieren. Da generell wegen der Linearitéit der Abbildung ¢ aus (2.6) dem puq die u-fachen
Schubgeschwindigkeiten der sechs prismatischen Gelenke entsprechen, wollen wir uns auf
dieselbe Normierungsbedingung wie im vorherigen Kapitel beschréinken, ndmlich dass die
Quadratsumme der Langenidnderungen der Beine gleich 1 ist. Wir wollen die Nebenbedin-
gung v(q) nochmals anschreiben:

v(q: q'Ng=1 mit N=J"J. (6.3)

6.3.1 Idee und Definition von CTN(K)

Angenommen, es liegt momentan eine kleine Verdanderung der sechs Beinldngen vor und die
SGP befindet sich nicht in einer singuldren Lage. Dann existiert auf Grund der Abbildung
¢ eine eindeutige Schraube q, welche die Momentanbewegung der Plattform > gegeniiber
der Basis ¥y beschreibt. Wir wollen nun die Geschwindigkeitsvektoren v(P;) der Platt-
formankerpunkte P; beziiglich q betrachten, da wir aus diesen auf Grund ihrer speziellen
Lage die meiste Information iiber das System erhalten. Wir zerlegen v(P;) gemiB (2.3)
in die Komponente v,(P;) in Richtung des i-ten Beines und in jene v (P;) orthogonal zu
dieser.
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Wir sind nicht an der momentanen Lageénderung von v(P;) in Richtung des i-ten
Beines interessiert, da die Langenénderung des Beines iiber ein Schubgelenk erfolgt, wel-
ches aktiv und somit voll kontrollierbar ist. Somit kann nur die Komponente v, (P;) ein
Indikator fiir die Unkontrollierbarkeit des Manipulators sein. Da v (P;) aber kein me-
chanischer Parameter einer SGP ist, wollen wir die Winkelgeschwindigkeit wg, des i-ten
passiven Basisgelenks betrachten.

Winkelgeschwindigkeiten der passiven Gelenke

Bei den passiven Gelenken handelt es sich entweder um Kugel- oder Kardangelenke, wobei
dieser Unterschied fiir die weitere Betrachtung zu vernachlissigen ist. Wir sprechen daher
allgemein vom i-ten passiven Basis- bzw. Plattformgelenk. Die Winkelgeschwindigkeit wg,
des i-ten passiven Basisgelenks ist definiert als:

_ v (P
ol
und somit ist diese direkt proportional zu
v, (P;). Auf Grund von (2.3) und (2.5)
konnen wir das Quadrat von wg, auch schrei-
ben als:

2 v, (POI? _ Iv(Pi)I* — d
1 1112 1112

wB (6.4)

(6.5)

Aber es existieren auch Winkelgeschwindig-
keiten wp, in den passiven Plattformgelen-
ken, welche analog definiert sind. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass wir nun die
Plattform als ruhend betrachten und die Ba-
sis als bewegtes System. Da laut Satz 1.12
die momentane Schraube der Umkehrbewe-
gung durch —q gegeben ist, miissen wir in
(2.3),(2.5) und (6.5) die Koordinaten p; von
P; durch die Koordinaten b; von B; sowie q
durch —q ersetzen, um wp, zu erhalten. B

Abbildung 6.1: Definition von wg,

Offensichtlich sind wp, und wp, quadratische Formen in den Unbekannten der Schraube q.
Deshalb kénnen wir diese auch, wie folgt, anschreiben:

WB? = gTWBig und (,(in2 = gTWPi@ (66)

wobei Wg, und Wp, symmetrische 6 x 6 Matrizen sind. Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse
und Uberlegungen kénnen wir einen neuen Perfomance Index, namens Control Number
definieren. Die folgende Definition umfafit auch redundante SGPen:
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Definition 6.1. Die Control Number einer n-beinigen SGP Konfiguration mit n > 5 ist
definiert als

CTN(K) == +y/A_/\, mit CTNK)e[0,1], (6.7)

wobei \_ bzw. A, das Minimum bzw. Mazimum der Zielfunktion {(q) mit

(@) =) wg’+wp’=a"2q mit Z=) W +Wp, (6.8)

= Z B i=1
unter der Nebenbedingung v(q) aus (6.3) bezeichnet. CTN(K) = 0 charakterisiert singuldre
Konfigurationen und der Mazximalwert von 1 kennzeichnet optimale Lagen.

Die Control Number gibt somit das Verhéltnis der kontrollierbarsten gegeniiber der
unkontrollierbarsten momentanen Bewegung der SGP wider, wobei der Grad der Kontrol-
lierbarkeit {iber die Quadratsumme der Winkelgeschwindigkeiten in den passiven Gelenken
bei konstanter Quadratsumme der momentanen Léngendnderungen bestimmt wird.

6.3.2 Berechnung und Wohldefiniertheit von CTN(K)

Die Losung der Optimierungsaufgabe erfolgt wiederum iiber die Einfiihrung eines Lagran-
ge’schen Multiplikators A, wobei sich aber der Ansatz V{ — AVv = 0 unter Beriicksichti-
gung von V( = 2Zq und Vv = 2N q zu dem allgemeinen Eigenwertproblem

(Z—-XN)g=o

vereinfacht. Dieses lineare Gleichungssystem besitzt genau dann eine nichttriviale Losung,
wenn die Determinante der Matrix (Z—\N) verschwindet. Der Grad des charakteristischen
Polynoms korrespondiert mit dem Rang der Jakobimatrix J, da N = J7J gilt. Jeder
allgemeine Eigenwert )\; ist mit einem allgemeinen Eigenvektor e; gekoppelt. Der kleinste
A_ bzw. der gréfite A, allgemeine Eigenwert entspricht den gesuchten Extrema auf Grund
von:

Ze,=\Ne;, und e Ne=1 = ((e)=M\, (6.9)
womit auch schon der erste Teil des ndchsten Satzes bewiesen ist.

Satz 6.1. A\_ und A\, wvon Def. 6.1 sind die extremalen allgemeinen Eigenwerte von Z
aus (6.8) beziiglich N aus (6.3). Alle sechs Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms
|Z — AN| = 0 sind, dann und genau dann, reell und grifier als Null, wenn rank(J) = 6
gilt.

Beweis: Nach Hestenes [16] sind alle A; reell. Auf Grund von (6.9) kénnen die A;’s auch
nicht negativ sein, da diese ja mit dem Funktionswert der Zielfunktion beziiglich des kor-
respondierenden Eigenvektors e; {ibereinstimmen. Nun miissen wir nur noch zeigen, dass
die Eigenwerte und somit auch die Zielfunktion ungleich Null sind, wenn rank(J) = 6
gilt. Um den Sachverhalt nicht aus den Augen zu verlieren, wihlen wir einen rein geome-
trischen Zugang zur Losung dieses Problems: Im i-ten Basisankergelenk tritt genau dann
keine Winkelgeschwindigkeit auf, wenn entweder v(P;) = o oder v, (P;) = o gilt. Analog
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verhélt es sich mit den Winkelgeschwindigkeiten in den Plattformankergelenken. Es sei
noch bemerkt, dass auf Grund von (1.20) der Normalenkomplex von q mit jenem von —q
{ibereinstimmt und deshalb infolge nur mehr von einem Normalenkomplex und der damit
verbundenen Nullpolaritdt die Rede ist. Es miissen drei Félle unterschieden werden:

1. Fall: Angenommen q sei eine echte Schraube, d.h. es liegt keine momentane Drehung
oder Translation vor. Da bei q kein eigentlicher Punkt des Gangsystems momentan in Ruhe
bleibt, miissen die Fiithrungsgeschwindigkeiten von P; beziiglich q bzw. von B; beziiglich
—q in Richtung des Beines |; liegen. Somit sind die Bahnnormalebenen von B; und P;
parallel, woraus folgt, dass die Nullpolare von |; beziiglich des Normalenkomplexes eine
Ferngerade ist. Somit sind die Bahnnormalebenen aller Punkte von |; normal zu |;, woraus
folgt, dass |; die Schraubachse von +q ist. Also kann dieser Fall nur eintreten, wenn alle 2n
Ankerpunkte auf der Schraubachse liegen. Eine solche Konfiguration ist aber von héchstem
Grad singulér, da rank(J) =1 gilt.

2. Fall: Nun sei q eine Momentandrehung. Bei dieser enthalten alle Bahnnormalebenen
die Drehachse, woraus sofort folgt, dass keine zwei voneinander verschiedenen Bahnnor-
malebenen parallel sein konnen. Auflerdem kann auch nicht der Fall eintreten, dass nur
ein Ankerpunkt auf der Drehachse liegt, also momentan in Ruhe ist, da ansonsten |; stets
eine Bahnnormale wére. Der einzig mogliche Fall, in dem keine Winkelgeschwindigkeiten
in den Ankergelenken auftreten, ist somit jener, wo die Ankerpunkte B; und P; auf der
Drehachse liegen. Dies fithrt auf dieselbe Manipulatorkonfiguration wie im ersten Fall.

3. Fall: q beschreibe nun eine momentane Translation. In diesem Fall sind alle Bahnnor-
malebenen untereinander parallel und kein eigentlicher Punkt des bewegten Systems hat
einen momentanen Stillstand. Damit die Winkelgeschwindigkeiten verschwinden, miissen
alle n Trigergeraden |; der Beine in Schubrichtung liegen. Eine solche Konfiguration hat
mindestens drei unkontrollierbare Freiheitsgrade, da die Trigergeraden in einem Gera-
denbiindel liegen. Somit gilt rank(J) < 3. O

Satz 6.2. Die Anzahl der Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms |Z — AN| =0,
welche nach Unendlich fallen, gleicht dem defect(IN).

Beweis: Alle Schrauben +uq € ker, mit g € R\ {0} haben beliebig grole Geschwindig-
keiten v(P;) = v (P;) bzw. v(B;) = v, (B;) zur Folge. Somit sind auch die Winkelge-
schwindigkeiten wg; bzw. wp, unbestimmt, da diese direkt proportional zu ||v (P;)|| bzw.
|v,(B;)| sind. Der Beweis folgt durch Ausfithrung des Grenziiberganges lim, .o, und
(6.9). O

Bemerkung Es wire aus den folgenden Griinden sinnlos die Zielfunktion ((q) nur als
Zwa (bzw. prf) zu definieren: Erstens wiirde der dadurch enstehende Index nicht
unsere siebente Forderung erfiillen, da dieser dann genauso wie die Rigidity Rate von der
Betrachtungsweise abhingen wiirde. Auflerdem wire der Index auch nicht wohldefiniert,
weil nicht singuldre SGP Konfigurationen existieren, in denen die Trégergeraden |; Bahn-
tangenten von P; (bzw. B;) beziiglich q sind fiir ¢ = 1,...,n. Daraus wiirde ((q) = 0
folgen und CTN(K) = 0 obwohl die Konfiguration regulir wiire. B
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Satz 6.3. Die Control Number hingt von der Wahl der Ankerpunkte auf den n Trdgerge-
raden ab. Die 2™ Manipulatorkonfigurationen, welche durch das Vertauschen von Plattfor-
mankerpunkten P; und Basisankerpunkten B; hervorgehen, haben dieselbe Control Number.

Beweis: Die Nebenbedingung v(q) ist auf Grund von (6.3) sowieso unabhéngig von der
Wahl der Ankerpunkte auf den TTragergeraden. Da die Fiihrungsgeschwindigkeitsvektoren
eines Punktes beziiglich q und —q nur entgegengesetzt orientiert sind, aber gleiche Léange
besitzen, folgt unter Berﬁcksicht%ung von Satz 1.8, dass auch die Zielfunktion ((q) aus
(6.8) invariant gegeniiber dem Vertauschen von Plattformankerpunkten P; und Basisan-

kerpunkten B; ist. 0

Satz 6.4. CTN(K) ist wohldefiniert und geniigt allen sieben Anforderungen aus (2.8) —
(2.14).

Beweis: Auf Grund Satz 6.1 und Satz 6.2 ist die Control Number wohldefiniert, womit die
Forderungen 1 und 2 erfiillt sind. Da unsere Zielfunktion ((q) aus (6.8) als Quadratsumme
von Winkelgeschwindigkeiten sowie unsere Nebenbedingung v(q) aus (6.3) als Quadrat-
summe von momentanen Liingeninderungen invariant gegeniiber Euklidischen Bewegun-
gen sind, ist auch die dritte Forderung erfiillt. Die Invarianz gegeniiber Ahnlichkeiten
wurde dadurch erreicht, dass CTN(K) als dimensionsloses Verhéltnis definiert wurde. Die-
ser Index hat eine geometrisch-kinematische Bedeutung und héngt von der Geometrie des
Manipulators ab, da wir uns iiber diesen Gesichtspunkt dem Maf3 genihert haben. Der
Rechenaufwand fiir den vorgeschlagenen Index hilt sich in Grenzen, da im Wesentlichen
nur ein Polynom vom Grad 6 zu l6sen ist. Somit ist eine Berechnung der CTN in Echtzeit
gewihrleistet. O

6.3.3 Momentanbewegung nahe singulédren Lagen

Nach Wolf und Shoham [54] liefert der niheste Bahnnormalenkomplex einer Schraubung
(Drehungen und Translationen inklusive) beziiglich Iy, ..., 1, mit n > 5, beschrieben durch
die Schraubachse und den Schraubparameter, zuséitzliche Information tiber die Momentan-
bewegung der SGP, wenn sich diese in oder in der Néhe einer singuldren Lage befindet. Die
zusétzliche Kenntnis der Schraubachse sowie des Schraubparameters hilft auch ein besseres
physikalisches Verstédndnis vom Typ der (nahegelegenen) Singularitét zu erlangen.

Da es sich bei der Control Number sowohl um einen Performance Index als auch um
ein Abstandsmafl handelt, kennzeichnet eine kleine CTN die Nédhe zu einer Singularitit.
Auf Grund von Satz 6.2 und der Stetigkeit der Polynomfunktion |Z — AN| = 0, welche
entstehen, wenn man sich einer Singularitéit ndhert, kann man sagen, dass der ndheste
lineare Komplex beziiglich Iy, ... |, ident mit dem Bahnnormalenkomplex der Schraube
e, nach (6.9) ist. Der Schraubparameter p; und die normierten Pliickerkoordinaten f
der Schraubachse f von e, lassen sich dann geméfl Satz 1.7, wie folgt, berechnen:

e 6 e ~ /e\ — .e
=t L= +:¢' (6.10)
etre e+ [e+]]
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Somit liefert dieser Index zusétzlich eine Methode zur Bestimmung des bestapproxi-
mierenden linearen Komplexes in der Nihe von Singularitdten automatisch mit, dessen
Berechnung im Gegensatz zur Methode [45] ohne Fallunterscheidungen auskommt.

Angenommen, A, ist eine Doppelldsung oder ein zweiter allgemeiner Eigenwert von Z
beziiglich N unterscheidet sich nur geringfiigig von A, . Dann koénnen die Trigergeraden
der Beine Iy, ..., (nahezu) gleich gut durch zwei verschiedene lineare Komplexe €; und
¢o und somit durch die eindimensionale lineare Mannigfaltigkeit von linearen Komple-
xen, welche von €; und €y aufgespannt wird, approximiert werden. Dies bedeutet nun,
dass die Beine durch ein Geradennetz approximiert werden kénnen, welches hyperbolisch,
parabolisch oder elliptisch sein kann (vgl. Abschnitt 1.1.3).

Dieser Gedankengang lisst sich erweitern auf den Fall, dass mehrere Eigenwerte in der
Nihe von A, liegen. Sind nun zwei andere allgemeine Eigenwerte (nahezu) gleich grof§ wie
A, so konnen die Trégergeraden der Beine durch ein Biindel linearer Komplexe approxi-
miert werden, also entweder durch ein Geradenbiindel, Geradenfeld, einen Regulus oder
durch zwei Geradenbiischel, die eine gemeinsame Gerade besitzen, aber in unterschiedli-
chen Ebenen liegen (vgl. Abschnitt 1.1.3).

6.4 Vergleichendes Beispiel

Wir wollen eine einparametrige Schar von Lagen einer einparametrigen Menge von SGPen
analysieren. Die dadurch resultierende zweiparametrige Menge Sk von Konfigurationen
ist bestimmt durch die Rastkoordinaten b; bzw. p; ihrer Ankerpunkte B; bzw. P; :

b; = (cos o, sin y;, —h)T, pi = (cos 3;,sin 3;, h)T

T T \
041252—§:—0¢ a2:ﬁ1+§:04
2 2
0432/34—g=§—a a4=ﬁg+g=§+a
T Ar T A4r
045:5—523—@ 046:55-’-5:?-%01

wobei der Winkel a € [0, [ den Designparameter des
Manipulators und h € R\ {0} den Lageparameter der
SGP darstellt (sieche Abbildung 6.2). Alle Konfigura-
tionen K € Sk sind reguldr. Singulidre Lagen befinden
sich am Rand des Definitionsintervalls, ndmlich bei Abbildung 6.2: Beispiel
a= % und h =0.

Wir ziehen gerade dieses Beispiel in Betracht, da derartige Manipulatoren in der Praxis
sehr oft fiir Flugsimulatoren eingesetzt werden. Anhand dieses Beispiels sollen die im
Abschnitt 6.1 vorgestellten Indizes mit dem der Control Number verglichen werden.
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Manipulability
Paradoxerweise ist laut dieses Index die Konfiguration umso besser, je ndher man der Sin-
gularitdt kommt, in welcher die Basis und Plattform zusammenfallen, also bei o = & und
h =0 (siche Abbildung 6.3). Somit existiert kein lokales Maximum im Definitionsintervall,
woraus folgt, dass Si keine optimale Konfiguration im Sinne dieses Mafles besitzt.
Ziehen wir hingegen den von Lee und Duffy vorgeschlagenen Index (6.1) zur Evaluie-
rung der zweiparametrigen Konfigurationsmenge heran, so ergibt sich definitionsbedingt
eine einparametrige Losungsmenge von optimalen Konfigurationen (siehe Abbildung 6.4),
da fiir jeden Designparameter o € [0, [ ein Maximum |det(J)l,, existiert. Somit eignen
sich diese beiden Indizes, die auf der Determinate der Jakobimatrix beruhen, nicht um
verschiedene Konfigurationen von unterschiedlichen SG'Pen miteinander zu vergleichen.

0

0.8

Abbildung 6.3: |det(J)] Abbildung 6.4: |det(J)|-|det(J)

I

0 ! /6 0 /6

0.8 0.8

Abbildung 6.5: Standardabweichung opr Abbildung 6.6: Standardabweichung og

Bestapproximierender linearer Komplex

In diesem Fall miissen wir zwei Graphiken angeben, welche aus den beiden Minimierungs-
aufgaben resultieren. In Abbildung 6.5 wird die Standardabweichung o zum bestappro-
ximierenden reguléren linearen Komplex bzw. bestapproximierenden Drehkomplex darge-
stellt, und in Abbildung 6.6 jene og zum bestapproximierenden Schiebkomplex.
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Wir erkennen fiir die Standardabweichung or dasselbe Phdnomen wie bei der Mani-
pulability, ndmlich dass dieser Index umso grofler wird, je ndher man der Konfiguration
a=gund h=0 komrPt. Dies ist wie bei der Manipulability auf die fehlende Invarianz
des Indizes gegeniiber Ahnlichkeiten zuriickzufiithren. Bei der Standardabweichung zum
Schiebkomplex existiert eine eindimensionale Menge von optimalen Konfigurationen, was
darauf zuriickzufiihren ist, dass der Index invariant gegeniiber Translationen jeder einzel-

nen Tragergeraden ist.

Rigidity Rate

Fiir die Berechnung der Rigidity Rate sei im Speziellen auf das neunte Kapitel von [27]
verwiesen. In diesem Fall ist die Angabe einer Graphik iiberfliissig, da jeder Konfiguration
des Definitionsintervalls der Maximalwert ¢ = § bescheinigt wird. Somit bleibt der Index
konstant, wenn man sich einer singuldren Lage néhert, und fillt nur in dieser nach Null.
Somit ist dieser Index weder geeignet um verschiedene Lagen von unterschiedlichen SGPen
miteinander zu vergleichen, noch um den Abstand zu einer Singularitéit anzugeben.

0 Q /6
Control Number

Berechnen wir nun fiir die angegebenen
Koordinaten der Ankerpunkte die Matrix
Z — AN, so ldsst sich diese mittels ele-
mentarer Zeilen- bzw. Spaltenumformun-
gen auf Diagonalgestalt bringen; also Z —
AN = diag(Aq, .., Ag). Somit koénnen die
Eigenwerte \; explizit aus A; = 0 berech-
net werden. Es zeigt sich, dass A\; = Ag
und Mg = A5 gilt.

0.8

Abbildung 6.7: Isolinien von CTN(Sk)

Betrachten wir nun Abbildung 6.7, so er-
kennen wir, dass CTN(K) ein Maximum
iiber Sx besitzt. Eine ndhere Inspektion
der Formeln zeigt, dass jene Konfigurati-
on K, € Sk die groite Control Numpber,
némlich

CTN(K,) =1\/2V5 — 4 =~ 0.687

Abbildung 6.8: Axonometrie von K, hat, fiir die A1 2 = Ag5 und Az = Ag gilt.
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Losen wir nun die zwei Gleichungen explizit nach den Unbekannten auf, so erhalten wir:

~ 04, o, =—arctan (M) ~4°  mit y=142V5-2 (6.11)

Der Manipulator mit dem Designparameter o, der in Abbildung 6.8 graphisch dargestellt
ist, macht auch aus dem Blickwinkel der Praxis Sinn, da im Gegensatz zum oft propagierten
3-3 oktaedralen Manipulator (o = 0) keine Ankerpunkte identisch sind. Kardan- bzw.
Kugelgelenke fiir zusammenfallende Plattform- oder Basisankerpunkte kénnen technisch
nicht realisiert werden. Deshalb wollen wir infolge den Manipulator, der durch a, bestimmt
ist, ndher betrachten:

Abbildung 6.10 zeigt den Graph von CTN in Abhéngigkeit von der Hohe h. Abbil-
dung 6.9 illustriert die Isolinien von CTN, wenn die Plattform aus der zentralen Konfi-
guration parallel zur Basisebene verschoben wird. Es sei bemerkt, dass die Isolinien im
Abstand von 0.05 eingezeichnet wurden, wobei die hdchste den Wert 0.65 besitzt. Auf
Grund der Symmetrie des Manipulators ist der Graph auch symmetrisch beziiglich der x-
Achse. Die Abbildungen 6.11, 6.12 und 6.13 geben die CTN - Werte jener Konfigurationen
wider, die aus K, durch Rotation der Plattform um eine x-Parallele bzw. z-Parallele bzw.
y-Parallele durch den Punkt (0,0, A, ) mit dem Winkel § (Bogenmaf) hervorgehen.

h, =

+

P

0.6 -
S CTN
04 -
02 -
] h
0 02 04 06 08

Abbildung 6.9: Translation von ¥ in z = h_

Abbildung 6.10: Variation von h

0.6 0.6
0.4 1 0.4 1
1 CTN 1 CTN
0.2 7 0.2 7
] ) ] )
0 02 0.6 1 1.4 0 02 0.6 1 1.4

Abbildung 6.11: Rotation um x-Paralelle

Abbildung 6.12: Rotation um z-Paralelle
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0.6 1
1CTN

0.4
z - 77

0.2 ] ) - —
| 5

0 - T T T T T T T

—-1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5

Abbildung 6.13: Rotation um y-Paralelle

Dieses Beispiel zeigt, dass die Control Number, auf Grund der Erfiillung der geforder-
ten sieben Eigenschaften, nicht nur fiir Robot Control geeignet ist, sondern auch benutzt
werden kann um verschiedene Konfigurationen von unterschiedlichen SGPen miteinander
zu vergleichen.

Es sollte an dieser Stelle noch bemerkt sein, dass die Anwendung der CTN nicht
auf SGPen beschriankt ist. Man kann diesen Index auch fiir ebene 3-dof RPR Manipulato-
ren adaptieren. Wie die Adaptierung vorzunehmen ist, sehen wir im néchsten Kapitel, das
der Frage auf dem Grund geht, ob Konfigurationen mit einer maximalen Control Number
existieren. Da die Berechnungen um einiges umfangreicher sind als jene fiir die isotropen
Konfigurationen beziiglich CDNpg in Abschnitt 5.3, wollen wir diesem Sachverhalt ein
eigenes Kapitel widmen.



Kapitel 7

Konfigurationen mit maximaler
Control Number

7.1 Motivation und Voriiberlegungen

Die Motiviation fiir die Berechnung von Konfigurationen K mit CTN(K) = 1 griindet in der
Suche nach optimalen Designs fiir SGPen. In [29, 31, 57] bzw. [56, 10, 43, 26, 32, 51, 52, 36]
wurden die Manipulability bzw. CDN Indizes benutzt um das Design von SGPen zu opti-
mieren. Jedoch hidngen diese Indizes, inklusive des Index CDNpg aus Kapitel 5, nicht von
der Wahl der Plattform- und Basisankerpunkte auf deren Trigergeraden ab, wodurch die
Anwendbarkeit dieser Indizes fiir Designoptimierung sehr beschriankt ist. Da die Control
Number von der Geometrie des Manipulators abhéngt und dadurch verschiedene Konfigu-
rationen von unterschiedlichen SGPen miteinander verglichen werden kénnen, bietet sich
dieser Index an, um das Design zu optimieren.

Wir suchen also nach Konfigurationen I mit CTN(K) = 1. Zuerst wollen wir uns vor
Augen fithren, was dies fiir den Manipulator bedeutet:

Jede mogliche Momentanbewegung induziert dieselbe Quadratsumme von Winkelge-
schwindigkeiten in den passiven Gelenken bei konstanter Quadratsumme der momentanen
Léngenédnderungen der prismatischen Gelenke. Fiir die sechs Eigenwerte von Z beziiglich
N gilt somit \; = p mit p € R", woraus unmittelbar nach dem Satz von Vieta das cha-
rakteristische Polynom (p — A\)® = 0 folgt. Wie in Abschnitt 5.3 iiberlegt, resultieren aus
einem Koeffizientenvergleich mit det(Z — AN) die fiinf Bedingungen aus (5.12), welche zu
erfiillen sind um eine Konfiguration mit CTN(K) = 1 zu erlangen.

Aus Griinden der Vollsténdigkeit sowie als Vorbereitung fiir die folgenden Abschnitte
wollen wir an dieser Stelle eine Vereinbarung beziiglich der Notation der Matrizeneintrége
von Z und N treffen:

76
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R S E F
Z .= (ST T> und N := <FT G> , (7.1)

mit R laut (7.4), S laut (7.5), T laut (7.3), E laut (7.6), F laut (7.2) und G laut (7.7).

n i
3 . ik
F = (fjk)j,k:l mit fik = Z (l-Jl') und (7.2)
i=1 "
fi1 = (bispio — biopi3)(pin — bin) fio = (bi3pi2 — bi2pi3)(pi2 — biz)
fis = (bispio — biopi3)(pis — biz) far = (biapis — bizpin)(pi1 — bix)
fao = (bi1piz — bizpin) (Pi2 — bi2) fas = (bi1pis — bizpin)(Pis — bis)
f31 = ( i,2Pi,1 — 1 1D, 2)(pz 1= b 1) f32 ( i,2Pi,1 — b; 1Di, 2)(]%,2 bz,z)
fis = (biapi1 — biipi2)(pis — bisz)
n ti~k
— (+..)\3 : I J
T =(tjr)jpy it tj, = ; (AAE und (7.3)
th =2(pi2 — bi2)® + 2(pis — bi3)? thy = thy = 2(pi1 — bi1)(bi2 — pi2)
thy = 2(pi1 — bi1)* +2(pi3 — biz)? the =th = 2(pi1 — bi1)(bisz — pi3)
the = 2(pi1 — bi1)* +2(pi2 — bi2)? thy = thy = 2(pi2 — bi2)(bis — pi3)
3 T
R=(rje)jpey  mit 7= Z (l-]l»)Q und (7.4)
Z:1 7 *1
iy = (b12,2 + bz?,B Jr]912,2 + p; 3)(Pi1 — bia)? + (biz + b?,s)Q + (1%%2 erzz,g)z
— 2(bi2pi 2 + bi3pis) [(pis2 — bs 2) + (pi,3 — bi3)?]
rhy = (bz 1+ bz 3 +pz 1 +pz 3)(Pi2 — ) (b + b? 3)° + (p$,1 +p?73)2
— 2(bi,1pin + bispis) [(pig — 2+ (pis —bi3) ]
rhy = (bf,l + b?,z +p22,1 +p;, 29)(pis — ) (53,1 + bi,2) (p?,1 +P?,2)2

- Q(bi,lpi,l + bi,?pi,Q) [(Pi,l - bi,l) + (pi,Q - bi,2)2]

7’12 = 7"%1 = (P?,g - bz;;)(bi,lbil = Pipi2) + 2bi 3pi 3(pi1 — bi1)(pi2 — bi2)
— (biabiz + piapi2) [(pig — bin)® + (pi2 — bi2)’]

S 2

713 =731 = (Pi2 — bj2)(bi1biz — piipi3) + 2b; 2pi2(pin — bi1)(piz — bi3)
— (binbis + piapis) [(pin = bin)* + (pis — bis)?]

rhy =1hy = (pi1 — b7 1) (bi2bis — piapi3) + 2051051 (Pi2 — bi2)(pi3 — bi3)
— (bi2biz + piapi3) [(pi2 — bi2)® + (pis — bi3)?]
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n Si‘k
3 . o 7
S=(sjr)jpey mit  sjp = Z L2 und (7.5)
i=1
iy = +(b7 5 — P o) (pi3 — biz) — (bi3 + pis) [(Pig — bi1)® + (Pis — bi3)?]
siz = —(big _pz273)(pi,2 —bi2) + (bi2 +pi2) [(pz,z bi2)® + (pin bm)Z]
shy = +(b7 1 — p71) (i3 — big) + (bisz +pi3) [(Pi3 — bis)® + (pi2 — bi2)?)
533 = *(b?,g *P?,?;)(Pi,l - bi,l) — (b i1 1 Di, 1) [(pz 2 — b2 24 (pi,1 bi,l)z]
3%1 = _(b?,1 _P?J)(pi 2 —bi2) — (bi2 +pi2) [(Pz 3—bi3 >+ (pi2 — bi,2)2]
shy = +(b?,2 p?,z)(pm —bi1) 4+ (big + i) [(pig —bin)® + (pis — bis)?]
sty =2(pin — bi1)(bizpiz — bioapis)
by = 2(pia — bi2)(bi1pi3 — bispin)
843 = 2(pi3 — bi3)(bi2pin — bipi2)
n ei'k
_ 3 : I J
E=(ejk)jpy mit  ejp= Zz; 01 und (7.6)
ety = (bizpi2 — bi2piz)? eiy = eby = (biapia — bi2pi3)(biipis — bispin)
ehy = (bi1piz — bispin)? eis = ehy = (biapia — bio2pi3)(biopia — biipiz)
ehs = (biopin — bi1pi2)? ehs = ehy = (bi1pi3 — bi3pin)(bi2pia — biipiz2)
n gi
— (5. )3 ; o Jk
G = (g]k)jykzl mit ik = Zz; 7(11‘ L) und (7.7)
g1 = (pin — bin)? Gio = g5 = (pi1 — bi1)(pi2 — bi2)
Gho = (Pi2 — bi2)? 913 = 931 = (Pin — bi,1)(Pi3 — bi3)
943 = (pig — bi3)” 953 = 930 = (Pi2 — bi2)(pi,3 — bi3)

Bevor wir die Berechnung der optimalen Konfigruationen von Stewart Gough Plattfor-
men im Sinne der Control Number in Angriff nehmen, wollen wir jedoch diesen Sachverhalt
fiir ebene 3-dof RPR Manipulatoren klidren. Dabei wird auch erldutert, wie die Control
Number fiir diese Mechanismen zu adaptieren ist.
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7.2 3-dof RPR Manipulatoren

Die n-beinigen 3-dof RPR Manipulatoren bestehen aus einer Plattform, welche an n Punk-
ten iiber Dreh-Schub-Dreh-Gelenke mit der Basis verbunden sind, wobei n > 2 gilt. Wir
konnen diesen ebenen Manipulator mit drei Freiheitsgraden als Spezialfall der raumlichen
Version ansehen. Wir setzen b;3 = p;3 = 0 fiir 7 = 1,...,n. Da nur mehr Schiebun-
gen in der Ebene sowie Drehungen um Achsen normal auf diese moglich sind, setzen wir
q1 = g2 = g3 = 0. Wir erhalten somit die 3x 3 Matrizen

r33 831 532 e33 fa1 f32
Z=|s31 tin ti2 und N=1/fs1 g11 912 (7.8)
832 to1 too f32 921 go2

mit den Matrizeneintragen von Z und N laut (7.4), (7.5), (7.3), (7.6), (7.2) und (7.7).

Definition 7.1. Die Control Number einer n-beinigen 3-dof RPR Manipulator Konfigu-
ration mit n > 2 ist definiert als

CTN(K) :=+\/A_/A, mit CTNK) € [0,1], (7.9)

wobei A_ bzw. A\, der kleinste bzw. grifite allgemeine Eigenwert der Matriz Z aus (7.8)
beziiglich N aus (7.8) ist.

Wir wollen in Hinblick auf das néchste Kapitel die optimalen Konfigurationen von
ganz speziellen Konfigurationsmengen M} von n-beinigen 3-dof RPR Manipulatoren be-
rechnen.

Definition 7.2. Die Konfigurationsmenge M} ist, wie folgt, definiert: Die Mengen MY
und My mit
71L:{Bl,...,Bn7P17...,Pn}, g:{h,,ln} und n>2

21

sind abgeschlossen gegeniiber Drehungen von =+ um einen gemeinsamen Punkt S.

Aus Def. 7.2 folgt unmittelbar, dass fiir alle Konfigurationen K € M} die Beine gleiche
Linge haben, also |1 || = ||1;|| mit s = 2,...,n gilt. Wenn wir den Faktor der Ahnlichkeit
eliminieren, so kénnen wir M} mit Hilfe des Winkels ® und der Beinlénge r, wie folgt,
parametrisieren:

yi— (i@ <2@; ”W) 2 V3sin (2“; %)) (7.10)
Xi =y + (rcos <<I> + 2(1; 1)7T>,rsin <CI> + 2(1; 1)7r)) (7.11)

mit b;,p; € {x;,y;} und b; # p; fir i=1,...,n. (7.12)

Setzt man nun die Koordinaten in die zuvor angegebenen Formeln ein, so zeigt sich fol-
gendes:

t11 =t22, g11 = go2 und s3j=faj=tie=g12=0 fir je{l,2}.
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Wenn man aufierdem Z und N mit n~! multipliziert, so kiirzt sich n heraus und die beiden
Matrizen sind unabhéngig von dieser Variable. Da es sich auf Grund der Parametrisierung
bei Z und N aus (7.8) bereits um Diagonalmatrizen handelt, miissen die zwei verbleibenden
Unbekannten ¢ und r nur noch der folgenden Bedingung gerecht werden, damit die drei
Eigenwerte des charakteristischen Polynoms det(Z — AN) = 0 ident sind:

rz  tn 16 cos(®)? + 3r? + 4/3r cos(®) — 8 0
es3 g 16 sin(®P)? e

Losen wir diese Gleichung nun nach ® auf, so erhalten wir die einparametrige Losungs-
menge ¢, welche in zwei Zweige ¢(®1) und ¢(Py) zerfillt:

<M\/§— m)
8

&~ = sgn(r)-arccos

(7.13)

®*t = sgn(r)-arccos

<M\/§+ m)
< )

Damit wir fiir ®* stets reelle Werte erhalten, muss r die Bedingung
4 4

erfiillen, welche sich aus 32 — 972 > 0 und r # 0 ergibt. Die Bedingung r # 0 schlieBt
jenen Fall aus, in dem alle Plattform- und Basisankerpunkte zusammenfallen. Wir wollen
die gesammelten Ergebnisse in dem néchsten Satz zusammenfassen:

Satz 7.1. Alle Konfigurationen KC der Parametrisierung von M3 in (7.10) — (7.12) mit
n> 2, ® gemdaf (7.13) und r gemdf (7.14) haben eine maximale Control Number. Unter-
wirft man diese Konfigurationen den zentrischen Streckungen aus S, so erhdlt man bis auf
gleichsinnige Euklidische Bewegungen alle Konfigurationen K € My mit CTN(K) = 1.

Geometrie der Lésungskurve ¢

Bevor wir auf die geometrischen Eigenschaften der Losungskurve ¢ eingehen, miissen wir
noch eine Vereinbarung beziiglich der Notation der Punkte € ¢ treffen:

Die n Ankerpunkte X; mit Koordinaten x; des j-ten Losungszweiges werden mit ¢(®7, )
fiir j = +, — angegeben. Wir wollen neben dem Ankerpunkt Y; mit Koordinaten y; noch
die folgenden vier Punkte X2 := c(@ﬂ% 6), XP = ¢(®*, 2/6), X¢ = ¢(®*, 21/2) und
XP = (®F, 1V/2) betrachten, welche in Abbildung 7.1 eingezeichnet sind. In derselben
Abbildung ist die Losungskurve ¢ fiir r €]0, é\/5] dargestellt. Der zweite Teil liegt auf
Grund von (7.13) spiegelsymmetrisch beziiglich SY;. Diese angegebenen fiinf Punkte Y;,
XlA, XZB , Xic und XZD , sowie der Punkt S aus Def. 7.2 stehen, wie folgt, miteinander in
Beziehung:
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1. SY; = SXB

2. Y, X = Y;XP

3. Y;XB ist Tangente an ¢(®*) in Y;
4. SY; L SXB

5. (XA Y, XB) = /4
6. SXPB ist Tangente an ¢(®*) in X2
7. SX2 | Tangente an ¢(®~) in XA

8. SX¢ | Tangente an ¢(®*) in X¢

9. ¢ schneidet sich in Y; orthogonal
10. Y;X¢ ist Tangente an ¢(®*) in X¢
11. S;, XZ-C und X{l liegen kollinear.

vi
Abbildung 7.1: Die Losungskurve ¢

Bemerkung: Es wiirde geniigen all jene Konfigurationen zu betrachten, die durch die

folgende Bedingung gegeben sind:

S [—;l\/i,;l\/i] \ {0} &

rte [—gﬂ,—gx/é] U E\/é,;l\/i] (7.15)

Die Konfigurationen, die gegeniiber (7.14) ausgeschlossen wurden, gehen aus denen in
(7.15) durch Ahnlichkeitstransformationen hervor. Zum Beispiel ist die Konfiguration
{Yi, XZC} ungleichsinnig dhnlich zu {Yi, XZA}.

7.2.1 Optimale Konfigurationen von M;.

Die aus (7.12) resultierenden 8 kombinatorischen Moglichkeiten fiir n = 3 konnen auf
Grund der Drehsymmetrie der Konfigurationen von /\/(,3C beziiglich S auf die folgenden 4

Falle reduziert werden:

a) B;=X;
b) B;=Y;
c) Bi=Xy
P1=Y
d) Bi=Y,
P1 =Xy

Pi=Y; i=1,2,3
Pi =X, i=1,2,3
Bo = X2 Bs =Y3
Py =Yy Ps = X3
By = Yo B3z = X3
Py = Xo Ps=Yj3

Da durch Vertauschen von Plattform und Basis a) in b) sowie ¢) in d) iibergeht und
umgekehrt, konnen im Wesentlichen zwei Typen von Manipulatoren unterschieden werden.
Fall a) und b) gehoren zum symmetrische Typ und Fall ¢) und d) zum asymmetrischen.
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Infolge wurden jeweils die Konfigurationen mit den Ankerpunkten {Yi, Xf‘} und {Yi, X5 }
dargestellt, wobei in Abbildung 7.2 die Plattform und Basispunkte gemifl Fall a) verteilt
wurden und in Abbildung 7.3 geméB Fall ¢). Da in der Praxis zumeist symmetrische RPR
Manipulatoren zum Einsatz kommen, wollen wir diesen Typ genauer betrachten.

R

Abbildung 7.2: Symmetrischer Typ Abbildung 7.3: Asymmetrischer Typ

Animation: Symmetrischer Typ

Die aus a) in b) resultierenden Manipulatoren sind der Inhalt jener Animation, welche
auf einer CD unter dem Dateinamen , ANIMATION-RPR“ gespeichert, dieser Arbeit
beiliegt. Die Animation wurde mit Hilfe des Programmes Open Geometry [11, 12] erstellt.

Uber der xy-Ebene wurde als z-Koordinate der Drehwinkel um den Plattformschwer-
punkt S aufgetragen. Die einparametrige Konfigurationsmenge von symmetrischen Ma-
nipulatoren wurde anders als in Satz 7.1 parametrisiert. Bei der fiir die Animation ver-
wendeten Parametrisierung exisiteren ebenfalls zwei Zweige, welche in Abbildung 7.4 rot
bzw. griin eingezeichnet sind. Der Zweigwechsel erfolgt iiber das Anklicken des Buttons
» Zweigwechsel* in der rechten Leiste namens ,, Adjustments“. In derselben Leiste findet
sich der Regler namens ,, Radius r*, iiber welchen sich der Parameter r der einparametrigen
Konfigurationsmenge steuern lésst. r gibt den Abstand des Basisankerpunktes vom Platt-
formschwerpunkt S in der Ausgangslage an und kann Werte zwischen % und 2 annehmen.
Bei einer Verdnderung von r dndert sich auch automatisch die Singularitdtsmannigfaltig-
keit mit, welche in Abbildung 7.4 orange dargestellt wurde. Es existieren Orientierungen
der Plattform, in denen der Manipulator unabhéngig von der gewéhlten x und y Trans-
lation singulér ist. Diese Orientierungen korrespondieren mit den orange eingezeichneten
Kreisscheiben in Abbildung 7.4.
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Uber die Tasten U/u bzw. O/o kann die minimal bzw. maximal mégliche Linge der
Beine vergroflert bzw. verkleinert werden. Der aktuelle Wert ist unten rechts eingeblen-
det. Eine Verédnderung dieser beiden Parameter hat Einfluss auf den Constant Orientation
Workspace, welcher beziiglich des Plattformschwerpunktes S in Abbildung 7.4 griin einge-
zeichnet wurde.

Mit Hilfe der restlichen Regler in , Adjustments“ kann die x-Translation, die y-
Translation sowie die Rotation der Plattform um den Plattformschwerpunkt S gesteuert
werden. Dies kann zusétzlich iiber die Zuhilfenahme der Maus geschehen. Wenn man die
linke Maustaste gedriickt hélt, dann kann die Plattform mit Hilfe der Maus verschoben
werden und wenn man die rechte Maustaste gedriickt hélt, dann kann der Drehwinkel um
den Plattformschwerpunkt gesteuert werden. Auch beides gleichzeitig ist moglich.

Mit Hilfe dieser Animation kann man recht einfach testen welcher 3-dof RPR Ma-
nipulator mit maximaler Control Number den fiir eine bestimmte Té#tigkeit bendtigten
Arbeitsbereich besitzt.

[EDpen Geometry 2005 =1&]x|

File Export Animate Viewport Action Light 7 | & |

TANECE § I F J Joich T RICEPNCRE & J o i

2] T —

_ SR Reset |
‘ Language | Fly

X Translation:

0.000 [4]—FF——]]
Y Translation:

0.000 [4]—F——]]
Rotation um S:

0.000 [4]—FF——]]

Radius r:

2.000 E.:D]

Zweigwechsel [F] Show Axes [

Tastenbefehle:

Tasten x/X: X Translation

Tasten y/Y: Y Translation

Tasten d/D: Rotation um S
Tasten r/R: Radius r

Tasten u/J: Minimale Beinlaenge
Tasten o/O: Maximale Beinlaenge

Mauis:
Lirke Maustast: XY Translation
Haximale Beinlaenge = 3.88| |Rechte Maustast: Rotation um S

Copyright by Nawratil Georg Minimale Beinlaenge = 08.80

Abbildung 7.4: Screenshot der Arbeitsoberfliche von ,, ANIMATION-RPR*
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7.3 Stewart Gough Plattformen

Wir wollen uns bei der Berechnung von optimalen Konfigurationen im Sinne der Control
Number wieder auf jene von speziellen Konfigurationsmengen :S',gC beschranken:

Definition 7.3. Die Konfigurationsmenge Sy- ist, wie folgt, definiert: Die Mengen Sy, S5
und 8§ mit

S ={B1,....Bg,P1,...,Ps}, 8§ ={Bgt1,.-.-.Bn,Pgi1,...,Pn}, S§={l,....1,} und
n = 2g sind abgeschlossen gegeniiber Drehungen von 2?” um eine gemeinsame Achse s.

Aus der Def. 7.3 folgt unmittelbar, dass zwei Gruppen von Beinen existieren, die jeweils

gleiche Lénge haben, also ||Li|| = [|L;|| mit ¢ = 2,...,¢9 und |[ly41] = ||1;|| mit j = g +
2,...,n. Wenn wir 0.B.d.A. die z-Achse als gemeinsame Achse s wihlen, dann kénnen wir
die Konfigurationsmenge S{., wie folgt, parametrisieren:
vi= (2\/3005 (%_Dw) ,g\/gsin (2(2_1)7r> 7a1> (7.16)
3 g 3 g
X; =Y + (7’1 COS <¢1 + 2(Z — 1)7T>,T1 sin <(p1 + Mﬂ),b1> (717)
g g
mit b;,p; € {x;,y;} und b;#p; fir i=1,...,9 und (7.18)
,— 1 ,— 1
yj= (;x/chos (,u + 206 )7r>7§\/§F sin <u + 20 )77),@) (7.19)
g g
X;=y;+ <7"2 cos (@2 + 20 - 1)7r),r2 sin (@2 + 20 - 1)7r) , b2> (7.20)
g g

mit b;,p; € {x;,y;} und b;#p; fir i=1,...,9 j=g+i (7.21)

Es handelt sich hierbei nach Elimination des Faktors der Ahnlichkeit um eine elfparametri-
ge Menge. Setzen wir nun diese Koordinaten in die Matrizen Z und N ein und vereinfachen
diese, so zeigt sich einerseits, dass beide Matrizen unabhéngig von y sind, und andererseits,
dass folgende Beziehungen gelten:

T12 = T13 = T93 = 513 = 893 = 831 = 833 = {12 = {13 = t93 =0 (7.22)
eix=ei3=ex=fis=fuz=[foi=fro=g12=013=023=0 (7.23)
2511 = 2899 = —533, 819 = —821, r11 = T'22, t11 = to2 (7.24)
2f11 = 2fa2 = — f33, fi2 = —fo1, el = e, gi1 = g22 (7.25)

Es sei noch bemerkt, dass die Nenner Dz bzw. DN der Matrizeneintrige von Z bzw. N
mit
Dn = ((a1 —b1)? +7r3)((az —b2)? +73) und Dz = D¥ (7.26)
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genau dann und nur dann verschwinden, wenn entweder die Beine Iy, ..., |  oder lg4q,...,1,
oder alle n Beine Null Lénge haben. Jedoch seien diese Félle stets ausgeschlossen. Wenn
wir nun das charakteristische Polynom det(Z — AN) berechnen, so zerféllt dieses wiederum
in Hﬂ—[% mit:

Hy = N(f) — e33933) + (733933 + eastss — 2s11.f11) + 551 — rastas
Ha = N2(4fEH + 2 — er1g11) + Merrtin — 8s11f11 + r11911 — 2812 f12) — riatin + 483y + 79

Somit miissen wiederum nur drei Bedingungen erfiillt werden, um eine Konfiguration mit
maximaler Control Number zu berechnen, némlich, dass H; und Hs eine Doppellésung
haben und dass diese ident sind. Jedoch ist es in diesem Fall auf Grund der Grade und
Dimensionen dieser drei Bedingungen vollig sinnlos eine solche allgemeine Berechnung
vorzunehmen. Wir wollen deshalb analog zu Abschnitt 5.3 vorgehen.

Wir wollen wiederum jene Konfigurationen mit optimalen Control Number berechnen, wel-
che aus der Bedingung hervorgehen, dal Z und N zueinander dhnliche Diagonalmatrizen
sind. Da man aus jedem Matrizeneintrag von Z und N die Unbekannte g herausheben
kann, wollen wir folgende Vereinbarung treffen:

Z:=7-Dz-g-' und N :=N-Dn-g~ L.

Die neudefinierten Matrizen sind somit unabhéngig von g. Die verbleibenden 9 Unbekann-
ten miissen die folgenden 7 Gleichungen erfiillen, damit Z und N zueinander #hnliche
Diagonalmatrizen sind:

Py fui1 =0, Py fi2 =0,
Ps3: 511 =0, Py 512 =0,
Ps: (g11-tss — gss-t11)-D' =0, (7.27)

Ps : (e11-ts3 — g33-m11)- Dy = 0,

Pr: (es3-tss — gsz-ras) D' = 0.
Das Polynom P; wurde deshalb so angeschrieben, da sich bei der Berechnung von
g11-t33 — g33-t11 der Faktor Dy abspaltet. Analoges gilt fiir die Polynome Pg und Ps7.
Als Vorbereitungsarbeit fiir den Eliminationsprozess wollen wir noch die trivialen Singu-
laritdten der Konfigurationsmenge ausfindig machen. Eine durch (7.16)—(7.21) parame-
trisierte Konfiguration KC, welche diesen sieben Bedingungen geniigt ist somit genau dann
singulér, wenn

e11-e33-gii-gs3 =0 (7.28)

gilt. Die singuléiren Konfigurationen von Sf- sind auch der Inhalt des néchsten Satzes:

Satz 7.2. Die n Beine befinden sich in einer singuldren Konfiguration, wenn
ap=by Nag=0by V sin(®)=0Asin(P2)=0 VvV sin(®)=0AF=0 (7.29)
gilt. Weitere Singularitdten sind charakterisiert durch:

a1 = b1 A sin (CI)l) =0 V ag=0by A sin ((I)Q) =0 V ag=by AN F=0. (7.30)
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Beweis: Ist die erste Bedingung von (7.29) erfiillt, so liegen die beiden Gruppen von
Geraden jeweils in einem Ebenenfeld. Diese beiden Ebenenfelder haben eine gemeinsames
Element, ndmlich die Ferngerade. Somit schneiden alle Trigergeraden diese Ferngerade,
wodurch ein singuldrer linearer Komplex vorliegt. In den anderen beiden Fillen von (7.29)
schneiden die Trégergeraden der Beine stets die z-Achse. In den drei Fillen von (7.30)
liegen die Tragergeraden der Beine einer Guppe stets in einem Geradenbiischel. Da die
andere Gruppe maximal einen Regulus aufspannen kann, liegt eine Singularitdt vor. 0O

Neben den in Satz 7.2 angefithrten trivialen Singularitéten existieren noch die fol-
genden
r1r=0A19=0, ro =0 A sin(®1) =0 (7.31)
r1=0AF=0, r1 =0 A sin (®2) = 0. (7.32)
Im ersten Fall von (7.31) liegen die Trigergeraden der Beine in einem Geradenbiindel. Im
zweiten Fall von (7.31) sowie in den beiden Fillen von (7.32) schneiden die Trigergeraden
der Beine wiederum stets die z-Achse; liegen also in einem singuléren linearen Komplex.

Auf diese vier Fille (7.31) und (7.32) muss aber im Eliminationsprozess keine Riicksicht
genommen werden, da die Aussage des néichsten Satzes um einiges stérker ist.

Satz 7.3. Wir kénnen stets r1 # 0 und ro # 0 voraussetzen, da ri = 0 bzw. ro = 0 unter
den sieben Bedingungen aus (7.27) stets eine singuldre Konfiguration der durch (7.16) —
(7.21) parametrisierten Konfigurationsmenge S,gC nach sich zieht.

Beweis: Angenommen r; = 0 fiir 4, j € {1,2} und ¢ # j: Dann gilt:

rn=0 =— P1: Frgsin (@2)(@1 — b1)2(a2 — bz) =0

T2 =0 — Pl T sin((I)l)(QQ—bg)2(a1 *bl) =0.
Damit Py erfiillt ist, aber andererseits keine triviale Singularitit vorliegt, muss a; = b;
gelten:

aj = b]’ = Py —BT?bj(ai — bz)2 =0.
Da r; = 0 bzw. a; = b; bereits triviale Singularitéten zur Folge haben, kann nur noch
bj = 0 sein:
bj=0 = Py4: —67"?‘(@2- +b;)(a; — b;)* = 0.

Hier gilt nun dasselbe wir zuvor, woraus a; = —b; folgt:
a;=—-b; = Ps: —4b§7‘§.

Dieses Polynom kann somit nur noch erfiillt werden, wenn r; = 0 oder b; = 0 gilt, was
aber jeweils eine triviale Singularitéit darstellt. g

Mit Hilfe der letzten beiden Sdtze konnen wir nun die Berechnung in Angriff neh-
men. Wir betrachten zunéchst das Polynom P, welches folgende Gestalt hat:

Frysin (@2)((&1 — b1)2 + T%)(CLQ — bg) — 71 8in (@1)((&2 — b2)2 + r%)(al — bl) =0. (7.33)

Infolge miissen zwei Fille unterschieden werden, nédmlich der Hauptfall (7.3.1) und der
Sonderfall (7.3.2). Wir wollen mit dem allgemeinen Fall beginnen.
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7.3.1 Hauptfall

Dieser Fall ist durch die Voraussetzungen

r1#0, 1re#0, a;#by, ag#by, sin(P)#0, sin(Py)#0 (7.34)

charakterisiert, welche garantieren, dass F' # 0 ist und F', wie folgt, aus P; berechnet

werden kann: .
_7“1 Sm (@1)((@ - b2)2 + ’l“%)(al - bl)

F= - . 7.35
T2 S1N ((1)2)((&1 *b1)2 +T%)(a2 *bg) ( )
Wenn wir nun F' in P3 einsetzen, so vereinfacht sich dieses zu
P3: rysin (<I>1)((a2 — b2)2 + r%)(al — bl)‘fl =0 mit (736)
Fi = (a1 — b1)2 + r% — (a2 — b2)2 - 7“%. (737)

Auf Grund der Voraussetzungen (7.34) kann P; nur dann erfiillt werden, wenn der
Faktor F; aus (7.37) verschwindet. Die Erfiillung von F; gleicht der Bedingung, dass die
Beine beider Guppen gleiche Lénge haben, also ||1;|| = ||I;|| mit i = 2,...,n gilt. Wenn
wir uns nun ag, ba, 7o, P2 aus den Polynomen Fi, Ps, Py, Ps berechnen, so erhalten wir die
folgende Losung, welche in vier Zweige zerfillt:

®, = arctan 2v/35in (B1)r1 (a1 — by) (7.38)
r1(r1(2a1 — by = b1) + 2v/3cos (€1) (a1 — b1)) — 4(ar — b1)(ar + bz + b1)
mit
b b)) — 4 —b1)2 2
o Mt EVT Bt b) VT +\/ (a1 =b)* +17 (7 a9
_6 —6 3
b b)) — 4 —b1)2 2
o Mt HVT Bt b) VT _\/ (a1 =0+ 7 0
_6 —6 3
b)) — b 4 —b 2 2
b Matb) VT Hatb) VT +\/ (=02 +ri oy
_6 —6 3
b)) — b 4 —by)? 2
o, — Blar+b) VU p, — Sla1tby) + VU ry — _\/ (a1 = b1)* 479 (7.42)
_6 —6 3
und

U :=6r7 —3(a; — by)>
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Der einzige Unterschied zwischen den Losungszweigen 1,2 und 3,4 ist, dass ao und by die
Rollen tauschen. Damit as, by € R und ao # by gewihleistet ist, muss U > 0 gelten, also

2r? — (a3 — b1)? > 0. (7.43)

Unabhéngig davon, welche der vier Losungen wir infolge in die verbleibenden Polynome
Ps und P7 einsetzen, erhalten wir:

(a1 = b1)? + 1)
3(4(0,1 — b1)2 + 7"%)(27“% — (a1 — 61)2)

P : Fa=0 (7.44)
((a1 = b1)* +77)°

3(4(ar — br)? +17)(2r7 — (a1 — b1)?)

Der Nenner dieser Polynome ist auf Grund von (7.43) und (7.34) stets ungleich Null. Pg

bzw. P7; koénnen nur dann verschwinden, wenn F> bzw. F3 identisch erfiillt sind. Somit

berechnen wir uns aus F3 den Winkel @1, fiir welchen wir die folgenden zwei Lésungen
erhalten:

Pr F3=0. (7.45)

®¢ = arccos (H’) mit € {—,+} und (7.46)

Til + r%(llal — 5b1)(a1 — bl) — 4(20,1 =+ bl)(al — 51)3 —VvW
—4\/37"1(4((11 - b1)2 + T'%)

Til + r%(llal — 5b1)(a1 — bl) — 4(2(11 + bl)(al — b1)3 + VW
—4\/37‘1 (4(@1 — b1)2 + ’I"%)

W = —6rS — 8r5(6b? — 12byay + 9a2 — 4) + 24r2(2a2 + 5bya; — b2 +12)(a; — by)*

— 3r}(33a3 — 78byay + 33b% — 64)(a; — by)? — 16(12byay + 367 — 8)(ay — by)°.

H =

(7.47)
HT =

Wir werden spéter zeigen, dass @iﬁ fiir unsere Losungsmenge wohldefiniert ist, also H* €
|—1,1[ gilt. Wenn wir nun die Losungen fiir @f in das letzte zu erfiillende Polynom F»
einsetzen, so erhalten wir 2 verschiedene Polynome. Auf Grund der auftretenden Grade
ist es aber nicht moglich, diese Gleichungen explizit nach einer Unbekannten zu lsen.
Wir nehmen daher eine Umparametrisierung vor in der Hoffnung, dass sich die Polynome
vereinfachen. Wir setzen

ap =tV2r +b  mit  teZ:=]-1,0[U]0,1], (7.48)

wobei t € Z; gewéhrleistet, dass (7.43) stets erfiillt ist und a; # b; gilt. Nach der Umpa-
rametrisierung sind die beiden Polynome von der Gestalt:

AV + Bby +C + /Db + Eb; + F. (7.49)

Die daraus resultierenden Gleichungen kénnen wir aber nun explizit nach by 16sen. Wir
erhalten die folgenden vier Losungen fiir
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try(24t* — 8412
o tA+] b = 71 ( 84t% + 33) + 12t\/S + /S5 (7.50)
’ 18v/2(4¢2 — 1)
i try (24t* — 84t% 4 33) + 12tV/S — /Sy (7.51)
b2 18v/2(412 — 1) '
try(24t* — 8412 + 33) — 12t/ S + /S

18v/2(4¢2 — 1)

it try(24t* — 8412 4 33) — 12tV/S — /51 (7.53)
ba 18v/2(412 — 1) '

mit
S = 4r3t® — 16r24° 4+ 24¢* + 1502t + 26307 — 121 — 572 4+ 15
S; = 3(1 — t2)(8r1 VS (4t + 1 4 40t) (—1)" + 48 — 1216¢%2
— 6247 + 1920t + 192t% — 40t%r% + 25r% + 640t577)
fiir i = 1, 2. Diese vier Losungen bf, (j = 1,...,4) gehdren zu beiden Zweigen von ;.
1.7
o -1 - V2 (37“‘11 — \/—37‘?(91"% — 32))
) by = ’ — (7.54)
4 <37’1 + \/—37’1 (9r] — 32))
. ol ) 12 (?,r;l — /3807 — 32))
P big=— ’ — (7.55)
4 (30! + V=307 - 32))
o = 5 A&t # Zl:%\/é
L2 (37«;1 +/=3r0(9r7 — 32))
= ’ — (7.56)
4 (3r1 — /3507 — 32))
o = —% A ry# :E%\/é
. V2 (31“‘1’L +/=3r8(9r? — 32))
big = — (7.57)

’ 4 (30! = V=307 - 32))

Es sei bemerkt, dass die vier Punkte M; des Parametergebiets mit den (¢, r;)-Koordinaten

12 1 2 12 1 2
m; (2,3\[>, mo (2, 3\[), ms ( 2,3\/6), my ( 1 3\/6),
nur Loungen beziiglich des Zweiges ®; besitzen. Auf diese speziellen vier Punkte und

die damit verkniipften Manipulatorkonfigurationen wird im anschliefenden Beispiel noch
genauer eingegangen.
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Der Wertebereich von 71 und ¢

Wir wissen bereits, dass ¢ nur aus Z; gewahlt werden darf. Doch wie muss r1 in Abhéngig-
keit von t gewéhlt werden, dass bfi eRfiri=1,...,6 gewdhrleistet ist. Um diese Frage
zu kldren, miissen wir die in den Formeln fiir bfi auftretenden Wurzeln néher betrachten.
Wir setzen S; =0, S =0 und S =0 und berechnen uns daraus r1 in Abhéngigkeit von ¢.

S1 =0 und Sy = 0 liefert dieselbe Losungsmenge Sj o, welche in vier Zweige zerféllt und
in Abbildung 7.5 blau dargestellt wurde:

s Ly | (48 4 14 4064) (3206 + 33614 + 242 — 5 & AH))
A
L2: T —3(320¢6 + 112t* — 322 + 5)(64t6 — 144t* — 482 — 7)

mit  Hy = /(462 — 1)(262 + 1)(32t4 4 812 + 5) (412 + 1 + 40t4) (7.58)

und t € Z; \ {—1/2,+1/2}. Da t nicht die Werte +1/2 annehmen darf, gehoren die Punkte
M; nicht der Losungsmenge S12 an. Wiirde man die vier Punkte zu S; o hinzufiigen, so
wire die Tangente in My und Mg an &2 durch ¢ = 1/2 und in M3 und My an &; 2 durch
t = —1/2 gegeben. Wenn wir S = 0 nach r; auflosen, so erhalten wir die folgenden zwei
Losungen:

Vv — (124 — 2442 — 15)(8t4 — 442 + 5)
(4t4 — 8t2 — 5)(t2 — 1)

fiir t € Z,\ {—1/2,41/2}. Die zugehorige Losungsmenge S wurde in Abbildung 7.5 schwarz

dargestellt. Neben den Punkten M; mit ¢ = 1,..,4 existieren noch vier weitere spezielle

Punkte, ndmlich die Beriihrpunkte N; von & und Sj . Leider ist es nicht moglich, die

(t,71) Koordinaten von N; mit ¢ = 1,..,4 explizit zu ermitteln, da diese iiber die Losung

des folgenden Polynoms fiihren:

S: ==

(7.59)

205 — 12t + 72t* — 58885 — 5568t — 23040 + 2560¢1% = 0. (7.60)

Diese Gleichung hat im Intervall | — 1, 1[ genau zwei reelle Losungen, ndmlich ¢y > 0 und
—tn. Die numerisch ermittelte Losung lautet, wie folgt:

n; = (£0.54775168735, £1.98271818060) . (7.61)

Wenn wir nun die in b{c5 und b{cﬁ auftretende Wurzel gleich Null setzen und nach r; 16sen,
so erhalten wir neben 1 = 0 noch die vier Punkte T; mit Koordinaten

RN 7.62
(25572 (762

Genau diese vier Punkte wurden durch die Bedingung ¢ # +1/2 aus den Losungsmenge
S eliminiert. Bevor wir die fiir bﬁ zuléssigen Wertebereiche von ¢ und r; in einem Satz
festhalten, miissen wir noch die folgenden Vereinbarungen beziiglich der Notation treffen:
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Wir wollen die Menge aller Punkte der griin bzw. gelb. bzw. rosa eingefirbten offenen
Gebiete von Abbildung 7.5, welche durch die Geraden t = 0, t = £1/2, t = +1, 1, = 0
sowie den Kurven 81 und S begrenzt sind, den Farben entsprechend mit M bzw. = bzw.
¥ notieren. Auflerdem wollen wir noch die Menge aller Punkte von S; 2 mit M bezeichnen.
Die Menge aller Punkte von S, deren t-Koordinaten im Intervall | — ¢y, 0[U]0, tn| liegen,
wollen wir hingegen mit M notieren.

Abbildung 7.5: Wertebereich fiir ¢ und rq
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Satz 7.4. Die bfi mit i = 1,...,6 aus (7.50) —(7.57) sind reell, wenn (t,r1) aus den
folgenden Wertebereichen BijE gewdhlt wird:

b b, eR<=(t,r) eBf =By =(MURUBUN)
bis b, € R <= (t,11) € Bf = By .f(lululu )

b£SER<:>(t,T1)EBg = {(t,?“l) | t:+§ N r € -—§f7§ﬁ- \{0}}

bro €R = (tm) € By ::{@,m lt=—2 Ame __;*féﬁ_ \{0}}
emmess e ie- o nme a1 (o)

[ 4 4 ~ 2 2
bfGER@(t,rl)eBg = {(t,rl) | t:—i A r € —5\/5,5\@ \{—3\/6,0,3\/6}}.

Beweis: Dies folgt aus den bisherigen Uberlegungen dieses Abschnitts sowie durch das
Einsetzen von (¢,r;) Koordinaten einzelner Punkte aus den durch die Geraden t = 0,

= +1/2, t = £1, r; = 0 sowie den Kurven S;2 und S begrenzten Gebieten in die
Ausdriicke S, S1 und Sy. Siehe dazu Abbildung 7.5. O

Satz 7.5. ®] aus (7.46) ist fiir bj“(Bf) firi=1,...,6 und j € {+,—} wohldefiniert.
Somit sind alle Konfigurationen, die durch b{ Z(Bi) bestimmt sind, reell. Keine dieser Kon-
figurationen ist singuldr.

Beweis: Zuerst wollen wir zeigen, dass fiir alle bjE (Bi) fiir i = 1,...,4 stets HT € R gilt
mit H* laut (7.47). Wenn wir (¢,71) € BF wahlen, so kann H* auf Grund von Satz 7.4
nur dann nicht reell sein, wenn W negativ ist. Wir setzen W = 0 und berechnen uns r; in
Abhéngigkeit von ¢, nachdem wir eine der vier Losungen fiir bfi (1=1,...,4) eingesetzt
haben. Unabhéngig von dem gewé&hlten bfi erhalten wir neben der Triviallésung r; = 0
die folgende Losungsmenge W, welche in vier Zweige zerfillt:

4\f 25600t14 — 13056t10 + 56328 — 8646 — 21364 — 551¢2 — 45 + H, (7.63)
(t2 — 1)(8t2 + 1)(5120¢10 — 2048t8 — 2688t6 + 976¢* + 584¢% +81)
Hy = 4t(40t* + 44> 4+ 1)y/S3  und (7.64)

Sy = (2t2+1)(12800¢M* — 6400 % +4224¢° - 128¢° 4 344¢° — 84¢* — 6712 — 10)(¢* — 1) (7.65)

fir t € 7, \ {—1/2,+1/2}. W wurde in Abbildung 7.6 griin eingezeichnet. Dabei handelt
es sich aber blol um jenen Teil der Losungsmenge fiir die r; > 0 gilt. Der zweite Teil liegt
spiegelsymmetrisch beziiglich der t-Achse. Wenn wir bf5 bzw. bfﬁ in W = 0 einsetzen
und nach 71 l6sen, so erhalten wir die Punkte T;. Es sei noch bemerkt, dass sich W U
{T1,..., T4} und S U {Ty,..., T4} in den Punkten T; beriihren (siehe Abbildung 7.6 und
Abbildung 7.7).

Durch Einsetzen von Koordinaten einzelner Punkte innerhalb und auflerhalb der durch
die Losungsmenge W begrenzten Gebiete von B zeigt sich, dass W fiir alle bi (Bi) fiir
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i =1,...,4 stets groBer oder gleich Null ist. Fiir die Sonderfélle bf5(35i) und bfﬁ(Bét)
kann ebenso gezeigt werden, dass stets W > 0 gilt. Somit ist @f nur dann nicht reell,
wenn H* € R grofer als 1 oder kleiner als —1 ist. Daraus folgt nun, dass CIJTE die Werte 0
bzw. m annehmen muss, bevor es den reellen Bereich verldsst. Wir miissen also nur noch
zeigen, dass sin(®5) # 0 gilt, fiir bi([)’f) (i=1,...,6).

sin(@fc) = 0 zieht eine singulére Konfiguration des Manipulators nach sich. Um dies
einzusehen, geniigt es auf Grund von (7.28) den Matrizeneintrag ess nach Einsetzen von
az, by, r2 und P2 zu betrachten. Unabhéngig vom gewidhlten Losungszweig (7.39) —(7.42)
von as, by, r9 und P, erhalten wir:

oy — i8I0 (®1)%((a1 = br)* + r})?
(a1 — b1)% — 212

(7.66)

Da in jeder Konfiguration alle sechs allgemeinen Eigenwerte \; ident sind, wére nur jene
Singularitat moglich, in der alle A; nach Unendlich fallen. Dies korrespondiert mit dem
Fall in dem die Jakobimatrix gleich der Nullmatrix ist, also Plattform und Basis zusam-
menfallen. Damit dies eintritt, miisste jedoch ay = b1,71 = 0 und as = be,ro = 0 gelten.
Jedoch folgt aus (¢,71) € Bii fiir i = 1,...,6 stets a1 # b1,71 # 0 und ag # by, ry # 0,
womit der Satz bewiesen ist. O

Definition 7.4. Die Menge aller Konfigurationen IC, die wir durch Riickeinsetzen von
bi(BY) firi=1,...,6in (7.48), (7.46), (7.39) - (7.42), (7.38) und (7.35) erhalten, wollen
wir mit LY; notieren.

My

1.6+

045 t 05 0.55 0.6 0.65

Abbildung 7.6: W und S Abbildung 7.7: W, S und &1
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Bemerkung: Die Kurven W und S beriihren einander in den Punkten T; mit Koor-
dinaten t; = (£0.09284698744, +1.72934680750) fiir ¢ = 1,...,4. W und Sy 2, schneiden
einander in den Punkten |\7|Z mit Koordinaten m; = (+0.53727775658, £1.95363846420)
fir ¢« = 1,...,4. W und S&i2, beriihren einander in den Punkten K; mit k; =
(£0.59278998698, £2.05195821570) fiir ¢ = 1,...,4. Siehe dazu die Abbildung 7.6 und
Abbildung 7.7.

Satz 7.6. Alle Konfigurationen K € LY, sind reell und es gilt CTN(K) = 1.
Beweis: Die Giiltigkeit dieses Satzes folgt aus Def. 7.4 und Satz 7.5. 0

Geometrie der Losungsmenge

Satz 7.7. Fiir alle Konfigurationen K € LY, gilt: Alle 29 = n Beine haben dieselbe Linge
L% = r?(2t>+1). Die Offnungswinkel oy €]0,7/2[ und ag €]0, /2] der Asymptotenkegel
der Drehyperboloide, welche durch die Trigergeraden der Beine |y, ... 1y bzw. lgi11,... 24
bestimmt sind, hdngen nur vom Parameter t ab und lauten:
21t V6 — 6t2
ﬂ und cos () = —————. (7.67)
2t2 4+ 1 3v2t2 4+ 1
Beweis: Die Behauptung, dass alle Beine gleich lang sind, folgt unmittelbar aus JF
von (7.36). Die Formel der Beinldnge sowie die Aussage iiber die Winkel kann durch
Nachrechnen leicht bestétigt werden. O

cos (o) =

Es sei noch bemerkt, dass fir ¢t = +1/2 die Offnungswinkel der beiden Asympto-
tenkegel ident sind mit oy = ap = arccos(v/3/3). Da t € Z; gilt, konnen o; und asp nur

die folgenden Werte annehmen:
\/6 ™
arccos (3 1k (7.68)

Satz 7.8. Fir alle Konfigurationen K € L3, gilt: Die Winkel 1 := <(1;,1;) €]0, 7] mit
i,j7 € {1,2,3} und B2 := <(Ix, ;) €]0,x[ mit k,l € {4,5,6} und L, :== Xy, — ym fiir

1,09 €

m=1,...,6 ergdnzen sich auf 7; also 51 + P2 = w. Die Winkel sind bestimmt durch:
442 — 1 442 —1
COS (/81) = m und COS (62) = —m (769)
Beweis: Da die Beine nach Satz 7.7 gleich lang sind, miissen wir nur zeigen, dass I;1; = —11;

gilt. Dies kann ebenso durch Nachrechnen bestétigt werden, wie die Formeln fiir 81, 8. O

Bemerkung: Es sei bemerkt, dass 1 und (2 nur vom Parameter ¢ abhéingen. Da t € Z;
gilt, konnen die beiden Winkel nur Werte des folgenden Intervalls annehmen:
T 2w
ﬁlv/BQ € :| 373|:

Bei t = i% sind die beiden Winkel gleich gro8, also 51 = 32 = 7.
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Satz 7.9. Fiir die zweiparametrige Konfigurationsmenge mit Parametern r1 und p, wel-
che aus bic5(B5i) und b?G(Bét) resultiert, gilt: Der Grundriss der Raumkurve, welche der
Punkt X; mit i € {1,... :g} in Abhdngigkeit von r1 mit y = const. durchliuft, ist mit der
Lésungskurve ¢\ {c(®F, 21/6), c(®T, —2V/6)} aus Abschnitt 7.2 ident (vgl. Abbildung 7.1).

Beweis: Fiir die Punkte X; fiir i« = 1, .., g ist dies offensichtlich, wenn man ¢ = :I:% und
a; = tv/2ry + by in die Formel fiir @? einsetzt und mit (7.13) vergleicht. Die Punkte
(T, %\/6) und ¢(®T, —%\/6) miissen deshalb von ¢ entfernt werden, da diese mit den
Punkten M; des Wertebereichs von ¢ und r; korrespondieren. O

7.3.2 Sonderfall

Bevor wir nochmals das Polynom P; aus (7.33) betrachten, wollen wir uns iiber die Be-
ziehung der Parameter F' und ®9 Klarheit verschaffen: F' = 0 ist eine stéirkere Bedingung
als sin (®2) = 0, da im ersten Fall mit ' auch alle ®3 aus den Gleichungen (7.27) ver-
schwinden. Jedoch verschwindet F' nicht, wenn wir sin (®3) = 0 setzen. Somit ist F' = 0
ein Unterfall von sin (®2) = 0 und wir kénnen F' # 0 fordern. Den Unterfall ' = 0 werden
wir spéter betrachten.

Wir wollen nun jene Fille besprechen, die durch die Voraussetzungen (7.34) des Haupt-
falls verloren gegangen sind. Das Polynom P; aus (7.33) ist genau dann identisch erfiillt,
ohne dass der Manipulator trivialerweise singulér ist, wenn entweder

a1 =b; und sin (®2) =0 oder as = by und sin (®1) =0

gilt. Da diese zwei Fille zu einander adquivalent sind und bis auf Beschriftung dieselbe
Losungsmenge besitzen, brauchen wir nur einen Fall besprechen. O.B.d.A. sei a1 = b; und
sin (®2) = 0. Damit sin (®2) = 0 gilt, muss ®2 entweder gleich 0 oder 7 sein. Wir setzen
0.B.d.A. &, = 0. 5 Somit lauten die gesammelten Voraussetzungen fiir diesen Fall, wie
folgt:

1 75 0, T2 75 0, al = bl, q)g =0 und F 75 0. (770)

Durch die beiden Bedingungen a; = b; und sin (®2) = 0 sind die Polynome P; und Ps
bereits identisch erfiillt. Da P35 im Hauptfall dafiir verantwortlich war, dass alle Beine
dieselbe Linge haben, ist dies nun nicht mehr der Fall. Py vereinfacht sich zu rfgl =0,
wobei G1 nur linear von F abhéngt. Daraus berechnen wir uns nun F als:

V3(b1(ag = b2)* +r3(ag + bl))_

F= 7.71
2’/“2(()2 — CLQ) ( )

Setzen wir nun F' in P4 und P5 ein, so vereinfachen sich diese zu:
Pi:ri((az—b2)*+713)G2 =0 und  Ps: riGs = 0. (7.72)

Berechnen wir uns nun aus Go und G3 die Unbekannten as und b9, so erhalten wir die
folgende Losung, welche in 2 Zweige zerfillt:

SWiirden wir ®» = 7 voraussetzen, so blieben alle Formeln dieses Abschnitts gleich bis auf jene von F.
Bei dieser miisste man nur das Vorzeichen &ndern.
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. bi(r? +713) + o r—ry b bi(r? +713) —ro T o
@2 = “o(2 _ 2 9 = 2 (7.73)
2(T1 T2) 2(7‘1 7‘2)
ay = bl(?"% + 7"%) T Til — 7“3 bQ _ bl(r% + T%) + 72 7"% — 7"% (7 74)
—2(r? —r2) —2(r2 — r2) .

Der einzige Unterschied zwischen den zwei Zweigen ist wiederum, dass as und by die Rollen
tauschen. Da as, by € R und ag # by gelten muss, erhalten wir die Nebenbedingung

r2 > 73, (7.75)

Somit kann auch der Nenner von as und b nicht verschwinden. Unabhéngig davon, welche
der beiden Losungen man hernimmt und in die Polynome Pg und P- einsetzt, erhalten
wir:

4,2 4,2
Po=-—512% G wd Pr=—5 12 g (7.76)
(7"1 7"2) (r{ — T2)
Losen wir nun G4 nach ®1, so ergibt sich:
b1 — v [t rE 3220 RG22\
“16V3nr 0 - )

Wir wollen wiederum erst spéter zeigen, dass ®; wohldefiniert ist. Setzen wir diesen Aus-
druck in die letzte zu erfiillende Gleichung G4 ein, so vereinfacht sich diese zu

Zngbl ry 23} — )%t = r5)*> (=1)' =0 mit (7.78)

Ky =9(r7 +3r3)°
Ko = 6(21r% + 8172t + 32rF 4+ 1921212 + 1591215 + 28875 + 27r9)
Ko = 44178 4+ 57671 4+ 1161731 + 102473 + 99r2r5 4+ 19201372 4 57615 4+ 2715 + 3072r3

Diese Gleichung konnen wir explizit nach b; 16sen. Wir erhalten die folgende Losung,
welche in vier Zweige zerfillt:

3 H.
by = L r2y/(r} +3r3)(r] . T2)2 5 it (7.79)
\/3(7"1 + 37“2)3(3 ri —r3)
Hy = 2175 + 32r + 81737 + 192272 + 1597372 + 27r§ + 28875 £ 871VV  und  (7.80)

V = 12(7"1 + 2r2r1 + 5r2)(r1 + 3r2) - 9r2(r1 + 7“2)(—97“2 + 17r2r1 + 137"27“1 + 31”?). (7.81)

Der Nenner von b kann nur verschwinden, wenn 3r? = r3 gilt, was aber auf Grund der
Bedingung aus (7.75) nicht méglich ist. Wir fithren wieder eine Parametersubstitution
durch, indem wir ro = t 7y setzen.
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Wertebereich von r; und ¢

Aus r2 > 72 (7.75) und 72 # 0 (7.70) folgt, dass ¢ nur Werte im Intervall Z; aus (7.48)
annehmen darf. Damit b; € R gewiihrleistet ist, muss H3 € RT gelten. Setzen wir nun
Hj3; = 0 und berechnen uns die Nullstellen, so zeigt sich, dass aufler 1y = ro = 0 keine
reellen Nullstellen existieren. Somit ist by nur dann nicht reell, wenn V negativ wird.
Wir setzen V' = 0 und berechnen uns r; in Abhéngigkeit von ¢. Neben der Trivialldsung
r1 = rg = 0 erhalten wir die folgende Losung, welche in zwei Zweige zerfillt:

2(1 + 3t%)/—(£2 + 1)(9t6 — 174 — 1312 — 3) (51 + 2t2 + 1)
V3(t2 +1)(9t6 — 17t4 — 1312 — 3)t

2(1 + 3t%)/—(£2 + 1)(9t0 — 174 — 13¢2 — 3)(5t% + 2t2 + 1)
V3(12 4+ 1) (96 — 17t4 — 132 — 3)t

T, =+
(7.82)

r,2 = —

mit ¢ € Z;. Die dazugehorige Losungsmenge )V wurde fiir ¢ € Z; in Abbildung 7.8 schwarz
eingezeichnet. Es sei noch bemerkt, dass ¢ = 0 eine Asymptote der 4 Losungszweige ist.

4 ~05 0 ¢ 0.5 1

Abbildung 7.8: Wertebereich fiir ¢ und rq
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Satz 7.10. Alle vier Zweige von by aus (7.79) haben stets reelle Werte zur Folge, wenn
(t,r1) € B mit

B:= {(t,T1)|tEIt AN 0<ry §T171(t)} U {(t,T1)|tEIt AN O0>rp 27"172@)} (7.83)
und 11,1, r1,2 laut (7.82) gilt.
Beweis: Die Beweis lauft analog zu jenem von Satz 7.4. O

Satz 7.11. ®y aus (7.77) ist fir alle vier Losungszweige von by aus (7.79) und (t,r1) € B
wohldefiniert. Somit sind alle Konfigurationen, die durch by und (t,r1) € B bestimmt sind,
reell. Keine dieser Konfigurationen ist singuldr.

Beweis: Da cos(®1) auf Grund von Satz 7.10 stets reell ist, wenn (¢,7r;) € B gilt, nimmt
®; nur dann keine reellen Werte an, wenn cos(®1) gréBer als 1 oder kleiner als —1 ist.
Da sin(®;) = 0 auf Grund von Satz 7.29 wiederum eine singulére Konfiguration nach
sich ziehen wiirde, konnten wir die analoge Argumentation wie im Beweis von Satz 7.5
anwenden.

In diesem Fall ist es aber auch moglich, die Argumentation rechnerisch zu iiberpriifen:
Wir 16sen diese Gleichung sin(®1) = 0 nach r; und erhalten neben den Trivialfillen r; = 0
und t = £1 noch die folgende Losung, welche in vier Zweige zerféllt:

43 (2 -1+ 212 -2 43 (12 —1—-2V/12 =2
ry ==+ 3 und ry ==+ 3 .

tt—6t24+9 tt—6t2+9

(7.84)

Diese vier Zweige erhélt man unabhingig vom gewihlten b; aus (7.79). Diese Losungs-
menge besitzt keine reellen Punkte fiir ¢t € Z;, da t?> — 2 stets kleiner als Null ist. Somit
wurde auch der analytische Beweis erbracht. O

Definition 7.5. Die Menge aller Konfigurationen K, die wir durch Riickeinsetzen aller
vier Zweige by (B) aus (7.79) in (7.77), (7.73) bzw. (7.74) und (7.71) erhalten, wollen wir
mit L notieren.

Satz 7.12. Alle Konfigurationen K € LY sind reell und es gilt CTN(K) = 1.
Beweis: Die Giiltigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus Def. 7.5 und Satz 7.11. O

Unterfall F =0:

Betrachten wir nun die 8 moglichen kombinatorischen Ausdriicke von F' in Abhéngigkeit
von 71 und ¢ und l6sen diese jeweils nach 71 auf, so erhalten wir stets dieselbe Losung wie
in (7.84). Somit kann F' niemals Null werden.

Geometrie der Lésungsmenge

Satz 7.13. Fir alle Konfigurationen K € C‘g gilt: Das Verhdiltnis der Beinlingen der
Beine lq,...,ly zu jener der Beine lyy1q,...,lag hingt nur vom Parameter t ab, mit

27527’%
1—t2

Wl2=r  und P = fir i=1l...g, j=itg (185
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Der Offnungswinkel o €]0,7/2] des Drehkegels, welchem die Trigergeraden der Beine

lg+1,-..,log angehéren, hingt nur vom Parameter t ab und lautet:
V212 +2
cos () = T—i_ (7.86)

Beweis: Die Formeln dieses Satzes konnen durch Nachrechnen leicht bestétigt werden. [J

Bemerkung: Da ¢t € 7; gilt kann o nur Werte im Intervall |0, 7/4[ annehmen. Bei
t = +4/3/3 sind die Beine der beiden Gruppen gleich lang. Fordert man zustzlich noch
r1 = +/10/2, dann ist ®; = +7/2. Ein zu diesem Fall gehériger Manipulatortyp Kg € L3
ist infolge abgebildet, mit:

b V22— V)
8
7"1—@
2
7“2—@
6
V8T
ag=b=———
12
a2:7a1+§
bgz—al—\/—ﬁ
6
q)l:—%ﬂ'
o
M—§~

Abbildung 7.9: Kg € L3,

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir die gesammelten Ergebnisse aus Abschnitt
7.3.1 und 7.3.2 in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 7.14. Die Konfigurationen K der Mengen L9, laut Def. 7.4 und LY, laut Def. 7.5 sind
Konfigurationen der Konfigurationsmenge Sy- mit Parametrisierung (7.16) —(7.21), welche
eine mazimale Control Number besitzen. Die Losungsmenge LY, sowie LY hat abgesehen
von der Anzahl der Beine jeweils drei frei zu wihlende Parameter, ndmlich t, r1 und p.
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7.3.3 Beispiel

Wie zuvor angekiindigt, wollen wir als
Beispiel jene Konfigurationen € L9, be-
trachten, die mit den Punkten M; des Wer-
tebereiches korrespondieren. Durch Riick-
einsetzen der (¢,71) Koordinaten von M;
fir ¢ = 1,...,4 erhdlt man unter Bertick-
sichtigung von (7.18) und (7.21) im We-
sentlichen nur eine Konfiguration Ky.
Diese ist z.B. gegeben durch F' = 1, sowie

2
7‘1—7’2——\/6

3

2
a1=a2—§ 3
b1 =by =

Abbildung 7.10: Ky € E%I: p=0,0 =0y =7

Abbildung 7.11: Ky € £3; mit p=7/3 und & = Py =3

In Abbildung 7.10 und Abbildung 7.11 sind zwei auf Grund von (7.18) und (7.21) mogliche
kombinatorische Typen von Stewart Gough Plattformen der Konfiguration Cy € [,?;I
abgebildet. Wir wollen infolge den Manipulator aus Abbildung 7.11 ndher betrachten. Die
Koordinaten der Plattform- und Basisankerpunkte lauten nach Umskalierung, wie folgt:
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by = —bs = (1,\/5, 0) p1 = —ps = (1,0,1)
1+v6 vV2-3 1 V3
b2:_b6:< Sy — ,0 P2 = —Ps = —577,1
1-v6 V2+V3 1 V3
b3=—b4=< — 5 70> P3=—P4=<—57—771 .

Abbildung 7.15 zeigt den Graph von CTN in Abhéngigkeit der z-Translation. Abbil-
dung 7.12 illustriert die Isolinien von C'TN, wenn die Plattform aus der zentralen Konfigu-
ration parallel zur Basisebene verschoben wird. Die Isolinien wurden im Abstand von 0.05
eingezeichnet, wobei die hochste den Wert 0.95 besitzt. Die Abbildung 7.13 , 7.14 und 7.16
geben die CTN - Werte jener Konfigurationen wider, die durch Rotation der Plattform
um die z-Achse, y-Achse bzw. z-Achse mit dem Winkel 0 (Bogenmafl) hervorgehen.

08

CTN
04

O\\\(\S\\\
-15 -1 -05 0 05 1 15

Abbildung 7.13: Rotation um x-Achse

08

CTN
04

O\\\(\S\\\
-15 -1 -05 0 05 1 15

Abbildung 7.12: Translation in xy Ebene Abbildung 7.14: Rotation um y-Achse

1
08
0.8 CTN
CTN 04
0.6 5
Z 0 T T T T T T T
0 04 08 -15 -1 -05 0 05 1 1.5

Abbildung 7.15: z-Translation Abbildung 7.16: Rotation um z-Achse
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Animation: Stewart Gough Plattform

Die Stewart Gough Plattform aus Abbildung 7.10, welche eine optimale Konfiguration
beziiglich der Control Number besitzt, wurde mit Hilfe des Softwarepaketes Open Geo-
metry [11, 12] animiert. Das entprechende File namens , ANIMATION-SGP* findet sich
wiederum auf der CD, welche dieser Dissertation beliegt.

Die Plattform kann entweder mit Hilfe der Regler in der Leiste ,, Adjustments“ oder
unter Zuhilfenahme der Maus verschoben werden. Bei festgehaltener linker Maustaste
kann die Plattform in z und y Richtung verschoben werden, und bei gedriickter rechter
Maustaste konnen Translationen derselben in z Richtung ausgefiihrt werden.

Die Rotation der Plattform um deren Schwerpunkt wird, wie folgt, gesteuert: Mit Hilfe
der Regler ,, Winkel a“ und ,, Winkel b“ konnen zuerst die Kugelkoordinaten jener Dreh-
achse s durch den Schwerpunkt festgelegt werden, um welche sich die Plattform drehen
soll. Dies kann auch mit der festgehaltenen linken Maustaste erfolgen, wenn die Maus zu-
vor durch Anklicken eines Buttons in der Leiste ,, Adjustments“ auf Rotationen umgestellt
wurde. Mit gedriickter rechter Maustaste bzw. mit dem entsprechenden Regler kann der
Drehwinkel der Plattform um s gesteuert werden.

ER0pen Geometry 2005 ;Iilil
File Export Animate Viewport Action Light ? | = |
LA NEER § FFFF Poych T BIEEFRGREE £ SENrerin i -
;, Adjustments
_ - e Reset |
‘ ‘ Language | Fly
X Translation:

0.000 E .:D:. |I|
Y Translation:
0.000 [¢]=——F——=]]

Z Translation:

0000 [ ———F———]

Kugelkoord, (a,b) der Drehachse s:

Winkel a:

0.000 ED:.E

Wirkel b:
0.000 [4]—FF——]]

Drehwinkel um s:

|
|
|
LI 0000 [{J=——F—]]
|

Maus: Translation/Rotation [
Taste j/J: Singularitaststest

Taste 0/O: Maximale Beinlaenge
Maximale Beinlaenge = Z-08 Taste u/U: Minimale Beinlaenge

Copyright by Nawratil Georg Minimale Beinlaenge = 1.30

Abbildung 7.17: Screenshot der Arbeitsoberfliche von ,,ANIMATION-SGP*
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Bei dieser Animation wurde der Constant Orientation Workspace nicht eingezeichnet,
jedoch wird durch eine Farbianderung der Beine angezeigt, ob die entsprechende Konfigu-
ration der Stewart Gough Plattform bei gegebener maximaler bzw. minimaler Beinldnge
technisch realisierbar ist.® Falls dem nicht so ist, werden je nachdem ob die minimale
bzw. maximale Lénge unter- bzw. iiberschritten wird, die entsprechende Differenz rot ein-
gefiarbt. Dies ist auch bei der Animation des 3-dof RPR Manipulators der Fall, jedoch
wurde dies zuvor nicht explizit erwahnt.

Jedoch wurde die Singularitétsfliche fiir eine
konstante Orientierung beziiglich des Plattform-
schwerpunktes eingezeichnet. Nach Karger [24]
ist diese fiir den gegebenen Manipulator stets
eine Quadrik, da die Basis mit der Plattform
iiber eine (singuldre) Affinitét gekoppelt ist. In
diesem konkreten Fall handelt es sich stets um
einen z-parallelen Zylinder. Deshalb kann recht
einfach durch Betrachten des Grundrifies, in wel-
chen man durch Driicken der Taste j gelangt
(zuriick mit der Taste J), iiberpriift werden,
ob eine Konfiguration singulér ist oder nicht,
da die Singularitétsfliche projektionsbedingt als

Kegelschnitt erscheint. Abbildung 7.18: Grundrifl

Aus diesem Grund ist im Grundrif} stets ein Kegelschnitt sowie der Plattformschwerpunkt
rot eingezeichnet (siehe Abbildung 7.18). Die Konfiguration ist somit genau dann singulér,
wenn der Schwerpunkt auf dem Kegelschnitt liegt. Jedoch existieren Orientierungen der
Plattform, welche unabhéngig von der gewédhlten Translation stets singulidre Lagen nach
sich ziehen. In solchen Konfigurationen bzw. in deren unmittelbarer Néhe ist nun kein Ke-
gelschnitt mehr zu sehen, sondern eine rote Kreisscheibe, welche diesen Fall symbolisieren
soll.

Bemerkung: Es sei noch bemerkt, dass diese Stewart Gough Plattform singulidre Lagen
besitzt, in denen vier Parameter beliebig verdndert werden kénnen, ohne an dem Umstand
der Singularitit etwas zu &ndern. Denn wéhlt man zum Beispiel den Winkel a = 7 und
den Drehwinkel um s als £7, so ist die erhaltene Konfiguration stets singulér, unabhéngig

davon wie der Winkel b gew#hlt wird oder welche Translation man anwendet.

SEs ist prinzipiell méglich den Constant Orientation Workspace mit Hilfe dieses Softwarepaketes fiir
konkrete Konfigurationen zu visualisieren, jedoch ergeben sich bei der Animation Probleme, welche auf
interne Differenzen des Programmes zuriickzufiihren sind.



Kapitel 8

Zusammenfassung

In Kapitel 3 dieser Arbeit wurden zwei neue EE dependent Performance Indizes fiir 6R
Roboter eingefiihrt, ndmlich Plpg(K) und CDNpg(K). Beide Indizes stiitzen sich auf eine
objektbezogene Metrik im Raum der Euklidischen Bewegungen und das in dieser Arbeit
neu eingefithrte Operation Ellipsoid.

Auf Basis des Indizes CDNpg(K) konnte eine geometrische Interpretation der charak-
teristischen Linge gegeben werden, weil die Condition Number, welche sich dieses Kon-
zeptes bedient, als Spezialfall von CDNpg(K) aufgefait werden kann. Da die gegebene
Interpretation der charakteristischen Linge die urspriingliche Definition derselben aus den
verschiedensten Griinden in Frage stellt, wurde eine Neudefinition der charakteristischen
Linge vorgeschlagen. Da durch die Definition von CDNpg(K) auch die Beliebigkeit in
der Anzahl und Wahl der Referenzpunkte von Gosselins Konzept beseitigt wurde, stellt
der Index CDNpg(K) eine Vereinheitlichung der beiden bekannten CDN-Indizes dar. Der
Index CDNpg(K) kann deshalb ebenfalls wie diese CDN-Indizes zur Designoptimierung
von 6R Robotern herangezogen werden.

Im vierten Kapitel dieser Dissertation wurden zwei neue FE independent Performance In-
dizes fiir 6R Roboter eingefiihrt, welche als Abstandsmafl zur néichstgelegenen Singularitét
angesehen werden konnen. Da DM (K) und DMy (K) auf einer linearen Approximation
der Vorwirtskinematik beruhen, ziehen diese beiden Indizes die mechanisch realisierbare
Lageverdnderung der Drehachsen in Betracht. Diesem Ansatz ist es zu verdanken, dass die-
se beiden Indizes nicht nur von der momentanen Lage der Drehachsen abhéngen, sondern
auch von deren Reihenfolge.

AuBlerdem wurde der Winkel o definiert, mit dessen Hilfe das Winkelgeschwindigkeits-
verhiltnis, mit dem eine gegebene Konfiguration durchlaufen wird, evaluiert werden kann.

Als Nebenprodukt unserer Uberlegungen wurde noch zu jedem der vier neu eingefiihrten
Performance Indizes fiir 6R, Roboter eine gewichtete Version vorgeschlagen, die sich jeweils
auf die benottigte Rotationsenergie stiitzt. Es sei hier nochmals gesagt, dass diese Indizes
keine kinematischen Performance Indizes sind, da sie von der Masseverteilung des 6R
Roboters abhéngen.

104
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In Kapitel 5 dieser Arbeit wurde ein EFF dependent Performance Indez fiir Stewart Gough
Plattformen eingefithrt. Dabei handelt es sich um das Konzept der Condition Number
auf Basis des Operation Ellipsoids und der objektbezogenen Metrik im Raum der Eu-
klidischen Bewegungen. Die im dritten Kapitel angestellten Uberlegungen beziiglich der
charakteristischen Linge (geometrische Interpretation, Neudefinition) kénnen auf diesen
Fall iibertragen werden. Da der Index CDNpg(K) wiederum als Vereinheitlichung der bei-
den existierenden CDN-Indizes angesehen werden kann, kann dieser Index auch analog
zu den bekannten Methoden fiir Robot Design herangezogen werden. Es wurde eine Men-
ge von isotropen Konfigurationen beziiglich CDNog(K) berechnet, welche abgesehen von
der Anzahl der Beine und der Ahnlichkeit drei frei zu wihlende Parameter besitzt. Im
Sonderfall kénnen nicht drei sondern nur zwei Parameter frei gewéhlt werden.

FEin neuer EFE independent Performance Index fiir Stewart Gough Plattformen namens
Control Number wurde in Kapitel 6 eingefiihrt. Dieser Index basiert auf den Winkelge-
schwindigkeiten in den passiven Gelenken des Manipulators. Die Control Number ist nach
der Liniensegment Methode von Pottmann, Peternell und Ravani erst der zweite dem Au-
tor bekannte Index, welcher nicht nur die momentane Lage der Trigergeraden der Beine in
Betracht zieht sondern auch die Lage der Plattform- und Basisankerpunkte auf diesen. Da
dieser Index die Geometrie des Manipulators beriicksichtigt und nicht vom EE abhéngt,
kann er auch als Abstandsmf} zur néchstgelegenen Singularitit angesehen werden. Dieser
Index liefert auflerdem eine Methode zur Bestimmung des bestapproximierenden linearen
Komplexes der Triagergeraden in der Néhe von Singularitdten automatisch mit.

Da sich die Control Number aber nicht nur fiir Robot Control sondern auch zum Ver-
gleich von verschiedenen Konfigurationen unterschiedlicher Manipulatoren eignet, kann
der Index auch fiir Robot Design eigesetzt werden. In Kapitel 7 wurde deshalb eine Menge
von Konfigurationen mit maximaler Control Number berechnet, welche abgesehen von der
Anzahl der Beine und der Ahnlichkeit drei frei zu wihlende Parameter besitzt. Bei der
Optimierung beziiglich der Control Number erhilt man, im Gegensatz zu jener beziiglich
der CDN-Indizes, nicht nur die Tréagergeraden der Beine, sondern auch die Lage der An-
kerpunkte auf diesen, wodurch die Geometrie der Stewart Gough Plattform bestimmt ist.

Interessant wére es noch den folgenden Zusammenhang zwischen der Control Number und
dem Index CDNpg(K) zu kldren: Angenommen eine Konfiguration einer Stewart Gough
Plattform mit maximaler Control Number ist auch isotrop beziiglich der CDNpg(K). Wie
muss das Operation Ellipsoid beziiglich dem diese Konfiguration isotrop ist zu den Anker-
punkten des Manipulators, welche durch die Optimierung beziiglich der Control Number
bestimmt sind, liegen? Im Beispiel der Konfiguration Ky aus Abbildung 7.10 bzw. Ab-
bildung 7.11 liegen die Ankerpunkte auf dem Operation FEllipsoid. In diesem Fall spannt
somit die Stewart Gough Plattform den Bereich des Interesses auf. Dies stimmt mit der
Uberlegung aus 2.3.1 iiberein, dass sich die geometrisch-kinematische Interpretation eines
EF independent Performance Indizes auf den Manipulator als ganzen beziehen muss.

Der Autor dieser Arbeit hofft, dass die neu eingefiihrten kinematischen EFE dependent
bzw. EE independent Performance Indizes auf Grund ihrer Eigenschaften (2.8)-(2.13)
bzw. (2.8)—(2.14) auch wirklich Anwendung in der Praxis finden.
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