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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Phänomen der marginalen Grenzschichtablösung an der
Vorderkante eines dünnen Flügelprofils unter schallnahen Bedingungen in der Außenströmung
sowie in der Grenze großer Reynoldszahlen untersucht. Die Außenströmung wird hierbei durch
die Grenzschicht nur im Sinne einer schwachen - d.h. in der Grenze großer Reynoldszahlen
verschwindenden - Störung beeinflusst. Ausgangspunkt der Untersuchung ist die Bestimmung
der lokalen Struktur der Grenzschichtströmung um einen Punkt verschwindender Wandschub-
spannung mittels Ähnlichkeitsbetrachtungen. Es zeigt sich hierbei, dass in einem asymptotisch
kurzen Gebiet um den Punkt verschwindender Wandschubspannung das hierarchische Konzept
der Grenzschichttheorie versagt und die Wechselwirkung mit der schallnahen Außenströmung
basierend auf einer asymptotischen Entwicklung der Navier Stokes Gleichungen in Betracht
gezogen werden muss. Dieses Wechselwirkungsgebiet weist, wie aus der Untersuchung hervor-
geht, eine für derartige Probleme charakteristische Dreischichtenstruktur auf. Die Untersuchung
der Strömung im Lower-, Main- und Upper Deck führt, wie im Fall marginaler Ablösung in
inkompressibler Strömung, auf eine Integralgleichung, die die Wandschubspannung im Wech-
selwirkungsgebiet mit dem am Grenzschichtrand wirkenden, durch die Wechselwirkung indu-
zierten Druckgradienten in Beziehung setzt. In der vorliegenden Arbeit wird ein numerisches
Verfahren vorgestellt, das auf einer simultanen Berechnung dieser Integralgleichung und der
im Upper Deck durch die Wechselwirkung induzierten Störströmung beruht. Dieses wird auf
den Fall schwach von reiner Unterschallströmung abweichender Strömung im Upper Deck zur
Anwendung gebracht. Weiters wird die mit diesem Verfahren verbundene Möglichkeit genutzt,
die Auswirkung vom im Upper Deck befindlichen, asymptotisch kleinen Objekten auf den Ver-
lauf der Wandschubspannung zu untersuchen und so einen Beitrag zu den im Begriff des Flow
Control zusammengefassten Methoden zu liefern.



Inhaltsverzeichnis

Kurzfassung

Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis

Tabellenverzeichnis

Verzeichnis der verwendeten Symbole

1 Einleitung

III

IV

IV

V

1

2 Kennzahlen und zugrundeliegende Gleichungen 2
2.1 Voraussetzungen und Bestimmung der maßgebenden Kennzahlen 2
2.2 Grundgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2.1 Konstitutive Gleichungen. . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2.2 Kontinuitätsgleichung für ebene, stationäre Strömung . . 4
2.2.3 Bewegungsgleichungen für ebene, stationäre Strömung . 4
2.2.4 Energiegleichung für ebene, stationäre Strömung . . . . 5
2.2.5 Grenzschichtgleichungen für ebene Strömung. . . . . . 5
2.2.6 Gasdynamische Gleichung für ebene Strömung in natürlichen Koordinaten 7
2.2.7 Eulergleichungen für ebene Strömung in natürlichen Koordinaten . .. 7
2.2.8 Gleichung der Drehungsfreiheit (Wirbelfreiheit) 7
2.2.9 Crocco-Busemannsche Lösung der Energiegleichung in der Grenzschicht 7

3 Koordinatenentwicklung der Lösung der Grenzschichtgleichungen um einen
Punkt verschwindender Wandschubspannung 9
3.1 Die Zweischichtenstruktur 9

3.1.1 Wandnahe Schicht . . . . . . . . . 10
3.1.2 Zwischenschicht . . . . . . . . . . 13

3.2 Die Grundlösung der marginalen Ablösung 14

4 Asymptotische Entwicklung der Lösung der Grenzschichtgleichungen 16
4.1 Die Grundlösung als Grenzlösung für kritischen Anstellwinkel 16
4.2 Notwendigkeit der Erweiterung der Zweischichtenstruktur 18

4.2.1 Main Deck . . 18
4.2.2 Lower Deck. . 19

4.3 Lösbarkeitsbedingung . 22

5 Wechselwirkung mit der schall nahen Außenströmung 24
5.1 Das transsonische Triple Deck . . . . . . . . . . 24

5.1.1 Bestimmung der asymptotischen Struktur 24
5.2 Main Deck 28

II



5.3 Lower Deck .
5.4 Upper Deck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
5.5 Wechselwirkungsproblem und Lösbarkeitsbedingung
5.6 Die Charakteristiken der Upper Deck Gleichung. .
5.7 Ähnlichkeitslösung für das transsonische Femfeld ..

29
31
32
34
36

6 Asymptotische Entwicklung des Wechselwirkungsproblems für große ne-
gative Werte des Schallnäheparameters K 42
6.1 Der Grenzübergang zu reiner Unterschall- bzw. Überschallströmung 42
6.2 Terme höherer Ordnung für K -+ -00 . . . 44
6.3 Bestimmung des Potenzials <Po im Femfeld . . . . . . . . . . . . . 45
6.4 Bestimmung des Potenzials <P I im Femfeld . . . . . . . . . . . . . 48
6.5 Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Wandschubspannung Al 49

7 Numerische Lösung des Wechselwirkungsproblems für K -+ -00 51
7.1 Beschreibung des Verfahrens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7.1.1 Diskretisierung der Wechselwirkungsgleichung erster und zweiter Ord-
nung 51

7.1.2 Diskretisierung der Poisson-G1eichung 52
7.1.3 Numerische Lösung der Wechselwirkungsgleichungen erster und zwei-

ter Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
7.2 Diskussion der Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 56

7.2.1 Verlauf der Wandschubspannungen Ao und A I . . . . . . . . . . . " 56
7.2.2 Auswirkung additiver Potenziale im Upper Deck auf den Verlauf der

Wandschubspannung Ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " 58

8 Zusammenfassung 62

Literaturverzeichnis 66

9 Anhang 67

Anhang 67
9.1 Affintransformationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 67
9.2 Bestimmung der Lösbarkeitsbedingung für die Lower Deck Gleichung . . . .. 67
9.3 Bestimmung eines integrierenden Faktors mit Hilfe der gruppentheoretischen

Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
9.4 Bestimmung der Sprungbedingung für die Upper Deck Gleichung 73

Danksagung 76

III



Abbildungsverzeichnis

Natürliche Koordinaten (x,y) mit Ursprung im Staupunkt S und Geschwindig-
keitskomponenten (ü,ii) zur Beschreibung der Strömung nahe der Vorderkante
eines dünnen Flügelprofils. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 3

2 Strömungsbild und Wandschubspannungsverlauf nahe eines Separationspunktes
(a), eines Wiederanlegepunktes (b) und eines Punktes marginaler Ablösung (c). 15

3 Wandschubspannungsverläufe für verschiedene Werte der Anstellwinkelvariati-
on flk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 23

4 Asymptotische Struktur des transonischen Triple Decks - Upper Deck (u.d.),
Main Deck (m.d.) und LowerDeck (l.d.). 28

5 Charakteristikenscharen ç = canst und 1] = canst dargestellt als äquidistante
Höhenlinien der Funktionen ç(X, Y) und 1](X, Y). Die Koordinate X ist dabei
gegeben durch X = -K - eX = J2x - K.Die schwarze Linie mit größerer
Strichbreite kennzeichnet die Schalllinie « = 1). Die in der Abbildung ersicht-
lichen Linienhäufungen bzw. starken Anstiege von ç und 1] befinden sich an den
durch ( = -1 und ( = 1/2definierten Orten. . . . . . 36

6 Integrationsgebiet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 47
7 Diskretisierung des numerischen Definitionsbereiches . . . . . . . . . . . . .. 54
8 Verlauf der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit des Parameters ä. Unter-

schreitet der Parameter ä den Wert -1.14, so nimmt die Wandschubspannung Ao
um den Koordinatenursprung negative Werte an - es bildet sich ein Rückströ-
mungsgebiet aus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 56

9 Verlauf der Wandschubspannung Al in Abhängigkeit des Parameters ä. .... 57
10 Verlauf der mit dem Potenzial CPI assoziierten Geschwindigkeitskomponente

UI = âcpI/âX in Abhängigkeit des Parameters ä. . . . . . . . . . . . . . . .. 58
Il Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit der Wir-

belpos~tion in X -Richtung Xw sowie des Abstandes Yw des Wirbels über der
Linie Y = O. Die waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das
sich ohne Wirbel ergibt. (f = -50, Anstellwinkelparameter a = -0.8) .... 59

12 Verlauf des Mi~imums der 'Yandschubspannung Ao i~ Abhängigkeit der Wir-
belpos~ion in X -Richtung Xw sowie des Abstandes Yw des Wirbels über der
Linie Y = O. Die waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das
sich ohne Wirbel ergibt. (f = -50, Anstellwinkelparameter ä = -1.1) .... 60

13 Verlauf des ~inimums de! Wandschubspannung AQ in Abhängigkeit der Dipol-
position in X -Richtung Xd sowie des Abstandes Yd des Dipols über der Linie
y = O. Die waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne
Dipol ergibt. (m = 95, Anstellwinkelparameter ä = -0.8) . . . . . . . . . .. 60

14 Verlauf des ~inimums de! Wandschubspannung AQ in Abhängigkeit der Dipol-
e.0sition in X -Richtung Xd sowie des Abstandes Yd des Dipols über der Linie
y = O. Die waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne
Dipol ergibt. (m = 95, Anstellwinkelparameter ä = -1.1) . . . . . . . . . .. 61

15 Notation zur sprunghaften Änderung einer Strömungsgröße über eine durch die
Koordinaten (Ys,Xs) festgelegte Linie. 74

IV



Verzeichnis der verwendeten Symbole

Anmerkung: Aus Gründen der Übersichtlichkeit beschränkt sich das nachfolgende Verzeichnis
auf die für den logischen Aufbau der Arbeit wichtigsten Symbole, welche nach Themenbereichen
geordnet sind. In eckigen Klammem gesetzte Größen bezeichnen solche, die durch Affintrans-
formation aus der vor der Klammer stehenden Größe hervorgehen.

x,p,T ...

Pws

P
Poo, POI, P02, ...
T
Tw
Tws

c

c.
/-L
/-L'
C
ß
Re
Pr
Ec
M
M.
KI [K]

Dimensionsbehaftete Größen (mit Ausnahme der Größen
X, Y,à)
Grenzschichtkoordinate
Isentropenexponent
spez. Wärmekapazität bei konstatem Druck
spez. Wärmekapazität bei konstatem Volumen
Dichte
Dichte am Punkt verschwindender Wandschubspannung
Druck
Entwicklungskoeffizienten des Druckgradienten
Temperatur
adiabate Wandtemperatur (Eigentemperatur der Wand)
Temperatur am Punkt verschwindender Wandschubspan-
nung
Schallgeschwindigkeit sowie Parameter in der Upper Deck
Gleichung
kritische Schallgeschwindigkeit
dynamische Viskosität
Volumenviskosität
Chapman-Rubesin Konstante
Isobarer Audehnungskoeffizient des idealen Gases
Reynoldszahl
Prandtlzahl
Eckertzahl
Machzahl
kritische Machzahl
schallnaher Ähnlichkeitsparameter
Affinkonstanten

V



Wandnahe Schicht

7]

101(7]),102(7]), ...

ao,bo

Zwischenschicht

poo(y), P01(Y), ...

Too(y), T01(y), ...

Ähnlichkeitsvariable
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwick-
lung der Stromfunktion 'lj;
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwick-
lung der Dichte P
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwick-
lung der Temperatur T
Konstanten in den Funktionen 101(7]), 102 (7])

Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung der
Stromfunktion 'lj;
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung der
Dichte P
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung der
Temperatur T

Asymptotische Entwicklung der Strömungsgrößen für kleine Abweichung des Anstellwinkels k
vom kritischen Wert kc

PO, Pl, ...

Koeffizientenfunktionen der asymptotischen Entwicklung
der Stromfunktion 'lj;
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen Entwicklung
der Dichte P
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen Entwicklung
der Temperatur T
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung von
'lj;l
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung von
Pl
Koeffizientenfunktionen der Koordinatenentwicklung von
Tl
Konstante in den Funktionen III (7]), Pll (7]), TIl (7])
Konstante in den Funktionen 112(7])

VI



Lower- und Main Deck im wechselwirkungs freien Fall

Xl, YI
Xm,Ym

WL1,WL2, ... ;PLl,PL2, ... ;TLl,TL2, ...

Lower- und Main Deck mit Wechselwirkung

Xl [X],YI [Y]
Xm,Ym

Wll,WI2, ... ;Pll,PI2, ... ;lh,TI2' ...

-/i;2 [w]

Pl [p], Pm [P]

a

Upper Deck

XO [X], Yo [y]
<P
<1>20, <1>02, <1>12, ...

<Po [<1>]
Po [P]

Lower Deck Koordinaten
Main Deck Koordinaten
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen
Entwicklung von Stromfunktion W, Dichte P
und Temperatur T im Lower Deck
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen
Entwicklung von Stromfunktion W, Dichte P
und Temperatur T im Main Deck

Lower Deck Koordinaten
Main Deck Koordinaten
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen
Entwicklung von Stromfunktion W, Dichte P
und Temperatur T im Lower Deck
Koeffizientenfunktionen der asymptotischen
Entwicklung von Stromfunktion W, Dichte P
und Temperatur T im Main Deck
durch Transformation von Wl2 erhaltene
Funktion
durch die Wechselwirkung hervorgerufene
Druckstörung im Lower Deck (Index I) und
Main Deck (Index m)
Parameter, der die Anstellwinkelvariation
charakterisiert

Upper Deck Koordinaten
Potenzialfunktion
Koeffizientenfunktionen der generalisierten
Koordinatenentwicklung des Potenzials <P

Störpotenzial
Druckstörung im Upper Deck

VII



Asymptotikfür große negative Werte des Schallnäheparameters K

X,Y
ä

Innere Koordinaten der Entwicklung
zum Parameter a (Anstellwinkelvariation)
korrespondierender Parameter
Koeffizientenfunktionen erster und zweiter
Ordnung der asymptotischen Entwicklung
des {Stör-)Potenzials <I>
Koeffizientenfunktionen erster und zweiter
Ordnung der asymptotischen Entwicklung
derVVandschubspannung A

VIII



1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Strömungsablösung nahe der Vorderkante von dünnen Flü-
gelprofilen unter schallnahen Strömungsbedingungen und schließt an die von A. Ruban sowie
K. Stewartson durchgeführten Untersuchungen dieses Problems an [1] [2] [3]. Die wesentliche,
der Arbeit zugrunde liegende experimentelle Beobachtung wird an einem dünnen Flügelprofil
gemacht, dessen Anstellwinkel gegenüber der Anströmung sukzessive erhöht wird. Für kleine
Anstellwinkel bleibt die Strömung über der Vorderkante ablösungsfrei. Bei Erhöhung des An-
stellwinkels kommt es mit Erreichen des sogenannten kritischen Anstellwinkels an der Vorder-
kante des Profils zur Ausbildung einer kleinen Ablöseblase (im Eng\. short separation bubble),
die die in erster Näherung reibungsfreie Außenströmung nur im Sinne einer schwachen - d.h. in
der Grenze großer Reynoldszahlen verschwindenden - Störung beeinflusst. Diese Ablöseblase
existiert nur innerhalb eines kleines Anstellwinkelbereiches. Eine Erhöhung des Anstellwinkels
über diesen Bereich hinaus führt zum Platzen der Blase (im Eng\. bubble bursting) und - ab-
hängig von der Größe der Reynoldszahl - entweder zur Ausbildung einer langen Blase oder
eines ausgedehnten Ablösegebietes mit substanzieller Beeinflussung der Außenströmung [4].
Das Auftreten beider Strömungsregime (lange Blase und ausgedehntes Ablösegebiet) geht ein-
her mit einer abrupten Reduktion des Auftriebs.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, für Anstellwinkel nahe dem kritischen Wert und schallnaher
Bedingungen in der Außenströmung die Strömungsverhältnisse im Ablösegebiet im Allgemei-
nen und die Wandschubspannung im Besonderen zu bestimmen, was sowohl von grundlegender
theoretischer als auch, aufgrund der erwähnten Auftriebsreduktion, von praktischer Bedeutung
ist. Zu diesem Zweck können asymptotische Methoden angewendet werden, da die typischer-
weise auftretenden Reynoldszahlen von der Größenordnung 104 - 105 sind [5]. Diese Größen-
ordnung ist im Einklang mit der experimentellen Beobachtung, dass die Strömung im Bereich
der Vorderkante laminar ist [6].
Gemäß der grundlegenden Arbeit von Prandtl aus dem Jahr 1904 [7] verschwindet in einer
Grenzschichtströmung an einer Stelle, an der Grenzschichtablösung auftritt, die Wandschub-
spannung. Die asymptotische Analyse der Grenzschichtgleichungen zeigt nun, dass die Gül-
tigkeit des hierarchischen Konzepts der Grenzschichttheorie nahe einem Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung nicht mehr gegeben ist. Es tritt, abhängig von der Intensität des auf
die Grenzschicht wirkenden Druckgradienten, in der Lösung der Grenzschichtgleichungen eine
Goldsteinsingularität [8] bzw. eine für marginal abgelöste Strömungen I -das heißt an der Gren-
ze zur Ablösung befindliche Strömungen - typische Singularität auf [2] [3]. Die Goldsteinsin-
gularität ist unter anderem dadurch charakterisiert, dass sie nicht durch Annahme einer lokalen
Wechselwirkung zwischen Grenzschicht und Außenströmung aufgehoben werden kann [9] und
dass bei ihrem Auftreten die Lösung der Grenzschichtgleichungen nicht über den Punkt ver-
schwindender Wandschubspannung fortgesetzt werden kann. Für marginal abgelöste Strömun-
gen ist dies hingegen möglich - die Wandschubspannung beginnt hierbei unmittelbar nach dem
Punkt verschwindender Wandschubspannung wieder zu steigen. Weiters kann, wie in [2] und [3]
gezeigt, die mit diesen Strömungen einhergehende Singularität in der Lösung der Grenzschicht-
gleichungen durch Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen Grenzschicht und Außen-

'Die Bezeichnung Marginale Ablösung (eng\. Marginal Separation) wurde erstmals in [3] verwendet.



strömung aufgelöst werden. In beiden Arbeiten ([2] und [3]) blieb dabei der Fall schallnaher
Außenströmung unberücksichtigt und die Ausarbeitung der Theorie marginaler Ablösung auf
inkompressible Strömungen beschränkt. Lediglich in [3] wurde. basierend auf den Ergebnissen
in [9] und ohne explizite Ausführung der diebezüglichen Rechnungen das Ergebnis präsentiert.
dass sich die asymptotische Struktur des Wechselwirkungsgebietes für reine Unterschall- bzw.
Überschallströmung zum inkompressiblen Fall nicht ändert. Die vorliegende Arbeit versteht sich
als Beitrag, die in der Theorie marginaler Ablösung für schallnahe Bedinungen in der Außen-
strömung bestehende Lücke zu schließen. wie dies für den Fall der freien Wechselwirkung (siehe
zum Beispiel [10]) unter anderem durch die Arbeiten [11] und [12] • denen schallnahe Außen-
strömung zugrunde liegt. geschehen ist.

2 Kennzahlen und zugrundeliegende Gleichungen

2.1 Voraussetzungen und Bestimmung der maßgebenden Kennzahlen

Die Untersuchung der schallnahen marginalen Ablösung an der Vorderkante eines dünnen Flü-
gelprofils wird in der vorliegenden Arbeit unter der Voraussetzung ebener. laminarer und statio-
närer Strömung sowie unter Zugrundelegung des Konzepts des idealen Gases für das strömende
Medium durchgeführt. Weiters wird vorausgesetzt. dass Auftriebsefekte keine Rolle spielen und
dass die Strömung außerhalb der das Flügelprofil umgebenden Grenzschicht isoenergetisch ist.
Die im weiteren Verlauf der Arbeit vorgestellte asymptotische Untersuchung der marginalen Ab-
lösung in Schallnähe beruht auf dem Grenzübergang Re - 00. in dessen Folge weitere daran
gekoppelte Grenzübergänge von Machzahl und Anstellwinkel betrachtet werden. Die charakte-
ristischen Größen des Problems, welche für die Definition der Reynoldszahl benötigt werdef!!
sind einerseits die vom Staupunkt an der Vorderkante bis zum Ablösepunkt gemessene Länge L
(siehe Abb. 1). Die weiteren charakteristischen Größen zur Definition der Reynoldszahl sind die
kritische Schallgeschwindigkeit ë.... die kritische Dichte p* sowie die dynamische Zähigkeit an
der Profiloberfläche f1,w.2

Des weiteren wird der Arbeit zugrundegelegt. dass die Prandtl-Zahl des strömenden Mediums
gleich 1 und von der Temperatur unabhängig ist. Letztere Annahme ist für Luft in guter Nä-
herung erfüllt [13][6]. Zusätzlich wird vorausgesetzt. dass die Profiloberfläche adiabat ist. Mit
diesen beiden Annahmen ist - wie sich zeigen läßt - die Differenz zwischen der sich einstel-
lenden Temperatur an der Profiloberfläche (adiabate Wandtemperatur) und der Temperatur in
der Außenströmung an einem betrachteten Punkt gleich der Temperaturerhöhung durch adiaba-
te Kompression der Außenströmung. Unter den Voraussetzungen Pr = 1 und adiabate Wand
ist daher die charakteristische Temperaturerhöhung in einer Grenzschichtströmung gegenüber
schallnaher Außenströmung gleich b.T = ë~/èp. èp bezeichnet hierbei die spezifische Wärme-
kapazität bei konstantem Druck und ë* die kritische Schallgeschwindigkeit.3 Der Wert ë~/èp
entspricht zugleich der charakteristischen absoluten Temperatur des idealen Gases in Schallnä-
he. Aufgrund der Gleichheit von charakteristischer Temperaturerhöhung und charakteristischer

20a unter den gemachten Annahmen die Temperatur an der Profiloberfläche nicht vom Ort abhängt, ist auch die
dynamische Zähigkeit an der Profi Ioberfläche konstant.

30ie spezifische Wärmekapazität èp bei konstantem Druck wird in der vorliegenden Arbeit als konstant angenom-
men.
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absoluter Temperatur ist ë~/èp die adäquate Größe zur Entdimensionalisierung der Temperatur.
FOr die Eckert-Zahl folgt mit dieser Festlegung sofort Ec = 1. Zusammenfassend erhalten wir
daher:

p*~LRe = -_- --t 00;
J.Lw

Pr = ~J.L = l'
À '

~2
Ec= --_ = 1

èpb.T
(2.1)

À bezeichnet hierbei die Wärmeleitfähigkeit.
Auf Basis des bisher Gesagten werden nun die folgenden Größen entdimensionalisiert: Dichte p,
Temperatur T, Druck p, dynamische Viskosität ii,Volumenviskosität ii', weiters die natürlichen
Koordinaten fi und fi entlang der Körperkontur sowie die wandparallele Geschwindigkeitskom-
ponente Ü und die wandnormale Geschwindigkeitskomponente il (siehe Abb. I).

ü v ~ vIRe; x ¥vIRe; y
(2.2)u= - , v= - , v= x= -;:-, y= y= -;:-,

c. c. c. L L L
J.L ii' p -T p,

T= Cp.J.L= - , J.L= - , p= , ---=2 ' p= --=-=--2J.Lw J.Lw p. c. P.c.

Die Größen y und v bezeichnen hierbei die jeweiligen entdimensionalisierten Größen in der
klassischen Grenzschichtskalierung.

Abbildung 1: Natürliche Koordinaten (x,y) mit Ursprung im Staupunkt S und Geschwindigkeitskom-
ponenten (ü,v) zur Beschreibung der Strömung nahe der Vorderkante eines dünnen Flü-
gelprofils.

2.2 Grundgleichungen
Im Folgenden werden die Grundgleichu~gen unter Zugrundelegung von natürlichen Koordina-
ten formuliert (siehe z.B. [6]). Die mit L entdimensionalisierte lokale Krümmung der Profilo-
berfläche wird mit K(x) bezeichnet.

3



2.2.1 Konstitutive Gleichungen

Thermische Zustandsgleichung für das ideale Gas:

,-I
p= --pT, (2.3)

, = ëp/ê.v bezeichnet den Isentropenexponenten4. Die spezifischen Wärmen bei konstantem
Druck und konstantem Volumen - ëp und ê.v - werden als konstant vorausgesetzt.

Zähigkeitsgesetz:
Il = CT (2.4)

C bezeichnet die Chapman-Rubesin-Konstante. Ihr Wert kann aus der Linearisierung des (ge-
naueren) Sutherlandschen Zähigkeitsgesetzes um die für das Problem charakteristische Refe-
renztemperatur bestimmt werden, [6].

Isobarer Ausdehnungskoeffizient für das ideale Gas:

ß=_~(ap)
p aT p

1
T

(2.5)

2.2.2 Kontinuitätsgleichung für ebene, stationäre Strömung

a(pu) a( {I + ~y} pv) _ 0
ax + ay -

2.2.3 Bewegungsgleichungen für ebene, stationäre Strömung

(2.6)

Mit den folgenden Bezeichnungen für die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors sowie der
viskosen Spannungen

1 au a
div w = 1 + ~y ax + ay [(1 + ~y) il]

2 (au ) (, 2) d' _
Txx = III + ~y ax + ~il + Il - 31l. IV W

2 ail (, 2) d' -Tyy = Il ay + Il - 3 IVW

[
au ~u 1 av]

Txy = Il ay - 1+ ~y + 1+ ~y ax

(2.7)

sind die auch als Navier Stokessche Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichungen gegeben
durch:

4Es wird die im angelsächsischen Raum gebräuliche Bezeichnung für den Isentropenexponenten verwendet, da der
dafür im deutschsprachigen Raum verwendete griechische Buchstabe K. in der vorliegenden Arbeit die lokale
Krümmung der Profiloberfläche bezeichnet.
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1. Navier Stokessche Gleichung:

au _ au ap 1 {aT xx 1 a [ _ 2 ] }
pu ax + (1 + KY) Pv ay + KpuV = - ax + Re ax + 1 + KY ay (1 + KY) Txy

(2.8)

2. Navier Stokessche Gleichung:

aV av 2 ap 1 {aTX a }
pu ax + (1 + KY) pv ay - KpU = - (1 + KY) ay + Re axY + ay [(1 + KY) Tyy]

1
- Re KTxx

(2.9)

2.2.4 Energiegleichung für ebene, stationäre Strömung

Mit der Dissipationsfunktion <I>

(2.10)

nimmt die Energiegleichung in natürlichen Koordinaten folgende Form an:

2.2.5 Grenzschichtgleichungen für ebene Strömung

Die im Folgenden dargestellten Gleichungen beschreiben eine zweidimensionale Grenzschicht-
strömung in der Grenze Re = 00 exakt bzw. stellen die führende Ordnung einer Entwicklung der
Navier Stokes Gleichungen, der Energiegleichung sowie der Kontinuitätsgleichung für Re --t 00

dar, wenn folgende Variablenstreckungen zugrundegelegt werden:

(2.12)
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Wenn weiters vorausgesetzt wird, dass die Profiloberflächenkrümmung ~(x) folgenden Glei-
chungen genügt5:

d~~ = o(Re1/2); dx = o(Re),

so erhält man mit der Grenzschichtskalierung (2.12) die folgenden Gleichungen:

Kon tinuitätsgleichung:

1. Grenzschichtgleichung:

2. Grenzschichtgleichung
0= âp

ây

Energiegleichung in der Grenzschicht:

or or 1 â ( or) [( âp âP) (âu)2]pu- + pv- = - - J.L- + Ec ßT u- +v- + J.L -âx ây Pr ây ây âx ây ây

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Wie in Kapitel (2.1) erläutert werden die die Strömung begrenzenden Wände als adiabat ange-
nommen. Die Größen u, v und T müssen unter dieser Voraussetzung folgende Randbedingungen
erfüllen:

y 0: u=v=o (2.18)

y 0: or =0 (2.19)
ây

y 00 : U = ue(x); T = Te(x) (2.20)

(2.18) ist mathematischer Ausdruck der sogenannten Haftbedingung. Die Vorgabe einer adiaba-
ten Wand führt auf die Beziehung (2.19). (2.20) ist die Randbedingung am Grenzschichtrand.
ue(x) und Te(x) bezeichnen hierbei die wandparallele Geschwindigkeitskomponente sowie die
Temperatur der reibungsfreien Außenströmung an der Wand.
Für eine weiterführende und detailierte Darstellung der Grenzschichttheorie kann auf [6] ver-
wiesen werden.

SOie ProfiloberflächenkrUmmung ist unter diesen Voraussetzungen in der Grenzschichttheorie ein Effekt höherer
Ordnung
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2.2.6 Gasdynamische Gleichung für ebene Strömung in natürlichen Koordinaten

Im Fall reibungsfreier Strömung, in der die Entropie entlang von Stromlinien konstant ist, kön-
nen die thermischen Zustandsgrößen aus Kontinuitätsgleichung, Energiegleichung und den Be-
wegungsgleichungen eliminiert werden. Die damit verbleibende Beziehung ist die Gasdynami-
sche Gleichung:

c2 - u2 au 2 2 av au 1 av C2KV
-l-+-Ky--a-x+ (c - v )-ay - uV(-ay + -l-+-K-y-aX)+ -l-+-K-y= 0 . (2.21)

Für die Schallgeschwindigkeit c gilt hierbei unter Zugrundelegung der Zustandsgleichung des
idealen Gases:

c2 = T + 1 _ T - 1 (u2 + v2)2 2 (2.22)

Die Außenströmung - als asymptotische Entwicklung für große Reynoldszahlen betrachtet -
erfüllt bis zu den in der vorliegenden Arbeit maßgebenden Größenordnungen der Reynoldszahl
die Voraussetzungen, um die Gasdynamische Gleichung anwenden zu können.

2.2.7 Eulergleichungen für ebene Strömung in natürlichen Koordinaten

Um Relationen zwischen den Größenordnungen von Druck und Geschwindigkeit in der asym-
ptotischen Entwicklung der Außenströmung für große Reynoldszahlen zu erhalten, werden die
für reibungsfreie Strömung geltenden Eulergleichungen herangezogen:

1. Eulergleichung:

2. Eulergleichung:

pu au au K lap----- + pv- + ---puv = ------
1+ KYax ay 1+ KY 1+ KYax

puavav K 2 ap
1+ KYax + pv ay - 1+ KYpu - - ay

(2.23)

(2.24)

2.2.8 Gleichung der Drehungsfreiheit (Wirbelfreiheit)

a ({I + KY}u) _ av = 0
ay ax

(2.25)

2.2.9 Crocco-Busemannsche Lösung der Energiegleichung in der Grenzschicht

Für den Fall Pr = 1besteht ein bemerkenswert einfacher Zusammenhang zwischen der Temperatur-
und der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht. Diese von Crocco [14] und Busemann
[15] gefundene Gesetzmäßigkeit besagt, dass für jedes Zähigkeitsgesetz J..L(T) die Temperatur
nur von der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente u abhängt.
Für T = T(u) erhalten wir aus der Energiegleichung (2.17) unter Verwendung der 1. Grenz-
schichtgleichung (2.15) und 2. Grenzschichtgleichung (2.16)
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dp (âT ) Pr - 1âT a (au) [ 1 a2T ] (au) 2
- dx au + Ec u + Pr au ay J.L ay = Pr au2 + Ec J.L ay (2.26)

Für Pr = 1 ist aus (2.26) ersichtlich, dass T( u) eine Lösung der Energiegleichung in der Grenz-
schicht ist, wenn gilt

dp = O.
dx .

:: i= 0 :

Ec 2T(u) = --u + qu + C22
Ec 2T(u) = --u + C22

(2.27)

Unter Benützung der Randbedingung u = 0 an der die Grenzschicht begrenzenden Wand erhal-
ten wir für den Fall mit nicht verschwindendem Druckgradienten

Tw ist die sogenannte adiabate Wandtemperatur oder Eigentemperatur der Wand 6.

(2.28)

6Wenn. wie in der vorliegenden Arbeit. die Außenströmung als (in führender Ordnung) reibungsfrei vorausgesetzt
wird und weiters gilt Ec = 1, so ist die adiabate Wandtemperatur konstant - siehe dazu auch [13].
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3 Koordinatenentwicklung der Lösung der
Grenzschichtgleichungen um einen Punkt
verschwindender Wandschubspannung

Gemäß der grundlegenden Arbeit von Prandtl aus dem Jahr 1904 [7] verschwindet in einer
Grenzschichtströmung an einer Stelle, an der Grenzschichtablösung auftritt, die Wandschub-
spannung. Der Ausgangspunkt der Untersuchung schallnaher marginaler Ablösung ist daher
ebenso wie bei der marginalen Ablösung in inkompressibler Strömung [1] die lokale Unter-
suchung der Grenzschichtgleichungen um einen Punkt verschwindender Wandschubspannung.
Aufgrund der Parabolizität der Grenzschichtgleichungen wird unter der Voraussetzung, dass kei-
ne Rückströmung auftritt, die Grenzschichtströmung an einem betrachteten Punkt vom Verlauf
der Außenströmung vom Staupunkt bis zu diesem Punkt beeinflusst. Eine lokale Analyse der
Grenzschichtgleichungen in Form einer Koordinatenentwicklung, wie sie im Folgenden durch-
geführt werden soll, kann daher nicht die Gesamtheit der Randbedingungen berücksichtigen und
muss deshalb als Entwicklung von Eigenfunktionen angesetzt werden, [1].

3.1 Die Zweischichtenstruktur

Unter der Annahme der Existenz eines Punktes mit verschwindender Wandschubspannung weist
die Grenzschicht in der Umgebung dieses Punktes, wie zu zeigen sein wird, eine Zweischich-
tenstruktur auf. Die unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften der beiden Schichten sowie
deren Abmessungen werden im Folgenden erörtert.
Wir untersuchen zunächst die Frage, in welchem Bereich der Grenzschicht um den Punkt ver-
schwindender Wandschubspannung die Tägheits-, Reibungs- und Druckkräfte von gleicher Grö-
ßenordnung sind. Diese Balance der genannten Kräfte ist physikalischer Ausdruck der Invarianz
der 1. Grenzschichtgleichung gegenüber - in bestimmten Relationen zueinander stehenden -
Gruppen von Transformationen der darin auftretenden Variablen 7. Aus diesen Relationen zwi-
schen den Transformationsgruppen kann der gesuchte Bereich bestimmt werden.
Wir untersuchen nun die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) auf Invarianz gegenüber folgenden
Transformationen sowohl der abhängigen als auch der unabhängigen Variablen:

x - Xs -+ a (x - xs) ; y -+ ßy; U -+ 'Yû; v -+ I'i:û; (3.1)

p - Pws -+ 8 (p - Pws); /-L - /-Lw -+ €({1, - {1,w); P - Ps -+ À (p - Ps)

Pws, /-Lw, und Ps bezeichnen hierbei die Werte von Dichte, dynamischer Zähigkeit und Druck im
Punkt verschwindender Wandschubspannung. Xs sei der Abstand dieses Punktes vom Staupunkt.
a, ß, 'Y, 8, E und /'i, sind die den Transformationen zugeordneten Parameter.

71m konkreten FalI sind diese Transformationsgruppen sogenannte Punktgruppen. Eine Einführung in die grup-
pentheoretische Methode zur Auffindung von Lösungen von partiellen Differenzialgleichungen findet sich zum
Beispiel in [16] sowie in [17].
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Eintragen der in (3.1) zusammengefassten Beziehungen in die 1. Grenzschichtgleichung ergibt:

(3.2)

(3.3)E=8,
et

Damit die 1. Grenzschichtgleichung invariant bleibt gegenüber den Transformationen (3.1),
muss daher gelten:

Aufgrund des Verschwindens der Wandschubspannung Tw = /Lw ~~ Iy=o im Punkt (xs, 0) weist

die Geschwindigkeitskomponente u in Punkten (xs, y) nahe der Wand unter der Voraussetzung

~~= 0(1) folgende Größenordnung auf:

(3.4)

woraus unter Berücksichtigung von (3.1) folgt 'Y = ß2. Eintragen dieses Resultats in die Rela-
tionen (3.3) führt auf die, für die Untersuchung der Zweischichtenstruktur, wichtige Beziehung

(3.5)

Gemäß der physikalischen Bedeutung der Invarianz der 1. Grenzschichtgleichung gegenüber den
besprochenen Transformationen sind demnach Trägheits-, Reibungs- und Druckterme in dem
durch y = O(xs - x)I/4 festgelegten Gebiet von gleicher Größenordnung. Dieses Gebiet soll
fortan gemäß der in [18] verwendeten Terminologie als die wandnahe reibungsbehaftete Schicht
(kurz: wandnahe Schicht) bezeichnet werden. Im verbleibenden, äußeren Teil der Grenzschicht
mit der Größenordnung y = 0(1) sind Reibungs- und Trägheitsterme nicht mehr in Balance.
Da die Trägheitsterme das Anpassen an die reibungsfreie Außenströmung ermöglichen, lässt
sich folgern, dass in diesem Bereich der Grenzschicht die Trägheitssterme dominieren und so-
mit eine lokal reibungsfreie Schicht vorliegt. Letztere soll im weiteren Verlauf der Arbeit als
Zwischenschicht bezeichnet werden.

3.1.1 Wandnahe Schicht

Wir bestimmen im Folgenden in der soeben definierten wandnahen Reibungsschicht eine Koor-
dinatenentwicklung der Strömungsgrößen für x - Xs = 8 --t 0-. Es wird sich dabei zeigen, dass
diese Entwicklung unter bestimmten Voraussetzungen über den Punkt Xs hinaus fortsetzbar ist.
Die Koeffizienten der Entwicklung werden dabei als Funktionen der durch die Transformation
(3.5) nahegelegten Ähnlichkeitsvariablen Tl = Y I (-8) 1/4 = Y If. angesetzt. Diese Vorgangs-
weise zur lokalen Analyse der Grenzschichtgleichungen wurde gemäß dem Wissensstand des
Autors erstmals in [19] angewendet. Enwickelt werden die Dichte, der Druck, die Temperatur
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sowie die Stromfunktion, welche per detinitionem ein Integral der Kontinuitätsgleichung (2.14)
darstellt und implizit gegeben ist durch

a7/;
pu=-;ay

a7/;
pv =--ax (3.6)

Die Entwicklung für den der Grenzschicht aufgeprägten Druckgradienten lautet

ap 2
ax = Poo + P018 + P02S + ... (3.7)

(3.10)

Zur Bestimmung des führenden Terms 7/;(0,1]) der Entwicklung der Stromfunktion 7/;(8,1]) set-
zen wir (3.6) und (3.7) in die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) ein und erhalten am Ablösepunkt

CTws ß37/;
-POO + -- --3 = 0 (3.8)

Pws ay
Tws und Pws bezeichnen die Werte von Temperatur und Dichte am Ablösepunkt (x, y)=(xs, 0).
Mit (3.8) muss die Entwicklung der Stromfunktion um den Ablösepunkt gemäß

7/; = poopws y3 + ... (3.9)
6CTws

beginnen.
Die weiteren Terme der Entwicklung werden analog zu [1] in folgender Form angesetzt:

7/; = e (POOPws 1]3 + ea:-3 fOl (1]) + ç-8a:-6 f02(1]) + ... ); ç- ---t 0 .
6CTws

Die Größe a nimmt hierbei die Rolle eines Eigenwertes der Funktion fOl ein, den es im wei-
teren zusammen mit fOl zu bestimmen gilt. Der dritte Term des obigen Ansatzes wird durch
die quadratische Nichtlinearität der Grenzschichtgleichungen erzwungen. Diese hat zur Folge,
dass in der Bestimmungsgleichung für f02 eine von fOl abhängige Inhomogenität auftritt. Die
zur Balance weiterer Terme des Druckgradienten nötigen Anteile in der Stromfunktion werden,
ebenfalls analog zu [1], weggelassen, da sie die benötigten Resultate der weiteren Analyse nicht
verändern.
Aus (3.10) , der Crocco-Busemannschen Lösung der Energiegleichung (2.28) sowie der thermi-
schen Zustandsgleichung (2.3) erhalten wir die Ansätze für Temperatur und Dichte:

P = Pws + epOl(1]) + .
T = Tws + Ç-4Tol(1]) + . (3.11)

Die Funktionen POl sowie TOI sind durch die thermische Zustandsgleichung, die Crocco-Busemannsche
Lösung der Energiegleichung sowie (3.10) eindeutig bestimmt, jedoch für die weitere Analyse
nicht von Bedeutung. Die Bestimmungsgleichung der Funktion fOl ergibt sich nach Einsetzen
von (3.10) und (3.11) in die 1. Grenzschichtgleichung zu

f ", _ apooPws1] I + ~( + ~)POOPws1]2 I I _ ~ POOPws1]3 I "- 0
JOI (CTws)2 JOI 2 a 4 (CTws)2 JOI 8 (CTws)2 JOI - , (3.12)

fOl (0) = f~l (0) = 0
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Diese Gleichung besitzt drei linear unabhängige Lösungen, die so gewählt werden können, dass
deren Potenzreihenentwicklungen um den Punkt TJ = 0 mit 1, TJ und TJ2 beginnen. Nur jene
Lösung, deren Potenzreihenentwicklung mit TJ2 beginnt und - wie sich zeigen lässt - auch mit
diesem Term endet, erfüllt die Randbedingungen. 8 Damit folgt

(3.13)

(3.14 )

Zur Bestimmung von a ist es notwendig, die Bestimmungsgleichung für die Funktion f02 zu
untersuchen. f02 genügt der Gleichung

,III 1pooPwsTJ3 , "+ ( + 1)POOPwsTJ2 , I

J02 - '8 (CTwsF J02 a 4 (CTws)2 J02 -

3 pooPwsTJ a02TJ2
(4 - 2a) (CTws)2f02 = 4CTws (1- 2a)j f02(0) = f~2(0) = 0

Diese Gleichung ist von gleicher Struktur wie die in [1] für den Fall inkompressibler Strömung
erhaltene. Deshalb gilt wie in [1] auch in unserem Fall, dass die Funktion f02 nur dann für
TJ ---t 00 nicht exponentiell aufklingt und damit an die Lösung in der Zwischenschicht angepasst
werden kann, falls gilt

m+1
a = -2-j m = 0,1,2,... (3.15)

Details zur Methodik dieses Beweises finden sich in [20]. Die asymptotische Ordnung der Terme
in der Reihe (3.10) fordert, dass gilt a > 3/4. Der erste, sich damit ergebende, mögliche Wert ist
a = 1. Dieser Fall wurde im Inkompressiblen in einer grundlegenden Arbeit von Goldstein er-
örtert [8], der diesen Wert für a aufgrund numerischer Berechnungen von Hartree angenommen
hatte. Es zeigte sich dabei, dass die sich ergebende Lösung nicht über den Punkt Xs fortgesetzt
werden kann und dort eine Singularität aufweist (Goldstein Singularität). Eine detailierte Dar-
stellung des Versuches der Fortsetzung über Xs findet sich in [4].
Gemäß (3.15) ist der nächstmögliche Eigenwert a = 3/2. Die sich damit ergebende Lösung in
der wandnahen Schicht ist

./. 3POOPws 3 6, () 9, ( )
'f/ = ~ 6CTws TJ + ç J01 TJ + ~ J02 TJ + ... ;

1 2 1 2 a02 5 a02poopws 9
fOl = 2aoTJ; f02 = 2bOTJ - 120CTws TJ + 40320C3Tws 3 TJ

(3.16)

Die Konstanten ao und bo bleiben im Rahmen der vorliegenden lokalen Analyse unbestimmt und
müssen aus einer globalen Analyse numerisch berechnet werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit
wird gezeigt werden, dass die Lösung (3.16) einerseits über den Punkt Xs hinaus fortgesetzt wer-
den kann und dass sie andererseits die Grenzlösung ist, die sich beim kritischen Anstellwinkel
einstellt. Zuvor soll jedoch die Lösung in der Zwischenschicht untersucht werden.

8Details zum Auffinden dieser Lösung können anhand der zu (3.12) strukturäquivalenten Gleichung (9.8) (im An-
hang) nachvollzogen werden.
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3.1.2 Zwischenschicht

Aus der Anwendung der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklungen auf die Lö-
sung für die Stromfunktion in der wandnahen Schicht (3.16) sowie unter Verwendung der Crocco-
Busemannschen Lösung der Energiegleichung (2.28) folgt fur die Koordinatenentwicklung der
Lösung in der Zwischenschicht

'l/J = 'l/Joo(y) + (-S)'l/JOI(Y) + .
P = poo(y) + (-S)pOI(Y) + .
T = Too(y) + (-S)TOI(Y) + .

(3.17)

(3.20)

Für die Funktion TOI erhalten wir wiederum aus der Crocco-Busemann Lösung

TOI(Y) = POI (d'l/JoO)2 __ 1_d'l/Joo d'l/JOI (3.18)
POO3 dy P002 dy dy

Für POl ergibt sich aus (3.18) und unter Verwendung der 2. Grenzschichtgleichung (2.16)

( ) _ 1 {d'l/Joo d'l/JOI _ rpoopoo2} (3.19)
POI Y - 2 1 (d'l/Joo) 2 dy dy POO r - 1

T ws POO + 2 ---;Iy

Mit den Abkürzungen

Moo(y) = _~_--=-_1 -_1_ d'l/J_oo
yI(K, - 1) Too POO dy

2 1 (d'l/JoO)2N(y) = TwsPoo + 2 ---;Iy

folgt schließlich zusammen mit den Ausdrucken für POl und TOI aus der 1. Grenzschichtglei-
chung (2.15) für die Funktion 'l/JOI

'l/JOI d
2
'l/Joo _ d'l/Joo d'l/JOI -poopoo(Moo2 - 1)

dy2 dy dy

_~ (d2'l/Joo)2 {4d'l/JOO _ 2 (d'l/JoO)3 + _1 (d'l/JOO)5}
poo2 dy2 dy N dy N2 dy

CToo d3'l/Joo+----P50 dy3
F(y) (3.21)

Moo bezeichnet hierbei die mit der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente u an der Stelle
x = Xs im Abstand y von der Wand gebildete Machzahl.
Die Gleichung (3.21) besitzt die allgemeine Lösung

(3.22)
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wobei sich die Konstane B durch Anpassen an das Ergebnis (3.16) für die wandnahe Schicht
ergibt zu

B = aoCTws

pooPws

3.2 Die Grundlösung der marginalen Ablösung

(3.23)

Durch Ansetzen einer zu (3.16) analogen Koordinatenentwicklung der Strömungsgrößen für
s ---t 0+ kann , wie in [1] für den inkompressiblen Fall durchgeführt, rigoros gezeigt werden,
dass die zum Eigenwert a = 3/2 korrespondierende lokale Lösung über den Punkt Xs hin-
aus fortgesetzt werden kann. Es ist jedoch, wie von A. Kluwick in [21] und [22] beschrieben,
möglich, mit weitaus einfacheren Überlegungen zum seIben Resultat zu gelangen. Die Lösung
(3.16) ist bis zum Separationspunkt identisch mit einer lokalen Lösung der Navier-Stokes Glei-
chungen um einen Separationspunkt, die, nebst anderen, von Oswatitsch gefunden wurde [23].
Wie in [24] beschrieben, erfüllt diese lokale Lösung der Navier-Stokes Gleichungen auch die
Grenzschichtgleichungen in führender Ordnung. Da die Grenzschichtgleichungen keine zwei-
ten Ableitungen nach der Koordinate x enthalten, kann nun die Lösung um einen Separati-
onspunkt sowie jene um einen Wiederanlegepunkt gemäß Abb. 2 zu einer weiteren Lösung der
Grenzschichtgleichungen zusammengesetzt werden. Diese Lösung wird in weiterer Folge als die
Grenzlösung identifiziert werden, die sich beim kritischen Anstellwinkel außerhalb eines noch
zu bestimmenden asymptotisch kurzen Gebietes um den Ablösepunkt einstellt. Da sie im Fol-
genden als führender Term einer Entwicklung für kleine Abweichung des Anstellwinkels vom
kritischen Wert angesetzt wird, soll jene Lösung im Weiteren als Grundlösung der marginalen
Ablösung bezeichnet werden.
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Abbildung 2: Strömungsbild und Wandschubspannungsverlauf nahe eines Separationspunktes (a), ei-

nes Wiederanlegepunktes (b) und eines Punktes marginaler Ablösung (c).
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4 Asymptotische Entwicklung der Lösung der
Grenzschichtgleichungen

4.1 Die Grundlösung als Grenzlösung für kritischen Anstellwinkel

Um die im vorhergehenden Kapitel definierte Grundlösung der marginalen Ablösung als die die
lokalen Strömungsverhältnisse beim kritischen Anstellwinkel beschreibende Lösung zu iden-
tifizieren, wird eine asymptotische Entwicklung der Strömungsgrößen in der Grenzschicht für
kleine Abweichung des Anstellwinkels k vom kritischen Wert kc formuliert. Diese Variation sei
mit l:1k = k - kc bezeichnet.

1/;=1/;0 + l:1bh + .
P =PO + l:1k Pl + .
T =To + l:1k Tl + .
P =Po + l:1k Pl + .

(4.1)

Die Entwicklung, deren führender Term die Grundlösung ist, wird sowohl in der wandnahen
Schicht als auch in der Zwischenschicht ausgeführt werden. Für die wand nahe Schicht wird
analog zu [1] der folgende Ansatz für die Stromfunktion 1/;1gewählt:

(4.2)

Zur Bestimmung der Ansätze für die Funktionen PI und Tl wird auf die Crocco-Busemann Lö-
sung (2.28), die thermische Zustandsgleichung (2.3) sowie die 2. Grenzschichtgleichung (2.16)
zurückgegriffen. Unter Benützung der aus den genannten Gleichungen folgenden Beziehungen

T = Tws __ 1_ (81/;0)2 + l:1k {~ (81/;0)2 __ 1 81/;081/;1} + ...
2p02 8y P03 8y P02 8y 8y

8
8y {POTI + PITo} = 0 ,

erhalten wir die Struktur der Entwicklungen von PI und Tl:

Pl = ç4ß+I Pll (1]) + ç4ß+5 PI2(1]) + .
Tl = ç4ß+ITll(1]) + ç4ß+5TI2(1]) + .

(4.3)

(4.4)

Das Eintragen der Ansätze für 1/;1,PI und Tl in die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) sowie die
Randbedingungen an der Profiloberftäche führt auf folgende Gleichungen für die Funktionen
III und !I2:

I 1II_!poOPws1]3I "+!(ß+!)POOPws1]2I ,_ßPOOPws1]I =0 (4.5)
Il 8 (CTws)2 II 2 4 (CTws)2 II (CTws)2 II ,

Ill(O) = I~I(O) = 0 .
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fill - ~POOPws7]3f 11 + ~(ß+ I)POOPws7]2f ' - (ß+ ~)POOPws7]f = (4.6)
12 8 (CTws)2 12 2 (CTws)2 12 4 (CTws)2 12

ß + 1 f 'f' ß f f 11 3 II
- CTws JOI 11 + CTws 11JOI + 2CTws f01l11

Die Gleichungen weisen dieselbe Struktur wie jene für fOl und f02 auf. Die gleiche Argumenta-
tion, die zum Auffinden der Lösungen für fOl und f02 geführt hat, liefert hier für die möglichen
Eigenwerte

1ß = m - -; m = 0,1,'"2
Für fIl und 112 erhalten wir mit dem minimalen Wert von ß = -!

(4.7)

(4.8)

Im Rahmen der hier durchgeführten lokalen Analyse der Grenzschichtgleichungen können ana-
log zu aD und bo auch die Konstanten al und bl nicht bestimmt werden.
Weiters finden wir unter Verwendung der Ergebnisse für fIl und 112 sowie der Beziehungen
(4.2) und (4.3):

(4.9)

(4.10)

Zusammenfassend kann deshalb für die Korrekturlösung 1. Ordnung in der wandnahen Schicht
('ljJI, PI, Tl) geschrieben werden

1 al7]2
'ljJI = ç2 -2- + ...

1alPoo7]3
Pl = ~2CTws2 + ...
Tl = _~ a1POo7]3 + ...

ç 2CTwsPws

Aus der Anwendung der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklungen auf die Kor-
rekturlösung - d.h. durch Auswertung der Lösung für 7] --t 00 - folgt für die Struktur der Lösung
in der Zwischenschicht für s --t 0-

1
'ljJI = -'ljJlO(y) + ... ;

(-s)
1

Tl = --TlO(Y) + ...
(-s)

17

1
Pl = --plO(y) + ... ;(-s)

(4.11)



Aus den Beziehungen (4.10) und (4.11) ist ersichtlich, dass die asymptotische Entwicklung der
Strömungsgrößen gemäß (4.1) für 8 - 0- nicht gleichmäßig gültig ist. Die Grenze der Gül-
tigkeit markiert die Gleichheit der Größenordnungen des ersten Terms der Korrekturlösung und
des zweiten Terms der Koordinatenentwicklung der Grundlösung:

b.k
(-8)'" (-s); b.k",(-s)2

4.2 Notwendigkeit der Erweiterung der Zweischichtenstruktur

(4.12)

Die Konsequenz aus Beziehung (4.12) ist, dass die asymptotische Entwicklung der Strömungs-
größen gemäß (4.1) im Bereich Ix - xsl = 0(Ib.kI1/2) = 0(€1/2) adaptiert werden muss. In
jenem Bereich wird die wandnahe, reibungsbehaftete Schicht im Folgenden als Lower Deck, die
Zwischenschicht als Main Deck bezeichnet werden. Gemäß den in Abschnitt 3.1 bestimmten
Abmessungen von wandnaher Schicht und Zwischenschicht folgt:

MainDeck:
LowerDeck:

Ix - xsl = 0(€1/2);

Ix - xsl = 0(€1/2);
Y = 0(1)
Y = 0(€1/8)

(4.13)

Die Begriffe Main Deck und Lower Deck sind aufgrund der Arbeiten von Stewartson [10] [25]
im englischsprachigen Raum zu den Standardbezeichnungen für die in Wechselwirkungsproble-
men auftretende Schichtenstruktur geworden. Sie sollen deshalb auch in der vorliegenden Arbeit
zur Anwendung kommen und hierbei die Schichtenstruktur sowohl im wechselwirkungsfreien
Fall als auch im später zu besprechenden Fall mit Wechselwirkung benennen.

4.2.1 Main Deck

Unter Berücksichtigung von (4.11) folgt für die Ansätze im Main Deck unter Anwendung der
gestreckten Variable Xm = C1/2(x - xs) sowie mit Ym = Y und k = kc + €k1 + . o.

'l/J= 'l/JMO(Xm, Ym) + €1/2'l/JMl (xm, Ym) + .
P = PMO(Xm, Ym) + €1/2PMl (xm, Ym) + .
T = TMO(Xm,Ym) + €1/2TM1(Xm,Ym) + .
P = Po + €1/2POOxm + € (k1P1 + P01Xm 2) + ...

(4.14)

Aus dem Anpassen an den Ansatz (3.17) für die Zwischenschicht in der Grenze Xm - -00

erhalten wir

'l/JMO(Xm, Ym) = 'l/JOO(Ym); PMO(Xm, Ym) = POO(Ym); TMO(Xm, Ym) = Too(Ym)
(4.15)

Das Einsetzen des Ansatzes (4.14) in die Grenzschichtgleichungen liefert unter Verwendung der
Crocco-Busemann Lösung (2.28), der thermischen Zustandsgleichung (2.3) sowie der Abkür-
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zungen (3.20)

d'lf;oo (j2'1f;MI _ B'If;MI d2~OO = _ poopoo(Mo02 _ 1)
dYm BXm BYm BXm dYm

_ ~ (d2~oo)2 {4d'lf;OO _ ~ (d'lf;oo)3 + ~ (d'lf;OO)5}
Poo dYm dYm N dYm N dYm

GToo d3'1f;oo+----2 d 3Poo Ym
=F(Ym) .

(4.16)

Wir erhalten als Lösung für 'lf;MI, PMI, TMI (in impliziter Form)

(4.17)

wobei A(xm) und G(Ym) zunächst noch beliebige Funktionen darstellen. Aus dem Anpassen an
das Resultat (3.22) für die Zwischenschicht folgt

4.2.2 Lower Deck

Mit der durch die Dicke des Lower Decks festgelegten Variable YI = el/8y sowie mit Xl =
Xm = el/2(x - xs) erhalten wir für die Stromfunktion 'If; durch Anpassen an die Entwicklung
(4.1) in der wandnahen Schicht

./. _ 3/8 pooPws 3
'f/ -E 6GTws YI

+E6/8 {ao(_XI)YI2 + sign(6.k)al L}
2 2 (-Xl)

9/8 {ao2poopws 9 ao
2

( ) 5 bo ( )7/4 2 . ("k) bl Yl
2

}+E 40320G3T~s Yt - 120GTws -Xl YI +"2 -Xl YI + s2gn u "2 (-xL)I/4

+ ... ;
'VYI --+ 00; Xl --+ -00 .

(4.19)
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(4.20)

und damit für die asymptotische Struktur der Entwicklung der Stromfunktion 'ljJ im Lower Deck

ni. 3/8 POOPws 3 6/8n/. ( ) 9/8 ( )'fi = € 6CTwsYl +€ 'fiLl Xl,Yl +€ 'ljJL2 Xl,Yl + ...

Weiters folgt für Dichte und Temperatur durch Anpassen an die Entwicklung (4.1) in der wand-
nahen Schicht

2
_ 1/2 POOPws 4

P - Pws+€ 8C2Tws 3 Yl

7/8 {Sign(b.k)alPOO Yl3 POO2pws 7}
+ € 2 ( ) + 4 5 Yl2CTws -Xl 13440C Tws
+ ... ; 'VYl -+ 00; xl -+ -00 .

(4.21)

(4.22)

2
T - T, _€1/2 POO 4

- ws 8C2Tws 2 Yl

7/8 {-Sign(b.k)alPOO Yl3 P002 7}
+ € Cr,-. () + 4 4 Yl2 .LwsPws -Xl 26880C Tws
+ ... ; 'VYl -+ 00; xl -+ -00

Die Entwicklungen für Dichte und Temperatur haben daher im Lower Deck folgende asympto-
tische Struktur:

P = Pws + €1/2pL1(yL) + €7/8pL2(Xl,Yl) + .
T = Tws + €1/2TL1(Yl) + €7/8TL2(Xl, yL) + .

(4.23)

(4.24)

Aus (4.23) ist ersichtlich, dass die Strömung im Lower Deck in führender Ordnung inkompressi-
bel ist. Wir erhalten nach Eintragen der Ansätze (4.20) und (4.23) in die Grenzschichtgleichun-
gen folgende Beziehung für die Funktion 'ljJL1:

POOPws 2 {)2'ljJLl POOPws {)'ljJLl {f3'ljJL1----Yl --- - ---Yl-- = --
2(CTws)2 âXlâYl (CTws)2 âXl ây?

Diese ist bis auf die vorkommenden Konstanten mit der in [1] gefundenen Gleichung ident.
Zusammen mit den Randbedingungen

Yl = 0:

Yl -+ 00 :

Xl -+ -00 :

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

liegt ein lineares Randwertproblem vor, dessen Lösung mit der Methode der Fouriertransforma-
tionen gefunden werden kann. Wir erhalten für die Funktion 'ljJLI:

1 2
'ljJLl = 2Al(Xl)Yl
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Die Funktionen PLI und TLI sind fur den weiteren Verlauf der Untersuchung nicht maßgebend
und werden deshalb nicht berechnet. Wesentlich ist hingegen 1/JLI und damit verbunden die

Funktion Al (Xl), die unmittelbar mit der Wandschubspannung Tw = J.Lw ~~ Iy=o zusammen-

hängt.
I/2CTwsô21/JL1 I/2CTws ()

Tw = € ----2-ly,=O + ... = € --Al xl +... (4.29)
Pws ôYl Pws

Zur Bestimmung der Funktion Al (Xl) muss auf die Bestimmungsgleichung für den Term 1/JL2
zurückgegriffen werden:

Die Randbedingungen dieser Differenzialgleichung sind:

ao
2

( ) 5 bo ( )7/4 2 . ( ) bl Yl
2

.
120CTws -Xl YI +"2 -Xl YI + S"lgn ßk "2 (-XI)I/4'

V Xl -t -00; Yl -t 00
(4.31)

Wie schon für die Funktion 1/JLI liegt auch für 1/JL2 ein lineares Randwertproblem vor. Für dessen
Lösung mittels der Methode der Fouriertransformation erweist es sich als vorteilhaft, auf eine
Funktion 1/J2 zu transformieren, die folgende Eigenschaft aufweist:

1/J2(Xl, Yl) = 0(1) VXI -t -00; YI -t +00 (4.32)

Dass diese Eigenschaft für die Lösung des Randwertproblems von Vorteil ist, wird anhand von
Beziehung (9.19) im Anhang deutlich. Folgende Transformation führt auf eine Funktion 1/J2,die
der Beziehung (4.32) genügt.

1/J2 = 1/JL2-

{
2 2 b b 2}ao pooPws 9 ao 5 0 7/4 2. I YI

- 40320C3T3 YI - 120Cr. (-Xl)YI +"2( -Xl) YI + s"lgn(ßk)"2 (_ )1/4 -ws ws xl

- { CTws (Ai - a6x? - 2aOaisign(ßk)) YI}
2pooPws

(4.33)
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Die Differenzialgleichung (4.30) und die zugehörigen Randbedingungen (4.31) gehen damit
über in

(4.34)

Wieder kann, wie im Anhang durchgeführt, die Methode der Fouriertransformation benutzt wer-
den. Dabei zeigt sich, dass für die Existenz einer nicht exponentiell aufklingenden Lösung eine
Lösbarkeitsbedingung erfüllt sein muss.

4.3 Lösbarkeitsbedingung

Aus der Fouriertransformation der Gleichung (4.34) folgt, dass diese nur dann keine exponentiell
aufklingenden Lösungen aufweist, wenn gilt

g(Xz) = 0 => (4.35)

Für den Fall inkompressibler Strömung folgt für die Parameter ao und al aus der numerischen
Integration der Grenzschichtgleichungen entlang eines Flügelprofils im Bereich der Vorderkante
weIche parabolische Form aufweist [1]:

ao > 0; al < 0 (4.36)

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Vorzeichenrelationen (4.36) auch im Fall kom-
pressibler Strömung gültig bleiben, da Gleichung (4.35) nur dann mit dem experimentellen Be-
fund übereinstimmt, dass für Werte des Anstellwinkels, die kleiner sind als der kritische Wert
(!::i.k < 0) die Wandschubspannung (und damit AI(XI)) ein von null verschiedenes Minimum
aufweist [26]. Für!::i.k > 0 hingegen liefert Gleichung (4.35) - im Gegensatz zum Experi-
ment - das Ergebnis, dass die Wandschubspannung im Punkt Xl = - (21all lao)I/2 wurzelartig
den Wert null erreicht (siehe Abb. 3 sowie die Diskussion der Vorderkantenablösung in [4]).
Die mathematische Formulierung dieses Eryebnisses wird als Goldsteinsingularität bezeichnet.
Stromab des Punktes Xl = - (2lad lao)l 2 ist das hierarchische Konzept der Grenzschicht-
theorie nicht mehr anwendbar. Die Tatsache, dass die Lösbarkeitsbedingung (4.35) unter der
Bedingung (4.36) im Einklang mit den Beobachtungen ist, läßt den Schluss zu, dass die Grund-
lösung tatsächlich - mit gleich zu besprechenden Einschränkungen - die Strömungsverhältnisse
beim kritischen Anstellwinkel beschreibt. Diese Identifikation gilt mit Ausnahme eines asym-
ptotisch kurzen Gebietes um den Punkt verschwindender Wandschubspannung. Obwohl nämlich
für die Grundlösung als Grenzlösung für !::i.k - 0+ die Stärke der Goldsteinsingularität beliebig
klein wird, ist dennoch auch für diese Lösung das hierarchische Konzept der Grenzschichttheorie
verletzt, da die Richtung der Stromlinien am Grenzschichtrand über dem Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung eine Diskontinuität aufweist. Dies macht folgende, unter Verwendung
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von Gleichung (4.17) gewonnene, Beziehung für die Stromlinienneigung am Grenzschichtrand
deutlich:

(4.37)

'l/;cs bezeichnet hierbei den der Stromlinie am Grenzschichtrand entsprechenden Wert der Strom-
funktion 'l/;.

b.k > 0

T b.k < 0

,,,,,,,,,

b.k = 0

x

Abbildung 3: Wandschubspannungsverläufe für verschiedene Werte der Anstellwinkelvariation !:i.k
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5 Wechselwirkung mit der schall nahen Außenströmung

5.1 Das transsonische Triple Deck

Wie in Kapitel 4.3 dargelegt, ist für den Fall !:::lk 2: 0 das hierarchische Konzept der Grenz-
schichttheorie verletzt und daher eine Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen Grenz-
schichtströmung und reibungsfreier Außenströmung notwendig. In [2] und [3] wurde für den
Fall inkompressibler Strömung diese Wechselwirkung analysiert. Dabei ergab sich, dass eine
Lösung der Navier-Stokes Gleichungen in einem gewissen, von der Reynoldszahl abhängigen
Bereich existiert, für weIche gilt, dass die Wechselwirkung auf ein asymptotisch kurzes Ge-
biet beschränkt bleibt, weIches im Grenzfall Re = 00 verschwindet. Im Folgenden soll nun
die Wechselwirkung für den Fall kompressibler Strömung und schallnaher Bedingungen in der
Außenströmung analysiert werden, beginnend mit der Bestimmung der asymptotischen Abmes-
sungen des Wechselwirkungsgebietes, das die Struktur eines Triple Decks aufweist9.

5.1.1 Bestimmung der asymptotischen Struktur

Wie in den vorangegangenen Kapiteln ausgeführt, bestimmt die Größe der Anstellwinkelvariati-
on !:::lk die Breite von Lower- und Main Deck (in Strömungsrichtung) und damit jenen Bereich, in
dem die Lösung (4.35) gültig ist. Im Folgenden wird nun vorausgesetzt, dass die Größenordnung
der betrachteten Anstellwinkelvariation derart an den Grenzübergang Re -t 00 gekoppelt ist, so
dass die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Strömungsrichtung mit jener, durch die
Anstellwinkelvariation !:::lk festgelegten Ausdehnung von Lower- und Main Deck in Strömungs-
richung im wechselwirkungsfreien Fall übereinstimmt. Eine detaillierte Begründung für diese
Voraussetzung wird in [4] gegeben. Weiters wird angenommen und a posteriori gezeigt, dass
die bisher identifizierte Zweischichtenstruktur und die zugehörigen physikalischen Mechanis-
men durch die Wechselwirkung nicht beeinflusst werden. Das Lower Deck ist demnach, wie im
wechselwirkungsfreien Fall, jener wandnahe Bereich, in dem Trägheits-, Reibungs- und Druck-
kräfte in Balance sind. Das Main Deck bezeichnet den an die Zwischenschicht anschließenden,
lokal reibungsfreien Bereich des Wechselwirkungsgebietes. Neben Lower- und Main Deck muss
auch jenes asymptotisch kurze Gebiet, das in der Außenströmung von der Wechselwirkung be-
einflusst wird und gemäß der gängigen Konvention als Upper Deck bezeichnet wird, betrachtet
werden. Dieses Gebiet habe die Abmessungen 8(Re) bzw. r(Re) in x- bzw. y-Richtung. Die
Außen strömung soll im Wechselwirkungsgebiet die Voraussetzungen der Schallnähe erfüllen,
das Wechselwirkungsgebiet also demnach ein asymptotisch kurzer Bereich um die Schalllinie
sein. In Schallnähe sind mögliche Stöße schwach und die Strömung näherungsweise isentrop.
Dies wird a posteriori mit der für die Außenströmung erhaltenen asymptotischen Entwicklung
bestätigt werden. Weiters wird sich zeigen, dass die in der Außenströmung induzierte Störströ-
mung in führender Ordnung reibungsfrei ist. Unter der Voraussetzung der Reibungsfreiheit bzw.
konstanter Entropie entlang einer Stromlinie kann, wie bei der Diskussion der Grundgleichun-
gen ausgeführt, die Gasdynamische Gleichung verwendet werden. Demnach ist dies auch zur
Analyse der ungestörten Außenströmung sowie der führenden Ordnung der induzierten Stör-
strömung möglich. Eine (generalisierte) Koordinatenentwicklung der in der Gasdynamischen

9Eine deallierte Darstellung der Triple-Deck Theorie findet sich zum Beispiel in [25J.
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Gleichung vorkommenden Geschwindigkeitskomponenten U und V 10 kann in Schallnähe unter
Verwendung der gestreckten Koordinaten Xo = (x - xs)/8 sowie Yo = fj/r folgendermaßen
angesetzt werden: II

U = 1+ KlEI + ~u; V = ~v

~u = uloxo8 + UOl(El)ryo + Un (Edr8xoYo + ... + uo(xo, Yo, Ed (5.1)

~v = VOl(El )ryo + Vn (Ed8rxoYo + ... + vo(xo, Yo, Ed

KI, der sogenannte schall nahe Ähnlichkeitsparameter, ist zusammen mit dem Entwicklungspa-
rameter EI(Re), dessen Größenordnung noch zu bestimmen sein wird, ein Maß für die Schallnä-
he der Strömung. Uo bzw. Vo bezeichnen die aufgrund der Wechselwirkung induzierten Ge-
schwindigkeitsstörungen in der Außen strömung. UlO ist ein konstanter Entwicklungskoeffizi-
ent. Die weiteren Koeffizienten (Uol,Un,Vol, usw.) hängen vom Entwicklungsparameter EI ab.
Durch Einsetzen von (5.1) in die Gasdynamische Gleichung können Relationen zwischen diesen
Koeffizienten bestimmt werden. Für den für die Bestimmung der asymptotischen Struktur des
transonischen Triple Decks maßgeblichen Koeffizienten UOlergibt sich

(5.2)

Ks bezeichnet hierbei den lokalen Krümmungsradius der Wand am Punkt x = Xs. Im Wechsel-
wirkungsgebiet soll per definitionem die lokale Machzahl nur wenig vom Wert 1abweichen und
insbesondere ein Schalldurchgang möglich sein. Damit erhalten wir für die Größenordnung der
wandparallelen Geschwindigkeitsänderung im Wechselwirkungsgebiet

(5.3)

Die asymptotischen Abmessungen des Wechselwirkungsgebietes rund 8 sowie der Entwick-
lungsparameter EI müssen nun so gewählt werden, dass die Geschwindigkeitsänderungen ~u
und ~v durch eine nichttriviale Beziehung miteinander verknüpft werden, die Gasdynamische
Gleichung demnach nicht degeneriert. Der dadurch charakterisierte Grenzübergang EI -t 0 bzw.
Re -t 00 wird auch als transonisches Limit der Gasdynamischen Gleichung bezeichnet. Aus der
Gasdynamischen Gleichung und der Bedingung der Drehungsfreiheit folgt damit

~U (~u/8) '" ~v/r; ~u/r '" ~v/8

3 2 86
3=> (~u) '" (~v) '" r6 '" El

=> r rv El-1/28

(5.4)

Um die Analyse der Strömung im Upper Deck fortsetzen zu können, ist es notwendig, das Ver-
hältnis der Größenordungen von Uo und 8 zu kennen. Dazu muss die Strömung in Main- und
Lower Deck untersucht werden. Letzteres habe die Abmessungen 8(Re) bzw. 8(Re) in x-

101mFall des idealen Gases hängt die in der Gasdynamischen Gleichung auftretende Schallgeschwindigkeit c aus-
schließlich von den Geschwindigkeitskomponenten u und v ab (siehe Beziehung (2.22) ).

IIUm bei der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente u eine Gleichheit zwischen Bezeichnung und Index zu
vermeiden, wird im Upper Deck statt des naheliegenden Index u der Index 0 verwendet.
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bzw. y-Richtung. Das Verhältnis, in dem die Abmessungen des Decks in x- bzw. y-Richtung
zueinander stehen, folgt aus der Analyse der Grenzschichtgleichungen am Beginn der Arbeit
(Beziehung 3.5) zu:

(5.5)

Aus der Anpassung an die linear von x abhängige Wandschubspannung außerhalb des Wechsel-
wirkungswirkungsgebietes folgt für die Größenordnung der Wandschubspannung in diesem:

(5.6)

fil bezeichnet hierbei die wandparallele Geschwindigkeitsstörung im Lower Deck.
Wie aus Beziehung (4.30) hervorgeht, wird der Verlauf der Wandschubspannung durch nicht-
lineare Trägheitsterme mitbestimmt. Die Wechselwirkung setzt demnach dann ein, wenn die
Größenordnung des induzierten Druckgradienten jene der nichtlinearen Trägheitsterme erreicht
und damit die - den Druckgradienten mittelbar bestimmende - Wandschubspannung beeinflusst
wird.
Wir erhalten daher für die im Lower Deck wirkende Druckstörung PI die Abschätzung

(5.7)

Im Fall inkompressibler Strömung sind die Druckstärungen in den einzelnen Decks von gleicher
Gräßenordnung, [2]. Dass dies für den kompressiblen Fall ebenfalls gültig ist, wird an dieser
Stelle a priori angenommen und im weiteren Verlauf der Arbeit verifiziert werden:

(5.8)

Aus der Linearisierung der Euler-Gleichung ergibt sich im Upper Deck der folgende Zusammen-
hang zwischen induzierter Druckstärung und wandparalleler Geschwindigkeitskomponente:

(5.9)

Wir erhalten damit aus den Beziehungen (5.5) - (5.9) für das Verhältnis der Gräßenordnungen
von fio und 8:

fio rv 85/2 = 0(8) (5.10)

Weiters vefeinem wir die Problemdefinition und legen fest, dass der Auf treffpunkt der Schall-
linie im Wechselwirkungsgebiet liegen soll. Dies kommt einer Beschränkung der maximalen
Krümmung im Punkt x = Xs gleich, wie aus den Beziehungen (5.1)-(5.4) und (5.10) ersichtlich
wird:

(5.11 )

(5.12)

Für die Stärgeschwindigkeiten fio und Vo folgt - unter Berücksichtigung der Beziehungen (5.1)-
(5.4) sowie (5.10) und (5.11) - aus der Gasdynamischen Gleichung sowie der Bedingung der
Drehungsfreiheit
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Die für kritischen Anstellwinkel linear von x abhängige Wandschubspannung bzw. Verdrän-
gungsdicke induziert eine - von der Unstetigkeit am Punkt x = Xs abgesehen - konstante Ge-
schwindigkeitsstörung in y-Richtung der Größenordnung Rçl/2 in der Außenströmung, so-
dass für die Größenordnung der wandnormalen Geschwindigkeitsstörung im Upper Deck folgt
Vo = O(Re-1/2). Wir erhalten damit für die induzierte Druckstörung im Upper Deck

(5.13)

Die Lösung des durch die Beziehungen (5.5) (5.6) (5.7) (5.8) und (5.13) definierten algebrai-
schen Gleichungssystems ist

8"" El ""Re-i/6. r"" Re-1/12. 0"" Re-i3/24., , ,
Ul "" Re-5

/
24

; Pl"" Pm"" Po "" Uo "" Re-5
/
12

(5.14)

(5.16)

Aus Uo = 0(8) und dem Ansatz (5.1) kann die physikalische Schlussfolgerung gezogen werden,
dass die Wechselwirkung die Lage der Schalllinie in führender Ordnung im Wechselwirkungs-
gebiet nicht beeinflusst.
Um zu überprüfen, ob die Voraussetzung der Drehungsfreiheit erfüllt ist, gehen wir aus von der
folgenden, für das ideale Gas geltenden Beziehung [27] für den Entropiesprung über einen Stoß:

Unter Beachtung von M; = u2 + v2 sowie mit (5.1) folgt aus (5.15) für die Größenordnung des
Entropiesprungs

Die über einen möglichen Stoß im Wechselwirkungsgebiet induzierte Drehung ist damit gemäß
dem Croccoschen Wirbelsatz höchstens von der Größenordnung O(Ei3)= O(Re-1/2). Für die
mögliche, mit den Störgeschwindigkeiten verbundene Drehung gilt jedoch

(5.17)

Daraus folgt, dass die Strömung mindestens bis zu den in (5.1) betrachteten Größenordnungen
drehungsfrei ist. In Abb. 4 ist die soeben bestimmte asymptotische Struktur des transonischen
Triple Decks schematisch dargestellt. Im Folgenden soll nun die Strömung in den einzelnen
Decks untersucht werden.
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Abbildung 4: Asymptotische Struktur des transonischen Triple Decks - Upper Deck (u.d.), Main Deck
(m.d.) und Lower Deck (l.d.).

5.2 Main Deck
Aufgrund der zuletzt gewonnenen Ergebnisse werden im Main Deck folgende Variablenstreckun-
gen durchgeführt:

-

I

(5.18)

Aus der Anpassung der Strömungsgrößen in der wechselwirkungsfreien Außenzone an jene
im Wechselwirkungsgebiet folgt, dass die asymptotische Struktur der Entwicklungen für die
Strömungsgrößen in Lower- und Main Deck identisch ist mit jener in den genannten Bereichen
im wechselwirkungsfreien Fall. Wir erhalten damit für das Main Deck aus (4.14) und unter
Beachtung von € rv I~kl rv Re-I/3:

'ljJ(xm, Ym) = Re-I/2'ljJmO(xm, Ym) + Re-2/3'ljJml (xm, Ym) + ...
p(xm, Ym) = PmO(xm, Ym) + Re-I/6 PmI (Xm, Ym) + .
T(xm,Ym) = TmO(xm,Ym) + Re-I/6Tml(Xm,Ym) + .

1
P(Xm, Ym) = Po + Re-I/6pOQxm + Re-2/6(kIPI + POl2Xm 2) + Re-5/12Pm(Xm, Ym) + ...

(5.19)

Mittels der Anpassung an den Ansatz (3.17) für die Zwischenschicht können die führenden
Terme folgendermaßen konkretisiert werden:
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Das Einsetzen von (5.19) in die 1. Navier-Stokes Gleichung (2.8) ergibt in führender Ordnung

d'l/Joodpoo a'l/Jml d2'l/Jooa'l/Jml (d'l/Joo) 2 apml d'l/Joo a2'l/Jml
-d--d -a--Poo-d 2 -a-- -d -a-+Poo-d-a a = Fl('l/Joo,Too,poo,poo)Ym Ym Xm Ym Xm Ym Xm Ym Xm Ym

(5.21)
Aus der Energiegleichung (2.11) bzw. den Ableitungen der thermischen Zustandsgleichung (2.3)
nach x- bzw. yerhalten wir

d'l/JooâTml dToo a'l/Jml
-d--a- - -d -a- = F2('l/Joo,Too,poo)

Ym Xm Ym Xm
'T' apml + âTml ,POO
.100-- POO-- = --

aXm axm,-1
apoo âToo
-a Too + poo-a = 0

Ym Ym

Mit (5.22) veinfacht sich (5.21) zu

d'l/Joo a2'l/Jml d2'l/Jooa'l/Jml
-d-a a - _d 2 -a- = F3('l/Joo,Too,poo,poo)

Ym Xm Ym Ym Xm

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist

Anpassung an das Ergebnis (3.22 ) für die Zwischenschicht führt auf die Resultate

H(Ym) = 0; AI(Xm) = ao(-xm) + ... ; Xm -t -CX) ,

F3(Y) = F(y)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

wobei F(y) gemäß Beziehung (4.16) gegeben ist.
Das Eintragen der Ansätze (5.19) in die 2. Navier Stokes Gleichung (2.9) ergibt in führender
Ordnung

apm = 0 . (5.26)
aYm

Wir sehen damit die in der Größenordnungsabschätzung vorweggenommene Gleichheit der Grö-
ßenordnungen der Druckstörungen in den einzelnen Decks gemäß (5.8) bestätigt.

5.3 lower Deck

Folgende Variablenstreckungen resultieren aus der asymptotischen Struktur des Lower Decks:

(5.27)
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(5.29)

Die asymptotische Form der Entwicklungen für die Strömungsgrößen im Lower Deck folgt ge-
mäß den Ansätzen (4.20) und (4.23) für den wechselwirkungsfreien Fall zu

'I/;(XI,YI) = Re-15/24~~~::Yr + Re-18/24'1/;I1(XI,YI) + Re-21/24'1/;12(XI,YI) + ...

p(XI, yL) = Pws + Re-4/24pl1(xI, YI) + Re-7/24pI2(XI, YI) + .
T(xI,YI) = Tws + Re-4/24TI1(XI,yL) + Re-7/241h(xI,YI) + .

1
p(XI, YI) = Po + Re-1/6poOXI + Re-2/6(klPl + P012X?) + Re-5/12pl(XI, YI) + ...

(5.28)

Nach Eintragen dieser Ansätze in die I. Navier Stokes Gleichung (2.8) finden wir, dass die
Bestimmungsgleichung, die wir für die Funktion '1/;11erhalten, ident ist mit derjenigen für den
wechselwirkungsfreien Fall:

pooPws 2 a2'1/;11 POOPws a'l/;l1 a3'1/;11----yi --- - ---YI-- = --
2(CTws)2 aXlaYI (CTws)2 aXI aYr

Die Randbedingungen entsprechen ebenfalls denjenigen für den Fall ohne Wechselwirkung.
Als Lösung erhalten wir demgemäß

Weiters folgt für die Funktion '1/;12:

POOPws 2 a2'1/;12 POOPws a'l/;12 _ CT ß3'1/;12 apl +
CT YI a a - CT YI-a - wS-a 3 - Pws-a2 ws Xl Yl ws XI YI xI

a2'1/;11a'l/;l1 a'l/;l1 a2'1/;11+--------
ay? aXI âYI âXlâYI

Die zugehörigen Randbedingungen sind

(5.30)

(5.31 )

Wie schon im wechselwirkungsfreien Fall erweist es sich für die Lösung dieses Randwertpro-
blems mittels der Methode der Fouriertransformation als vorteilhaft, auf eine Funktion '1/;2 zu
transformieren, die folgende Eigenschaft aufweist:

(5.33)

Dass diese Eigenschaft für die Lösung des Randwertproblems von Vorteil ist, wird anha,:d von
Beziehung (9.19) im Anhang deutlich. Folgende Transformation führt auf eine Funktion '1/;2, die
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der Beziehung (5.33) genügt:

(5.34)

Wir erhalten damit folgende Differenzialgleichung für die Funktion ;[;2:

(5.35)

5.4 Upper Deck

Basierend auf der asymptotischen Struktur des Upper Decks werden folgende Variablenstreckun-
gen durchgeführt:

(5.36)

Gemäß Kapitel 5.1.1 kann die Gasdynamische Gleichung zur Beschreibung der Strömung im
Upper Deck verwendet werden. Die asymptotische Struktur eines Ansatzes des Druckes P sowie
der in der Gasdynamischen Gleichung vorkommenden Geschwindigkeitskomponenten u und v
folgt aus den Größenordnungsabschätzungen (5.13) und (5.14) zu

- ( -) R -5/12 ( )u - u* X, y + e Uo Xo, Yo + .
v = v*(x, y) + Re-1/2vo(Xo, Yo) + .

- ( -) + R -5/12 ( )P - P* X, Y e Po xo, Yo + ...
(5.37)

Die Größen u*, V* und p* beschreiben hierbei die ungestörte, reibungsfreie Außenströmung. Wie
bereits dargelegt, ist die Strömung bis zu den betrachteten Größenordnungen drehungsfrei und
in der Darstellung der Strömung kann daher auf eine Potenzialfunktion übergegangen werden:

1 BcjJ
u= -----.

1+ KY Bx'
BcjJ

V=-
By

(5.38)

K(X) bezeichnet hierbei die lokale Krümmung der Wand an der Stelle x. Das dem Ansatz (5.37)
entsprechende Potenzial wird nun in Form einer generalisierten Koordinatenentwicklung ange-
setzt:

cjJ =(1 + KIRe-1/6)Re-1/6xo + <l>2oRe-2/6x~ + <l>12(Re)Re-2/6xoY;+

+ <l>o2(Re)Re-1/6y; + ... + Re-7/12cjJo(xo, Yo) + ...
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Hierbei wird vorausgesetzt, dass die ungestörten Größen u*(x, y) und v*(x, y) um den Punkt
X = 0, y = 0 in eine Taylorreihe entwickelt werden können und damit in den gestreckten Ko-
ordinaten Xo und Yo ausgedrückt werden können. Weiters bezeichnet die Funktion <Po(xo, Yo)
das mit den Störgeschwindigkeiten uo(x, y) und vo(x, y) assoziierte Störpotenzial. Nach Eintra-
gen von (5.39) in die Gasdynamische Gleichung folgen Relationen zwischen den Koeffizienten
der generalisierten Potenzialentwicklung. Jene für die weitere Analyse wesentlichen Relationen
sind:

<l>02(Re) = Re-1/6 (-y + 1) K1<l>20 + O(Re-2/6); <l>12(Re) = 2<1>~0(-y + 1) + O(Re-1/6)
(5.40)

Damit ergibt sich für die Entwicklung für das Potenzial <P:

<P =(1 + KIRe-l/6)Re-l/6xo + <l>20Re-2/6x~ + 2<1>~0(-y + 1) Re-2/6xoY;+
+ (-y + 1) K1<l>20Re-1/6y; + ... + Re-7/12<po(xo,Yo) + ...

(5.41)

Nach Eintragen von (5.41) in die Gasdynamische Gleichung erhalten wir für das Störpotenzial
<Po:

mit <1>12= 2<1>~0(-y + 1).
Für die Druckstörung folgt aus der Euler Gleichung (2.23)

a<po
Po =--axo

(5.42)

(5.43)

Schließlich erhalten wir mittels Anpassens der Entwicklungen (5.19) im Main Deck und (5.37)
im Upper Deck:

(5.44)

5.5 Wechselwirkungsproblem und Lösbarkeitsbedingung

Die Beziehungen (5.35), (5.42), (5.43) und (5.44) definieren zusammen das Wechselwirkungs-
problem. Für die numerische Behandlung ist es vorteilhaft, möglichst viele der auftretenden
Konstanten mittels Affintransformationen zu eliminieren. Für das vorliegende Wechselwirkungs-
problem werden dazu folgende Transformationen durchgeführt:

Xl = Xo = nIX; YI = n2Yj ~2 = n3W Pl = Po = n4P;
alkl = nsaj Al = n6A; <Po= n7<1>j Yo = nsY;
KI = ngK; 2<1>20= nlOc .

(5.45)

Die Werte der Konstanten nI bis nlO sind im Anhang angeführt. Für die Konstante c ergibt sich,
wie ebenfalls im Anhang ausgeführt, der Wert -..j2.
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Das Wechselwirkungsproblem liegt nunmehr in einer von den speziellen Werten der die unge-
störte Strömung kennzeichnenden Größen POO, <P20, aD, C, Tws, Pws unabhängigen Form vor. Im
Lower Deck erhalten wir

~y2 a2w _ yaw = ß3w _ dp
2 axay ax ay3 dX

aw 1 (2 2 )Wly=o = 0; ayly=o = -2 A - X - 2a = g(X)

y = +00 : W = 0; X = -00 : W = 0

(5.46)

Die im Upper Deck geltende Beziehung (5.42) sowie die Kopplungsgleichungen (5.43) und
(5.44) werden unter den Affintransformationen übergeführt in

- 2 a2<I> a2<I> a<I>
[K + cX + y ] aX2 - ay2 = -cax

a<I> a<I> dA
p = - ax(X,O); ay(X,O) = - dX

(5.47)

Aus der im Anhang durchgeführten Fouriertransformation der Gleichung (5.46) folgt, dass diese
nur dann keine exponentiell aufklingende Lösung aufweist, wenn folgende Lösbarkeitsbedin-
gung erfüllt ist:

X 2
A2 _ X2 - 2a = À J a <I> (t 0) dt

at2 ' vX - t
-00

(5.48)

. (-1/4)!
mIt À = y2(1/4)!'
Der Parameter a ist gemäß den Affintransformationen (5.45) mit dem die Anstellwinkelvariation
charakterisierenden Parameter kl assoziiert.12

12Es gilt hierbei zu beachten. dass mit al < 0 (siehe Beziehung (4.36» und ns > 0 (siehe Kapitel 8.1) eine positive
Anstellwinkelvariation (kl > 0) mit einem negativen Wert des Parameters a verbunden ist.
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5.6 Die Charakteristiken der Upper Deck Gleichung

Dier Upper Deck Gleichung (5.47)

(5.49)

ist eine Differenzialgleichung vom gemischten Typus, d.h sie hat abhängig vom Ort hyperboli-
schen, elliptischen oder parabolischen Charakter. Es gilt:

[K + eX + y2] < 0 :

[K + eX + y2] > 0 :

[K + eX + y2] = 0 :

elliptischerTyp ,

hyperbolischerTyp ,

parabolischerTyp

(5.50)

Durch die Gleichung K + eX + Y}(X) = 0 wird die Lage der Schalllinie Ys(X) festge-
legt - jener Linie, an der die Differenzialgleichung vom elliptischen zum hyperbolischen Typ
wechselt. Die Bestimmung der Charakteristiken einer hyperbolischen Gleichung stellt einen sy-
stematischen Schritt zur Lösung derselben dar. Zur Berechnung der (reellen) Charakteristiken
der Upper Deck Gleichung im hyperbolischen Bereich ([ K + eX + y2] > 0) wird auf die Va-
riablen ç(X, Y) sowie 1](X, Y) transformiert, die die Upper Deck Gleichung in die kanonische
Form

â2\11 â\ll â\ll
âçâ1] = F( âç , â1] , \II); <I> (X, Y) = \II (ç(X, Y), 1](X, Y)) (5.51)

überführen, wenn ç und 1] die charakteristischen Koordinaten der Upper Deck Gleichung sind,
d.h. die folgenden Bedingungen erfüllen \3:

[K + eX + y2] (:~) 2 + (-1) (:~ ) 2 = 0

[K + eX + y2] (:;) 2 + (-1) (:; ) 2 = 0

Aus dem totalen Differenzial von ç und 1] erhalten wir:

(5.52)

âç
dY _ âX.
dX I~=const - - âç ,

âY

â1]
dY âX
dX II1=const = - â1]

âY
(5.53)

Zusammen mit (5.52) folgen aus der soeben erhaltenen Beziehung die Richtungsbedingungen
der Charakteristikenscharen ç = eonst sowie 1] = eonst:

dY 1
dX I~=const = + VK + eX + y2
dY 1
dX II1=const = - VK + eX + y2

(5.54)

UDie zu den genannten Bedingungen führenden Rechenschritte werden zum Beispiel in [28] anhand einer allgemei-
nen partiellen Differenzialgleichung zweiter Ordnung im Detail durchgeführt.
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Die Vorzeichen der Terme :~ / :t sowie :; / :; wurden hierbei derart gewählt, dass die
Charakteristiken schar ç = canst gemäß der gängigen Konvention die von der Strömungsrich-
tung aus gesehen linksläufige Schar ist und die Schar fJ = canst jene ist, deren Richtung nach
rechts weist.
Um die Charakteristiken ç(X, Y) und fJ(X, Y) explizit zu bestimmen, werden die zugehörigen
Richtungsbedingungen in der folgenden Form dargestellt:

- dX + gJ K + eX + y2dY = 0 ,

ç = canst: 9 = 1; fJ = canst: 9 = -1
(5.55)

(5.57)

1M = ~ - (5.56)
gyK + eX + Y2t _ K~cX

Die damit mögliche Integration von (5.55) ergibt unter Verwendung der Variablen ( = -(K +
cX)/y2 = X /y2:

ç((, Y) = ln 1-2( - cJ1=(1
_ 2c arctanh [4yr::( - c] + 2ln Y ,

y16 + c2 y16 + c2

fJ((, Y) = ln 1-2( + cJ1=(1
2c [4yr::( + c] -+ --==== arctanh -~-c::....-_-_-_- + 2ln Y

y16 + c2 y16 + c2

Gleichung (5.55) liegt nicht in der Form eines vollständigen Differenzials vor. Im Anhang ist
ausgeführt, wie ein integrierender Faktor von (5.55) gefunden werden kann, welcher gegeben ist
durch:

Die durch ç = canst bzw. fJ = canst festgelegten Charakteristikenscharen sind in Abb. 5 dar-
gestellt. Darin sind an den durch ( = -1 und ( = 1/2 definierten Punkten Linienhäufungen zu
erkennen, die eine Folge der Darstellung der Funktionen ç und fJ mittels äquidistanter Höhenli-
nien sind und damit starke Anstiege in den Funktionen kennzeichnen. Wie im weiteren Verlauf
der Arbeit gezeigt wird, sind die durch ( = -1 und ( = 1/2 definierten Punkte Orte mögli-
cher Unstetigkeiten in der Lösung der Upper Deck Gleichung. Mittels sowohl mathematischer
als auch physikalischer Argumente können diese Unstetigkeiten bestimmt werden. Dies wird im
weiteren Verlauf der Arbeit durchgeführt.
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Abbildung 5: Charakteristikenscharen ç = const und Tl = eonst dargestelIt als äquidistante Höhenli-
nien der Funktionen ç(X, Y) und Tl(X, Y). Die Koordinate X ist dabei gegeben durch
X = -K -eX = ,j2x - K. Die schwarze Linie mit gräßererStrichbreite kennzeichnet
die Schalllinie «; = 1). Die in der Abbildung ersichtlichen Linienhäufungen bzw. starken
Anstiege von ç und Tl befinden sich an den durch (; = -1 und (; = 1/2definierten Orten.

5.7 Ähnlichkeitslösung für das transsonische Fernfeld

In der vorliegenden Arbeit konnte für das durch die Gleichungen (5.47) und (5.48) definierte
Wechselwirkungsproblem keine geschlossene Lösung in Form einer Integralgleichung für die
Wandschubspannung A und insbesondere kein analytischer Zusammenhang zwischen dem Po-
tenzial <I> und der Wandschubspannung A gefunden werden wie dies im Fall der marginalen
Ablösung bei inkompressibler Strömung [2] möglich war. Das Femfeldverhalten des Potenzi-
als <I> ist jedoch analytisch zugänglich und ermöglicht Einsichten sowohl in die Mathematik als
auch die Physik des Wechselwirkungsproblems. Darüberhinaus ist es auch für eine weiterführen-
de numerische Behandlung des Problems von Bedeutung. Im Folgenden wird gezeigt, dass das
Femfeldverhalten des Potenzials <I> durch eine Änhlichkeitslösung der Upper Deck Gleichung
(5.49) bzw. (5.47) gegeben ist. Wir gehen dazu unter Verwendung der bereits eingeführten Ko-
ordinate X = - K - eX aus von der Upper Deck Gleichung in der Form:

[y2 _ X] 2 8
2

_<1> _ 8~<I> = 2 8~
e 8X2 8y2 C 8X
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Die Randbedingung für das Potenzial <I>(siehe' Beziehung (5.47» nimmt im Femfeld unter Ver-
wendung der Heaviside'schen Sprungfunktion 8(X) folgende Form an:

a<I> - -
ay(X,O) = -28(X) + 1+ ... ; IXI-t 00 (5.59)

Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, dass sich die Funktion A für IXI -t 00 an die in Kapitel
3.2 beschriebene Grundlösung der marginalen Ablösung annähert, deren Steigung nach Anwen-
dung der Affintransformationen (5.45) den Absolutbetrag 1 aufweist.
Wir untersuchen nun, unter welchen Transformationen - wir beschränken uns hierbei auf Streckun-
gen - der unabhängigen sowie abhängigen Variablen die Differenzialgleichung (5.58 ) sowie die
zugehörige Randbedingung (5.59) im Fernfeld invariant bleibt14. Folgende Notation soll dafür
verwendet werden:

X = é" X; Y = J3 Y; ci>= e"f <I> (5.60)

Das Durchführen der Transformationen (5.60) in (5.58) und (5.59) führt auf das Resultat, dass
die Differenzialgleichung und die zugehörige Randbedingung invariant gegenüber (5.60) sind,
falls die Transformationsparameter a, ß und / folgendem Zusammenhang unterliegen:

ß = / = aj2 (5.61)

Offenkundig gilt für die transformierten Größen im Fall der Invarianz von (5.58) und (5.59):

ci>(X, Y) = <I>(X, Y)

Daraus resultiert zusammen mit (5.60) und (5.61): .

<I>(X, Y) = e-o/2 <I>(X, Y)

Wir erhalten weiters durch Ableiten nach dem Transformationsparameter a:

(5.62)

(5.63)

~<I>(X Y) = 0 = ~ (e-O/2 <I>(X Y)) = -~e-o/2<I>(X Y) + e-o/2aX a~ + e-o/2~y a~
da' da ' 2 ' ax 2 ay

- - - a<I> - a<I>=> <I>(X, Y) = 2X-_ + Y-_
ax ay

(5.64)

Die Analyse der Charakteristiken der soeben erhaltenen Gleichung erlaubt das Potenzial <I>näher
zu bestimmen. Mit s als Laufparameter auf einer Charakteristik ist die differenzielle Änderung
der Funktion <I>bei Weiterschreiten des Weges ds auf dieser Charakteristik gegeben durch:

- -a<I>dX a<I>dY d<I>--+----ax ds ay ds - ds (5.65)

14Eine Gleichung ist gegenüber einer Transformation ihrer Variablen invariant, falls die Transformation die Struktur
der Gleichung nicht ändert, die Gleichung daher in den transformierten Koordinaten gleich gelesen wird wie in
den ursprünglichen (siehe dazu [16]).
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Durch Vergleich der Beziehungen (5.64) und (5.65) können folgende Gleichungen für die Dif-
ferenzialquotienten in (5.65) gewonnen werden:

(5.67)

(5.66)del> = el>
ds

dY --y.-;j;- ,dX = 2X'
ds '

Mittels Integration erhalten wir:

X = Xo e2s; y = Yo eS; el> = el>o eS

Der Index 0 bezeichnet hierbei die betreffenden Größen für s = O. Durch Elimination des
Parameters s folgt schließlich:

el>o - -
el> = -_ Y = YC(()

Yo
(5.68)

Beziehung (5.68) zeigt, dass das Potenzial el> im Femfeld durch eine Ähnlichkeitslösung gegeben
ist. In den ursprunglichen Koordinaten erhalten wir daher:

eI>(X, Y) = YC(;2) = YC(() (5.69)

(5.70)

Das Eintragen dieser Ähnlichkeitslösung in die Differentialgleichung (5.58) und die zugehörige
Randbedingung (5.59) führt mit c = - j2 (siehe Anhang zur Bestimmung der Konstante c) auf
folgende gewöhnliche Differenzialgleichung:

Cil (2( 2 + ( - 1) + C' (( - 1) = 0 ,

C - 2(C' = -1; (= +00 ,
C - 2( C' = +1; (= -00 .

Gleichung (5.70) ist vom hypergeometrischen Typus und weist die singulären Stellen

(5.71)

auf. Die durch ( = -1 definierte Linie ist identisch mit einer rechtslaufenden Charakteristik
1/ = canst, jene durch ( = -1/2 festgelegte ist identisch mit einer linkslaufenden Charakteristik
ç = canst (siehe Abb. 5).
Mit der Transformation

C(() -t H(r); (5.72)

wird (5.70) in die Normalform der hypergeometrischen Gleichung übergeführt:

H",(r - 1) + H' [~ - ~] = 0 ,

H - 2 [,- ~] H' = -1; , = +00 ,

H - 2 [,- ~] H' = +1; , = -00

(5.73)
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Die zugehörige allgemeine Lösung lautet mit F als allgemein üblicher Bezeichnung für die
hypergeometrische Funktion IS:

H 1/3 1 1 4Al + A2'" F(-- - -' ",).
I 6' 3' 3' I ,

1/2 1 1 1 1BI + B2'" F(-- -- -' -).
I 2' 6' 2' I '

( )

1/3
12 I 114 I

Cl + C21r - 11/ 1-1 F( -6' 3' 3; I - 1);

o ~ I ~ 1, (5.74)

1 ~ I ~ 00, (5.75)

-00 ~ I ~ O. (5.76)

Die Sprungbedingungen, welche die Funktion H an den singulären Stellen 0 und 1 erfüllen
muss, ergeben sich zu (siehe Anhang zur Ableitung):

IS(rS -1) {H'ls - ~(rs -~) {HL = 0; IS = 0,1 (5.77)

Die Notation {} S kennzeichnet hierbei die Differenz zwischen Rechtswert (an der Stelle ,;)
und Linkswert (an ,.;) einer Strömungsgröße. Wie sich mit dem Verhalten der Lösung H an
den singulären Stellen 0 und 1 zeigen lässt, gilt für den ersten Term der Sprungbedingung

IS(rS -1) {H'}s = 0; IS = 0,1

Damit verbleibt die Bedingung

{HL = 0; IS = 0, 1

(5.78)

(5.79)

Zusammen mit den Randbedingungen (siehe Beziehung 5.73) erhalten wir damit für die Kon-
stanten der Funktion H:

BI = -1; (5.80)

Zur Festlegung der weiteren Konstanten A2 und C2 der Funktion H benutzen wir eine physikali-
sche Argumentation, die auf den mit dem Potenzial <I>assoziierten Geschwindigkeiten aufbaut,
für die gilt:

- 2H'
ü = 8<I>/8X = 3 y; - [2],ïï = 8<1>/8Y = H - 2 I - 3 H (5.81)

Auf der durch ~ = -1 bzw. I = 0 festgelegten rechts laufenden und damit in das Wechselwir-
kungsgebiet einlaufenden Charakteristik darf kein Sprung in den Geschwindigkeiten auftreten.
Dieser müsste in diesem Fall stromaufwärts generiert werden, was auszuschließen ist. Mathe-
matisch wird dieser Sachverhalt ausgedrückt durch:

{ïïL = {HL - 2 ['S -~] {H'ls = 0; IS = 0 (5.82)

1SOiehypergeometrische Funktion F( a, b, c; x) ist an der Stelle lxi = 1absolut konvergent, wenn c > a + bist [29].
Dies ist im vorliegenden Fall zutreffend, weshalb die angegebenen Wertebereiche jeweils die Stelle 1 beinhalten.
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Das Anwenden dieser Bedingungen auf die allgemeinen Lösungen (5.74) und (5.76) liefert das
Ergebnis:

(5.83)

Um eine physikalisch anschaulichere Darstellung der Sprungbedingung (5.77) zu erhalten, ge-
hen wir ebenfalls auf die mit dem Potenzial <1>assoziierten Geschwindigkeiten ü = 8<1>/ 8X und
ii = 8<1>/ 8Y zurück und erhalten die Sprungbedingung in der Form:

(5.84)

Das Verhalten der Lösung der hypergeometrischen Gleichung (5.73) ist für 1 -t 0+ gegeben
durch:

Rh) = Al + A2Il/3 + ... ; 1-t 0 + (5.85)

Die Geschwindigkeitskomponenten u und v, die gemäß (5.81 ) proportional zur ersten Ableitung
von R sind, weisen damit für den Fall A2 i= 0 an der Stelle 1 = 0 eine Singularität auf.
Die durch 1= 0 bzw. ( = -1 festgelegte Charakteristik verläuft jedoch in das Gebiet der
ungestörten Strömung hinein, die keine Singularitäten enthält. Daher folgt:

(5.86)

(5.87)

Das Potenzial <1> ist damit im Femfeld bis auf eine additive Konstante festgelegt, welche für
die Wechselwirkung ohne Bedeutung ist. Die das Wechselwirkungsproblem konstituierenden
Gleichungen können damit hinsichtlich einer numerischen Behandlung vervollständigt werden.
Wie schon in Kapitel 5.5 ausgeführt, erhalten wir im Lower Deck (siehe Beziehung (5.46» mit
den dort eingeführten Variablen:

1 2 82w 8w oJw dp
"2Y 8X8Y - Y 8X = 8y3 - dX

8w 1 (2 2 )Wly=o = 0; 8y1y=o = -"2 A - X - 2a = g(X)

Y = +00 : W = 0; X = -00 : W = 0

Die Existenz einer nicht aufklingenden und damit die Randbedingung an der Stelle Y = +00
erfüllenden Lösung dieser Differentialgleichung ist an folgende Bedingung geknüpft (siehe
Beziehung(5.48»:

X

A2 - X2 - 2a = -À J dp (t) dt
dt ';X - t

-00

(5.88)

(5.89)

Mit dem soeben bestimmten Femfeldverhalten des Potenzials <1> können die im Upper Deck
geltenden Beziehungen (5.47) erweitert werden zu:

- 2 82<1> 82<1> 8<1>
[K + cX + Y ] 8X2 - 8y2 = -c8X

8<1> 8<1> dA
p = - 8X(X,0); 8Y (X, 0) = - dX

<1> = YH (~ { 1 _ K ;2cX } ) + ... ;
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Im weiteren Verlauf der Arbeit wird eine numerische Behandlung des durch die Gleichungen
(5.87), (5.88) und (5.89) definierten Fundamentalproblems der schallnahen marginalen Ablö-
sung für den Fall K -+ -00 vorgestellt. Die dort verwendete Methodik ist grundsätzlich auch
im Fall K = 0(1) anwendbar und die für die vorliegende Arbeit geschaffenen Computerpro-
gramme sind auch dahingehend adaptierbar. Dass zuerst eine Numerik für K -+ -00 erarbeitet
wurde, liegt darin begründet, dass das soeben dargestellte Femfeldverhalten des Potenzials <P
für K = 0(1) erst am Ende der für die vorliegende Arbeit anberaumten Zeitspanne bestimmt
werden konnte.
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(6.1)

6 Asymptotische Entwicklung des
Wechselwirkungsproblems für große negative Werte des
Schallnäheparameters K

6.1 Der Grenzübergang zu reiner Unterschall- bzw. Überschallströmung

Im Folgenden wird das Wechselwirkungsproblem - repräsentiert durch die Beziehungen (5.88)
und (5.89) - mit Hilfe einer asymptotischen Analyse für den Fall großer Werte des Schallnähe-
parameters K untersucht. Für IKI --+ 00 findet im Wechselwirkungsgebiet der Übergang vom
schallnahen Strömungsregime zur reinen Unterschallströmung (sign(K) < 0) bzw. Überschall-
strömung (sign( K) > 0) statt. Für den Schallnäheparameter K folgt gemäß (5.1) und (5.45):

K = KI = Mô - I Rel/6 = UD - I Rel/6
ng ng ng

Mô bezeichnet hierbei die kritische Machzahl und UD die wandparallele Geschwindigkeitskom-
ponente am Punkt Xo = Yo = O.
Im Fall inkompressibler Strömung ist die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Strö-
mungsrichtung sowie normal dazu von der Größenordnung Re-l/S• [2]. Im Fall reiner Unterschall-
bzw. Überschallströmung weist das Wechselwirkungsgebiet ebenfalls diese Größe auf, wie unter
Zuhilfenahme der Prandtl-G1auert Transformation gezeigt werden kann. Gemäß (6.1) strebt der
Absolutbetrag des Schallnäheparameters IKI beim Übergang zum Fall reiner Unterschall- bzw.
Überschallströmung mit Rel/6 gegen unendlich. Im Übergang IKI = 0(1) auf IKI = 0(Rel/6)

schrumpft deshalb die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Strömungsrichtung von
Re-l/6 auf Re-l/S sowie jene normal dazu von Re-l/12 auf Re-l/S. Ein Wechsel auf innere
Koordinaten (X, Y) im Sinne der Grenzschichtterminologie für dieses verkleinerte Wechselwir-
kungsgebiet im FalllKI --+ 00 wird daher folgendermaßen angesetzt:

{ }

l/S
X = XRel/3D = X Kng

Mô -1

y = YRe7/6D = y' {IM~:II}1/2

{ }

7/ID
y' = Y Kng

Mô-1

(6.2)

Die Koordinate Y' wird nachfolgend zur Demonstration der korrekten Anpassung der erhalte-
nen Ergebnisse an jene im nicht schall nahen Strömungsregime geltenden benutzt werden.
Die Anstellwinkelvariation (ßk) ist über die Reynoldszahl an die Geometrie des Wechselwir-
kungsgebietes gekoppelt (siehe zum Beispiel Kapitel 5.2). Dies beachtend folgt für den die An-
stellwinkelvariation charakterisierenden Parameter ä im verkleinerten Wechselwirkungsgebiet:

ä = aRel/lS = a( _ K)2/S
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Die zugehörige innere Entwicklung des Potenzials cl> (cI>i) und der Wandschubspannung A wird
wie folgt angesetzt:

7/10 --cl>i = IKI- cl>o(X, Y) + ...
1/5 -A = IKI- Ao(X) + ...

(6.4)

(6.5)

Die Größenordnung IK 1-1/5 des führenden Terms der Entwicklung für die Wandschubspannung
A ist Folge der Linearität derselben außerhalb des Wechselwirkungsgebietes. Aus der Kopp-
lungsbedingung (siehe auch Beziehung (5.47) )

ß~i(X 0) = _ dA
ßY' dX

(6.6)

sign(K) > 0

sign(K) < 0

sowie aus der Definition der inneren Koordinaten (6.2) erhalten wir die Größenordnung IK 1-7/10

des führenden Terms der Entwicklung für das Störpotenzial cI>. Einsetzen von (6.4) in (5.47) führt
auf das Resultat, dass die Funktion cl>o folgenden Gleichungen genügt:

ß2c1>o ß2c1>o _ 0
ßX2 + ßy2 - ,

ß2c1>o ß2c1>o _ 0
ßX2 - ßy2 - ,

(6.7)

Unter Verwendung der Koordinate y' (siehe (6.2)) ergibt sich hingegen:

Mô - 1ß2c1>o _ ß2c1>o _ 0
ng ßX2 ßy,2-

Werden in der soeben erhaltenen Gleichung die Affintransformationen (5.45) rückgängig ge-
macht und mit den Affinkonstanten n1, n7 und ns zu den Variablen X,Y' bzw. cl>o korrespon-
dierende Größen eingeführt gemäß

(6.9)

(6.8)x = Xn1; y = Y'ns; <Po= cl>on7

so erhalten wir mit den im Anhang angeführten Werten von n1,n7,nS und ng:

* ß2 <Po ß2 <Po
(r + l)(Mo - 1) ßx2 - ßy2 = 0

Für ein durch marginale Wechselwirkung in kompressibler, nicht schallnaher Strömung im Up-
per Deck induziertes Störpotenzial <P gilt hingegen:

(6.10)(M2 _ 1) ß2<p _ ß2<p = 0
o ßx2 ßy2

Mit der zwischen der kritischen Machzahl Mô und der entsprechenden Machzahl Mo gelten-
den Beziehung (siehe zum Beispiel [27])

(6.11)Mô - 1 = 'Y: 1 (M6 - 1) + O(M6 - 1)2; Mo --'t 1

ist unmittelbar ersichtlich, dass das für IKI --'t 00 erhaltene Ergebnis (6.9 ) korrekt in jenes für
das nicht schallnahe Strömungsregime geltende (6.10) übergeht.
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6.2 Terme höherer Ordnung für K - -00

Der Fall großer negativer Werte des Schallnäheparameters K repräsentiert den Übergang zur
reinen Unterschallströmung. Um diesen Übergang im Detail zu studieren, erweitern wir die
Entwicklungen des Potenzials <P und der Wandschubspannung A folgendermaßen:

<Pi = (-K)-7/1O<PO(X, Y) + (-K)ß<Pl(X, Y) + ...
A = (_K)-1/5 Ao(X) + (-K)Q Al(X) + ... (6.12)

Durch Einsetzen von (6.12) in (5.47) ergeben sich die die Größenordnung der Terme 2. Ordnung
bestimmenden Exponenten a und ß zu

14
a---'- 10'

ß = _19
10

(6.13)

Weiters erhalten wir daraus für das Störpotenzial 2. Ordnung, <Pl, folgende Bestimmungsglei-
chung:

82~1 + 82~1 = eX 82~0 e 8<P_o (6.14)
8X2 8y2 8X2 + 8X

Um die Bestimmungsgleichungen der Wandschubspannungsterme Ao und Al zu erhalten, set-
zen wir die Entwicklungen (6.12) in die Lösbarkeitsbedingung (5.48) ein:

2 -
8 ~i (i 0) dt (_K)3/10
8t2 ' ~vX -t

(AO( _K)-1/5 + Al (_K)-14/10 + ...r-X2( _K)-2/5 - 2ä( _K)-2/5 =

b=O(l) X

J 82<pa dt J
+À -82 (t,O)~+À

t X - t
-00 b( _ K) 1/5

(6.15)

<Pa bezeichnet hierbei die äußere Entwicklung (im Sinne der Grenzschichtterminologie) des
Potenzials <P fur K -t -00. Die Kenntnis dieser äußeren Entwicklung ist für die Bestimmung
der Wandschubspannungsterme Ao und Al nicht notwendig. Wir erhalten aus der führenden
Ordnung (_K)-2/5 sowie aus der zweiten Ordnung (_K)-8/5 der Entwicklung (6.15) folgende
Bestimmungsgleichungen für Ao und Al:

X 2 -
2 - 2 - J 8 <Po - dtAo - X - 2a = +À 8-2 (t, 0) ~

t X - t
-00

x _

J 82<pI - dt
2AoAI = +À ~(t,O) ~

8t X - t
-00

(6.16)

(6.17)

Bei den Beziehungen (6.16) und (6.17) muss beachtet werden, dass divergierende Anteile der
darin enthaltenen Integrale nicht mehr den Größenordnungen (_K)-2/5 bzw. (_K)-8/5 zu-
gehören. Diese Tatsache wird bei der Bestimmung des asymptotischen Verhaltens von Al für
X -t -00 von Bedeutung sein.

44



(6.20)

Aus der Kopplungsbedingung (6.5) und den Entwicklungen (6.4) erhalten wir in den ersten bei-
den Ordnungen:

a~o(X 0) = _d~oay' dX (6.18)

a~l (X 0) = _ d~lay' dX (6.19)

Das Wechselwirkungsproblem erster Ordnung für K -- -00 wird damit durch die Gleichun-
gen (6.6 ), (6.16) und (6.18) beschrieben, jenes zweiter Ordnung durch die Gleichungen (6.14),
(6.17) und (6.19). Wie zu Beginn des Kapitels erläutert, findet im Wertebereich K -- -00

im Wechselwirkungsgebiet der Übergang von schall naher Strömung zur reinen Unterschallströ-
mung statt, in der für die im Upper Deck induzierte Störströmung Beziehung (6.10) gültig ist.
Die marginale Ablösung im reinen Unterschall ist damit strukturell jener in inkompressibler
Strömung äquivalent - der in (6.10) auftretende Faktor MJ-1 kann in die Affintransformationen
aufgenommen werden. Das für K -- -00 erhaltene Wechselwirkungsproblem erster Ordnung
ist damit abgesehen von den Affintransformationen identisch mit dem in [2] behandelten.

6.3 Bestimmung des Potenzials <Po im Fernfeld

Das Potenzial <1>0 ist in Abhängigkeit von Ao über das Hilbert-Integral analytisch zugänglich.
Dies wurde in [2] benutzt und als (analytisches) Ergebnis des Wechselwirkungsproblems eine
Integralgleichung für die Wandschubspannung A erhalten. In der vorliegenden Arbeit wurde ein
anderer Weg beschritten und auch das Wechselwirkungsproblem erster Ordnung (Gleichungen
(6.6), (6.16) und (6.18) ), welches mit dem in [2] behandelten identisch ist, numerisch gelöst. Ei-
ne numerische Behandlung ist im Hinblick auf weiterführende Arbeiten ein Vorteil, als dadurch
die Möglichkeit gegeben ist, rasch eine Lösung für den Fall modifizierter Randbedingungen zu
erhalten. Als Beispiel sei hier die Erforschung der Auswirkung eines kleinen Störkörpers im Up-
per Deck erwähnt, die in der vorliegenden Arbeit durchgeührt wurde (siehe Kapitel 7.2.2). Die
numerische Behandlung und die damit einhergehende (numerische) Einschränkung des Defini-
tionsbereiches des Wechselwirkungsproblems machen die Bestimmung des Femfeldverhaltens
der Funktionen <1>0 und <I> 1 notwendig. Zu dessen Berechnung wird von der 2. Greenschen Iden-
tität ausgegangen:

J J (S~<I>o - <l>o~S)dB = f (Saa~o - <1>0 ~~ )db
B aB

B bezeichnet hierbei einen noch näher zu spezifizierenden zweidimensionalen Bereich, auf dem
die Funktion <1>0 bestimmt werden soll. a/an ist die Ableitung in Richtung des nach außen
weisenden Normalvektors in einem Punkt der Berandung aB des Bereiches B.
Wir setzen für'S die Greensche Funktion des Laplace-Operators für den zweidimensionalen Fall
ohne Randbedingungen ein:

_ _ a2s a2s _ _
~S(X, Y; ç, TJ) = aç2 + &;JI = 6(X - ç, Y - TJ)

S(X, Y; ç, TJ) = 2~ ln V(X - ç)2 + (Y - TJ)2
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(6.22)

Weiters sei festgelegt, die Integrationen in Beziehung (6.20) in den kartesischen Koordinanten
~ und 17auszuführen. Die Randbedingung (6.18) für das Potenzial <1>0 nimmt im Femfeld unter
Verwendung der Heaviside'schen Sprungfunktion 8(X) folgende Form an:

â<l>o - -
ây(X,0)=-28(X)+I+ ... ; IXI-too

Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, dass sich die Funktion Ao für lXI -t 00 an die in
Kapitel 3.2 beschriebene Grundlösung der marginalen Ablösung annähert, deren Steigung nach
Anwendung der Affintransformationen (5.45) den Absolutbetrag 1 aufweist. Um für diese Rand-
bedingung das Potenzial ,po im Femfeld X2 + y2 -t 00 zu bestimmen, wird von der weiter
~ben angeführten Greenschen Identität ausgegangen, der als Bereich B die obere Halbebene
y > 0 zugrundegelegt wird. Die Berechnung der Greenschen Identität auf diesem Gebiet setzt
jedoch die Kenntnis des Femfeldes von <1>0 bereits voraus. Deshalb soll zunächst ein Potenzial
<Ï> bestimmt werden, von dem gewährleistet ist, dass es über die Greensche Identität unmittelbar
berechenbar ist und das folgenden Beziehungen genügt:

â2<Ï> â2<Ï>-_-+-_-=0
âX2 ây2
â<Ï> - --_ (X,O+) = -28(X) + 1;
âY
â<Ï> - -
-_(X,O)=O; IXI>d ,
âY

â<Ï> - -lXI< d, âY(X,O-) = +28(X) -1; lXI< d,

<Ï>(X,Y) = IV'<Ï>(X, y)1 = 0; X2 + y2 = 00 .

(6.23)

Die Auswertung der Greenschen Identität auf dem gesamten Raum mit Ausnahme eines Schlit-
zes auf der x-Achse der Länge 2d (siehe Abb. 6) führt unter der Voraussetzung der Stetigkeit
von <Ï> auf:

d

<Ï>(X,Y) = 2J S(X, Y;~, 0)~~ (~,0+)d~
-d

d

= -~ J (28(~) - 1)In J(X - ~)2 + y2~
-d

Die Berechnung dieses Integrals ergibt:

- 1( - X - V- -)<I> =; -2Yarctan Y - 2XIn X2+ y2 +

1(- X+d - J- -)+; Yarctan-y+(X+d)ln (X+d)2+Y2 +

1 (- X-d - J - - )+; y arctan-y + (X - d) In (X - d)2 + y2
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(6.26)

Y,1]

Abbildung 6: Integrationsgebiet

Der Vergleich der Beziehungen (6.22) und (6.23) zeigt. dass das Femfeldverhalten des Po-
tenzials <Po im Rahmen seiner durch die Randbedingung (6.18) festg~le~ten Bestimmbarkeit 16

durch <Ï> gegeben ist, wenn für die im Femfeld betrachteten Punkte (X, Y) gilt:
- -X Y

- -+ O. - -+ 0
d ' d

In diesem Fall erhält man folgende Entwicklung des Potenzials <Ï>:

1{ - X - _/- -}<Ï> =; -2Y arctan y - 2X In V X2 + y2 +
(6.27)

1 -+ -2X (1 + In d) + ... .
7r

Die Wandschubspannung Ao, die das Potenzial <Po über di~ Randbedingung (6.18) bestimmt,
hängt ihrerseits nur von der 2. Ableitung von <Po nach X ab (Beziehung 6.16). Der Term
2X (1+ In d) in der 2. Zeile von Beziehung (6.27) ist deshalb ohne Einfluss auf die Wand-
schubspannung, weshalb das Femfeldverhalten von <Po geschrieben wird als:

1 {- X - _/- -} -<Po"'; -2Yarctan y - 2X ln V X2 + y2 ; X -+ 00, Y -+ 00. (6.28)

16<1>0 ist bis auf Funktionen f bestimmt, für die gilt: l:1f = a und :~ 111=0 = a

47



Die Kenntnis des Femfeldverhaltens von 4>0 ermöglicht in weiterer Folge die Bestimmung des
Potenzials 4>1 im Femfeld.

6.4 Bestimmung des Potenzials <1>1 im Fernfeld

Mit dem Femfeldverhalten von 4>0 (6.28) und Beziehung (6.14) folgt, dass das Potenzial 4>1 im
Femfeld folgender Gleichung genügt:

{
-2 }2c X --Do4>1 = - - 1 + _ _ + In VX2 + y2

7r X2 + y2
(6.29)

(6.30)

(6.31)

Zur Berechnung von 4>1 erweist es sich als günstig, auf Polarkoordinaten überzugehen. Mit
r = VX2 + y2 und () = arctan Y/X erhalten wir folgende Darstellung der Gleichung (6.29):

824>1 184>1 1 824>1 2c { 2 }
Do4>l = 8r2 + -:;: 8r + r2 8()2 = --; cos () + 1 + In r = f(r, 8)

Zunächst soll der mit der Inhomogenität f(r, 8) assoziierte Potenzialanteil

<1>1= J J SDo4>ldB = J J SfdB; Do<l>l= f
B B

bestimmt werden. Als Bereich B wird hierbei die gesamte Ebene zugrundegelegt.
Die Berechnung von <1>1über das Flächenintegral in Beziehung (6.31) gestaltet sich aufwendig.
Wesentlich effizienter ist es, von der Struktur der Inhomogenität auf jene der Funktion <1>1zu
schließen. Mit Hilfe des Laplace Operators kann leicht bestätigt werden, dass gilt:

(6.32)

wobei die Funktionen KI und K2 das folgende System von gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen erfüllen:

" 2cKI + 4K 1 + - = 0 ,
7r

K" 4K 4K 3c c cos(2()) - 02+ 2+ 1+-+----
7r 7r

Die Lösung dieses Systems ergibt sich zu:

(6.33)

(6.34)

Kl(()) = - ~ + Cl cos(2()) + C2sin(2())
27r

K2(()) = - ~ + Dl cos(2()) + D2 sin(2()) + C2 () cos(2())
47r

- Cl ()sin(2()) - c() sin(2())
47r

Aufgrund der resonanten Anregung, die die rechte Seite der Gleichung (6.30) darstellt, treten
hierbei die homogenen Lösungsanteile Dl cos(28) sowie D2 sin(28) auf. Die Gleichung (6.30)

48



ist invariant gegenüber der Variablentransformation 8 --t 71"-8. cl>l muss deshalb ebenfalls diese
Invarianzeigenschaft aufweisen, woraus folgt:

C
Cl = - 471"; C2 = 0

Wir erhalten damit als Lösung für das Potenzial cl>1:

(6.35)

(6.36)

Im Hinblick auf das Fernfeldverhalten des Potenzials <I> 1 ist die Frage zu klären, ob homogene
Lösungsanteile der Gleichung (6.30) existieren, die für r --t 00 stärker als cl>l aufklingen. Der
aufklingende Anteil der homogenen Lösung <l>h von (6.30) ist von der Form

<l>h = 1(X) rW {a(w) cos(w8) + b(w) sin(w8)} dw , (6.37)

und wird durch die Randbedingung (6.19) festgelegt.
Ein auklingender Lösungsanteil rW {a(w) cos(w8) + b(w) sin(w8)} wird gemäß (6.19) durch
einen gleichartig aufklingenden Wandschubspannungsanteil hervorgerufen. Die Wandschubspan-
nung Al - als Korrektur zu Ao - muss jedoch mit zunehmendem Abstand vom Wechselwirkungs-
gebiet kleiner werden, weshalb eine aufklingende homogene Lösung der Form (6.37) auszu-
schließen ist. Wir erhalten deshalb für das für die Lösung des Wechselwirkungsproblems zweiter
Ordnung relevante Fernfeldverhalten der Funktion <I> 1:

(6.38)

-(X)

6.5 Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der
Wandschubspannung Al

Für die numerische Behandlung der Wechselwirkungsprobleme erster und zweiter Ordnung für
K --t -00 ist neben dem Fernfeldverhalten der Potenziale <1>0 u!ld <1>1 auch die Kenntnis der
Wandschubspannung Al für große negative Werte der Kordinate X notwendig. Wir tragen dazu
- nach Rücktransformation auf kartesische Koordinaten - (6.38) in die Integralgleichung (6.17)
ein und erhalten:

X 2 -

J Ö <1>1 - dt
2AoAl = +À ~(t,O) ~

öt X-t-(X)
X

cÀ {~ C ~ ~;'2 }"-' -- V X - t - 12 V lXI arctan( ~) - 3 V X - t log(t )
271" VlX1

(6.39)
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Wie in Kapitel 6.2 ausgeführt. sind die divergierenden Anteile dieser Integralgleichung nicht
mehr der der Gleichung zugeordneten Größenordnung von (- K) zugehörig (in diesem Fall
(_K)-16/1O). Mit dem asymptotischen Verhalten der Wandschubspannung Ao•

Ao = lXI + ... ; X ---t -00 ,

erhalten wir deshalb für das asymptotische Verhalten der Wandschubspannung Al

3-X C
Al = ---- + ... ; X ---t -002J1Xï
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7 Numerische Lösung des Wechselwirkungsproblems für
K ---t -00

7.1 Beschreibung des Verfahrens

In Kapitel 6 wurde eine Entwicklung des Wechselwirkungsproblems für große negative Werte
des Schallnäheparameters K durchgeführt und die sich daraus ergebenden Wechselwirkungs-
probleme erster und zweiter Ordnung abgeleitet. Diese waren Gegenstand der im Folgenden
skizzierten Berechnung, die wesentlich darauf beruht, für die Potenziale cI>0 und cI> I ein numeri-
sches Resultat in Abhängigkeit der unbekannten Wandschubspannungen Ao und Al zu erhalten.
Diese numerischen Ergebnisse wurden anschließend in die Wechselwirkungsgleichungen erster
und zweiter Ordnung (6.16) und (6.17) eingetragen und die sich ergebenden Gleichungssysteme
nichtlinearer und linearer Natur für Ao und Al gelöst.

7.1.1 Diskretisierung der Wechselwirkungsgleichung erster und zweiter
Ordnung

Zur numerischen Behandlung der Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter Ordnung
(6.16) und (6.17 ) teilen wir die dort auftretenden Integrale in zwei Anteile auf:

(7.1)

Im Intervall [Xo, IXol] sollen diese Integrale numerisch gelöst werden, auBerhalb dieses In-
tervalls wird für die Potenziale cI>0 und cI>1 auf die im Kapitel 6 berechneten Femfeldlösungen
zurückgegriffen, die eine analytische Auswertung der Integrale ermöglichen.
Wir definieren auf dem Intervall [Xo, IXO I] äquidistante Stützpunkte Xi mit dem Abstand b.h,
sodass in den derart diskretisierten Wechselwirkungsgleichungen (6.16) und (6.17) Integrale der
folgenden Form zu bestimmen sind:

(7.2)

mit einer beliebigen stetigen Funktion f. Zur numerischen Lösung von (7.2) wird eine in [30]
konzipierte und erfolgreich angewandte M~thode benutzt. Diese besteht im Wesentlichen darin
die Funktion f zwischen den Stütz stellen Xi linear zu interpolieren, sodass sich ergibt:

i-I iXO+CI+I)ßh ( ç f, ) dtI(Xi) = L fi + JI+I - I (t - tL) _ ;
1=0 Xo+Ißh b.h JXo + ib.h - t
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Mit der Substitution s = (.Ka - t)/ b.h erhalten wir:

- i-Ij_l Vb.h ds
I(Xi) = L {Jl + (It - fl+d}(s + l) ~

l=O -(l+I) s + 1,

Die Durchführung der Integration führt auf das folgende Ergebnis:

i-I

I(.Ki) = LVb.h{a(i,l)It+I +b(i,l)fd
l=O

a(i, l) = ~{2 (i _l)3/2 - (1 + 2i - 2l) Vi - l - 1}

b(i,l) = ~ {2 (i _l_1)3/2 - (2i - 2l- 3) Vi=l}

(7.4)

(7.5)

Dieses Resultat wird in der numerischen Berechnung in folgender Darstellungsweise verwendet:

l = 0:

O<l<i:
l=i-1:

i-I

I(.Ki) = Vb.h L c(i, l)fl
l=O

c(i, l) = b(i, l)
c(i, l) = a(i, l - 1) + b(i, l)
c(i, l) = a(i, l)

(7.6)

Wir erhalten damit als Zwischenergebnis für die Diskretisierung der Wechselwirkungsgleichun-
gen erster und zweiter Ordnung:

(7.7)

7.1.2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Die Poisson- bzw. - als deren Sonderfall - die Laplace-Gleichung tritt in den Wechselwirkungs-
problemen erster und zweiter Ordnung auf. Unter Benützung der Notation

(7.8)

- -
und unter der Voraussetzung gleicher Abstände (b.h) der StUtzsteIlen Xi- und Yj in den beiden
Koordinatenrichtungen ist die zweiter Ordnung genaue Diskretisierung mit zentralen Differen-
zen der aus der Upper Deck Gleichung in der Grenze K --t -00 hervorgehenden Laplace-
Gleichung (6.6) (erste Ordnung) und Poisson-Gleichung (6.14) (zweite Ordnung)

b.<I>k = Pk; k = 0,1; Po = 0; Pl = C {.K~i~+ ~7} (7.9)
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gegeben durch:

(7.10)

~eiden Gleichungen (erster und zweiter Ordnung) liegt als Definitionsbereich die Halbebene
y >= 0 zugrunde. Wir beschränken im Folgenden die numerische Behandlung beider Glei-
chungen auf einen quadratischen Bereich gemäß Abb. 7 und ordnen die Potenzialwerte erster
Ordnung <1>0 i,j sowie jene zweiter Ordnung <1>1 i,j auf den darin befindlichen StützsteIlen gemäß
folgender Konvention in einem Spaltenvektor an:

<Î>km:=<1>ki,j; m=n*j+i;

i = 0, .. , n - 1; j = 0, .. , n - 1; k = 0, 1; <Î>k=
(7.11)

(7.12)
D<1>l dAl-1- ---DY y=o - dX

An der Berandung des numeri~chen Definitionsbereiches (siehe Abb. 7) werden mit Ausnahme
jenes Abschnitts, der auf der X -Achse liegt, die aus der Femfelduntersuchung erhaltenen Wer-
te für die Potenziale erster und zweiter Ordnung <1>0 und <1>1 vorgeschrieben (siehe (6.38) und
(6.28)). Am verbleibenden Rand werden an <1>0 und <1>1 die Kopplungsbedingungen (6.18) und
(6.19) gestellt:
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Abbildung 7: Diskretisierung des numerischen Detinitionsbereiches

Unter Benützung der Notation

AOl

A02

Ao = (7.13)

führt die Diskretisierung der aus der Upper Deck Gleichung in der Grenze K ---+ -00 resultie-
renden Gleichungen erster (6.6) und zweiter Ordnung (6.14) samt den zugehörigen Randbedin-
gungen (7.12) auf folgende Matrixgleichungen:

Die Dimensionen der darin vorkommenden Vektoren bzw. Matrizen sind:

~~ 22 -- 2 -- 2 ~~ 2 --
CO, Cl : n x n; cl>o, cl>I : n; 90,91: n; Bo, BI : n x n; Ao, Al : n

Mit den inversen Matrizen êÖl bzw. êïl erhalten wir für die Potenziale 4>0 und 4>1:
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7.1.3 Numerische Lösung der Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter
Ordnung

Unter Benützung der im letzten Kapitel eingeführten Notation sowie eines symmetrischen Dif-
ferenzenquotienten zweiter Ordnung für die Potenziale <1>0 und <1>1 kann die Diskretisierung der
Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter Ordnung (6.16 ) und (6.17 ) folgendermaßen
vervollständigt werden:

j-1

A6j - XJ - 2ä - >..b.h-3/
2 L c(j, l) {<I>o 1+1,0 - 2<1>01,0 + <l>01-1,0} = 0; j = 1, .., n

1=0
j-l

2AojAlj - >..b.h-3
/
2 L c(j, I) {<I>ll+1,0 - 2<1>11,0 + <l>11-1,0} = 0; j = 1, .., n

1=0
(7.17)

Wir setzen die in (7.16) in den Vektoren <1>0 und <I> 1 zusammengefassten Ausdrücke für die
Potenziale <1>0 und <1>1 in die diskretisierten Wechselwirkungsgleichungen ein und erhalten das
in den AOj nichtlineare Gleichungssystem

(7.18)

sowie das in den Alj lineare Gleichungssystem

(7.19)

Zur numerischen Lösung beider Gleichungssysteme wurde eine C-Routine der Numerical Algo-
ritms Group (NAG) verwendet, weIche auf einer Modifikation der Methode von Powell beruht
[31].
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7.2 Diskussion der Ergebnisse

7.2.1 Verlauf der Wandschubspannungen Ao und Al

Mit dem im Kapitel 7.1 vorgestellten numerischen Berechnungsverfahren wurden die Wand-
schubspannungen Ao und Al, welche sich aus der asymptotischen Analyse des Wechselwir-
kungsproblems für K - -00 in erster und zweiter Ordnung ergeben, in Abhängigkeit des
Anstellwinkelparameters ä berechnet. Wie in Kapitel 6.2 ausgeführt wurde, ist das Wechsel-
wirkungsproblem erster Ordnung strukturell mit jenem für den Fall marginaler Ablösung in
inkompressibler Strömung identisch. Die Wandschubspannung Ao muss deshalb auch mit der in
[2] erhaltenen Wandschubspannung übereinstimmen. Um dies zu verifizieren, wurden die in [2]
präsentierten Ergebnisse mit dem dort angewandten Verfahren reproduziert und mit den für die
Wandschubspannung Ao erhaltenen Ergebnissen verglichen. In Abbildung 8 sind die Resultate
für die Wandschubspannung Ao dargestellt. Im Rahmen der in dieser Abbildung verwendeten
Darstellungsgenauigkeit sind die gemäß [2] gerechneten Wandschubspannungsverläufe unun-
terscheidbar von den Ao-Resultaten. Weiters stellte, wie in den Berechnungen in [2] ebenfalls,
der Wert äc = -1.33 für den Parameter ä jene Grenze dar, unterhalb derer kein konvergentes
numerisches Ergebnis für Ao erhalten werden konnte - die Wechselwirkungsgleichung weist für
ä < äc keine reellen Lösungen auf (siehe [32]). Darüber hinaus ist, wie in [3] gezeigt wurde,
die Lösung des Wechselwirkungsproblems mehrdeutig. Diese Mehrdeutigkeit kann mit dem in
[2] und dem in der vorliegenden Arbeit eingesetzten numerischen Verfahren nicht reproduziert
werden kann.

10

8

6

4
Ao

2

0

-2-10 -5 o

x

ä= -1.3 --
ä = -1.25--

ä = -1.0
ä = -0.5

ä = 0.0
ä = 0.5

5 10

Abbildung 8: Verlauf der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit des Parameters ä. Unterschreitet
der Parameter ä den Wert -1.14, so nimmt die Wandschubspannung Ao um den Koordi-
natenursprung negative Werte an - es bildet sich ein Rückströmungsgebiet aus.
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Der durch die Wechselwirkung auf die Außen strömung ausgeübte Verdrängungseffekt wird
durch den Verlauf der Wandschubspannung A bestimmt. Der Grund dafür liegt im Wesentlichen
in der allgemein als Passivität bezeichneten Eigenschaft des Main Decks ([25] ,[ 18]). Diese be-
steht darin, dass die Strömung im Main Deck in führender Ordnung reibungsfrei und frei von ei-
nem Druckgradienten ist. Daraus resultierend werden die mit der Wechselwirkung verbundenen
Druckstörungen unverändert zwischen Lower- und Upper Deck übertragen (siehe Beziehung
(5.26 ». Schallnahe Strömungen weisen nun eine besonders hohe Empfindlichkeit gegenüber
Verdrängungseffekten auf. Dies manifestiert sich auch in der schallnahen marginalen Ablösung
im Fall K -+ -00. ,als hier der Korrekturtenn Al zur Wandschubspannung Ao selbst von Ao
und damit der die Verdrängungseffekte in führender Ordnung bestimmenden Größe abhängt. Ei-
ne mit einer Änderung des Anstellwinkelparameters ä verbundene Variation des Verlaufes von
Ao geht daher einher mit einer von dieser Variation abhängenden Korrektur (Al) der Wand-
schubspannung.
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ä= -1.3 --
ä = -1.25--
ä = -1.0
ä = -0.5
ä = 0.0
ä= 0.5

5 10

Abbildung 9: Verlauf der Wandschubspannung Al in Abhängigkeit des Parameters à.

Abbildung 9 zeigt den Verlauf der Wandschubspannung Al in Abhängigkeit des Parame-
ters ä. Eine physikalische Interpretation von Al wird durch Analyse des Korrekturtenns UI =
8ipI/8X zur Geschwindigkeit am Grenzschichtrand ennöglicht. Der Verlauf dieses Korrektur-
tenns ist in Abbildung Ia dargestellt. Aus Abbildung Ia ist ersichtlich, dass im schall nahen
Strömungsregime die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand mit Annäherung an das Wechsel-
wirkungsgebiet ansteigt. Dies entspricht einem Eintrag von kinetischer Energie in die Grenz-
schicht, welcher ein Ansteigen der Wandschubspannung zur Folge hat (siehe Abb. 9). Aus Abbil-
dung 1a ist weiters ersichtlich, dass für Werte des Parameters ä, welche mit Bereichen negativer
Wandschubspannung und damit Rücksrömungsbereichen korrespondieren, die Geschwindigkeit
am Grenzschichtrand über dem Rückströmungsgebiet in Strömungsrichtung erneut sinkt. De-
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mentprechend ist zu erwarten, dass die Wandschubspannung in diesem Bereich ebenfalls sinkt.
Dies wird durch die positive Korrektur Al zur negativen Wandschubspannung Ao im Rückströ-
mungsgebiet bestätigt.

10

8

6
4

2
UI 0

ä = 0.5
-2 ä = -0.5

-4 ä = -1.0
ä = -1.25-6 ä = -1.3

-8
-4 -2 0 2 4

X

Abbildung 10: Verlauf der mit dem Potenzial <Pl assoziierten Geschwindigkeitskomponente Ul

ô<PI/ôX in Abhängigkeit des Parameters ä.

7.2.2 Auswirkung additiver Potenziale im Upper Deck auf den Verlauf der
Wandschubspannung Ao

Da das Platzen von Ablöseblasen an der Vorderkante dünner Flügelprofile bei Erhöhung des
Anstellwinkels über einen kritischen Wert hinaus mit einer abrupten Reduktion des Auftriebs
verbunden ist, ist es wünschenswert, die Bildung von Ablöseblasen hinauszuzögern im Sin-
ne einer Verschiebung zu höheren Anstellwinkeln (siehe [4]). Maßnahmen konstruktiver Art,
die neben einer Erhöhung des kritischen AnsteIlwinkels weiters die Manövrierfähigkeit eines
Flugzeugs erhöhen sowie die durch die Luftströmung induzierte SchalIentwicklung reduzieren,
werden genereIl unter dem Begriff des Flow control zusammengefasst. Derartige Maßnahmen
beinhalten unter anderem die Verwendung kleiner am Flügelprofil montierter Hindernisse so-
wie Grenzschichtabsaugung. Wie in [33] im Rahmen der asymptotischen Theorie instationärer
dreidimensionaler marginaler Ablösung gezeigt wurde, kann mit diesen beiden Maßnahmen der
kritische Anstellwinkel in obigem Sinn positiv beeinflusst werden. Weitere Beiträge zur Aus-
wirkung von kleinen, auf der Profiloberfläche befindlichen Hindernissen auf die marginale Strö-
mungsablösung sind [30] und [34] bzw. wurden in [35] zusammengefasst.
Als Erweiterung zu den bisherigen Untersuchungen wurde in der vorliegenden Arbeit die Aus-
wirkung von im Upper Deck befindlichen, asymptotisch kleinen Objekten auf die marginale
Strömungsablösung untersucht. Da der qualitative Aspekt dieser Untersuchungen im Vorder-
grund stand, wurden nicht konkrete geometrische Formen untersucht, sondern die Auswirkung
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(7.20)

der Änderung des Störpotenzials <I>o durch additive Potenziale eines Dipols sowie eines Poten-
zialwirbels. Eine weitere Einschränkung bestand darin, nur das sich für K --+ -00 ergebende
Wechselwirkungsproblem führender Ordnung (Gleichung 6.16) in dieser Hinsicht zu untersu-
chen. Wie in Kapitel 6.3 bereits ausgeführt, bietet die numerische Behandlung der Upper Deck
Gleichung für den Fall K --+ -00 die Möglichkeit, rasch eine Lösung für veränderte Randbe-
dingungen zu erhalten. Um die Auswirkung eines Potenzialwirbels sowie eines Dipols auf die
marginale Strömungsablösung zu untersuchen, ist es lediglich notwendig, in die Wechsel wir-
kungsgleichung (6.16 ) ein Potenzial ~o einzusetzen, für das gilt:

~o = <I>o(Ao) + <I>add; <I>add = <I>d, <I>w

r y - Yw
<I>w = - arctan - -

27r X - Xw
m X-Xd

<I>d = - - - --
7r (X - Xd)2 + (Y - yd)2

<I>o(Ao) bezeichnet hierbei den durch die Wandschubspannung Ao bestimmten Potenzialanteil
(siehe Beziehung 6.18). <I>add ist das additive Potenzial eines Dipols bzw. eines Potenzialwirbels.
(.Kd, Yd) sowie (.Kw, Yw) bezeichnen die Koordinaten im Upper Deck, an denen sich der Dipol
(Index d) beziehungsweise der Potenzialwirbel (Index w) befinden.

0.7

Yw = 10.1
Yw = 13.6
o.Wirbel

0.4

0.35

0.45

Amin 0.5 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

0.65

0.55

0.6

2015105-5-10-IS-200.3 o
Xw

Abbildung 11: Verlauf des Minimums der WandschubspannungAo in Abhängigkeit der Wirbelposition
in .k -Richtung .kw sowie des Abstandes Yw des Wirbels über der Linie Y = O. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne Wirbel ergibt. er =
-50, Anstellwinkelparameter a = -0.8)

Aus Abb.: 11-14 ist zu erkennen, dass abhängig von der Position des Potenzialwirbels bzw. des
Dipols in X -Richtung das Minimum der Wandschubspannung Ao verändert und insbesondere
zu höheren Werten verschoben werden kann. Folglich ist damit auch die Möglichkeit verbunden,
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den kritischen Wert ac des Parameters a zu erniedrigen und so den kritischen Anstellwinkel zu
erhöhen.
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Xw
Abbildung 12: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit der Wirbelposition

in X -Richtung Xw sowie des Abstandes Yw des Wirbels über der Linie Y = O. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne Wirbel ergibt. (r =
-50, Anstellwinkelparameter ä = -1.1)
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Abbildung 13: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit der Dipolposition
in X -Richtung Xd sowie des Abstandes Yd des Dipols über der Linie Y = O. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne Dipol ergibt. (m =
95, Anstellwinkelparameter ä = -0.8)
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Abbildung 14: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ao in Abhängigkeit der Dipolposition
in X -Richtung Xd sowie des Abstandes Yd des Dipols über der Linie Y = O. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ao, das sich ohne Dipol ergibt. (m =
95, Anstellwinkelparameter ä = -1.1)
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8 Zusammenfassung

Unter Zugrundelegung kompressibler Strömung ergab sich aus einer Ähnlichkeitsanalyse der
Grenzschichtgleichungen um einen Punkt verschwindender Wandschubspannung das Resultat,
dass die Grenzschicht in der Umgebung dieses Punktes eine Zweischichtenstruktur aufweist. In
der so genannten wandnahen Schicht, die an die strömungsbegrenzende Wand anschließt, sind
Druck-, Reibungs- und Trägheitskräfte in Balance. Die zwischen Grenzschichtrand und wand-
haher Schicht befindliche Zwischenschicht ist dadurch charakterisiert, dass hier Trägheits- und
Druckkräfte dominieren. Basierend auf der sich aus dieser Schichtenstruktur ergebenden Ähn-
lichkeitsvariablen wurde eine Koordinatenentwicklung der Lösung der Grenzschichtgleichungen
um den Punkt verschwindender Wandschubspannung durchgeführt. Dabei wurde ganz analog
zu der für inkompressible Strömung durchgeführten Untersuchung in [1] das Ergebnis erhalten,
dass Lösungen der Grenzschichtgleichungen existieren, die über den Punkt verschwindender
Wandschubspannung fortgesetzt werden können und dass diese Lösungen mit einem linearen
Verlauf der Wandschubspannung einhergehen. Aufgrund der Tatsache, dass die Grenzschicht-
gleichungen keine zweiten Ableitungen nach der Koordinate x enthalten, ist im Speziellen auch
ein bis zum Wert null linear fallender und umittelbar danach linear ansteigender Wandschub-
spannungsverlauf möglich. Im weiteren Verlauf der Arbeit wurde, mit der zu diesem Wand-
schubspannungsverlauf korrespondierenden Lösung als führendem Term, eine asymptotische
Entwicklung der Lösung der Grenzschichtgleichungen für kleine Variationen eines Kontrollpa-
rameters durchgeführt. Dieser Kontrollparameter wurde in der vorliegenden Arbeit mit dem An-
stellwinkel eines dünnen Flügelprofils gleichgesetzt. Dabei zeigte sich, dass der führende Term
dieser Entwicklung (in der Arbeit als Grundlösung bezeichnet) eine beim so genannten kriti-
schen Anstellwinkel (kd auftretende, marginal abgelöste Grenzschichtströmung lokal (um den
Punkt verschwindender Wandschubspannung) zu beschreiben vermag. Davon ausgenommen ist
allerdings ein asymptotisch kurzer Abschnitt der Grenzschicht um den Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung. Innerhalb jenes Abschnittes ist das hierarchische Konzept der Grenz-
schichttheorie nicht gültig, da die aus der Grundlösung folgende Richtung der Stromlinien am
Grenzschichtrand über dem Punkt verschwindender Wandschubspannung eine Unstetigkeit auf-
weist. In der Untersuchung der Strömung in diesem Abschnitt muss deshalb auf die Navier
Stokes Gleichungen zurückgegriffen werden und die Wechselwirkung zwischen Grenzschicht
und Außenströmung mit einbezogen werden. Dies wurde in der vorliegenden Arbeit für den Fall
schallnaher Außenströmung durchgeführt, beginnend mit der Bestimmung der asymptotischen
Abmessungen des für die Wechselwirkung charakteristischen Triple Decks sowie der Kopplung
der Grenzübergänge für Machzahl und Anstellwinkel (M --t 1und k --t kc) an die Reynolds-
zahl. Daraus folgte, dass sich das Wechselwirkungsgebiet in Strömungsrichtung auf einer Länge
der Größenordnung Re-1/6 erstreckt. Das Lower Deck, in dem Druck-, Reibungs- und Träg-
heitskräfte in Balance sind, erstreckt sich normal zur Strömungsrichtung auf einer Länge der
Größenordnung Re-13/24. Das Main Deck umfasst die eigentliche Grenzschicht (Ausdehnung
Re-1/2) und das Upper Deck erstreckt sich auf einer Länge der Größenordnung Re-1/12 in
die Außenströmung hinein. Weiters ergab sich, dass die durch die Wechselwirkung hervorge-
rufene Störströmung im Upper Deck einem linearen Zusammenhang unterliegt (Upper Deck
Gleichung) und dass jene, die Wechselwirkung charakterisierende Integralgleichung, weIche
die Wandschubspannung mit dem am Grenzschichtrand induzierten Druckgradienten verknüpft,
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strukturell ident ist zu der im inkompressiblen Fall erhaltenen [2] [3]. Eine numerische Behand-
lung des schall nahen Wechselwirkungsproblems für den gesamten Wertebereich - [-00,00] -
des die Schallnähe charakterisierenden Parameters K wurde in der vorliegenden Arbeit nicht
durchgeführt. Es wurde jedoch einerseits als Vorarbeit zu einer derartigen numerischen Behand-
lung das Femfeld des mit der Störströmung im Upper Deck assoziierten Potenzials bestimmt
und andererseits eine numerische Berechnung basierend auf einer asymptotischen Entwicklung
des Wechselwirkungsproblems für große negative Werte des Parameters K implementiert. Die
damit erhaltenen Wandschubspannungsverläufe führender Ordnung stimmen mit jenen für den
inkompressiblen Fall erhaltenen sehr gut überein und bieten somit einen Hinweis auf die korrek-
te Implementierung des Verfahrens. Dieses bietet - im Gegensatz zu jenem in [2] angewandten -
die Möglichkeit rasch Lösungen des Wechselwirkungsproblems für veränderte Randbedinungen
im Upper Deck zu erhalten. Diese Eigenschaft wurde dazu benutzt, die Auswirkung von asym-
ptotisch kleinen, im Upper Deck befindlichen Objekten zu studieren. Es zeigte sich dabei, dass
damit eine effektive Beeinflussung des Einsetzens marginaler Strömungsablösung möglich ist.
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9 Anhang

9.1 Affintransformationen

(9.1)

Wie in Kapitel 5.5 ausgeführt, ist es vorteilhaft, die im Wechselwirkungsproblem der schallna-
hen marginalen Ablösung auftretenden Konstanten mittels Affintransformationen zu eliminie-
ren. Die ebendort eingeführten Konstanten (siehe (5.45)) ergeben sich zu:

Xl = Xo = nIX; YI = n2Y; 1f2 = n3W Pl = Po = n4P;
a1k1 = nsa; Al = n6A; <Po= n7<1>; Yo = n8Y;
KI = n9K; 2<1>20= nlOc;

(9.3)

(9.2)

alOC12T12n - 0 ws .
2 - ('" + 1)3/2p13<Ï>3/2p7 '

I 00 12 ws
alOC11T11

n4 = 0 ws .

('" + 1)3/2p12<Ï>3/2p7 '
I 00 12 ws

('"+ 1)S/2p22<Ï>S/2p12
_ I 00 12 ws.

n6 - 17C20T20 'ao ws
11 - 6b+ 1)poo<1>12Pws

n8 = 9ClOTlO ;ao ws
- 1/2
<1>12

nlO = b + 1)1/2

('"+ 1)5/2p22<Ï>5/2pI2
I 00 12 ws.

nI = a18C20T20 'o ws

( 1)2 17<1>-2 9
1+ Poo 12Pws

n3 = 14C1ST1S ;ao ws

b + 1)Spöö<Ï>î2P;~.
ns = a3SC40T40 'o ws

10 - 5b + 1)poo<1>12Pws
n7 = 8C9T9 ;ao ws

_ b + 1)2p66<Ï>12P;;s.
n9 - 18C20T20 'ao ws

<Ï>12ist gegeben durch (siehe Bez. (5.42)):
- 2<1>12= 2<1>20b + 1)

Für die in den Affintransformationen auftretenden Ausdrücke der Form <Ï>~£2wird der negative
Zweig der Wurzel verwendet:

(9.4)

Als Folge dieser Festlegung bleiben die Koordinatenrichtungen - was im Hinblick auf die An-
schaulichkeit wünschenswert erscheint - durch die Affintransformationen unverändert (n1>O,
n2>O). Für die Konstante c folgt damit:

(9.5)

9.2 Bestimmung der Lösbarkeitsbedingung für die Lower Deck
Gleichung

Da sich die Lower Deck Gleichung für den Fall mit Wechselwirkung (5.46) und jene für den
wechselwirkungsfreien Fall (4.34) nur durch den Druckterm und in den Randbedingungen un-
terscheiden und ansonsten von gleicher Struktur sind, soll hier exemplarisch nur auf das Wech-
selwirkungsproblem eingegangen werden. Die zu lösende Gleichung ist daher (5.46) und wird
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an dieser Stelle noch einmal angeführt:

!y2 a2w _ yaw = &lw _ dp
2 axay ax ay3 dX

aw 1 (2 2 )w!y=o = 0; ay1y=o = -2 A - X - 2a = g(X)

Y = +00 : III = 0; X = -00 : W = 0

(9.6)

Zur Lösung dieser linearen parabolischen Differenzialgleichung erweist sich die Methode der
Fouriertransformation als geeignet. Ihre Anwendung auf diese Gleichung wird im Folgenden,
eng angelehnt an die Darstellung in [2], skizziert. Ausgangspunkt ist die Fouriertransformierte
H (jw, y) der Funktion W bezüglich der Variable X:

00

H(jw, Y) = vk J w(X, Y)e-jwX dX
-00

Wir erhalten nach Eintragen der Fouriertransformierten in (9.6):

d3H jw 2dH .
dY3-2Y dy+JwYH=F(w)

. dH .
H(Jw,O) = 0; dY (Jw, 0) = G(w); H(jw,oo) = 0

(9.7)

(9.8)

F(w) bezeichnet die Fouriertransformierte des Druckgradienten, G(w) die Fouriertransformierte
der Funktion g(X)I7.
Die allgemeine Lösung von (9.8) ist von der Form

(9.9)

Hl, H2 und H3 sind dabei linear unabhängige Lösungen der homogenen Gleichung und H* eine
Partikulärlösung von (9.8), wenn die rechte Seite der Gleichung auf den Wert 1 gesetzt wird. Wir
machen den folgenden Potenzreihenansatz:

00

H(jw, Y) = L an(jw)yn
n=O

Nach Eintragen in (9.8) erhalten wir mit der Abkürzung n = jw /2

(9.10)

171mGegensatz zu [2] weist der Druckgradient im Fall der schall nahen marginalen Ablösung die Eigenschaft der
absoluten Integrabilität auf. Diese ist eine Voraussetzung für die Anwendung der Methode der Fouriertransfor-
mation und kann mit Hilfe der Ähnlichkeitslösung für das transonische Femfeld gezeigt werden (siehe Kapitel
5.7).
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Zwischen den Koeffizienten an besteht folgender Rekursionszusammenhang:

(9.12)
D(n - 6)

an = n(n _ l)(n _ 2) an-4;

Die Funktionen Hl, H2 und H3 können nun so gewählt werden, dass ihre Potenzreihenentwick-
lungen am Punkt Y = 0 jeweils mit I, Y und y2 beginnen.

HI = 1+ a4y4 + .
H2 = Y + a5y5 + .
H 3 = y2 + a6 y6 + .

(9.13)

(9.14)

Aus (9.12) ist ersichtlich, dass der Koeffizient a6 null ist und damit ebenfalls alle höheren Koef-
fizienten der Funktion H3, für die damit gilt H3 = y2.
Aus (9.9) und (9.11) folgt, dass folgende Potenzreihe eine Partikulärlösung darstellt:

1 3 7H* = -y + a7Y + ...
6

Die Konstanten Cl und C2 lassen sich aus den Randbedingungen an der Stelle Y = 0 bestimmen
zu

Cl = 0; C2 = G(w) (9.15)

Unter Benützung der Gamma Funktion f(z) = (z + I)! lassen sich nun die Funktionen H2 und
H* schreiben als

H = _(~)' ~ (~)m 1 y4m+1
2 4 . ~ 16 m!(m + 1/4)!(4m - 1)

1/2 1 00 (ri) m 1H = ~ __ , .::. y4m+3
* 16 ( 4).l; 16 (m + 3/4)!(m + 1/2)!(4m + 1)

(9.16)

(9.17)f(x + 1) = xr(x);

Mit Hilfe folgender zweier Eigenschaften der Gamma Funktion kann leicht überprüft werden,
dass die Koeffizienten in (9.16) den Rekursionszusammenhang (9.12) erfüllen:

7r1/2

f(x)f(x + 1/2) = 22x-1 f(2x)

Für die Fouriertransformierte H der Lösung der Lower Deck Gleichung ist nun genauso wie
für die Lösung selbst zu fordern, dass für Y ~ 00 kein exponentielles Aufklingen auftritt.
Mit den Eigenschaften der Besselschen sowie der Struveschen Funktionen kann gemäß [2] das
asymptotische Verhalten von H2 und H* bestimmt werden zu

(1/4)! _ 'n 4 ( 4 ) 5/4 . (j DI/2y2 3)
H2 = - 27r1/2DI/4 e J / j DI/2y2 sm 2 - S7r + ; y ~ 00 ,

_ (-1/4)! -j3n/4 ( 4 )5/4. (jDI
/
2

Y2 _ ~) .
H* - SD3/4 e j DI/2y2 sm 2 S 7r + , y ~ 00

(9.18)
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Aus dem komplexen Sinus ist ersichtlich, dass die beiden Funktionen exponentiell aufklingen.
Damit dies für die Funktion H nicht zutrifft, muss gelten

G(W)H2 + F(w)H* ~ 0; y ~ 00 (9.19)

Letztere Bedingung garantiert damit auch zugleich die Erfüllung der Randbedingung für Y ~
00. Aus den letzten beiden Beziehungen folgt somit

G( w) __ ( -_1_/4_)_17r_I/_2 _F_(_w)_
- (1/4)!23/2 (jw)I/2 (9.20)

Unter Verwendung von

ejwX
7r1/2 _

(jw)l/2

x

J e1wt
~dt ,X - t

-00

(9.21)

kann die Rücktransformation von (9.20) leicht durchgeführt werden mit dem Ergebnis

x
A 2 - X2 - 2a = - (-1/4)! J

J2(1/4)!
-00

p'(t) dt
vX-t

(9.22)

Erfüllen die Variablen A, a und p diesen Zusammenhang, ist die Lösbarkeit der Differenzial-
gleichung (9.6) bzw. (5.46) gegeben. Die Lösbarkeitsbedingung (4.35) für den Fall ohne Wech-
selwirkung ergibt sich ganz analog mittels der hier vorgestellten Methode.

9.3 Bestimmung eines integrierenden Faktors mit Hilfe der
gruppentheoretischen Methode

Im Folgenden werden die wesentlichen Schritte, die das Auffinden eines integrierenden Faktors
einer gewöhnlichen Differenzialgleichung erster Ordnung erleichtern, skizziert. Die Darstellung
wird dabei eng an jene in [16] angelehnt. Grundlegend für die Methode, die hier zur Anwendung
kommen soll, ist das Konzept der Invarianz einer Funktion gegenüber Gruppen von Transforma-
tionen der abhängigen Variablen. Dies sei anhand einer Funktion 1I1(x, y) demonstriert, deren
abhängige Variablen x und y den folgenden - auf die Variablen x und fi führenden - Transfor-
mationen unterworfen werden:

(9.23)

Wir fordern, dass die Transformationen FI und F2 Gruppencharakter haben, d.h. mit sals Grup-
penparameter die vier Attribute Identität, inverses Element, Vollständigkeit und Assoziativität
aufweisen (siehe [16]).
Die Funktion 111wird als invariant gegenüber der Transformationsgruppe (FI, F2) bezeichnet,
falls gilt:

1I1(x, fi) = 1I1(FI(X, y; s), F2(X, y; s)) = 1I1(x, y)
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit soll für das Einheitselement der Gruppe der Parameter
s gleich null sein. Davon ausgehend führen wir eine Taylorentwicklung der Funktion W um die
Stelle s = 0 durch:

aw a2w s2
w(x,y) = w(x,y) + - s + -2 I" + ...

as 1.=0 as 1.=0 2.

Wir wenden die Kettenregel auf die partielle Ableitung aw / as an und erhalten:

(9.25)

(9.26)

6 und 6 werden hierbei als die Infinitesimalen der Gruppe (FI, F2) bezeichnet. Damit folgt:

_ _ (aw aw) s2 (a a ) (aw aw)w(x, y) = w(x, y) + ax ~l + ay 6 s + 2! ~l ax +6 ay ax ~l + ay 6 + ...
(9.27)

Um die Invarianzbedingung (9.24) zu erfüllen, muss folglich gelten:

(9.28)

Ist die Invarianzbedingung erfüllt, so führt die Transformation (FI, F2) Punkte auf der durch die
Funktion W = const definierten Kurve auf Punkte über, die wiederrum auf W liegen - W ist in
diesem Fall invariant gegenüber der Transformation (FI, F2)'
Eine Transformation (GI, G2) der Art (9.23) mit den Infinitesimalen 771 und 772 führt weiters
eine Schar von Kurven 'lf; = w(x, y)IS ineinander über, wenn gilt:

;j; = w(x, y) = w(GI (x, y; s), G2(X, y; s)) = H(w(x, y); s) = H('lf;, s) (9.29)

wobei H eine beliebige stetige Funktion ist.
Um dies zu gewährleisten, müssen die Infinitesimalen 771 und 772 der betrachteten Gruppe die
Beziehung

aw aw
-771 + -772 = 1 (9.30)ax ay

erfüllen. Hinsichtlich des Beweises dieser Gleichung wird auf [16] verwiesen. Weiters ohne Be-
weis sei die wichtige Tatsache angeführt, dass die betrachtete Gruppe mit den Infinitesimalen
771 und 772jene gewönliche Differenzialgleichung erster Ordnung invariant lässt, deren Lösungs-
kurven die Kurven w(x, y) = canst sind. Das Konzept der Invarianz einer gewöhnlichen Dif-
ferenzialgleichung erster Ordnung fügt sich in die bisherige Darstellung ein, da in diesem Fall
gilt:

A'..( dy) A'..(- - dy)
'¥ x, y, dx = '¥ x, y, dx (9.31)

18Zum Beispiel wUrde 1/; unter der Annahme IV = x2 + y2 die Schar der Kreise mit Mittelpunkt im Ursprung
bezeichnen.
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wobei <P die betrachtete Differenzialgleichung sein soll.
Zur Illustration wird folgende gewöhnliche Differenzialgleichung erster Ordnung betrachtet:

dy B(x, y) (GI,G2) dy B(i:, y)
dx = A(x, y) =} di: = A(i:, y) (9.32)

Diese kann alternativ als ein autonomes System zweier gewöhnlicher Differenzialgleichungen
dargestellt werden:

dy dx
dt = B(x, y); dt = A(x, y) (9.33)

Die Lösung dieses Systems seien Kurven w(x, y) = const. Beziehung (9.33) ermöglicht uns
nun, das totale Differenzial der Funktion W darzustellen als

aw aw {aw aw }dw = ax dx + ay dy = ax A(x, y) + ay B(x, y) dt (9.34)

Für die Lösungskurven, welche durch die Bedingung dw = 0 charakterisiert sind, folgt damit

aw aw
ax A(x, y) + ay B(x, y) = 0 (9.35)

(9.36)

Wir ordnen weiters einer noch zu bestimmenden Gruppe, die die Differenzialgleichung (9.32
) invariant lässt, die Infintesimalen (WI, W2) zu. Für diese Gruppe folgt aus dem bisher Gesag-
ten, dass sie auch die Schar der Lösungskurven 'ljJ = w(x, y) der Differenzialgleichung (9.32 )
invariant lässt. Den mathematischen Ausdruck findet diese Tatsache, wie beschrieben, durch

aw aW
-WI + -W2 = 1
aX ay

Die Beziehungen (9.35) und (9.36) gestatten uns, nach den partiellen Ableitungen aw lax und
aw lay aufzulösen. Wir erhalten

aw -B
=

ax AW2 - BWI'
aw
ax (9.37)

Mit der Differenzialgleichung (9.32) in der Form

-B(x,y)dx + A(x,y)dy = 0

und (9.37) lässt sich der Term

(9.38)

M = 1 (9.39)
AW2 - BWI

als der integrierende Faktor der Differenzialgleichung (9.32) identifizieren.
Wir wenden das bisher Gesagte nun auf die Richtungsbedingungen der in Kapitel5.7 eingeführ-
ten Charakteristikenscharen ~ = const und rJ = const an. Die Richtungsbedingungen (siehe
5.54) lauten in der für die weitere Darstellung adequaten Form:

- dX + gVK + eX + y2dY = 0

~= const : 9 = 1; rJ = const : 9 = -1
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Es liegt in diesem Fall kein vollständiges Differenzial vor, die Gleichung (9.40) kann nicht un-
mittelbar integriert werden. Es soll deshalb die soeben dargestellte gruppentheoretische Methode
dazu benützt werden, einen integrierenden Faktor der Gleichung (9.40) zu bestimmen. Da kein
systematischer Weg exisitiert (siehe [16]), um von (9.40) ausgehend zu der diese Differenzial-
gleichung invariant lassenden Gruppe zu gelangen, ist man auf den Versuch angewiesen. Durch
Einsetzen lässt sich verifizieren, dass folgende Transformation die Differenzialgleichung (9.40)
invariant lässt:

- 1
X = - {eS (K + eX) - K} = FI(X, Y; s)

e
- /2Y = eS Y = F2(X, Y; s)

s bezeichnet hierbei den Gruppenparameter.
Die Infinitesimalen dieser Gruppe ergeben sich zu

(9.41)

8Fl K
WI = -8 Is=o = - + X;s e

(9.42)

Weiters können die weiter oben eingeführten Parameter A und B identifiziert werden zu

A = 9J K + eX + y2; B = 1

Wir erhalten deshalb für den integrierenden Faktor von (9.40)

M= 1
gVK + eX + y22: _ K+cX2 c

(9.43)

(9.44)

9.4 Bestimmung der Sprungbedingung für die Upper Deck Gleichung

Bei der Upper Deck Gleichung (5.49) handelt es sich um eine Erhaltungsgleichung. Um dies
zu verdeutlichen, benützen wir, ausgehend von der Upper Deck Gleichung in der Form (5.58),
folgende äquivalente Darstellung:

(9.45)

Aus dieser Erhaltungsform der Upper Deck Gleichung lässt sich ableiten 19, dass eine sprung-
hafte Änderung der Größen 8<I> / 8 X und 8<I> / 8Y über eine durch die Koordinaten (Xs, ys)
festgelegten Linie folgender Bedingung genügen muss:

(9.46)

Die Notation {}S bezeichnet hierbei eine sprunghafte Änderung einer Strömungsgröße über die
durch die Koordinaten (Xs, ys) festgelegten Linie (siehe dazu Abb.15).

19Eine detaillierte Ableitung an Hand einer ähnlichen Gleichung findet sich zum Beispiel in [36].
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Abbildung 15: Notation zur sprunghaften Änderung einer Strömungsgröße über eine durch die Koor-
dinaten o~rs,Xs) festgelegte Linie.

Im Folgenden soll nun die Sprungbedingung (9.46) an den durch die singulären Stellen (1 und
(2 der Differenzialgleichung (5.70) definierten Linien

-rx:;
Ys1 = y~; (9.47)

für die Femfeldlösung der Upper Deck Gleichung

<I>(X,Y) = YC((); (9.48)

ausgewertet werden.
Mit den Termen

a<I> C'
ax - y' a~ = C _ 2(C" dX = 2(YdYay , (9.49)

erhalten wir für die Sprungbedingung mit c = - v'2
0= {C'L (4(; + c2(s - c2) - 2(s {CL

= {C'} S (2(; + (s - 1) - (s {C} S ; (s = (1, (2
(9.50)

(9.51)C(() -+ H(-y);

In Kapitel 5.7 wurde auf die Variablen der Femfeldlösung (9.48) folgende Transformation an-
gewandt:

Diese Transformation lässt die singulären Stellen (1 = -1 und (2 = 1/2 in die Punkte 0 und
1 übergehen. Wir erhalten damit für die Sprungbedingung in den in Kapitel 5.7 verwendeten
Variablen:

IS(-YS - 1) {H'} S - ~(-ys - ~) {H} S = 0; IS = 0,1 (9.52)
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was mit uns ringt. wie ist das groß;
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wir würden weit und namenlos.

Was wir besiegen. ist das Kleine,
und der Erfolg selbst macht uns klein.
Das Ewige und Ungemeine
will nicht von uns gebogen sein.
Das ist der Engel, der den Ringern
des Alten Testaments erschien:' ... ]

Wen dieser Engel überwand,
welcher so oft auf Kampf verzichtet,
der geht gerecht und aufgerichtet
und groß aus jener harten Hand,
die sich, wie formend. an ihn schmiegte.
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Die Siege laden ihn nicht ein.
Sein Wachstum ist: der Tiejbesiegte
von immer Größerem zu sein.

Rainer Maria Rilke, Der Schauende
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