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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Phinomen der marginalen Grenzschichtablosung an der
Vorderkante eines diinnen Fliigelprofils unter schallnahen Bedingungen in der AuBenstrémung
sowie in der Grenze groBer Reynoldszahlen untersucht. Die AuBenstromung wird hierbei durch
die Grenzschicht nur im Sinne einer schwachen - d.h. in der Grenze groBer Reynoldszahlen
verschwindenden - Stérung beeinflusst. Ausgangspunkt der Untersuchung ist die Bestimmung
der lokalen Struktur der Grenzschichtstromung um einen Punkt verschwindender Wandschub-
spannung mittels Ahnlichkeitsbetrachtungen. Es zeigt sich hierbei, dass in einem asymptotisch
kurzen Gebiet um den Punkt verschwindender Wandschubspannung das hierarchische Konzept
der Grenzschichttheorie versagt und die Wechselwirkung mit der schallnahen AuBenstromung
basierend auf einer asymptotischen Entwicklung der Navier Stokes Gleichungen in Betracht
gezogen werden muss. Dieses Wechselwirkungsgebiet weist, wie aus der Untersuchung hervor-
geht, eine fiir derartige Probleme charakteristische Dreischichtenstruktur auf. Die Untersuchung
der Stromung im Lower-, Main- und Upper Deck fiihrt, wie im Fall marginaler Ablosung in
inkompressibler Stromung, auf eine Integralgleichung, die die Wandschubspannung im Wech-
selwirkungsgebiet mit dem am Grenzschichtrand wirkenden, durch die Wechselwirkung indu-
zierten Druckgradienten in Beziehung setzt. In der vorliegenden Arbeit wird ein numerisches
Verfahren vorgestellt, das auf einer simultanen Berechnung dieser Integralgleichung und der
im Upper Deck durch die Wechselwirkung induzierten Stérstromung beruht. Dieses wird auf
den Fall schwach von reiner Unterschallstromung abweichender Strémung im Upper Deck zur
Anwendung gebracht. Weiters wird die mit diesem Verfahren verbundene Moglichkeit genutzt,
die Auswirkung vom im Upper Deck befindlichen, asymptotisch kleinen Objekten auf den Ver-
lauf der Wandschubspannung zu untersuchen und so einen Beitrag zu den im Begriff des Flow
Control zusammengefassten Methoden zu liefern.
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

Anmerkung: Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrénkt sich das nachfolgende Verzeichnis
auf die fiir den logischen Aufbau der Arbeit wichtigsten Symbole, welche nach Themenbereichen
geordnet sind. In eckigen Klammern gesetzte Griflen bezeichnen solche, die durch Affintrans-
formation aus der vor der Klammer stehenden Grofle hervorgehen.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Stromungsablésung nahe der Vorderkante von diinnen Flii-
gelprofilen unter schallnahen Stromungsbedingungen und schlieBt an die von A. Ruban sowie
K. Stewartson durchgefiihrten Untersuchungen dieses Problems an [1] [2] [3]. Die wesentliche,
der Arbeit zugrunde liegende experimentelle Beobachtung wird an einem diinnen Fliigelprofil
gemacht, dessen Anstellwinkel gegeniiber der Anstromung sukzessive erhoht wird. Fiir kleine
Anstellwinkel bleibt die Stromung iiber der Vorderkante abldsungsfrei. Bei Erhohung des An-
stellwinkels kommt es mit Erreichen des sogenannten kritischen Anstellwinkels an der Vorder-
kante des Profils zur Ausbildung einer kleinen Abloseblase (im Engl. short separation bubble),
die die in erster Ndherung reibungsfreie AuBenstromung nur im Sinne einer schwachen - d.h. in
der Grenze groBer Reynoldszahlen verschwindenden - Storung beeinflusst. Diese Abloseblase
existiert nur innerhalb eines kleines Anstellwinkelbereiches. Eine Erhohung des Anstellwinkels
iiber diesen Bereich hinaus fiihrt zum Platzen der Blase (im Engl. bubble bursting) und - ab-
hiangig von der Grofle der Reynoldszahl - entweder zur Ausbildung einer langen Blase oder
eines ausgedehnten Ablosegebietes mit substanzieller Beeinflussung der AuBenstromung [4].
Das Auftreten beider Stromungsregime (lange Blase und ausgedehntes Ablosegebiet) geht ein-
her mit einer abrupten Reduktion des Auftriebs.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir Anstellwinkel nahe dem kritischen Wert und schallnaher
Bedingungen in der AuBenstromung die Stromungsverhiltnisse im Abldsegebiet im Allgemei-
nen und die Wandschubspannung im Besonderen zu bestimmen, was sowohl von grundlegender
theoretischer als auch, aufgrund der erwihnten Auftriebsreduktion, von praktischer Bedeutung
ist. Zu diesem Zweck konnen asymptotische Methoden angewendet werden, da die typischer-
weise auftretenden Reynoldszahlen von der GroBenordnung 104 — 10° sind [5). Diese GroBen-
ordnung ist im Einklang mit der experimentellen Beobachtung, dass die Stromung im Bereich
der Vorderkante laminar ist [6].

GemiB der grundlegenden Arbeit von Prandtl aus dem Jahr 1904 [7] verschwindet in einer
Grenzschichtstréomung an einer Stelle, an der Grenzschichtablosung auftritt, die Wandschub-
spannung. Die asymptotische Analyse der Grenzschichtgleichungen zeigt nun, dass die Giil-
tigkeit des hierarchischen Konzepts der Grenzschichttheorie nahe einem Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung nicht mehr gegeben ist. Es tritt, abhéngig von der Intensitdt des auf
die Grenzschicht wirkenden Druckgradienten, in der Losung der Grenzschichtgleichungen eine
Goldsteinsingularitit [8] bzw. eine fiir marginal abgeloste Stromungen’ - das heiBt an der Gren-
ze zur Ablosung befindliche Stromungen - typische Singularitdt auf [2] [3]. Die Goldsteinsin-
gularitit ist unter anderem dadurch charakterisiert, dass sie nicht durch Annahme einer lokalen
Wechselwirkung zwischen Grenzschicht und AuBenstromung aufgehoben werden kann [9] und
dass bei ihrem Auftreten die Losung der Grenzschichtgleichungen nicht iiber den Punkt ver-
schwindender Wandschubspannung fortgesetzt werden kann. Fiir marginal abgelste Stromun-
gen ist dies hingegen moglich - die Wandschubspannung beginnt hierbei unmittelbar nach dem
Punkt verschwindender Wandschubspannung wieder zu steigen. Weiters kann, wie in [2] und (3]
gezeigt, die mit diesen Stromungen einhergehende Singularitit in der Losung der Grenzschicht-
gleichungen durch Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen Grenzschicht und AuBlen-

'Die Bezeichnung Marginale Ablosung (engl. Marginal Separation) wurde erstmals in [3] verwendet.




stromung aufgeldst werden. In beiden Arbeiten ([2] und [3]) blieb dabei der Fall schallnaher
AuBenstromung unberiicksichtigt und die Ausarbeitung der Theorie marginaler Ablosung auf
inkompressible Stromungen beschrinkt. Lediglich in [3] wurde, basierend auf den Ergebnissen
in [9] und ohne explizite Ausfithrung der diebeziiglichen Rechnungen das Ergebnis prisentiert,
dass sich die asymptotische Struktur des Wechselwirkungsgebietes fiir reine Unterschall- bzw.
Uberschallstromung zum inkompressiblen Fall nicht zndert. Die vorliegende Arbeit versteht sich
als Beitrag, die in der Theorie marginaler Ablosung fiir schallnahe Bedinungen in der AuBen-
stromung bestehende Liicke zu schlieBen, wie dies fiir den Fall der freien Wechselwirkung (siche
zum Beispiel [10]) unter anderem durch die Arbeiten {11] und [12], denen schallnahe AuBen-
stromung zugrunde liegt, geschehen ist.

2 Kennzahlen und zugrundeliegende Gleichungen

2.1 Voraussetzungen und Bestimmung der ma3gebenden Kennzahlen

Die Untersuchung der schallnahen marginalen Ablosung an der Vorderkante eines diinnen Flii-
gelprofils wird in der vorliegenden Arbeit unter der Voraussetzung ebener, laminarer und statio-
ndrer Stromung sowie unter Zugrundelegung des Konzepts des idealen Gases fiir das strdmende
Medium durchgefiihrt. Weiters wird vorausgesetzt, dass Auftriebsefekte keine Rolle spielen und
dass die Stromung auBerhalb der das Fliigelprofil umgebenden Grenzschicht isoenergetisch ist.
Die im weiteren Verlauf der Arbeit vorgestellte asymptotische Untersuchung der marginalen Ab-
losung in Schallndhe beruht auf dem Grenziibergang Re — oo, in dessen Folge weitere daran
gekoppelte Grenziiberginge von Machzahl und Anstellwinkel betrachtet werden. Die charakte-
ristischen GroBen des Problems, welche fiir die Definition der Reynoldszahl benétigt werden,
sind einerseits die vom Staupunkt an der Vorderkante bis zum Ablosepunkt gemessene Linge L
(siche Abb. 1). Die weiteren charakteristischen GroBen zur Definition der Reynoldszahl sind die
kritische Schallgeschwindigkeit c,, die kritische Dichte p, sowie die dynamische Zahigkeit an
der Profiloberfliche fi,,.2

Des weiteren wird der Arbeit zugrundegelegt, dass die Prandtl-Zahl des stromenden Mediums
gleich 1 und von der Temperatur unabhingig ist. Letztere Annahme ist fiir Luft in guter Ni-
herung erfiillt [13](6]. Zusitzlich wird vorausgesetzt, dass die Profiloberfliche adiabat ist. Mit
diesen beiden Annahmen ist - wie sich zeigen 148t - die Differenz zwischen der sich einstel-
lenden Temperatur an der Profiloberfliche (adiabate Wandtemperatur) und der Temperatur in
der AuBenstromung an einem betrachteten Punkt gleich der Temperaturerh6hung durch adiaba-
te Kompression der AuBenstromung. Unter den Voraussetzungen Pr = 1 und adiabate Wand
ist daher die charakteristische Temperaturerhthung in einer Grenzschichtstromung gegeniiber
schallnaher AuBenstrémung gleich AT = 2/ Cp. Cp bezeichnet hierbei die spezifische Wirme-
kapazitit bei konstantem Druck und &, die kritische Schallgeschwindigkeit.> Der Wert ¢2/ Cp
entspricht zugleich der charakteristischen absoluten Temperatur des idealen Gases in Schallni-
he. Aufgrund der Gleichheit von charakteristischer Temperaturerhthung und charakteristischer

Da unter den gemachten Annahmen die Temperatur an der Profiloberfliche nicht vom Ort abhingt, ist auch die
dynamische Zihigkeit an der Profiloberfliche konstant.

3Die spezifische Wirmekapazitit ¢, bei konstantem Druck wird in der vorliegenden Arbeit als konstant angenom-
men.



absoluter Temperatur ist 2/ Cp die addquate GroBe zur Entdimensionalisierung der Temperatur.
Fiir die Eckert-Zahl folgt mit dieser Festlegung sofort Ec = 1. Zusammenfassend erhalten wir
daher: _
_ &L
frw

el Be=2_-1 . @.1)

Re

ye‘@'

—o00; Pr=

A bezeichnet hierbei die Warmeleitfahigkeit.

Auf Basis des bisher Gesagten werden nun die folgenden Groen entdimensionalisiert: Dichte p,
Temperatur T, Druck D, dynamische Viskositit /2, Volumenviskositit 7', weiters die natiirlichen
Koordinaten z und y entlang der Korperkontur sowie die wandparallele Geschwindigkeitskom-
ponente ¢ und die wandnormale Geschwindigkeitskomponente ¥ (siche Abb. 1).

u=g; 17=g; v=g Re; x=£; y:g\/Re; g:g; 2.2)
Cy Cx Cy L L L
-~ -I -~ ~ hand ~
B f_ B p el p
p=—— p== p=—=; T=-—"5 p==r
Hw Hw Px 0*2 p*C*Q

Die GréBen y und v bezeichnen hierbei die jeweiligen entdimensionalisierten GroBen in der

klassischen Grenzschichtskalierung.

Abbildung 1: Natiirliche Koordinaten (Z,3) mit Ursprung im Staupunkt S und Geschwindigkeitskom-
ponenten (,7) zur Beschreibung der Stromung nahe der Vorderkante eines diinnen Flii-

gelprofils.

w2

2.2 Grundgleichungen

Im Folgenden werden die Grundgleichungen unter Zugrundelegung von natiirlichen Koordina-
ten formuliert (siche z.B. [6]). Die mit L entdimensionalisierte lokale Kriimmung der Profilo-

berfliche wird mit x(x) bezeichnet.




2.2.1 Konstitutive Gleichungen

Thermische Zustandsgleichung fiir das ideale Gas:

v—lT

p=—

(2.3)
i

Y = &/¢y bezeichnet den Isentropenexponenten®. Die spezifischen Wirmen bei konstantem
Druck und konstantem Volumen - ¢, und &, - werden als konstant vorausgesetzt.

Zihigkeitsgesetz:
u=CT (2.4)

C bezeichnet die Chapman-Rubesin-Konstante. Ihr Wert kann aus der Linearisierung des (ge-
naueren) Sutherlandschen Zihigkeitsgesetzes um die fiir das Problem charakteristische Refe-
renztemperatur bestimmt werden, [6].

Isobarer Ausdehnungskoeffizient fiir das ideale Gas:

1 (dp _1
e

2.2.2 Kontinuitatsgleichung fiir ebene, stationéare Stromung

Opw) , AL+ rg} pv) _
Oz 0y

0 (2.6)

2.2.3 Bewegungsgleichungen fur ebene, stationare Stromung

Mit den folgenden Bezeichnungen fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors sowie der
viskosen Spannungen

0v ro2Y . . 27
Tyy = 2pa—g + |y - 3 divag

@ __Ku + 1 ov

0y 1+ky 1+kgoz| °

=]

sind die auch als Navier Stokessche Gleichungen bezeichneten Bewegungsgleichungen gegeben
durch:

“Es wird die im angelsachsischen Raum gebriuliche Bezeichnung fiir den Isentropenexponenten verwendet, da der
dafiir im deutschsprachigen Raum verwendete griechische Buchstabe « in der vorliegenden Arbeit dic lokale
Kriimmung der Profiloberflache bezeichnet.



1. Navier Stokessche Gleichung:

du . Ou dp 1 (O71ez 1 8 2
pugx-+(1+fcy)pv—a—g+npuv—— + { + _[(1'*"‘1!) T:cy]}

8z ' Re | Or 1+ ky 8_y
(2.8)
2. Navier Stokessche Gleichung:
v Ov dp 1 (o 0
el 1 _ h 2 - _ ~\ “r = Ty v _
puz_+ (1+£7) UGG ~ P (1+ x7) 5 T Re { 3z T 55 [(1 + <) Tyy]}
- LK,T
Re pe e 4
2.9)
2.2.4 Energiegleichung fir ebene, stationare Stromung
Mit der Dissipationsfunktion &
2 _N\ 2
® =2y ! — _8_u + KU + 3—11
1+ gy \ Oz 0y
(2.10)
+ 3_u+ 1 @—/m 2-i- _2 (div w)?
1o " T+ xg \ oz Ho3h
nimmt die Energiegleichung in natiirlichen Koordinaten folgende Form an:
g+(1+,§”) vg— L _8_ __#_a_T. .*_2 a_T
—re YIPPS5 = PrRe |0z \1+ry0z) " 85 \\' 93
op _\ 9p
hd 4 -~ 2.11
+EcﬂT{uax+(1+ny)vag} (2.11)
Ec _
+ R_e (1 + ny) Q)

2.2.5 Grenzschichtgleichungen fiir ebene Strémung

Die im Folgenden dargestellten Gleichungen beschreiben eine zweidimensionale Grenzschicht-
stromung in der Grenze Re = oo exakt bzw. stellen die filthrende Ordnung einer Entwicklung der
Navier Stokes Gleichungen, der Energiegleichung sowie der Kontinuititsgleichung fiir Re — oo
dar, wenn folgende Variablenstreckungen zugrundegelegt werden:

y— Re_l/Qy; 7 — Re /2y (2.12)



Wenn weiters vorausgesetzt wird, dass die Profiloberflichenkriimmung x(z) folgenden Glei-
chungen geniigt’:

k = o(Re'/?); % = o(Re), (2.13)

so erhilt man mit der Grenzschichtskalierung (2.12 ) die folgenden Gleichungen:

Kontinuititsgleichung:
d(pu) . B(pv)

W+Ty—=0 (2.14)

1. Grenzschichtgleichung:

u§2+ vau__3p+ 0 Ou 2.15)
™ pay_ Oz Oy “ay '
2. Grenzschichtgleichung
9p
0= 3y (2.16)

Energiegleichung in der Grenzschicht:

8T . 9T 10 ( 8T dp . dp o\
e ey ey (e ["T (5 +5) (&) ] e

Wie in Kapitel (2.1) erliutert werden die die Stromung begrenzenden Winde als adiabat ange-
nommen. Die Gro8en u, v und T" miissen unter dieser Voraussetzung folgende Randbedingungen
erfiillen:

y = 0: u=v=0 (2.18)

v = 0. T_y (2.19)
Oy

y = 00: u=uz); T=T(z) . (2.20)

(2.18) ist mathematischer Ausdruck der sogenannten Haftbedingung. Die Vorgabe einer adiaba-
ten Wand fiihrt auf die Beziehung (2.19). (2.20) ist die Randbedingung am Grenzschichtrand.
ue(z) und T, () bezeichnen hierbei die wandparallele Geschwindigkeitskomponente sowie die
Temperatur der reibungsfreien AuBenstromung an der Wand.

Fiir eine weiterfiihrende und detailierte Darstellung der Grenzschichttheorie kann auf [6] ver-
wiesen werden.

Die Profiloberflachenkriimmung ist unter diesen Voraussetzungen in der Grenzschichttheorie ein Effekt hoherer
Ordnung




2.2.6 Gasdynamische Gleichung fiir ebene Strémung in natiirlichen Koordinaten

Im Fall reibungsfreier Stromung, in der die Entropie entlang von Stromlinien konstant ist, kon-
nen die thermischen Zustandsgr6Ben aus Kontinuititsgleichung, Energiegleichung und den Be-
wegungsgleichungen eliminiert werden. Die damit verbleibende Beziehung ist die Gasdynami-
sche Gleichung:

c? — u? du
1+ Ky Oz

8u+ 1 8v)+ kv _0
Oy 1+ kyoz 14+ Ky

+(c® - uQ)g—Z — u( (2.21)

Fiir die Schallgeschwindigkeit ¢ gilt hierbei unter Zugrundelegung der Zustandsgleichung des
idealen Gases:

1 y-1
2 = % - T (@ +?) (2.22)

Die AuBlenstromung - als asymptotische Entwicklung fiir grole Reynoldszahlen betrachtet -
erfilllt bis zu den in der vorliegenden Arbeit maBgebenden GréBenordnungen der Reynoldszahl
die Voraussetzungen, um die Gasdynamische Gleichung anwenden zu kénnen.

2.2.7 Eulergleichungen fur ebene Stromung in natirlichen Koordinaten

Um Relationen zwischen den GroBenordnungen von Druck und Geschwindigkeit in der asym-
ptotischen Entwicklung der AuBenstromung fiir groBe Reynoldszahlen zu erhalten, werden die
fiir reibungsfreie Stromung geltenden Eulergleichungen herangezogen:

1. Eulergleichung:

pu  Ou Ou K 1 Jp

— — = — — 2.23
1+ny0m+pv6y+1+mypuv (2.23)

2. Eulergleichung:

pu Ov Ov K 2 Op
- _ == 2.24
1+ny8w+pv3y 1+/<aypu Oy (2.24)

2.2.8 Gleichung der Drehungsfreiheit (Wirbelfreiheit)

O0({1 +kylu) Ov
_——8y -5 = 0 (2.25)

2.2.9 Crocco-Busemannsche Lésung der Energiegleichung in der Grenzschicht

Fiir den Fall Pr = 1 besteht ein bemerkenswert einfacher Zusammenhang zwischen der Temperatur-
und der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht. Diese von Crocco [14] und Busemann
[15] gefundene GesetzmiBigkeit besagt, dass fiir jedes Zahigkeitsgesetz u(T') die Temperatur
nur von der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente u abhingt.

Fiir T = T'(u) erhalten wir aus der Energiegleichung (2.17) unter Verwendung der 1. Grenz-
schichtgleichung (2.15) und 2. Grenzschichtgleichung (2.16)



dp (8T Pr—18T 8 [ Ou 1 82T ou\?
i (Geree) T g () - [ e e () e

Fiir Pr = 1 ist aus (2.26) ersichtlich, dass T'(u) eine Losung der Energiegleichung in der Grenz-
schicht ist, wenn gilt

d Ec
£=0: Tuw)=-——u’+ciutc |,

" 2 (2.27)
E#O: T(u)=—7u + co

Ec ,

Unter Beniitzung der Randbedingung « = 0 an der die Grenzschicht begrenzenden Wand erhal-
ten wir fiir den Fall mit nicht verschwindendem Druckgradienten

T + %zﬂ =T, . (2.28)

T ist die sogenannte adiabate Wandtemperatur oder Eigentemperatur der Wand ©.

5Wenn, wie in der vorliegenden Arbeit, die AuBenstromung als (in fithrender Ordnung) reibungsfrei vorausgesetzt
wird und weiters gilt Ec = 1, so ist die adiabate Wandtemperatur konstant - siehe dazu auch [13].



3 Koordinatenentwicklung der L6sung der
Grenzschichtgleichungen um einen Punkt
verschwindender Wandschubspannung

GemaiB der grundlegenden Arbeit von Prandtl aus dem Jahr 1904 [7] verschwindet in einer
Grenzschichtstromung an einer Stelle, an der Grenzschichtablosung auftritt, die Wandschub-
spannung. Der Ausgangspunkt der Untersuchung schallnaher marginaler Ablssung ist daher
ebenso wie bei der marginalen Ablgsung in inkompressibler Strémung [1] die lokale Unter-
suchung der Grenzschichtgleichungen um einen Punkt verschwindender Wandschubspannung.
Aufgrund der Parabolizitit der Grenzschichtgleichungen wird unter der Voraussetzung, dass kei-
ne Riickstromung auftritt, die Grenzschichtstromung an einem betrachteten Punkt vom Verlauf
der AuBenstromung vom Staupunkt bis zu diesem Punkt beeinflusst. Eine lokale Analyse der
Grenzschichtgleichungen in Form einer Koordinatenentwicklung, wie sie im Folgenden durch-
gefiihrt werden soll, kann daher nicht die Gesamtheit der Randbedingungen beriicksichtigen und
muss deshalb als Entwicklung von Eigenfunktionen angesetzt werden, [1].

3.1 Die Zweischichtenstruktur

Unter der Annahme der Existenz eines Punktes mit verschwindender Wandschubspannung weist
die Grenzschicht in der Umgebung dieses Punktes, wie zu zeigen sein wird, eine Zweischich-’
tenstruktur auf. Die unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften der beiden Schichten sowie
deren Abmessungen werden im Folgenden erortert.

Wir untersuchen zunichst die Frage, in welchem Bereich der Grenzschicht um den Punkt ver-
schwindender Wandschubspannung die Tédgheits-, Reibungs- und Druckkrifte von gleicher Gro-
Benordnung sind. Diese Balance der genannten Krifte ist physikalischer Ausdruck der Invarianz
der 1. Grenzschichtgleichung gegeniiber - in bestimmten Relationen zueinander stehenden -
Gruppen von Transformationen der darin auftretenden Variablen’. Aus diesen Relationen zwi-
schen den Transformationsgruppen kann der gesuchte Bereich bestimmt werden.

Wir untersuchen nun die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) auf Invarianz gegeniiber folgenden
Transformationen sowohl der abhingigen als auch der unabhéngigen Variablen:

T -z — a(d—2); y — By; u — vi; v — kd; (3.1)
P—Puws = 8(p—Pus); 1= pw—€(f—fw); P—ps— AP Ps)
Pws» Hw, und ps bezeichnen hierbei die Werte von Dichte, dynamischer Zahigkeit und Druck im

Punkt verschwindender Wandschubspannung. z sei der Abstand dieses Punktes vom Staupunkt.
o, B3, 7, d, € und « sind die den Transformationen zugeordneten Parameter.

"Im konkreten Fall sind diese Transformationsgruppen sogenannte Punktgruppen. Eine Einfithrung in die grup-
pentheoretische Methode zur Auffindung von Losungen von partiellen Differenzialgleichungen findet sich zum
Beispiel in [16] sowie in [17].



Eintragen der in (3.1) zusammengefassten Beziehungen in die 1. Grenzschichtgleichung ergibt:

2

5 0t ky 04 4% .0u n’y& o
P Pwsuaj + 3 pwsva» + (P Puws) U 6» ﬂ (p PwS)va~ = 42
«di B2 wa 2 T (A= a 32

Damit die 1. Grenzschichtgleichung invariant bleibt gegeniiber den Transformationen (3.1),
muss daher gelten:

2 K /\
7;=77 ;2 o oe=6 . (3.3)

Ou
Aufgrund des Verschwindens der Wandschubspannung 7, = ty,— 3 |y=0 im Punkt (z,, 0) weist

die Geschwindigkeitskomponente u in Punkten (z;, y) nahe der Wand unter der Voraussetzung

9
£ = O(1) folgende Gré8enordnung auf:

u(zs,y) ~y> Vy—0 (3.4)

woraus unter Beriicksichtigung von (3.1) folgt v = 32. Eintragen dieses Resultats in die Rela-
tionen (3.3) fiihrt auf die, fiir die Untersuchung der Zweischichtenstruktur, wichtige Beziehung

B =al’t . (3.5)

Gemif der physikalischen Bedeutung der Invarianz der 1. Grenzschichtgleichung gegeniiber den
besprochenen Transformationen sind demnach Trigheits-, Reibungs- und Druckterme in dem
durch y = O(zs — z)l/ 4 festgelegten Gebiet von gleicher GroBenordnung. Dieses Gebiet soll
fortan gemiB der in [18] verwendeten Terminologie als die wandnahe reibungsbehaftete Schicht
(kurz: wandnahe Schicht) bezeichnet werden. Im verbleibenden, duBeren Teil der Grenzschicht
mit der Groenordnung y = O(1) sind Reibungs- und Triigheitsterme nicht mehr in Balance.
Da die Trigheitsterme das Anpassen an die reibungsfreie AuBenstromung ermdéglichen, ldsst
sich folgern, dass in diesem Bereich der Grenzschicht die Trigheitssterme dominieren und so-
mit eine lokal reibungsfreie Schicht vorliegt. Letztere soll im weiteren Verlauf der Arbeit als
Zwischenschicht bezeichnet werden.

3.1.1 Wandnahe Schicht

Wir bestimmen im Folgenden in der soeben definierten wandnahen Reibungsschicht eine Koor-
dinatenentwicklung der Strémungsgroen fiir r —zs = s — 0—. Es wird sich dabei zeigen, dass
diese Entwicklung unter bestimmten Voraussetzungen iiber den Punkt z; hinaus fortsetzbar ist.
Die Koeffizienten der Entwicklung werden dabei als Funktionen der durch die Transformation
(3.5) nahegelegten Ahnlichkeitsvariablen n = y/(—s)/4 = y/¢ angesetzt. Diese Vorgangs-
weise zur lokalen Analyse der Grenzschichtgleichungen wurde gemiBl dem Wissensstand des
Autors erstmals in [19] angewendet. Enwickelt werden die Dichte, der Druck, die Temperatur

10



sowie die Stromfunktion, welche per definitionem ein Integral der Kontinuititsgleichung (2.14)
darstellt und implizit gegeben ist durch

oY o
pu = By’ p=—5- - (3.6)
Die Entwicklung fiir den der Grenzschicht aufgeprigten Druckgradienten lautet
op _ 2
5 — Poo tPo1S+poast+ - (3.7)

Zur Bestimmung des fiihrenden Terms (0, n7) der Entwicklung der Stromfunktion (s, n) set-
zen wir (3.6) und (3.7) in die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) ein und erhalten am Ablosepunkt
Ts

—poo + —p—— =0 . (3.8)

Tws und py, bezeichnen die Werte von Temperatur und Dichte am Ablosepunkt (z, y)=(zs, 0).
Mit (3.8) muss die Entwicklung der Stromfunktion um den Abldsepunkt gemi8

= Po0Pws 3
P = GCTwsy + (3.9)

beginnen.
Die weiteren Terme der Entwicklung werden analog zu [1] in folgender Form angesetzt:

$=¢ (%%ns + %7 for () + €~ foam) + - ) -0 L (10
ws

Die GroBe o nimmt hierbei die Rolle eines Eigenwertes der Funktion fo; ein, den es im wei-
teren zusammen mit fp; zu bestimmen gilt. Der dritte Term des obigen Ansatzes wird durch
die quadratische Nichtlinearitit der Grenzschichtgleichungen erzwungen. Diese hat zur Folge,
dass in der Bestimmungsgleichung fiir fo2 eine von fo; abhidngige Inhomogenitit auftritt. Die
zur Balance weiterer Terme des Druckgradienten notigen Anteile in der Stromfunktion werden,
ebenfalls analog zu [1], weggelassen, da sie die ben&tigten Resultate der weiteren Analyse nicht
verdndern.
Aus (3.10) , der Crocco-Busemannschen Losung der Energiegleichung (2.28) sowie der thermi-
schen Zustandsgleichung (2.3) erhalten wir die Ansitze fiir Temperatur und Dichte:

p=pus+Epu(m)+--
T = Tys + & Tor(n) + -+

Die Funktionen pg; sowie Tp; sind durch die thermische Zustandsgleichung, die Crocco-Busemannsche
Losung der Energiegleichung sowie (3.10) eindeutig bestimmt, jedoch fiir die weitere Analyse

nicht von Bedeutung. Die Bestimmungsgleichung der Funktion fo; ergibt sich nach Einsetzen

von (3.10) und (3.11) in die 1. Grenzschichtgleichung zu

(3.11)

1
f mo_ apOO/’w.sznfo1 + :?_(a +

1)poopwsn2 1 Tpoopwsn® ¢ 4 _ 4
(CTys)?

4 (CTus)?™™ ~ 8(CTus)z” ™ ~ (.12)
fo1(0) = fo,(0) =0

11



Diese Gleichung besitzt drei linear unabhingige Losungen, die so gewihlt werden konnen, dass
deren Potenzreihenentwicklungen um den Punkt = 0 mit 1,  und 52 beginnen. Nur jene
Losung, deren Potenzreihenentwicklung mit 72 beginnt und - wie sich zeigen ldsst - auch mit
diesem Term endet, erfiillt die Randbedingungen.® Damit folgt

1
for(n) = zaon® . (3.13)
Zur Bestimmung von « ist es notwendig, die Bestimmungsgleichung fiir die Funktion foo zu
untersuchen. fpo geniigt der Gleichung

POOPwsn

f 2/// _ lpoopwsn
4° (CTys)?

8 (CTws)?

3 ws '
(7 —20) g)g%}ws;fm = 4a60'7?w3(1 —2a);  fo2(0) = fpo(0) =0

foo" + (e + ) fo2'—

(3.14)

Diese Gleichung ist von gleicher Struktur wie die in [1] fiir den Fall inkompressibler Stromung
erhaltene. Deshalb gilt wie in [1] auch in unserem Fall, dass die Funktion fgo nur dann fiir
n — oo nicht exponentiell aufklingt und damit an die Lsung in der Zwischenschicht angepasst

werden kann, falls gilt

1
a=%; m=012--- . (3.15)

Details zur Methodik dieses Beweises finden sich in [20]. Die asymptotische Ordnung der Terme
in der Reihe (3.10) fordert, dass gilt @ > 3/4. Der erste, sich damit ergebende, mégliche Wert ist
o = 1. Dieser Fall wurde im Inkompressiblen in einer grundlegenden Arbeit von Goldstein er-
ortert [8], der diesen Wert fiir o aufgrund numerischer Berechnungen von Hartree angenommen
hatte. Es zeigte sich dabei, dass die sich ergebende Losung nicht iiber den Punkt z, fortgesetzt
werden kann und dort eine Singularitit aufweist (Goldstein Singularitit). Eine detailierte Dar-
stellung des Versuches der Fortsetzung iiber z findet sich in [4].

GemiB (3.15) ist der nichstmogliche Eigenwert o = 3/2. Die sich damit ergebende Losung in
der wandnahen Schicht ist

Y= 53200051“ 3+ €8 for(n) + €° foz(n) +
we ) 5 (3.16)

for = ‘a077 foz = sbon” — Loz_ns Mng
’ 2 120CT,," " 40320C3T,3

Die Konstanten ag und bg bleiben im Rahmen der vorliegenden lokalen Analyse unbestimmt und
miissen aus einer globalen Analyse numerisch berechnet werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit
wird gezeigt werden, dass die Losung (3.16) einerseits iiber den Punkt =4 hinaus fortgesetzt wer-
den kann und dass sie andererseits die Grenzlosung ist, die sich beim kritischen Anstellwinkel
einstellt. Zuvor soll jedoch die Losung in der Zwischenschicht untersucht werden.

®Details zum Auffinden dieser Losung konnen anhand der zu (3.12) slrukturaquwalemen Gleichung (9.8) (im An-
hang) nachvollzogen werden.
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3.1.2 Zwischenschicht

Aus der Anwendung der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklungen auf die L6-
sung fiir die Stromfunktion in der wandnahen Schicht (3.16) sowie unter Verwendung der Crocco-
Busemannschen Losung der Energiegleichung (2.28) folgt fiir die Koordinatenentwicklung der
Losung in der Zwischenschicht

Y = Yoo(y) + (=8)¥or(y) +---
p=poo(y) + (=s)por(y) +--- (3.17)
T = Too(y) + (—=s)Tor(y) + - --

Fiir die Funktion Tp,; erhalten wir wiederum aus der Crocco-Busemann Losung

po1 dwoo>2 1 dipoo dibor
T () = oL - e rru 3.18
o) poo3 < dy poo® dy dy G-18)

Fiir po; ergibt sich aus (3.18) und unter Verwendung der 2. Grenzschichtgleichung (2.16)

1 dipoo dfo1  YPoopoo’ }

po1(y) = ) 1/ doo 2{ dy dy Poo ~—1
Twspoo® + 3 W

(3.19)

2
Mit den Abkiirzungen

__ 11 dvoo
V(& —1)Too poo dy

1 (dioo \?
_ 2 -
N(y) - TwsPOO + < dy ) )

Moo(y)

(3.20)
2

folgt schlieBlich zusammen mit den Ausdriicken fiir po; und Tp; aus der 1. Grenzschichtglei-
chung (2.15) fiir die Funktion /g,

d? dpoo d
gy L2 _ W dvor —~poopoo(Moo” ~ 1)

dy? dy dy
_C (Puo)* [ oo _ 5 (ddoo\' | 1 (ddoo)
poo? \ dy? dy N\ dy N2\ dy

CToo Yoo
Plo  ay®
- Fly) . (3.21)

Moo bezeichnet hierbei die mit der wandparallelen Geschwindigkeitskomponente « an der Stelle
T = x4, im Abstand y von der Wand gebildete Machzahl.
Die Gleichung (3.21) besitzt die allgemeine Losung

Yy
dvoo / -F(y)
= Yoo ) g Y 4 : 3.22
Yo1(y) ” +0 FYRY: ] (3.22)

RERAC
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wobei sich die Konstane B durch Anpassen an das Ergebnis (3.16) fiir die wandnahe Schicht

ergibt zu
aoCTys

Po0Pws

B = 3.23)

3.2 Die Grundlésung der marginalen Ablésung

Durch Ansetzen einer zu (3.16) analogen Koordinatenentwicklung der StromungsgroBen fiir
s — 0+ kann , wie in [1] fiir den inkompressiblen Fall durchgefiihrt, rigoros gezeigt werden,
dass die zum Eigenwert a = 3/2 korrespondierende lokale Losung iiber den Punkt z hin-
aus fortgesetzt werden kann. Es ist jedoch, wie von A. Kluwick in [21] und [22] beschrieben,
moglich, mit weitaus einfacheren Uberlegungen zum selben Resultat zu gelangen. Die Losung
(3.16) ist bis zum Separationspunkt identisch mit einer lokalen Losung der Navier-Stokes Glei-
chungen um einen Separationspunkt, die, nebst anderen, von Oswatitsch gefunden wurde [23].
Wie in [24] beschrieben, erfiillt diese lokale Losung der Navier-Stokes Gleichungen auch die
Grenzschichtgleichungen in fithrender Ordnung. Da die Grenzschichtgleichungen keine zwei-
ten Ableitungen nach der Koordinate z enthalten, kann nun die Losung um einen Separati-
onspunkt sowie jene um einen Wiederanlegepunkt gemaB Abb. 2 zu einer weiteren Losung der
Grenzschichtgleichungen zusammengesetzt werden. Diese Losung wird in weiterer Folge als die
Grenzlosung identifiziert werden, die sich beim kritischen Anstellwinkel auflerhalb eines noch
zu bestimmenden asymptotisch kurzen Gebietes um den Ablosepunkt einstellt. Da sie im Fol-
genden als fithrender Term einer Entwicklung fiir kleine Abweichung des Anstellwinkels vom
kritischen Wert angesetzt wird, soll jene Losung im Weiteren als Grundlsung der marginalen
Abldsung bezeichnet werden.
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Abbildung 2: Stromungsbild und Wandschubspannungsverlauf nahe eines Separationspunktes (a), ei-
nes Wiederanlegepunktes (b) und eines Punktes marginaler Ablosung (c).
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4 Asymptotische Entwicklung der L6sung der
Grenzschichtgleichungen

4.1 Die Grundlésung als Grenzlésung fur kritischen Anstellwinkel

Um die im vorhergehenden Kapitel definierte Grundlosung der marginalen Abl6sung als die die
lokalen Stromungsverhiltnisse beim kritischen Anstellwinkel beschreibende Losung zu iden-
tifizieren, wird eine asymptotische Entwicklung der StrdmungsgréBen in der Grenzschicht fiir
kleine Abweichung des Anstellwinkels k& vom kritischen Wert k. formuliert. Diese Variation sei
mit Ak = k — k. bezeichnet.

Y =t + Ak + -
p=po+Akp +---
T=To+AkT1 +---
p=po+Akp + -

“.n

Die Entwicklung, deren fiihrender Term die Grundlésung ist, wird sowohl in der wandnahen
Schicht als auch in der Zwischenschicht ausgefiihrt werden. Fiir die wandnahe Schicht wird
analog zu [1] der folgende Ansatz fiir die Stromfunktion ; gewihlt:

P1=EP L) + P fra(n) +--- ;6 -0 . 4.2)

Zur Bestimmung der Ansitze fiir die Funktionen p; und 77 wird auf die Crocco-Busemann Lo-
sung (2.28), die thermische Zustandsgleichung (2.3) sowie die 2. Grenzschichtgleichung (2.16)
zuriickgegriffen. Unter Beniitzung der aus den genannten Gleichungen folgenden Beziehungen

2 2
Ttk (30) var{ o () Lowonl
2p02% \ 8y po°® \ Oy po* By Oy 4.3)
0
—_ 0} =
By {poTy + 1T} =0

erhalten wir die Struktur der Entwicklungen von p; und 7y:

p1 =& o (n) + ¥ p1a(m) + -, (4.4)
Ty = €8 T (n) + €¥P5T(n) + -

Das Eintragen der Ansitze fiir zp_l, p1 und T3 in die 1. Grenzschichtgleichung (2.15) sowie die
Randbedingungen an der Profiloberfliche fiihrt auf folgende Gleichungen fiir die Funktionen

fi1und fia:

1 0Pws 3 1 1 p00pw5772 ,BPOOPws"]
fu” - gzzzj—ﬂus—;?;fu"-FE(ﬂ%—ﬁmful—mfu =0 , 4.5)

f(0) = f,(0)=0
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m_ 1 pOOPwsn " P00PwsN” 3, P00PwsT _
fi2 8 (CTon)® —mgf2 + 5 (ﬂ +1) =7 (CTws)? f! =B+ )(CTws)2 fiz= (4.6)
ﬁ + 1

f01 fu'+ ngsfufm" + QCTwstIf” ,
f12(0) = f12(0) =0

Die Gleichungen weisen dieselbe Struktur wie jene fiir fo; und foo auf. Die gleiche Argumenta-
tion, die zum Auffinden der Losungen fiir fo; und foo gefiihrt hat, liefert hier fiir die moglichen
Eigenwerte

1
ﬂ:m—é; m=0,1,--- . 4.7
Fiir f1; und f}9 erhalten wir mit dem minimalen Wert von 3 = —%
1 4 I 4
) = za1n®; fia(n) = zhin® . (4.8)

2 2

Im Rahmen der hier durchgefiihrten lokalen Analyse der Grenzschichtgleichungen konnen ana-
log zu ag und bg auch die Konstanten a; und b, nicht bestimmt werden.

Weiters finden wir unter Verwendung der Ergebnisse fiir f;; und f1» sowie der Beziehungen
(4.2) und (4.3):

_ lajpoon®

1 aipoor®
Tl = =2 T, s
wsHrws

4.9)

Zusammenfassend kann deshalb fiir die Korrekturlgsung 1. Ordnung in der wandnahen Schicht
(¥1, p1,T1) geschrieben werden

1 ayn?
"r/}l 62 2 + - 3
1 a1poon’®
.. 4.10
=T T (4.10)
1 3
P
5 2C’trwspws

Aus der Anwendung der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklungen auf die Kor-
rekturlosung - d.h. durch Auswertung der Losung fiir 7 — oo - folgt fiir die Struktur der Losung
in der Zwischenschicht fiir s — 0—

1 1
1= —d@)+-; ppr=——=pwoly)+ -;
(=) (=s) @.11)

Th = Tio(y) +

1
(=)
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Aus den Beziehungen (4.10) und (4.11) ist ersichtlich, dass die asymptotische Entwicklung der
StromungsgroBen gemidB (4.1) fiir s — 0— nicht gleichmiBig giiltig ist. Die Grenze der Giil-
tigkeit markiert die Gleichheit der GroBenordnungen des ersten Terms der Korrekturlsung und
des zweiten Terms der Koordinatenentwicklung der Grundlosung:

Ak ~ (-5)? . 4.12)

4.2 Notwendigkeit der Erweiterung der Zweischichtenstruktur

Die Konsequenz aus Beziehung (4.12) ist, dass die asymptotische Entwicklung der Stromungs-
groBen gemiB (4.1) im Bereich |z — z,| = O(|Ak|'/2) = O(e!/?) adaptiert werden muss. In
jenem Bereich wird die wandnahe, reibungsbehaftete Schicht im Folgenden als Lower Deck, die
Zwischenschicht als Main Deck bezeichnet werden. GemdB den in Abschnitt 3.1 bestimmten
Abmessungen von wandnaher Schicht und Zwischenschicht folgt:

MainDeck : |z —z5| = O(e'/?); y=0(1) ,

4.13
LowerDeck : |z — x4 = 0(61/2); y = 0(61/8) (4.13)

Die Begriffe Main Deck und Lower Deck sind aufgrund der Arbeiten von Stewartson [10] [25]
im englischsprachigen Raum zu den Standardbezeichnungen fiir die in Wechselwirkungsproble-
men auftretende Schichtenstruktur geworden. Sie sollen deshalb auch in der vorliegenden Arbeit
zur Anwendung kommen und hierbei die Schichtenstruktur sowohl im wechselwirkungsfreien
Fall als auch im spiter zu besprechenden Fall mit Wechselwirkung benennen.

4.2.1 Main Deck

Unter Beriicksichtigung von (4.11) folgt fiir die Ansidtze im Main Deck unter Anwendung der
gestreckten Variable z,, = e Y2(z — ;) sowie mit y,, = yund k = ke + €ky + - -

P = 1/1M0(1'm; Ym) + 61/21»1’M1(~'l:ma'.'an) +eoe
p = pM0o(Tm, Ym) + €201 Ty Ym) + -+

T = Trnto(Tmy Ym) + € 2Th1 (Tmy ym) + -+
p = Po+ €/ 2poozm + € (k1P1 + porzm?) + -

(4.14)

Aus dem Anpassen an den Ansatz (3.17) fiir die Zwischenschicht in der Grenze z,, — —o0
erhalten wir

":bMO(-'L'ma ym) = ¢00(ym); PMO(xm, ym) = pOO(ym); TMO(xmy ym) = TOO(ym)
4.15)
Das Einsetzen des Ansatzes (4.14) in die Grenzschichtgleichungen liefert unter Verwendung der
Crocco-Busemann Loésung (2.28), der thermischen Zustandsgleichung (2.3) sowie der Abkiir-
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zungen (3.20)

dipoo w1 BYmi d®poo _ (Moo? — 1)
QY O Oy Ozm dyZ Poopool Moo

_C (¥ [ dbo0 _ 5 (doo)', 1 (duoo)®
poo? \ dyZ, dym N \ dym N2\ dym

CToo d*oo
Pl Ay
=F(ym)
(4.16)
Wir erhalten als Losung fiir ¥ar1, pam1, Tar1 (in impliziter Form)
Ym
d"/’OO Al(xm)CTws / F(Q) ~
= +Tm | ——=d7 + G(ym )
’lle dym P00 Pws (d’t/)o())?' y (y )

4 4.17)

_1 dipoo I 4 p 2.

M1 = T P0G~ — P00 Tm
Top = PM1 <d¢oo)2 1 dyoo Ovan
M

b pOO3 dym - pOO2 dym aym

b

wobei A(Z,) und G(ym) zunichst noch beliebige Funktionen darstellen. Aus dem Anpassen an
das Resultat (3.22) fiir die Zwischenschicht folgt

Glym) =0; Ay(zm)=ao(—-zm)+ +; Tm— —00 . (4.18)

4.2.2 Lower Deck

Mit der durch die Dicke des Lower Decks festgelegten Variable y; = eV 8y sowie mit z; =
T, = €~1/%(x — z,) erhalten wir fiir die Stromfunktion % durch Anpassen an die Entwicklung
(4.1) in der wandnahen Schicht

_ 3/8 P00Pws 3
Y= SCT,.

2
6/8 § 20 _ V2 + si L Y
+e { 5 (—z)u’ + sign(Ak) - 20

2 2 2
o/8 [ _00°P00Pws o 0" .\ 5 Do zjao0 oA ab1
te {4032003:1“58”’ 1200, I T 5 (e et + sign(dk) 5 —
+ . e ’
Yy — 00; ] — —00
(4.19)
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und damit fiir die asymptotische Struktur der Entwicklung der Stromfunktion 1 im Lower Deck

1/} - 6:?./SI)OOPws

6CT,. v + S (i, u) + B Yra(zu) + -+ . (4.20)

Weiters folgt fiir Dichte und Temperatur durch Anpassen an die Entwicklung (4.1) in der wand-
nahen Schicht

1/2 P002Pws 4

P = puwste 802Tw53 (]
478 {sign(Ak)alpoo vl D002 Pws 7} 4.21)
9CTws?  (—z1) | 13440CT,,5 "
+-05 Yy, — 00; 11— —00

2
T=T —61/2 Poo 4
= dws

8C?T, 2 !
+ /8 {—siyn(Ak)alpoo v Poo? y7} (4.22)
2CTyspws (—x;) = 26880C4T, 7"
+; Yy = 00; 1z — —00

Die Entwicklungen fiir Dichte und Temperatur haben daher im Lower Deck folgende asympto-
tische Struktur:

P = puws + € 2pra(u) + € Bpraznu) + -,

(4.23)
T = Tows + €2 Tp1(y) + € BTra(z, w0) + - --

Aus (4.23) ist ersichtlich, dass die Stromung im Lower Deck in fiihrender Ordnung inkompressi-
bel ist. Wir erhalten nach Eintragen der Ansitze (4.20) und (4.23) in die Grenzschichtgleichun-
gen folgende Beziehung fiir die Funktion ¢1:

Poopws 2 O*YL1 _ poopws %L1 _ i
2CTus)?” 0zi0y, ~ (CTows)® 0z 0

(4.24)

Diese ist bis auf die vorkommenden Konstanten mit der in {1] gefundenen Gleichung ident.
Zusammen mit den Randbedingungen

0
w=0: p = ;“‘=0 , (4.25)
K/
1
y—oo: Y= §A1(xz)y? : (4.26)
1
T — —00: Y = §A1($z)y12 (4.27)

liegt ein lineares Randwertproblem vor, dessen Losung mit der Methode der Fouriertransforma-
tionen gefunden werden kann. Wir erhalten fiir die Funktion ,1:

1
Yy = §A1($z)y12 : (4.28)
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Die Funktionen py; und T7,; sind fiir den weiteren Verlauf der Untersuchung nicht maBgebend
und werden deshalb nicht berechnet. Wesentlich ist hingegen 11; und damit verbunden die

Funktion A;(z;), die unmittelbar mit der Wandschubspannung 7,, = ,uwa—uly:o zusammen-
hingt.
1/2 CTws 6 ’(/le Iy,_o +. 61/2 CTwS

Tw
Pws Oy 2 Pws

Azy) + - (4.29)

Zur Bestimmung der Funktion A, (z;) muss auf die Bestimmungsgleichung fiir den Term 1,9
zuriickgegriffen werden:

P00Pws 2 %P2 Po0Pws " Obra _ Bro +
2(CTys)? Y az,0y (CTys)?”" Oz oy}

1 %Yo 1 3y %L

CTys Oy} 0z  CTys Oy 010y
_ PP 1

ay? 2CT,s

(4.30)

A Ay}

Die Randbedingungen dieser Differenzialgleichung sind:

Ora
Y |y1—0 0; 1/1L2|y1=0=0;

2 2
_ _%0 *poopuws o @ _ s bo, (74 2 : b w®
VI — —00; y — 00
4.31)

Wie schon fiir die Funktion 11, liegt auch fiir ¢);5 ein lineares Randwertproblem vor. Fiir dessen
Losung mittels der Methode der Fouriertransformation erweist es sich als vorteilhaft, auf eine
Funktion 19 zu transformieren, die folgende Eigenschaft aufweist:

Yoz, y1) = o(l) Vz; — —o0; y— +oo . (4.32)

Dass diese Eigenschaft fiir die Losung des Randwertproblems von Vorteil ist, wird anhand von
Beziehung (9.19) im Anhang deutlich. Folgende Transformation fiihrt auf eine Funktion 19, die
der Beziehung (4.32) geniigt.

Yo = Yro—
002P00Pws 9 ao? 5, bo 7/4
- {40320cs:rgs Y~ T30CTy,, vt g 2 ()M + sign(Ak) 2 (- z,)1/4}
- {2;’;1::5 (A? — a2z)® — 2a0a;sign(Ak)) yl}
4.33)
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Die Differenzialgleichung (4.30) und die zugehorigen Randbedingungen (4.31) gehen damit
iiber in

P00Pws o %y Poopws Oty o

2CTws)2 " 02,0y~ (CTus)? ) 0z 0y
Oy

By w=0 = 9@ Yalu=0=0; (4.34)
CTys 2 9 o )
g(z) = T (A7 — adz® — 2apa;sign(Ak)) yy — 0; z, — —o0

Wieder kann, wie im Anhang durchgefiihrt, die Methode der Fouriertransformation benutzt wer-
den. Dabei zeigt sich, dass fiir die Existenz einer nicht exponentiell aufklingenden Lésung eine
Losbarkeitsbedingung erfiillt sein muss.

4.3 Losbarkeitsbedingung

Aus der Fouriertransformation der Gleichung (4.34) folgt, dass diese nur dann keine exponentiell
aufklingenden Losungen aufweist, wenn gilt

g(:z;l) =0 = Al(:l:l) = aO\/-Tl2 + QZ:—IS’I.gTL(Ak) . (4.35)
0

Fiir den Fall inkompressibler Stromung folgt fiir die Parameter ag und a; aus der numerischen
Integration der Grenzschichtgleichungen entlang eines Fliigelprofils im Bereich der Vorderkante
welche parabolische Form aufweist [1]:

ap>0;, a; <0 . (4.36)

Im Folgenderi wird davon ausgegangen, dass die Vorzeichenrelationen (4.36) auch im Fall kom-
pressibler Strémung giiltig bleiben, da Gleichung (4.35) nur dann mit dem experimentellen Be-
fund iibereinstimmt, dass fiir Werte des Anstellwinkels, die kleiner sind als der kritische Wert
(Ak < 0) die Wandschubspannung (und damit A,(z;)) ein von null verschiedenes Minimum
aufweist [26]. Fiir Ak > 0 hingegen liefert Gleichung (4.35) - im Gegensatz zum Experi-
ment - das Ergebnis, dass die Wandschubspannung im Punkt z; = — (2]a,]| / ao)l/ % wurzelartig
den Wert null erreicht (siehe Abb. 3 sowie die Diskussion der Vorderkantenablésung in [4]).
Die mathematische Formulierung dieses Er§ebmsses wird als Goldsteinsingularitit bezeichnet.
Stromab des Punktes z; = — (2]a1] /ag) /“ ist das hierarchische Konzept der Grenzschicht-
theorie nicht mehr anwendbar. Die Tatsache, dass die Losbarkeitsbedingung (4.35) unter der
Bedingung (4.36) im Einklang mit den Beobachtungen ist, 148t den Schluss zu, dass die Grund-
losung tatsdchlich - mit gleich zu besprechenden Einschrinkungen - die Stromungsverhiltnisse
beim kritischen Anstellwinkel beschreibt. Diese Identifikation gilt mit Ausnahme eines asym-
ptotisch kurzen Gebietes um den Punkt verschwindender Wandschubspannung. Obwohl ndmlich
fiir die Grundlosung als Grenzlosung fiir Ak — 0+ die Stirke der Goldsteinsingularitit beliebig
klein wird, ist dennoch auch fiir diese Losung das hierarchische Konzept der Grenzschichttheorie
verletzt, da die Richtung der Stromlinien am Grenzschichtrand iiber dem Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung eine Diskontinuitit aufweist. Dies macht folgende, unter Verwendung
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von Gleichung (4.17) gewonnene, Beziehung fiir die Stromlinienneigung am Grenzschichtrand
deutlich:

oY |
ay 172 —1/2 Oz I
e = R T
Oy I

)
— _Re_1/2 CTys dAl(xm +/ + O(Re_l/261/2)
Poopws  ATm 2 (d¢00>

Ycs bezeichnet hierbei den der Stromlinie am Grenzschichtrand entsprechenden Wert der Strom-
funktion .

(4.37)

T | Ak<O

Ak=0
Ak >0

Ts . z

Abbildung 3: Wandschubspannungsverliufe fiir verschiedene Werte der Anstellwinkelvariation Ak
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5 Wechselwirkung mit der schallnahen AuBBenstromung

5.1 Das transsonische Triple Deck

Wie in Kapitel 4.3 dargelegt, ist fiir den Fall Ak > 0 das hierarchische Konzept der Grenz-
schichttheorie verletzt und daher eine Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen Grenz-
schichtstromung und reibungsfreier AuBenstrémung notwendig. In (2] und [3] wurde fiir den
Fall inkompressibler Stromung diese Wechselwirkung analysiert. Dabei ergab sich, dass eine
Losung der Navier-Stokes Gleichungen in einem gewissen, von der Reynoldszahl abhingigen
Bereich existiert, fiir welche gilt, dass die Wechselwirkung auf ein asymptotisch kurzes Ge-
biet beschrankt bleibt, welches im Grenzfall Re = oo verschwindet. Im Folgenden soll nun
die Wechselwirkung fiir den Fall kompressibler Stromung und schallnaher Bedingungen in der
AuBenstromung analysiert werden, beginnend mit der Bestimmung der asymptotischen Abmes-
sungen des Wechselwirkungsgebietes, das die Struktur eines Triple Decks aufweist’.

5.1.1 Bestimmung der asymptotischen Struktur

Wie in den vorangegangenen Kapiteln ausgefiihrt, bestimmt die GroBe der Anstellwinkelvariati-
on Ak die Breite von Lower- und Main Deck (in Stromungsrichtung) und damit jenen Bereich, in
dem die Losung (4.35) giiltig ist. Im Folgenden wird nun vorausgesetzt, dass die GroBenordnung
der betrachteten Anstellwinkelvariation derart an den Grenzilbergang Re — oo gekoppelt ist, so
dass die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Stromungsrichtung mit jener, durch die
Anstellwinkelvariation Ak festgelegten Ausdehnung von Lower- und Main Deck in Strémungs-
richung im wechselwirkungsfreien Fall iibereinstimmt. Eine detaillierte Begriindung fiir diese
Voraussetzung wird in [4] gegeben. Weiters wird angenommen und a posteriori gezeigt, dass
die bisher identifizierte Zweischichtenstruktur und die zugehorigen physikalischen Mechanis-
men durch die Wechselwirkung nicht beeinflusst werden. Das Lower Deck ist demnach, wie im
wechselwirkungsfreien Fall, jener wandnahe Bereich, in dem Trigheits-, Reibungs- und Druck-
krifte in Balance sind. Das Main Deck bezeichnet den an die Zwischenschicht anschlieBenden,
lokal reibungsfreien Bereich des Wechselwirkungsgebietes. Neben Lower- und Main Deck muss
auch jenes asymptotisch kurze Gebiet, das in der AuBenstromung von der Wechselwirkung be-
einflusst wird und gemiB der gidngigen Konvention als Upper Deck bezeichnet wird, betrachtet
werden. Dieses Gebiet habe die Abmessungen ©(Re) bzw. ['(Re) in z— bzw. g—Richtung. Die
AuBenstromung soll im Wechselwirkungsgebiet die Voraussetzungen der Schallnihe erfiillen,
das Wechselwirkungsgebiet also demnach ein asymptotisch kurzer Bereich um die Schalllinie
sein. In Schallnihe sind mogliche StoBe schwach und die Stromung ndherungsweise isentrop.
Dies wird a posteriori mit der fiir die AuBenstromung erhaltenen asymptotischen Entwicklung
bestiitigt werden. Weiters wird sich zeigen, dass die in der AuBenstromung induzierte Storstro-
mung in filhrender Ordnung reibungsfrei ist. Unter der Voraussetzung der Reibungsfreiheit bzw.
konstanter Entropie entlang einer Stromlinie kann, wie bei der Diskussion der Grundgleichun-
gen ausgefiihrt, die Gasdynamische Gleichung verwendet werden. Demnach ist dies auch zur
Analyse der ungestorten AuBenstrdmung sowie der fithrenden Ordnung der induzierten Stor-
stromung moglich. Eine (generalisierte) Koordinatenentwicklung der in der Gasdynamischen

9Eine deallierte Darstellung der Triple-Deck Theorie findet sich zum Beispiel in {25].
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Gleichung vorkommenden Geschwindigkeitskomponenten u und »'® kann in Schallnihe unter
Verwendung der gestreckten Koordinaten x, = (z — z,)/© sowie y, = §/I" folgendermaBen
angesetzt werden: !!

u=1+4+Kje; +Au; v=A4v |,
Au = u107,0 + Uo1 (El)Fyo + ull(el)remoyo + -+ 'ao(l‘o: Yo, 61) ) 5.1
Av = vo1(€1)TYo + v11(€1)OTZoYo + - - - + Uo(ZTo, Yo, €1)

K, der sogenannte schallnahe Ahnlichkeitsparameter, ist zusammen mit dem Entwicklungspa-
rameter €; (Re), dessen GroBenordnung noch zu bestimmen sein wird, ein MaB fiir die Schallna-
he der Su6mung. %, bzw. ¥, bezeichnen die aufgrund der Wechselwirkung induzierten Ge-
schwindigkeitsstorungen in der AuBenstromung. u)o ist ein konstanter Entwicklungskoeffizi-
ent. Die weiteren Koeffizienten (ug;,u11,v01, usw.) hingen vom Entwicklungsparameter €, ab.
Durch Einsetzen von (5.1) in die Gasdynamische Gleichung kénnen Relationen zwischen diesen
Koeffizienten bestimmt werden. Fiir den fiir die Bestimmung der asymptotischen Struktur des
transonischen Triple Decks maBgeblichen Koeffizienten ug; ergibt sich

up) = —ks + O(ey). 5.2)

ks bezeichnet hierbei den lokalen Kriimmungsradius der Wand am Punkt z = z,. Im Wechsel-
wirkungsgebiet soll per definitionem die lokale Machzahl nur wenig vom Wert 1 abweichen und
insbesondere ein Schalldurchgang méglich sein. Damit erhalten wir fiir die GroBenordnung der
wandparallelen Geschwindigkeitsinderung im Wechselwirkungsgebiet

Aur~e . 5.3)

Die asymptotischen Abmessungen des Wechselwirkungsgebietes I und © sowie der Entwick-
lungsparameter €; miissen nun so gewihlt werden, dass die Geschwindigkeitsanderungen Au
und Av durch eine nichttriviale Beziehung miteinander verkniipft werden, die Gasdynamische
Gleichung demnach nicht degeneriert. Der dadurch charakterisierte Grenziibergang €; — 0 bzw.
Re — oo wird auch als transonisches Limit der Gasdynamischen Gleichung bezeichnet. Aus der
Gasdynamischen Gleichung und der Bedingung der Drehungsfreiheit folgt damit

Au(Au/O) ~ Av/T;, Au/T ~ Av/O

6
= (Au)® ~ (Av)? ~ % ~ed (5.4)
=T~ 61—1/29

Um die Analyse der Strémung im Upper Deck fortsetzen zu kdnnen, ist es notwendig, das Ver-
hiltnis der GréBenordungen von %4, und © zu kennen. Dazu muss die Stromung in Main- und
Lower Deck untersucht werden. Letzteres habe die Abmessungen ©(Re) bzw. §(Re) in z—

OIm Fall des idealen Gases hangt die in der Gasdynamischen Gleichung auftretende Schallgeschwindigkeit ¢ aus-
schlieBlich von den Geschwindigkeitskomponenten u und v ab (siehe Beziehung (2.22) ).

"Um bei der wandparallelen Geschwindigkeitskomponentie u eine Gleichheit zwischen Bezeichnung und Index zu
vermeiden, wird im Upper Deck statt des naheliegenden Index u der Index o verwendet.
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bzw. j—Richtung. Das Verhiltnis, in dem die Abmessungen des Decks in z— bzw. j—Richtung
zueinander stehen, folgt aus der Analyse der Grenzschichtgleichungen am Beginn der Arbeit
(Beziehung 3.5) zu:

dRe!/? ~ 014 (5.5)

Aus der Anpassung an die linear von z abhingige Wandschubspannung auBerhalb des Wechsel-
wirkungswirkungsgebietes folgt fiir die GroBenordnung der Wandschubspannung in diesem:

T~On~ReTL (5.6)
ii; bezeichnet hierbei die wandparallele Geschwindigkeitsstérung im Lower Deck.
Wie aus Beziehung (4.30) hervorgeht, wird der Verlauf der Wandschubspannung durch nicht-
lineare Trigheitsterme mitbestimmt. Die Wechselwirkung setzt demnach dann ein, wenn die
GroBenordnung des induzierten Druckgradienten jene der nichtlinearen Trigheitsterme erreicht
und damit die - den Druckgradienten mittelbar bestimmende - Wandschubspannung beeinflusst
wird.
Wir erhalten daher fiir die im Lower Deck wirkende Druckstérung p; die Abschitzung

P~ (5.7)

Im Fall inkompressibler Stromung sind die Druckstorungen in den einzelnen Decks von gleicher
GroBenordnung, [2]. Dass dies fiir den kompressiblen Fall ebenfalls giiltig ist, wird an dieser
Stelle a priori angenommen und im weiteren Verlauf der Arbeit verifiziert werden:

DL~ Do ™~ Pm (5.8)

Aus der Linearisierung der Euler-Gleichung ergibt sich im Upper Deck der folgende Zusammen-
hang zwischen induzierter Druckstérung und wandparalleler Geschwindigkeitskomponente:

Do ~ Uo - (5.9)

Wir erhalten damit aus den Beziehungen (5.5) - (5.9) fiir das Verhiltnis der GroBenordnungen
von i, und ©:
i, ~ 0%2 = 0(0) . (5.10)

Weiters vefeinern wir die Problemdefinition und legen fest, dass der Auftreffpunkt der Schall-
linie im Wechselwirkungsgebiet liegen soll. Dies kommt einer Beschrinkung der maximalen
Kriimmung im Punkt z = z, gleich, wie aus den Beziehungen (5.1)-(5.4) und (5.10) ersichtlich
wird:

O ~ ¢y K3=O(611/2) . (5.11)

Fiir die Storgeschwindigkeiten %, und 9, folgt - unter Beriicksichtigung der Beziehungen (5.1)-
(5.4) sowie (5.10) und (5.11) - aus der Gasdynamischen Gleichung sowie der Bedingung der
Drehungsfreiheit

T r

B~ T G~ Tog - (5.12)
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Die fiir kritischen Anstellwinkel linear von z abhingige Wandschubspannung bzw. Verdrin-
gungsdicke induziert eine - von der Unstetigkeit am Punkt £ = z, abgesehen - konstante Ge-
schwindigkeitsstorung in §—Richtung der GroBenordnung Re~'/2 in der AuBenstromung, so-
dass fiir die GroBenordnung der wandnormalen Geschwindigkeitsstorung im Upper Deck folgt
7, = O(Re™1/2). Wir erhalten damit fiir die induzierte Druckstorung im Upper Deck

_ _ 9, Re Y2 Re /2

pO ~ uO ~ —I_—‘ ~ 1" ~y @1/2
Die Losung des durch die Beziehungen (5.5) (5.6) (5.7) (5.8) und (5.13) definierten algebrai-
schen Gleichungssystems ist

(5.13)

O~ ¢ NRe—l/G; F~R8_1/12; 5~Re—13/24;

—5/24. -5/12 (5.14)

u; ~ Re PL~ Pm ~ Po ~ Uo ~ Re
Aus @, = o(©) und dem Ansatz (5.1) kann die physikalische Schlussfolgerung gezogen werden,
dass die Wechselwirkung die Lage der Schalllinie in fiihrender Ordnung im Wechselwirkungs-
gebiet nicht beeinflusst.

Um zu iiberpriifen, ob die Voraussetzung der Drehungsfreiheit erfiillt ist, gehen wir aus von der
folgenden, fiir das ideale Gas geltenden Beziehung [27] fiir den Entropiesprung iiber einen Sto8:

290 =Y 0 e, P10 e s 2_1_, 0+
(0= 3P a0t = a1 M0t 615)

Unter Beachtung von Mf = u? 4 v? sowie mit (5.1) folgt aus (5.15) fiir die GroBenordnung des
8
Entropiesprungs
[s) ~ 613 ~Re7? (5.16)

Die iiber einen moglichen Sto8 im Wechselwirkungsgebiet induzierte Drehung ist damit gemiB
dem Croccoschen Wirbelsatz hochstens von der GroBenordnung O(e;%) = O(Re™1/2). Fiir die
mogliche, mit den Storgeschwindigkeiten verbundene Drehung gilt jedoch

di, 0O,
dy oz

= 0(e;%) = O(Re™1/3) . (5.17)

Daraus folgt, dass die Stromung mindestens bis zu den in (5.1) betrachteten GroBenordnungen
drehungsfrei ist. In Abb. 4 ist die soeben bestimmte asymptotische Struktur des transonischen
Triple Decks schematisch dargestellt. Im Folgenden soll nun die Stromung in den einzelnen
Decks untersucht werden.
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Abbildung 4: Asymptotische Struktur des transonischen Triple Decks - Upper Deck (u.d.), Main Deck
(m.d.) und Lower Deck (L.d.).

5.2 Main Deck

Aufgrund der zuletzt gewonnenen Ergebnisse werden im Main Deck folgende Variablenstreckun-
gen durchgefiihrt:

Tm = (z— zs)Rel/G; Ym = ijel/2 . (5.18)

Aus der Anpassung der Stromungsgroien in der wechselwirkungsfreien AuBenzone an jene
im Wechselwirkungsgebiet folgt, dass die asymptotische Struktur der Entwicklungen fiir die
StromungsgroBen in Lower- und Main Deck identisch ist mit jener in den genannten Bereichen
im wechselwirkungsfreien Fall. Wir erhalten damit fiir das Main Deck aus (4.14) und unter
Beachtung von € ~ |Ak| ~ Re™!/3:

¢(mm7ym) = Re_1/2¢m0(1‘ma ym) + R9_2/3¢m1 (Im) ym) +
P(-'L'm, ym) = me(xm) ym) + Re_l/spml (mm) ym) +
T(Zm, Ym) = Tmo(Tm, ym) + Re_l/GTml(xma Ym) + 0,

_ - 1 _
p(xma ym) = PO + Re 1/62-7001:711 + Re 2/6(1‘71131 + p01§$m2) + Re 5/12pm($m7 ym) +
(5.19)

Mittels der Anpassung an den Ansatz (3.17) fiir die Zwischenschicht kénnen die fiithrenden
Terme folgendermaBen konkretisiert werden:

'l/}mO(xma ym) = d’OO(ym); me(xm; ym) = POO(ym); TmO(:L'mv ym) = TOO(ym) . (3.20)
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Das Einsetzen von (5.19) in die 1. Navier-Stokes Gleichung (2.8) ergibt in fiihrender Ordnung

= F1 (%00, Too, poo, Poo)

(5.21)
Aus der Energiegleichung (2.11) bzw. den Ableitungen der thermischen Zustandsgleichung (2.3)
nach z— bzw. j erhalten wir

dipoo i1 dToo OPmi
dym Orm dym Oz

dpoo dpoo Obm1  d®4Pog Opm1  ((dipoo \ Opm1 | dipoo %P1
—Po0—— - 00
dym dYm Oz, dyz Ozm dym 0%y dYm OTmOYm

= F>(¥o0, Too, poo)

Opm1 OTm1 _ 7YPoo
T = .
00 Bz, + poo Er =1 (5.22)
dpoo 9Too
——Too+ poos— =0
B 00 + P00 Sy
Mit (5.22) veinfacht sich (5.21) zu
dPoo *Pmi  d*Yo0 O%m1
— =F T . 5.2
By, 0700 dun? Bz, 3(%00, Too, P00, Poo) (5.23)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
doo | A1(zm)CT. T R
Yy = S § LIS g / —— 2 dy + Hiym) | - (5.24)
dym Po0Pws d’l/)()o (y)
dy
Anpassung an das Ergebnis (3.22 ) fiir die Zwischenschicht fiihrt auf die Resultate
H(ym) =0; Ai(zm) =ao(-zZm)+ --+; Zm — —00 , (5.25)
F3(y) = F(y)

wobei F'(y) gemiB Beziehung (4.16) gegeben ist.
Das Eintragen der Ansitze (5.19) in die 2. Navier Stokes Gleichung (2.9) ergibt in fiihrender
Ordnung
Opm
OYm
Wir sehen damit die in der GroBenordnungsabschitzung vorweggenommene Gleichheit der Gro-
Benordnungen der Druckstdrungen in den einzelnen Decks gemiB (5.8) bestitigt.

=0 . (5.26)

5.3 Lower Deck

Folgende Variablenstreckungen resultieren aus der asymptotischen Struktur des Lower Decks:

= (x— zs)Rel/G; y = yRel/? 5.27)
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Die asymptotische Form der Entwicklungen fiir die Strémungsgré8en im Lower Deck folgt ge-
miB den Ansitzen (4.20) und (4.23) fiir den wechselwirkungsfreien Fall zu

Yz, ) = Re_lsmg%)%y? + Re ¥4y (z1, y1) + Re™ 2Py (2, 4) + - --
ws

b

-4/24 —7/24

p(z1,y1) = pws + Re pin(zi, yt) + Re pilzLy) +---

(
(
T(.’L‘[, yl) = T‘ws + Re_4/24,-rll(xl’yl) + Re_7/24ﬂ2($1, yl) + - )
- - 1 _
p(z, w) = Po + Re™V8pooz; + Re~2/8(ky Py + P01§‘”12) +Re™2p (21, 1) + - -
(5.28)

Nach Eintragen dieser Ansitze in die 1. Navier Stokes Gleichung (2.8) finden wir, dass die
Bestimmungsgleichung, die wir fiir die Funktion ;; erhalten, ident ist mit derjenigen fiir den
wechselwirkungsfreien Fall:

Po0Pws o 0% _ _Poopws  Odu _ By
2(CToe)2 " 82,0y~ (CTue)2 " 0z, 0y

(5.29)

Die Randbedingungen entsprechen ebenfalls denjenigen fiir den Fall ohne Wechselwirkung.
Als Losung erhalten wir demgemiB

1
Y =A@yl - (5.30)
Weiters folgt fiir die Funktion ;2:

P Opy

Po0Pws 2 82"/112 __ PooPws 8"/)12 — st
ay? wsa.’l:l

9CTw. ! 82,0y, CT,, V' 8z,

= CTys

2 b} (531)
+ i Oy O Y
oyt 0z Oy 9x,0y
Die zugehorigen Randbedingungen sind
Oz
Bu ly,;=0 = 0;  ialy,=0 = 0;
2 2 9
— 90 P00Pws 9 _ 0 s, bo, 74 2 k byt (532)
Y2 = 4032OC3T3)3y‘ 12OCTws( oy’ + 5 (=) Pyt ki ——a

2 2 (—x) /A

VI — —o0; y — o0
Wie schon im wechselwirkungsfreien Fall erweist es sich fiir die Losung dieses Randwertpro-

blems mittels der Methode der Fouriertransformation als vorteilhaft, auf eine Funktion 1), zu
transformieren, die folgende Eigenschaft aufweist:

Yo(zi, y) = o(1) Vr; — —o0; y— +oo0 . (5.33)

Dass diese Eigenschaft fiir die Losung des Randwertproblems von Vorteil ist, wird anhand von
Beziehung (9.19) im Anhang deutlich. Folgende Transformation fiihrt auf eine Funktion )7, die
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der Beziehung (5.33) geniigt:

— a | a? 1
Yy = tPio — {poo 0 1 + ——xty? + §A2yl2}

40320 120
(5.34)
— { CTws (A2 a :I: bl 2a0a1k1) }
2p00pws 0
Wir erhalten damit folgende Differenzialgleichung fiir die Funktion ,:
P00Pws 2 %Py Poopws Oy _ F1hy Opi
U Yt = CTws_T —Pwsm—
2CT,;”" 0x8yy CT,s "~ 0z Oy; oz,
- Py
Paly=0 =0 'a_y‘|y1=0 = g(z1); (5.35)
CTys 0
) =— Af — a%x? — 2apa1k 0, p— —
9(=) 2P00Pws( 0 oark) — :

5.4 Upper Deck

Basierend auf der asymptotischen Struktur des Upper Decks werden folgende Variablenstreckun-
gen durchgefiihrt:

z, = (z — :vs)Rel/s; Yo = gRel/12 . (5.36)

GemiB Kapitel 5.1.1 kann die Gasdynamische Gleichung zur Beschreibung der Stromung im
Upper Deck verwendet werden. Die asymptotische Struktur eines Ansatzes des Druckes p sowie
der in der Gasdynamischen Gleichung vorkommenden Geschwindigkeitskomponenten u und v
folgt aus den GroBenordnungsabschitzungen (5.13) und (5.14) zu

U= ’u,*(fE, 37) + Re_5/12uo(woa yo) +-
v =v,(z,5) + Re™V205(2z0,50) + -+, (5.37)
P«(z,9) + Re_s/wpo(l'oa Yo) + -+

P

Die GroBen u,, v, und p, beschreiben hierbei die ungestorte, reibungsfreie AuBenstrémung. Wie
bereits dargelegt, ist die Strémung bis zu den betrachteten GroBenordnungen drehungsfrei und
in der Darstellung der Stromung kann daher auf eine Potenzialfunktion iibergegangen werden:

1 8¢ _ 09
l+ny3m v_c')y

(5.38)

k(z) bezeichnet hierbei die lokale Kriimmung der Wand an der Stelle z. Das dem Ansatz (5.37)
entsprechende Potenzial wird nun in Form einer generalisierten Koordinatenentwicklung ange-
setzt:

¢ =(1+ K1Re V/6)Re 6z, + ®yoRe™ %622 + ®p(Re)Re™/6z,y2+

(5.39)
+ (I’O?-(Re)Re_l/Gyg +-- 1+ Re_7/12¢0($0) yo) + -
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Hierbei wird vorausgesetzt, dass die ungestorten GroBen u,(z,¥) und v,(z,%) um den Punkt
z = 0,7 = 0 in eine Taylorreihe entwickelt werden kénnen und damit in den gestreckten Ko-
ordinaten z, und y, ausgedriickt werden kénnen. Weiters bezeichnet die Funktion ¢,(z,, ¥o)
das mit den Storgeschwindigkeiten u,(z, §) und v,(z, §) assoziierte Storpotenzial. Nach Eintra-
gen von (5.39) in die Gasdynamische Gleichung folgen Relationen zwischen den Koeffizienten
der generalisierten Potenzialentwicklung. Jene fiir die weitere Analyse wesentlichen Relationen
sind:

Boz(Re) = Re™V/® (y + 1) K1820 + O(Re™°);  ®15(Re) = 2830 (v + 1) + O(Re™'/%)
(5.40)
Damit ergibt sich fiir die Entwicklung fiir das Potenzial ¢:

¢ =(1+ K Re~Y/6)Re Y8z, + dyoRe %022 + 203, (v + 1) Re~%/6z,y2+

(5.41)
+ ('7 + 1) K1®20Re_1/6y3 +--+ Re_7/12¢o(mo’ yo) + -

Nach Eintragen von (5.41) in die Gasdynamische Gleichung erhalten wir fiir das Storpotenzial

do:

T ¢, 0% o¢
+1) [Ky + 2@ N -y = — 1)2 2 42
(v + 1) [K1 + 2®20z0 + P12¥7] 512 Oy (v+1) 45208% (5.42)
mit 512 = 2‘1)%0 (’7 + 1)
Fiir die Druckstorung folgt aus der Euler Gleichung (2.23)
9o
o = — ) 5.43
p Bz, (5.43)

SchlieBlich erhalten wir mittels Anpassens der Entwicklungen (5.19) im Main Deck und (5.37)

im Upper Deck:

'Uo(:lto,O) = %(.’L‘O,O) =

_CTu, day

44
Po0Pws dz, (>-44)

5.5 Wechselwirkungsproblem und Lésbarkeitsbedingung

Die Beziehungen (5.35), (5.42), (5.43) und (5.44) definieren zusammen das Wechselwirkungs-
problem. Fiir die numerische Behandlung ist es vorteilhaft, moglichst viele der auftretenden
Konstanten mittels Affintransformationen zu eliminieren. Fiir das vorliegende Wechselwirkungs-
problem werden dazu folgende Transformationen durchgefiihrt:

=z, =mX; y=nY; ¥y=nz¥ p =po=nap;
atky =nsa; Ay =ngd; ¢, =n7d; yo = ng¥; (5.45)
K, =ngK; 2®9 = njoc

Die Werte der Konstanten 7y bis nj¢ sind im Anhang angefiihrt. Fiir die Konstante c ergibt sich,
wie ebenfalls im Anhang ausgefiihrt, der Wert —+/2.
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Das Wechselwirkungsproblem liegt nunmehr in einer von den speziellen Werten der die unge-
storte Stromung kennzeichnenden GroBen poo, ¢20, ag, C, Tus, pws unabhingigen Form vor. Im
Lower Deck erhalten wir

1., 82¥ oV Y dp

_y2 fhal ol
axoy 0X 6Y3 dX ’
1 (5.46)
Uly—o =0; W|Y=0=—§ (A% - X? - 2a) = g(X)

Y=40: =0 X=-00:¥=0

Die im Upper Deck geltende Beziehung (5.42) sowie die Kopplungsgleichungen (5.43) und
(5.44) werden unter den Affintransformationen iibergefiihrt in

2 920 5%
K+ eX + V) 555 ~ 577 = ~“ax (5.47)
o 8% dA ‘
P=—3xX0; X0 =-3%

Aus der im Anhang durchgefiihrten Fouriertransformation der Gleichung (5.46) folgt, dass diese
nur dann keine exponentiell aufklingende Losung aufweist, wenn folgende Losbarkeitsbedin-
gung erfiillt ist:

A2 - X% _2a=) / % (t,0) (5.48)
ot? ,/ ’

(=1/4)!
V2(1/4)!

Der Parameter a ist gemiB den Affintransformationen (5.45) mit dem die Anstellwinkelvariation
charakterisierenden Parameter k; assoziiert.!?

mit A =

12Es gilt hierbei zu beachten, dass mit a1 < 0 (siehe Beziehung (4.36)) und ns > O (siehe Kapite! 8.1) eine positive
Anstellwinkelvariation (k1 > 0) mit einem negativen Wert des Parameters a verbunden ist.
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5.6 Die Charakteristiken der Upper Deck Gleichung
Dier Upper Deck Gleichung (5.47)

_o 020 9%0 od
no® o _ 0%

[K+eX+Y'] oo — 55 = —¢5% (5.49)
ist eine Differenzialgleichung vom gemischten Typus, d.h sie hat abhingig vom Ort hyperboli-
schen, elliptischen oder parabolischen Charakter. Es gilt:

[K +cX + }72] <0: elliptischerTyp
[K +cX + )72] > 0: hyperbolischerTyp

(K +cX + )72] =0: parabolischerTyp

, (5.50)

Durch die Gleichung K + ¢X + Y2(X) = 0 wird die Lage der Schalllinie Y;(X) festge-
legt - jener Linie, an der die Differenzialgleichung vom elliptischen zum hyperbolischen Typ
wechselt. Die Bestimmung der Charakteristiken einer hyperbolischen Gleichung stellt einen sy-
stematischen Schritt zur Losung derselben dar. Zur Berechnung der (reellen) Charakteristiken
der Upper Deck Gleichung im hyperbolischen Bereich ([K + ¢X + Y2] > 0) wird auf die Va-
riablen £(X,Y’) sowie n(X,Y') transformiert, die die Upper Deck Gleichung in die kanonische
Form

0% _F ov ov

ogan o€ By’
tiberfiihren, wenn £ und 7 die charakteristischen Koordinaten der Upper Deck Gleichung sind,
d.h. die folgenden Bedingungen erfiillen'3:

[K +cX + Y7 (%)2+(—1) (%)2 =0 ,

U B(X,Y) = L(EX,Y),n(X,Y)) (5.51)

o\ 2 o\ 2 (5.52)
p2) (2L () =
[K+CX+Y]<8X> +( 1)(6)’) 0
Aus dem totalen Differenzial von £ und 7 erhalten wir:
_ o0& _ on
d¥ ax. ¥ ax
axlememst = =G Ghmems = =G (5.53)
oY )%

Zusammen mit (5.52) folgen aus der soeben erhaltenen Beziehung die Richtungsbedingungen
der Charakteristikenscharen £ = const sowie n = const:

le + 1

=const = 5

d)_< VK +cX+Y (5.54)
dY 1

K'n=cmst=_ K+CX+Y2

BDie zu den genannten Bedingungen fithrenden Rechenschritte werden zum Beispiel in [28] anhand einer allgemei-
nen partiellen Differenzialgleichung zweiter Ordnung im Detail durchgefiihrt.
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Die Vorzeichen der Terme 8_){( g—f/ sowie 68_;7( / 5% wurden hierbei derart gewéhlt, dass die

Charakteristikenschar { = const gemiB der gingigen Konvention die von der Stromungsrich-
tung aus gesehen linksldufige Schar ist und die Schar 7 = const jene ist, deren Richtung nach
rechts weist.

Um die Charakteristiken £(X,Y) und 77(X, Y) explizit zu bestimmen, werden die zugehérigen
Richtungsbedingungen in der folgenden Form dargestellt:

—dX +gVK+cX+Y2dY =0

(5.55)

E=const:g=1;, m=const:g=—1
Gleichung (5.55) liegt nicht in der Form eines vollstindigen Differenzials vor. Im Anhang ist
ausgefiihrt, wie ein integrierender Faktor von (5.55) gefunden werden kann, welcher gegeben ist

durch: )
M= = . (5.56)
Y K4cX
gVK +cX + Y25 — 842

Die damit mogliche Integration von (5.55) ergibt unter Verwendung der Variablen { = —(K +
cX)/Y2=X)Y%

£¢,7) =In|-2¢ - ev/T—(|

2c 4/1-¢ — c] -
— ————arctanh | —=—| +2InY |
V16 + c2 [ V16 + c2
_ (5.57)
n(¢, V) =In|-2¢ + ey/T=|
2c 4/1 —C-i—c] S
+ ————arctanh | —=———| +2InY
V16 + ¢2 [ V16 4 c2

Die durch £ = const bzw. n = const festgelegten Charakteristikenscharen sind in Abb. 5 dar-
gestellt. Darin sind an den durch ( = —1 und ¢ = 1/2 definierten Punkten Linienhdufungen zu
erkennen, die eine Folge der Darstellung der Funktionen £ und 7 mittels dquidistanter H6henli-
nien sind und damit starke Anstiege in den Funktionen kennzeichnen. Wie im weiteren Verlauf
der Arbeit gezeigt wird, sind die durch { = —1 und ¢ = 1/2 definierten Punkte Orte mogli-
cher Unstetigkeiten in der Losung der Upper Deck Gleichung. Mittels sowohl mathematischer
als auch physikalischer Argumente konnen diese Unstetigkeiten bestimmt werden. Dies wird im
weiteren Verlauf der Arbeit durchgefithrt.
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Abbildung 5: Charakteristikenscharen § = const und 7 = const dargestellt als dquidistante Hohenli-
nien der Funktionen £(X,Y) und n(X,Y’). Die Koordinate X ist dabei gegeben durch

X = —K —cX = v/2X — K. Die schwarze Linie mit groBerer Strichbreite kennzeichnet

die Schalllinie (¢ = 1). Die in der Abbildung ersichtlichen Linienhdufungen bzw. starken
Anstiege von £ und 7 befinden sich an den durch ¢ = —1 und ¢ = 1/2 definierten Orten.

5.7 Ahnlichkeitsldsung fiir das transsonische Fernfeld

In der vorliegenden Arbeit konnte fiir das durch die Gleichungen (5.47) und (5.48) definierte
Wechselwirkungsproblem keine geschlossene Losung in Form einer Integralgleichung fiir die
Wandschubspannung A und insbesondere kein analytischer Zusammenhang zwischen dem Po-
tenzial ® und der Wandschubspannung A gefunden werden wie dies im Fall der marginalen
Ablosung bei inkompressibler Stromung [2] moglich war. Das Fernfeldverhalten des Potenzi-
als @ ist jedoch analytisch zuginglich und erméglicht Einsichten sowohl in die Mathematik als
auch die Physik des Wechselwirkungsproblems. Dariiberhinaus ist es auch fiir eine weiterfiihren-
de numerische Behandlung des Problems von Bedeutung. Im Folgenden wird gezeigt, dass das
Fernfeldverhalten des Potenzials ¢ durch eine Anhlichkeitslosung der Upper Deck Gleichung
(5.49) bzw. (5.47) gegeben ist. Wir gehen dazu unter Verwendung der bereits eingefiihrten Ko-
ordinate X = —K — cX aus von der Upper Deck Gleichung in der Form:

2 2
72 g 222 O _ 00

3% " av2 — ¢ a% (5.38)
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Die Randbedingung fiir das Potenzial & (siche Beziehung (5.47)) nimmt im Fernfeld unter Ver-
wendung der Heaviside 'schen Sprungfunktion ©(X) folgende Form an:

b, - _ -
Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, dass sich die Funktion A fiir |)~( | — oo an die in Kapitel
3.2 beschriebene Grundlosung der marginalen Ablosung annihert, deren Steigung nach Anwen-
dung der Affintransformationen (5.45) den Absolutbetrag 1 aufweist.
Wir untersuchen nun, unter welchen Transformationen - wir beschrinken uns hierbei auf Streckun-
gen - der unabhingigen sowie abhingigen Variablen die Differenzialgleichung (5.58 ) sowie die

zugehorige Randbedingung (5.59) im Fernfeld invariant bleibt!*. Folgende Notation soll dafiir
verwendet werden:

X=e*X;, Y=Y d=ed . (5.60)

Das Durchfiihren der Transformationen (5.60) in (5.58) und (5.59) fiihrt auf das Resultat, dass
die Differenzialgleichung und die zugehorige Randbedingung invariant gegeniiber (5.60) sind,
falls die Transformationsparameter ¢, 3 und 7 folgendem Zusammenhang unterliegen:

B=vy=af2 . (5.61)
Offenkundig gilt fiir die transformierten Gré8en im Fall der Invarianz von (5.58) und (5.59):
®(X,Y)=d8(X,Y) . (5.62)
Daraus resultiert zusammen mit (5.60 ) und (5.61): .
®(X,V)=e28(X,Y) . (5.63)

Wir erhalten weiters durch Ableiten nach dem Transformationsparameter o:

d o d (o nio v T ST .
o = = = = —-= @ « X—.. & —Y—T
—®(X,¥)=0=— (e d)(X,Y)) 5o PPR(X V)t ak To 4TIV
=><I>()~(,)7)=2Xa—q.)+}7%
8xX | ay

(5.64)

Die Analyse der Charakteristiken der soeben erhaltenen Gleichung erlaubt das Potenzial ® niher
zu bestimmen. Mit s als Laufparameter auf einer Charakteristik ist die differenzielle Anderung
der Funktion ® bei Weiterschreiten des Weges ds auf dieser Charakteristik gegeben durch:

8% dX 0ddY  dd

-— 4y = 5.65
80X ds + aY ds ds ( )

Eine Gleichung ist gegeniiber einer Transformation ihrer Variablen invariant, falls die Transformation die Struktur
der Gleichung nicht dndert, die Gleichung daher in den transformierten Koordinaten gleich gelesen wird wie in
den urspriinglichen (siehe dazu [16)).

37



Durch Vergleich der Beziehungen (5.64) und (5.65) koénnen folgende Gleichungen fiir die Dif-
ferenzialquotienten in (5.65) gewonnen werden:

dX _, dY . dd
ook -7 =0 (5.66)
Mittels Integration erhalten wir:
X=Xpe* Y=Yye; &=d&pe . (5.67)

Der Index O bezeichnet hierbei die betreffenden GroBen fiir s = 0. Durch Elimination des
Parameters s folgt schlieBlich:

X X do- -
— == :=( ==Y =YG . 5.68

Beziehung (5.68) zeigt, dass das Potenzial ® im Fernfeld durch eine Ahnlichkeitslésung gegeben
ist. In den urspriinglichen Koordinaten erhalten wir daher:

B(X,Y) = ?c(%) —ve() . (5.69)

Das Eintragen dieser Ahnlichkeitslosung in die Differentialgleichung (5.58) und die zugehorige
Randbedingung (5.59) fiihrt mit ¢ = —/2 (siehe Anhang zur Bestimmung der Konstante c) auf
folgende gewohnliche Differenzialgleichung:

G"(2*+¢-1)+G(¢(-1)=0 ,
G-2G =-1;, (=400 , (5.70)
G—2<Gl=+l; (=-00

Gleichung (5.70) ist vom hypergeometrischen Typus und weist die singulidren Stellen

1
G=-1;, (= 3 (5.71)

auf. Die durch { = —1 definierte Linie ist identisch mit einer rechtslaufenden Charakteristik
n = const, jene durch { = —1/2 festgelegte ist identisch mit einer linkslaufenden Charakteristik
£ = const (siehe Abb. 5).

Mit der Transformation

_¢-¢a _2
-G 3
wird (5.70) in die Normalform der hypergeometrischen Gleichung iibergefiihrt:

G()— H(v); v

C+1) (5.72)

" Y 2
_ glX_%2 =0
H'v(y-1)+ [2 3] )

H—2[ —%}H’z—l; vy =+c0 , (5.73)

2
H—-Q['y—g]H’=+l; ¥ = —00
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Die zugehorige allgemeine Losung lautet mit F' als allgemein iiblicher Bezeichnung fiir die
hypergeometrische Funktion '3:

114
H = A+ A F(- 3,57 0<y<1, (5.74)
1 111
= By + B F(—Z, -2, 55 2); << :
1+ b2y ( 2’ 6’2’7), 1_7_001 (5.75)
1/3
114 ~
= Cy+Coly— 1|2 7 _ o —00<y<0. (S
1+ 2!7 | 1 ( 6’3,3”)’—1), 00_7._0 (576)

Die Sprungbedingungen, welche die Funktion H an den singuldren Stellen 0 und 1 erfiillen
muss, ergeben sich zu (sieche Anhang zur Ableitung):

1 2
Ys(rs =D {H'} = 500 - 3){H},=0; =01 . (5.77)

Die Notation {}, kennzeichnet hierbei die Differenz zwischen Rechtswert (an der Stelle v;})
und Linkswert (an ;) einer StromungsgréBe. Wie sich mit dem Verhalten der Losung H an
den singuldren Stellen 0 und 1 zeigen ldsst, gilt fiir den ersten Term der Sprungbedingung

Ys(vs —D{H'},=0; 7% =0,1 . (5.78)
Damit verbleibt die Bedingung
{H},=0; =01 . (5.79)

Zusammen mit den Randbedingungen (siehe Beziehung 5.73) erhalten wir damit fiir die Kon-
stanten der Funktion H:

VA T(2) + AT (N(AH0(2)

A1=Cl=1; Bl-:—l; BQ_=2
WF(%)

(5.80)

Zur Festlegung der weiteren Konstanten A, und C5 der Funktion H benutzen wir eine physikali-
sche Argumentation , die auf den mit dem Potenzial ® assoziierten Geschwindigkeiten aufbaut,
fiir die gilt:

_ - 2H' - 21
©t=00/0X =-—=; v=00/0Y=H-2|vy--|H . (5.81)
3Y 3
Auf der durch £ = —1 bzw. v = 0 festgelegten rechtslaufenden und damit in das Wechselwir-

kungsgebiet einlaufenden Charakteristik darf kein Sprung in den Geschwindigkeiten auftreten.
Dieser miisste in diesem Fall stromaufwirts generiert werden, was auszuschlieBen ist. Mathe-
matisch wird dieser Sachverhalt ausgedriickt durch:

2
£ =0, {1_)}3 = {H}s -2 [75 - §:| {H/}s =0 =0 . (5.82)

3Die hypergeometrische Funktion F'(a, b, ¢; z) ist an der Stelle |x| = 1 absolut konvergent, wenn ¢ > a+bist [29].
Dies ist im vorliegenden Fall zutreffend, weshalb die angegebenen Wertebereiche jeweils die Stelle 1 beinhalten.
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Das Anwenden dieser Bedingungen auf die allgemeinen Losungen (5.74) und (5.76) liefert das
Ergebnis:

Ay =Cy . (5.83)
Um eine physikalisch anschaulichere Darstellung der Sprungbedingung (5.77) zu erhalten, ge-

hen wir ebenfalls auf die mit dem Potenzial ¢ assoziierten Geschwindigkeiten %@ = 8% /80X und
© = 0% /0Y zuriick und erhalten die Sprungbedingung in der Form:

4, - 2
('78 - §)Y {a}s = (’YS - §) {{}}s; s =0,1 . (5.84)

Das Verhalten der Losung der hypergeometrischen Gleichung (5.73) ist fiir v — 0+ gegeben
durch:

H(y) = A1+ AP+ y-0+ . (5.85)
Die Geschwindigkeitskomponenten u und v, die gemi8 (5.81 ) proportional zur ersten Ableitung
von H sind, weisen damit fiir den Fall A2 # 0 an der Stelle v = 0 eine Singularitit auf.

Die durch v = 0 bzw. ( = —1 festgelegte Charakteristik verlduft jedoch in das Gebiet der
ungestorten Stromung hinein, die keine Singularititen enthilt. Daher folgt:

Ar=Cy=0 . (5.86)

Das Potenzial ® ist damit im Fernfeld bis auf eine additive Konstante festgelegt, welche fiir
die Wechselwirkung ohne Bedeutung ist. Die das Wechselwirkungsproblem konstituierenden
Gleichungen kénnen damit hinsichtlich einer numerischen Behandlung vervollstindigt werden.
Wie schon in Kapitel 5.5 ausgefiihrt, erhalten wir im Lower Deck (siehe Beziehung (5.46)) mit
den dort eingefiihrten Variablen:
lyz 0%y —Y@ v dp
2 0XoY 80X oY3 dx
ov 1

Uly—o =0 A lY=0=—% A2—X2—2 =

ly=o0 = 0; ayly_o 5 ( a) = g(X) ,

Y=4c0:¥=0; X=-00:¥Y=0

(5.87)

Die Existenz einer nicht aufklingenden und damit die Randbedingung an der Stelle Y = +oo
erfiilllenden Losung dieser Differentialgleichung ist an folgende Bedingung gekniipft (siehe
Beziehung(5.48)):

X
dp dt
2 _ w2 _o. _ _ ap )
A°— X*—-2a /\/ dt(t) ~— (5.88)

Mit dem soeben bestimmten Fernfeldverhalten des Potenzials & konnen die im Upper Deck
geltenden Beziehungen (5.47) erweitert werden zu:

oy 020 %0 od
Q2 _ ¥ __ZF
[K +cX + Y] =53 372 = ‘ax
oo o dA
P=—ox X0 X0 =-7% (5.89)
— 2 K+CX . ) )
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Im weiteren Verlauf der Arbeit wird eine numerische Behandlung des durch die Gleichungen
(5.87), (5.88) und (5.89) definierten Fundamentalproblems der schallnahen marginalen Abls-
sung fiir den Fall K — —oo vorgestellt. Die dort verwendete Methodik ist grundsitzlich auch
im Fall K = O(1) anwendbar und die fiir die vorliegende Arbeit geschaffenen Computerpro-
gramme sind auch dahingehend adaptierbar. Dass zuerst eine Numerik fiir K — —oo erarbeitet
wurde, liegt darin begriindet, dass das soeben dargestellte Fernfeldverhalten des Potenzials &

fir K = O(1) erst am Ende der fiir die vorliegende Arbeit anberaumten Zeitspanne bestimmt
werden konnte.

4]



6 Asymptotische Entwicklung des
Wechselwirkungsproblems fiir groBe negative Werte des
Schallndheparameters K

6.1 Der Grenziibergang zu reiner Unterschall- bzw. Uberschallstrémung

Im Folgenden wird das Wechselwirkungsproblem - reprisentiert durch die Beziehungen (5.88)
und (5.89) - mit Hilfe einer asymptotischen Analyse fiir den Fall groBer Werte des Schallnihe-
parameters K untersucht. Fiir |K| — oo findet im Wechselwirkungsgebiet der Ubergang vom
schallnahen Strémungsregime zur reinen Unterschallstromung (sign(K) < 0) bzw. Uberschall-
stromung (sign(K) > 0) statt. Fiir den Schallniheparameter K folgt gemiB (5.1) und (5.45):

B _ My lpae % —lpas (6.1)
g g ng

M bezeichnet hierbei die kritische Machzahl und ug die wandparallele Geschwindigkeitskom-
ponente am Punkt z, = y, = 0.

Im Fall inkompressibler Stromung ist die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Stro-
mungsrichtung sowie normal dazu von der GréBenordnung Re~'/3, [2]. Im Fall reiner Unterschall-
bzw. Uberschallstromung weist das Wechselwirkungsgebiet ebenfalls diese GroBe auf, wie unter
Zuhilfenahme der Prandtl-Glauert Transformation gezeigt werden kann. GemiB (6.1) strebt der
Absolutbetrag des Schallniheparameters | K| beim Ubergang zum Fall reiner Unterschall- bzw.
Uberschallstromung mit Re'/ gegen unendlich. Im Ubergang |K| = O(1) auf [K| = O(Re'/%)
schrumpft deshalb die Ausdehnung des Wechselwirkungsgebietes in Stromungsrichtung von
Re~1/8 auf Re~1/5 sowie jene normal dazu von Re~1/12 auf Re~!/5. Ein Wechsel auf innere
Koordinaten (X , )7) im Sinne der Grenzschichtterminologie fiir dieses verkleinerte Wechselwir-
kungsgebiet im Fall | K| — oo wird daher folgendermaBen angesetzt:

_ Kn 1/5

— 1/30 _ 9
X = XRe X {Ms - 1} :

* - 1/2
Y = YR/ =y’ {'M—"n—l'} , (6.2)
9

o Kng 7/10

Sl Mg -1

Die Koordinate Y’ wird nachfolgend zur Demonstration der korrekten Anpassung der erhalte-
nen Ergebnisse an jene im nicht schallnahen Strémungsregime geltenden benutzt werden.

Die Anstellwinkelvariation (Ak) ist iiber die Reynoldszahl an die Geometrie des Wechselwir-
kungsgebietes gekoppelt (siehe zum Beispiel Kapitel 5.2). Dies beachtend folgt fiir den die An-
stellwinkelvariation charakterisierenden Parameter a im verkleinerten Wechselwirkungsgebiet:

@ = aRe!/1% = a(—K)Q/5 . 6.3)
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Die zugehorige innere Entwicklung des Potenzials & (®;) und der Wandschubspannung A wird
wie folgt angesetzt:

q>i = |Kl—7/loq)0()2’ ?) + )

- 6.4
A= K175 Ag(R) + - €

Die GroBenordnung | K |=1/% des fiihrenden Terms der Entwicklung fiir die Wandschubspannung
A ist Folge der Linearitit derselben auBerhalb des Wechselwirkungsgebietes. Aus der Kopp-
lungsbedingung (siche auch Beziehung (5.47) )

0%; dA

—(X,0) = ——%

Y (X,0) dxX ’
sowie aus der Definition der inneren Koordinaten (6.2) erhalten wir die GroB8enordnung |K|~7/10
des fiihrenden Terms der Entwicklung fiir das Storpotenzial ®. Einsetzen von (6.4) in (5.47) fiihrt
auf das Resultat, dass die Funktion ®¢ folgenden Gleichungen geniigt:

(6.5)

2 2
9 ?0 B_fbo =0, sign(K)<0 ,
9%dy, 0%dg ’
— — —— =0, sign(K)>0
ax2  av? gn(K)
Unter Verwendung der Koordinate Y’ (siehe (6.2)) ergibt sich hingegen:
* 2 82@
Mg — 1072 >=0 . 6.7)

ng 8x2 0Y?2

Werden in der soeben erhaltenen Gleichung die Affintransformationen (5.45) riickgingig ge-
macht und mit den Affinkonstanten n;, ny und ng zu den Variablen X,Y’ bzw. ®( korrespon-
dierende GroBen eingefiihrt gemiB

z=Xn;; y=Y'ng ¢o=dons , (6.8)
so erhalten wir mit den im Anhang angefiihrten Werten von n,n7,ng und ng:
B0 _ 0o _
0z2 Oy?
Fiir ein durch marginale Wechselwirkung in kompressibler, nicht schallnaher Strémung im Up-

per Deck induziertes Storpotenzial ¢ gilt hingegen:

&%¢ 9%
M-1)——--5=0 . 6.1
( 0 )81:2 8y2 ( 0)
Mit der zwischen der kritischen Machzahl M{ und der entsprechenden Machzahl M gelten-
den Beziehung (siehe zum Beispiel [27])

1
Mi—1= —(MZ-1)+0ME-1)% My—1 (6.11)
y+1
ist unmittelbar ersichtlich, dass das fiir | K| — oo erhaltene Ergebnis (6.9 ) korrekt in jenes fiir
das nicht schallnahe Strdmungsregime geltende (6.10) iibergeht.

(v+ )My - 1) 0 . 6.9)
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6.2 Terme hoherer Ordnung fir K — —oo

Der Fall groBer negativer Werte des Schallniheparameters K reprisentiert den Ubergang zur
reinen Unterschallstrdmung. Um diesen Ubergang im Detail zu studieren, erweitern wir die
Entwicklungen des Potenzials ® und der Wandschubspannung A folgendermaBen:

®; = (—K) 1% X,Y) + (-K)P® (X, V) + -+,

s N - (6.12)

A= (—K)"5Ag(X) + (-K)*Ay(X) + - -
Durch Einsetzen von (6.12) in (5.47) ergeben sich die die GréBenordnung der Terme 2. Ordnung
bestimmenden Exponenten o und 3 zu

Weiters erhalten wir daraus fiir das Storpotenzial 2. Ordnung, ®,, folgende Bestimmungsglei-
chung: ) , ,
a?l—i-a?l:cf(a <~I>0+68<I>~0 . (6.14)
X2  9y? 0X? 0X
Um die Bestimmungsgleichungen der Wandschubspannungsterme Ag und A zu erhalten, set-
zen wir die Entwicklungen (6.12) in die Losbarkeitsbedingung (5.48) ein:

(AO(_K)—I/S + A (—K)~M/0 4 . )2 — X2 K)~5 — 9(—K)~/5 =

b=0(1) X
2 2&. _ e (6.15)
0°®, dt 0°®; (£,0) <~it (KM

A h
* ot X -t

—00 N b(_K)l/S

&, bezeichnet hierbei die duBere Entwicklung (im Sinne der Grenzschichtterminologie) des
Potenzials ® fiir K — —oo. Die Kenntnis dieser duBeren Entwicklung ist fiir die Bestimmung
der Wandschubspannungsterme Ag und A; nicht notwendig. Wir erhalten aus der fiihrenden
Ordnung (— K)~%/° sowie aus der zweiten Ordnung (— K)~8/% der Entwicklung (6.15) folgende
Bestimmungsgleichungen fiir Ap und A;:

X
. ~ %dg - dt
A3 — X% - 2=+ = (£,0) = (6.16)
—00
p 3?d dt
24A0A] = +A —~2—‘(Z, 0) f - . (6.17)
J ot X -1

Bei den Beziechungen (6.16) und (6.17) muss beachtet werden, dass divergierende Anteile der
darin enthaltenen Integrale nicht mehr den GroBenordnungen (—K)~2/% bzw. (—K)~%/5 zu-
gehoren. Diese Tatsache wird bei der Bestimmung des asymptotischen Verhaltens von A fiir
X — —oo von Bedeutung sein.



Aus der Kopplungsbedingung (6.5) und den Entwicklungen (6.4) erhalten wir in den ersten bei-
den Ordnungen:

3(I>0 dAp
X,00= -2 , 6.18
7 K0 =-—= (6.18)
8(I>1 - dA,
5y K0 === (6.19)

Das Wechselwirkungsproblem erster Ordnung fiir K — —oo wird damit durch die Gleichun-
gen (6.6 ), (6.16 ) und (6.18) beschrieben, jenes zweiter Ordnung durch die Gleichungen (6.14),
(6.17) und (6.19). Wie zu Beginn des Kapitels erldutert, findet im Wertebereich K — —oo
im Wechselwirkungsgebiet der Ubergang von schallnaher Stromung zur reinen Unterschallstro-
mung statt, in der fiir die im Upper Deck induzierte Storstromung Beziehung (6.10) giiltig ist.
Die marginale Ablosung im reinen Unterschall ist damit strukturell jener in inkompressibler
Strémung dquivalent - der in (6.10) auftretende Faktor Mg —1 kann in die Affintransformationen
aufgenommen werden. Das fir K — —oo erhaltene Wechselwirkungsproblem erster Ordnung
ist damit abgesehen von den Affintransformationen identisch mit dem in [2] behandelten.

6.3 Bestimmung des Potenzials ¢, im Fernfeld

Das Potenzial ®g ist in Abhingigkeit von Ap iiber das Hilbert-Integral analytisch zuginglich.
Dies wurde in [2] benutzt und als (analytisches) Ergebnis des Wechselwirkungsproblems eine
Integralgleichung fiir die Wandschubspannung A erhalten. In der vorliegenden Arbeit wurde ein
anderer Weg beschritten und auch das Wechselwirkungsproblem erster Ordnung (Gleichungen
(6.6), (6.16) und (6.18) ), welches mit dem in [2] behandelten identisch ist, numerisch gelost. Ei-
ne numerische Behandlung ist im Hinblick auf weiterfiilhrende Arbeiten ein Vorteil, als dadurch
die Moglichkeit gegeben ist, rasch eine Losung fiir den Fall modifizierter Randbedingungen zu
erhalten. Als Beispiel sei hier die Erforschung der Auswirkung eines kleinen Stoérkorpers im Up-
per Deck erwihnt, die in der vorliegenden Arbeit durchgeiihrt wurde (siehe Kapitel 7.2.2). Die
numerische Behandlung und die damit einhergehende (numerische) Einschriankung des Defini-
tionsbereiches des Wechselwirkungsproblems machen die Bestimmung des Fernfeldverhaltens
der Funktionen ®( und &, notwendig. Zu dessen Berechnung wird von der 2. Greenschen Iden-
titdt ausgegangen:

// (SA®y — $gAS)dB = ]{S%—Qo S)db . (6.20)

B bezeichnet hierbei einen noch niher zu spezifizierenden zweidimensionalen Bereich, auf dem
die Funktion ®( bestimmt werden soll. 3/0n ist die Ableitung in Richtung des nach auBen
weisenden Normalvektors in einem Punkt der Berandung 0B des Bereiches B.
Wir setzen fiir'S die Greensche Funktion des Laplace-Operators fiir den zweidimensionalen Fall
ohne Randbedingungen ein:

2 2
%+ g X -6 =0

S(X,Y;¢,m) = %ln\/()t—g)u(ff_n)g

AS(X,Y;¢,n) = 621
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Weiters sei festgelegt, die Integrationen in Beziehung (6.20) in den kartesischen Koordinanten
€ und 7 auszufiihren. Die Randbedingung (6.18) fiir das Potenzial o nimmt im Fernfeld unter
Verwendung der Heaviside ‘schen Sprungfunktion ©(.X) folgende Form an:

8% i -
—O(X 0)=—-20X)+1+---; |X|>o00 . (6.22)

Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, dass sich die Funktion Ay fiir |)~( | — oo an die in
Kapitel 3.2 beschriebene Grundlgsung der marginalen Ablosung annihert, deren Steigung nach
Anwendung der Affintransformationen (5.45) den Absolutbetrag 1 aufweist. Um fiir diese Rand-
bedingung das Potenzial ¢¢ im Fernfeld X2+ Y? 5 oo zu bestimmen, wird von der weiter
oben angefithrten Greenschen Identitit ausgegangen, der als Bereich B die obere Halbebene
Y >0 zugrundegelegt wird. Die Berechnung der Greenschen Identitit auf diesem Gebiet setzt
jedoch die Kenntnis des Fernfeldes von &g bereits voraus. Deshalb soll zunichst ein Potenzial
® bestimmt werden, von dem gewibhrleistet ist, dass es iiber die Greensche Identitit unmittelbar
berechenbar ist und das folgenden Beziehungen geniigt:

o’¢  9%d

—~+_~=0,

0X? 0oY?

od - . 5 % ~ -

o (X,04) = —20(X)+1; |X|<d, —=(X,0-)=+20(X)-1; |X|<d,
SF X0 =200 +1 |X|<d, —S(X,0-)=+20(X) -1 |X|

6%(5(,0):0; IX|>d , ®X,Y |V<I>(X Y)l 0, X?+V?=c0
(6.23)

Die Auswertung der Greenschen Identitat auf dem gesamten Raum mit Ausnahme eines Schlit-
zes auf der z— Achse der Linge 2d (siehe Abb. 6) fiihrt unter der Voraussetzung der Stetigkeit
von & auf:

d
B(X,V) = / S(X,V:¢ (g 0+)de
4 (6.24)
=—;/(2e<§ —1In\/(X — €2+ Y2d¢
—d
Die Berechnung dieses Integrals ergibt:
o= 1 (—2?arctan% -2XInvVX2+ }72) +
™
41 (ff arctan X; d + (X +d)In/(X +d)?2+ Y2> + (6.25)
™
1 (5 X - . . .
+—{Yarctan —— + (X —d)In\/(X —=d)2+Y?
s
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Abbildung 6: Integrationsgebiet

Der Vergleich der Beziehungen (6.22) und (6.23) zeigt, dass das Fernfeldverhalten des Po-
tenzials ®o im Rahmen seiner durch die Randbedingung (6.18) festgelegten Bestimmbarkeit 16
durch ® gegeben ist, wenn fiir die im Fernfeld betrachteten Punkte (X,Y") gilt:

X Y
— =0, =-0 . 6.26
70 3 (6.26)

In diesem Fall erhilt man folgende Entwicklung des Potenzials ®:

d = ! —2}7arctan£ —2XInVX2+Y2} +
™ Y (6.27)

+%Xu+m@+m

Die Wandschubspannung Ag, die das Potenzial ®q iiber die Randbedingung (6.18) bestimmt,
hingt ihrerseits nur von der 2. Ableitung von ¢ nach X ab (Beziehung 6.16). Der Term
2X (14 Ind) in der 2. Zeile von Beziehung (6.27) ist deshalb ohne Einfluss auf die Wand-
schubspannung, weshalb das Fernfeldverhalten von & geschrieben wird als:

<I>0~%{—2?arctan%§-—2)21nv)~(2+}72}; X—oo00, Yoo . (6.28)

16, ist bis auf Funktionen f bestimmt, fiir die gilt: Af = 0 und g—£|y=o =0
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Die Kenntnis des Fernfeldverhaltens von ®( ermoglicht in weiterer Folge die Bestimmung des
Potenzials ®; im Fernfeld.

6.4 Bestimmung des Potenzials ¢, im Fernfeld

Mit dem Fernfeldverhalten von &g (6.28) und Beziehung (6.14) folgt, dass das Potenzial ®; im
Fernfeld folgender Gleichung geniigt:

X? (=5
m X2 + Y2

Zur Berechnung von ®; erweist es sich als giinstig, auf Polarkoordinaten iiberzugehen. Mit

r=vVX?+Y2und § = arctan }7/ X erhalten wir folgende Darstellung der Gleichung (6.29):

2®, 188, 18%°®,

Ah=FE T T

= X leo?0 414107} = [(r€) . (630

Zunichst soll der mit der Inhomogenitit f(r, ©) assoziierte Potenzialanteil

&’1 =//SAq)1dB =//Sde, Ai)l = f (631)
B B

bestimmt werden. Als Bereich B wird hierbei die gesamte Ebene zugrundegelegt.
Die Berechnung von @, iiber das Flichenintegral in Beziehung (6.31) gestaltet sich aufwendig.
Wesentlich effizienter ist es, von der Struktur der Inhomogenitit auf jene der Funktion ®; zu
schlieBen. Mit Hilfe des Laplace Operators kann leicht bestitigt werden, dass gilt:

®i(r,0) = K1(6)r*Inr + Ky(6)r2 (6.32)
wobei die Funktionen K; und K3 das folgende System von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen erfiillen:

2
K{’+4K1+?C=O ,

3
Ky + 4K + 4K, + ;c + ccos(26)

(6.33)
=0

™
Die Losung dieses Systems ergibt sich zu:
K,(0) =— 2% + C cos(20) + Cqsin(20)
Ka(8) = — ZC7_r + D) cos(28) + Ds sin(26) + Ca 6 cos(26) 6.34)
. cl .
— C1 0sin(26) — o sin(26)

Aufgrund der resonanten Anregung, die die rechte Seite der Gleichung (6.30) darstellt, treten
hierbei die homogenen Losungsanteile D) cos(20) sowie Dj sin(20) auf. Die Gleichung (6.30)
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ist invariant gegeniiber der Variablentransformation © — 7—©. ®; muss deshalb ebenfalls diese
Invarianzeigenschaft aufweisen, woraus folgt:
c

Cl = -, CQ =0 . (635)
4n

Wir erhalten damit als Losung fiir das Potenzial ®,:

&,(r,0) = _2%# Inr {1 + %cos(29)} - iﬂ . (6.36)
Im Hinblick auf das Fernfeldverhalten des Potenzials ®, ist die Frage zu kliren, ob homogene
Losungsanteile der Gleichung (6.30) existieren, die fiir  — oo stérker als ¢, aufklingen. Der
aufklingende Anteil der homogenen Losung @} von (6.30) ist von der Form

¢, = /000 r* {a{w) cos(wO) + b(w) sin(wO)} dw (6.37)

und wird durch die Randbedingung (6.19) festgelegt.

Ein auklingender Losungsanteil 7% {a(w) cos(w®) + b(w) sin(w®)} wird gemiB (6.19) durch

einen gleichartig aufklingenden Wandschubspannungsanteil hervorgerufen. Die Wandschubspan-
nung A, - als Korrektur zu Ap - muss jedoch mit zunehmendem Abstand vom Wechselwirkungs-

gebiet kleiner werden, weshalb eine aufklingende homogene Losung der Form (6.37) auszu-

schlieBen ist. Wir erhalten deshalb fiir das fiir die Losung des Wechselwirkungsproblems zweiter
Ordnung relevante Fernfeldverhalten der Funktion ®;:

Gy (r,8) ~ —%rz Inr {1 + %cos(2@)} - ér% r—>00 . (6.38)

6.5 Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der
Wandschubspannung A4,

Fiir die numerische Behandlung der Wechselwirkungsprobleme erster und zweiter Ordnung fiir
K — —oo ist neben dem Fernfeldverhalten der Potenziale ®o und @, auch die Kenntnis der
Wandschubspannung A fiir groBe negative Werte der Kordinate X notwendig. Wir tragen dazu
- nach Riicktransformation auf kartesische Koordinaten - (6.38) in die Integralgleichung (6.17)
ein und erhalten:

dt
. VX -t
—— X
~——C—)\ vVX-t-12 |)-(| arctan(ﬁ)—B\/X—flog(F)

2m \/|_)~T| .

(6.39)

X
0%®,
ot?

2A0A1 =4 (t~, 0)
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Wie in Kapitel 6.2 ausgefiihrt, sind die divergierenden Anteile dieser Integralgleichung nicht
mehr der der Gleichung zugeordneten GroéBenordnung von (—K') zugehorig (in diesem Fall
(— K)~16/10) Mit dem asymptotischen Verhalten der Wandschubspannung Ao,

erhalten wir deshalb fiir das asymptotische Verhalten der Wandschubspannung A;
3Ac

2y 1X]

A =-— +; X > -00 . (6.41)
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7 Numerische Losung des Wechselwirkungsproblems fiir
K — —o0

7.1 Beschreibung des Verfahrens

In Kapitel 6 wurde eine Entwicklung des Wechselwirkungsproblems fiir groBe negative Werte
des Schallndheparameters K durchgefiihrt und die sich daraus ergebenden Wechselwirkungs-
probleme erster und zweiter Ordnung abgeleitet. Diese waren Gegenstand der im Folgenden
skizzierten Berechnung, die wesentlich darauf beruht, fiir die Potenziale ®g und $; ein numeri-
sches Resultat in Abhéngigkeit der unbekannten Wandschubspannungen Ag und A; zu erhalten.
Diese numerischen Ergebnisse wurden anschlieBend in die Wechselwirkungsgleichungen erster
und zweiter Ordnung (6.16) und (6.17) eingetragen und die sich ergebenden Gleichungssysteme
nichtlinearer und linearer Natur fiir Ag und A; gelost.

7.1.1 Diskretisierung der Wechselwirkungsgleichung erster und zweiter
Ordnung

Zur numerischen Behandlung der Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter Ordnung
(6.16) und (6.17 ) teilen wir die dort auftretenden Integrale in zwei Anteile auf:

%
2 2 g 2 g
—aff(t”,O) /\/ a? d T 6‘1’(t 0)—2t
ot ot VX -t i X-t @D

—0o0

Xo<0;, &=q®,

Im Intervall [f(o, |X0|] sollen diese Integrale numerisch gelost werden, auBerhalb dieses In-
tervalls wird fiir die Potenziale &y und ®; auf die im Kapitel 6 berechneten Fernfeldlosungen
zuriickgegriffen, die eine analytische Auswertung der Integrale erméglichen.

Wir definieren auf dem Intervall [Xo, \Xol] dquidistante Stiitzpunkte X; mit dem Abstand Ah,

sodass in den derart diskretisierten Wechselwirkungsgleichungen (6.16) und (6.17) Integrale der
folgenden Form zu bestimmen sind:

I(X) = t; Xi=Xo+iAh (1.2)

/‘ 0,
F VXi—t

mit einer beliebigen stetigen Funktion f. Zur numerischen Losung von (7.2) wird eine in [30]
konzipierte und erfolgreich angewandte Methode benutzt. Diese besteht im Wesentlichen darin
die Funktion f zwischen den Stiitzstellen X linear zu interpolieren, sodass sich ergibt:

I(X) = §/XO+(1+1)M (f TP St (t - tz)) i o fo=f). (13)
Xo+lAh Ah vV Xo+iAh—t
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Mit der Substitution s = (Xg — t)/Ah erhalten wir:

i-1 .y s
I(X,) = Z/ {fi+(fi— frie)} (s + D) \/\/—_—dZ : (7.4)

Die Durchfiihrung der Integration fiihrt auf das folgende Ergebnis:

i—1
=Zm{a(i)l)ﬂ+l+b(i’l)ﬂ} 3

=0

=§{2(i—1)3/2—(1+2¢—2z) m} ’ (1.5)
b(’l,,l) =§{2(i_l_ 1)3/2_(22._21_3) \/:—[}

Dieses Resultat wird in der numerischen Berechnung in folgender Darstellungsweise verwendet:

i1
I(X;) = VAh ZC(%} Nfe

=0 caD=bED) | (1.6)
O<i<i: e(i,l)=a(il-1)+b(,l) |
l=i-1: c¢(!)=a(l)

Wir erhalten damit als Zwischenergebnis fiir die Diskretisierung der Wechselwirkungsgleichun-
gen erster und zweiter Ordnung:

Jj—1
52® .
A%, — X2 - 23 - \WAh ch,l) ——2(t,0)le=t, = 0;  Agj == Ao(X;)

i1 .7

2d .
2Ag;A1; — AWVAR Zc (3.0 ‘(t 0=y, = 0;  Ay; 1= A1(X;)

7.1.2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Die Poisson- bzw. - als deren Sonderfall - die Laplace-Gleichung tritt in den Wechselwirkungs-
problemen erster und zweiter Ordnung auf. Unter Beniitzung der Notation

®o(Xi,Y;) = Boij; ®1(X:,Y) =®14y (7.8)

und unter der Voraussetzung gleicher Abstinde (Ah) der Stiitzstellen Xi- und Y’J in den beiden
Koordinatenrichtungen ist die zweiter Ordnung genaue Diskretisierung mit zentralen Differen-
zen der aus der Upper Deck Gleichung in der Grenze K — —oo hervorgehenden Laplace-
Gleichung (6.6) (erste Ordnung) und Poisson-Gleichung (6.14) (zweite Ordnung)

=029 B¢y }
Ad=pr; k=01 =0 =ce X—+ =
k= Pk PO pr==c { X2 X

7.9
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gegeben durch:
Brivrj+ Prizry + Prijrr + Prijor — 40k, = AR%pk, 5 k=0,1 . (7.10)

Beiden Gleichungen (erster und zweiter Ordnung) liegt als Definitionsbereich die Halbebene
Y >= 0 zugrunde. Wir beschrinken im Folgenden die numerische Behandlung beider Glei-
chungen auf einen quadratischen Bereich gemdB Abb. 7 und ordnen die Potenzialwerte erster
Ordnung $y ; ; sowie jene zweiter Ordnung @, ; ; auf den darin befindlichen Stiitzstellen gemiB
folgender Konvention in einem Spaltenvektor an:

Crm i=Prij; m=nxj+y
_ . 7.11)

‘I)k nan—1

An der Berandung des numerischen Definitionsbereiches (siche Abb. 7) werden mit Ausnahme
jenes Abschnitts, der auf der X-Achse liegt, die aus der Fernfelduntersuchung erhaltenen Wer-
te fiir die Potenziale erster und zweiter Ordnung ®( und ®; vorgeschrieben (siehe (6.38) und
(6.28)). Am verbleibenden Rand werden an & und &, die Kopplungsbedingungen (6.18) und

(6.19) gestellt:
0 dAy 0%,

dA;
9%, A P G 7.12
oY =0 dX' o8y Iy =0 dX (7.12)
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Abbildung 7: Diskretisierung des numerischen Definitionsbereiches
Unter Beniitzung der Notation
%01 411
Ago Ay
Ag = ' ;A= ' (7.13)
A()n Aln

fiihrt die Diskretisierung der aus der Upper Deck Gleichung in der Grenze K — —oo resultie-
renden Gleichungen erster (6.6) und zweiter Ordnung (6.14) samt den zugehorigen Randbedin-
gungen (7.12) auf folgende Matrixgleichungen:

Co®o = go + BoAo; C1®1 =g + B4, . (7.14)
Die Dimensionen der darin vorkommenden Vektoren bzw. Matrizen sind:
50,61 :n2xn2; (50,51 :n?'; 3o, g1 :n2; Eo,gl :nzxn; AO,AI no. (7.15)

Mit den inversen Matrizen 5’0“ ! bzw. 6‘1“ ! erhalten wir fiir die Potenziale ®o und ®;:

=]

o=C5'g0 + G5 BoAo; &1 =Crlgi+Cr B4, . (1.16)
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7.1.3 Numerische Losung der Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter
Ordnung

Unter Beniitzung der im letzten Kapitel eingefiihrten Notation sowie eines symmetrischen Dif-
ferenzenquotienten zweiter Ordnung fiir die Potenziale ®o und ®; kann die Diskretisierung der

Wechselwirkungsgleichungen erster und zweiter Ordnung (6.16 ) und (6.17 ) folgendermaBen
vervollstindigt werden:

j—1
A = X7 — 22— AART? Zc(j,l) {®o131,0 —2®010 + Poi—10} =0; j=1,.,n |,
1=0
-1
2A0;A1; — ANAR™3/2 Z (4, ) {P114+10 — 28110+ 11210} =0; F=1,.,n
1=0
(7.17)

Wir setzen die in (7.16) in den Vektoren ®; und o, zusammengefassten Ausdriicke fiir die
Potenziale ¢ und ®; in die diskretisierten Wechselwirkungsgleichungen ein und erhalten das
in den Ag; nichtlineare Gleichungssystem

F']'(AOI,AO%"' )AOn)=0; .7: 1,..,7’1, ) (718)
sowie das in den Ay lineare Gleichungssystem
Gj(A, A, Am) =0; j=1,.,n . (7.19)

Zur numerischen Losung beider Gleichungssysteme wurde eine C-Routine der Numerical Algo-
ritms Group (NAG) verwendet, welche auf einer Modifikation der Methode von Powell beruht
(31].
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7.2 Diskussion der Ergebnisse
7.2.1 Verlauf der Wandschubspannungen A, und A,

Mit dem im Kapitel 7.1 vorgestellten numerischen Berechnungsverfahren wurden die Wand-
schubspannungen Ap und A;, welche sich aus der asymptotischen Analyse des Wechselwir-
kungsproblems fiir K — —oo in erster und zweiter Ordnung ergeben, in Abhingigkeit des
Anstellwinkelparameters a berechnet. Wie in Kapitel 6.2 ausgefiihrt wurde, ist das Wechsel-
wirkungsproblem erster Ordnung strukturell mit jenem fiir den Fall marginaler Ablosung in
inkompressibler Stromung identisch. Die Wandschubspannung Ao muss deshalb auch mit der in
[2] erhaltenen Wandschubspannung iibereinstimmen. Um dies zu verifizieren, wurden die in [2]
prasentierten Ergebnisse mit dem dort angewandten Verfahren reproduziert und mit den fiir die
Wandschubspannung Ag erhaltenen Ergebnissen verglichen. In Abbildung 8 sind die Resultate
fiir die Wandschubspannung A, dargestellt. Im Rahmen der in dieser Abbildung verwendeten
Darstellungsgenauigkeit sind die gemif [2] gerechneten Wandschubspannungsverldufe unun-
terscheidbar von den Ag-Resultaten. Weiters stellte, wie in den Berechnungen in [2] ebenfalls,
der Wert a, = —1.33 fiir den Parameter a jene Grenze dar, unterhalb derer kein konvergentes
numerisches Ergebnis fiir Ag erhalten werden konnte - die Wechselwirkungsgleichung weist fiir
a < a. keine reellen Losungen auf (siehe [32]). Dariiber hinaus ist, wie in [3] gezeigt wurde,
die Losung des Wechselwirkungsproblems mehrdeutig. Diese Mehrdeutigkeit kann mit dem in
[2] und dem in der vorliegenden Arbeit eingesetzten numerischen Verfahren nicht reproduziert
werden kann.

10

Ao

-10

Abbildung 8: Verlauf der Wandschubspannung Aq in Abhingigkeit des Parameters @. Unterschreitet
der Parameter @ den Wert -1.14, so nimmt die Wandschubspannung Ao um den Koordi-
natenursprung negative Werte an - es bildet sich ein Rickstromungsgebiet aus.
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Der durch die Wechselwirkung auf die AuBenstromung ausgelibte Verdringungseffekt wird
durch den Verlauf der Wandschubspannung A bestimmt. Der Grund dafiir liegt im Wesentlichen
in der allgemein als Passivitit bezeichneten Eigenschaft des Main Decks ([25],[18]). Diese be-
steht darin, dass die Stromung im Main Deck in fithrender Ordnung reibungsfrei und frei von ei-
nem Druckgradienten ist. Daraus resultierend werden die mit der Wechselwirkung verbundenen
Druckstérungen unveridndert zwischen Lower- und Upper Deck iibertragen (siehe Beziehung
(5.26 )). Schallnahe Stromungen weisen nun eine besonders hohe Empfindlichkeit gegeniiber
Verdringungseffekten auf. Dies manifestiert sich auch in der schallnahen marginalen Ablosung
im Fall K — —o0., als hier der Korrekturterm A; zur Wandschubspannung Ay selbst von Ap
und damit der die Verdringungseffekte in fiihrender Ordnung bestimmenden GroBe abhingt. Ei-
ne mit einer Anderung des Anstellwinkelparameters G verbundene Variation des Verlaufes von
Agp geht daher einher mit einer von dieser Variation abhiangenden Korrektur (A;) der Wand-
schubspannung.

6 T T

a=-13 ——
a=—-125——
5 p— - =
a=-10 —
a=-05 —
4 -
a=00 -—
a=05 ——
3 —
Aj
2 -
l -
0
-1 L
-10 5 10

X

Abbildung 9: Verlauf der Wandschubspannung A; in Abhingigkeit des Parameters 4.

Abbildung 9 zeigt den Verlauf der Wandschubspannung A, in Abhingigkeit des Parame-
ters a. Eine physikalische Interpretation von A; wird durch Analyse des Korrekturterms u; =
0%,/ dX zur Geschwindigkeit am Grenzschichtrand ermoglicht. Der Verlauf dieses Korrektur-
terms ist in Abbildung 10 dargestellt. Aus Abbildung 10 ist ersichtlich, dass im schallnahen
Stromungsregime die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand mit Annidherung an das Wechsel-
wirkungsgebiet ansteigt. Dies entspricht einem Eintrag von kinetischer Energie in die Grenz-
schicht, welcher ein Ansteigen der Wandschubspannung zur Folge hat (siehe Abb. 9). Aus Abbil-
dung 10 ist weiters ersichtlich, dass fiir Werte des Parameters a, welche mit Bereichen negativer
Wandschubspannung und damit Riicksromungsbereichen korrespondieren, die Geschwindigkeit
am Grenzschichtrand iliber dem Riickstromungsgebiet in Stromungsrichtung erneut sinkt. De-
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mentprechend ist zu erwarten, dass die Wandschubspannung in diesem Bereich ebenfalls sinkt.
Dies wird durch die positive Korrektur A; zur negativen Wandschubspannung Ag im Riickstro-
mungsgebiet bestitigt.

10 T T T T

8

(73] 0

-4 -2 0 2 4

X

Abbildung 10: Verlauf der mit dem Potenzial ®, assoziierten Geschwindigkeitskomponente u; =
09, /08X in Abhingigkeit des Parameters a.

7.2.2 Auswirkung additiver Potenziale im Upper Deck auf den Verlauf der
Wandschubspannung Ag

Da das Platzen von Abloseblasen an der Vorderkante diinner Fliigelprofile bei Erhéhung des
Anstellwinkels iiber einen kritischen Wert hinaus mit einer abrupten Reduktion des Auftriebs
verbunden ist, ist es wiinschenswert, die Bildung von AblGseblasen hinauszuzogern im Sin-
ne einer Verschiebung zu hoheren Anstellwinkeln (siehe [4]). MaBnahmen konstruktiver Art,
die neben einer Erhohung des kritischen Anstellwinkels weiters die Mandvrierfahigkeit eines
Flugzeugs erhohen sowie die durch die Luftstromung induzierte Schallentwicklung reduzieren,
werden generell unter dem Begriff des Flow control zusammengefasst. Derartige MaBnahmen
beinhalten unter anderem die Verwendung kleiner am Fliigelprofil montierter Hindemisse so-
wie Grenzschichtabsaugung. Wie in [33] im Rahmen der asymptotischen Theorie instationérer
dreidimensionaler marginaler Ablosung gezeigt wurde, kann mit diesen beiden Maflnahmen der
kritische Anstellwinkel in obigem Sinn positiv beeinflusst werden. Weitere Beitrige zur Aus-
wirkung von kleinen, auf der Profiloberfliche befindlichen Hindernissen auf die marginale Stro-
mungsablésung sind [30] und [34] bzw. wurden in [35] zusammengefasst.

Als Erweiterung zu den bisherigen Untersuchungen wurde in der vorliegenden Arbeit die Aus-
wirkung von im Upper Deck befindlichen, asymptotisch kleinen Objekten auf die marginale
Stromungsabldsung untersucht. Da der qualitative Aspekt dieser Untersuchungen im Vorder-
grund stand, wurden nicht konkrete geometrische Formen untersucht, sondern die Auswirkung
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der Anderung des Stérpotenzials ®o durch additive Potenziale eines Dipols sowie eines Poten-
zialwirbels. Eine weitere Einschrinkung bestand darin, nur das sich fiir K — —oo ergebende
Wechselwirkungsproblem fiihrender Ordnung (Gleichung 6.16) in dieser Hinsicht zu untersu-
chen. Wie in Kapitel 6.3 bereits ausgefiihrt, bietet die numerische Behandlung der Upper Deck
Gleichung fiir den Fall K — —oo die Moglichkeit, rasch eine Losung fiir verdinderte Randbe-
dingungen zu erhalten. Um die Auswirkung eines Potenzialwirbels sowie eines Dipols auf die
marginale Strémungsabldsung zu untersuchen, ist es lediglich notwendig, in die Wechselwir-
kungsgleichung (6.16 ) ein Potenzial ®, einzusetzen, fiir das gilt:

(I) = QO(AO) + q)add; <I)add = (I)da q)'w

®, L arctan X-_—lfw
2 X - X, (7.20)
_ m X - Xd
T T (X - X+ (Y - V)

®((Ag) bezeichnet hierbei den durch die Wandschubspannung Ag bestimmten Potenzialanteil
(siehe Beziehung 6. 18). @q4q ist das additive Potenzial eines Dipols bzw. eines Potenzialwirbels.
(Xd, Yy) sowie (Xw, Yw) bezeichnen die Koordinaten im Upper Deck, an denen sich der Dipol
(Index d) beziehungsweise der Potenzialwirbel (Index w) befinden.

0.7 T T T T T T T T
0.65 - h

0.6
0.55

Amin 05

0.45 —_— Y, =101 ]

—_— Y, =136
----- o.Wirbel

04

0.35

=20 -15 -10 =5 0 5 10 15 20

Abbildung 11: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung 4 in Abhéngigkeit der Wirbelposition
in X- -Richtung X, sowie des Abstandes Y, des Wirbels iiber der Linie ¥ = 0. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ay, das sich ohne Wirbel ergibt. (I' =
—50, Anstellwinkelparameter a = —0.8)

Aus Abb. 11-14 ist zu erkennen, dass abhéngig von der Position des Potenzialwirbels bzw. des

Dipols in X -Richtung das Minimum der Wandschubspannung A verdndert und insbesondere
zu hoheren Werten verschoben werden kann. Folglich ist damit auch die Méglichkeit verbunden,
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den kritischen Wert a, des Parameters a zu emiedrigen und so den kritischen Anstellwinkel zu
erhohen.

0.2 T T T T T T T T
015 n

0.1
0.05

Amin 0

—
S
o

1

-0.05

0.1

-0.15

02 1 1 1 1 1 1 1 1
=20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Abbildung 12: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ay in Abhéngigkeit der Wirbelposition
in X- Richtung X, sowie des Abstandes Y,, des Wirbels iiber der Linie ¥ = 0. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ay, das sich ohne Wirbel ergibt. (I' =
—50, Anstellwinkelparameter @ = —1.1)

0.6
0.55
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Abbildung 13: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung Ao in Abhingigkeit der Dipolposition
in X-Richtung X, sowie des Abstandes Y; des Dipols iiber der Linie ¥ = 0. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ay, das sich ohne Dipol ergibt. (m =
95, Anstellwinkelparameter @ = —0.8)
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Abbildung 14: Verlauf des Minimums der Wandschubspannung A¢ in Abhéngigkeit der Dipolposition
in X- -Richtung X4 sowie des Abstandes Yy des Dipols iiber der Linie Y = 0. Die
waagrechte Linie kennzeichnet das Minimum von Ay, das sich ohne Dipol ergibt. (m =
95, Anstellwinkelparameter @ = —1.1)
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8 Zusammenfassung

Unter Zugrundelegung kompressibler Strémung ergab sich aus einer Ahnlichkeitsanalyse der
Grenzschichtgleichungen um einen Punkt verschwindender Wandschubspannung das Resultat,
dass die Grenzschicht in der Umgebung dieses Punktes eine Zweischichtenstruktur aufweist. In
der so genannten wandnahen Schicht, die an die strémungsbegrenzende Wand anschlieBt, sind
Druck-, Reibungs- und Trigheitskrifte in Balance. Die zwischen Grenzschichtrand und wand-
haher Schicht befindliche Zwischenschicht ist dadurch charakterisiert, dass hier Triagheits- und
Druckkrifte dominieren. Basierend auf der sich aus dieser Schichtenstruktur ergebenden Ahn-
lichkeitsvariablen wurde eine Koordinatenentwicklung der Losung der Grenzschichtgleichungen
um den Punkt verschwindender Wandschubspannung durchgefiihrt. Dabei wurde ganz analog
zu der fiir inkompressible Stromung durchgefiihrten Untersuchung in [1] das Ergebnis erhalten,
dass Losungen der Grenzschichtgleichungen existieren, die iiber den Punkt verschwindender
Wandschubspannung fortgesetzt werden koénnen und dass diese Losungen mit einem linearen
Verlauf der Wandschubspannung einhergehen. Aufgrund der Tatsache, dass die Grenzschicht-
gleichungen keine zweiten Ableitungen nach der Koordinate z enthalten, ist im Speziellen auch
ein bis zum Wert null linear fallender und umittelbar danach linear ansteigender Wandschub-
spannungsverlauf moglich. Im weiteren Verlauf der Arbeit wurde, mit der zu diesem Wand-
schubspannungsverlauf korrespondierenden Losung als filhrendem Term, eine asymptotische
Entwicklung der Losung der Grenzschichtgleichungen fiir kleine Variationen eines Kontrollpa-
rameters durchgefiihrt. Dieser Kontrollparameter wurde in der vorliegenden Arbeit mit dem An-
stellwinkel eines diinnen Fliigelprofils gleichgesetzt. Dabei zeigte sich, dass der fiihrende Term
dieser Entwicklung (in der Arbeit als Grundlésung bezeichnet) eine beim so genannten kriti-
schen Anstellwinkel (k.) auftretende, marginal abgeloste Grenzschichtstrémung lokal (um den
Punkt verschwindender Wandschubspannung) zu beschreiben vermag. Davon ausgenommen ist
allerdings ein asymptotisch kurzer Abschnitt der Grenzschicht um den Punkt verschwinden-
der Wandschubspannung. Innerhalb jenes Abschnittes ist das hierarchische Konzept der Grenz-
schichttheorie nicht giiltig , da die aus der Grundlosung folgende Richtung der Stromlinien am
Grenzschichtrand iiber dem Punkt verschwindender Wandschubspannung eine Unstetigkeit auf-
weist. In der Untersuchung der Strémung in diesem Abschnitt muss deshalb auf die Navier
Stokes Gleichungen zuriickgegriffen werden und die Wechselwirkung zwischen Grenzschicht
und AuBenstrdmung mit einbezogen werden. Dies wurde in der vorliegenden Arbeit fiir den Fall
schallnaher AuBenstromung durchgefiihrt, beginnend mit der Bestimmung der asymptotischen
Abmessungen des fiir die Wechselwirkung charakteristischen Triple Decks sowie der Kopplung
der Grenziiberginge fiir Machzahl und Anstellwinkel (M — 1 und k — k) an die Reynolds-
zahl. Daraus folgte, dass sich das Wechselwirkungsgebiet in Stromungsrichtung auf einer Linge
der GroBenordnung Re~1/6 erstreckt. Das Lower Deck, in dem Druck-, Reibungs- und Trig-
heitskrifte in Balance sind, erstreckt sich normal zur Stromungsrichtung auf einer Linge der
GroBenordnung Re~!3/24, Das Main Deck umfasst die eigentliche Grenzschicht (Ausdehnung
Re~!/2?) und das Upper Deck erstreckt sich auf einer Linge der GroBenordnung Re~1/12 in
die AuBenstromung hinein. Weiters ergab sich, dass die durch die Wechselwirkung hervorge-
rufene Storstrémung im Upper Deck einem linearen Zusammenhang unterliegt (Upper Deck
Gleichung) und dass jene, die Wechselwirkung charakterisierende Integralgleichung, welche
die Wandschubspannung mit dem am Grenzschichtrand induzierten Druckgradienten verkniipft,
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strukturell ident ist zu der im inkompressiblen Fall erhaltenen [2] [3]. Eine numerische Behand-
lung des schallnahen Wechselwirkungsproblems fiir den gesamten Wertebereich - [—o0, 00] -
des die Schallnihe charakterisierenden Parameters K wurde in der vorliegenden Arbeit nicht
durchgefiihrt. Es wurde jedoch einerseits als Vorarbeit zu einer derartigen numerischen Behand-
lung das Fernfeld des mit der Storstromung im Upper Deck assoziierten Potenzials bestimmt
und andererseits eine numerische Berechnung basierend auf einer asymptotischen Entwicklung
des Wechselwirkungsproblems fiir groBe negative Werte des Parameters K implementiert. Die
damit erhaltenen Wandschubspannungsverlidufe fiihrender Ordnung stimmen mit jenen fiir den
inkompressiblen Fall erhaltenen sehr gut iiberein und bieten somit einen Hinweis auf die korrek-
te Implementierung des Verfahrens. Dieses bietet - im Gegensatz zu jenem in [2] angewandten -
die Moglichkeit rasch Losungen des Wechselwirkungsproblems fiir verinderte Randbedinungen
im Upper Deck zu erhalten. Diese Eigenschaft wurde dazu benutzt, die Auswirkung von asym-
ptotisch kleinen, im Upper Deck befindlichen Objekten zu studieren. Es zeigte sich dabei, dass
damit eine effektive Beeinflussung des Einsetzens marginaler Strémungsablosung moglich ist.
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9 Anhang

9.1 Affintransformationen

Wie in Kapitel 5.5 ausgefiihrt, ist es vorteilhaft, die im Wechselwirkungsproblem der schallna-
hen marginalen Ablosung auftretenden Konstanten mittels Affintransformationen zu eliminie-
ren. Die ebendort eingefiihrten Konstanten (siehe (5.45)) ergeben sich zu:

=z, =mX; yw=nY; ¥Py=n3¥ p=p,=n4p;
ark; = nsa; A =ned; ¢o =P, yo =nsY; 9.1
Ki =ngK; 2®9 = noc;

= OF 1)158/ 28335 Pi R i
% O Oy + DR 81400
ng = O B%S‘ifzp?us; __a’ClT
ag CHTS (y + 1)3/2pR383 o1,
ng = O F ;gspééé?zp?;‘s; L)Y 2p3ad1s pi 9.2)
o CHOT ) oy’ COTZ
= O t)pc‘;S‘T’lzp?us, ng = O DPooPiopi,
&CoTS, aGCOT
ng— O }g"’p%%‘f’?zplfs. o= 212"
JFCOT (v + D172

o ist gegeben durch (siehe Bez. (5.42)):
$1 =203(y+1) . (93)

Fiir die in den Affintransformationen auftretenden Ausdriicke der Form @’112/ ? wird der negative
Zweig der Wurzel verwendet:

% = —®\/2(v+1) >0 . 9.4)

Als Folge dieser Festlegung bleiben die Koordinatenrichtungen - was im Hinblick auf die An-
schaulichkeit wiinschenswert erscheint - durch die Affintransformationen unverindert (n;>0,
n9>0). Fiir die Konstante ¢ folgt damit:

c= 2@20/77.10 = —\/é . (9.5)

9.2 Bestimmung der Lésbarkeitsbedingung fiir die Lower Deck
Gleichung

Da sich die Lower Deck Gleichung fiir den Fall mit Wechselwirkung (5.46) und jene fiir den
wechselwirkungsfreien Fall (4.34) nur durch den Druckterm und in den Randbedingungen un-
terscheiden und ansonsten von gleicher Struktur sind, soll hier exemplarisch nur auf das Wech-
selwirkungsproblem eingegangen werden. Die zu l6sende Gleichung ist daher (5.46) und wird
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an dieser Stelle noch einmal angefiihrt:

1, 0% 0¥ &% dp
2" 8XoYy 3X 8Y3 ax

—n 2% _ 22 _ y2_ _ (9.6)
‘IIIY=0 - 0) ay |Y=0 2 (A X 20’) - g(X) 3

Y=400:¥=0;, X=-0:¥=0

Zur Losung dieser linearen parabolischen Differenzialgleichung erweist sich die Methode der
Fouriertransformation als geeignet. IThre Anwendung auf diese Gleichung wird im Folgenden,
eng angelehnt an die Darstellung in [2], skizziert. Ausgangspunkt ist die Fouriertransformierte
H(jw,Y') der Funktion ¥ beziiglich der Variable X:

H(jw,Y)=\/% / U(X,Y)e 7w XdX . .7

Wir erhalten nach Eintragen der Fouriertransformierten in (9.6):
dH jw 2dH
dY3 2 dY

dH
H(jw,0) = 0; d—Y—(jw,O) = G(w); H(jw,00) =0

+ jwYH = F(w) , ©8)

F(w) bezeichnet die Fouriertransformierte des Druckgradienten, G(w) die Fouriertransformierte
der Funktion g(X)"7.
Die allgemeine Lsung von (9.8) ist von der Form

H=cH +02H2+03H3+F(w)H* . (9.9)

H,, Hy und Hj sind dabei linear unabhingige Losungen der homogenen Gleichung und H, eine
Partikuldrlosung von (9.8), wenn die rechte Seite der Gleichung auf den Wert 1 gesetzt wird. Wir
machen den folgenden Potenzreihenansatz:

H(jw,Y) = Zan (Jw)Y™ . (9.10)

Nach Eintragen in (9.8) erhalten wir mit der Abkiirzung §2 = jw/2

> {ans3(n+3)(n+2)(n + Y™ + 200, Y™ — Qapyi(n + 1)Y"?} = F(v)
n=0
(9.11)

Im Gegensatz zu {2] weist der Druckgradient im Fall der schallnahen marginalen Ablosung die Eigenschaft der
absoluten Integrabilitit auf. Diese ist eine Voraussetzung fiir die Anwendung der Methode der Fouriertransfor-
mation und kann mit Hilfe der Ahnlichkeitslosung filr das transonische Fernfeld gezeigt werden (siehe Kapitel
5.7).
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Zwischen den Koeffizienten a,, besteht folgender Rekursionszusammenhang:

Q(n - 6)
n(n - 1)(n — 2)

anp =

Apn_4; N>4 . (9.12)

Die Funktionen H;, H und H3 konnen nun so gewihlt werden, dass ihre Potenzreihenentwick-
lungen am Punkt Y = 0 jeweils mit 1, Y und Y2 beginnen.
H =14aY*+- -
Hy=Y +asY®+--. (9.13)
Hy=Y?+agY®+.--
Aus (9.12) ist ersichtlich, dass der Koeffizient ag null ist und damit ebenfalls alle héheren Koef-

fizienten der Funktion H3, fiir die damit gilt Hy = Y2,
Aus (9.9) und (9.11) folgt, dass folgende Potenzreihe eine Partikulédrlosung darstellt:

1
H, = ng‘ +arY T+ . (9.14)
Die Konstanten ¢; und ¢ lassen sich aus den Randbedingungen an der Stelle Y = 0 bestimmen
Zu
c1=0; co=Gw) . 9.15)
Unter Beniitzung der Gamma Funktion I'(z) = (z + 1)! lassen sich nun die Funktionen H» und
H, schreiben als

Hy=—()'3 <ﬁ> A AEm =D

9.16)
1

2 1 = [ Q\™
Ho= 753" > (E) (m + 3/4)(m + 1/2)!(4m + 1)

m=0

4m+3

Mit Hilfe folgender zweier Eigenschaften der Gamma Funktion kann leicht iiberpriift werden,
dass die Koeffizienten in (9.16) den Rekursionszusammenhang (9.12) erfiillen:
al/2

Dz + 1) =zl(z); T()(z+1/2)= WF(?m) . 9.17)
Fiir die Fouriertransformierte H der Losung der Lower Deck Gleichung ist nun genauso wie
fiir die Losung selbst zu fordern, dass fiir Y — oo kein exponentielles Aufklingen auftritt.
Mit den Eigenschaften der Besselschen sowie der Struveschen Funktionen kann gemiB [2] das
asymptotische Verhalten von Hy und H, bestimmt werden zu

/A i 4\ [ja2v? 3 .
Hy = —5—rrqmae " Faeyz) SB\Tg )t Yoo
SR I N A L S .
H. = “gqerae” Soizyz) ST 3 8"t Yo
(9.18)
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Aus dem komplexen Sinus ist ersichtlich, dass die beiden Funktionen exponentiell aufklingen.
Damit dies fiir die Funktion H nicht zutrifft, muss gelten

Gw)Hy+ F(w)H, —»0; Y —o00 . (9.19)

Letztere Bedingung garantiert damit auch zugleich die Erfiillung der Randbedingung fiir Y —
00. Aus den letzten beiden Beziehungen folgt somit

(-1/4)!71/? F(w)

Glw) = 9.20
W)= T a7 20
Unter Verwendung von
12 eij X ejwt
, 9.21
ST i e e i 2b
kann die Riicktransformation von (9.20) leicht durchgefﬁhrt werden mit dem Ergebnis
1 /4)!
A?-X? - / 9.22
A | Tx= 9.22)

Erfiillen die Variablen A, a und p diesen Zusammenhang, ist die Losbarkeit der Differenzial-
gleichung (9.6) bzw. (5.46) gegeben. Die Losbarkeitsbedingung (4.35) fiir den Fall ohne Wech-
selwirkung ergibt sich ganz analog mittels der hier vorgesteliten Methode.

9.3 Bestimmung eines integrierenden Faktors mit Hilfe der
gruppentheoretischen Methode

Im Folgenden werden die wesentlichen Schritte, die das Auffinden eines integrierenden Faktors
einer gewohnlichen Differenzialgleichung erster Ordnung erleichtern, skizziert. Die Darstellung
wird dabei eng an jene in [16] angelehnt. Grundlegend fiir die Methode, die hier zur Anwendung
kommen soll, ist das Konzept der Invarianz einer Funktion gegeniiber Gruppen von Transforma-
tionen der abhédngigen Variablen. Dies sei anhand einer Funktion ¥(z,y) demonstriert, deren
abhingige Variablen x und y den folgenden - auf die Variablen z und y fiihrenden - Transfor-
mationen unterworfen werden:

z=F(z,y;8); 9= F(z,y;s) . (9-23)

Wir fordern, dass die Transformationen F} und F;, Gruppencharakter haben, d.h. mit s als Grup-
penparameter die vier Attribute Identitdt, inverses Element, Vollstandigkeit und Assoziativitdt
aufweisen (siche [16]).
Die Funktion ¥ wird als invariant gegeniiber der Transformationsgruppe (Fi, F2) bezeichnet,
falls gilt:

¥(z,9) = V(Fi(z,y;8), Fa(z, 458)) = ¥(z,y) - (9.24)
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Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit soll fiir das Einheitselement der Gruppe der Parameter
s gleich null sein. Davon ausgehend fithren wir eine Taylorentwicklung der Funktion ¥ um die
Stelle s = 0 durch:

Ve =ve+ 5 o+S1 8 ©025)
Wir wenden die Kettenregel auf die partielle Ableitung ¥ /s an und erhalten:
@=@% +ﬁ% =@§1+g‘£§2 ,
Os oF, 0s ls=0 OF, Os |s=0 oz By (9.26)

_oR oR,
El(za y) = 9s |s=0) 62(1,:’/) = s lazo

&1 und &, werden hierbei als die Infinitesimalen der Gruppe (F}, F;) bezeichnet. Damit folgt:

ov ov s? 0 0 ov ov
(7. 4) = — bl 2 (e — ) (== bl e
(Z,9) (z,y) + (31:& + 8y€2) S+ g <€13$ +§23y> (63:61 + ay&z) +
9.27)
Um die Invarianzbedingung (9.24) zu erfiillen, muss folglich gelten:
ov ov
-3;51 + 51752 =0 . (9:28)

Ist die Invarianzbedingung erfiillt, so fiihrt die Transformation (F}, F2) Punkte auf der durch die
Funktion ¥ = const definierten Kurve auf Punkte iiber, die wiederrum auf ¥ liegen - W ist in
diesem Fall invariant gegeniiber der Transformation (£}, F5).

Eine Transformation (G;, G2) der Art (9.23) mit den Infinitesimalen 7; und 7 fiihrt weiters
eine Schar von Kurven ¢ = ¥(z, y)'? ineinander iiber, wenn gilt:

¥ =U(z,7) = V(Gi(z,y;5), Ga(x, ¥ 5)) = H(¥(z,y);8) = H(p,s) , (9.29)

wobei H eine beliebige stetige Funktion ist.
Um dies zu gewiihrleisten, miissen die Infinitesimalen 7; und 79 der betrachteten Gruppe die

Beziehung

ov ov
e + 5@/—772 =1 (9.30)

erfiillen. Hinsichtlich des Beweises dieser Gleichung wird auf [16] verwiesen. Weiters ohne Be-
weis sei die wichtige Tatsache angefiihrt, dass die betrachtete Gruppe mit den Infinitesimalen
m und 72 jene gewonliche Differenzialgleichung erster Ordnung invariant ldsst, deren Lsungs-
kurven die Kurven ¥(z,y) = const sind. Das Konzept der Invarianz einer gewohnlichen Dif-
ferenzialgleichung erster Ordnung fiigt sich in die bisherige Darstellung ein, da in diesem Fall
gilt: N

&(z,y, Z—i) = &(z,79, %) , (9.31)

18Zum Beispiel wiirde i unter der Annahme ¥ = z2 4 y? die Schar der Kreise mit Mittelpunkt im Ursprung
bezeichnen.
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wobei ® die betrachtete Differenzialgleichung sein soll.
Zur Illustration wird folgende gewohnliche Differenzialgleichung erster Ordnung betrachtet:

dy _ B(z,y) (G162 dy _ B(3,9)

dz _ A(z,y)  di A7)

(9.32)

Diese kann alternativ als ein autonomes System zweier gewohnlicher Differenzialgleichungen

dargestellt werden:
dy

| dr

Die Losung dieses Systems seien Kurven U(z,y) = const. Beziehung (9.33) erméglicht uns
nun, das totale Differenzial der Funktion ¥ darzustellen als
ov ov { ov ov

Fiir die Losungskurven, welche durch die Bedingung d¥ = 0 charakterisiert sind, folgt damit

ov av

—A — =0 . 9.

5o A (@) + 3y B(z,y) (9.35)
Wir ordnen weiters einer noch zu bestimmenden Gruppe, die die Differenzialgleichung (9.32
) invariant ldsst, die Infintesimalen (w;,ws) zu. Fiir diese Gruppe folgt aus dem bisher Gesag-
ten, dass sie auch die Schar der Losungskurven ¢ = ¥(z, y) der Differenzialgleichung (9.32 )
invariant lisst. Den mathematischen Ausdruck findet diese Tatsache, wie beschrieben, durch

Tt =1 (9.36)

Die Beziehungen (9.35) und (9.36) gestatten uns, nach den partiellen Ableitungen 0V /0z und
OV /0y aufzuldsen. Wir erhalten

ov -B v A

% " An- B’ Oz An-Ba &30
Mit der Differenzialgleichung (9.32) in der Form
—B(z,y)dr + A(z,y)dy =0 (9.38)
und (9.37) lisst sich der Term .
M= A — By (9.39)

als der integrierende Faktor der Differenzialgleichung (9.32) identifizieren.

Wir wenden das bisher Gesagte nun auf die Richtungsbedingungen der in Kapitel 5.7 eingefiihr-
ten Charakteristikenscharen £ = const und 7 = const an. Die Richtungsbedingungen (siche
5.54) lauten in der fiir die weitere Darstellung adequaten Form:

—dX +gVK +cX +Y2dY =0 |

(9.40)
E=const:g=1;, n=-const:g=-1
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Es liegt in diesem Fall kein vollstindiges Differenzial vor, die Gleichung (9.40) kann nicht un-
mittelbar integriert werden. Es soll deshalb die soeben dargestellte gruppentheoretische Methode
dazu beniitzt werden, einen integrierenden Faktor der Gleichung (9.40) zu bestimmen. Da kein
systematischer Weg exisitiert (siche [16]), um von (9.40) ausgehend zu der diese Differenzial-
gleichung invariant lassenden Gruppe zu gelangen, ist man auf den Versuch angewiesen. Durch
Einsetzen lisst sich verifizieren, dass folgende Transformation die Differenzialgleichung (9.40)
invariant lasst:

X= (e (K+eX) - K}=R(X,Y;s)

- (9.41)
Y = /%Y = Fy(X,Y;s)
s bezeichnet hierbei den Gruppenparameter.
Die Infinitesimalen dieser Gruppe ergeben sich zu
oF; K ‘ 0Fy Y
w=F=l=0=—+X wr=—=l=0=5 (9.42)

Weiters konnen die weiter oben eingefiihrten Parameter A und B identifiziert werden zu

A=gVK+cX+Y?% B=1 . (9.43)

Wir erhalten deshalb fiir den integrierenden Faktor von (9.40)

1
M= . (9.44)
gVK +cX + Y24 — KieX

9.4 Bestimmung der Sprungbedingung fir die Upper Deck Gleichung

Bei der Upper Deck Gleichung (5.49) handelt es sich um eine Erhaltungsgleichung. Um dies
zu verdeutlichen, beniitzen wir, ausgehend von der Upper Deck Gleichung in der Form (5.58),
folgende dquivalente Darstellung:

8 (o000 o, 00 8 [ 80\ _

Aus dieser Erhaltungsform der Upper Deck Gleichung ldsst sich ableiten'?, dass eine sprung-
hafte Anderung der GroBen 0®/0X und 8®/8Y iiber eine durch die Koordinaten (X, Y;)
festgelegten Linie folgender Bedingung geniigen muss:

_ - od - od .
2y72
Y- X)) == ¢ dY. — o dX;=0 . 9.46
C(s s){aX}s s+{8Y}s s ( )
Die Notation {}, bezeichnet hierbei eine sprunghafte Anderung einer StrémungsgroBe iiber die
durch die Koordinaten (X5, Y;) festgelegten Linie (siche dazu Abb.15).

YEine detaillierte Ableitung an Hand einer #hnlichen Gleichung findet sich zum Beispiel in [36].
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\Ys:f(xs)

Abbildung 15: Notation zur sprunghaften Anderung einer StromungsgroBe iiber eine durch die Koor-
dinaten (Y, X ;) festgelegte Linie.

Im Folgenden soll nun die Sprungbedingung (9.46) an den durch die singuliren Stellen ¢; und
G2 der Differenzialgleichung (5.70) definierten Linien

7, Xsl ¥, XSZ
Y = i Yoo = 9.47
s1 R 2 % (9.47)
fiir die Fernfeldlosung der Upper Deck Gleichung
oo o X
®(X,Y)=YG(): ¢= 72 (9.48)
ausgewertet werden.
Mit den Termen b & 50
_— = =" —_— = — ! dX = 2 Y Y .
X -V 37 G - 2¢G ¢Ydy (9.49)
erhalten wir fir die Sprungbedingung mit ¢ = —v/2
0={G'} (4C2+%¢ —c?) -2 {G
(@), (42 + ¢, - &) - 2. G}, 050

={G'}, (22 +¢ - 1) = ¢ {G}s5 G =C1,C

In Kapitel 5.7 wurde auf die Variablen der Fernfeldlosung (9.48) folgende Transformation an-
gewandt:
(-G

G)— H(v); v= oo

Diese Transformation lisst die singuldren Stellen ¢; = —1 und {; = 1/2 in die Punkte 0 und
1 iibergehen. Wir erhalten damit fiir die Sprungbedingung in den in Kapitel 5.7 verwendeten
Variablen:

=§(§+1) . (9.51)

, 1 2
Vs = D{H'}, = 50— {H}, =0; =01 . (9.52)
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will nicht von uns gebogen sein.

Das ist der Engel, der den Ringern
des Alten Testaments erschien:|...]
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