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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden vor allem 2-Gruppen mit den im Titel angegebenen
Eigenschaften untersucht. Erzeuger und Relationen fiir solche Gruppen, deren
maximale Untergruppen H stets d(H) = 2 erfiillen, werden angegeben. Die Er-
gebnisse wurden urspriinglich von Yakov Berkovich in [BJ06] publiziert. Die hier
angegebenen Beweismethoden scheinen kiirzer zu sein.
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Einleitung

In |BJ06| wurden vor allem in Kapitel 4 nicht 2-erzeugte Gruppen, deren
simtliche maximalen Untergruppen 2-erzeugt sind, untersucht. Zweck der
vorliegenden Arbeit ist eine vereinfachte Darstellung folgender technisch
relevanter Details:

e Ist G eine nilpotente 3-erzeugte Gruppe der Klasse 2 und Ordnung
p%, deren maximale Untergruppen 2-erzeugt sind, so erweist sich G
als Ay-Gruppe der Ordnung 2% mit sehr speziellen Relationen. Dieses
in [BJ06] bewiesene Lemma wird hier auf die Klassifikation quadrati-
scher Formen und den Satz von Chavalley-Warning zuriickgefiihrt.

e Erweiterungen der im ersten Abschnitt beschriebenen Gruppen spie-
len eine wichtige Rolle bei der Klassifikation der As-Gruppen, welche
2-Gruppen sind. Im zweiten Abschnitt werden die in [BJ06|, Th. 4.2-
4.4 beschriebene Gruppen untersucht. Die hier vorgestellten Beweise
weichen génzlich von der in [BJ06] angegebenen ab. Es werden HALL-
WITT Identititen benutzt, um mittels passender Automorphismen,
die in den Gruppen geltende Relationen in eine Standardform zu brin-
gen. Diese Methode scheint deutlich kiirzer zu sein, als die in [BJ06]
beschriebene.
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Notation

Die in dieser Arbeit verwendete Notation wurde weitgehend an [Hup67| an-
gelehnt.

G — endliche p-Gruppe der Ordnung |G| = p™.

exp(G) — Exponent von G.

¢(G) — Nilpotenzklasse von G.

d(G) — Anzahl der Elemente eines minimalen Erzeugendensystems von G.
H < G — H ist Untergruppe von G.

H < G — H ist Normalteiler von G.

[z,y] = 'y oy — Kommutator von z,y € G.

[A, B] = ([a,b] | a € A,b € B).

G = ([z,y] | ,y € G) = |G, G] — Kommutatoruntergruppe von G.
Ki(G) =G, K,(G) =[G, K,_1(G)] — Glieder der absteigender Zentralrei-
he von G.

®(G) — Frattinigruppe von G, Durchschnitt aller maximalen Untergrup-
pen.

Z(G) — Zentrum von G.

N(G)=(reG|a?=1).

G1(G) = (2P | x € G).

'y — Menge der maximalen Untergruppen von G.

E,» — elementar-abelsche Gruppe der Ordnung p".

Cpn — zyklische Gruppe mit p" Elementen.

F, — der endliche Koérper mit p Elementen.

[F;, — multiplikative Gruppe von .

A,,-Gruppe — p-Gruppe G, deren Untergruppen H folgende Bedingungen
erfilllen: (i) alle H vom Index p™ sind abelsch. (ii) es existiert ein nichtabel-
sches H < G mit Index p" 1.
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Kapitel 1

Gruppe der Ordnung pY

1.1 Definition und einfache Eigenschaften

Lemma 1 Sei G eine nilpotente p-Gruppe und N < G. Falls N < ®(G),
dann ist d(G/N) = d(G).

Beweis. G = (x1,...,xqc/ny, N) = (X1, .., Ta@/n))- O

Lemma 2 Sei G eine 3-erzeugte p-Gruppe mit der Eigenschaft, dass alle
mazximalen Untergruppen von G 2-erzeugt sind. Es gilt:

1.
2.
3.

Fir alle H € Ty gilt ®(G) = ®(H).
G /G ist elementar-abelsch.

U1(G) < G und somit ®(G) = G'. Ist ferner ¢(G) = 2 so erhalten
wir ®(G) =G < Z(G).

. Fiir ¢(G) =2 ist G’ elementar-abelsch.

Falls |G| > p® gilt, dann sind alle maximalen Untergruppen von G
nichtabelsch.

Fir |G| > p° ist Z(G) < ®(G) und Z(G) = ®(Q) falls ¢(G) =2 .
0 (G) = o(G).

Fiir |G| = pb ist jede Untergruppe K wvon G mit |G : K] > p?
elementar-abelsch. G ist in diesem Fall eine As-Gruppe.

Beweis.



KAPITEL 1. GRUPPE DER ORDNUNG P 2

1. Wegen d(G) = 3 und d(H) = 2 fir alle H € T'1(G), ist |®(G)] =
|®(H)| = p*. Maximalitit von H impliziert ®(G) < H und ®(G) =
HNd®(G)=HNGEG <P(H) = P(G) = P(H).

2. G/G" ist abelsch und 3-erzeugt wegen G' < ®(G). Fir H € I'1(G)
ist H/G' maximale Untergruppe von G/G’' und d(H/G") = 2. G/G
ist also eine 3-erzeugte abelsche Gruppe, deren samtliche maximalen
Untergruppen 2-erzeugt sind. G/G’ lasst sich wie folgt schreiben:

G/G = Cpa @ Cps @ Cy

Wire a > 1 so wire H = pCpa ® Cps @ C)r echte 3-erzeugte Unter-
gruppe von G/G’. Widerspruch. Es folgt G/G" = Es.

3. Da G/G' elementar-abelsch ist, folgt G» < G’ und damit ®(G) =
G'GP = G'. Mit ¢(G) = 2 gewinnen wir auch ®(G) < Z(G).

4. Fiir beliebige a,b € G gilt [a, b’ = [a,b’] = 1 wegen b’ € G < G’
und ¢(G) = 2. Es folgt exp G’ = p.

5. Angenommen, es gibt ein abelsches H € I';(G). Dann ist ®(H) =
H'H? = H? = G' = ®(G). H ist 2-erzeugt, also ist HP hochstens
2-erzeugt. Fiir |G| > pP ist aber G' = E-s. Widerspruch.

6. Angenommen, es existiert ein z € Z(G)\P(G). Aus dem Basissatz von
BURNSIDE folgt G = (z,a,b) mit geeigneten a,b € G. Wir erhalten
(a,b)<G = G = (2)'(a,b)'[(2), (a,b)] = G’ = ([a, b]) im Widerspruch

u G = Ee-s.

7. Angenommen, es existiert ein x € Q;(G) \ ®(G). x ist in einer ma-
ximalen Untergruppe H von G enthalten und es existiert nach dem
Basissatz von BURNSIDE ein minimales Erzeugendensystem F von
H mit € E. Aus d(H) = 2 folgt H = (a,z) und daher ®(H) =
((zP), (a?), ([a, z])) = E,s = 2P # 1. Widerspruch.

8. Jede Untergruppe K von G mit Index [G : K] = p? ist maximal in
einer maximalen Untergruppe H von G. K enthilt ®(H) = &(G) <
Z(G) wobei ®(G) = E,s und muss daher elementar-abelsch sein. Wei-
ters ist jede Untergruppe mit groferem Index wiederum in einer Un-
tergruppe mit Index p? enthalten und daher auch elementar-abelsch.

U
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Hilfssatz 3 (Zassenhaus, [Rot95]) Sei G eine endliche Gruppe in der
fir alle x,y € G die Relation z"y" = (xy)" erfillt ist. Fiir natirliches
n > 1 definieren wir:

IL,(G)={zeG|2"=1} I,G):={z"]|xz¢€G}
Es gilt:
1. 1,(G) € G und 11,,(G) < G.
2. |I,(G)] =[G :11,(G)].
Beweis.

1. Ist @,y € I1,(G) so auch zy € 1I,,(G), da 1 = 2"y = (xy)". Analog
erhélt man I1,,(G) < G. Fiir z € I1,,(G) und g € G berechnen wir

g 'a"g = (9" zg)" € I (G).
Ahnlich erhalten wir fiir 2 € II,,(G):
(9 lwg)" =g la"g=g"'g =1
Es folgt 29 € II,,(G).

2. Die Abbildung
G- IL(G), o a”

ist wegen der Voraussetzung (zy)" = z"y" Vz,y € G ein Homomor-
phismus mit Kern II,(G), da

" =y" & (xy’l)" =leaylec I1,,(G).

Lemma 4 Sei G eine 3-erzeugte p-Gruppe der Klasse 2 gegeben, deren
samtliche maximalen Untergruppen 2-erzeugt sind. Ist p > 2 dann gelten:

W(G)={zeG|a? =1} U(G)={z"|z€G} =G =0(G)

Beweis. G ist endliche Gruppe der Klasse 2 und somit erfiillt fiir n = p die
Voraussetzungen des Lemma 3. Es gilt daher

NM(G)=1,(G)=(zeG|a’=1)
0.(G) = I,(G) = (2" | z € G)
und weiters
(G B(G)] = [u(G)| = |[2(G)] =1’
und daher U;(G) = Q4(G). O



KAPITEL 1. GRUPPE DER ORDNUNG P 4

Lemma 5 (Erzeugende Relationen) Sei eine Gruppe G wie in Lem-
ma 4 gegeben. Dann haben die von G = (a, b, c) erfiillten Relationen folgen-
de Gestalt:

X .

[b. ]
mit o, 3,... € F, und v5 — ad # 0.

’, y = bP, z:=aP,

z, [a,b] = 2%y° 2", la,c] = a7y’

Beweis. Sei zunéchst p > 2 vorausgesetzt. Die Gruppe G ist 3-erzeugt, also
diirfen wir G = (a, b, c) ansetzen. Da exp G = p? gilt und jedes Element
der Ordnung p in ®(G) liegt, erzeugen die Elemente {b,c} eine maximale
Untergruppe H von G. Fiir die Frattinigruppe von H ergibt sich:

B(H) = By(H)H' = (¥, ) {[b,c]) = B(G) = Fy»

p

somit ist z := [b, ] ein nicht-triviales Element von ®(G), das nicht in (b7, ¢?)
liegen kann. Nach Lemma 4 ist ®(G) = U;(G) = {2 | x € G} und daher
konnen wir ein Element a € G\ H finden, das z = a” erfiillt. Mit G = (a, b, c)
ergibt sich

G = (a?, b, ) = {[a, V], [a, ], [b,c]).

Wir legen x := ¢ und y := b” fest und erhalten
[a,0] = 2%yP2",  [a,c] = 27y’

Wir kénnen G’ als einen 3-dimensionalen Vektorraum iiber dem endlichen
Korper mit p Elementen ansehen. In diesem Kontext sind {z,y, 2} und
{la,bl,[a, ], [b, c]} Basen von G’ und somit linear unabhéngig. Diese Beob-
achtung, notiert in der Matrizenschreibweise

0 0 1
a B k|#0
v oA

ergibt 73 — ad # 0.

Fiir p = 2 zeigen wir zunéchst, dass G’ nur Kommutatoren enthalten
kann. Da G’ = ([a, 1], [a, ], [b, c]) < Z(G) ist, lassen sich beliebige Elemente
von G’ in der Form

[a, 8] [a, ] [b, ] (1.1)
schreiben, wobei «a, 3,7 € Fy. Sind nicht alle Exponenten in (1.1) gleich 1,
so konnen wir uns der Formeln [ab, ¢] = [a, c][b, ¢] oder [a,bc] = [a, c][a, D]

bedienen. Im Falle o = 3 = v = 1 setzen wir

[a, b][a, c][b, c] = [a V", a”b 7]
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an. Zerlegung des Kommutators auf der rechten Seite fiihrt auf das Glei-
chungssystem

1= Mo+ pup
l=A+vp
1 =pur+vo.

Kurze Rechnung liefert eine der Losungen: A\=v=0=7=1, u=p=0.

Unser Ziel ist es nun, ein Erzeugendensystem (a, b, ¢) = G zu konstruie-
ren, sodass a® = [b, ¢] gilt. Wir behaupten zunichst, dass es in G’ \ {1} ein
Element geben muss, das als Quadrat darstellbar ist. Ware das Gegenteil
der Fall, so hitten wir % = 1 Vz € G, da laut Lemma 2 U,(G) < G gilt. Es
folgt expG = 2 und 1 = (xy)? = 2%y?[x,y] = [x,y] = G’ = 1. Widerspruch.
Es existiert also k € G’ \ {1} mit k = [b, c] = a*. Wegen k # 1 sind b und ¢
modulo ®(G) linear unabhéngig und erzeugen eine maximale Untergruppe
von G. Wiire a € (b,c) so folgt a = bPc[b,c]” und daher (b°c?[b, c]")? =
(b)) [b,c] = a® = [b,d] = ()P (A =1=08=7=0(2) =acd.
Widerspruch. Es gilt also (a, b, ¢) = G. Der verbleibende Teil des Beweises
wird genau wie im Fall p > 2 vollzogen. OJ

Lemma 6 (Maximale Untergruppen fiir p > 2) Die in Lemma j be-
schriebene Gruppe G = {(a,b,c) hat genau p*+ p+ 1 verschiedene mazimale
Untergruppen, wobei sich diese nach der Gestalt der Erzeuger folgenderma-
Ben aufteilen lassen:

Hy, = {ac",bc’y 0<u,v<p-—1
Ky,=(ab"c) 0<w<p-1
L= (bc)

Diese Charakterisierung erlaubt nun genauere Beschreibung der Frattini-
gruppen.

G1(M) M’ Bedingung
O(Hyp) | 2ot yav | arvtagydotfivmusre b2 1 5u? + Auv + ku
+0v—yv—a #0
O(Ky,) | zy“,x 2yl At w2+ dw—6#0
O(L) x,y z

Die angegebenen Bedingungen dricken die in Lemma 2 bewiesene Relation
(M) = Eps aus.

p
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Beweis. Lemma 2 kénnen wir entnehmen, dass 2-erzeugte Untergruppen von
G entweder p? oder p® Elemente haben kénnen, wobei die p*-elementigen
zur Génze in ®(G) enthalten sind. Daraus lisst sich ableiten, dass jede
zweielementige modulo ®(G) linear unabhéngige Menge £ C G\ ®(G) eine
maximale Untergruppe erzeugt. Die Faktorgruppe G/®(G) ist isomorph
zu Eps und somit ein 3-dimensionaler Vektorraum iiber den Koérper F,
mit p Elementen. Maximale Untergruppen von G werden kanonisch auf
2-dimensionale Unterrdume von G/®(G) abgebildet. Die Suche nach allen
maximalen Untergruppen der Gruppe G kann also auf das Auffinden aller
2-dimensionalen Unterrdume in G/®(G) zuriickgefithrt werden. Diese wie-
derum sind umkehrbar eindeutig durch ihre orthogonalen Komplemente,
also durch eindimensionalen Unterrdume festgelegt:

1 —w —u
LJ_<O> KwJ_< 1 > HUUJ_<—U> u,v,w € F,
0 0 1

Auf obiger Uberlegung stiitzt sich die Berechnung von Erzeugendensy-
stemen der Frattinigruppen. Wir fangen mit ®(H,,) an:

Gy (H, ) (ac")?, (be”)7) = (a’(?)", b7(c")") = (za*, yz”)
ac*,bc’) = ([ac*; bc"]) = ([a, be’][c", be']) =

(

= {

([a, Ya, B][c*, ][c"b]) = ((@7y° =) acy 22 ) =
= (gvraySuHB Ju—utey
(
=
= (v
= (b

G (K )

(ab™)P, ") = (zy", z)

ab”,c)' = ([ab”, c]) = ([a, dJ[b*, d]) = a7y’ ")
) = (z,y)

o) = ([b,c]) = (2)

Aus ®(Hyy) = Gy (Hw)H,,, = E,s erhalten wir
u v YU + o
01 ov+p = —u? + 6v* +  uw + ku 4 fv — v — a # 0.
1 0 Ww—u+k

Ahnlich fiir ®(K,,) ergibt sich

1 0
0 w =w? +  w — 6 #0.
0 1

+ o2

A

w
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OJ
Ahnliche Uberlegungen kénnen auch im Falle p = 2 durchgefiihrt wer-
den. Die Rechnungen verlaufen hier anders, weil sich die Formel

(ab)? = a’b[a, b] () = arpp (1.2)

fiir p=2zu
(ab)?® = a*b*[a, b] (1.3)

reduziert.
Wir notieren

CI)<HWJ) = <( ) (bcv)2’ [aCu,bCUD

(ac")? = actac” = a*(c?)"[a, c]" = xuIFY)yfuyltAu
(bc)? = b*(c)’[b, )" = 2vy2"
[ac®, bc’] = [a, ]"[a, D)[b, ¢]" = (279’ ) ayP 2" 2" =
— x'yv—i—ayév—i-ﬁz)\v—i—fﬁ—u
O(K,) = {(ab™)?, &, [abw,c]> =
ab? 2 _ a2 b2 wi, bw _ W (e ﬂzm W paw w(l-l—ﬂ)zfiw—‘rl
(ab®) , y y
A=z

b, d] = [a ][, " = 27y

und daraus
CD(HUU) = <$u(1+7)y6u21+)\u mvyzv x7v+ay6v+ﬁz>\y+,§+u>
(I)(Kw) <xawyw(1+ﬂ) mv-i—l’ x, l‘7y62A+w>

(L) = (z,y, 2).

O(H,,) = Eos ist dquivalent zu

uwl+7v) v Yt
) 1 dv+p #0 Yu,v € Fy <
1+ur v Mv—u+=k

(67 — oM+

(6N — 67)u + 0 — 5k + da)v*+

(A=B =B+ AB)u+ B —7)v+
(=1 =+ (yk+K—Aa)u —a=1 Yu,v € F,.

(1.4)
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®(K,) = Eos bedeutet

aw 1 ol
w(l+35) 0 ) #0 Yw e Ty
wk+1 0 A+w
oder
—(B+ 1w+ (A= A3+ dx)w+ 5 =1 Vw € Fy. (1.5)

O(L) = (x,y, z) = Eys gilt bei beliebiger Wahl der Koeffizienten «, 3, ... €
]FQ.

Mit Hilfe der Gleichungen (1.4) und (1.5) kénnen wir nun versuchen,
die moglichen Werte der Koeffizienten «, 3, ... € Fy zu ermitteln. Einsetzen
von w =0 bzw. v = 0,v = 0 in (1.4) bzw. (1.5) liefert § = 1 und aw = 1 und
durch das Auswerten aller verbleibenden Kombinationen der Werte u, v, w
erhalten wir Gleichungssystem

—B=A=A0+r=1

VB+1=1
A+1—-rk+p=1
—v+Vvk+Kr—-—A=1
—B+ B+ vk =1

welches zwei Losungen besitzt:

=0, v=1, k=1, A=0
B=1,5=0 k=0 A=1

Diese fiihren uns auf folgendes Paar erzeugender Relationen

| =d’c, [a,c] = b*c? (1.6)
a,b] = b*¢,  [a,d] = ab? (1.7)

Jede Gruppe mit einem Erzeugendensystem der (1.6) erfiillt, besitzt ein
Erzeugendensystem das der Relationen (1.7) geniigt und umgekehrt. Geht
man ndmlich von (1.6) aus und setzt b := bc so ergibt sich
[a,b] = [a,bc] = [a,b][a, ] =
= a2 = a*AV[b, d = d*Pb*a® = V2P

[a, ] = b2 = b2[b, ¢] = a®b%.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:
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Lemma 7 (Erzeugende Relationen im Falle p = 2) Die in Lemma /
beschriebene 2-Gruppe G = (a, b, c) geniigt den Relationen

[a,b] = a*c?, |a,c] = b*c?, |b,c] = a’

1.2 Quadratische Formen

Die in diesem Abschnitt vorgefithrte Darstellung der quadratischen Funk-
tionen wurde an [Bol01| angelehnt. Fiir die ausfiihrliche Beschreibung der
Theorie der quadratischen Formen sei auf [Ser96| verwiesen.

Im folgenden wird mit V stets ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
einem Korper K der Charakteristik p # 2 bezeichnet.

Definition 8 Unter einer Quadratischen Funktion verstehen wir eine Ab-
bildung @ : V — K folgender Bauart:

Q) =q(v—h)+1l(v—"h)+c (1.8)

q: 'V — K ist daber eine quadratische Form, | € V* eine Linearform, c € K
und h € V.

Der Vektor h in (1.8) kann auch durch einen anderen Vektor k € V ersetzt
werden.

Q)=qv—k+(k—-nh)+l(v—k+(k—h)+c=
=q(v—Fk)+1l(v—Fk)+ (1.9)
+2by(v—k,k—h)+q(k—h)+1U(k—h)+c

Mit b, bezeichnen wir die mit ¢ assoziierte symmetrische Bilinearform, die
mit Hilfe der Spaltformel

by(v,w) = q(w +v) = g(w) = q(v)

gewonnen werden kann. Nach (1.9) notieren wir Q(v) = q(v—k)+1l(v—Fk)+¢
mit

l(v—k)+2b,(v—k,k—h)e V"
gk—h)+l(k—h)+c=Q(k) e K.

(SR
Il

Beim Ubergang h — k bleibt also die quadratische Form ¢ unberiihrt.
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Lemma 9 Seib:V xV — K eine Bilinearform und eine Abbildung
dy : V= V" v 0b(.,v)
gegeben. dy ist genau dann eine Bijektion, wenn b nicht ausgeartet ist.

Beweis.

1. Ist b ausgeartet, so existiert w € V \ {0} mit b(.,v) = 0 = kerd, #
{0} = d, nicht injektiv.

2. Sei b nicht ausgeartet, (by,...,b,) eine Basis von V und ay,...,a, €
K beliebig. Es gilt ayb(.,b1) + -+ + ap,b(.,b,) = 0 < b(., 161 +
+Oénbn> =0 < ab+ - -4+abh, =0 = o =0V =
dimdy(V) = dim'V = dim V* = d, ist Bijektion.

Ist ¢ in (1.8) nicht ausgeartet, so gibt es stets ein hg € V mit

Q(v) = q(v — ho) + Q(ho).

Auf einem Vektorraum V mit einer quadratischen Form ¢ kann stets
mit Hilfe der assoziierten Bilinearform b, ein Skalarprodukt erklart werden.
Dieses induziert eine Orthogonalititsrelation auf V und auf der Menge aller
Unterrdume von V. V heift orthogonale innere direkte Summe U1 &. . .0 Uy
der Unterrdume Uy, ..., U, wenn V direkte Summe der (U;) ist und diese
paarweise orthogonal sind. ¢ eingeschrénkt auf einen Unterraum U von V
ist wieder eine quadratische Form.

Ist umgekehrt (U;, ¢;), eine endliche Familie von Vektorrdumen mit qua-
dratischen Formen so kann auf U; x ... x Uy eine quadratische Form (¢; &
e ® qr)(ury e ug) = q(ug) oo+ gr(ug) erkldrt werden. In dem so
konstruierten Vektorraum U; @ ... @ Uy sind die Unterrdume U; paarweise
orthogonal.

Definition 10 Quadratische Form q : V — K reprisentiert a € K*, wenn
es einv € V\ {0} mit qg(v) = a gibt.

Lemma 11 Sei q : V — K nicht ausgeartete quadratische Form, a € K*
beliebig und h : K — K eine nicht ausgeartete quadratische Form die —a
auf K reprdsentiert. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. q reprasentiert a.

2. q @ h reprasentiert 0.
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Beweis.

1. ¢ représentiert a so gibt es ein v € V \ {0} mit ¢(v) = a = (¢ &
h)(v,x) = 0 wobei h(x) = —a nach Voraussetzung.

2. Umgekehrt sei (v, z) € VBK\{(0,0)} mit (¢dh)(v, x) = q(v)+h(x) =
0 gegeben. Ist 2 # 0 so folgt h(x) # 0. Sei h(y) = —a und y = az =
—a = h(y) = h(az) = a?h(z) = (1/a®)q(v) = g(v/a) = h(z) = a
Fall x = 0 ist gleichbedeutend mit ¢(v) = 0. Fiir alle x,y € V sei xy :=
by(z,y) festgelegt. ¢ ist nicht ausgeartet so 3z € V\ {0} : vz = 1. Sei
y = 22— q(2)v so erhalten wir q(y) = 4q(z) — 4q(2)vz + q(2)*q(v) = 0
und vy = by(v, 2z — q(2)v) = 2b,(v, z) + q(2)q(v) = 2. Wir skalieren y
sodass vy = 1 gilt und berechnen q(v+35y) = q(v)+aby(v,y)+q(5y) =
a.

1.3 Satz von Chavalley-Warning

Fiir diesen Abschnitt sei ¢ eine feste Potenz einer Primzahl p # 2 und F, der
endliche Korper mit ¢ Elementen. Fiir jedes Polynom [ € K[X7,..., X,]
iiber einem Korper K definieren wir

S(f)=>_ f(x) ek

zeKn”

Lemma 12 ([Ser96], S. 5) Fir jedes n € N gilt fir X" € F,[X]:

S(X™) = Z:c" =

z€lFy

—1 fallsn>1und (¢g—1)|n
0 sonst

Beweis. Wir vereinbaren 0° = 1 und betrachten folgende Fille.
1. Ist n > 1 und g — 1 Teiler von n, so ergibt sich
SXM = ar=> 2= "1k 0" =(g-1)-1=-1
zel, z€F, zeF}
da I} zyklische Gruppe der Ordnung g — 1 ist.

2. Ist n > 1 und nicht durch ¢ — 1 teilbar so gilt fir ein y € F; mit
y'# 1
S(X™) = Z A Z Yy =y "S(X").
z€F, z€F,

Daraus folgt S(X™) = 0.
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3. Fiir n = 0 berechnen wir

S(X”):Zx0:q~1:0.

z€Fy

Lemma 13 (Chevalley-Warning, [Ser96], S. 5) Sei eine Polynomfami-
lie
fi e F[Xy,. .., X,

mit der Eigenschaft
Z grad f; <n

gegeben und bezeichne mit V' die Menge der gemeinsamen Nullstellen von
(f:) in F,. Es gilt
V=0 (p).

Beweis. Wir definieren

P = H(l - fz’q_l)'

Fiir z ¢ V gibt es ein f; mit f;(z) € F; woraus fi(2)?' =1 und P(z) =0
folgt. Wenn x Nullstelle aller f; ist, dann erhalten wir P(z) = [[,1 = L.
Somit ist P die charakteristische Funktion der Nullstellenmenge V. Daraus
ergibt sich |V| = S(P) modulo p. Aus ), grad f; < n erhalten wir grad P <
(¢ — 1)n. Betrachten wir beliebigen Term aX"! - ... X" von P. Wegen
> u; < n(g—1) kénnen wir mindestens einen Exponenten u; < ¢—1 finden.
Wir nehmen 0.B.d.A. j = 1 an und erhalten

(XM XMy = Y a =
(z14eeey zn)eF{;
= Z :EQQLQ-...-:E;Q"ZfI“:O.
(z2,e.y xn)G]Fgfl r1€F,
Daraus ergibt sich S(P) = 0 modulo p. O

Unmittelbare Konsequenz des obigen Satzes ist

Lemma 14 Alle quadratischen Formen in mindestens 3 Variablen tber
dem Korper By haben eine Nullstelle in F}.
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1.4 Existenz

Lemma 15 (Nichtexistenz im Falle p > 2) Fiir p > 2 gibt es keine wie
in Lemma 4 beschriebene Gruppe.

Beweis. Laut Lemma 6 ist die Existenz einer solchen Gruppe G dquivalent
zur Unlosbarkeit der Gleichungen

— 4+ 0P+ v+ ku+Buv—yw—a=0 (1.10)

w? + A w—6 =0 (1.11)

fiir jede Wahl der Koeffizienten «, 3,7v,6,k, A\ € F,. Gleichung (1.11) ist
unlosbar genau dann, wenn die Diskriminante

A+ 46 (1.12)

kein Quadrat in I, ist. Nehmen wir an, das ist der Fall. (1.12) ist zugleich die
Diskriminante der quadratischen Form ¢(u,v) := —u? + §v* + Auwv in (1.10)

und diese ist in Folge dessen nicht ausgeartet. Daraus folgt, wir kénnen
h,k € F, finden, sodass sich (1.10) in der Form

qlu—h,v—k)=ceF, (1.13)

schreiben ldsst. Da ¢(u, v) eine quadratische Form zweiten Grades ist, folgt
die Losbarkeit von (1.13) fiir beliebige Wahl von «, 3, ... € F,,. O



Kapitel 2

Gruppen der Ordnung 27 und 2°

2.1 Eigenschaften und Rechenregeln

Lemma 16 (Kommutatoridentititen) Sei G eine Gruppe und [a,b,c] :=
[[a,b],c|. Es gelten folgende Identititen:

1. la,bc] = [a, c][a,b]® = [a, c][a, b][a, b, (]
lab, ] = [a, c]°[b, ¢] = [a, ][a, ¢, b][b, ]

2. [ab, c] = [a, c]°[b, ] = [a, ][a, ¢, b][b, ]

3. la,b] = [b,a]™?

4. la,b]™ = [a™,b] = [a,b™] VYm € Z falls [x,y] mit x und y vertauschbar.
Wenn G zusdtzlich von der Klasse 3 ist, dann gelten

5. la,b,c|[b, c,allc,a,b] =1 (Spezialfall der HALL-WITT-Identitdit)

6. la,[b,c]] = [c,a,b]a,b,]
7. la,b, )™ = [a,b,c™] = [[a, b]™, ]
8. [:Ea [a7 b]]m = [Imv [CL, b“ = [‘% [a7 b]m]

Die Beweise der Lemmata 16 und 17 sowie ausfiihrliche Diskussion der
Kommutatoruntergruppen findet man in [Hup67|.

Im Lemma 7 wurden die erzeugenden Relationen der 2-Gruppe aus Lem-
ma 4 wie folgt angegeben:

[a} b] = CLQCQ, {(1, C] = 62(32, [b, C] = a2.

14
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In diesem Kapitel verwenden wir eine andere, aus [BJ06| stammende Form
der Relationen:

[a,b] =, [a,c] = b*c, |b,c] = a®b?

Lemma 18 Sei G eine 3-erzeugte p-Gruppe der Klasse 3, deren maximale
Untergruppen alle 2-erzeugt sind. Es gelten folgende Aussagen:

1. Wir kiirzen K, (G) mit K, ab und notieren einfachste Folgerungen:
1 < K3 <Z(G) < Ky sowie K3 < Ky und K4 = 1.

2. G ist abelsch.

Sei noch zusatzlich vorausgesetzt, dass G/ Ks isomorph zu der in Lemma /
beschriebenen 2-Gruppe ist, so ldsst sich folgendes tiber G aussagen:

Fiir alle x € G’ gilt 27 € K.
K3 ist elementar-abelsch.

exp G < p.

S S

G’ ist elementar-abelsch.

Beweis.
1. Gilt wegen ¢(G) = 3.
2. Aus Lemma 17 folgt G" = [Ky, Ky < Ky = 1.

3. @(G/Kg) = Ql(G/K3) = (G/Kg)/ = Z(G/K3) ist unmittelbare Kon-
sequenz der fritheren Untersuchungen. Die iibrigen Aussagen folgen,

da fiir einen beliebigen Homomorphismus ¢ einer Gruppe H ¢(H') =
(pH)" und @(H?) = (H)" gilt.

4. Wegen Lemma 2 ist G'/Kj3 elementar-abelsch, also 2P = 1 modulo
K3. Es folgt 2P € K.

5. Fir k € G'und a € G ist [k,a] € Ks und [k, a]’ = [k,a?] = [kP,a] =1
wegen Lemma 17 und kP € K.
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6. Angenommen exp G > p* = 3C < G mit C' = Cj5. Da P € Ky Va €
G und Kj elementar-abelsch folgt K3 N C' = C, und C/Kj3 = Cp
in G/Kj3. Jede Untergruppe H < G/Kj3 der Ordnung p? ist nach
Lemma 2 elementar-abelsch. Widerspruch.

7. Nachdem G’ = ([a, b], [a, ¢], [b, ¢], K3) kommutativ vom Exponent héch-
stens 22 ist, kann jedes Element aus G’ in der Form [a, 8]*[a, ¢]°[b, ¢| ks
mit a, 3,7 € F; und k3 € K3 dargestellt werden. Wir berechnen

(la, b]%[a, ¢]°[b, €] ks)? =
= () () (PPR) k) = () O (ah)7) = 1
= exp G = 2.

Lemma 19 (Weitere Kommutatoridentititen) Sei G eine p-Gruppe
wie in Lemma 18 gegeben, wobei zusdtzlich p = 2 festgesetzt wird. Fir
x,y,z,a,b € G, rys,t € G und k,l € K3 sind folgende Identitdten erfillt:

1. [zk,yl] = [z,y]
[xr,ys, zt] = [z, vy, 2]

2.

3. [zy,a,b] = [z,a,b]ly,a,b
[a,zy,b] = [a,z,b][a,y, ]
la,b, zy] = [a, b, x|[a, b, y]

4. [z = [z,yy] 2%y = [z,y, 2]
Beweis.

1. Wegen k,l € K3 < Z(G) erhalten wir [zk,yl] = k= o=y lakyl =
E=kl [z, y).

2. Wir berechnen zuerst
[z, y, 2t] = [z,y, [z, y, 2][z, y, 2,t] =[x, 9, 2]
mit [x,y,t], [z,y, 2,t] € K4. Analog ist
[ar,y, 2] = [[w,y]"[r, 9], 2] = (2.9, 2" [, y, 2] = [y, 2]

und
[z,ys, 2] = [ys,x, 2] = [y, 2, 2] = [v,y, 2].
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3.
[2y, a,b] = [[zy, al, 0] = [[z, a][y, alk,b] = [[z,d][y, a], 0] =
[z,a,b][y ][y a,b] =[x, a,blly, a,b]
a, 2y, b] = [zy, a,b] = [z, a,b][y, a,b] = |a,x, b][a, z, ]
la,b a:y] la,b y] la,b,z]” = [a,b,x] = [a,b,y]
4.

[$a y2] = [IE7 ?/} [‘/Ea y] [$a Y, y] = [:Ea Y, y]
[2%,y] = [z, ][z, y, 2] [z, y] = [2,y, 7]
OJ
Wir legen fiir den Rest des Kapitels fest, dass mit GG, wenn nichts anderes
gesagt wird, stets eine 3-erzeugte 2-Gruppe der Klasse 3 gemeint ist, mit
der Eigenschaften, dass alle maximalen Untergruppen 2-erzeugt sind und
G/ K3(G) isomorph zu der in Lemma 2 beschriebenen Gruppe der Ordnung
20 ist.
Aufgrund dieser Definition und Lemma 2 erhalten wir folgende Relatio-
nen

. la, b =cAu, a,c =Py, b d =d®b*k (2.1)

mit pu, v,k € K3(G) =: K.

2.2 Berechnung der hoheren Kommutatoren

Wir listen zunéchst alle Kommutatoren der Ordnung 3, die mit Hilfe der
Elemente a,b, ¢ erzeugbar sind. Da G eine 2-Gruppe und G’ elementar-
abelsch ist, erhalten wir [a,b] = [b,a] " = [b,a] was den Schluss [z,y, 2] =
ly, z, z] fiir beliebige z,y, z € G nach sich zieht und uns erlaubt nur solche
Kommutatoren zu betrachten, deren erste 2 Symbole der lexikographischen
Ordnung geniigen. Bei der Untersuchungen bedienen wir uns primér der
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Relationen (2.1) und der Kommutatoridentitdten des Lemma 16.

[a,b,c] = [Pks, ] = [c*,c] =1
[a, c,b] = [b*cPks, b] = [b*C?, b]k3 [k3, b] = [bQ,b]C2 [c?,b] = [2,b] = [b, 7]
b, c,a] = [a*b*ks, a] = [a®b?, a] = [a®,a]” [b*, a] = [a, b?]
[a,b,a] = [*ks,a] = [*,a] = [a,c?] = [a?, }]
[a,b,0] = [¢*,b] = [b, ¢?] = [a, b?]
[a,c,a] = [a* c] = [b*c?, a] = [b?, d][c?, a] = [a,b,b][a,c, ]
[a,c,c] = [b*c?, ¢] = [V, c][b?, ¢, ][, ] = [b?, (]
[b,c,b] = [b%,c] = [c,b,b] = [b, [b, c]] = [b, a®b?] =

= [b,b%][b, a*][b, a*, b?] = [a?, b]

[

la,b,c] =1

la,c,b] = [a,b,b] = [b,c,a] = [b, ¢, (]

la,b,a] = [a,c,c] = [b,c,b] (2:2)
la, c,allb, ¢, c|[b,c,b] =1

wobei die letzte eine Folgerung der HALL-W1TT-Identitét ist. Obige Glei-
chungen teilen uns die dreifachen mit a,b, c erzeugten Kommutatoren in
drei Klassen auf, die nicht verschieden zu sein brauchen. Multiplizieren wir
zwei Elemente aus diesen Klassen, so erhalten wir auf Grund der letzten
Identitdt aus (2.2) entweder einen Repriisentanten aus einer der iibrigen
Klassen oder 1. Daraus leiten wir ab, dass K3 = {1, [a, b, al, [a, ¢, al,[b, ¢, ]}
und daher héchstens von der Ordnung 22 ist. Fiir diese Elemente wollen wir
Abkiirzungen einfiihren:

m:=[a,b,a], k:=]|a,c,a], 1:=][b,c, ]

2.3 Wechsel des Erzeugendensystems von G

Wir entwickeln nun zwei auf der Menge aller Erzeugendensysteme wirkende
Transformationen, mit der Zielsetzung, zusétzliche Informationen iiber die
Gruppenstruktur zu erhalten und die Relationen (2.1) préziser zu formulie-
ren.
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Transformation T7

Diese Transformation wird durch die Abbildung
(a,b,¢) — (b,c,ac) =: (d',b,¢)

vermittelt. {a,b,c} ist genau dann ein Erzeugendensystem von G, wenn
{a®(G),bP(G), cP(G)} die Faktorgruppe G/®(G) erzeugt. G/P(G) ist ele-
mentar-abelsch von Ordnung 23 und somit isomorph zu F3. Wir kénnen
{a,b,c} mit Vektoren der kanonischen Basis von F3 identifizieren und auf
diese Transformation T7 anzuwenden:

1 00 0 01
01 0)]—=|100]=A4
0 01 011

Die Spaltenvektoren von A entsprechen genau der transformierten Elemen-
ten (a’, V', ') und A kann als die Koordinatenmatrix der von T7 vermittelten
linearen Bijektion interpretiert werden. Aus diesen Uberlegungen ist es er-
sichtlich, dass (a/, b, ¢’) ebenfalls ein Erzeugendensystem von G ist und da
A von der Ordnung 7 ist, muss auch T7 von dieser Ordnung sein.

Wir untersuchen, wie sich die Werte von u, v, k unter T'7 verdndern.

a,b]c”* = [b, ]

b, cla*c*[a, cl[a,

o, W2 = [b, ac(ac)? = [b, [a, bl[b, a, |2 (ac)? =
]

= (ac)® = [b, clacac = [b, cJa*c[a, c]c =

= c,c

=

= [b, c][a, b][a, b, c|a*c[a, c|c = [b, c][a, b]2a®c?[a, d][a, ¢, c] =
=

=

=

J = ¥ [b. b*ela, clla. b.a] = rvm

a, blc [b cla 252[a 0]5202[a’c, o = prvm
— (e, dl[e, alle, a, o2 =

v, a”*b? = [c, acb*?
a, cJb*c*la, c,c] = vm
Somit erhalten wir (u, v, k) — (kvm, ukvm,vm) =: (@', v/, k). Es gilt ins-

besondere i/, V', k' € K3 und die neuen Erzeuger o, V', ¢ erfiillen wieder die
Relationen (2.2). Weiters ist

= [d,b,d] = [b,c,b] =

= [d,, ] = [b,ac,ac] = [b a, c|[b, ¢, ac] =

= [b,a,al[b,a c][b ¢,allb, c,c] = [a,b,al[a,b, c][b, c,a][b, c,c] =
= [a,b,a] =

=V, d, ] = [c ac, ac] = e, a, acl[e, ¢, ac] =

= [

¢, a,alle,a,cl =la,c allc,a,c] = [b,c,c] =1
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Transformation T-G

Eine weitere Transformation sei durch folgende Vorschrift definiert:
(a,b,¢) — (af,bg,ch) f,g,heq

Sie wirkt sich folgendermafen auf die Elemente p, v, x aus:

= [d,V]d* = [af,bg](ch)* = [a, bg][a, f, bg][f. bg](ch)* =
= [a,g)a,b][a, b, gl[a. f.b)[f, g][f, bILf. b, g)(ch)? =

= [a, gl[a, B][b, ](ch)* = [a, g][b, f]c, h][a, b]c* =

= [a, g][b. fllc. Rl

a,c '}b’ d? = [af, ch](bg)?*(ch)* =

aaCh][a ch, f][f, ch](bg)*(ch)” =
hla, dlla, ¢, h][f, B[ f, ][ f, ¢, h](bg)* (ch)?* = (2.3)

a, hlle, flla, c|(bg)*(ch)* = [a, hlc, flla, c|b*[b, g]c[e, h] =
aah][C,f][b glle. hlla, cJp*c® = [a, h][b, g][c, fhlv

K =, )a*b? = [bg, ch](af)?(bg)? =

= [b, chl[g, chl[b, ch, g](af)*(bg)* =

= [b, hl[b, c][b, ¢, hl[g, hllg, c]lg, ¢, h][b, ¢, g][b, o, g](af)?(bg)* =
= [b, K[, c]lg, Ja*[a, f]0*[b, g] = [a, f][b, ghl[c, 9]k

Als Hilfsiiberlegung wollen wir nun dreifache Kommutatoren von der Bauart
[u, w] mit u € {a,b,c} und w € G’ ndher ansehen. Nach Lemma 18 ist G’
elementar-abelsch und daher lisst sich beliebiger Kommutator w aus G’
in der Form w = [a, b]g[a,c]”[b, c]C schreiben, wobei &,7,¢ € {0, 1} ist. Wir
wollen die Abhéngigkeit des Kommutators [u, w] von der Exponenten &, 7, ¢
genauer studieren.

Bei der Berechnungen erweist sich folgende, fiir alle x, a, b, c € G gelten-
de Identitdt als sehr niitzlich:

[, abc] = [z, ][z, abl[x, ab, | = [z, c|[x, ][z, a][z, a, b][z, a, c][z, b, c].
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Nun gilt unter der Voraussetzung x = [a, b|*[a, |"[b, ¢]° folgendes:

[a, 2] = [a, [a,0][a, ]"[b, ] = [a, [b, )] a [a, ]")[a, [a. b¢] =

“la,a,b]* =

= [¢,a,b]%[a, b, ][c, a, a)"[a, a, ]"[b, a, a]
— ISk"mE = ESmCE"mé = kmTSméte

(b 2] = [b, [a, b]*[a, ]"[b, ] = [b, [b, )], [a. ] b, [a, )] =
= [c,b,b]°[b, b, c]¢[c, b, a]"[b, a, ¢]"[b, b, al¢[b, a, b]¢ =
— mSIMNE = mSIETT = mEtntCpEtn

[e,a] = [e, [a, b la, " [b, )] = [¢, b, ) e, [a, ]"][e, [a, b)) =
= [c, ¢, b]%[c, b, ¢]%[c, ¢, a)[c, a, ¢]"[b, ¢, a)¥[c, a, b]® =
=m"° = m"(km)¢ = m" kS

Mit Hilfe dieser Ergebnisse und der Identitéten (2.3) konnen wir 1/, v/, k" als

Potenzprodukte der Elemente m, k und u, v, k darstellen. Es gelten zunéchst
folgende Darstellungen:

Dann erhalten wir:
i = [a, gl[b, fl[c, Rl = kSoTMomSo e St 485 s Hes IntCh gy —
— k??f+§f+§g+77g+4hme+77f+€f+Cg+§g+77h+ChM
V' = |a, h][b, g[c, fhlv =
— ESnth g ShtEh gy Catg+Eg gy +0n+CpHCh |Cp+Ghy, —

— 1 G et NgHCotEntnn [.Cr+Egtng+n (2'4)

k' = [a, f][b, ghl[c, glk =
— kS s SrtEs yn SatChtngtin+Eg+HEn g +nn+Eg+Eh gy Mg +Co |G e —

— &G +Egtng+CotEntin+Ch s +Cs+Eg+1g+Cg+En+nn

2.4 Erzeugende Relationen in genauerer
Fassung

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Relationen (2.1) mit Hilfe der zuvor ent-
wickelten Transformationen T7 und T-G auf die Form

l=da"'=b"=c [a,b] =k, [a,c] = b*CkS, [b,c] =a’b®  (2.5)
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mit € € {0,1} zu bringen. Wir geben zunichst zwei niitzliche Spezialfélle
der Transformation T-G an.

1. Setzen wir in (2.4) g = h =1 und (f = 0, so erhalten wir
o= LM Er s +Es m
vVi=m"u
K = mSTE k.

Wegen k € K3 = (k, m) konnen wir Exponenten o, 7 € Fy finden mit
xk = m7k7. Die Festlegung £ := o und n; := 7 fithrt auf

(v, k) — (MK, m™v, 1), (2.6)

2. Es ist auch moglich T-G so einzuschrénken, dass k = k' gilt. Dazu
muss zundchst

ff+€f+§g+7lg+gg+§h+77h+gh:O
77f+<f+€g+779+<g+fh+77h20

gelten. Das Einsetzen in (2.1) ergibt
NI — mnf+49+5hﬂ
V/ — kﬁf‘f‘Cg"‘th
K =k

und daraus
(b, v, k) = (mp, kv, k). (2.7)

Anwendung von (2.6) auf (u, v, ) fihrt auf (uq,1,1) und weiters mit
(2.7) erreichen wir entweder (pg,1,1) oder (u2,m,1). Tripel von der Form
(i, 1,1) umfasst Spezialfélle (k,1,1) und (mk®,1,1) mit o € {0,1}. Umfor-
mungen von (k, 1,1) fiihren auf

(k,1,1) — > (km, k, k) — (km, k. k) gfole
— (1, mk, 1) —" (k, k, k) U:Tole (m, mk,1) =S ...

— (1,m,1) —~(1,1,1).
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Unter Beriicksichtigung obiger Ergebnisse kann (mk®, 1, 1) wie folgt behan-
delt werden:

(mk®,1,1) = (m, k*, 1) 2=% (m, 1,m) g (k,1,1)
ial i
(m, k,m) e (k,k, 1) (1,1,1)

Schliefslich kommen wir zu (u, m, 1).

(1,mk,1) —=—(1,1,1)

(:U’vm71)i><1mu71>—>(1 m, 1) (17171)
(LK, 1)

(km, km km) (km k1) ——(1,1,1)

Lemma 20 Ist K3(G) = Ey so gilt u=v =k = 1.

Beweis. Es gelte (u,v, k) = (k,k,1) und k # 1. Falls m # 1 so ist notwen-
digerweise m = k und wir erhalten

(k, k, 1) =% (1,1,1).
Im Falle m = 1 ist

(kyk, 1) 5% (k, 1, k) —= (1,1, 1).

Lemma 21 Das Zentrum von G fallt mit K3(G) zusammen.

Beweis. Da ¢(G) = 3, gilt klarerweise K3 < Z(G). Wir wihlen nun ein
beliebiges Element x € Z(G) und zeigen = € K3. Wegen

G = ([a,b], |a, cl, [b, ], K3) (2.8)
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kénnen wir z in der Form = = [a, b]*[a, ¢|°[b, | ks mit k3 € K; schreiben. z
kommutiert mit allen Elementen der Gruppe, insbesondere mit Erzeugern:

[z,a] = [a,b,a]*[a,c,a]’b,c,a] =1
[z, b] = [a,b,b]%[a, ¢, b]°[b, c,b] =1
[z, d = [a,b,d%a,c,d’[b, e, = 1.

Daraus erhalten wir

mkPl = meEPm kY = m* TR =1

1°1°mY = (mk)*PmY = mo AT et —

1°mP1 = mP (mk)” = m kT =1
Es sei zunédchst K3 = Fy. In diesem Fall gilt m # 1, kK # 1 und [ = mk # 1.
Durch Aufmultiplizieren der obigen Gleichungen erhalten wir m"k* = 1

und daraus y =a=0=m=1= 3 =0= 2 € K. Ist K3 = E,, s0
haben wir drei Fille zu untersuchen. Gilt k£ # 1 und m = 1, so folgt

P =1=p=0
P =1=a=0
KM=1=~v=0.

k # 1 und m = k impliziert

ka+/3 =1
K'=1
kP = 1.
Schlieflich k=1=m# 1=
mot =1

motPtT =1

mPt =1

=0=0=>7y=0=>a=0=2x¢€ K. 0
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