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1. Vorwort

Die Berechtigung des Unterrichtsfaches Darstellende Geometrie wurde in den letzten
Jahren oft in Frage gestellt, obwohl sie durch zahlreiche Anforderungen in diversen
technischen Bereichen wohl eindeutig gegeben ist. Viele Berufe verlangen die Fihigkeit,
Pldne lesen zu konnen und ein rdumliches Vorstellungsvermogen zu besitzen, und die
Entwicklung und Forderung dieser Fiahigkeiten gehort zur Hauptaufgabe der Darstellenden
Geometrie in der Schule. Der verstirkte Einsatz von Computern in den letzten Jahren wird
wohl dazu beitragen, dass dieses Unterrichtsfach sowohl bei den Schiilern selbst, als auch bei
den Eltern wieder ein Image als modernes und innovatives Unterrichtsfach erhilt. Im
Gegensatz zu dem lange Zeit praktizierten und fiir Schiiler sehr aufwendigen und
zeitraubenden hindischen Anfertigen aufwendigster Zeichnungen stellt die Verwendung von
CAD-Software die Moglichkeit zur Verfiigung, konstruierte Objekte in alle erdenklichen
Richtungen zu drehen und aus verschiedensten Perspektiven zu betrachten. Diese
Moglichkeit tragt sicher dazu bei, sich in dem am Bildschirm dargestellten ,,virtuellen* Raum
besser zurechtzufinden.

Trotzdem oder gerade deshalb scheint es jedoch wichtig und notwendig, dass nicht
darauf vergessen wird, auch den notwendigen theoretischen Hintergrund ausreichend zu
vermitteln, ndmlich wie dreidimensionale Objekte auf einem Zeichenblatt oder dem
Bildschirm, also zweidimensional, dargestellt werden konnen, was der Name Darstellende
Geometrie ja schon beinhaltet.

In der Schule beschrinkt man sich hauptséchlich auf die Konstruktion und
Darstellung dreidimensionaler Objekte und Korper, den Zugang zu hoheren Dimensionen
stellt im Physikunterricht die Behandlung von Albert Einsteins Relativititstheorie dar, in der
die vierte Dimension als Zeit einflie3t. Es gibt allerdings mehrere unterschiedliche Zuginge
zur vierten Dimension, die in Kapitel 2 angesprochen werden. Ein sehr intuitiver Zugang zur
vierten Dimension im geometrischen Sinn ist die Polyeder-Geometrie, im Vierdimensionalen
die der Polychora. Obgleich man mit Verallgemeinerungen von Aussagen vom
Dreidimensionalen in das Vierdimensionale vorsichtig sein muss, bietet sich die Gelegenheit,
mit Schiilern iiber den Weg der Platonischen Polyeder zunichst zu den vierdimensionalen
Platonischen Polytopen vorzudringen, was in Kapitel 3 geschieht. Es werden Moglichkeiten
der Visualisierung vierdimensionaler Polytope besprochen und durch zahlreiche Abbildungen
gestiitzt. Nach den Platonischen werden weitere Klassen von Polytopen, namlich die 10 zu
den reguldren Polytopen zidhlenden Schlifli-Hess-Polychora in Kapitel 4 und die grof3e
Klasse der uniformen Polychora in Kapitel 5 vorgestellt. Nach der Betrachtung von
Kreuzpolytopen, das sind die mehrdimensionalen Verallgemeinerungen von Oktaedern, und
deren Beweglichkeit in Kapitel 6 widmet sich Kapitel 7 der Darstellenden Geometrie des
vierdimensionalen Anschauungsraumes und stellt eine Moglichkeit vor, vierdimensionale
Objekte auf ein Zeichenblatt zu bringen.

In dieser Arbeit wird versucht fiir den Schulunterricht eine Anregung zu geben, auch
in Darstellender Geometrie einen Ausflug ins Vierdimensionale zu wagen.



2. Die vierte Dimension

Im Folgenden werden einige durchaus unterschiedliche Bedeutungen der ,,vierten
Dimension* kurz vorgestellt.

2.1 Eine geometrisch anschauliche Herleitung

Eine Dimension bezeichnet eine Ausdehnung in eine Richtung, die nicht durch die
Richtungen anderer, untergeordneter Dimensionen dargestellt werden kann. Das bedeutet,
dass ein vierdimensionaler rechtwinkeliger Korper je vier Zahlenangaben fiir seine Position
und seine Ausdehnung benétigt (iiblicherweise werden hier die kartesischen Koordinaten
X,y,z und t verwendet).

Dimension 0:

Ein Punkt ohne Ausdehnung.

Dimension 1:

Dimension 2:

Dimension 3:

Dimension 4:

Wir bewegen uns in einer beliebigen Richtung vom Punkt weg und erhalten
eine Strecke. (x-Achse eines Koordinatensystems, Ausdehnung nach ,,links*
und ,,rechts®).

Wir suchen eine Richtung, die nicht die der Strecke ist, im einfachsten Fall
senkrecht auf die Strecke. Dadurch erhalten wir ein Koordinatensystem, mit
welchem wir jeden Punkt einer Ebene erreichen konnen. (y-Achse eines
Koordinatensystems, Ausdehnung nach ,,vor* und ,,zuriick*)

Wir suchen eine Richtung, die nicht in der Ebene liegt, im einfachsten Fall
senkrecht auf die Ebene ,,nach oben‘. Dadurch erhalten wir ein
Koordinatensystem, mit welchem wir jeden Punkt im Raum erreichen kdnnen.
(z-Achse eines Koordinatensystems, Ausdehnung nach ,,oben* und ,,unten*)

Wir suchen wiederum eine Richtung, die nicht im Raum liegt. Das sind
Richtungen, die wir uns mit unserem 3-dimensionalen Verstand nicht
vorstellen konnen, im einfachsten Fall jedoch wieder senkrecht auf alle
Richtungen, die wir uns vorstellen konnen. Erweitern wir den Raum in diese
Richtung, haben wir einen 4-dimensionalen Hyperraum beschrieben.
(t-Achse eines Koordinatensystems)
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Abb. 2.1

Entsprechend dieser logische Uberlegungen kann man sehr leicht nachvollziehen, wie man
von einem (0-dimensionalen) Punkt zur (1-dimensionalen) Strecke und von dieser zum (2-
dimensionalen) Quadrat und weiter zum (3-dimensionalen) Wiirfel und schlieSlich zum
4-dimensionalen (Hyper-)Wiirfel (Tesserakt) gelangt.

Jede Dimension kann man sich als Zusammensetzung einer unendlichen Anzahl der
vorherigen Dimension vorstellen. So kann die Gerade (Dimension 1) als Zusammenfiigung
einer unendlichen Anzahl Punkte (Dimension 0) gedacht werden. Ubertrigt man diese
Gedanken auf die vierte Dimension, so kann diese auch als Zusammensetzung unendlich
vieler Raume (Dimension 3) gedacht werden. Der Tesserakt besitzt dementsprechend nicht
nur 16 Ecken, 32 Kanten und 24 Quadrate, sondern auch 8 Wiirfel und ist selbst als
Unterraum im 5-dimensionalen Wiirfel enthalten.

2.2 Das physikalisch verbreitete Verstindnis fiir die vierte Dimension

Gemil der obigen geometrisch anschaulichen Herleitung ist ein vierdimensionales
Koordinatensystem ein Koordinatensystem mit 4 linear unabhéngigen Richtungen. Es eignet
sich somit, um unsere bekannten 3 Raumdimensionen und die Zeit abzubilden.

In Albert Einsteins Relativititstheorie sind Raum und Zeit tatsdchlich zu einer
vierdimensionalen Raumzeit vereinigt. Im dreidimensionalen kartesischen
Koordinatensystem wird der raumliche Abstand eines Punktes vom Ursprung durch

_ [ 2 2
FENX Y F2 berechnet.

In der Raumzeit hat ein ,,Punkt drei Raumkoordinaten und eine Zeitkoordinate, also
einen Ort und eine Zeit. Ein Punkt entspricht deshalb einem Ereignis. Fiir Ereignisse wird ein
raum-zeitlicher Abstand definiert, das Quadrat der vierten (Zeit-)Koordinate wird allerdings
nicht addiert, sondern subtrahiert. Das ist der Grund, warum die Raumzeit nicht euklidisch
ist, hat aber wichtige Folgen, z.B., dass man nicht einfach in der Zeit umkehren kann.

r= \/x2 +y 4277 —(ct)’

Dieser vierdimensionale Abstand ist, nicht wie seine rdumliche und seine zeitliche
Komponente separat betrachtet, von Bezugssystemen unabhingig. Fiir Licht, das sich vom
Ursprung mit der Geschwindigkeit ¢ fortbewegt, gilt fiir alle Zeiten und Bezugssysteme r=0.



Daraus ergibt sich die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, das Ausgangsprinzip der
speziellen Relativititstheorie.

Zwei Ereignisse, fiir die das Argument der Wurzel positiv ist, sind raum-zeitlich
soweit entfernt, dass ein Lichtstrahl nicht von einem zum anderen Ereignis gelangen kann.
Hierzu wire Uberlichtgeschwindigkeit nétig. Da Information entweder iiber Licht oder
Materie iibertragen werden kann und Materie in der Relativitédtstheorie niemals die
Lichtgeschwindigkeit erreichen kann (und somit auch nicht schneller als diese sein kann),
konnen solche Ereignisse niemals in einer Ursache-Wirkung-Beziehung stehen. Die
Raumzeit ist also zweigeteilt: Ereignisse mit imaginirem Raumzeit-Abstand kann ein
Beobachter sehen. Ereignisse, die zu weit entfernt sind und nur mit Uberlichtgeschwindigkeit
wahrgenommen werden konnen, sind prinzipiell unsichtbar.

2.3 Die kosmologische Bedeutung der vierten Dimension

Die Kosmologie (griechisch xoouoloya - die Lehre der Welt) beschiftigt sich mit

dem Ursprung und der Entwicklung des Universums (Kosmos) als Ganzem, also auch
inwieweit iiber unsere Vorstellung hinaus der uns umgebende Raum tatsidchlich Ausdehnung
in weitere Richtungen hat. Die Kosmologie ist damit ein Teilgebiet der Physik und auch der
Philosophie.

Die physikalische Kosmologie versucht, das Universum mittels physikalischer
GesetzmiBigkeiten zu beschreiben. Man spricht von einem ,,klumpigen Universum, weil die
Galaxien im Universum sehr ungleichmifBig verteilt sind und ,,Haufen* mit grofSen
Leerrdumen bilden. Die groBte bisher entdeckte Struktur, die ,,groBe Mauer, ist ca. 500 Mio.
Lichtjahre lang.

2.4 Eine umgangssprachliche Bedeutung der vierten Dimension

Oft ist im tdglichen Sprachgebrauch

die Rede von etwas Vierdimensionalem,
wenn es um Unerklérliches oder
Geheimnisvolles geht.

Auch der Begriff 4D-Film wurde bereits
kreiert als Bezeichnung fiir einen 3D-Film
(also ein Film mit 3D-Effekt), der mittels
Spezialeffekten wie Windgeblése, Vibrationen
in den Sitzen oder Wasserspritzern noch
realistischer bzw. eindrucksvoller auf die
Zuseher (liberwiegend in Freizeitparks)
wirken soll. Aktuellstes Beispiel hierfiir
ist das Spezialkino in den Universal
Studios Hollywood, das den bekannten
Universal-Charakter Shrek in der
vermeintlich vierten Dimension zeigt. AbDb. 2.2 Der neueste ,,4D*“-Film




2.5 Die geometrische Geschichte der vierten Dimension

Zuriick zur vierten geometrischen Dimension, deren Entwicklung ihre Urspriinge erst
in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts hat. Davor gab es mehr oder weniger vage
Vorstellungen von ,,hoheren Welten*. Der altgriechische Philosoph Aristoteles (384-322
v.Chr.) schrieb zum Beispiel sinngemiB: ,,Die Gerade hat Grofe in eine Richtung, die Ebene
in zwei und der Raum in drei Richtungen, und dariiber hinaus gibt es keine Gré8e, denn das
sind alle.” Der englische Philosoph Henry More (1614-1687) schrieb in einem 1671
veroffentlichten Buch, dass Geister vier Dimensionen hitten. Er wehrte sich wie viele
wissenschaftliche Spiritisten gegen den Gedanken, dass Geister substanzlose Abstraktionen
seien und umschrieb deren vierdimensionales Dasein mit dem etwas okkulten Begriff
Spissitude, mit dem er so etwas wie ,,Substanzdichte* meinte.

Soweit bekannt ist war der Mathematiker August Ferdinand Mobius der erste, der
zum synthetischen Aufbau der vierdimensionalen Geometrie Beitrige leistete. Er stellte 1872
fest, dass es moglich wire, einen dreidimensionalen Gegenstand durch eine
,Hyperraumtransformation* in sein Spiegelbild zu verwandeln.
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Abb. 2.3a Abb. 2.3b Abb. 2.3c

Diese These leuchtet unmittelbar ein, wenn man vorher folgende analoge
Uberlegungen trifft: In Abb. 2.3a sind die beiden Strecken AB und B“A” auf der 1-
dimensionalen Geraden symmetrisch um O angeordnet. Will man die entsprechenden Punkte
A und A” sowie B und B” zur Deckung bringen, bleibt keine andere Moglichkeit, als eine der
Strecken um O in der 2-dimensionalen Ebene zu drehen. Genau so verhilt es sich mit den
symmetrisch beziiglich der Geraden angeordneten Dreiecken in Abb. 2.3b. Um hier
entsprechende Punkte zur Deckung zu bringen, muss man, grob gesprochen, ein Dreieck in
den 3-dimensionalen Raum nehmen, dort ,,umdrehen® und es dann in der 2-dimensionalen
Ebene auf das andere legen. SchlieBlich miisste man einen der in Abb. 2.3c dargestellten
Tetraeder genau so iiber den vierdimensionalen Raum drehen, um ihn mit dem dazu
beziiglich der Ebene symmetrischen Tetraeder zur Deckung zu bringen.

Die Vorstellung, dass diese Operation so funktionieren kann, fillt uns als
dreidimensionalen Lebewesen so schwer, wie sich ein zweidimensionales Lebewesen (hier
also das Dreieck) nicht vorstellen kann, wie es mittels Drehung zu seinem Symmetrie-Bild
gelangen soll.

Andererseits konnten wir unser Leben um einige angenehme Tatsachen bereichern,
wiren wir in der Lage, real im vierdimensionalen Raum zu operieren: Es miissten zum
Beispiel nur noch linke Schuhe hergestellt werden, denn die rechten wiéren mittels Drehung
iber den vierdimensionalen Raum zu gewinnen. Ebenso konnte man, wie ein ebener
Gummiring im 3-dim. Raum umstiilpbar ist, einen Gummiball im 4-dim. Raum von innen



nach auB3en stiilpen, ohne ihn aufzuschneiden. Man konnte Herzoperationen ohne
Brustkorboffnung durchfiihren oder feinen schottischen Whisky (oder andere Fliissigkeiten)
aus einer Flasche trinken, ohne den Korken zu entfernen.

So betrachtet korreliert sogar Henry Mores Theorie von den vierdimensionalen
Geistern mit deren Darstellung in diversen Horrorfilmen: Schwere Gegenstinde bewegen
sich wie von Geisterhand oder Flaschen leeren sich, ohne dass sie jemand in Hianden hlt.
Das konnte wohl nur deshalb so sein, weil wir dreidimensionale Lebewesen die
vierdimensionalen Geister ja gar nicht sehen konnen, so wie uns ein zwei- oder gar
eindimensionales Lebewesen nicht wahrnehmen kann, wenn wir uns im dreidimensionalen
Raum bewegen und dort operieren.

3. Platonische Polytope

3.1 Historisches

Als Grundlage fiir die Beschreibung der reguldren Polytope dienen die regulidren Polyeder,
deren Erforschung eines der dltesten Gebiete der Geometrie ist. Die Wurzeln dieses
Teilgebietes reichen zuriick bis auf die Zeit um 500 vor Christus. Umfangreichere Arbeiten
wurden erstmals um 400 vor Christus von Platon durchgefiihrt. Obgleich es sichere Indizien
gibt, dass er einige Ideen von anderen Autoren iibernommen hatte, werden die fiinf
regelméBigen (regulidren) Polyeder ihm zugesprochen und zu seinem Andenken die
Platonischen Polyeder oder Platonischen Korper genannt.

Platon (latinisiert Plato) war ein antiker griechischer
Philosoph und lebte in Athen von 428 bis 347 vor
Christus. Die Platonischen Korper (regelméfige konvexe
Polyeder) zeichnen sich dadurch aus, dass ihre
Seitenfldchen zueinander kongruente regelmifige
Vielecke sind, von denen in jeder Ecke jeweils gleich
viele zusammentreffen. Ihre Namen stammen aus dem
Griechischen und beziehen sich auf die Anzahl ihrer
Fliachen:
Tetraeder (vier Dreiecke), Hexaeder (Kubus, Wiirfel)
(sechs Quadrate), Oktaeder (acht Dreiecke), Dodekaeder
Abb. 3.1 Platon, gezeichnet (zwolf Fiinfecke) und Ikosaeder (zwanzig Dreiecke).
von Raphael
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Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Abb. 3.2 die fiinf Platonischen Polyeder, erstellt mit CAD3D

Def: Eine endliche Menge von Strecken mit folgenden Eigenschaften heif3t Polygon:
In jedem Endpunkt stoBen genau zwei Strecken zusammen; keine Teilmenge hat diese
Eigenschaft. Ein Polygon heil3t regelmdfig (reguliir), wenn alle seine Seiten gleich lang
und alle seine Winkel gleich grof3 sind. Ein Polygon kann nicht iiberschlagend (konvex)
oder tiberschlagend (sternformig) sein.

Def: Ein Polyeder ist eine endliche Menge von Polygonen, deren eine Seite genau zwei
Polygonen gemeinsam ist. Das Polygon, dessen Seiten die Eckenfigur der in einer Ecke
zusammentreffenden Polyederflidchen ist, nennt man Eckenfigur eines Polyeders in
einer Ecke. Ein Polyeder mit reguldren Flachen und reguldren Eckenfiguren bezeichnet
man als regulédres Polyeder. Konvexe, regulidre Polyeder heiflen , wie schon erwihnt,
Platonische Korper.

Satz: Es gibt genau fiinf Platonische Korper (regelméfige konvexe Polyeder).

Beweis: (nach Euklid):
Eine Eckenfigur muss durch mindestens drei Polygone gebildet werden. Diese
werden zu einem Netz verebnet, je zwei haben eine Seitenkante gemeinsam und alle
n Polygone haben einen gemeinsamen Eckpunkt S. Man erhélt also einen ebenen
Winkel a mit Scheitel S. Ist dieser > 360°, so kann keine Raumecke gebildet
werden. Der Beweis erfolgt durch Diskussion aller méglichen Félle eines solchen
Winkels. Das einfachste regelmifige Polygon ist ein gleichseitiges Dreieck. Es
kommen nur drei, vier oder fiinf gleichseitige Dreiecke in Frage, weil man
mindestens drei zur Bildung einer Raumecke benétigt und sechs ergeben einen
Winkel von 6-:60°=360°, die Bildung eines Raumwinkels ist also nicht mehr
moglich (Abb. 3.3a).

&7 AlF-a @&
Abb. 3.3a , Falten* einer Raumecke aus drei, vier und fiinf gleichseitigen
Dreiecken.




Ebenso kann man nur aus drei Quadraten (o0 =3-90°=270°<360°) und drei
Fiinfecken (0=3-108°=324°<360°) eine Raumecke ,.falten* (Abb 3.3b).

/H-BEI" 3-108°
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Abb. 3.3b , Falten einer Raumecke aus drei Quadraten bzw. drei Fiinfecken.

Fiir regulidre Polygone mit einer Eckenanzahl > 6 ldsst sich keine Raumecke mehr
bilden.
— Es gibt nur fiinf Platonische Korper. O

Diese Aussage ist dquivalent zum Eulerschen Polyedersatz (e-k+f=2), der spiter bewiesen
wird und der von Ludwig Schlifli fiir n-dimensionale Polytope verallgemeinert wurde.

Wie bereits erwihnt, beschiftigte man sich erst im 19. Jahrhundert im Zuge der
Weiterentwicklung von der klassischen hin zur projektiven und nichteuklidischen Geometrie
eingehender mit Uberlegungen zu hoherdimensionalen geometrischen Objekten. Vor allem
Ludwig Schlifli und Victor Schlegel spielen in Zusammenhang mit Polytopen eine grofle
Rolle, beide befassten sich hauptsédchlich mit regelméBigen Polytopen. Schlifli war der erste,
der zeigen konnte, dass es im Vierdimensionalen sechs, in hoheren Dimensionen allerdings
nur noch je drei regelmifBige Polytope gibt. Schlegel wurde bekannt durch die nach ihm
benannten Diagramme von Polyedern in der Ebene und von vierdimensionalen Polytopen im
Anschauungsraum bzw. in der Ebene. Mehr zum Schlifli-Symbol und Schlegel-Diagramm
nach einigen grundlegenden Erkldarungen zur im Folgenden verwendeten Terminologie.

3.2 Begriffserklarungen und Definitionen

Def: Als Polytope bezeichnet man Polyeder in beliebig hohen Dimensionen, welche von
Polytopen einer Dimension niedriger begrenzt sind. Speziell im Vierdimensionalen
heiBlen sie Polychora ( singular das Polychor). Polyeder tragen als Teile von Polychora
den Namen Zelle.

Def: Ein Polytop in n Dimensionen heillt regelmdfig (reguldr), wenn es aus reguldren und
gleichen Polytopen der Dimension n-1 aufgebaut ist und iiber Eckentransitivitdit
verfiigt, d.h. es existiert fiir jedes Paar von Ecken eine Bewegung, welche die eine in
die andere Ecke iiberfiihrt und dabei das Polytop auf sich abbildet.

In drei Dimensionen sind dies die Platonischen Polyeder, deshalb werden regelmif3ige
Polytope in hoheren Dimensionen oft als Platonische Polytope bezeichnet.

Eine zu dieser Definition dquivalente Eigenschaft ist, dass regelmifBige Polytope eine Sphére
haben, auf der alle Ecken liegen (Umsphire), eine Sphire, auf der alle Kantenmittelpunkte
liegen, eine auf der alle Flachenmittelpunkte liegen, eine, auf der alle Zellmittelpunkte liegen,
u.s.w. Dabei haben alle Sphéren den gleichen Mittelpunkt, den Mittelpunkt des Polytops.

9



Zwei weitere Begriffe, die zur Beschreibung von Polychora verwendet werden, sind
Eckenumgebung und Kantenkombination:

Der Begriff Eckenumgebung beschreibt bei den Polyedern, welche Fldachen in welcher
Reihenfolge um diese Ecke herum liegen und wird meist nur als Flichentypenzyklus
aufgeschrieben. Bei den Polychora beschreibt die Eckenumgebung dementsprechend die
Anordnung von Zellen in der Umgebung dieser Ecke. Bei Vorliegen von Eckentransitivitit
ist die Beschreibung einer Ecke durch deren Umgebung eindeutig und wird deshalb als
Synonym fiir den entsprechenden Polyeder benutzt, die Schreibweise (4,4,4) beschreibt also
zum Beispiel einen Hexaeder (Wiirfel), um jede Ecke liegen drei Quadrate. Da diese
Umgebung im vierdimensionalen Fall jedoch rdumlich ist, gibt es dazu keine einfache
Darstellung.

Die Kantenkombination eines Polychors, also der Zyklus von Zellen um eine
bestimmte Kante herum, hingegen ist wieder einfacher darstellbar und wird deshalb auch
analog zur Eckenumgebung eines Polyeders geschrieben. (4,4,4)(4,4,4)(4,4,4) wire also die
Kantenkombination des Tesserakts (vierdimensionalen Wiirfels), um diese Kante liegen also
drei Hexaeder.

Man kann auch mehrere Kantenkombinationen lokal zu Eckenumgebungen
zusammenfiigen, wodurch eine Vorstellung, zumindest lokal, vollstindig im
dreidimensionalen Anschauungsraum erfolgt, ohne dass die vierte Dimension vorgestellt
werden muss. Das Zusammenfiigen von einzelnen Zellen eines Polychors an Flichen, Kanten
und Ecken ist so betrachtet eine Art ,,Zellen-Puzzle*.

SchlieBlich seien noch die Begriffe fiir die verschiedensten relevanten Winkel erkléart:

Der Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten auf einer Fldche heifle
Fldchenwinkel.

Des weiteren ist der Winkel zwischen zwei Fldchen, die eine gemeinsame Kante
haben, am Kantenmittelpunkt und zwischen den Halbgeraden vom Kantenmittelpunkt zu den
Flachenmittelpunkten der Keilwinkel.

Und schlieBlich sei der Winkel zwischen zwei Zellen, die sich an einer Fliache
beriihren, am Flachenmittelpunkt und zwischen den Halbgeraden vom Flichenmittelpunkt zu
den Zellmittelpunkten der Faltwinkel.
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3.3 Ludwig Schlifli und das Schliifli-Symbol

Ludwig Schlifli (1814-1895) war ein Schweizer
Mathematiker und Geometer, der wesentlich zur
Entwicklung und Notation der hoherdimensionalen
Geometrie beigetragen hat. Er verbrachte die meiste Zeit
seines Lebens in der Schweiz, geboren wurde er in Grawyl,
der Heimatstadt seiner Mutter, iibersiedelte ins nahe
Burgdorf, wo sein Vater als Handler arbeitete und sich
wiinschte, dass Schlifli in seine Fu3spuren tritt. Wegen
seiner gro3en mathematischen Begabung wurde ihm jedoch
erlaubt 1829 das Gymnasium in Bern zu besuchen. Zu
diesem Zeitpunkt lernte er bereits aus Abraham Gotthelf
Kistners ,,Mathematische Anfangsgriinde der Analysis des
Unendlichen* (1761). 1831 begab er sich fiir vertiefende
Abb. 3.4 Ludwig Schlifli Studientitigkeit nach Bern an die Akademie, welche 1834
zur Universitidt Bern wurde. Nach seiner Graduierung 1836
arbeitete er als Lehrer
an einer hoheren Schule in Thun, verbrachte jedoch seine Freizeit weiterhin mit
Studientitigkeit und Aufenthalten an der Universitit in Bern einmal wochentlich. 1843
besuchte ihn der bekannte Schweizer Mathematiker Jakob Steiner aus Berlin, der von
Schliflis mathematischen Fihigkeiten, sowie von seinen Sprachfertigkeiten in Italienisch und
Franzosisch so begeistert war, dass er ihn als Ubersetzer auf eine Reise mit seinen Kollegen
Carl Gustav Jacob Jacobi, Dirichlet und Carl Wilhelm Borchardt nach Italien mitnahm, wo
sie langer als sechs Monate blieben und Schlifli mehrere mathematische Werke der anderen
Kollegen ins Italienische iibersetzte. Diese Studienreise fruchtete schlieBlich in einer
Anstellung an der Universitit in Bern 1848, wo Schlifli bis zu seinem Ruhestand 1891 blieb.
1850 bis 1852 arbeitete er dort an seiner ,,Theorie der vielfachen Kontinuitit®, in der er die
Lineare Geometrie des n-dimensionalen Raumes entwickelte und die er auch veréffentlicht
haben wollte, was ihm jedoch wegen biirokratischer Hiirden bzw. dem in Wien und auch in
Berlin ungewollten grofen Umfang seines Werkes nicht gelang. Teile seines Werkes wurden
1860 von Cayley in englisch veroffentlicht. Erst 1901, nach Schliflis Tod wurde das gesamte
Manuskript veroffentlicht.

Im Folgenden ein Auszug aus der Einleitung zur historisch bedeutungsvollen ,,Theorie der
vielfachen Kontinuitét®:

,Anzeige einer Abhandlung iiber die Theorie der vielfachen Kontinuitiit

Die Abhandlung, die ich hier der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorzulegen die
Ehre habe, enthdlt einen Versuch, einen neuen Zweig der Analysis zu begriinden und zu
bearbeiten, welcher, gleichsam eine analytische Geometrie von n Dimensionen, diejenigen
der Ebene und des Raumes als spezielle Fille fuer n=2,3 in sich enthielte. Ich nenne
denselben Theorie der vielfachen Kontinuitdt iiberhaupt in demselben Sinne, wie man zum
Beispiel die Geometrie des Raumes eine Theorie der dreifachen Kontinuitdt nennen kann.
Wie in dieser eine Gruppe von Werten der drei Koordinaten einen Punkt bestimmt, so soll in
jener eine Gruppe gegebener Werte der n Variablen x,y,... eine Losung bestimmen. Ich
gebrauche diesen Ausdruck, weil man bei einer oder mehreren Gleichungen mit vielen
Variablen jede geniigende Gruppe von Werten auch so nennt; das Ungewdohnliche der
Benennung liegt nur darin, daf3 ich sie auch noch beibehalte, wenn gar keine Gleichung
zwischen den Variablen gegeben ist. In diesem Falle nenne ich die Gesamtheit aller
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Losungen die n-fache Totalitdt; sind hingegen 1,2,3,... Gleichungen gegeben, so heif3it bzw.
die Gesamtheit ihrer Losungen n-1-faches, n-2-faches, n-3-faches,... Kontinuum. Aus der
Vorstellung der allseitigen Kontinuitdt der in einer Totalitdit enthaltenen Losungen entwickelt
sich diejenige der Unabhdngigkeit ihrer gegenseitigen Lage von dem System der gebrauchten
Variablen, insofern durch Transformation neue Variablen an ihre Stelle treten konnen. Diese
Unabhdngigkeit spricht sich aus in der Unverdnderlichkeit dessen, was ich den Abstand
zweier gegebener Losungen (x,y,...),(x"y",...) nenne und im einfachsten Fall durch

\/(x’ —x) +(y'=y)* +... definiere, indem ich gleichzeitig das System der Variablen ein
orthogonales heifle, [...]“

In diesem Werk definiert Schlifli auch erstmals das hoherdimensionale Analogon zu
Polygonen und Polyedern, die Polytope (dort mit Polyscheme bezeichnet), untersucht
reguldre Polytope und entwickelt die hoherdimensionale Form der Eulerschen
Polyederformel, weswegen er zu den grof3ten Erforschern der Geometrie im
vierdimensionalen Raum gezéhlt werden muss.

Satz: (Euler’sche Polyederformel):
Fiir ein konvexes Polyeder mit e Ecken, k Kanten und f Flachen gilt die Euler“sche
Polyederformel e-k+f=2.

Beweis: Es gibt einige Varianten fiir diesen Beweis, hier eine anschauliche Variante mittels
Schlegel-Diagramm (fiir Schlegel-Diagramm siehe 3.4):

Punkte, Kanten und Gebiete des Diagramms entsprechen den Ecken, Kanten und
Seiten des Polyeders.

Fiir einen Punkt gilt: e=1, f=1 (das Gebiet auB3erhalb des Punktes), k=0, also
e+f-k=2.

Eine neue Kante verbindet eine alte Ecke entweder mit einer bereits vorhandenen
Ecke (a) oder mit einer neuen Ecke (b) (Abb. 3.5).

e=7+0 e=7+1

k=8+1 k=8+1
a) f=3+1 b f=3+0

e+f-k=2 e+f-k=2

Abb. 3.5 Schlegel-Diagramm zum Beweis der Euler ‘schen Polyederformel

Der Term e+f-k bleibt unverindert. Wegen der Korrespondenz des Schlegel-
Diagramms mit dem Polyeder ist damit die Euler sche Polyederformel bewiesen.

Schlfli verallgemeinerte diese Formel mittels Uberlegungen iiber die Anzahl von Ecken,
Kanten, Flichen und Raumen in n Dimensionen. Die Formel fiir vierdimensionale Polytope
(e-k+f-r=0, wobei r fiir Seitenrdume oder kurz Rdume steht) ist ein Spezialfall von
No-N;+No-...... +(—1)“'1Nn_1=1—(—1)“, wobei Ng=e (Ecken), N;=k (Kanten), N,=f (Fldchen),
Ns=r (Rdume) und N,=n-dimensionale Riume sind.
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Dimension

des Raumes Formel Uberlegung
1 No=2 Das 1-Polytop ist eine Strecke
0= (Anzahl der Punkte ist 2)
> No-N1=0 In der Ebene liegt ein Polygon vor,
0=I= Anzahl Ecken = Anzahl Kanten
= die bereits bewiesene Euler sche
3 No-Ni+N>=2 Polyederformel fiir den 3-Raum
4 No-N{+N»-N3=0 Spezialfall des n-dimensionalen
Raums
n No-N{+Noe ... 1) N =1-(-1)" =die von Schlifli entwickelte

Formel fiir n-dimensionale Polytope

Ein einfaches und effektives Werkzeug zur Beschreibung von regulédren Polygonen,
Polyedern und (allgemein) Polytopen ist das Schlifli-Symbol.

Def: Sei p; die Anzahl der i-dimensionalen ,,Seiten* des Polytops P, die die ,,Seite* Fj.,
enthalten und in der ,,Seite” F;;; enthalten sind (bei F.;=0 und F,=P):
{p1>.-...pn-1} heibt Schldfli-Symbol des Polytops P.

i-2 Fi» 1 i+1 Fiq pi= Anzahl der...
-1 (0] 1 Kante 2 Fldache Kanten pro Fldche
O Punkt 2 Fliache 3 3-Raum Flachen durch einen Punkt im 3-Raum
1 Kante 3  3-Raum 4  4-Raum 3-Riume durch eine Kante im 4-Raum
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Beispiel: Ein dreidimensionaler Wiirfel hat vier Kanten pro Seitenfldche und drei
Seitenflachen durch einen Punkt im 3-Raum, also p;=4, p,=3.
— Schlifli-Symbol = {4,3}.
Ein vierdimensionaler Wiirfel (Tesserakt) hat, wie bereits erwéhnt, 16 Ecken, 32
Kanten, 24 Quadrate und 8 Wiirfel. Er hat also vier Kanten pro Seitenfliche, drei
Seitenfldchen durch einen Punkt im Raum und drei Wiirfel durch eine Kante im 4-
Raum, also p;=4, p,=3, p3=3. — Schlifli-Symbol = {4,3,3}.

Dimension Name Schlifli-Symbol

2 reguldres m-Eck {m}

3 Tetraeder {3,3}

3 Hexaeder {4,3}

3 Oktaeder {3.4}

3 Dodekaeder {5,3}

3 Ikosaeder {3,5}

4 Tesserakt {4,3,3}

3.4 Das Schlegel-Diagramm

Nach dem Deutschen Mathematiker Victor Schlegel (1843-1905) sind die so genannten
Schlegel-Diagramme benannte, eine Darstellungsform von Polytopen aller Dimensionen:
Man projiziert das Polytop der Dimension d aus einem Zentrum Z in die Trigerhyperebene
eines seiner (d-1)-dimensionalen Seitenrdume. Polyeder werden also auf eine Ebene
abgebildet und Polychora (vierdimensionale Polytope) auf 3-Rdume. Diese Darstellungsform
erleichtert das Sehen der topologischen Zusammenhinge zwischen den jeweiligen beteiligten
(d-1)-dimensionalen Seitenrdumen.
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Beispiel: Schlegel-Diagramm eines Hexaeders.
@
/| 3

4 J N
/
) A
§ 7} N

Abb. 3.6a Projektion des Hexaeders auf Abb. 3.6b Schlegel-Diagramm
die Trdgerebene einer seiner Seitenfldchen

Aus dem Schlegel-Diagramm des Hexaeders kann man gut die Existenz seiner acht
Eckpunkte, zwolf Kanten und sechs Seitenflidchen lesen. Man sieht auch, dass sich in jedem

Eckpunkt drei Kanten sowie drei Seitenfldachen treffen. Abbildung 3.7 zeigt die Schlegel-
Diagramme aller fiinf Platonischen Korper.

AT <5

AN L

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Abb. 3.7 Schlegel-Diagramme der Platonischen Polyeder

Dementsprechend ergibt sich als Schlegel-Diagramm eines Polychors, also eines
vierdimensionalen Polytops, das zweidimensionales Bild eines dreidimensionalen Objektes,
nidmlich das bei der Parallelprojektion der Zentralprojektion aus einem Zentrum auf einen der
Seitenrdaume des Polychors entstehende Bild.

Beispiel: Schlegel-Diagramm eines Tesserakts.

. Ahnlich wie beim Schlegel-Diagramm des
f”"m Wiirfels, bei dem die Ecken eines ,,inneren*
o 7 Quadrates mit den Ecken eines ,,4ufleren*
L4 =] Quadrates verbunden sind, erscheint im
Schlegel-Diagramm des Tesserakts das Bild
eines kleinen Wiirfels innerhalb eines grof3eren
und deren jeweilige Ecken sind durch Kanten

verbunden.
=T/ o Auch in dieser Abbildung kann man
\/ relativ leicht die acht Wiirfel (Seitenrdume des
- Tesserakts) und sechzehn Ecken erkennen und
24 Vierecke, sowie 32 Kanten zdhlen. Man
Abb. 3.8 Schlegel-Diagramm erkennt auch, dass um eine Kante jeweils drei
des Tesserakts Wiirfel angeordnet sind.
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3.5 Die sechs Platonischen Polychora

Die Platonischen Polychora sind, wie bereits erwéhnt, reguldre konvexe vierdimensionale
Polytope und entsprechen den Platonischen Korpern im vierdimensionalen Raum. Sie
bestehen jeweils aus regelméBigen und gleichen Zellen (also Polyedern), die regelmifBig um
Ecken und Kanten angeordnet sind.

Warum gibt es sechs Platonische Polychora? Analog zur Uberlegung aus wie vielen
und welchen reguldren Polygonen man Platonische Polyeder ,,falten‘ kann, iiberlegt man, aus
wie vielen und welchen Platonischen Polyedern die jeweiligen Netze Platonischer Polychora
bestehen konnen.

Beispiel: Tetraeder bzw. Pentachor

Abb. 3.9a Das Netz des Tetraeders besteht aus vier Dreiecken,
die zusammen 12 Seiten haben. Zwei Dreiecke
haben eine Seite gemeinsam, 2*3=6 Seiten sind
gebunden (in Abb.3.9a rot). Beim Bau des
Tetraeders miissen die restlichen 6 Seiten paarweise
zusammengeklebt werden. Das Tetraeder hat 2
verschiedene Netze (vergleiche mit Abb.3.3a).

Abb. 3.9b Das Netz des Hypertetraeders

(Pentachors) besteht aus fiinf

Tetraedern, die zusammen 20
Cs Dreiecke haben. Zwei Tetraeder
haben ein Dreieck gemeinsam,
2*4=8 Dreiecke sind gebunden
T (links in Abb.3.9b grau). Beim
Bau des Hypertetraeders
miissen die restlichen 12
Dreiecke paarweise
zusammengeklebt werden.

Folgende Uberlegung ist fiir die mogliche Anzahl Platonischer Polychora nun zielfiihrend:
Man klebt Tetraeder jeweils entlang einer Seitenfliche zusammen und betrachtet alle
Tetraeder um eine gemeinsame Kante:

Mogliche Anzahl m von Tetraedern: m=1: Uninteressant.
m=2: Beim ,,Verbiegen* um die gemeinsame Flédche
fallen die beiden Tetraeder zusammen. Es entsteht
keine ,,Raumecke*.
m=3: 3 Tetraeder um eine Kante — regulires 5-Zell.

Wie viele Tetraeder kann man maximal um eine Kante (0°-360°) entlang ihrer Seitenfldchen
zusammenkleben, um ein dreidimensionales Netz zu erhalten? Dazu betrachtet man den

16



Diederwinkel, den Winkel, den je zwei Seitenfldchen des Tetraeders einschlieen. Er betréagt
arccos(%) =~ 70.53°. Es sind also nur Fille mit m <5 moglich.

m=4: 4 Tetraeder um eine Kante — regulires 16-Zell.
m=5: 5 Tetraeder um eine Kante — regulires 600-Zell.

Analoge Uberlegungen folgen fiir die mogliche Anzahl von Wiirfeln, Okatedern,
Dodekaedern und Ikosaedern:

Platonischer Polyeder Diederwinkel mogliche Fille
Wiirfel % =90° m=3 — regulires 8-Zell
1
Oktaeder - arccos(gj =109.47° m=3 — regulires 24-Zell
Dodekaeder T — arctan(2) =~116.56° m=3 — reguldres 120-Zell
Ikosaeder - arccos(ﬁj =~138.19° nur m < 2 fn('j.glich -
3 unmoglich

Es gibt also sechs verschiedene Platonische Polychora, die jeweils aus reguldren Zellen
zusammengesetzt sind, das 5-, 16- und 600-Zell aus Tetraedern, das 8-Zell aus Wiirfeln, das
24-7Zell aus Oktaedern und das 120-Zell aus Dodekaedern.

3.6 Das 5-Zell

Das einfachste konvexe regulire Polychor ist das 5-Zell. Es entsteht, wenn man zu den vier
Punkten eines Tetraeders, die, wie die Punkte eines gleichseitigen Dreiecks in der Ebene,
voneinander jeweils den gleichen Abstand haben, einen fiinften hinzunimmt, der von allen
vier anderen des Tetraeders den gleichen Abstand hat. Es ist also das vierdimensionale
Analogon zum zweidimensionalen gleichseitigen Dreieck und zum dreidimensionalen
Tetraeder.

Abb. 3.10 5-Zell (Pentachor, 4-Simplex, {3,3,3}), Schlegel-Diagramm
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Das 5-Zell (auch Pentachor) trigt auch den Namen 4-Simplex. Allgemein ist ein n-
Simplex die konvexe Hiille von n+1 Punkten (1,0,...,0),....,(0,...,0,1) im (n+1)-
dimensionalen euklidischen Raum R™' . Das 1-Simplex im R? ist also eine Strecke, das 2-
Simplex im R’ mit Schlifli-Symbol {3}ein gleichseitiges Dreieck (Abb. 3.11), das 3-Simplex
im R* mit Schlifli-Symbol {3,3} ein Tetraeder und das 4-Simplex mit Schlifli-Symbol
{3,3,3} schlieBlich das eben vorgestellte 5-Zell, die konvexe Hiille von 5 Punkten.

. Allgemein erzeugt man ein n-Simplex
aus einem (n-1)-Simplex, indem man
. einen Punkt in einer weiteren
Dimension hinzunimmt. Das Simplex

! heifit so, weil es im jeweiligen Raum
; - das simpelste Polytop darstellt. Nach
0T - dem Simplex ist auch das Simplex-
;'I/ - Verfahren aus der linearen Optimierung

benannt, die hier nicht ndher behandelt
wird.

Abb. 3.11. Standard-2-Simplex im R*

Die konvexe Hiille von je m+1 Punkten eines Simplex (welches aus n+1 Punkten besteht) ist
ein m-Simplex, genannt m-Facette des n-Simplex. Die 0-Facetten sind die Punkte bzw. Ecken
des Simplex, die 1-Facetten die Kanten, die (n-1)-Facetten die Seitenfldchen (bzw. in htheren
Dimensionen Seitenrdume) und die n-Facette schlieBlich ist das n-Simplex selbst.

Allgemein errechnet sich die Anzahl der m-Facetten eines n-Simplex aus dem

. . - n+1
Binomialkoeffizienten ( )
m+1

Man kann also fiir das 4-Simplex leicht die Anzahl der Eckpunkte, Kanten, Flichen und
Tetraeder nachrechnen:

n n!
s "= —" [=1.2-3-....
e (k] (n—k)k! L g

5! .2.3.4.
Punkte (0O-Facetten): > _1:2:3-4-5 =
4'1' 1-2-3-4-1
5 5 .2.3.4.
Kanten (1-Facetten): o _1:2-3:4-5 =
2 3'2' 1-2-3-1-2
5 5! .2.3.4.
Dreiecke (2-Facetten): _1-2-3-4-5 =
3 2'3' 1-2-1-2-3

5!
Tetraeder ((n-1)-Facetten): 50 1-2-3-4-5
m+1 T4 112 3.4
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Die von Schlifli verallgemeinerte Euler 'sche Polyederformel fiir vierdimensionale Polytope
(e-k+f-r=0) liefert 5-10+10-5=0 und bestitigt obige Rechnung.

m-Facetten von n-Simplizes

n- Sehlafi- | M0 L] 2 ) 3 1450
Simplex Graph Name Svmbol Pun- | Kan- | Drei- | Zell

P y kte ten | ecke | -en

0-
Simplex Punkt ) 1

1-
Simplex Strecke {}od. {2} 2 1

> Dreieck (3) 30 3 |1
Simplex

3 Tetraeder {3,3} 4 6 4 1
Simplex ’

. 4- Pentachor (3,3,3} 5 10 10 5 1
Simplex |

5- Hexa-5-
Simplex |~ o 3333} | 6 | 15|20 | 15|61
O ] [ Heptab- g sasay g | o | 35 |35 |21 | 7 |1
Simplex |~ - top

T i | OKaT s aa3a3y ] g | 28 | 56 | 70 | 56| 288
Simplex | -+ top

Da der 5-Zeller das einfachste Polychor ist,
ist auch die Darstellung seines Netzes sehr
tibersichtlich. Es besteht aus 5 Tetraedern,
einem in der Mitte und jeweils einem iiber
jeder Seitenfldche des in der Mitte
befindlichen.

Abb. 3.12 Netz des 5-Zells
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3.7 Das 8-Zell

Das 8-Zell trigt auch die Namen Oktachor, Hyperwiirfel, MaBpolytop, hexaedrisches
Prismachor oder Tesserakt. Letzterer Name wurde erstmals 1888 von Charles Howard Hinton
in seinem Buch ,,A New Era Of Thought* verwendet und leitet sich aus dem Griechischen

,» TEOOEPESAKTIVES “ (,,vier Strahlen®) ab, bezogen auf die vier Kanten, die von jeder Ecke
ausgehen.

Der Standard-Hyperwiirfel im Euklidischen Vierraum ist die konvexe Hiille der
Punkte (1, #1, +1, £1), d.h. er besteht aus den Punkten {(x;,X»,X3,X4)€ R* -1< x;<1}. Seine
Seitenrdume sind acht Wiirfel. Er hat, entsprechend der Euler 'schen Polyederformel fiir den
R* (e-k+f-r=0) (16-32+24-8=0) 16 Ecken, 32 Kanten, 24 Quadrate und 8 Wiirfel. Sein
Schlifli-Symbol ist {4,3,3}, vier Kanten pro Seitenflidche, drei Seitenflichen durch einen
Punkt im 3-Raum und drei Wiirfel durch eine Kante im 4-Raum.

Abb. 3.13 8-Zell (Oktachor, Tesserakt, {4,3,3}), Schlegel-Diagramm

Im Schlegel-Diagramm des Tesserakts entsteht das Bild eines Wiirfels, der konzentrisch
innerhalb eines groeren Wiirfels hiingt, wobei die einander entsprechenden Ecken radial
durch acht Kanten verbunden sind. Neben diesen beiden Wiirfeln erkennt man sechs
Pyramidenstiimpfe, welche die verzerrten Abbilder der weiteren sechs Begrenzungswiirfeln
sind. Das Schlegel-Diagramm ist, wie bereits erwihnt, die Parallelprojektion eines
dreidimensionalen Modells, das die Zentralprojektion des Tesserakts auf einen seiner
dreidimensionalen Seitenrdume ist.
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S Wie in Kapitel 1 erwéhnt entsteht der
/‘e' vierdimensionale Hyperwiirfel, wenn man
|4 = einen Wiirfel (in Abb. 3.14 gelb) entlang
einer, zu den drei bereits vorhandenen
orthogonalen Koordinatenrichtungen vierten
orthogonalen, Richtung um seine
Kantenlidnge verschiebt (tiirkiser Wiirfel).
Je/ Die Schiebevektoren bleiben bei dieser
Operation als Kanten des entstandenen

& Hyperwiirfels erhalten.

Das ebene axonometrische Bild in Abb. 3.14
Abb. 3.14 Tesserakt, Parallelprojektion verdeutlicht diese Verschiebung und stellt
daher die Parallelprojektion eines Tesserakts
dar.

Eine Uberlegung zur Anzahl der Grenzelemente bei dieser Entstehung des
Hyperwiirfels bzw., allgemein, eines n-dimensionalen Wiirfels:

Wenn ein (n+1)-dimensionaler Wiirfel aus einem n-dimensionalen Wiirfel erzeugt
wird, werden durch dessen Verschiebung alle k-dimensionalen Elemente (k<n) verdoppelt.
Gleichzeitig wird jedes (k-1)-dimensionale Grenzelement zu einem k-dimensionalen
erweitert.

Anders iiberlegt: Wenn man einen n-dimensionalen Hyperwiirfel in ein kartesisches
Koordinatensystem um den Ursprung zentriert und nach den Koordinatenachsen ausgerichtet
legt, gibt es zu einem k-dimensionalen Grenzelement k Koordinatenachsen, die parallel zu
diesem Grenzelement sind. Andererseits gibt es aber zu jeder Auswahl von k
Koordinatenachsen nicht nur ein k-dimensionales Grenzelement, sondern 2n'k, weil man
durch jede der n-k zu den Grenzelementen senkrechten Achsen die Anzahl der
Grenzelemente verdoppelt, es gibt die selben Grenzelemente noch einmal parallel verschoben
auf der anderen Seite der Achse.

Die Anzahl der Grenzelemente ergibt sich also aus dem Produkt der Anzahl der

Moglichkeiten, k Achsen aus den n Achsen auszuwéhlen (Binomialkoeffizient (Zj ), mit der

Anzahl von Grenzelementen fiir jede Auswahl.

Die Anzahl der k-dimensionalen Grenzelemente eines n-dimensionalen Wiirfels
n
errechnet sich daher aus (]J -2"* was man fiir die Anzahl von Wiirfeln, Flichen, Kanten

und Punkten eines Tesserakts leicht nachrechnen kann.
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Abb. 3.16 Netz des Tesserakts

Beim dreidimensionalen Netz des Tesserakts
(Abb. 3.16) sind alle acht Begrenzungswiirfel
in den dreidimensionalen Raum ,,aufgefaltet*.

Salvador Dalis bekanntes Gemélde (Abb. 3.15)

zeigt den am Netz eines Tesserakts

Abb. 3.15 Christus Hypercubus, gekreuzigten Jesus. Es kann im Metropolitan
Savador Dali, 1955 Museum of Art in New York bestaunt werden.

3.8 Das 16-Zell

Das 16-Zell, auch Kreuzpolychor genannt, besitzt 16 Tetraeder, 32 Dreiecke, 24 Kanten und
8 Ecken (e-k+f-r=0) (8-24+32-16=0). Das entsprechende Schlifli-Symbol ist {3,3,4}, also 3
Kanten pro Seitenfldche, 3 Flichen durch einen Punkt im 3-Raum und 4 Tetraeder durch eine
Kante im 4-Raum.

Abb. 3.17 16-Zell (Kreuzpolychor, {3,3,4}), Schlegel-Diagramm
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So wie es bei den fiinf Platonischen Polyedern duale Polyeder gibt, gibt es diese auch
bei den Polychora. Verbindet man die Mittelpunkte benachbarter Seitenflichen eines
platonischen Polyeders, so erhilt man, mit den Verbindungslinien als Kanten, wieder einen
platonischen Kérper, und zwar mit demselben Mittelpunkt. Dieser Korper wird als
Dualkorper zum Ausgangskorper bezeichnet.

Auf Grund der Konstruktion ist klar, dass jeder Fliache des Ursprungskorpers jeweils eine
Ecke des dualen Korpers entspricht. Auerdem entspricht jeder Kante, die zwei Fldchen
trennt, eine Kante, die zwei Ecken verbindet. Daraus ergibt sich, dass auch jeder Ecke des
Ursprungskorpers jeweils eine Fldache des dualen Korpers entspricht. Man kann sich das so
verbildlichen, dass jede Fliche eine Ecke des Ursprungskorpers ,,abschneidet*.

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

Tetraeder Oktaeder Wiirfel Ikosaeder Dodekaeder

Abb. 3.18 Die Platonischen Polyeder und ihre Dualkorper

Das 16-Zell ist dual zum 8-Zell (Tesserakt) und entsteht aus jenem, wenn man als Ecken die
acht Zellenmittelpunkte des Tesserakts nimmt. Die Zentren der vier Zellen in einer Ecke des
Tesserakts sind die Ecken eines zum 16-Zell gehorigen Tetraeders. Die Zentren der drei
Zellen um eine Kante bilden ein Dreieck, und die Zentren zweier Zellen mit gemeinsamer
Seitenflidche bilden die Enden einer Kante.

Also entspricht jeder Ecke des Tesserakts eine Zelle des 16-Zells, jeder Kante eine
Flache, jeder Fliche eine Kante und jeder Zelle ein Eckpunkt. Die Figur, die dabei entsteht,
ist also ein 16-Zell (16,32,24,8).

Das 16-Zell wird auch Kreuzpolychor genannt und gehort damit zu einer speziellen
Gruppe von Polytopen, nimlich den Kreuzpolytopen. Ein Vorteil an n-dimensionalen
Riumen ist, dass man, obgleich die Vorstellung etwas schwer fllt, durch einen beliebigen
Punkt O n paarweise orthogonale Koordinatenachsen legen kann. Die n von O &dquidistanten
Punkte auf diesen Achsen sind die Ecken von Simplizes. Punkte mit gleichem Abstand von O
auf beiden Seiten dieser Achsen bilden die 2n Ecken der so genannten Kreuzpolytope.

Die Analoga zu den Oktaedern im n-dimensionalen Raum heiflen Kreuzpolytope. Sie
haben 2n zu Paaren ( p;, p})(i=1...n) zusammengefasste Ecken und werden von 2" (n-1)-

n .
dimensionalen Simplizes (als Facetten) begrenzt. Die 4(2j =2n(n—1) Kanten sind p; pfz fiir

i#k und ji,j2€ {1,2}.
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Das eindimensionale Kreuzpolytop ist eine Strecke, das zweidimensionale ein Quadrat und
das dreidimensionale ein Oktaeder. Entsprechend seiner Definition ist das Kreuzpolytop
symmetrisch beziiglich Spiegelungen an den Koordinatenebenen. Es gilt als Prototyp eines
Polytops, das in Relation zur Dimension sehr wenige Ecken, aber viele Facetten besitzt.
Diese Eigenschalft ist fiir die lineare Optimierung wichtig, da der Simplex-Algorithmus, das
Standardverfahren zur Losung linearer Optimierungsprobleme, gezielt Ecken auf ihre
Optimalitét priift. Das Gegenstiick dazu ist der Wiirfel, dessen Eckenzahl exponentiell, die
Facettenzahl aber nur linear in n wichst.

Verbindet man die acht auf den vier Geraden eines Achsenkreuzes gelegenen Punkte
miteinander, so entsteht ein Polytop, das von 16 regelméfigen Tetraedern begrenzt wird. Man
kann ja auf jeder der vier Achsen einen positiven und einen negativen Teil unterscheiden und
nun damit beginnen, die Endpunkte der vier positiven Achsen zu verbinden, wodurch ein
dreidimensionaler Korper entsteht, der bei genauerer Uberlegung ein regelmiBiges Tetraeder
ist. Wenn man nun auf einer Achse den positiven Eckpunkt durch einen negativen ersetzt, so
entstehen vier neue Tetraeder, weil es vier Achsen gibt. Nimmt man dann auf zwei Achsen
die negativen Punkte, so gibt es sechs Moglichkeiten und dementsprechend sechs neue
Tetraeder, bei drei Achsen mit negativen Koordinaten ergeben sich, wie bei den drei
positiven, wieder vier neue Tetraeder und schlielich das eine Tetraeder mit den vier
negativen Koordinatenpunkten, zusammen sind das also 1+4+6+4+1=16 Tetraeder, die hier
zum 16-Zell, oder Kreuzpolychor, aufgebaut wurden. Das 16-Zell hat als Eckenfigur das
entsprechende dreidimensionale Kreuzpolytop, den Oktaeder.

1

Abb. 3.19 Schlegel-Diagramme von Oktaeder und 16-Zell im Vergleich

Man erkennt sogar Ahnlichkeiten zwischen Oktaeder und 16-Zell bei der Betrachtung ihrer
Schlegel-Diagramme. Beim Oktaeder erscheint ein kleines Dreieck (17,2°,37) ,,verkehrt*
innerhalb eines groBBen Dreiecks (1,2,3) liegend, so dass man von jedem Eckpunkt des grofen
auf eine Seite des kleinen blickt. Die entsprechenden Punkte (1,17),(2,2”) und (3,3”) kann
man sich als die um den Koordinatenursprung auf den Achsen in positiver und negativer
Richtung gelegenen Eckpunkte des Oktaeder vorstellen, weshalb jeweils diese Punkte keine
Kante als Verbindung haben, alle librigen sind paarweise miteinander verbunden.

Beim 16-Zell erscheint im dreidimensionalen Bild ein in einem groBen Tetraeder
,verkehrt* gelegener kleiner Tetraeder, dessen Eckpunkte paarweise mit jenen des groflen
Tetraeders verbunden sind, ausgenommen diejenigen Punkte, die auf ein und derselben
Koordinatenachse zu liegen kommen, also (1,17),(2,27),(3,3") und (4,4"). Sie haben die
Koordinaten (£1,0,0,0), (0, £1,0,0), (0,0, £1,0) und (0,0,0, £1).
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Abb. 3.20 Netz des 16-Zells

3.9 Das 24-Zell

Das 24-Zell ist jenes regulédre konvexe Polychor, bei dem um jede Kante drei Oktaeder
liegen, sechs an jeder Ecke. Der systematische Aufbau des 24-Zells ist schon wesentlich
komplizierter als bei den bisherigen Platonischen Polychora, dennoch sei er hier
vorgenommen. Die Zellen des 24-Zells bestehen aus Oktaedern.

Beginnt man mit den sechs in jeder Ecke liegenden Oktaedern, so kann man sich
dieses Gebilde wie einen Wiirfel vorstellen, auf dessen Seitenfldchen jeweils eine Pyramide
steht, an jeder Wiirfelkante liegen zwei Oktaeder, an jeder Ecke drei. Jeder Oktaeder in dieser
Aufstellung hat 4 freie Flaichen und 4 mit einem anderen Oktaeder gemeinsam. Also gibt es
so weit 6 Oktaeder, 36 Flachen, 44 Kanten und 15 Ecken.

Nun wird um jede Wiirfelkante ein Oktaeder hinzugefiigt. Dann gibt es bereits 6
Oktaeder in jeder Wiirfelecke und 3 an jeder Oktaederkante. Es gibt jetzt anstatt der ,,alten*
Wiirfelecken neue Ecken, in denen jeweils 3 Oktaeder zusammenstof3en. Die entstandene
duBere Form entspricht derjenigen zuvor, nur dass es jetzt in jeder ,,neuen* Wiirfelkante nur
einen Oktaeder gibt, an den neuen Oktaederkanten 2 und in jeder Oktaederecke 5. Jeder der
neu hinzugefiigten 12 Oktaeder hat nun 2 ,,alte* Fldchen, 2 noch freie und 4 mit bestehenden
Oktaedern gemeinsam. Insgesamt gibt es jetzt somit 18 Tetraeder, 84 Fldachen, 88 Kanten und
23 Ecken.

Die Figur wird komplett, wenn man nun in den entsprechenden Ecken jeweils noch
einen Oktaeder hinzufiigt. Jeder dieser Oktaeder hat nun 4 ,,alte* und 4 mit je einem anderen
Oktaedern gemeinsame Flichen, 8 ,,alte” und 4 mit je zwei anderen Oktaedern gemeinsame
Kanten sowie 5 ,.alte” und 1 mit je 5 anderen Oktaedern gemeinsame Ecken. Es wurden also
6 Oktaeder, 12 Fldchen, 8 Kanten und 1 Ecke neu hinzugefiigt.

Das komplette 24-Zell besteht nun aus 24 Tetraedern als Zellen, 96 Flachen, 96

Kanten und 24 Ecken. Sein Schlifli-Symbol ist {3,4,3}. Es ist zu sich selbst dual, denn in den
Mittelpunkten der 24 Zellen liegen die 24 Eckpunkte des dualen 24-Zells.
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Abb. 3.21 24-Zell (Ikosatetrachor, {3,4,3}), Schlegel-Diagramm

Die Ecken eines in einem vierdimensionalen kartesischen Koordinatensystems zentrierten 24-
Zells mit Kantenldnge 1 konnen folgendermafB3en gegeben werden: Acht Ecken mit den
Koordinaten (£1,0,0,0), (0, £1,0,0), (0,0, £1,0) und (0,0,0, £1) und 16 Ecken der Form
(£Y2,£V2,+12,+13). Erstere acht Koordinaten sind die eines regulidren 16-Zells und die weiteren
16 die des dualen Tesserakts. Die zweiten 16 Ecken kann man jedoch noch in zwei Gruppen
unterteilen, nimlich jene mit einer geraden Anzahl von (-) und jene mit ungerader. Diese
Gruppen von 8 Ecken definieren dann jeweils wieder ein 16-Zell.

Abb. 3.22 Netz des 24-Zells
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3.10 Das 120-Zell

Das 120-Zell besteht aus 120 Dodekaedern. Es hat 600 Ecken, 720 Pentagone und
1200 Kanten (e-k+f-r=0) (600-1200+720-120=0). Dabei liegen um jede Kante drei Zellen
und um jede Ecke vier. Sein Schlifli-Symbol ist {5,3,3}.

Die Koordinaten der Ecken sind

2
(+1,£1,0,0), (iﬁ,il,il,il), @flaf ity Ly 1
2 T2 Ty Ty o Ty T s T T2
jeweils in allen Permutationen und
2
el sl @ el oLyt il
2 22 2 T2 2727 or

jeweils mit den geraden Permutationen. Dabei ist 7 die goldene Schnittzahl —

Das 120-Zell kann natiirlich, so wie das 24-Zell, genau so systematisch aus
Dodekaedern aufgebaut werden, eine ausfiihrliche Erlduterung dieser Art wére aber wohl
bereits ziemlich uniibersichtlich und nicht nachvollziehbar.

D.M.Y. Sommerville beschreibt diesen Aufbau in seinem Buch ,,The Geometry of n
Dimensions* [9] Bezug nehmend auf die Dualitdt zum 600-Zell folgendermal3en:
,Im Schlegel-Modell mit einem Dodekaeder in der Mitte haben wir sukzessive Zonen von
Dodekaedern 1, 12, 20, 12, 30, 12, 20,12, 1. Die 600 Ecken sind dann in Zonen 20, 20, 30,
60, 60, 60, 20,60, 20, 60, 60, 60, 30, 20, 20 angeordnet. Gruppen von 20 bilden die Ecken
von reguldren Dodekaedern, Gruppen von 30 bilden die Ecken der semi-regulédren
Ikosidodekaeder und Gruppen von 60 bilden die Ecken von anderen semi-reguliren
Polyedern, umgeben von 20 Hexagonen und 12 Pentagonen, den Ikosaederstiimpfen.*
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Abb 3.23 120-Zell in spezieller Darstellung

Abb 3.23 zeigt eine dreidimensionale Projektion des 120-Zells, in der die einzelnen
dodekaedrischen Zellen, so wie sie unter der Zentralprojektion verzerrt dargestellt werden,
wie bei einer Explosionszeichnung ,,auseinander gerissen® sind. Hierzu zu bemerken ist
allerdings, dass dies nur einer verstindlichen Anschauung dienen soll, denn im
Vierdimensionalen miissten natirlich alle Zellen, sowie deren Kanten, sichtbar sein und sich
auch in einer Explosionsdarstellung nicht gegenseitig verdecken.

Abb. 3.24 Projektion des 120-Zells als Metall-Skulptur von Bathsheba Grossman

Wesentlich leichter durchschaut man die vierdimensionale Struktur dieses Objektes
vermutlich beim Betrachten oder sogar Hantieren mit einem dreidimensionalen Modell, wie
zum Beispiel mit den oben abgebildeten dreidimensionalen Projektionen aus Metall, links aus
einer Richtung mit Blick auf eine der fiinfeckigen Seitenflidchen fotografiert, rechts mit Blick
auf eine Kante.
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Abb. 3.25 120-Zell (Hekatonicosachor, {5,3,3}), Schlegel-Diagramm

Konnte man im Schlegel-Diagramm des Pentachors oder Tesserakts noch die
einzelnen Zellen erkennen, so gelingt dies beim 120-Zell kaum noch, das Basteln eines
dreidimensionalen Netzes des 120-Zellers (siehe Abb. 3.26) aus 120 Papier-Dodekaedern
wire wohl eine einwdchige Projektarbeit fiir eine ganze Schulklasse.

29



Abb. 3.26 Netz des 120-Zells

3.11 Das 600-Zell

Beim 600-Zell liegt die maximal mogliche Anzahl an Tetraedern um eine Kante, also
fiinf. Es besteht, wie der Name schon sagt, aus 600 tetraedrischen Zellen, 1200 Dreiecken,
720 Kanten und 120 Ecken (e-k+f-r=0) (120-720+1200-600=0), um die jeweils 20 Zellen
liegen.

Dabei sind (+— ,=— ,+— ,+—), (+1,0,0,0) mit allen Permutationen und

1
2727

1 . . ) . )
(i% ,iE = 0) mit allen geraden Permutationen die kartesischen Koordinaten der Ecken.

7 ist dabei wieder die goldene Schnittzahl %
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Abb. 3.27 600-Zell (Hexacosichor, {3,3,5}), Schlegel-Diagramm

600-Zell und 120-Zell sind duale Polychora. Dies kann man sehr leicht sehen, wenn
man die Anzahl der Ecken, Kanten, Flachen und Ridume der beiden in der Schreibweise
(600, 1200, 720, 120) (120-Zell) bzw. (120, 720, 1200, 600) (600-Zell) anschreibt. Wie schon
bei den Uberlegungen zur Dualitiit zwischen 8- und 16-Zell entspricht hier jeder Zelle des
600-Zells eine Ecke des 120-Zells, jeder Flache eine Kante, jeder Kante eine Flidche und jeder
Ecke eine Zelle, was sich aus obiger Klammernschreibweise leicht ablesen ldsst.
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Abb. 3.28 Netz des 600-Zells

3.12 Zusammenfassung der Platonischen Polychora

Bezeichnung | Anzahl der... Bezeichnung | Anzahl der...
e | Ecken fx | Fldchen durch eine feste Kante
k | Kanten rk | Rdume durch eine feste Kante
f | Flichen dual zu rx = er | Ecken in einer festen Seitenfliche
r | Rdume dual zu fx = kg | Kanten in einer festen Seitenfliche

er | Ecken in einem festen Seitenraum

kr | Kanten in einem festen Seitenraum

fr | Fldachen in einem festen Seitenraum
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Name € k f r fk:I'K e]::k]: €R kR fR

5-Zell 5 10 10 Dreiecke S5  Tetraeder 3 31 4] 6| 4
8-Zell 16 32 24 Quadrate 8 Wiirfel 3 4|1 8|12| 6
16-Zell 8 24 32 Dreiecke | 16  Tetraeder 4 31 4] 6| 4
24-7Zell 24 96 96 Dreiecke | 24  Oktaeder 3 31 6112 8

120-Zell | 600 | 1200 | 720 Finfecke | 120 Dodekaeder 3 5120]30 12

600-Zell | 120 | 720 | 1200 Dreiecke | 600 Tetraeder 5 31 4| 6| 4

4. Andere reguliare Polychora

Die bisher besprochenen sechs Polychora sind natiirlich - wenn auch die
interessantesten — nicht die einzigen im vierdimensionalen Raum existierenden. Im
Folgenden werden deshalb auf systematischem Weg auch andere vierdimensionale Polychora
vorgestellt, obgleich es aufgrund des enormen Umfangs nicht moglich ist, hier alle Typen
explizit zu behandeln. H.S.M. Coxeter, einer der bekanntesten Geometer des 20.
Jahrhunderts, der sich umfangreich mit Polytopen beschéftigte, sei hier zitiert: ,I'm a
Platonist, a follower of Plato, who believes that one didn’t invent these sorts of things, that
one discovers them. In a sense, all these mathematical facts are right there waiting to be
discovered.”

Die Platonischen Polychora gehdren zur Familie der regulédren, konvexen Polychora
mit gleichartigen Zellen, es gibt jedoch weitere 10 Poloychora, wenn man keine Konvexitit
verlangt, d.h. Kanten, Fldchen oder auch Zellen diirfen sich iiberschneiden. Man gelangt so
zu den 10 so genannten Schléfli-Hess-Polychora.

Ludwig Schlifli entdeckte 1852 vier der insgesamt 10 zu dieser regulidren Gruppe
zahlenden Polychora, vernachléssigte jedoch jene sechs, deren Zellen oder Eckenfiguren die
Schléfli-Symbole {5/2,5} and {5,5/2} tragen. Erst 1883 vervollstindigte Edmund Hess
Schliflis Entdeckung um diese sechs weiteren in seinem Buch ,,Einleitung in die Lehre von
der Kugelteilung mit besonderer Beriicksichtigung ihrer Anwendung auf die Theorie der
Gleichflichigen und der gleicheckigen Polyeder*.

Die unten angefiihrte Tabelle erldutert zunéchst die vier regulédren sternférmigen
Polyeder, die es im dreidimensionalen Raum neben den schon vorgestellten fiinf konvexen
reguldren Polyedern gibt. Man nennt sie auch Kepler-Poinsot-Korper.
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Name Bild Ssi]}iifgl_ Flachentyp Eckfigur P(;;l;;zrer
Kieiner Stern | & | (52.5) | "NER | Funfeck (5) | e
DOGdZi‘ZZZ N {_\i {552} | Fiinfeck {5} Peng%;mm Kleiner Stern
GroBer Stern ﬁq {5/2,3} Peng%a}mm Dreieck {3} ngszlizrer

Hgfszﬁzz i % {3,522} | Dreieck {3) Pe“g%;mm GroBer Stern

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die entsprechenden Schlfli-Hess-
Polychora, die sich aus den oben angefiihrten Kepler-Poinsot-Korpern ergeben. Die Bilder
sind jeweils als Parallelprojektionen vierdimensionaler Objekte in den dreidimensionalen
Raum zu sehen, die als volle Korper dargestellt werden. Da hierbei nur Ecken, Kanten und
Fldachen, aber keine dreidimensionalen Zellen dargestellt werden konnen, sehen manchmal
zwei verschiedene Polytope gleich aus. Das passiert genau dann, wenn die Flachen vom
gleichen Typ sind und die Eckfiguren die gleichen Kanten haben. Letzteres ist der Fall fiir
{3,5} und {5,5/2} sowie fiir {3,5/2} und {5/2,5}. Gemeinsam mit den bereits vorgestellten
sechs Platonischen Polychora bilden sie die Gruppe der sechzehn regulidren Polychora.

Bild Anzahl
(jeweils als -

Schlifli- . duales
v?ller Symbol Zelltyp Eckfigur K ¢ 2 | Polychor
Korper

dargestellt)

7y Ikosaeder GroBer
@ {3,5,5/2} (3.5) Dodekaeder 720 | 1200 | 120 | {5/2,5,3}

’ {5,5/2}

. Kleiner
) (5/2,5,3) Stern Doc{l‘;k;‘;der 1200 | 720 | 120 | {3,5,5/2}
{5/2,5} ’

Grofler Kleiner
{5,5/2,5} | Dodekaeder Stern 720 | 720 | 120 | selbstdual

{5,5/2} {5/2,5}

i Grofler
(5350 | Dodekaeder | 1\ eder | 120 | 720 | 720 | 120 | {5/2.3.5)

(3.3} {3,5/2}
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Fortsetzung der Tabelle auf der nichsten Seite

GroBer Ikosaeder
{5/2,3,5} Stern (3.51 120 | 720 | 720 | 120 | {5.,3,5/2}
{5/2,3} ’
Kleiner Grofler
{5/2,5,5/2} Stern Dodekaeder | 120 | 720 | 720 | 120 | selbstdual
{5/2,5} {5,5/2}
Grofler Grofler
. {5,5/2,3} | Dodekaeder Stern 120 | 1200 | 720 | 120 | {3,5/2,5}
{5,5/2} {5/2,3}
Grofler Kleiner
{3,5/2,5} Ikosaeder Stern 120 | 720 | 1200 | 120 | {5,5/2,3}
| {3,5/2} {5/2,5}
Tetraeder GroBer
{3,3,5/2} (331 Ikosaeder | 120 | 720 | 1200 | 600 | {5/2,3,3}
’ {3,5/2}
GroBer Tetraeder
' {5/2,3,3} Stern (331 600 | 1200 | 720 | 120 | {3,3,5/2}
{5/2,3} ’

5. Uniforme Polychora

Neben den regulidren Polyedern gibt es im dreidimensionalen Raum auch die
halbreguliren, bei welchen in jeder Ecke dieselben Arten von Polygonen jeweils in der
selben Anzahl zusammentreffen, also etwa in jeder Ecke e, a-Ecke, e, b-Ecke, u.s.w. Alle
diese Polyeder, die lauter reguldre Vielecke mit gleichen Kantenldngen enthalten, heiflen
halbregulir oder Archimedisch. Bei der Definition von HalbregelmiBigkeit allgemein gab es
jedoch lange Zeit Uneinigkeit. So konnte im Dreidimensionalen die Transitivitit der Ecken,
die RegelmiBigkeit der Flichen oder die Gleichheit der Fldchen aufgegeben werden. Aus
diesem Grund hat sich ein neuer Begriff etabliert, namlich die Uniformitit.

Def: Ein Polygon ist uniform, wenn es regelmifig ist. Ein Polytop in n Dimensionen, n >3,
ist uniform, wenn es nur aus (nicht notwendig gleichen) uniformen Polytopen der
Dimension (n-1) aufgebaut ist und iiber Eckentransitivitét verfiigt.

In diesem Sinne sind die Archimedischen Polyeder uniform. Allerdings gibt es daneben
noch mehr uniforme Polyeder, nimlich die Platonischen Polyeder, die Prismen (bestehend
aus 2 parallelen n-Ecken, verbunden mit 4-Ecken) und die Antiprismen (zwei parallelen n-
Ecken, die verdreht zueinander und somit durch 3-Ecke verbunden sind).
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Im vierdimensionalen Raum gibt es (neben den beiden unendlichen Klassen von
Prismachora und Biprismachora) genau 64 uniforme Polychora, darunter 41 Archimedische.
Auf einen ausfiihrlichen Beweis iiber die Art und Anzahl dieser wird hier auf die Dissertation
,» Vierdimensionale Archimedische Polytope* von Marco Moller (2004, Universitit Hamburg)
verwiesen.

Der Beweis beruht darauf, dass aus der Kantenumgebung, also der Anordnung von
uniformen Polyedern um eine Kante, ein Radius bestimmt wird, der zu einer Sphére fiihrt, auf
der alle Ecken der beteiligten Polyeder liegen (Eckentransitivitét). Es werden dabei 1000
verschiedene Kantenumgebungen gefunden, und nach einem Ausschlussverfahren bleiben 72
Radien mit zugehoriger Kantenumgebung iibrig. Diese werden einzeln betrachtet und
aussortiert (wenn eine Eckenumgebung nicht widerspruchsfrei erzeugt bzw. an Nachbarecken
nicht die gleiche Eckenumgebung hergestellt werden kann. Es werden so 64 verschiedene
Eckenumgebungen gefunden, die mit 64 vierdimensionalen Polytopen identifiziert werden.

Im Einzelnen kann man sie folgendermallen einteilen:
e Sechs Platonische Polytope

® Vier Prismatope basierend auf vier der fiinf Platonischen Polyeder (der
Hexaeder als Basis liefert ein schon gezihltes Platonisches Polytop)

¢ |3 Prismatope basierend auf den 13 Archimedischen Polyedern

* 41 weitere Polytope, welche, da sie weder Platonisch noch Prisma-dhnlich
sind, Archimedische Polytope genannt werden

Eine mogliche Erzeugungsmethode von Prismachora ist das ,,Hochziehen* uniformer
Polyeder in die vierte Dimension. Dabei bleibt ein Polyeder als Basis in der
dreidimensionalen Hyperebene, ein zweiter (gleicher) wird senkrecht zu dieser Hyperebene
entlang der vierten Dimension — ohne verdreht zu werden — so weit verschoben, bis die
Entfernung zwischen korrespondierenden Ecken gleich der Kantenldnge der beteiligten
Polyeder ist. Das Prismachor besteht also aus der konvexen Hiille der beiden parallelen
Polyeder.

Da bei der Verschiebung natiirlich auch die Flachen mit verschoben werden und zu
jeder Fliche des Basispolyeders eine parallele im anderen Polyeder zu finden ist, bilden diese
Flachenpaare mit den Verbindungskanten korrespondierender Ecken Prismen, und zwar
genau so viele, wie Fliachen im Polyeder zu finden sind.

Man kann also die Eckkoordinaten der Platonischen oder Archimedischen Polyeder
nehmen und jeder Ecke die vierte Koordinate Null anhidngen. Dann haben beim
,Hochziehen* die anderen Eckkoordinaten die gleichen Werte, bis auf die vierte Koordinate,
die jetzt den Wert k annimmt. Damit besteht das Prismachor aus zwei Basiszellen und fiir
jede Flidche einer Basiszelle ein entsprechendes Prisma.

Das Prismachor mit einem stumpfen Hexaeder (3,8,8) (um jede Ecke liegt ein Dreieck
und 2 Achtecke) als Basis besteht demnach aus zwei (3,8,8), sechs (4,8,8) und acht (3,4,4).

Dann ist aber auch die Eckenumgebung dieser uniformen Polychora bestimmt: Fiir ein

Prismachor mit der Basis (X,y,z) liegen um jede Ecke ein (X,y,z), ein (4,4,x), ein (4,4,y) und
ein (4,4,z).
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Die folgenden Abbildungen zeigen die Eckenumgebungen der uniformen Polychora.
Die Platonischen Polychora sind regelméBig, die prismatischen Polychora besitzen an den
Ecken neben einem beliebigen uniformen Polyeder nur noch Prismen und die restlichen
werden, wie oben erwihnt als Archimedische Polychora bezeichnet.

Abb. 5.1: Die Eckenumgebungen der uniformen Polychora:

#1 #2 #3 #4
(platonisch) {platonisch) {archimedisch) (prismatisch)

#5 #6 #7 #3
{prismatisch) {platonisch) {platonisch) {archimedisch)

#9 #10 #11 #12
{prismatisch) (prismatisch) {archimedisch) {archime disch)
#13 # 14 #15 #16
{archumedisch) (prismatisch) {archimedisch) {prismatisch)
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#17 #18 #19 #20
(atchitnedisch) (prismatisch) (prismatisch) {architnedisch)

#21 #22 #23 # 24
(archirmedisch) {archimedisch) {archirnedisch) (platonisch)
#25 # 26 # 27 # 28

(prismatisch) (prismatisch) {architnedisch) {archirnedisch)

#29 #1320 #31 #32
(prismatisch) {archimedisch) (archirnedisch) {archimedisch)
#33 # 34 #35 # 36
{archimedisch) (prismatisch) {archimedisch) (prismatisch)
#37 #38 #39 #40
{archimedisch) (prismatisch) (prismatisch) {archimedisch)
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#41 #42 #43 #44
{archimedisch) {archimedisch) {archimedisch) (prismatisch)
#45 #46 #47 #48
{archimedisch) {archimedisch) {archimedisch ) {archimedisch)
#49 #1350 #51 #52
(platomsch) (prismatisch) {archimedisch) {archimedisch)
#53 #54 #1455 #56
{archimedisch) {archimedisch) {archimedisch) {archimedisch)
#57 #58 #1359 # 60
{architnedizch) (archimedisch) (archimedizch) (archimedisch)
#61 #62 #E3 # 64
(archimedisch) {archimedisch) {archimedisch) {archimedisch)
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6. Bewegliche Kreuzpolytope

Eine wichtige Frage die Geometrie von Strukturen betreffend ist jene nach der Starrheit oder
Flexibilitit dieser Strukturen. Im Bauwesen oder im Maschinenbau und vielen anderen
technischen Richtungen ist diese Frage wesentlich, weil Briicken, Gebdude oder diverse
mechanische Bauteile starr gebaut sein miissen.

In der Geschichte der Erforschung von beweglichen Polyedern spielt die sogenannte
,Bellows Conjecture* eine wichtige Rolle. Diese Vermutung von R. Connelly besagt, dass
eine kontinuierliche Bewegung, welche die Kantenldngen eines Polyeders erhilt, auch dessen
Volumen erhilt. Einen ersten Beweis im dreidimensionalen euklidischen Raum E? lieferte
1995 1. Sabitov. R. Connelly lieferte zwei Jahre spéter einen zweiten Beweis (siehe [16]).

Im Zuge der Konferenz ,,Canadian Mathematical Society Winter 1998 Meeting” an
der Queen’s University und dem Royal Military College in Kanada prisentierte Anke Walz
eine Klasse von kontinuierlich beweglichen Kreuzpolytopen des vierdimensionalen
Euklidischen Raumes E'.

6.1 Bewegliche Kreuzpolytope von A. Walz

Seien ay, ay, ..., d;, d; die acht Ecken eines vierdimensionalen Kreuzpolytops C4 und sei die
Menge der 24 Kanten aufgeteilt in Kanten der Vierecke ( =C;)

Q :=abjasby, Q :=cidicady,

und das zweiteilige Gefiige

F:={ ppl peQ.peQ }.

Zur Visualisierung werden zwei komplementire Parallelprojektionen des E* auf
Ebenen verwendet, bei denen jeder Punkt x =(x,y, z,t) € E* auf seinen ,,Grundriss*
x" =(x, y) und seinen ,,Aufriss* x” =(z, t) abgebildet wird, folglich also E* als E*xE?
darstellt (siche [16]). Der Abstand zweier Punkte x, ye E* voneinander ist also gegeben
durch

-y ol m

=l =
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Abb. 6.1 Vierdimensionales bewegliches Kreuzpolytop in Grund- und Aufriss

In Walzs Beispiel liegen die zwei Vierecke Q und é in zwei total-orthogonalen
Ebenen, also zum Beispiel jeweils parallel zur xy-Ebene bzw. zur zt-Ebene. Deshalb erhélt
man im Grundriss @, im Aufriss Q in wahrer Grof3e (siche Abb. 6.1). Die Vierecke Q und

Q sind Antiparallelogramme, also nicht-konvexe Vierecke mit gleich langen
gegeniiberliegenden Seiten, welche immer eine Symmetrieachse und einen Umkreis besitzen,
dessen Mittelpunkt hier o hei3it. Seien p, p die Radien der Umkreise. Dann haben wegen (1)

alle Kanten von F die selbe Linger:= \p>+p .
Angenommen die beiden Antiparallelogramme Q, @ bewegten sich gleichzeitig wie Vier-

Stab Verbindungen in deren Ebenen, so dass das gemeinsame Zentrum o fix bleibt und die
Radien p, p der Bedingung
2 2, 2
r"= p°+p =konst. )
gehorchen. Dann bleiben die Lingen der Kanten des Kreuzpolytops C,4 erhalten. Da alle
Flachen von C4 aus Dreiecken bestehen, beschreiben die ebenen Bewegungen eine
kontinuierliche Selbstbewegung des Kreuzpolytops.

6.2 Analytische Darstellung der Beweglichkeit

Um eine analytische Darstellung zu erhalten, seien folgende Koordinaten gewéhlt:
a, = (-a,0,0,7), b = (2,0,0,7), ¢, = (0,7,-7,0), d, = (0,n,7,0) mit &,y >0. 3)
Die Grundrisse von a; und b; sowie die Aufrisse von c¢; und d; seien fixiert, wobei die

Hyperebene S;: = a;b;cid; von C4 im E* durch eine elliptische Bewegung parallel zur yt-
Ebene noch immer beweglich bleibt. & und ¥ sind also konstant, wihrend 7 und 7

variieren. Das induziert Uberlegungen beziiglich der von Q und é aufgespannten Ebenen.
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Sei
2B =|b, —a|=|b, —a,| > 20 =[b, - || =], - a,].

20 = ”dz _C1”:”d1 _Cz” > 27/=||d1 _C1||:||d2 _C2”'

Aus der ebenen Kinematik ist bekannt, dass in jeder Position der Vier-Stab Verbindung Q” in
der xy-Ebene die Koppel a,b, das Bild des Rahmen-Geriists a b, unter der Spiegelung an
einer beliebigen Tangente [ der Ellipse mit Fokalpunkten a;,b und Halbachsen £ und

VB —a* ist (siche Abb. 6.2),

Abb. 6.2 Die Antiparallelogramm-Bewegung, ein symmetrisches Rollen von Ellipsen

Die Tangente [ beriihre die Ellipse ¢ im Momentanpol

(Bsin@, B° - cos ). 4)

Dann schneidet / die Nebenachse (x=0) im Punkt (0,77) mit

n:—V'B_a‘ (5)

cos @
Dieser Punkt ist der Mittelpunkt 0" des Umkreises von Q. Der Radius ist daher

pr=a’+n*=p>+(B>-a’)tan > B>,

”

Auf die gleiche Art und Weise erhilt man die Beweglichkeit von é im Aufriss durch eine

symmetrische Rollbewegung von Ellipsen mit Halbachsen & und /0°> —¥* . Der
Momentanpol dieser Bewegung in der zt-Ebene sei
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(Osiny, /8 —y* cosy). 6)

”

Der Umkreis von é hat daher das Zentrum o” = (0,7) mit

T=""—+, (7N
cosy

und sein Radius ist

—2

p =Y+ =02 +(0 -y Htan’ y = 5°.
Die notwendige Bedingung (2) impliziert

r? =B -8 =(B*-a*)tan® p+(5* - y*)tan’ y >0,

2 2 2 2
d.h. ’B—atan o+ o -7

ey ey e ®

Diese Gleichung verbindet die Parameter ¢ und ¥ und ruft eine geschlossene ein-
parametrige Bewegung von C4 hervor. Sei fiir 0<7 <27

@ = arctan( _’B—_ cost), = arctan( _'B—_ sint). )
\ 5 - 5~y

Dann erhilt man durch Spiegelung von «,, b, an der Tangente / der Ellipse e im Pol (4)

2B —a)sing 26p -a’ c0s¢

a, =(—a+ ,
B —asing B —asing
(10)
b :(OH_Z(,B —a’)sing 20\ p*-a’ cos¢
? B+asing = B+asing
Auf dieselbe Weise fiihrt (6) zu
20 —y)siny 268 -7 cosw
Cz = (0’77’_7/+ ’ ’
O —ysiny 0 —ysiny
(11)
28% —yH)siny 268 —y° cost//
dZ = (0,77, 7/+ s
O+ ysiny 0+ ysiny
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Die Spiegelung des Grundrisses an der Tangente [ kann zu einer Spiegelung des 4-Raumes
an einer, zu der xy-Ebene orthogonalen und durch / gehenden, Hyperebene L erweitert
werden.

So [ die Grundrisse ¢, =d; fiir i=1,2 enthiilt, ergibt die 4D-Spiegelung
a, = a,,b —=>b,c,—c,.d —>d,.

Auf dieselbe Weise fiihrt die Spiegelung des Aufrisses auf eine Spiegelung von E* an einer
Hyperebene L mit

a,—=a, b —=b.,ci—c,d —d,.

Da L zu L orthogonal ist, sind die beiden komplementiren Hyperebenen S , =a,bcd, und
S, =a,b,c,d, in jeder Position des beweglichen Kreuzpolytops Spiegelbilder in Bezug auf

eine Ebene LN L.

7. Darstellende Geometrie im 4-dim. Anschauungsraum A*

Die in Kapitel 6 bereits verwendete Grund- und Aufrissabbildung stellt ein lineares
Zweibildersystem der Darstellenden Geometrie des A* dar, welches in diesem Kapitel
eingehender behandelt wird und das auch fiir die Schule zur Darstellung vierdimensionaler
Objekte geeignet ist.

Fiir eine lineare Abbildung f: U—U" ist der Bildraum f(U) ein Unterraum des
Zielraumes U~ von f. Diejenigen Vektoren aus U, die durch f auf den Nullvektor von U”
abgebildet werden, bilden einen Unterraum, den Kern von f (ker f). Die Dimension von ker f
gibt den Dimensionsverlust von U unter f an.

Ist f die durch die Affinitit & (globale Abbildung zwischen affinen Rdumen)
induzierte lineare Abbildung, so hei}t die Dimension des Kerns von f Defekt von « . Bei def
a =0 heillit & regulér, sonst singulér. Bei singuldren Affinitéten tritt also Dimensionsverlust
ein. Die Mengen der Punkte mit demselben Bildpunkt heilen Fasern (Faserrdume von & ).

In der Zeichenebene 7 verwendet man ein kartesisches Koordinatensystem, in dem
man den Nullpunkt O und die Einheitspunkte Ey, ..., E; des affinen Koordinatensystems (X, y,
z, t) im A* angeben kann. Als Grund- und Aufrissabbildung werden die beiden Affinititen
vom Defekt 2 verwendet:

a1 INEY , P=(x,y, z, ) > P"=(x, y) = 1. Riss oder Grundriss,
aos: A4—>7z, P=(x,y, z, t)=> P""=(-z, -t) = 2. Riss oder Aufriss.

Die Affinitidt « ; ldsst sich aus der Parallelprojektion z;: INDY 1: =[OELEy] und einer
reguldren Affinitdt 7 ;— 7 zusammensetzen, analog fiir & ;.
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Abb. 7.1 Koordinatensystem in der Zeichenebene

Die Abbildung A*— 7 x 7, P (P”, P”") ist bijektiv. Die Punkte P des A* mit P’
=P”’ erfiillen die Gleichung x + z =y + t = 0, sind also Punkte einer Ebene, der
Koinzidenzebene. Aus (P",P”") sind auch die Nebenbilder P” und pYY herzuleiten, die
gleichfalls Bilder von P in singuldren Affinititen vom Defekt 2 darstellen.

7.1 Abbildung einer Geraden

Fiir eine Gerade g ist die Zusammensetzung & ,: = (& 1Ig)'1( Ooly): g —g” ", X > X"
eine regulire Affinitit zwischen den Punktreihen g” und g, also eine Ahnlichkeit. Die
Vervollstindigung erfolgt iiber Teilverhiltnisiibertragung, etwa iiber ein Nebenbild
(;,Angittern*).

Fiir ein g=[AB] mit A"#B", A"”’=B"" ist g zweitprojizierend und daher parallel zu 7 |,
also eine erste Hauptgerade. Im umgekehrten Fall ist g erstprojizierend und daher eine zweite
Hauptgerade. A’=B”und A“"=B " ist dquivalent zu A=B und stellt keine eigentliche Gerade
dar.

7.2 Abbildung einer Ebene

Bei der Darstellung einer Ebene £ =[ABC] miissen mehrere Fille unterschieden
werden. Sind [A'B°C”] und [A""B""C”’] Dreiecke, dann sind die Einschrinkungen & |l¢ und
a )l g regulidre Affinititen, d.h. € ist nichtprojizierend. Ist [A’B°C’] ein Dreieck und
[A”"B""C"’] eine Gerade, dann hat die Einschrinkung « ,l¢ den Defekt 1 und die Ebene &
heilit halbzweitprojizierend, im umgekehrten Fall heif3t sie halberstprojizierend.

Es konnen aber auch [A’'B°C”] und [A”"B""C”’] als Geraden erscheinen, &€ ist dann
(halb)doppeltprojizierend und enthilt erst- und zweitprojizierende Geraden, ndmlich die
Fasern der singuldren Affinititen & lg bzw. &l ¢. Doppeltprojizierende Ebenen sind
zueinander parallel, da genau im Fall der Parallelitit zwischen Ebenen die eine durch
Translation in die andere Ebene iibergefiihrt werden kann und Punktepaare einer Translation
durch eine Affinitdt wieder auf Punktepaare einer Translation abgebildet werden.
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SchlieBlich gebt es auch noch den Fall, dass A”’=B""=C"" ist und [A’'B’C"] ein
Dreieck, dann ist £ (ganz)zweitprojizierend, also eine Faser der Projektion ¢ ,. Dann ist &€
eine erste Hauptebene, umgekehrt ist € (ganz)erstprojizierend und damit eine zweite
Hauptebene.

7.3 Abbildung einer Hyperebene

Im allgemeinen Fall sind weder die Punkte {A”, ..., D"}noch die Punkte
{A”, ..., D”"}der Hyperebene I'=[ABCD] kollinear. Dann sind & ;IT" und & ,/T" vom
Defekt 1, I' ist halberst- und halbzweitprojizierend. Die Fasern f; von & IT" sind
untereinander parallele Geraden, haben daher auch parallele Aufrisse, analog sind die Fasern
f> von @ »IT" im Grundriss parallel. Durch jeden Punkt Xe I" geht eine erste und eine zweite
Faser und somit eine Ebene ¢ := [fif2]. J, enthilt sowohl erstprojizierende Geraden, als
auch zweitprojizierende, ist also doppeltprojizierend mit 8. = f,,d. = f,”. Die dhnlichen

Punktreihen g"(X") und g”(X"") bestimmen eine Ahnlichkeit zwischen
Parallelgeradenbiischeln

a. U (8) = U O)).

Die Risse &, bzw. &, aller doppeltprojizierender Ebenen & bilden das erste bzw. zweite
Ordnerbiischel der Hyperebene (Abb. 7.2). Man muss zwei Fille unterscheiden:

e U'zU% o ist eine Perspektivitit, deren Achse das Bild der Schnittgeraden p von I'
mit der Koinzidenzebene x ist.

e U'=U% o lasst die Ferngerade fix, es gibt drei Fille:

® ;. ist hyperbolisch: Es existiert eine eigentliche Fixgerade.
® « istparabolisch, I'mx={}, d.h. I' ist parallel zu x.
® . istdie Identitit, I' enthélt die Koinzidenzebene.
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¥Yx
Abb. 7.2 Konstruktion eines Ordnerbiischels, erstellt mit Euklid DynaGeo

Sind die Punkte {A"", ..., D"} kollinear, so ist I parallel zu 7 ; und heif3t erste
Haupthyperebene oder zweitprojizierend, {A”, ..., D"} konnen nicht gleichzeitig kollinear
sein. Umgekehrt heiBit I' zweite Haupthyperebene bzw. erstprojizierend.

7.4 Praktische Umsetzung in die Zeichenebene

Beispiel: In einem derartigen linearen Zweibildersystem soll nun der Schnittkdrper eines
Hyperwiirfels mit der Symmetriehyperebene einer seiner Raumdiagonalen ermittelt
werden.

Die Ecken des Hyperwiirfels seien wie folgt gegeben durch deren Koordinaten:
A;=(0,0,0,0), A»=(1,0,0,0), A3=(0,1,0,0), A4=(0,0,1,0), A5=(0,0,0,1), As=(1,1,0,0),
A7=(0,1,1,0), Ag=(0,0,1,1), Ay=(1,0,0,1), A10=(1,0,1,0), A;;=(0,1,0,1),
Ap=(0,1,1,1), A;3=(1,0,1,1), A14=(1,1,0,1), Ay5s=(1,1,1,0), Ae=(1,1,1,1).

Die Raumdiagonale verbinde die Punkte A; und Ajs.

Konstruktionsbeschreibung:

1) Angabe des Hyperwiirfels im Koordinatensystem x",y",z"",t"" (siche Abb. 7.3).
Aufgrund der Koordinatenangaben fallen jeweils vier Eckpunkte des Hyperwiirfels in
einem Bildpunkt zusammen, so dass der Hyperwiirfel in Grund- und Aufriss jeweils
als Quadrat erscheint, deshalb...
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2) Wahl eines neuen Koordinatensystems ~“,” ** in allgemeiner Lage (in der Zeichnung
blau). Ubertragung des Hyperwiirfels ins neue Seitenrisspaar mittels Ubertragung der
jeweiligen Abstinde beziiglich der neuen Koordinatenachsen (siehe Abb. 7.3, 7.4).
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Abb. 7.3 Angabe des Hyperwiirfels und Wahl eines neuen Koordinatensystems
(gescannte Handzeichnung)
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Abb. 7.4 Hyperwiirfel im neuen Koordinatensystem, Einschneideriss
(gescannte Handzeichnung)

Erhalte Raumdiagonale n und Halbierungspunkt P von [A;VAje].

Konstruktion der Orthogonalen Hyperebene zu n:

Die jeweiligen Ordnerbiischel von I" stehen normal auf die entsprechenden Risse von
n. n”und n”” bestimmen eine doppeltprojizierende Ebene 9, in der Umklappung von &
muss also [6NI'] normal auf n erscheinen (in der Zeichnung griin und mit °
bezeichnet). Erhalte die Perspektivititsachse durch den Schnittpunkt der beiden
Ordner durch P und der durch N.

Konstruiere den Einschneideri © des Hyperwiirfels und erhalte als Schnittpunkte des
Hyperwiirfels mit der Hyperebene die Punkte Ag, A7, As, Ag, Ajp und Ayj.
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6)

7)

Als Schnittkorper entsteht ein Oktaeder mit den Raumdiagonalen [A¢Ag], [A7A9] und
[A10A11] bzw. den jeweils in Seitenflichen des Hyperwiirfels gelegenen Kanten
[AgA7], [AgAol, [AgAiol, [AgA11l, [AsA7], [AsAol, [AsAiol, [AsAr1l, [A7A10], [A10Aol],
[A9Aji] und [Aj;A7] (siehe Mllustrationsfigur in axonometrischer Ansicht,
Hyperwiirfel blau, Oktaeder rot, Abb. 7.5).

Die Raumdiagonale verbindet die Punkte A;=(0,0,0,0) und A6=(1,1,1,1), ihr
Richtungsvektor lautet daher (1,1,1,1) und ihr Halbierungspunkt P hat die
Koordinaten P=(Y2,Y2,%2,V2).

Die auf n totalorthogonale Hyperebene ldsst sich daher anschreiben als I': x + y +z + t
=2.

Die Punkte A¢=(1,1,0,0), A7=(0,1,1,0), Ag=(0,0,1,1), Ag=(1,0,0,1), A10=(1,0,1,0) und
A11=(0,1,0,1) erfiillen diese Gleichung und sind die Eckpunkte des Schnittoktaeders.

Abb. 7.5 Tllustrationsfigur in axonometrischer Ansicht (gescannte Handzeichnung)
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8. Hilfen zur Visualisierung

Prinzipiell gibt es zwei Arten von Projektionen, die bei der Abbildung von
dreidimensionalen Objekten auf die Ebene Anwendung finden, ndmlich die Zentral- und die
Parallelprojektion. Bei der Parallelprojektion werden einfach alle drei Raumrichtungen in die
Ebene abgebildet. Ein Hexaeder zum Beispiel wird meist als Quadrat, iiber das ein zweites
Quadrat leicht nach oben rechts versetzt ist, und bei dem korrespondierende Ecken
miteinander verbunden sind, gezeichnet. In dieser Darstellung lernen Schulkinder auch oft
das erste perspektivische Zeichnen von z.B. Hausern.

Auf die gleiche Art und Weise kann man auch vierdimensionale Objekte, wie zum
Beispiel den Hyperwiirfel aus Kapitel 3 darstellen, wobei sogar die Zusammenhinge
innerhalb des Objekts erhalten bleiben. Bei nicht ausschlieBlich rechtwinkeligen Polychora
wird die Sache schon etwas schwieriger. Man bedient sich dort also lieber der
Zentralprojektion, also der Darstellung durch ein Schlegel-Diagramm, wie es in Kapitel 3
vorgestellt wurde. Auch sie ist aber genau genommen nicht nur eine Zentralprojektion,
sondern die Hintereinanderausfithrung einer Zentral- und einer Parallelprojektion. Bei dieser
Darstellung von vierdimensionalen Objekten tut sich unser an das Dreidimensionale
gewohnte Auge jedenfalls leichter, denn die drei ,,normalen‘ Richtungen bleiben erhalten
und die vierte hinzukommende wird zu ,,aulen® - ,,innen*.

Aber auch hier taucht bei komplexeren Gebilden schnell das Problem auf, dass durch
die zusitzliche Projektion in die Bildebene Informationen verloren gehen und man sich nicht
mehr gut orientieren kann. Es empfiehlt sich, hier die Hilfe von Computer-Programmen in
Anspruch zu nehmen, mit denen solche Objekte bewegt dargestellt werden, um sie
dreidimensional begreiflicher zu machen.

Hier einige Links zu solchen Seiten:
e http://www.ginko.de/user/kremer/karsten/d/proj-3d.htm
® http://www.uni-
math.gwdg.de/bgr/animationen/wuerfel/rotierenderWuerfel.html
e http://members.aol.com/imtsgibbs/draw4d.htm
e http://eusebeia.dyndns.org/4d/vis/vis.html

Im Zuge von Gesprichen mit Arbeitskollegen und Freunden zum Thema
vierdimensionale Korper hat sich herausgestellt, dass viele Personen, die wenig Kontakt zu
geometrischen Inhalten haben oder durch eine bestimmte Berufswahl eine Schullaufbahn
ohne Darstellender Geometrie gewihlt haben, sich trotz dreidimensionaler Bilder
vierdimensionaler Objekte diese nur schwer bis gar nicht vorstellen konnen. Deshalb wird
hier noch einmal anschaulich versucht, mittels Bildern einen Hyperwiirfel rotieren zu lassen.
Damit wird besser visualisiert, weshalb seine Seitenrdume im Schlegel-Diagramm so
aussehen und warum sie so angeordnet sind.

Vorweg eine kurze Bemerkung zu Drehungen im vierdimensionalen Raum: In einer
Ebene sucht man sich einen Punkt aus und kann dann um diesen Punkt nach links oder nach
rechts drehen. Im Dreidimensionalen legt man zuerst eine Rotationsachse fest und kann dann
wieder in zwei verschiedene Richtungen drehen. Im vierdimensionalen Raum muss man eine
Ebene auswihlen, um die man dann in zwei Richtungen drehen kann.
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Die unten dargestellte Sequenz von Bildern zeigt einen dreidimensionalen Wiirfel,
dessen eine Seitenfldche rot ist. Diese rote Fliche ist die kleinste, weil sie vom Betrachter am
weitesten entfernt ist. Wihrend der Drehung wird diese rote Seitenfldche zum Trapezoid und
liegt zum Schluss auf der linken Seite.

Abb. 8.1 Rotation eines Wiirfels

Wenn man nun den Hyperwiirfel betrachtet und, statt der hintersten Seitenfliche beim
Wiirfel, den roten Seitenraum (der am kleinsten ist, weil er im vierdimensionalen Raum am
weitesten vom Betrachter entfernt ist), so wird dieser Seitenraum bei der 4D-Drehung genau
so verzerrt und hat am Ende die gestalt eines Pyramidenstumpfes.

7 ’ 1

Abb. 8.2 Rotation eines Hyperwiirfels

(e

Abschlieend mochte ich bemerken, dass ich die Behandlung vierdimensionaler
Polytope im Schulunterricht durchaus fiir moglich halte und hoffe, mit dieser Arbeit eine
Anregung dafiir gegeben zu haben.

Wien, im April 2007 Mario Holzbauer
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