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Kapitel 1

Einleitung

Die Idee von Faktormodellen ist ziemlich simpel. Das Ziel ist es, hochdimensionale
Prozesse durch wesentlich niedrigdimensionalere zu erklidren. Das heif3t, man geht da-
von aus, dass die vielen verschiedenen Komponenten des beobachteten Prozesses von
wenigen gemeisamen Komponenten, die Faktoren genannt werden, getrieben werden.
Beispielsweise konnte man in den beobachtbaren Prozess sdmtliche volkswirtschaftli-
chen KenngroBen verschiedener Staaten stecken, von denen man aus markodkonomi-
scher Sicht erwarten kann, dass sie gemeinsamen Trends und Schwingungen folgen.
Der ,,Rest”, also der Fehler, der nicht durch die gemeinsamen Faktoren erklért wird,
kann als ldnder- sektor- regionalspezifische Abweichung interpretiert werden.

Ebenso konnen finanzwirtschaftliche Daten einem Faktormodell folgen. Seien etwa
die Komponenten des hochdimensionalen Prozesses simtliche Assets eines Index, so
liegt die Vermutung nahe, dass samtliche Assets, manche mehr, manche weniger, ei-
nem Markttrend folgen, welcher als Faktor interpretiert wird. Die Fehler wéren dann
die spezifischen Abweichungen der Assets, bedingt durch Schocks, Spekulationen etc.

Klarerweise gibt es nicht ,,DAS” Faktormodell schlechthin, sondern man muss auf
die Gegebenheiten Riicksicht nehmen.

So kann man zum einen zwischen statischen und dynamischen Faktormodellen unter-
scheiden. Ein dynamischer Ansatz entspricht vielleicht des Ofteren eher der Realitiit,
doch stellt sich immer die Frage, wielange die Vergangenheit auf jetzige und zukiinfti-
ge Werte Einfluss hat und dementsprechend beriicksichtig wird. Unter entsprechenden
Annahmen kann man ein dynamisches Modell auch in ein statisches umschreiben,
womit man die Vorteile beider Ansétze (Dynamik ist realistisch, Statik vereinfacht die
Theorie und den Rechenaufwand) miteinander verbindet.

Zum anderen ist die Frage der Struktur der Fehler von wesentlicher Bedeutung. Geht
man davon aus, dass die Fehler untereinander unabhéngig sind, oder erlaubt man ihnen



gewisse Abhingigkeiten?

Verallgemeinerte dynamische Faktormodelle gehen wie im Namen bereits erwihnt von
einem dynamischen Ansatz aus. Dynamische Faktormodelle mit unabhéngigen Feh-
lern werden auch als Frisch-Modelle! bezeichnet, und sind bereits viel diskutiert wor-
den, da es den Ansatz bereits seit langem gibt. Die Charakteristik der Frisch-Modelle,
die Unabhingigkeit der Fehler, hat jedoch einen schalen Beigeschmack, da vor al-
lem in makrookonomischen und finanzwirtschaftlichen Modellen die Unabhéngigkeit
nicht wirklich gewéhrleistet werden kann, viel mehr die Korrelation so gut wie nicht
wegzudenken ist.

Das verallgemeinerte dynamische Faktormodell wird somit durch das Fallenlassen der
Unabhingigkeitsannahme der Fehler charakterisiert.

Im weiteren Verlauf des ersten Kapitels mochte ich die Aquivalenz der Faktormodelle
zu den allgemein gehaltenen Fehler-in-den-Variablen Modellen aufzeigen.

Das zweite Kapitel beinhaltet grundlegende Definitionen und Sitze aus der linearen
Algebra und der Zeitreihenanalyse, welche aber nur als Resultate priasentiert werden.

In Kapitel 3 prisentiere ich die Resultate von Chamberlain und Rothschild aus dem
Jahr 1983, welche bereits damals Bedingungen formuliert haben, um die Pridsenz eines
Faktormodells gewihrleisten zu konnen. Das von ihnen beschriebene Modell erlaubte
bereits Abhingigkeiten der Fehler im Querschnitt, auf zeitliche Abhéingigkeiten wurde
aber nicht eingegangen.

Kapitel 4 stellt zwei Methoden, von Forni, Hallin, Lippi und Reichlin sowie von Stock
und Watson, zur konsistenten Schitzung des Faktorraumes und anschlieBenden Pro-
gnose des verallgemeinerten Faktormodells, vor.

Um die beiden Methoden vergleichen zu konnen, werden in Kapitel 5 abschlieend
die Ergebnisse einer Monte Carlo Simulation prisentiert.

Isiehe [13] oder [18]



1.1 Fehler-in-den-Variablen Modelle

Das Konzept von linearen dynamischen Fehler-in-den-Variablen Modellen (im Fol-
genden FiV-Modelle genannt) sieht folgender Mallen aus:

Der wahre aber nicht beobachtbare, n-dimensionale Prozess y unterliegt gewissen Re-
striktionen:

wz)xt=0 (1.1)

wobei z den Backshiftoperator darstellt und fiir die Relationsfunktion w(z) Folgendes
gilt:

[e.@] o0
w(z) = Z w2y w; € R™™ Z l|lw;|| < o0 (1.2)
p— j=—o0
und || - || eine beliebige Matrizennorm auf R™*" ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass die Zeilen von w li-
near unabhingig sind und m < n ist. Desweiteren mochte ich mich auf den Fall, dass
w(z) rational ist beschréinken.

Der tatsdchlich beobachtbare Prozess x; setzt sich dann aus den latenten Variablen
x: und den Messfehlern €; zusammen:

Ty = Xt + &t (1.3)

wobei folgende Annahmen gelten:

a.l z;, ¢ und ¢; sind (schwach) stationidre Prozesse mit absolut aufsummierbaren
Kovarianzfunktionen und spektralen Dichten ¥ (), ¥XX(A) und ¥°(\)

a.2 EXt:]EcEtIO
a3 Ey;e,=0,Vs,t €7Z
ad L°(A\) >0

a.1 ermoglicht erst die Verwendung sdmtlicher Sétze der Spektraltheorie stationirer
Prozesse.
a.2 ist keine Einschrinkung, sondern lediglich eine Festlegung auf zentrierte Prozesse.
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a.3 hingegen ist existenziell wichtig fiir die Theorie der FiV-Modelle (nicht nur hier),
da ohne diese Orthogonalitit eine sinnvolle Zerlegung in einen latenten und einen Feh-
lerterm kaum moglich ist. Zum Beispiel wiirde jede singuldre Matrix V' € R™*" fol-
gende Aufteilung ermoglichen: z; = V x;+(1—V') x; mit latentem Teil y = V x;, wel-
cher mit einer Relationsfunktion w (z.b. Orthogonalkomplement von V) (1.1) erfiillt.
a.4 ist keine einschneidende Einschrinkung.

Eine Konsequenz von a.3 ist, dass die Kovarianzfunktion von z; als Summe der Kova-
rianzfunktionen von x; und ¢; geschrieben werden kann:

[ =FE z5x) 2
=E (Xt4s + rps) (Xt +60)"
=E Xt+sx; + B erpsey
=IY+17%

Natiirlich gilt dadurch auch fiir die spektrale Dichte die Aufspaltung:

T 1 §OO T —1AS
Z ()\) - % FS A
I & ,
= o= D (DX Te ™ = X0 + ()
T

Beachtet man nun noch, dass die Voraussetzung w(z)x = 0 dquivalent ist dazu, dass
w(e™)¥X(X) = 03 gilt (beide Richtungen sind einfach einzusehen), bekommt man
eine Formulierung der FiV-Modelle in spektraler Darstellung:

YE(N) = XX(A) + 2°(N)

0 = w(e ™)8X(\) (1.4)
2 * bedeutet Konjugation und Transponierung.
3 w(e~™) steht in einer Eins-zu-Eins-Beziehung mit w(z) : w(e™™) = 3 wje™™; w; =
j=—o00

5= [ w(em™)eMdA; w(e™™) muss vollen Zeilenrang haben.



1.2 Faktormodelle

Eine dquivalente Darstellungsform der FiV-Modelle sind die sogenannten Faktor-Analyse-
Modelle oder kurz Faktormodelle. Hier liegt die Annahme zu Grunde, dass der wahre
Prozess y; von einem (wesentlich) niedrigdimensionalen Faktor(-Prozess) f; erzeugt
wird, oder dquivalent dazu, im Bild einer rationalen Funktion B(z) liegt.

xi = B(2) fi (1.5)

Veranschaulichen kann man sich die Gleichwertigkeit der beiden Darstellungsformen
folgendermal3en:

w(z) hat vollen Zeilenrang m. Somit benétigt man B(z), welche im Rechtskern von
w(z) liegt, vollen Spaltenrang n-m hat und eine Darstellung besitzt

B(Z) = Z ijj,bj S Rnx(n—m)

j=—o00

mit > [|b;|| < oc.Das heifit, dass B(z) keine Pole am Einheitskreis |z| = 1 besitzt,
j=—00

dies dadurch auch fiir B(z)* gilt, und somit f; = B(z)*x; definiert werden kann.

So ein B(z)* existiert:

Betrachtet man w(z) als Matrix iiber dem Korper der rationalen Funktionen, so kann
man n-m linear unabhingige Vektoren finden damit ( g <(ZZ))*) vollen Rang n hat.
Durch das Gram-Schmidt-Verfahren kann man nun B(z)* dermaflen umformen, so-
dass B(z) tatsdchlich im Recktskern von w(z) liegt. Falls nun ein Element b;;(z) der
Matrix B(z) einen k-fachen Pol bei z; auf dem Einheitskreis besitzt, kann man die ent-
sprechende Spalte von B(z) mit (z — zz)k multiplizieren, womit die neue Matrix B(z)
keinen Pol am Einheitskreis besitzt und dennoch im Rechtskern von w(z) liegt.

Somit gilt

w(z)

= Be) (50) v= e ) () =86 fi-x

Die Orthogonalitdt von y; auf ¢; wird durch B(z) auf f; iibertragen (und anschlieSend
natiirlich wieder zuriick), wodurch die Orthogonalitit von x; auf ¢; bestehen bleibt,

“B(z) wird auch als Transferfunktion bezeichnet.
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und dadurch die Annahmen a.l - a.4 noch immer erfiillt sind. Das dquivalente Analo-
gon zu (1.4) lautet somit:

YE(N) = ZX(N) 4+ 2¢(N)
YX(\) = B(e7™S/ (N B(e™™)* (1.6)

Es ist wert daraufhinzuweisen, dass ohne Beschriankung der Allgemeinheit f; als White-
Noise angenommen werden kann, da fiir rationale spektrale Dichten ¥X(\) immer eine
Darstellungsform XX(\) = B(e~**)I B(e~*)* moglich ist, und dadurch der Faktorpro-
zess f; eine Kovarianzmatrix 27/ der Grofe (n — m) x (n — m) besitzt.

Der entscheidende Punkt der Faktormodelle (oder FiV-Modelle) ist nun, die Anzahl
der Moglichkeiten fiir B(z) (bzw. w(z)) so klein wie moglich zu halten. Dazu benétigt
es jedoch weitere, teils sehr restriktive Bedingungen an die Fehlerstruktur des Modells.

1.2.1 Klassische Faktormodelle

Bei klassischen Faktormodellen verfolgt man den Ansatz, dass die Fehler zu jedem
Zeitpunkt unkorreliert sind. Das ist gleichbedeutend dazu, dass das Fehlerspektrum
Diagonalgestalt hat.

Spezielles Interesse gilt hier dem Frisch-Korang einer Matrix mc(2.*), welcher der
maximale Korang aller unter ¥* moglichen spektralen Dichten ¥X ist. 3 In anderen
Worten entspricht (n-mc(22*)) der Anzahl der Faktoren, mit denen die diagonale Feh-
lerstruktur noch erhalten bleibt. ©

Da die Annahme der unkorrelierten Fehler jedoch fiir viele Anwendungen nicht ange-
messen ist (z.b. in makrookonometrischen Anwendungen), wird diese immer hiufiger
fallengelassen und eine andere Vorangehensweise bevorzugt:

1.2.2 Verallgemeinerte Faktormodelle

lassen Abhingigkeiten der Fehler sowohl im Querschnitt als auch iiber die Zeit zu.
Diese Zusammenhédnge miissen jedoch exakt prizisiert werden, um eine Identifikation
in einen latenten und einen Fehlerterm zu gewihrleisten.

SEs muss fiir jede Frequenz ) gelten, deswegen steht auch ¥ statt 7 ()).
5Zur Erinnerung: die Anzahl der Faktoren war stets (n-m), d.h. mc(X%) ist der Rang der Matrix w(z);
w(eM)EX(N) = 0.



Natiirlich liegt auch hier das Hauptaugenmerk auf der Bestimmung der Anzahl der
Faktoren, doch anders als bei klassischen Faktormodellen sucht man nicht nach der
minimalen Anzahl, um ein diagonales Fehlerspektrum zu haben, sondern man mochte
die GroBenordnung der Fehler moglichst klein im Verhiltnis zu den latenten Variablen
halten. Dies geschieht meistens mit Hilfe der Varianz-Kovarianz-Matrix der Fehler,
zum Beispiel durch die Bedingung der Beschrinktheit ihrer Eigenwerte. Das heil3t, die
Varianz der Linearkombination des Fehlerprozesses ist stets wesentlich kleiner als die
des latenten, sie soll sogar durch die unbeschrinkte Hinzunahme neuer Assets in den
beobachtbaren Prozess z; weggemittelt werden.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Matrizen

2.1.1 Eigenwerte und - vektoren

Definition 2.1.1. Ein Skalar \; € K heifit Eigenwert einer Matrix A € K™*", falls er
die Bedingung

<~ ElZCZ < K™ (A — )\Z]n)l'l =0
erfiillt. x; ist der i-te Eigenvektor der Matrix A.

Lemma 2.1.2. Sei B € K™ positiv semi-definit, dann gilt

x'Bx

x'x

)\n S S )\17

wobei \\ der grofite und )\, der kleinste Eigenwert von B sind.

2.1.2 Verallgemeinerte Eigenwerte und -vektoren

Definition 2.1.3. Zu zwei Matrizen A und B € K™*", mit B reguldr, heifsen die Skalare
A € K, fiir die
|[A—AB| =0

gilt, die verallgemeinerten Eigenwerte von (A,B).

Satz 2.1.4. Seien zwei Matrizen A und B € R"*", mit A positiv semi-definit und B
positiv definit gegeben, dann existiert eine reguldre Matrix F, sodass



M O - 0

Fap=|0

F'BF =1
mit \; > Ajpq > 0.
Bemerkungl Fiir jedes \; existiert ein Vektor x;, sodass
(A= \B)x; =0

und

gelten. Sind weiters alle Eigenwerte verschieden, dann gilt 2’ Ar; = 0 und 2, Br; =
0,Vi # j,und F ist dann (xq, ..., z,,). Tritt ein Eigenwert mit Hiufigkeit m auf, kann
man m beliebige, unabhingige Vektoren des zugehorigen Eigenraumes verwenden.

Bemerkung2 A enthilt simtliche verallgemeinerten Eigenwerte vom Matrizenpaar
(A,B), da

0 = det(F'AF) — Adet(F'BF)
— det(F'(A — AB)F)
= det(F") det(A — AB) det(F')
= ldet(A — \B)

Korollar 2.1.5. Seien A, B € K™ " mit A positiv semi-definit und B positiv definit,
dann gilt

' Ax
r'Bx
wobei )\ der grifsite und )\, der kleinste verallgemeinerte Eigenwert von (A,B) sind.

A <

S >\17

'Da det(F) # 0 ist.



2.1.3 Matrizenklassen

Definition 2.1.6. (Ahnlichkeit) Eine Matrix A € K™ heif3t dhnlich zu einer Matrix
B € K™", falls eine regulire Matrix P existiert, sodass

B=P'AP
gilt.

Definition 2.1.7. (w-orthogonale Matrizen) Eine regulire Matrix A € K™ " heifit
w-orthogonal, falls ihre Inverse

A7 = w(AY
erfiillt (w sei ein Automorphismus tiber dem Korper K).

Fiir w = I nennt man solche Matrizen schlicht orthogonal, und fiir K = C, w = (7)
werden solche Matrizen als unitéar bezeichnet.

Definition 2.1.8. Eine Matrix A € K™*" heifit w-orthogonal-dhnlich zu einer Matrix
B € K™, falls eine w-orthogonale Matrix P existiert, sodass

B =P 'AP = w(P) AP

gilt.

2.1.4 Normale Matrizen

Definition 2.1.9. Eine Matrix A € K™*" heifit w-normal, wenn die Bedingung
w(A) A= Aw(A), w e Aut(K)

erfiillt ist.

Fir K = R,und w = I bzw. K = C, und w = () spricht man von einer normalen
bzw. konjugiert-normalen Matrix.

Folgende Matrizen-Klassen sind Beispiele (konjugiert-)normaler Matrizen:

e unitdre Matrizen, fiir die laut Definition 2.1.7 Folgendes gilt:

A"A = AA" =1,
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e symmetrische bzw. hermitesche Matrizen, fiir die laut Definition 2.1.10 Folgen-
des gilt:
A*A=AA = AA"

e schiefsymmetrische bzw. schiefhermitesche Matrizen, fiir die laut Definition
2.1.10 Folgendes gilt:

AA=(~A)A = A(-A) = AA*

Definition 2.1.10. Eine Matrix A € K™ " heifit w-symmetrisch bzw. w-schiefsymmetrisch,
falls

A=w(A") bzw. A = —w(A")
gilt.

Fir K = R,und w = [ bzw. K = C, und w = (') spricht man von einer symmetri-
schen / schiefsymmetrischen bzw. hermiteschen / schiethermiteschen Matrix.

In weiterer Folge wird X' = C, und w = () angenommen. Desweiteren sollen auch
konjugiert-normale Matrizen als normale Matrizen bezeichnet werden.

Satz 2.1.11. (Spektralsatz normaler Matrizen) Eine Matrix A € C"*" ist genau dann
normal, falls es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A gibt. Das heif3t, dass
A unitdr-dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist:

A=U'DU, U ... unitir, D ... diagonal

Fiir reelle Matrizen gilt die etwas abgeschdchtere Form:

Eine Matrix B € R™ " ist genau dann normal, falls sie orthogonal-dhnlich zu ei-
ner Jordan-Normalform ist, welche aus einer Diagonalmatrix und aus reellen 2 x 2
Jordan-Matrizen aufgebaut ist. Das heifit,

B =0"JO, O ... orthogonal, J ... reell erweiterte Diagonalform.

Fiir hermitesche bzw. symmetrische Matrizen gilt sogar:

Satz 2.1.12. (Spektralsatz hermitescher Matrizen) Eine Matrix A € C"*" ist genau
dann hermitesch bzw. schiefhermitesch, falls sie unitdr-dhnlich zu einer Diagonalma-
trix mit rein reellen bzw. imagindren Eintrdiigen ist:

A=U'DU, U... unitiir, D ... diagonal, rein reell bzw. imagindir

11



Satz 2.1.13. (Spektralsatz symmetrischer Matrizen) Eine Matrix B € R™*" ist genau
dann symmetrisch , falls sie orthogonal-dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist:

B =0'DO, O ... orthogonal, D ... diagonal, reell

Es ist zu beachten, dass die Eigenwerte (welche immer in den Diagonal-Matrizen ste-
hen) der jeweiligen Matrizen keinesfalls unterschiedlich sein miissen.

2.1.5 Halbordnung von Matrizen

Die Ordnung von Matrizen ist alles andere als trivial und benétigt folglich eine Ein-
schriankung der Menge der zu vergleichenden Matrizen. Die folgende Halbordnung
ist jedoch recht hilfreich, da in den nachkommenden Sétzen gerade die Ordnung von
hermiteschen Matrizen erforderlich ist.

Definition 2.1.14. Seien A,B zwei hermitesche Matrizen, dann sagen wir, dass A > B
ist, wenn A - B positiv semi-definit (A - B > 0) ist.

Die Ordnungsrelation A — B > 0 ist reflexiv (A > A), transitiv (A > BA B >
C = A > () und antisymmetrisch (A > BA B > A = A = B) und somit eine
Halbordnung. Sie ist jedoch keine Totalordnung, da hierfiir fiir 2 beliebige hermitesche
Matrizen A, B stets entweder A > B oder B > A gelten miisste, und dies das einfache
Beispiel wiederlegt:

() (1)
cn-(C3) ()
(1,1)(A— B)(1,1) = —2 (1,0)(B — A)(1,0) = -3

Die obige Relation impliziert auch folgende Beziehungen:

det(A) > det(B),
sp(A) > sp(B) und
pi(A) > pi(A)

Die letzte Beziehung ist Teil des Resultates des folgenden Satzes.

12



Satz 2.1.15. Seien Hi, Hy € C"*" hermitesche Matrizen, fiir die H; > H, gilt. Wei-
ters seien ¥ > ... > ¥ k = 1,2 die Eigenwerte der Matrizen H,, H, und der Rang
der Matrix (H, — Hs) gleich r, dann gilt

I pl > p2firi=1,..,nund
20 pt, <pdfiri=1,..,n—r
Beweis (Satz 2.1.15) siehe [15] Seite 301, Theorem 1

Lemma 2.1.16. Sei A € RY! eine n-Bandmatrix

a, as ... a, 0 ... 0

a; a; as ... a, O 0

as ay a; as ... a, 0 ... 0
A= p ... a ... a, O

0 a, ... a ... Qp

0o ... 0 a, ... a2 m

so ist ihr grifiter Eigenwert beschrdinkt durch ay +2 ) |a;|.
j=2

Beweis (Lemma 2.1.16)
Sei x € R* mit ||«|| = 1 und n der Einfachheit halber 2. So gilt

o' Ar = 2/ (a1 Ly + ap ;M + ax Y1 = a10'z + ap (oI e + 2/ I 2) < ag + 2)ay).

Wobei I; " Einser in der ersten unteren Nebendiagonalen und sonst iiberall Nuller hat.
O

2.2 Konvergenzaussagen

Definition 2.2.1. Sei (x|t € N) eine Folge von Zufallsvariablen. Dann konvergiert
(x|t € N) im quadratischen Mittel gegen x,, wenn
Exyzy < 0o

lim E(z; — 20)" (2 — x9) =0

t—o00

(zo = Li.my—ocy)
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Definition 2.2.2. Sei (x|t € N) eine Folge von Zufallsvariablen. Dann konvergiert
(24|t € N) in Wahrscheinlichkeit gegen xo wenn fiir jedes ¢ > 0

tlim P(|lxy —xo| > €) =0

gilt. (g = plimy—ooy)

Lemma 2.2.3. (Slutzky) Sei (2|t € N) eine Folge von n-dimensionalen Zufallsvekto-
ren mit plim;_...x; = xo, und g eine reelle, in x stetige Funktion g : R" — R, dann
gilt

plimi—ocg(@i) = g(plinmy—xi) = g(x0)

2.3 Schitzer fiir Varianz-Kovarianz Matrizen bzw. spek-
trale Dichten

Lemma 2.3.1. Sei x; ein n-dimensionaler stochastischer Prozess mit der Darstellung

[e.9]

Tt = E Cjzt—j

j=—00

o
mit Y |c;(i, k)| < oo fiir alle i,k = 1,...,n, und z; ist ein linear unabhéiingiger White-
j=—00
Noise Prozess mit endlichen vierten Momenten, dann ist

1 T—h

T, = T > (@ien — 2r)(w — Tr)", fiirh >0 2.1)

t=1

bzw. ) X

T
mit Ty = 7 Y x, ein konsistenter Schitzer fiir die Varianz-Kovarianz Matrix T, =
=1
/
E(ziipz}).

Definition 2.3.2.

T 2

§ xte_Ztaj

t=1

1(0,)" = 1/(27T)
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heif3t Periodogramm des n-dimensionalen Zufallsvektors x; und ist auf den Fourier-

frequenzen 0; = %j:o r_, der Beobachtungen [1, ..., x7] definiert. Eine andere

Darstellungsmaoglich ist folgende:

1
I(0 T __ _— T —i6;h
( .7) 271— Z
=—(T-1)
fiir Fourierfrequenzen 0; = %jzl . wobei [, der Schiitzer der Varianz-Kovarianz

Matrizen aus (Lemma 2.3.1) ist, und
1(0)" = 1/Tzr7)y
fiir die Frequenz 0.

Bemerkung Das Periodogramm ist die intuitive Schétzung der spektralen Dichte (6),
da () = 5= >0 The ™" gilt, falls die spektrale Dichte existiert. Das Peri-
odogramm ist auch asymptotisch erwartungstreu, doch die Konsistenz der Folge von
Schitzfunktionen (I(6)7)rey fiir X(0) kann nicht gewihrleistet werden. Somit defi-
niert man folgende Schitzer der spektralen Dichte:

Lemma 2.3.3. Sei x; eine n-dimensionaler stochastischer Prozess mit der Darstellung

00
Ty = E CjZ—j

j=—o00

mit Z lc; (i, k)||j|* < oo fiir alle ik = 1,...,n, 2 ein linear unabhiingiger White-
j=—00
Noise Prozess mit endlichen vierten Momenten (genauer ,cumulants“?), und 0; = 27

T
die Fourierfrequenzen der Beobachtungen |x1, ..., vr), dann ist

7rT 27t 27t T
== 2:: (6 — —> I <T> (2.2)

mit

Definition aus [4] Kap. 2.6
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ein konsistenter Schiitzer der spektralen Dichte (), wobei I (%)T das Periodo-

gramm aus Definition(2.3.2) ist, 0 < By — 0 und BpT — oo fiir T — oo gelten
muss und W («) eine Gewichtsfunktion mit beschrcnkter Variation , welche

W(a) =W(-a),
/00 W(a)da =1,

/ W (a)|da < oo
erfiillt

Ebenso ein konsistenter, jedoch fiir die Implemtierung ofters praktischerer Schétzer
der spektralen Dichte liefert das nichste Lemma.

Lemma 2.3.4. Sei x, eine n-dimensionaler stochastischer Prozess mit der Darstellung

00
Ty = E Cjzi—j

j=—o00

mit Y. |c;(i,k)|[j]* < oo fiir alle i,k = I,...,n, z ein linear unabhéngiger White-

j=—00

Noise Prozess mit endlichen vierten Momenten (genauer cumulants?), und 0; = 2%
die Fourierfrequenzen der Beobachtungen |x1, ..., x|, dann ist
1 &
3 _ = —17\T" _—ifh
2(0) = o EA:J w(M; h)Dpe (2.3)
=—Mr

ein konsistenter Schditzer der spektralen Dichte ¥.(0), falls My > 0, My — oo und
% — 0 fiir ' — oo gilt, [, ein konsistenter Schiitzer der Varianz-Kovarianz Matrix
(z.B. (2.1)) ist und w eine stiickweise stetige, differenzierbare Funktion deren ersten
drei Ableitungen beschrdnkt sind, mit

w(z) = w(==),
lw(z)| <1 und

w(x) =0, fiir |z| > 1

3Definition aus [4] Kap. 2.6
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ist.

Bemerkung Spezielles Augenmerk in (2.2) bzw. (2.3) gilt der Wahl von My bzw. By
und W (a) bzw. w(z), wofiir es viele Moglichkeiten gibt, wovon ein paar beispiels-
weise in ([5], 10.4 Seite 349 ff ) besprochen werden.

2.4 Principal Components

xy sel ein n-dimensionaler stochastischer Vektor, welcher die Bedingung a.1 und
Ez;, =0

erfiillt.

So lautet das PCA-Problem

min  E(xy — A(2)x) (2 — A(2) ), 2.4
o (@ — A(2)ze) (20 — A2)) 2.4)

wobei A(z) = B(z)W(z) ist, mit B(z) = > b;z7, b; € R4, > ||bj]] < oo, und

j=—o00 j=—o00

0 ) 0
W(z) = > wizliw; € R 50 [luwyl| < oo
J=—00 J=

Dadurch besitzt x; folgende Darstellung:

rp=xt+¢&; mit x, = B(2)fi = B(z)W(2)x, (2.5)

2.4.1 PCA im statischen Fall

Der statische Fall zeichnet sich dadurch aus, dass die Zielfunktion (2.4) ihre Dynamik
verliert, sprich B(z) = B, W(z) = W und A(z) = BW gilt und die Zielfunktion dadurch
lautet:

min E(x; — Azy)'(zy — Axy). (2.6)

rk(A)<q

Die Losung dieses Problems ergibt
B =o1,...,04; W = B”,
wobei o; der i-te normalisierte Eigenvektor der Matrix I'} = E(x2}) = OAO' ist.

Ein anderer Ansatz, um Principal Components zu charakterisieren, ist der Folgende:
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Gesucht sind 3; € R",j =1, ..., ¢ mit

max Var(fjz;) = max G156

181]l=1 181]I=1
max Var(Blz,) = max BTEB;
18:1|=1,8.8;=0,j<i ( ‘ ) 18:1|=1,8.8;=0,j<i o
oder in Matrixschreibweise
max tr(B'T{B) (2.7)
B'IB=1I

mit B = [, ..., §,]. Die Losung fiir B ist die Matrix B = [o01, ..., 0].

Einen guten Uberblick iiber die Eigenschaften von Principal Components findet man
in [16].

2.4.2 PCA im dynamischen Fall

Im dynamischen Fall formt man die Zielfunktion (2.4) auf folgende Form um:

min / (= AQ)SEO (T — A A, 2.8)

rk(A(N)<q

—T

wobei man dies fiir jedes A € (—, 7] 1st.

Die Losung ist somit

wobei p;(\) den i-ten normalisierten Eigenvektor von ¥%(\) = P(A)A(AN)P(A)* mit
AN) = diag(pui(A), ooy in(N)); (X)) > ... > p, () bezeichnet.

Fiir die fouriertransformierten b; und w; gilt somit:
L[ iXj
by = — B(M\)e"™MdA,

T o )
1 4 N
w; = %/ W(\)eMdA.
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Kapitel 3

Darstellungstheorie

Bevor ich im nichsten Kapitel zwei Methoden fiir die Schitzung verallgemeinerter
Faktormodelle vorstelle, mochte ich mit diesem Kapitel die Resultate der Paper [6]
und [7] vorfiihren, in welchen die Autoren Chamberlain und Rothschild [CR] bereits
vor liber zwei Jahrzehnten hinreichende Bedingungen fiir Faktorstrukturen angefiihrt
haben. Chamberlain und Rothschild gingen aber nicht auf zeitliche Abhéngigkeiten
ein. Da aber die beiden nachfolgenden Schitzungen darauf beruhen, die dynamischen
Faktormodelle statisch zu formulieren, und iiberdies sich die Annahmen an die Struk-
turen stark dhneln, macht es durchwegs Sinn, diese Resultate zu préisentieren.

3.1 Grundlagen

x; seien Zufallsvariablen aus dem Lo(P) und sollen die zufilligen Returns von As-
sets darstellen, welche alle einen Preis von 1 haben. Der stochastische Vektor x,, =
(21, ..., z,) reprasentiert also die Returns von n Assets, und ein Portfolio kann somit
als p,, = o/ x,, dargestellt werden. Dariiberhinaus soll bereits

b.1 E(x,) =0

gelten. CR verlangen dies nicht a-priori, da sie in ihrem Paper speziell auf die Existenz
eines risikolosen Portfolios mit Erwartungswert ungleich O eingehen. Dies ist aber fiir
die Darstellungstheorie nicht weiter von Bedeutung, da es durch die notwendige Mit-
telung nicht mehr auftritt, und daher von mir nicht weiter besprochen wird.

P, bezeichne nun den von [z, ..., z,,| aufgespannten, linearen Unterraum des L (P),

und P = J P, die Vereinigung iiber alle n. Daraus folgt, dass P, als Abschluss eines

n=1
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linearen Unterraumes des Hilbertraumes Lo (P) mit innerem Produkt (z,y) = E(zy),
ebenfalls ein Hilbertraum ist.
Seien nun die Komponenten von x,, folgendermaBen darstellbar

zi = Binfi+ .+ Binfr + & 3.1
mit Var(e;) < E < o0, Vi, fiir die weiters gilt
b2 E(f) = 0; E(e,) =0
b.3 E(fe,) = E((f1,..., ) (€1,...,e,)) =0

b.4 suppus, <c

gilt. b.4 heifit, dass der groBte Eigenwert der Matrizen I'S = [E(e,e/) uniform be-
schrinkt ist.

Definition 3.1.1. (approximative r-Faktorstruktur) Die Folge {T',,} besitzt eine appro-
ximative r-Faktorstruktur falls eine Folge {0, 1, ..., B, }32, existiert, sodass die Dar-
stellung

r,=0C.Cl +R, (3.2)

mit C,;; = [3; j moglich ist, und {R,,} eine Folge von positiv semi-definiten Matrizen
mit
sup g1(R,) < 00 (3.3)

ist. g1(R,,) sei der grifite Eigenwert der Matrix R,,.
sup g-(I'y) = sup iy, = 00 (3.4)

Es sei erwihnt das CR (3.4) nicht in ihrer Definition enthalten haben. Da die Annahme
jedoch in weiterer Folge von zentraler Bedeutung ist, macht es durchwegs Sinn diese
bereits in die Definition einzubauen.

Das heifit die Folge {I'*} = E(x,x/,), fiir die x,, die Annahmen b.1 - b.4 erfiillt und die
Darstellung (3.1) besitzt, erfiillt die Bedingungen der Definition 3.1.1, falls man noch

b.5 sup g,(C,Cl) = 00

voraussetzt, da

I'* = E(x,x,) = B,E(ff)B/ + E(e.e,) = B,I'/ B/ +T° = C,C! +T¢

n
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1
mit C,, = B,0,AZ, Y = 0,0, stets erreicht werden kann, und ¢,.(I'?) = g, >
g-(C,CY) gilt.

Die Annahme b.4 bzw. (3.3) stellt die grofte Innovation der Paper von CR dar, da
durch sie die zentrale Annahme der klassischen Frisch-Faktormodelle (CR verweisen
speziell auf die Paper von Ross, welcher eine strikte Faktorstruktur voraussetzt), die
Unkorreliertheit der idiosynkratischen Fehler, stark abgeschwicht wird.

Das Ziel ist somit, sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen zu finden,
um eine approximative Faktorstruktur gewihrleisten zu konnen.

3.2 Faktorstruktur

Chamberlains und Rothschilds Bedingungen geht eine zentrale Annahme voraus: Es
seien beliebig viele Assets vorhanden, sprich n — oo. Dies hat zwar auf der einen
Seite den Nachteil, dass dies in der Realitét nicht erreicht werden kann, auf der ande-
ren Seite ist es ein Modell, mit dem man beliebig viele Assets beschreiben kann, und
zwar mit wesentlich geringerem Rechenaufwand als zum Beispiel multivariate ARX-
Modelle.

Mit Hilfe der Unbeschrianktheit von n formulieren Chamberlain und Rothschild fol-
genden Satz:

Satz 3.2.1. Angenommen sup i, = 00, fr11 < 00 und piso = inf p,, > 0, wobei L,
der i-t grofite Eigenwert der Matrix 1Y = E(x,x)) ist, dann
(i) folgt {T'*} einer approximativen r-Faktorstruktur, sodass
I’ =cC,.Cl + R,

gilt, mit C,, ;; = (3;;, und die Folge { R,,} besteht aus positiv semi-definiten Ma-
trizen, deren Eigenwerte uniform beschrdinkt sind durch iy fiir alle n.

(ii) A}im ComClyy = CLC) fiir alle n,
wobei die j-te Spalte von C,,) die ersten n Eintriige des j-ten Eigenvektors von
I'y, mit M > n, also ojM,u]l-]/\;, mit
F}% = (OlMa ceey OMM)diag(ulM, ceny ,UMM)(OlMa ceey OMM)/: Sll’ld
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(iii) Die approximative r-Faktorstruktur aus (i) ist eindeutig. Das heif3t, falls eine
Folge {71, ..., Vir }32, existiert, sodass

I =G,G, +W,

mit G, ;; = 7, gilt, und {W,,} eine Folge von positiven semi-definiten Matrizen
mit fiir n uniform beschrdnkten Eigenwerten ist, so folgt daraus, dass

G,G, =C,C! ,und W,, = R,
gelten muss.
Zu (1) und (ii1) muss man glaube ich nicht viel sagen. (i) ist die zentrale Erkenntnis,
niamlich, dass die Bedingungen sup ji,, = 00, pt,y+1 < oo und fio, = inf pi,,, > 0 aus-

n
reichen, um die Existenz einer approximativen Faktorstruktur zu gewihrleisten. Und

(ii1) besagt, dass die Aufspaltung der Varianz-Kovarianz-Matrix aus (i) eindeutig ist.

(i1) legt den Grundstein fiir die nachfolgenden konsistenten Schitzmethoden, da es
zeigt, dass die PCA punktweise gegen die tatsdchliche Ladungsmatrix konvergiert.

Bemerkung Bevor ich jedoch den Beweis obigen Satzes bringe, mochte ich kurz auf
die Umkehrung des Satzes eingehen. Das heift, gelten die Annahmen sup ., = 00,

frr1 < oound pe, = inf iy, > 0 falls x,, einer Faktorstruktur folgt?

e Die Aussage (i, = inf p,,,, > 0 ist offensichtlich dquivalent dazu, dass I'. re-

guldr ist fiir alle n. Da man die Regularitidt sowieso immer stillschweigend vor-
aussetzt, ist dies kein Problem.

® /i,+1 < oo folgtaus Satz(2.1.15) mit H; =1} und Hy = R,;:

fr1 < g1(Ry) = pf < ¢ < 00,

® sup i, = o0 setzt man durch (3.4) voraus.

Um Satz(3.2.1) zu beweisen, bendtigt man folgendes Lemma.
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Lemma 3.2.2. Unter den Annahmen sup ji,, = 00, 11 < 00 und jiso = inf pi,, >0
gilt:
(i) Es existiert eine Seminorm ||||* auf P, fiir die gilt: Falls

/
Pn =Xy — D,

so gilt

Jim ol = T (3 ag)"® = )"
i=1
(ii) F:={p € P|||p||* = 0} ist ein r-dimensionaler linearer Unterraum von P.
(iii) Seipy € F und p € P, dann gilt ||py + p||* = ||p||*.
(iv) Seip € F*, dann gilt Var(p)< ju,11||p||*>.

(v) Sei p|F die Projektion von p auf F und p|F, die Projektion von p auf die nor-
mierten Principal Components von x,,

p|F, = Z Cov(p, Tin)Tin mit

i=1
Tin = (0}, %) /12! * wobei (3.5)
I'? = O,diag (1, - s fon) Ol

dann gilt
lim p|F,, = p|F.

Den vollstindigen Beweis des Lemmas findet man in [6]. Ich mochte mich auf (ii)
konzentrieren, da dies die Kernaussage des Lemmas ist. Dadurch wird ndmlich gezeigt,
dass der Faktorraum tatsidchlich r-dimensional ist.

Beweis (Lemma 3.2.2(ii))

e dim(F) <r
Angenommen dim(F) > r = 3py,...,p, € F : (pj, p;) = 6;; . Weiters I{p;n} :

15ij =1 fiiri = j, 0 sonst.
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Pjn — Py, flir die gilt:

(p]nupkn> = (Oé;-an, Oé;gnxn) = a;anLO‘kn

= o, I, an + @, 15, gy, mit (3.6)

r
x / x _ 1z x
F1n - E :,anOjann und FQn - Fn - Fln‘
Jj=1
Da aber

/ T / x / x
Oéjnr2n(y1€n S ajnFZnajnaknFZnakn

< NT+1@;najn Mr+104;m04kn = MiHHPjnH*ZHPan*Q — 0

gilt, und deswegen fiir n — oo (3.6) gegen (p;, pr) konvergiert, gilt dies auch
fiir o, 7, g

Folglich muss
A'TT A, — I, konvergieren, mit A,, = (a1p, ..., Qpp)-

Dajedoch det( A, I'7,A,) = 0, wegenrk(L'],) = r, gilt, ist dies ein Widerspruch
in sich.

dim(F) >r
Seien 7, die normierten Principal Components aus (3.5), so gilt

lranll® = 105xa) /121" = llowll /i = 1/ 1131
Weiters betrachte man die Aufspaltung r;, = 71;, + 72, Mit ry;, € F. Dann gilt
fir: <r

||7“2m||2 < :uT-i-lHTQinH*Q = Mr+1||7“z'n||*2 = fhr41/ tin — 0 (3.7

Die obige Ungleichung stimmt wegen (3.2.2)(iv), und die nachfolgende Gleich-
heit folgt aus (3.2.2)(iii).

Definiert man R,, = (715, s Trn) = (P11n, s T1rn)” =+ (P21 -5 T20n)’> 8O kann
man R,R) = Ry, R}, + Ro, R}, schreiben. Da R, R = I, und Ry, R}, — 0
gilt, konvergiert Ry, R}, — I,. Daraus folgt, dass fiir jedes € ein M existiert,
sodass alle Elemente von R;, R}, bereits in einer e-Umgebung der jeweiligen
Elemente von [, sind. Wihlt man € so klein, dass Ry, R}, strikt diagonal do-
minant ist, folgt daraus deren Regularitdt und dadurch die Unabhingigkeit der
(11ns -y T17n ), Welche alle aus F sind. O
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Beweis (Satz 3.2.1) Aus Lemma(3.2.2) weill man bereits dass F r-dimensional ist.
Seien daher f1,...f, eine Orthonormalbasis von F, dann ldsst sich x; anschreiben als
die Summe der Projektionen auf F und dessen Orthogonalraum

T = x| F 4+ x| F- = Bufi + .. + Birfr + &
mit ﬁij = COU(-Tia f])

(i) Definiere C,, ;; := (;; und R, ;; := Cov(e;, €;). So gilt
o'R,a = Var(o/en) < Nr—i-l”a/enH*Q = NT—%—IHO/XHH*z = ,ur+10/0‘

die Ungleichung wegen Lemma(3.2.2)(iv) und die nédchste Gleichheit wegen Lem-
ma(3.2.2)(iii).
= g1(R,) < pr4+1 und die gewiinschte Faktorstruktur existiert.

T T
(i) z.z.. Um > BumBikm = Y. BinBik
M—o0 k—1 k=1

rechte Seite:
Cov(xs, j|F) = Cov(Y_ Bufu+ei Y Bufi) = Cov(d_ Bufi > Biuf)
k=1 =1 k=1 =1

=Y " Cov(Bufs, Y Biuf) = > Cov(Bixfu, Bixfi) = > BB
k =1 k k=1

linke Seite:
betrachte zuerst

Cov(wj, rar) = Cov(w;, OharXar/phy) = fixad Cov(x;, > Oumarting)
=1
M

= N;;]\I/I/Q Z Cov(xj, 0jpmTing) = M,;]\lf Z 0imCov(xj, zins)
i=1
~1/2 . ~1/2 1/2
MkM/ O;CM(FMZ') = :ukM/ OO Nojns = Uk§\40kM,ia

wobei ['],, die i-te Zeile von I'}; ist, und anschlieend

Cov(z;, x| Far) = Cov(z, Z Cov(xj, Tk )Tinr) = ZCOU(:L‘Z', Cov(xj, Tin)rinm)

k=1 k=1

1/2
—E Cov(x;, riar)Cov(xj, Tiar) E MkMOkMszMOkM] 5 Bike. v Bk, M-

k=1
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Da nun dank Lemma(3.2.2)(v) A}im Cov(z;, z;|Far) = Cov(z;, z;|F) gilt, ist auch

dies gezeigt.

(ii1) Da dieser Beweis noch technischer ist als der vorige, mochte ich den interessierten
Leser auf [7] verweisen. ]

Verallgemeinerte PCA

Zu guter letzt zeigen Chamberlain und Rothschild noch, dass Satz(3.2.1)(ii) ebenfalls
gilt, falls man die Linearkombinationen von X nicht wie iiblich mit dem kanonischen

inneren Produkt 7,, sucht

max tr(B'T%B),
BT, B=I

sondern stattdessen eine beliebige, positiv-definite Matrix €2,, mit ¢;(€2,) < oo und
inf ¢,,(€2,) > 0 betrachtet (verallgemeinerte PCA)

'z
phax tr(B'T; B). (3.8)

Das heif3t, asymptotisch liefern die beiden Ladungsmatrizen dasselbe.

Einer der Unterschiede der folgenden Schitzmethoden beruht auf eben dieser Tatsa-
che, dass die PCA bzw. verallgemeinerte PCA asymptotisch dasselbe liefern. Jene
Autoren, die die verallgemeinerte PCA verwenden, erhoffen sich, durch zuvorige kon-
sistente Schitzung von I'¢, welche sie als €2,, verwenden, die Effizienz der Methode zu
verbessern.

Dynamische Darstellungstheorie

Die Autoren Forni und Lippi haben in [9] die Darstellungstheorie auf dynamische
Faktormodelle erweitert.

Tyt = bh‘(Z)ult + ...+ bqi<Z>th + Eit (39)

Dadurch werden die Annahmen der Eigenwerte der Varianz-Kovarianz-Matrix auf die
der spektralen Dichte-Matrix umgeéndert.

Definition 3.2.3. (q - dynamische Faktorfolge) Sei ¢ > 0, € N. Eine Folge

{(wih crey 'Z‘nt)/vt S Z}TLGN
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heif3st g - dynamische Faktorfolge, falls ein g-dimensionaler orthonormaler White-
Noise Prozess

{(uit) ceey th>,,t - Z}

und eine Folge
{eit;t € L}ien

existieren die stationdr sind und deren spektrale Dichte existiert, sodass gilt:
(1) xir = bri(2)ure + ... + bgi(2)ug + €it, Vi € N mit b; € Lo(P),

(i) Eecpujs =0,Vs,t € Z,i € N,j=1,...,q,

(iii) A5(0) < ¢, O-fast iiberall,

(iv) AX(0) = oo, O-fast iiberall.

X5 (0) bezeichnet den i-t grifiten Eigenwert der spektralen Dichte ¥ (6).

Die Existenz einer solchen q - dynamischen Faktorfolge 1dsst sich mit folgendem Satz
festlegen.

Satz 3.2.4. Die Folge {(z,...,xn)',t € Z}pen ist eine q - dynamische Faktorfolge
dann und nur dann falls

() A7, (0) < c,O-fast iiberall
(i) A7 (0) = oo, O-fast iiberall
gelten.

Eine mogliche Schitzung dhnlich zu Satz(3.2.1) wird dann ausgiebig in [11] bespro-
chen. Da jedoch die Schitzung nur von theoretischer Natur ist, geht man einen Schritt
zuriick, indem man die Dynamik etwas einschrénkt. Das heil3t, die linearen Filter b; ;
aus (3.9) sollen zum einen nur noch kausal, zum anderen nur beschriankt in die Ver-
gangenheit reichen, und der g-dimensionale Faktorprozess soll eine VAR-Darstellung
besitzen. Somit sind die b;; Polynome und (3.9) besitzt eine statische Darstellung,
womit man sich in gewisser Weise wieder in einem statischen Fall befindet.
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Kapitel 4

Schatzung und Vorhersage des
verallgemeinerten dynamischen
Faktormodells

In diesem Kapitel, stelle ich zwei Methoden vor, die unter geeigneten Annahmen ei-
ne konsistente Schitzung des latenten Prozesses ermdglichen. Eine wichtige Annah-
me ist hier, dass sowohl der Zeithorizont als auch die Dimension des beobachtbaren
Prozesses unbeschrinkt sind. Das heifit, man verwendet die vorhandene Beobachtung
des n-dimensionalen Prozesses x; : X = (zj)i=1,.n1—1,.r und zeigt, dass unter der
Annahme, dass lim (n,7") = (00, 00), ohne dass die Wachstumsraten in einer be-

n,T'— o0

stimmten Relation zueinander stehen, die propagierten Schitzer konsistent sind.

Weiters wird in Folge angenommen, dass die Lag-Polynome des Faktorprozesses be-
schrinkte Ordnung haben,und der Faktorprozess eine VAR-Darstellung besitzt. Das
hat den Vorteil, dass das Modell auch statisch formuliert werden kann. Durch die
Festlegung auf Polynome gewdhrleistet man ebenso die Unabhingigkeit von zukiinf-
tigen Werten des Faktorprozesses, man mochte ja schluBendlich auch prognostizieren
konnen, wobei Abhéngigkeiten von der Zukunft naturgeméf fehl am Platz wiiren.
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4.1 Die Methode von Forni, Hallin, Lippi und Reichlin

Die erste Methode, das bereits mehrfach angesprochene verallgemeinerte, dynamische
Faktormodell, konsistent zu schétzen, ist jene der Autoren Forni, Hallin, Lippi und
Reichlin [FHLR].

Forni, Hallin, Lippi und Reichlin haben bereits in ithrem Paper [11] (The generalized
factor model: identification and estimation) eine konsistente Schitzung vorgeschlagen,
und diese, auf Grund praktischer Probleme bei der Prognosenberechnung durch ihr Pa-
per [12] (The generalized dynamic factor model: one-sided estimation and forecasting)
verbessert.

In diesem Abschnitt werde ich die Annahmen und Lemmata des Papers [12] durch-
gehen und die zur Konsistenz notwendigen Beweise im Appendix nachbringen.

Die FHLR-Methode schitzt den von den Faktoren aufgespannten Raum (Faktorraum)
in zwei Stufen.

Zuerst werden die spektralen Dichten ¥ (\), ¥X(\) und X¢(\) (fiir n fest) konsistent
geschitzt, beginnend mit dem Schitzer fiir X7 (\) mit (2.3) und endend damit, dass
die Aufspaltung 3%()\) = 2X(\) 4+ 2¢(\) konsistente Schitzer fiir X(\) und £5(\)
liefert.

Anschliefend werden die durch diese Zerlegung implizit bestimmten Schitzer der
Varianz - Kovarianzfunktionen berechnet, und schlussendlich der Faktorraum so be-
stimmt, dass die Varianzen der Linearkombinationen des Fehlerprozesses moglichst
klein werden, besser gesagt, fiir n — oo verschwinden.

4.1.1 Das Modell

Um die Konsistenz der obigen Schitzungen gewihrleisten zu konnen, benétigt man
folgende Annahmen:

Al X st eine Beobachtung des reellen, stationédren Prozesses
{z; = (14, ..., Tnt)'; t € L}nen, welcher Erwartungswert O und endliche zweite
Momente I'y, = Ex,4 42} besitzt.

A2 Fir alle n € N kann der Prozess z, folgendermallen dargestellt werden: z;, =
3 cjwi—j, mit wy = (Wig, .oy Wiy)'; awy # 0, Ya # 0 € RM™™; w, ist White-
5=0

Noise mit endlichen vierten Momenten, und fiir die ¢; = (ci;)ik=1,.n gilt

o0
S lleinslliz < 00, Vi, j,n € N.
7=0
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Die Existenz von absolut summierbaren Kovarianzfunktionen und daraus resultieren-
den spektralen Dichten gewihrleistet A2!. A2 mag in dieser Hinsicht iibertrieben er-
scheinen, doch durch diese Bedingung folgt auch die Konsistenz des spiter verwende-
ten Schitzers der spektralen Dichte.

Weiters soll fiir den latenten Teil

Xit = bi1(2) fir + .. + big(2) fr 4.1)

gelten, wodurch das Modell die gewohnte Form bekommt:

xy =Xt + &= B(2) fi + e (4.2)

wobei f; eine vektorautoregressive Darstellungsform besitzt:
fi i A2) fi = w

und folgende weitere Annahmen an den Faktorprozess f; gelegt werden:

B1 (a) Die Lagpolynome (b;;(z));=1, 4 aus (4.1) sollen Ordnung s haben. Das
heifit, dass B(z) = By + ... + B,z® eine Polynommatrix mit By # 0 —
Matrix ist.

(b) A(z2) = Ag+ ... + Agz” soll eine Polynommatrix der Ordnung S < s sein,
wobei wieder Ag # 0 — Matriz gelten soll.

(c) det(A(z)) #0, Vz € Cmit 2| < 1.

B2 w; = (uyy, ..., uq) sei ein orthonormaler White-Noise Prozess, welcher orthogo-
nal zum Fehlerprozess ¢; ist.

B1(a) ist eine Einschrinkung auf die Darstellungsform (4.2), da die Abhingigkeit auf
den Faktorprozess auf endlich viele vergangene Zeitpunkte beschréankt ist. Man be-

achte jedoch, dass B1(c) eine Darstellungsform von f; = (A(2)) luy = 3 apue_g
k=0

ermoglicht, sodass sich u; wieder als Faktorprozess f; von (1.5) interpretiere;l lasst.

Durch B1(a) hat man somit die Moglichkeit, das Modell (4.2) umzuschreiben:

Isiehe [5] Theorem 4.4.1
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T = CFt + & (43)

mit F;, = (f/,..., fi_,) und C' = (By - - - By). Dieses Modell kann nun als statisches
Faktormodell mit » = ¢(s + 1) statischen anstatt wie bisher mit q dynamischen Fakto-
ren interpretiert werden.?

Die Bedingung B2 impliziert die Orthogonalitét von y; auf ¢;, da

Exee; = E(B(2)(A(2)) "w)e;

=E(By Z QpUi—p + ... + By Z AplUs_f—s)E}
k=0 k=0

= B, Z apBuy_re} + ... + By Z arBus i€} =0
k=0 k=0

gilt. B1(b) ist weniger eine Einschrinkung als viel mehr eine Festlegung. Man mochte
lediglich, dass der Faktorraum, der fiir die Prognose verwendet werden soll, bereits
durch die in (4.1) und (4.2) verwendeten Lags des Faktorprozesses bestimmt ist:
Mochte man den besten linearen Schitzer fiir x 7, basierend auf I, 5 = 1,...,7r;t €
L, XT+n 7 bestimmen, so ist dies die Projektion von x7, auf Fj, 7 = 1,...,7. Das
hei3t, man bendtigt die Prognosen des Faktorprozesses [r. 4, bedingt man kennt den
Prozess bis zum Zeitpunkt T. Da nun f; einem VAR-Prozess folgt, kann man seine
Prognosen einfach bestimmen:

fror = —Aifr— ... — Asfr—s
da up4q orthogonal zu { f;,t < T} (f; = > kjus—;) ist. Wobei
=0
Jryor = —Avfrar — - — Asfr—(s—1); usw. ist.

Wie man sieht, ist der weitest zuriickliegende Zeitpunkt, den man bendtigt, (T-S).
Das heifit, der durch { fr1,..frq, ..., fr—s1, .., fr—sq} aufgespannte Raum reicht fiir

%r = q(s+1) gilt nur dann, falls jeder Lag jedes Faktors auch tatsichlich gebraucht wird. Das tatszichli-
che r soll die Anzahl der f;; (inklusive all ihrer Lags) aus (4.2) sein. Das heif3t, der erste dynamische
Faktor fi; muss nicht gleichviele Lags in der Darstellung (4.2) beinhalten wie zum Beispiel fo;. Dies
ist moglich, da an die Matrizen B; keine Restriktionen gelegt wurden (auBer, dass Bs # 0-Matrix ist).
Die Relation r = q(s+1) ist somit nicht zwingend und wird in weiterer Folge auch nicht bendtigt, sie soll
daher nur als Erklirung fiir den Ubergang dienen.
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die bestmogliche Prognose aus. Wiirde man auf B1(b) verzichten wollen, wiirde dies
also lediglich eine formale Anderung der Beweise bedeuten.

Durch die Bedingung B ist die Aquivalenz der beiden Darstellungsmoglichkeiten (4.2)
und (4.3) gegeben. In weiterer Folge bezeichne nun L(F'|t) den durch die r statischen
Faktoren Fj;,j = 1,...,r aufgespannten Raum, welchen ich schlicht mit Faktorraum
bezeichnen werde.

Waren die Annahmen A und B? bis jetzt dafiir verantwortlich, dass eine statische For-
mulierung moglich ist, so sichert die folgende Annahme zum einen die Existenz einer
dynamischen g-Faktorstruktur (siehe [9]) und zum anderen die konsistente Schitzung
der spektralen Dichten des latenten und des Fehlerprozess durch dynamische PCA.

Cl (a) AY,(0) — oo fiirn — oo, 0-fast iiberall auf [, 7].

(b) \.(0) > Afyy,(0), 0-fast iiberall auf [—m, 7], fiir i=1,...,q.
C2 A7, (0) <M, M fest, V0 € [—7, 7], Vn € N.

MY, bzw. XS, bezeichnen hier den i-ten Eigenwert der n x n Matrizen ¥X bzw. X° und
werden in weiterer Folge ohne den Index n geschrieben. Soferne nicht anders angege-
ben versteht man unter A\Y(6) — oo fiir n — oo die Divergenz der Folge {\Y,, }nen.
Das heiit, C1(b) verlangt die strikte Ungleichheit der groten Eigenwerte. Dies ist
zwar nicht notwendig, aber da es keine einschneidende, dafiir aber sehr hilfreiche An-
nahme ist, soll sie gelten.

Cl(a) verlangt, dass die q groten Eigenwerte der spektralen Dichte des latenten Pro-
zesses divergieren. Diese Annahme ist die Idee dieser Methode und hat einen dement-
sprechend groBen Stellenwert. Zusammen mit C2 welche die Beschrinktheit der Ei-
genwerte der spektralen Fehlerdichte verlangt, wird die Trennung mdglich.

Es ist zu beachten, wie relativ wenige Bedingungen an die Struktur der Fehler ver-
langt werden. Es sollen lediglich die Eigenwerte der spektralen Dichte ,,brav”, sprich
gleichméBig beschrénkt, sein. Das heilit, schwache Kreuz-Korrelationen und Abhéngig-
keiten iiber die Zeit sind zulédssig! Der Fall der linearen Unabhéngigkeit der Fehler ist
natiirlich nicht ausgeschlossen, aber eben keineswegs eine Bedingung.

Die Annahme C sorgt zwar dafiir, dass die spektralen Dichten des latenten und des
Fehlerprozesses eindeutig getrennt werden konnen, jedoch reicht sie nicht aus, um die

3Wenn bei den Annahmen nur die GroBbuchstaben stehen, sind dadurch séimtliche Annahmen, die
mit dem jeweiligen Grofbuchstaben beginnen, gemeint.
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Divergenz der r groBten Eigenwerte der Kovarianzmatrix I'y = E(x;x}) zu garantie-
ren, welche jedoch im Beweis der Konsistenz benotigt wird. Deswegen die weitere
Annahme

D puy, — oo, firn — oo.

113, sei der i-te Eigenwert der n x n Kovarianzmatrix I'*(0). Ebenso wie fiir die Eigen-
werte der spektralen Dichte, wird in weiter Folge auf den Index n verzichtet, solange
keine Verwechslungsgefahr besteht.

Ein simples, aber dennoch anschauliches Beispiel fiir die Unabhingigkeit der Annah-
me D von Cl(a) ist folgendes

Beispiel Sei x1; = u;—1 und x4 = wy, V2 > 2, mit Var(u,) = Var(uy—1) = 1. Dann ist

10 0 --- 0
01 1 1
F(’)‘: 01
0 1 1
und
1 e—i9 6—10
e 1 1

¥X(6) [[Xe” + Ty +IYe ] =

™

Deren charakteristische Polynome sind dann:

char(T{) = 2" *(1 —z)(n — 1 — x)

char(3X(0)) "(n — )

Wie man sieht divergiert jeweils nur der grof3te Eigenwert, wihrend der zweite in
beiden Fillen beschrinkt bleibt. Bei dem unteren charakteristischen Polynom ist das
erwiinscht, jedoch sollte der zweitgroBte Eigenwert der Kovarianzmatrix I'j auch di-
vergieren, damit man eine Mdoglichkeit hat herauszufinden, dass 2 statische Faktoren
benotigt werden. Dieses Beispiel gilt sogar auch, wenn endlich viele y;; = u;_; sind*.

*Das charakteristische Polynom der Kovarianzmatrix I'y lautet dann 2™ ~2(

wobei m = [{xit = uit }|-

n—m—x)(m— x),
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Die Annahme E ist rein technischer Natur. Es sei nur soviel gesagt, dass sie keine
einschneidende Beschrinkung ist, jedoch im Beweis der konsistenten Schitzung des
Faktorraumes eine Vereinfachung darstellt.

E (@) fiy > i, k=1,..r.
(b) fi;, > 0 fiir n — oo.

4.1.2 Der Schitzer

Die Tatsache, dass sich der Prozess x; in zwei unkorrelierte Prozesse x; und ¢; auf-
spalten ldsst, fiihrt dazu, dass man einen Schitzer fiir x; durch Schétzer y; und &, fiir
X und €; bekommt.
Das Interesse gilt hier einzig dem Schitzer y, welcher durch die Projektion von z; auf
den Faktorraum, der eine Linearkombination der x’s ist, entsteht.
Der Faktorraum seinerseits wird so bestimmt, dass der Anteil des idiosynkratischen
Fehlers ¢;, welcher nur schwach korreliert ist, mit wachsendem n verschwindet.
Das heiBt, man sucht eine Linearkombination der X’s: a’z; = a124 +...+a, T, Welche
unter Beriicksichtigung der Restriktion Var(axr;) = 1 moglichst nahe am tatsichli-
chen Faktorraum liegt. Sprich

min Var(d's,), s.t. Var(z;) =1 4.4)

a

oder dquivalent dazu
max Var(a'y,), st. Var(e;) = 1 4.5)

Gesucht werden somit r unabhingige Kombinationen f/jt =7 "1, die rekursiv durch
folgende Bedingungen konstruiert werden:

7 = argmaxa'TXa
J g a€R™ 0

st.aTia=1, dT5Z,=0,i<j (4.6)

wobei I'Y bzw. I'¢ Schiitzer der Varianz-Kovarianzmatrizen I = E(x,x}) bzw. ['§ =
E(e:€}) mit n endlich sind.

Dies entspricht dem Maximierungsproblem einer verallgemeinerten PCA (2.7) und
praktischerweise kann man diese Formulierung durch ein paar Umformungen auf ein
verallgemeinertes Eigenwertproblem wie in (Satz 2.1.4) mit A = fg und B = fg
zuriickfiihren:

max aT¥a, st.adT5a=1
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© max L(a,\) = aT¥a — M T5a — 1)
acR™

= %Z’A) = 2T%a — 2A\T5a = 0
& T¥a—M5a=0
Die gesuchten Zj, jJ = 1,...,r sind somit die zu den r groften verallgemeinerten Ei-
genwerten gehorigen Eigenvektoren von (f%‘, fg)

Satz 4.1.1. Sei z; ein stochastischer Prozess fiir den Annahme A zutrifft, und welcher
in der Form von (4.2) darstellbar ist, sodass die Annahmen B,C,D und E erfiillt sind,
dann sind

e =X Z(Z' Ty 2)7Y) Z'xy (4.7)
Xranr = [0X Z (Z' Ty 2)7Y Z'arp (4.8)

ein konsistenter in-sample-Schditzer bzw. ein konsistenter out-of-sample-Prddiktor fiir
den latenten Prozess X;.

Wobei 7 = [Zl, ...,ZAT} ist.

Bemerkung 1 Zz, spannt den geschitzten Faktorraum auf, auf den die zukiinftigen’
Xt projeziert werden.

Bemerkung 2 Unter der Voraussetzung, dass man den optimalen Faktorraum bestimmt
hat, kommt man auf (4.7) und (4.8), indem man sich zuerst den OLS-Schitzer von
(XT4h: ~ F) firi = 1,...,n ansieht, wobei F' = X Z, mit dim(F) = (T x r) die
(in Wirklichkeit unbeachtbare!) ,,Beobachtung” des tatsichlichen Faktorprozesses ist.
Dies ergibt:

Xeen = Xy FIF'F| 7,
wobei F; = Z'x,; der Faktorprozess zum Zeitpunkt t (r x 1), und y}, die ,,Beobachtun-
gen” des um h Zeitpunkte verschobenen latenten Prozesses (1" x n) sind.
Da %X%F den selben Varianz-Kovarianz-Matrix-Schitzer darstellt wie %X%( xZ )%, erhiilt
man die Form

R 1 1 _
Xern = 7XiX Z [(Z'X' X 2)) AN
1 1
= (7xx) Z [2' (X'X) A

(2T 2 Zan

SEs miissen nicht notwendigerweise zukiinftige ', sein. In (4.7) z.B. werden die geschiitzten latenten
Variablen innerhalb des bekannten Zeitraumes geschitzt.

®F = X Z, X kann man darstellen als X = x -+ ¢ und zeilenweise gilt a.3, wodurch die Gleichheit
folgt.
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Beweis (Satz4.1.1)

Schritt 1 Der erste Schritt folgt den Uberlegungen von [11]. In diesem Paper wird
die Konsistenz des Schitzers x; = B(z)B(z)*x;, welcher durch die Transferfunktion

B(z) = Y. b;2’ mitb; aus (2.5) festgelegt ist, gezeigt. Der aufmerksame Leser stellt
sich hierjdie berechtigte Frage, wozu ein neuer Schitzer konstruiert wird, obwohl be-
reits ein konsistenter zur Verfiigung steht. Die Antwort darauf lautet, dass der Schétzer
aus [11] zwar konsistent, jedoch in der Praxis nicht anzuwenden ist, da im allgemeinen
B(z) zweiseitig ist. Dadurch wiirde man fiir die Prognose auch zukiinftige Beobach-
tungen bendtigen, was fiir einen Prognosenschitzer das Ende bedeutet.

Der Weg des obigen Schitzers fiihrt aber auch zur Schitzung der spektralen Dichte des
latenten Prozesses, welche in [12] den Grundstein zum Erfolg legt. Man definiere:

SX(0) = M (0)pr(0)p1(0)" + . + Ag(0)5,(0)py(6)", 4.9)
SE(0) = A1 (0)Dg1 (0)Dg1 (0) + 4+ M(0)pa(0)pa(6)',  (4.10)

wobei \; und p; die Eigenwerte bzw. die Eigenvektoren des Schitzers 2(9) fiir die
spektrale Dichte des Prozesses x; (mit festem n!) sind.
Das heiBit, somit, dass ¥X(6) und >(#) konsistente Schitzer fiir

SX(0) = M (O)p1(O)p1 ()" + .. + Ay (O)p, (), (6)° (@.11)
SE(0) = Ayt (O)Py1 (O)pg1 (0)" + o+ MO)pa(O)pa(0)  (&.12)

mit n fest sind, da 2(9) ein konsistenter Schitzer fiir 3(6) ist (Vergleiche Lemma(2.3.3)
und Lemma(2.3.4)), die Annahme C1(b) die Identifikation von (4.11) und (4.12) gewihr-
leistet, und die Eigenwerte und Eigenvektoren stetige Funktionen der Eintrige der
zugehorigen Matrizen sind®. In weiterer Folge sind fig und fi ebenso konsistente
Schitzer fiir

I = / e™*¥:X(0)df und (4.13)

-7
™

I = / ™Y (0)do (4.14)

—Tr

Schritt 2 Um die Notation zu vereinfachen @ezeichne ab nun
K, =T} Z (Z' Ty Z)~'] Z', und dadurch K, die Projektion aus (4.7) bzw. (4.8).

8Fiir stetige Funktionen gilt der Satz von Slutzky (Satz 2.2.3).
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Da durch die Annahme E(a), und die Bemerkung 1 von Theorem 2.1.4 die Identifika-
tion der Matrix F (hier Z) garantiert ist, und zusitzlich fo und f’kf konsistente Schitzer
sind, ist K , ein konsistenter Schitzer fiir K, fiir T — oo. Das heiBt, fiir festes n, € > 0
und 7 > 0, existiert ein 7 (n, €, ), sodass fir 7" > T}

P (Z |f(h,z‘j — Kh,ij’ > €> <n
j=1

gilt. Sei M (n, n) fiir n und 7 fest so bestimmt, dass P (max |z;;| > M(n,n)) < n gilt,
J

dann existiert fiir gegebene n, € und 7 ein T5(n, €,n) sodass fiir 7' > T

P (‘Xi7T+h|T - )Zi,T+h\T| > 6) =P ( |Z (Kh,ij - Kh,z’j)%‘t| > €> <n (4.15)

j=1
gilt und somit die Konsistenz von X747 gegen X1 fiir T — oo gegeben ist.

Beweis (4.15)

P> (K — Knij)apl > 6) <P <Z |(Knij = Knig)aje| > 6)

Jj=1 Jj=1

=P [ Y 1(Knij — Kngj)|wje] > 6) <P (Z |(Knij — Knig)| max || > 6)

j=1 j=1

<P D [(Knij — Kngj)|M(n,n/2) > e und max EARS M(n,vy/2)>

j=1

+P D 1(Khy — Ky max |z > € und max || > M(mnﬂ))
J J

j=1

E K >
— 7‘7 b . —_
<P |(Khz Kh 2])|M(n>77/2) > E) + P (m?X|:BJt| M(”J?/Q)) <n

fir Ty(n,€e,n) = Ti(n,e/M(n,n/2),n/2). O

Schritt 3 Der dritte Schritt ist der Kern des Beweises der FHLR-Methode, da in ihm
die konsistente Schitzung des Faktorraumes gezeigt wird. Dazu sind einige Hilfslem-
mata notig:
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Lemma 4.1.2. Es seien {A, }n—rr+1.. und {By}n—p i1, (k fest) zwei Folgen von
symmetrischen, positiv (semi-)definiten, n x n Matrizen (A, positiv semi-definit, B,,
positiv definit) fiir die gilt:

(i) der k-t grifste Eigenwert von A,,: i, divergiert fiir n — oo,
(ii) der grofite Eigenwert von B,, ist nach oben beschrdnkt mit M.

Dann divergiert auch der k-t grifite verallgemeinerte Eigenwert von (A,,, By): Ay fiir
n — oQ.

Lemma 4.1.3. Seien I und TY die Matrizen aus (4.14) und (4.13) und [i5, bzw. i}
ihre zugehorigen Eigenwerte. Dann gilt unter den Annahmen A,B,C und D dass

(i) X — oo, fiir n — oo und
(ii) (5 < M fiir n — oo,
wobei r = q(s + 1) die Anzahl der statischen Faktoren aus (4.3) sein soll.

Die beiden obigen Lemmata legen die Grundsteine, auf deren Resultate nun die beiden
folgenden Lemmata aufbauend, die letzten Schwierigkeiten meistern.

Lemma 4.1.4. Sei a,, = (an1, ..., nn), n € N eine ,,untere Dreiecksmatrix” die
n

lim Y a2, = 0 erfiillt und gelten weiters die Annahmen von Satz (4.1.1), dann kon-

0 =1
vergiert
AnEr = (anl, "'7a”n)<5t1, "'7€tn)/ .0, fiirn — oo

im quadratischen Mittel.

Bemerkung Lemma 4.1.4 spielt eine zentrale Rolle im Beweis der Konsistenz der
Schitzer (4.7) und (4.8), da es die Konvergenz von a,z; — L(F|t) fir n — oo im
quadratischen Mittel garantiert! (Vorausgesetzt a,, konvergiert nicht zu schnell gegen
0, sodass a,,x; nicht ebenso weggemittelt wird.)

Lemma 4.1.5. Sei H ein Hilbertraum von zentrierten, quadratisch integrierbaren Zu-
fallsvariablen, mit innerem Produkt: (x,y) = E(xy). Weiters sei K ein Unterraum von
H welcher durch das unabhdngige k-Tupel V = (v1, ..., v)', v; € H aufgespannt wird.
Ebenso sei angenommen, dass {(V,, = (vp1, ..., vnk)"),n € N} eine Folge von ortho-
normalen k-Tupeln aus H ist, sodass (v,; — Proj(v,;|K)), fiirn — oo gegen 0 strebt.
Dann gilt fiirv € H:

Proj(v|K,) — Proj(v|K), firn — oo

im quadratischen Mittel, wobei K, den durch V,, aufgespannten Unterraum von H
bezeichnet.
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Durch die Lemmata (4.1.2) und (4.1.3) wird gezeigt, dass die r groBten Eigenwerte
i =1,..rvon (I'§, ') fiir n — oo divergieren.

Dadurch erfiillen ( \/1ZT<> _ die Voraussetzung von Lemma (4.1.4), da

gilt.
Z;
wegen Lemma (4.1.4) fiir n — oo gegen L(F|t) im quadratischen Mittel

AuBerdem ist so beschaffen, dass die Var (\/ILT( Xt) nicht gegen 0 geht und somit

Z'
%t

Vit = Jixe

konvergiert.

Setzt man in Lemma (4.1.5) v = X; rqnr, K = L(F|t), K, dendurch 0,5 = 1,...,r
aufgespannten Raum, so sieht man, dass X;rix 7 gegen Xx;rynr im quadratischen
Mittel und daher auch in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Das heif3t, fiir gegebene ¢
und 7 existiert ein N(e, ) sodass fiir n > N

P (|>Zi,T+h|T — XiT+hT| > 6) <n (4.16)
gilt.
Schritt 4 Durch (4.15) und (4.16) folgt nun, dass
P (|Rir+hr — Xir+nr| > €) <n, firn, T — oo 4.17)
gilt, und somit Satz 4.1.1 bewiesen ist. U

Bemerkung Es sei erwihnt, dass das Matrizenpaar (e, fg) durch ein anderes, zum
Beispiel (D, D,,) ersetzt werden kann, solange die Bedingungen, die an das urspriing-
liche Paar gesetzt wurden, auch weiterhin erfiillt bleiben: D, — D, konvergiert in
Wahrscheinlichkeit gegen O fiir n gegeben und T — oo, und die Eigenwerte von D,
erfiillen die Annahme E. Der Grund dafiir ist, dass die PCA und die verallgemeinerte
PCA (€, aus (3.8) frei wihlbar!) asymptotisch dasselbe liefern.
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4.2 Die Methode von Stock und Watson

Stock und Watson [SW] verfolgen in ihrem Paper [21] (Forecasting using principal
components from a large number of predictors) den Plan, den Faktorraum mittels PCA
zu schitzen. Die PCA dient dazu, die Linearkombinationen mit den gréften Varianzen
des stochastischen Vektors x; zu finden. Damit kann eine ,,intuitive” Aufteilung von x;
in den latenten und den Fehlerterm erreicht werden, indem man die r Linearkombina-
tionen mit den groften Varianzen als Schitzer fiir die Faktoren des latenten Prozesses
verwendet.

Nachdem der Faktorraum bestimmt ist, erfolgt die Prognose mittels linearer Regressi-
on des zu prognostizierenden Vektors auf den Faktorraum.

4.2.1 Das Modell

Es sei (x4, y;) ein beobachtbarer (n+1)-dimensionaler Prozess, wobei z; n-dimensional
ist und der eindimensionale Prozess ¥, ;, prognostiziert werden soll (das schlieB3t natiirlich
nicht aus, dass yi1p = Z;+4p,% = 1, ..., 1 sein kann).

Beiden Prozessen soll laut Voraussetzung die selbe Faktorstruktur zu Grunde liegen,
welche sowohl dynamisch als auch statisch formuliert werden kann. Die Uberlegun-
gen basieren wieder auf der Idee, die Dynamik auf eine maximale Lagstruktur einzu-
schrinken, um damit eine statische Formulierung zu ermoglichen.

A1l X st eine endliche Realisierung des reellen, stationdren Prozesses
{z; = (214, ..., xpy)st € Z,n € N }, welcher Erwartungswert 0 und endliche
zweite Momente [', = Ex,, , 2] besitzt.

Ausgehend von der dynamischen Formulierung

Ty = B(z)ft—l—et (418)

Yirn = 6f(2)/ft + BLwt + €t 4.19)
wobei w; ein m X 1 Vektor mit beobachtbaren Variablen, welche fiir die Vorhersa-
ge von ¥, niitzlich sind, ist, gelangt man durch folgende Annahme zur statischen
Darstellungsform:

B1’ (a) Die Lagpolynome (b;;(2))(i=1,..nj=1,.q° und 3;(z) aus (4.18) und (4.19)
sollen Ordnung s haben. Das heifit, dass B(z) = By + ... + B,z® eine
Polynommatrix mit By # 0— Matrizistund G¢(2) = fo+ 1z +...+ 3:2°
mit 3 # 0 gilt.

%b;;(z) ist das (i,j)-Element von B(z)
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(b) f; folge einem VAR-Prozess:

A(2) fi = uy

mit A(z) = Ag + ... + Ag2z® soll eine Polynommatrix der Ordnung S < s
sein, wobei wieder Ag # 0 — Matrix gelten soll.

(c) det(A(z)) #0, Vz € Cmit |z| < 1.

SW setzen die Annahme B1’ nicht so deutlich wie hier, da diese Annahme aber Sinn
macht um eine verallgemeinerte dynamische Faktorstruktur zu gewéhrleisten, wird sie
hier verlangt.

Dadurch kann man die gelagten Faktoren zu einem neuen “gestackten” Faktor F; =
(fl, fi_1s - fi_,) zusammenfassen.

T = CFt + €, (420)
Yern = BpFr + BLwe + etqn, 4.21)

wobei F, der r-dimensionale '° Faktorprozess und e, bzw. , die n- bzw. ein-dimensionalen
idiosynkratischen Fehlerprozesse sind, fiir die

E(Fiejr) =0, Vi=1,...,r;5=1,...,n
E(Etgt) = 0, Vi = 1, T

gilt, womit die Orthogonalitit von x; = B(z)f; = CF, auf e, beziehungsweise &,
gegeben ist. Stock und Watson verlangen diese Orthogonalitit nicht, da sie in ihrem
Paper auch den Fall eines stochastischen Drifts der Ladungsmatrizen iiber die Zeit
betrachten, wodurch unter gewissen Annahmen die Faktoren mit den Fehlern leicht
korrelieren diirfen. Da ich dies hier aber nicht bespreche, kann man die Orthogonalitit
voraussetzen.

Fiir diese statische Darstellungsform sollen nun folgende Annahmen zutreffen:

Fl (C'C/n) — I.

F2 E(F,F)) =T'L, wobei '}’ Diagonalgestalt hat, und die Eintrige der GroBe nach,
absteigend geordnet, und alle gréer O sind.

F3 |Cz'j| < ¢ < oo.

10r = q(s+1), wobei q die Dimension des dynamischen Faktorprozesses f; ist.
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F4 L3 | F,F} — '} in Wahrscheinlichkeit.

Wihrend die Annahmen F3 und F4 rein technischer Natur und nicht weiter einschnei-
dend sind, liegt das Hauptaugenmerk auf den Annahmen F1 und F2. Zum einen garan-
tieren die Regularititsannahmen den Beitrag eines jeden Faktors an der durchschnitt-
lichen Varianz von z;;, und zum anderen werden die Faktoren bis auf das Vorzeichen
identifiziert.

Erstes sieht man folgendermalen (sei y die vorhin erwihnte durchschnittliche Vari-
anz):

n T n T
1 1
p=—= ; ; Var(zis) = T ; ; (Var(xis) + Var(eiz))
n T

1 ZZE F/C/CE n—*®i§F1 ;ZEFFt T—>ooF4 ZV(M"

zltl

I\/

O
Zweites iiberlegt man sich in zwei Schritten. Sei 2, = C R~! RF, + e, eine #iquivalente
Darstellungsform von (4.20) mit beliebiger reguldrer Matrix R und r-dimensionalem
Faktorprozess F, = RF,, dann schriinkt F1 zuerst R auf die Klasse der orthogonalen
Matrizen ein'!

C=CR'=CC/n=(RYCCR'/nE1
= (YR - 1< R.. orthogonal

und anschlieBend legt F2, R auf eine Diagonalmatrix mit (+/- 1)-Elementen fest:

Sei I'7 ... diag mit
Iy = B(FF) = E(RRF{R') = RT{ R und

man betrachte die Orthogonalitit der Zeilen von R (r; sei die i-te Zeile):

Dalf, . = rl{r; = 0firi # j gilt, wird die Orthogonalitit der r; durch die li-
: Lo .
neare Transformation: 7; — r;(T')")2 iibertragen. Dies kann aber nur zutreffen, wenn

die r; kanonisch sind. Wiren zum Beispiel r; und r; nicht kanonisch, so miisste (I'})2

Dies gilt bereits im endlichen (und benétigt nicht F1): Sei A eine symmetrische, positiv semi-
definite n x n Matrix mit Rang r, so existieren Matrizen O = (O1,03) und A mit O orthogonal,
dim(O1) =n x r, und A diagonal, sodass A =0 A O’ gilt. C' := O erfiillt das gewiinschte.
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entweder eine orthogonale Rotation oder ¢ - I sein. Da beide Varianten nicht zutreffen
konnen folgt die Behauptung.

Durch diese Identifizierung der Faktoren (bis auf das Vorzeichen) muss man aber
riickwirkend den Ubergang von der dynamischen auf die statische Darstellungsform
nocheinmal kurz iiberdenken. Es kann namlich nicht angenommen werden, dass der
gestackte Faktorprozess F; aus (4.20) auch tatsdchlich jener ist, der Annahme F2
erfiillt. Wenn jedoch F; = (f/, f/_,,..., f._.) aus (4.20) linear unabhiingig und der
dynamische Faktorprozess f; stationdr ist, so existiert Fg und ist zugleich positiv de-
finit. Das heil3t jedoch, dass eine orthogonale Matrix R existiert, sodass F; = RE, die
Annahme F erfiillt. In weiterer Folge sind die statischen Faktoren als eben jene zu ver-
stehen, die Annahme F erfiillen.

Bis jetzt wurden noch keine Annahmen an den Fehlerprozess {(ey;, ..., €nt),t € Z}nen
getroffen, und wiirde man voraussetzen, dass dieser iid (im Querschnitt) und normal-
verteilt wére, wiirde man im klassischen Faktormodell landen. Um genau das zu ver-
hindern, ldsst man nun folgende Verallgemeinerungen zu:

Gl lim sup Z |’7n,t(s)| S oo, mit E(eéet-&-s)/n = ’Yn,t(s)'
n—oo t

S§=—00

n n
G2 lim sup ) > |74/ /n < oo, mit E(egeje) = Tij4.
e I s |

n n
G3 lim sup ) Y |cov(eisei, ejs€t)|/n < oo.

=0 ts 4=1j=1

Diese Annahmen sehen auf den ersten Blick sehr technisch aus, auf den zweiten Blick
relativiert sich dies jedoch. G1 und G2 lassen zum einen Abhingigkeiten iiber die Zeit
(G1) und zum anderen Kreuzkorrelationen der Fehler zu (G2). Diese beiden Annah-
men sind derart fundamental, dass sie das verallgemeinerte Faktormodell charakteri-
sieren.

Nicht beunruhigen sollte einen die Tatsache, dass in den beiden Annahmen ein Supre-
mum tiber die Zeit inkludiert ist. Dies ist fiir e; stationér natiirlich tiberfliissig, Stock
und Watson zeigen aber weiters, dass selbst im Falle eines stochastischen Drifts der
Ladungsmatrizen iiber die Zeit, die folgenden Sitze gelten. Fiir eben diesen Fall ist
dieses Supremum derart wichtig dass ich die Annahmen so stehen lassen mochte, ge-
rade weil es in den folgenden Beweisen nicht benotigt wird, aber keine groBartige
Einschrinkung darstellt.
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Weitaus technischer ist Annahme G3, welche beschrinkte, vierte Momente der Fehler
verlangt.

G2 erinnert in einer gewissen Weise bereits an die Annahme der Beschrinktheit des
grofiten Eigenwertes der Fehler-Varianz-Kovarianmatrix:

DD Tl /n = VTg[1/n = 1'/v/n[T3[1/v/n’ < oc.

i=1 j=1
Es fehlt jedoch die Tatsache, dass dies fiir alle normierten Vektoren v mit ||y|| = 1 gilt,
sondern nur fiir den konstanten Vektor 1//n. Ein Resultat als Folge des Beweises der
konsistenten Schiatzung der Faktoren, wird dies aber liefern.
Die Unbeschrinktheit der r groBten Eigenwerte von I ist einfacher einzusehen. Fiir
den latenten Prozess gilt:

E(CEFF/C") = CT{C" = OAO/,

wobei O aus den normierten Eigenvektoren besteht. Da jedoch aus Annahme F1 die
Normierung C'/v/n = O folgt, muss auch n['}’ = A und dadurch die Divergenz der
Eigenvektoren des latenten Prozesses gelten, was natiirlich die Divergenz der Eigen-
werte des tatsdchlichen Prozesses impliziert.

Bis jetzt lag die Konzentration der Annahmen auf den Faktoren und den Ladungs-
matrizen. Um einen konsistenten Préidiktor fiir die Gleichung (4.21) gewdhrleisten zu
konnen, werden folgende Annahmen benétigt:

H1 E((F},w,) (F/,w;)) = E(z2;) = I'{ sei positiv definit.
T

H2 plimr_oo T71 Y 22] = T%.
t=1

T
H3 plimr_oo T 2800, = 0.
=1

T
H4 plimy_o T71Y €7, = 0>

H5 [|(8F, 8.)]| < oc.

Dies sind keine auflergewohnlichen Annahmen, vorallem da H1, H2 und H3 iibliche
OLS - Annahmen sind (unter Voraussetzung das F; bekannt sei). Die beiden iibrigen
Annahmen sind eigentlich rein technischer Natur und stellen keine wirklichen Ein-
schrinkungen dar.
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4.2.2 Der Schitzer

Der Prédiktor fiir ;. aus (4.21) erfolgt, wie die Gleichungen (4.20) und (4.21) bereits
erahnen lassen, in zwei Schritten. Da weder F; noch C aus (4.20) bekannt sind, werden
zuerst die den Zeitreihen (z, y;1,) gemeinsamen Faktoren F; geschitzt, und anschlie-
Bend die Prognose v, durch OLS-Regression von v, auf Fr, und gegebenenfalls
bekannte Zeitreihen w;, bestimmt.

Die zu minimierende Zielfunktion lautet:
n T
()Y (wn — GiF)? = (nT) 't (X — FC')(X — FC')| (4.22)
i=1 t=1
mit
X = (21, ...,xp) und F = (F, ..., Fr)'.

Lost man dieses Problem fiir F unter der Annahme, dass C beliebig aber fest ist, indem
man (4.22) nach F ableitet und den Gradienten anschlieend O setzt, so bekommt man

F=XCC'C)y'=XC/n(C'C/n)"t = XC/n. (4.23)

Setzt man dies wiederum in die Zielfunktion (4.22) ein und fiihrt ein paar einfache
Umformungen durch, gelangt man zu dem Maximierungsproblem

max (nT) ' tr [C"X'XC]. (4.24)
C'C/n=1

Diese Maximierungsaufgabe entspricht jedoch dem klassischen PCA-problem und
wird dadurch geldst, indem man fiir C die ersten r Eigenvektoren der Matrix 7! X’ X
nimmt. Das heif}t, fiir £} ergibt sich

F, = C'zy/n. (4.25)

Zu beachten ist, dass die Spalten von C (und auch die von (') auf /n normiert sind,
wodurch das Divideren durch n in (4.25) Sinn macht

CF, = (CC'[n);.

Diese Uberlegungen fiihren zu dem folgenden Satz, der die konsistente Schiitzung der
Faktoren (bis auf das Vorzeichen) beschreibt.

Satz 4.2.1. Sei S; eine Variable, die je nach Bedarf +/-1 annimmt, und sei angenom-
men, dass die Annahmen Al, Bl’, F und G zutreffen, dann gilt

plimnvtﬁoosiﬁit =Fy; firi=1,..r
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Obwohl Stock und Watson in ihrem Paper [21] auch noch zeigen, dass der quadrati-
sche Fehler tiber die Zeit, in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, mochte ich mich
auf die Konsistenz, aus Griinden der Ubersichtlichkeit, beschrinken.

Die Beweise der folgenden Hilfslemmata werde ich im Appendix nachbringen. Des-
weiteren sollen die Annahmen Al, B1’, F und G stets erfiillt sein.

Zusitzlich werden folgende Definitionen verwendet:

H = {,‘y’,}/,}//n = 1}, e = (617 ...,€T)/; fe = Tfl !

T T
R(Y) = (0*T)7' Y wiy; R(Y)" = (n°T) 'y > CFF/C'y
t=1

Lemma 4.2.2. plim,, 17— sup n=2~'T¢y = 0
yeH

Dieses Lemma zeigt die bereits weiter oben erwihnte Beschrinktheit der Eigenwerte
der geschitzten Fehler-Varianz-Kovarianzmatrix.

Nun kann folgende wichtige Eigenschaft gezeigt werden:
Lemma 4.2.3. plim,, ;—. | sup R(y) —sup R(y)*| =0
yeEH yeEH

Das heift, der groBte Eigenwert der vorhandenen Matrix 7~ X’ X konvergiert in Wahr-
scheinlichkeit gegen den groBten Eigenwert der nicht beobachtbaren Matrix 7-'CF'FC'.

Diese Resultate fiihren dazu, dass das nachfolgende Lemma giiltig und dadurch der
Beweis von Satz(4.2.1) geebnet ist.

Lemma 4.2.4. Sei C' die Matrix der ersten r Eigenvektoren von T~ 'X'X mit der
Normierung, dass C’C/n = [ ist. Sei weiters S = dlag(Slgn(C’ C)), dann gilt

Plimp, 100 SC’C/n =1.

Somit hat man das notige Werkzeug zusammen, um die konsistente Schitzung der
Faktoren zu beweisen.

Beweis (Satz 4.2.1)
SiFit - Et = Sin_lééxt — F
:SZ’I'L_ICAZ(OFt + Gt) — Et = Sm_ICA'Z{C'Ft — Fit — n_ISiCA'Z(et
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Da plim; .o |Fi] = O(1), da E(F,F}) = T'§’ wegen Annahme F2 gilt, konvergiert
Sm_lC{C’Ft — F; wegen Lemma£4.2.4) in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Das heil3t,
man muss noch plin, 7o n~15;Cle; = 0 zeigen.

S;Cley/n = (S;C! — Cey/n+ Cley/n

Der erste Teil konvergiert, da
1/2

(SiC1 = Cheu/nl < ((SiCL = C(S,Ci = Ci)fn)  (ehee/m)"?

gilt, die hintere Klammer wegen Korollar(7.0.1) mit Wahrscheinlichkeit 1 beschrinkt
bleibt, und fiir die vordere Klammer gilt

(S;C!—CY (S;Ci—C;) /n = C'C; In+CIC; Jn—2(S;CIC; /n) = 2—2(S;C/C; /n) — 0

wegen Lemma(4.2.4).

Das Wurzelziehen dndert an den Konvergenzen nichts, da die Wurzel eine stetige Funk-
tion ist und die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit durch den Satz von Slutzky (Satz
2.2.3) iibertragen wird.

Der zweite Teil konvergiert sogar im quadratischen Mittel gegen 0, da

n n n n
E (Cley/n)” = n~? Z Z Eciwcij(ext, €je) =n> Z Z CikCijThjt

k=1 j—=1 k=1 j=1
n n
< &n? g E |Tkj1] — O.
k=1 j=1

Die Ungleichung gilt wegen Annahme F3 und die Konvergenz folgt aus Annahme G2.
O

Mit der Giiltigkeit des Satzes(4.2.1) ist der GroBteil des Vorhabens erledigt. Die feh-
lende konsistente Schitzung des latenten Prozesses muss zwar noch gezeigt werden,
ist aber vom Aufwand wesentlich geringer als die Schitzung der Faktoren.

Satz 4.2.5. Sei 3 = (BF, Bw) der OLS-Schditzer fiir 3 aus (4.21), der durch Regression
von Y1y, auf die geschiitzten Faktoren F, = C'x; bestimmt wird, dann gilt unter den
Annahmen A, B, F, G und H

1. plimn,T—wo (SBF7 Bw) = ﬁ
2. plimp oo 3'(Fl,wl) = B'(Fl,w)).
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Das heifst, sowohl die Koeffizienten (3 als auch der latente Prozess ., = ['(F},w;)
werden konsistent geschditzt.

Beweis (Satz 4.2.5)

_I_
VR
~
VR

0)
“‘1
\_/
CQ
=
3
N——
3
/\O)\
=5
N—
I
+
>

TURE TISEWN\ | (TISEF T SE'W 5
T'W'SF T 'W'W T-'‘W'F  T'W'W
(TR TSEW TS Ee,
T'W'SE T'W'WwW T W'eiin
Mit Hilfe von Korollar(7.0.10) (1., 2., 3.) kommt man bereits auf
plimn,Tﬂoo B = ﬁ
i TR TSEWNY (TS E ey,
Pt t=co \ \ piyprsfp - p-1wrw T W ey
und da wegen Korollar(7.0.10) (4.) und Annahme H3

. T715F/€t+h .
pllmn,T—»oo (T_1W,€t+h =0
gilt, folgt R
plimn,T—»oo ﬂ = /6

da die Matrix I'§ wegen Annahme H1 regulér ist, und somit der Satz von Slutzky
(Satz 2.2.3) die Konvergenz iibertragt. U
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Blét . ﬂlzt _ 6/(Ft/ /)/ _ﬁlzt _ (SB)/Sét _ﬁ/zt
= (SB)S2 — Bz + (83) 2 — (S8) 2z = (SB — )z + (SB) (S — ).

Da nun z; wegen Annahme H1 mit Wahrscheinlichkeit 1 beschrédnkt ist und
plim,, TS B = 3 wegen (1.) gilt, strebt der erste Ausdruck gegen 0. Da der
zweite Ausdruck nur noch die Faktoren enthilt, strebt dieser wegen Satz(4.2.1)
ebenfalls gegen 0.

= plimn,T—wo (Blét - ﬁlzt) =0
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4.3 Vergleich der beiden Methoden

In diesem Abschnitt méchte ich die beiden eben vorgestellten Methoden vom theore-
tischen Standpunkt miteinander vergleichen.

Das Modell

Beiden Methoden liegt ein dynamisches Faktormodell zu Grunde, welches Abhingig-
keiten der idiosynkratischen Fehler sowohl im Querschnitt als auch iiber die Zeit
zuldsst. Ein dynamisches Modell

Tt = Z bjfi—;
Jj=—00

lasst die unendliche Vergangenheit und Zukunft zu. Da zukiinftige Werte fiir Progno-
sezwecke naturgemél Fehl am Platz sind, wird im Allgemeinen eine kausale Struktur
angenommen.

m=Y bifi; (4.26)
=0

Ohne Bedingung der Allgemeinheit kann f; als Weiles Rauschen angenommen wer-
den.

Hier setzen beide Methoden ihre erste wichtige Annahme. Sie gehen davon aus, dass
der beobachtbare Prozess z; eine endliche Faktorstruktur zulidsst

m= bifi; (4.27)
=0

Jedoch gelangt man auf die obige Darstellung, falls f; beispielsweise ein autoregres-
siver Prozess ist, dessen Lagpolynom nur Nullstellen aulerhalb des Einheitskreises
besitzt.

A(2)fr = u, A(2z) # O fiir ||z < 1

Somit kann man namlich weiterschreiben

me= Y bifeg =) biAR) =) iy
=0 =0 =0

und man hat wieder die Darstellung wie in (4.26), jedoch mit dem wesentlichen Vorteil,
dass man auch die Darstellung aus (4.27) verwenden kann. Diese wiederum lisst eine
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statische Formulierung zu, welche nunmal wesentlich einfacher zu handhaben ist als
eine dynamische, aber dennoch die eingeschriankte Dynamik zu lédsst.

Ty = CFt, mlt Ft = (ft/7 ft/—l7 ceey ft/—s)/ (428)
Die Annahmen

Die Annahmen sehen in der Notation komplett unterschiedlich aus, durch geeignete
Uberlegungen dhneln sie einander doch sehr stark. Vorallem der Bezug zu den Bedin-
gungen von Chamberlains und Rothschilds Darstellungstheorie ist nicht wegzuleug-
nen. FHLR haben zwar die Bedingungen vor allem auf die Eigenwerte der spektralen
Dichte angewandt, doch wird mit Bedingung D und Lemma(4.1.3) der Bezug auch
auf die statische Formulierung klar ersichtlich. SW sorgen mit ihrer Annahme F1 und
Lemma(4.2.2) dafiir, dass Chamberlains und Rothschilds Bedingungen erkennbar sind.

Der Schitzer

Die grundlegende Idee ist auch hier bei beiden Methoden die selbe. Zuerst soll der
durch die Faktoren aufgespannte Raum geschitzt werden und anschlieend auf diese
regressiert werden. Doch bei der Bestimmung des Faktorraumes kommen nun unter-
schiedliche Methoden zur Verwendung.

Stock und Watson verfolgen, wie auch Chamberlain und Rothschild, die jedoch nicht
auf zeitliche Abhédngigkeiten eingegangen sind, die Faktoren mittels ,,Principal Com-
ponents” zu schitzen.

Forni, Hallin, Lippi und Reichlin hingegen verwenden ,.generalized Principal Com-
ponents®, deren Verwendbarkeit auch Chamberlain und Rothschild bereits, wieder je-
doch ohne zeitliche Abhéngigkeiten, gezeigt haben, um den Faktorraum zu bestimmen.

Dass Stock und Watson eine eigene Prognosegleichung formulieren, ist kein Unter-
schied zu Forni und Co., da diese nicht seperat auf die Existenz exogener Variablen fiir
die Prognose eingehen.

Principal Components

Wie bereits erwihnt, verwenden beide Methoden den Ansatz der Prinicipal Com-
ponents, um die Faktoren zu schitzen. Der Unterschied liegt darin, dass FHLR be-
reits zuvor mit Hilfe von Principal Components die Varianz-Kovarianz-Matrizen des
latenten und des Fehlerprozesses schitzen, indem sie PCA im dynamischen Fall wie in
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(2.4.2) verwenden. Da dies konsistente Schitzer sind, verwenden sie diese geschitzten
Varianz-Kovarianz-Matrizen, um die ,,generalized Principal Components* (3.8) anzu-
wenden.

Obwohl beide Methoden asymptotisch das Gleiche liefern, erhoffen sich FHLR einen
Effizienzgewinn bei Prozessen, bei denen die Dynamik stirker ausgeprigt ist. Das
heif3t, dass zum Beispiel ein dynamischer Faktor mit bis zu einem Lag von 3 rele-
vant ist. Die Effizienzsteigerung soll dadurch entstehen, dass die geschitzten Varianz-
Kovarianz-Matrizen an Bedeutung gewinnen je dynamischer das Modell ist, da sie mit
dem dynamischen PCA Ansatz geschitzt und in weiterer Folge bei der verallgemei-
nerten PCA verwendet werden.
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Kapitel 5

Monte Carlo Simulation

In diesem Kapitel mochte ich die beiden Schitzmethoden mit Hilfe von simulierten
Daten miteinander vergleichen. Dazu verwende ich 5 verschiedene Modelle, begin-
nend bei einem schon fast statischen Modell und endend mit einem hochdynami-
schen. Desweiteren teile ich die Berechnung der Resultate in zwei Bereiche auf. Zuerst
werden die in- bzw. out-of-sample Schitzer mit den wahren statischen und dynami-
schen Faktoranzahlen geschitzt. Danach werden die Resultate prisentiert, denen eine
Schitzung der Faktoranzahlen vorausgeht.

Jedes der 5 Modelle wird des Weiteren mit allen Kombinationen aus 7" = 30, 200
und n = 50, 100, 150 durchgerechnet. Das Zeitintervall 200 stellt einen reprisentati-
ven Zeithorizont in der Finanzmathematik dar. So sind 200 tdgliche Handelstage fast
ein ganzes Jahr und 200 wochentliche Handelstage konnen einen ganzen Konjunktur-
zyklus beinhalten. 30 Zeitpunkte hingegen sind in etwa das, mit dem Okonomen, die
in der Regel nur jihrliche Daten zur Verfiigung haben, vorlieb nehmen miissen. Die
Dimension n des beobachtbaren Vektors x wurde willkiirlich gewéhlt.

Modell 1

Das erste Modell ist ein duBerst simples. Es wird angenommen, dass ein autoregres-
siver Faktor mit einem Lag den latenten Prozess treibt und der Fehlerprozess White

53



Noise ist.

v =Xt +e = AF, + ¢

1
Xit = Z)\ijft—j
j=0
Jt=0,5 fii1 + &
Ft - (ft7 ft—1>,'

¢;+ und \;; sind unabhéngig N(0/1). Das heift, die Anzahl der Faktoren ist somit q =1,
s=1und somitr = 2.

X: und £, werden sowohl hier als auch in allen darauffolgenden Modellen auf Var(x;) =
Var(g;) = 0,5 genormt.

Modell 2

Das zweite Modell wird nun durch 2 MA-Prozesse generiert. Der Fehlerprozess folgt
auch hier einem White Noise Prozess.

Ty =Xt + e =AF, +¢

2 2
Xit = E AijUtg—j + E A2,ij U2 t—j
§=0 =0
!
F, = (uLt;ul,t—lyul,t—27u2,t>u2,t—17u2,t—2) .

Eits U1ts U, A1, Und Ao ;5 sind unabhiingig N(0/1). Dadurch ergeben sichq=2,s =2
und r = 6.

Modell 3

Modell 3 wird ebenfalls wieder durch 2 MA-Prozesse generiert. Diesmal aber bis zu
Lag 3, und der Fehlerprozess besitzt nun Kreuzkovarianzen ungleich 0.

r=xt+e=AF+¢

3 3
Xit = g A1ijUl—j + E A2,ij U2 t—j
=0 =0

/
Fy = (Ul,t> Uy t—1, Ult—2, UL t—3, U2 t, U2 t—1, U2 t—2, U2,t—3)
it = @iy + 0,5 (@14 + Giy1y). (5.1)
Qjt, Ui g, Uggs A1,i5 und Ao ;5 sind unabhiingig N(0/1). Dadurch ergeben sichq=2,s =3

und r = 8.
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Modell 4

Modell 4 wird durch 2 AR(1)-Prozesse generiert, und der Fehlerprozess gleicht dem
aus Modell 3.

=Xt +e=ANF+¢e

1 1
Xit = E Mijfie—j + E A2 fo—j
j=0 Jj=0

=05 fi1+¢&
Ft - (fl,tu fl,t—17f2,t,f2,t—1)/
git = ;g + 0,5 (ai—14 + aiv14). (5.2)

@i, A1, und Ag ;5 sind unabhingig N(0/1). Dadurch ergeben sichq=2,s=1undr =
4.

Modell 5

Das fiinfte Modell wird durch einen AR(2)-Prozess generiert, welcher bis zu einem
Lag 3 auftritt. Der Fehlerprozess bekommt nun auch leichte Abhéngigkeiten iiber die
Zeit.

e =x:+e=AF, +¢

3
Xit = Z )‘ijft—j
=0

fi=0,5fi14+0,2 fi o+ &
Ft - (ft7 ftfla ft727 ft73)/
git = i+ 0,5 (@14 + aiv1t) +0,2 a54-1. (5.3)

a;; und \;; sind unabhéngig N(0/1). Dadurch ergeben sichq=1,s=3 undr=4.
Uberpriifung der Bedingungen

Ich mochte die Bedingungen von Chamberlain und Rothschild iiberpriifen, da sie einen
guten Uberblick darstellen, und die meisten technischen Annahmen der Methoden von

Forni und CO. bzw Stock und Watson leicht zu iiberpriifen, beziechungsweise durch
simple weiterfolgende Uberlegungen nachzuvollziehen sind.
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Die Bedingung der Divergenz der ersten r Eigenwerte
SUp flpyr = OO
ist durch die Konstruktion von ; gewihrleistet (A;; ~ N(0/1)). Desweiteren ist
iI%f fonn > 0
durch die Konstruktion von ¢; erfiillt. Somit bleibt zu zeigen, dass
Hrg1 < OO
gilt.
Da ;- ; = 0 laut Konstruktion und wegen Satz(2.1.15)

Hry1 < :ui

gilt, muss man nur noch die Beschrédnktheit von 5 zeigen. Das heift, der grofite Ei-
genwert von I'; muss beschrinkt sein. Da I' stets eine Bandmatrix ist (in dieser Simu-
lation), folgt aus Korollar(2.1.16), dass ihr groter Eigenwert durch die Summe einer
ihrer mittleren Zeilen beschrinkt ist. U

Kriterien

Die zu vergleichenden in- bzw out-ofsample Schitzer lauten:
(MR =X Z(Z2' Ty Z
W =0 C(C' Ty C)Y Clayy t=1,...,T,

Xavigt = 0% 2 (Z' Do 2)71) Z'or,h > 1,
X?YXMT = [fh é (C’/ fo C’)il] CA’/JJT, h > 1.
Zum Vergleich verwende ich folgende Kriterien:

e Den quadratischen in-sample Fehler

n

MSE(., =1/(T) 3" 3 (v — 1)

t=1 i=1
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e Den quadratischen out-of-sample Fehler

n

MSE y=1/(n) Z(Xi,TH - Xﬁ;}l”T)Q-

=1

e Sowie die prozentuale Trefferquote

TQ() = 1/” Z Hsign(xi,T_‘_l):sign(fé;‘fllw)'

i=1

Die ersten zwei Kriterien zielen rein auf die Erkldrung des latenten Teils ab. Mathema-
tisch gesehen sind sie natiirlich korrekt und objektiv. Die Trefferquote ist mathematisch
gesehen nicht sehr spektakulir, gibt aber einen quantitativen Uberblick. Die Frage, die
sich aber aufwirft, ist, inwiefern der latente Teil ausreichend ist, um den tatsidchlichen
Prozess zu erkldren. Deswegen berechne ich alle drei Kriterien auch mit x an der Stelle
von y:

e Den quadratischen in-sample Fehler

n

MSE(.y=1/(nT) > (@i — x4

t=1 =1

e Den quadratischen out-of-sample Fehler

n

MSE(.y=1/(n) > (tir1 — Ry

=1

e Sowie die prozentuale Trefferquote

TQ() = 1/TL Z Hsign(;ti,TJFl):sign(XE;%ll‘T)'

=1

Der quadratische x-in-sample Fehler hat eigentlich wenig Aussagekraft und ist un-
fair gegeniiber der Methode von Forni und CO., da Stock und Watson genau diesen
Fehler als zu minimierende Funktion verwenden. Dennoch fiihre ich ihn an, da man
durch ihn sehr schon die Verdnderungen durch falsche Faktoranzahlen erkennen kann.
Interessant sind auf alle Fille der quadratische x-out-of-sample Fehler, sowie die x-
Trefferquote, da sie Kennzahlen sind, die fiir praktische Modellvergleiche (bei denen
der latente Prozess naturgemif nicht bekannt ist) hergenommen werden.
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Wie eben schon angedeutet, spielen die Faktoranzahlen eine wesentliche Rolle. Benotigt
man fiir die Methode von Stock und Watson lediglich die Anzahl der statischen Fakto-
ren 1, so verwendet die Methode von Forni und CO. auch die Anzahl der dynamischen
Faktoren.

Bai und Ng haben in ihrem Paper [2] Informationskriterien vorgestellt, welche eine
konsistente Schitzung der statischen Faktoranzahl r, fiir (n,7) — oo, erméglichen,
fiir die gilt

T n

r=arg min 1/(nT) ZZ vy — CIF)? =arg min LF(r).

1<7<rmam 1<r<rmax
t=1 i=1

Da dies ebenso die zu minimierende Funktion von Stock und Watson ist, wird die
statische Faktoranzahl mit Hilfe der noch folgenden Informationskriterien geschitzt.
Dies wird ebenso fiir die Methode von Forni und CO. angewandt, da in zahllosen
von mir durchgefiihrten Versuchen, BIC- und AIC-Kriterien konsequent unterschétzt
haben, im Gegensatz zu den Informationskriterien von Bai und Ng:

o [Cy=In(LF()+7 (%) In (57)

n+T

o IC, = In(LF(r)) +r (L) In(min(n, T))

min(n,T)

o ICy = In(LF(r)) +r ("mnni))
Die automatische Auswahl fiir r wurde folgendermaBen festgelegt:

1. 7 = f[cs falls TA’]C3 < rmax

2. 7 = [(f10, + T1¢,)/2] falls 77c, = rmax, [] bedeutet die nidchste grofere
natlirliche Zahl.

Der Grund fiir diese Bestimmung von r ist folgender:

Alle Informationskriterienkurven haben einen konvex-konkaven Verlauf. Das heift,
falls rmax zu hoch angesetzt ist, fallen die Kurven vor der Schranke unter das lokale
Minimum, das eigentlich gesucht ist. Das dritte Kriterium lieferte in meinen Vorunter-
suchungen die konstanteste Trefferquote, sofern rmax (rmax = min(n/2,7/2)) nicht
zu grof} war, da ihr Kurvenverlauf der flacheste ist und somit am schnellsten fillt. Die
anderen beiden streuten ein wenig um die tatsdchliche Faktoranzahl. Daher wird ihr
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tatséchliche Faktoranzahl = 2 tatséchliche Faktoranzahl = 8

1.0
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Abbildung 5.1: Modell 1 Abbildung 5.2: Modell 3

Mittelwert im Falle der Fehlschitzung des dritten Kriteriums herangezogen.

Somit fehlt noch die automatische Selektion von q fiir die Methode von Forni und CO.
Hierfiir haben Hallin und Liska in ihrem Paper [14], dhnlich zu Bai und Ng, Informa-
tionskriterien entwickelt, mit welchen es moglich ist, fiir (n,7") — oo, q konsistent zu
schitzen. Das hier verwendete Kriterium lautet:

n M
1 1 .
IC(¢) =In (ﬁ Z m Z )\nT,i(ej)> +q-p(n,T)
1=q+1 j=—Mr

p(n.T) = (min(n, M. VTM; ")~ In(min(n, M7, VT M)

Das ergibt
Gg=arg min IC(q),

1<q<gmaz

mit gmaxr = /n, My = VT und ¢; wie bei der Schitzung der spektralen Dichte
(siehe unten). Es tritt hier nur ein Problem auf. Alle Informationskriterien der Bauart

n MT
1 1 .
I c=In[= E _— g Anri(0; ~q-p(n,T),
C(q) n (ni:q+l 2MT+1],:7M T, ( ])) +c q p<n )

mit ¢ € R* erfiillen die Bedingungen der konsistenten Schitzung.

e =arg min IC(q),

1<q<gmaz
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Hallin und Liska schlagen deswegen vor, die Informationskriterien nicht nur fiir ver-
schiedene (n,T) Kombinationen durchzurechnen, sondern auch verschiedene c’s zu
betrachten. Das heif3t, zuerst definiert man Sequenzen fiir ¢, n und T. Implementiert
wurde:

¢=1(0,0.1,0.2,...,2)

J =10

nj=n—20+2x75,7=1,...,J
T;,=T—-10+7,7=1,...,J, fiir T =30, und
T; =T —-50+5%*77=1,..,J,fir T=200.

Und anschlieBend werden alle §. (,,, ;) berechnet. Der Sinn dahinter ist, ¢’s zu erwi-

ey

J J 2
1 R 1 .
Sc = j Z (CIC,(n‘j,Tj) - j Z QC,(nj,Tj)>
j=1

Jj=1

tatséchliche Faktoranzahl = 2

W Faktoranzahl
o B Sc
—

Da ¢ — S, einige Intervalle mit S. = 0 besitzt, schlagen Hallin und Liska vor, das
zweite ,,Stabilitdtsintervall“ zu nehmen. Der Grund ist, dass ein zu kleines ¢ zu einer
Uberschitzung der Faktoranzahl neigt.

Fiir die Berechnung der Kriterien werden alle auftretenden Varianz-Kovarianzmatrizen
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I'Y = E(z¢yp;) mit

aus (2.1) geschitzt.

Die spektrale Dichte von z; wird mit

My
~ 1 ~ )
z(ej):% > w(M; h)Dye "
h=—Mr

aus (2.3) mit My = VT und w(z) =1 — |z| = 1 — le_h'T geschitzt. Die verwendeten
Frequenzen werden folgendermal3en bestimmt:

Vs

;= ———— 5=—Mrp,.. Mt
J MT‘}‘OE)’j T, ) T

Dadurch sehen die Schitzer der Varianz-Kovarianz-Matrizen von I'f und I}, fiir die
FHLR-Methode so aus:

A 2 .
X __ $X(Q. i0;h
b OMp + 1 Z_MT ()™,
o 2 Mz, A
e = (). ’L‘ejh'
h 2MT ‘l’ 1 .72 ( ])6
Jj=—Mr

Ich befolge aber den Rat von FHLR, und setze die Nicht-diagonal-Elemente von fg
gleich 0. FHLR haben in [12] festgestellt, dass vorallem im Fall von n > 7" das 0
setzen der Nicht-diagonal-elemente eine signifikante Verbesserung der Schitzung dar-
stellt. Zudem erlaubt dies die Methode auch, da I'j durch eine beliebige, symmetrische,
positiv definite Matrix ersetzt werden kann, die beschrinkte Eigenwerte hat.
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Modell 1

Schiatzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

62

T=30 in-sample out-of-sample
MSEryrr | MSEsw | MSEryrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0527 0.0561 0.3093 0.3122 0.7483 | 0.7464
n=100 0.0433 0.0448 0.2939 0.2970 0.7445 | 0.7429
n=150 0.0404 0.0411 0.2814 0.2839 0.7427 | 0.7425
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErgrr | MSEsw | MSErpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4606 0.4480 0.7980 0.8004 0.6527 | 0.6517
n=100 0.4683 0.4576 0.7903 0.7931 0.6582 | 0.6574
n=150 0.4710 0.4608 0.7873 0.7903 0.6519 | 0.6523
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=30 q<gq qd=q q>q rRp<r | rp=r |Tp>r| rTsw <7 | Tsw=r|Tsw >TrT
n=50 0 100 0 0 100 0 0 99 1
n=100 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=150 0 88 12 0 100 0 0 100 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
TR<T |TRp=7|TFp>"T TR<T |TRp=7|TFp>"T TR <T TR =1 TR >T
n=50 - - 0 100 0 - - -
n=100 0 100 0 - - -
n=150 0 100 0 0 100 0
Schitzungen mit den geschitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=30 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0527 0.0567 0.3093 0.3120 0.7483 | 0.7472
n=100 0.0433 0.0448 0.2939 0.2970 0.7446 | 0.7429
n=150 0.0406 0.0411 0.2815 0.2839 0.7427 | 0.7425
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSEpuir | MSEsw | MSEpgrr | MSEsw | TQrarir | TQsw
n=50 0.4606 0.4473 0.7980 0.8001 0.6527 | 0.6520
n=100 0.4682 0.4576 0.7902 0.7931 0.6582 | 0.6574
n=150 0.4698 0.4608 0.7872 0.7903 0.6524 | 0.6523




Schiitzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample

MSErgrr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0242 0.0254 0.2306 0.2296 0.7608 | 0.7624
n=100 0.0150 0.0152 0.2336 0.2329 0.7700 | 0.7686
n=150 0.0118 0.0118 0.2177 0.2184 0.7728 | 0.7725

] Statistiken fiir den wahren Prozess

T=200 in-sample out-of-sample

MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4772 0.4750 0.7226 0.7216 0.6742 | 0.6752
n=100 0.4866 0.4851 0.7313 0.7303 0.6713 | 0.6715
n=150 0.4897 0.4884 0.7216 0.7221 0.6679 | 0.6675

Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=200 qg<gq qg=q q>q rp<r | rp=7r |TE>7r || Tsw <7r | TFsw=r|Tsw>Tr
n=50 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=100 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=150 0 100 0 0 100 0 0 100 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
rr<r | Tp=71|Tp>"T rr<r | Ttp=1|Tp>"T T <T TR =1 TR >T

n=50 0 100 0
n=100 0 100 0
n=150 0 100 0

Die Statistiken sind recht ausgeglichen. Fiir T = 30 liefert die FHLR-Methode die
leicht besseren Ergebnisse, fiir T = 200 kann man kaum einen Unterschied bemerken.
Die Ergebnisse der Statistiken mit den geschitzten Faktoranzahlen fiir T = 200 sind
tiberfliissig, da alle Anzahlen perfekt geschitzt wurden. Fiir T = 30 ist es erfreulich,
dass die Uberschitzung von q keine Auswirkung auf die richtige Schitzung von r hat.
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Modell 2

Schiatzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

64

T=30 in-sample out-of-sample
MSEryrr | MSEsw | MSEryrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1300 0.1793 0.3170 0.3415 0.7127 | 0.7040
n=100 0.1088 0.1397 0.3094 0.3277 0.7308 | 0.7253
n=150 0.1016 0.1263 0.2963 0.3149 0.7395 | 0.7313
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSEpurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.3845 0.3426 0.8202 0.8457 0.6405 | 0.6330
n=100 0.4060 0.3720 0.8058 0.8229 0.6513 | 0.6473
n=150 0.4126 0.3817 0.8049 0.8237 0.6515 | 0.6479
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=30 q<q qd=q q>q rRp<r | rp=r |Tp>r| rTsw <7 | Tsw=r|Tsw >TrT
n=50 42 58 0 68 32 0 91 9 0
n=100 26 74 0 52 48 0 6 94 0
n=150 26 74 0 51 49 0 6 94 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
TR<T |TRp=7|TFp>"T TR<T |TRp=7|TFp>"T TR <T TR =1 TR >T
n=50 100 0 0 44 56 0 - - -
n=100 100 0 0 35 65 0 -
n=150 || 100 0 0 34 66 0 -
Schitzungen mit den geschitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=30 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1780 0.2068 0.3519 0.3668 0.6866 | 0.6817
n=100 0.1441 0.1397 0.3399 0.3275 0.7101 | 0.7255
n=150 0.1385 0.1267 0.3266 0.3156 0.7179 | 0.7309
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErpgrr | MSEsw | MSErprr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4893 0.4537 0.8558 0.8729 0.6250 | 0.6199
n=100 0.4738 0.3746 0.8387 0.8224 0.6373 | 0.6476
n=150 0.4795 0.3844 0.8345 0.8247 0.6392 | 0.6477




Schiitzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample

MSErurr | MSEsw | MSErurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0654 0.0780 0.2148 0.2173 0.7729 | 0.7712
n=100 0.0419 0.0466 0.2039 0.2058 0.7822 | 0.7807
n=150 0.0335 0.0362 0.1950 0.1961 0.7862 | 0.7853

Statistiken fiir den wahren Prozess

T=200 in-sample out-of-sample

MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4364 0.4253 0.7227 0.7250 0.6749 | 0.6742
n=100 0.4614 0.4552 0.7011 0.7030 0.6783 | 0.6780
n=150 0.4700 0.4650 0.6942 0.6952 0.6796 | 0.6797

Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=200 qd<q qd=q q>q rr<r | rtp=r |Ttp>r || tsw <7 | Tsw=r|Tfsw>r
n=50 0 100 0 1 99 0 0 100 0
n=100 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=150 0 100 0 0 100 0 0 100 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
rr<r | Tp=71|Tp>"T rr<r | Ttp=1|Tp>"T T <T TR =1 TR >T
n=50 1 99 0
n=100 0 100 0
n=150 0 100 0
Schiatzungen mit den geschiitzten Faktoranzahlen
Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample

MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0655 0.0781 0.2149 0.2172 0.7728 | 0.7712
n=100 0.0419 0.0466 0.2039 0.2058 0.7822 | 0.7807
n=150 0.0335 0.0362 0.1950 0.1961 0.7862 | 0.7853

Statistiken fiir den wahren Prozess

T=200 in-sample out-of-sample

MSEpurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4366 0.4254 0.7230 0.7249 0.6746 | 0.6744
n=100 0.4614 0.4552 0.7011 0.7030 0.6783 | 0.6780
n=150 0.4700 0.4650 0.6942 0.6952 0.6796 | 0.6797
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Fiir T = 200 sind die out-of-sample Statistiken beider Methoden so gut wie gleich
auf. Die in-sample Statistiken sprechen jedoch eher fiir die FHLR-Methode. Auch die
Faktoranzahlen werden so gut geschitzt, dass keine gravierenden Veridnderungen der
Statistiken durch die Schitzung der Faktoranzahlen erfolgt.

Bei T = 30 scheint die Methode von FHLR der von SW leicht iiberlegen zu sein,
soferne die Faktoranzahlen bekannt sind. Die Schitzung eben dieser funktioniert hier
ndmlich so ganz und gar nicht. So wird q sehr hidufig unterschitzt, und das fiihrt in
weiterer Folge zu einer systematischen Unterschitzung von r. Bei der Methode von
SW funktioniert die Faktoranzahlschitzung fiir n = 100, 150 weitaus besser, was zur
Folge hat, dass diese Statistiken mit geschitzten Faktoranzahlen klar fiir die Methode
von SW sprechen. Fiir n = 50 liefert die Schitzung der Faktoranzahl jedoch bei SW
eine konsequente Unterschitzung, wodurch FHLR dort wieder die Nase vorne hat.
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Modell 3

Schiatzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

67

T=30 in-sample out-of-sample
MSEryrr | MSEsw | MSEryrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1779 0.3075 0.3535 0.3952 0.6974 | 0.6830
n=100 0.1463 0.2248 0.2938 0.3215 0.7248 | 0.7121
n=150 0.1354 0.1936 0.3294 0.3450 0.7282 | 0.7243
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErprr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.3593 0.2671 0.8485 0.8915 0.6344 | 0.6243
n=100 0.3888 0.3184 0.7974 0.8245 0.6456 | 0.6402
n=150 0.3981 0.3351 0.8278 0.8452 0.6520 | 0.6491
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=30 qd<gq qd=q q>q re<r |rtp=1|Tp>T | Tsw<T | Tsw=r|Tsw>T
n=50 ol 9 0 100 0 0 9 57 23
n=100 71 29 0 100 0 0 95 4 1
n=150 67 33 0 100 0 0 36 60 5
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
TR<T |TRp=7|TFp>"T TR<T |TRp=7|TFp>"T TR <T TR =1 TR >T
n=50 100 0 0 100 0 0 - - -
n=100 100 0 0 100 0 0 -
n=150 100 0 0 100 0 0 -
Schitzungen mit den geschitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=30 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.2901 0.3149 0.4308 0.4034 0.6366 | 0.6734
n=100 0.2676 0.2486 0.3778 0.3528 0.6533 | 0.6850
n=150 0.2681 0.1918 0.4272 0.3468 0.6546 | 0.7244
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSEpuir | MSEsw | MSEpgrr | MSEsw | TQrarir | TQsw
n=50 0.6454 0.3020 0.9262 0.9024 0.5941 | 0.6169
n=100 0.6379 0.4902 0.8808 0.8584 0.5966 | 0.6195
n=150 0.6524 0.3531 0.9253 0.8469 0.6035 | 0.6491




Schiitzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample

MSErurr | MSEsw | MSErurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0910 0.1527 0.2120 0.2301 0.7788 | 0.7669
n=100 0.0581 0.0767 0.1802 0.1853 0.7951 | 0.7929
n=150 0.0462 0.0557 0.1750 0.1776 0.8060 | 0.8042

Statistiken fiir den wahren Prozess

T=200 in-sample out-of-sample

MSErurr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4175 0.3859 0.7214 0.7383 0.6816 | 0.6750
n=100 0.4507 0.4358 0.6781 0.6832 0.6889 | 0.6868
n=150 0.4622 0.4512 0.6705 0.6729 0.6915 | 0.6908

Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=200 qg<gq qg=q q>q rp<r | rp=7r |TE>7r || Tsw <7r | TFsw=r|Tsw>Tr
n=50 0 100 0 38 62 0 0 0 100
n=100 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=150 0 100 0 0 100 0 0 100 0
wenn § < q, dann wenn q = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
rr<r | Tp=71|Tp>"T rr<r | Ttp=1|Tp>"T T <T TR =1 TR >T
n=50 38 62 0
n=100 0 100 0
n=150 0 100 0
Schiatzungen mit den geschiitzten Faktoranzahlen
Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample

MSErurr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0979 0.4392 0.2239 0.2472 0.7722 | 0.7579
n=100 0.0581 0.0767 0.1802 0.1853 0.7951 0.7929
n=150 0.0462 0.0557 0.1750 0.1776 0.8060 | 0.8042

Statistiken fiir den wahren Prozess

T=200 in-sample out-of-sample

MSErurr | MSEsw | MSErpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4299 0.0679 0.7336 0.7603 0.6765 | 0.6661
n=100 0.4507 0.4358 0.6781 0.6832 0.6889 | 0.6868
n=150 0.4622 0.4512 0.6705 0.6729 0.6915 | 0.6908
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Bei bekannten Faktoranzahlen liefert die FHLR-Methode klar bessere Ergebnisse.

Leider sieht die Faktoranzahlschitzung fiir T = 30 bei beiden Methoden traurig aus,
wobei SW noch besser schitzt und somit bei den Statitistiken mit geschitzten Fakto-
ranzahlen die Oberhand hat. Hier sieht man sehr schon, wie dramatisch die x-MSE-in-
sample Fehler bei der FHLR-Methode in die Hohe schnellen, wéihrend die chi-MSE-
in-sample Fehler noch anndhernd mit denen von SW mithalten konnen. Wie gesagt,
diese Statistik stellt keine wirkliche Beurteilung dar, aber man sieht hier am deutlich-
sten die Fehlschidtzung der Faktoranzahlen.

Fiir T = 200 funktioniert die Faktoranzahlschitzung sehr gut, auler bei SW fiir n = 50.
Hier ist auch der Grund offensichtlich. Wie man sieht, ist die wenig aussagekriftige x-
MSE-in-sample-Fehler Statistik bei SW durch die Hinzunahme von vielen unnétigen
Faktoren sogar kleiner als die chi-MSE-in-sample-Fehler Statistik bei SW, mit wahren
Faktoranzahlen. Das heift, die korrekte Schitzung von r war nicht moglich, da der x-
MSE-in-sample-Fehler am Anfang zu langsam gesunken ist, und die Informationskri-
terien die Hinzunahme von Faktoren nicht stark genug bestrafen konnten. Es sei aber
erwihnt, dass diese Uberschitzung durch die Automatisierung verursacht wird. Wiirde
man jedes Modell einzeln betrachten, wiirde man das lokale Minimum sehen. Leider
ist rmax hierfiir zu groB, ein kleineres rmax wire jedoch bei der Automatisierung un-
verantwortlich, da ein gewisser Spielraum zur wahren Faktoranzahl gewihrleistet sein
muss, um die Objektivitdt zu bewahren. rmax ~ r+2 wiirde sicherlich zum richtigen
Ergebnis fiihren, kann aber nicht Sinn und Zweck sein.
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Modell 4

Schiatzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

70

T=30 in-sample out-of-sample
MSErprr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1096 0.1411 0.3656 0.3713 0.7195 | 0.7185
n=100 0.0847 0.1019 0.3341 0.3430 0.7329 | 0.7292
n=150 0.0759 0.0893 0.3140 0.3189 0.7418 | 0.7407
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErprr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4090 0.3868 0.8649 0.8710 0.6515 | 0.6525
n=100 0.4275 0.4113 0.8302 0.8383 0.6540 | 0.6531
n=150 0.4337 0.4193 0.8093 0.8133 0.6606 | 0.6608
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=30 qd<gq qd=q q>q re<r |rtp=1|Tp>T | Tsw<T | Tsw=r|Tsw>T
n=50 33 67 0 35 65 0 2 20 77
n=100 14 86 0 14 86 0 2 91 7
n=150 10 90 0 12 88 0 0 99 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
TR<T |TRp=7|TFp>"T TR<T |TRp=7|TFp>"T TR <T TR =1 TR >T
n=50 98 2 0 i 96 0 - - -
n=100 91 9 0 2 98 0 -
n=150 100 0 0 2 98 0 -
Schitzungen mit den geschitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=30 in-sample out-of-sample
MSErprr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1397 0.2950 0.3964 0.4458 0.6992 | 0.6828
n=100 0.0985 0.1066 0.3473 0.3456 0.7233 | 0.7267
n=150 0.0870 0.0895 0.3258 0.3192 0.7357 | 0.7405
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSEpurr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4682 0.2215 0.8948 0.9452 0.6370 | 0.6247
n=100 0.4512 0.4075 0.8428 0.8407 0.6483 | 0.6510
n=150 0.4514 0.4192 0.8210 0.8135 0.6571 | 0.6609




Schiitzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil

T=200 in-sample out-of-sample
MSErgrr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0525 0.0645 0.2500 0.2501 0.7465 | 0.7470
n=100 0.0309 0.0348 0.2340 0.2347 0.7623 | 0.7614
n=150 0.0238 0.0260 0.2299 0.2304 0.7587 | 0.7580
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=200 in-sample out-of-sample
MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4523 0.4459 0.7585 0.7590 0.6591 | 0.6579
n=100 0.4718 0.4688 0.7247 0.7252 0.6668 | 0.6663
n=150 0.4782 0.4760 0.7375 0.7379 0.6589 | 0.6587
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=200 qd<q qd=q q>q rr<r | rtp=r |Ttp>r || tsw <7 | Tsw=r|Tfsw>r
n=50 0 100 0 0 100 0 0 0 100
n=100 0 100 0 0 100 0 0 100 0
n=150 0 100 0 0 100 0 0 100 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
rr<r | Tp=71|Tp>"T rr<r | Ttp=1|Tp>"T T <T TR =1 TR >T
n=50 0 100 0
n=100 0 100 0
n=150 0 100 0
Schiatzungen mit den geschiitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=200 in-sample out-of-sample
MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0525 0.4524 0.2500 0.3075 0.7465 | 0.7154
n=100 0.0309 0.0348 0.2340 0.2347 0.7623 | 0.7614
n=150 0.0238 0.0260 0.2299 0.2304 0.7587 | 0.7580
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=200 in-sample out-of-sample
MSEpurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4523 0.0490 0.7585 0.8177 0.6591 | 0.6386
n=100 0.4718 0.4688 0.7247 0.7252 0.6668 | 0.6663
n=150 0.4782 0.4760 0.7375 0.7379 0.6589 | 0.6587

Fiir T = 200 sind die Ergebnisse anndhernd gleich, vielleicht mit einem minimalen
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Vorteil fiir FHLR. Erneut hat SW bei der Faktorschitzung mit n = 50 dasselbe Pro-
blem wie bei Modell 3.

Fiir T = 30 ist der Vorteil der FHLR-Methode mit bekannten Faktoranzahlen jedoch
groBer. Interessant ist hier die Faktoranzahlschédtzung. So zeigt sich hier, dass die rich-
tige/ falsche Schitzung von q malgeblich fiir die von r verantwortlich ist. Obwohl
hier FHLR fiir n = 100, 150 grobere Probleme hat als SW, kann sie denoch mit den
Statistiken von SW mithalten. Fiir n = 50 hat SW wieder das bereits bekannte Problem.
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Modell 5

Schiatzungen mit den wahren Faktoranzahlen

Statistiken fiir den latenten Teil
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T=30 in-sample out-of-sample
MSEryrr | MSEsw | MSEryrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1130 0.1341 0.2635 0.2463 0.7997 | 0.7945
n=100 0.0992 0.0992 0.2495 0.2315 0.8042 | 0.8048
n=150 0.0942 0.0878 0.2294 0.2033 0.8222 | 0.8219
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSEpurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4654 0.3894 0.7626 0.7444 0.6958 | 0.6964
n=100 0.4776 0.4121 0.7510 0.7335 0.6989 | 0.6992
n=150 0.4819 0.4196 0.7349 0.7103 0.7096 | 0.7081
Schiitzungen der Faktoranzahlen
T=30 q<q qd=q q>q rRp<r | rp=r |Tp>r| rTsw <7 | Tsw=r|Tsw >TrT
n=50 0 90 10 41 59 0 25 70 5
n=100 0 90 10 34 66 0 3 93 3
n=150 0 91 9 27 73 0 3 97 0
wenn ¢ < ¢, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
TR<T |TRp=7|TFp>"T TR<T |TRp=7|TFp>"T TR <T TR =1 TR >T
n=50 - - 44 56 0 10 90 0
n=100 37 63 0 6 94 0
n=150 30 70 0 0 100 0
Schitzungen mit den geschitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil
T=30 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSErgrr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.1226 0.1402 0.2732 0.2539 0.7906 | 0.7902
n=100 0.1064 0.1008 0.2543 0.2327 0.8003 | 0.8049
n=150 0.1009 0.0878 0.2354 0.2035 0.8147 | 0.8221
] Statistiken fiir den wahren Prozess
T=30 in-sample out-of-sample
MSErpgrr | MSEsw | MSErprr | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4790 0.4014 0.7718 0.7518 0.6906 | 0.6934
n=100 0.4886 0.4119 0.7559 0.7347 0.6971 | 0.6986
n=150 0.4921 0.4209 0.7412 0.7105 0.7052 | 0.7085




Schiitzungen mit den wahren Faktoranzahlen

] Statistiken fiir den latenten Teil \

T=200 in-sample out-of-sample
MSEpuir | MSEsw | MSEpyir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0498 0.0621 0.1487 0.1500 0.8308 | 0.8264

n=100 0.0325 0.0340 0.1331 0.1290 0.8414 | 0.8419
n=150 0.0266 0.0255 0.1265 0.1233 0.8517 | 0.8521

] Statistiken fiir den wahren Prozess \

T=200 in-sample out-of-sample
MSErprr | MSEsw | MSEpur | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4632 0.4464 0.6511 0.6513 0.7078 | 0.7066

n=100 0.4797 0.4690 0.6368 0.6329 0.7097 | 0.7109
n=150 0.4854 0.4762 0.6208 0.6177 0.7194 | 0.7182

Schiitzungen der Faktoranzahlen

T=200 qd<q qd=q q>q rr<r | rtp=r |Ttp>r || tsw <7 | Tsw=r|Tfsw>r
n=50 0 100 0 1 99 0 1 99 0
n=100 0 69 31 0 100 0 0 100 0
n=150 0 48 52 0 100 0 0 100 0
wenn ¢ < g, dann wenn ¢ = ¢, dann wenn ¢ > ¢, dann
rr<r | Tp=1|Tp>"T rr<r | Ttp=1|Tp>"T T <T TR =1 TR >T
n=50 - - - 1 99 0 - - -
n=100 - - - 0 100 0 0 100 0
n=150 - - - 0 100 0 0 100 0
Schiatzungen mit den geschiitzten Faktoranzahlen
] Statistiken fiir den latenten Teil \

T=200 in-sample out-of-sample

MSErgrr | MSEsw | MSEpuir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.0500 0.0622 0.1485 0.1499 0.8314 | 0.8268

n=100 0.0316 0.0340 0.1317 0.1290 0.8420 | 0.8419
n=150 0.0249 0.0255 0.1260 0.1233 0.8517 | 0.8521

] Statistiken fiir den wahren Prozess \

T=200 in-sample out-of-sample
MSErurr | MSEsw | MSErgir | MSEsw | TQrurr | TQsw
n=50 0.4636 0.4468 0.6512 0.6515 0.7084 | 0.7069

n=100 0.4775 0.4690 0.6354 0.6329 0.7103 | 0.7109
n=150 0.4821 0.4762 0.6204 0.6177 0.7190 | 0.7182

Bei bekannten Faktoranzahlen sind die in-sample Statistiken von FHLR ein wenig
besser als die von SW. Datfiir sind die out-of-sample Statistiken fiir T = 30 von SW
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denen von FHLR iiberlegen.

Die Faktoranzahlen werden bei beiden Methoden fiir T = 30 nicht perfekt, dafiir fiir T =
200 sehr gut geschitzt, wodurch sich das selbe Bild, fiir die Statistiken mit geschétzten
Faktoranzahlen, wie fiir die Statistiken mit bekannten Faktoranzahlen, ergibt.

Zusammenfassung

e Die FHLR-Methode liefert bei bekannten Faktoranzahlen die konstant besseren
Werte. Bei Modell 1 sind die in-sample Ergebnisse besser, bei Modell 5 ebenso,
die out-of-sample Ergebnisse hinken da denen der SW-Methode jedoch hinter-
her. Bei den Modellen 2,3 und 4 ist FHLR die konstant bessere.

e Die Schitzung der Faktoren fiir T = 30 konnte besser sein. Es ist aber zu beach-
ten, dass T = 30 wirklich klein ist und erst durch n = 100 halbwegs kompensiert
werden kann. Dennoch zeichnet sich ein Trend ab, dass eine Unterschitzung von
g ebenso zu einer Unterschétzung von r fiihrt. Wird q jedoch richtig geschitzt, ist
es duBerst wahrscheinlich, auch r richtig zu schitzen. Dies wird vorallem bei T =
200 untermauert, wo sogar Fehlschidtzungen meist zu einer richtigen Schétzung
von r fiihren.

Man darf jedoch nicht vergessen, dass trotz einer richtigen Schitzung von r, bei
einer vorherigen Fehlschidtzung von q, die Statistiken der MSE-Fehler nicht un-
bedingt sehr gut sein miissen, da immerhin I'Y bereits falsch in die Berechnung
der FHLR-Methode einflief3t.

Die Informationskriterien von Bai und Ng erfiillen ihren Dienst sehr gut, sieht
man von dem Problem der Automatisierung ab, wodurch mitunter das lokale
Minimum nicht erkannt wird.

e Die Statistiken mit den geschitzten Faktoranzahlen hinken denen mit den wah-

ren Faktoranzahlen, nur in den Extremfillen der Fehlschidtzungen der Faktoran-
zahlen, wirklich hinterher. Vorallem die Trefferquoten des wahren Prozesses x
sind konstant iiber 60%, was wirklich beachtlich ist.
Ansonsten ist der Vergleich zwischen FHLR und SW so zu betrachten wie bei
bekannten Faktoranzahlen, auf3er, dass durch die Probleme bei der Faktoran-
zahlschitzung der Vorteil von FHLR bei den Modellen 2 und 3 fiir T = 30 zu
SW wandert.

e Durch die Steigerung der Dynamik und Abhingigkeiten der Fehler von Modell
1 zu Modell 5, lasst die stetig besser werdende Performance der FHLR-Methode
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gegeniiber der SW-Methode, mit bekannten Faktoranzahlen, bei den Modellen
2, 3 und 4, einen Vorteil dieser Methode gegeniiber der SW-Methode erahnen.
Modell 5 relativiert jedoch diesen etwaigen Vorteil.

Die Simulation hat gezeigt, dass keine der beiden Methoden die andere klar tibertrifft.
Die Frage, ob durch die Verwendung der konsistent geschitzten Varianz-Kovarianz-
Matrix der Fehler I'; eine signifikante Verbesserung der Schitzung der latenten Varia-
blen eintritt, bleibt offen.

Die Theorie der dynamischen verallgemeinerten Faktormodelle ist jedoch noch jung,

und es lédsst sich erhoffen, diese durch weitere Forschungsarbeiten noch besser er-
schliefen zu konnen.
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Kapitel 6

Appendix A

Beweise fiir die Methode von FHLR

Beweis (Lemma4.1.2) Seien (vnj ) j=1,...,(k—1) die verallgemeinerten Eigenvektoren von
(A, By) und (wy;);=1,. x die Eigenvektoren von A, (wie immer seien sie der Grofe
ihrer zugehorigen Eigenwerte nach geordnet und orthonormal).

Weiters sei & = (1, ..., ) € RYF eine nicht-triviale Losung des linearen Glei-

chungssystems mit (k-1) Gleichung und k Unbekannten in z;

(Tywyy + oo + TpWhy ) Bpvn; =0, j =1, k—1
< ViBWy(x1, ..., xr) =0, mit Wy, = (wp1 - - wpg) und V;, = (Un1 -+ - Upe—1y)-
Da die w,,; orthonormal sind, ist ¢/, = (Wl + ... + anew),,) # 0. Deswegen ist

auch ¢/, B,,q, > 0 (B, ist positiv definit). Da man « mit einer Konstanten multiplizieren
kann, ist es moglich,

4GBy =0, j=1,..,k—1 (6.2)

zu bekommen. Fiir k = 1 tritt (6.2) nicht auf und man setzt a,;; = ———= =

_1
A/ Wl Bnwn1 VM’
Fir k > 1gilta2, + ... + a2, > 7, da
1= qunQn = anlw;ﬂannlanl + ...+ ankw;anwnkO{nk
< M(a2 + ... +ay).
Die Ungleichung gilt, da w,,; Norm 1 haben und der maximale Wert von w), B,w,;
dadurch der groite Eigenwert von B, ist. Dadurch gilt weiters,
1

G AnGn = 2 iy + o A O > Hnk 7 (6.3)
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(¢, ist eine Linearkombination der Eigenvektoren von A,,). Beachtet man noch, dass

Lk = max a, Ana, mit a, Bya, = 1
Gn,ah, Brvn;=0,j<k

und dadurch

gilt, folgt somit die Behauptung. Die erste Ungleichung gilt wegen (6.1) und (6.2) und
die zweite wegen (6.3). [

Beweis (Lemma 4.1.3) Sei a ein normierter Spaltenvektor, dann gilt

a'f’ga:a’/ SE(G)dQCL:/ a’iga(e)dﬁﬁ/ A5(0)do

—T —T —T

_ / Nos1(0)d0 < / XNe(0)d0 = a < 27M, 6.4)

da ;\i = Ag41 laut Konstruktion ist, die erste Ungleichung in der zweiten Zeile laut
(Satz 2.1.15): A\jy1 < A fiir H; = X und Hy = X° gilt, da H; — Hy =X — ¥° = XX
und 7k(3X) = ¢ laut Definition ist, und die zweite Ungleichung unmittelbar aus der
Annahme C2 folgt.

Da obige Ungleichungen fiir alle normierten Spaltenvektoren gelten, trifft sie auch
fiir den zum groBten Eigenwert gehorigen Eigenvektor zu, wodurch (ii) folgt.
Fiir die erste Behauptung des Lemmas benétigt man folgende Beobachtung:

A=T5—T¢ = /W Y (6) — 25 (6)dh = /W 2(0) — X(0) + ¥X(0) — $X(0)do

—Tr —Tr

- / ' ¥X(0) — £X(0)do = Ty — Ig, (6.5)

—Tr

wobei
ld’ Aa| = |a'(T§ — T%)al = [d'T5a — a'T5a| < 20M

wegen Annahme C2 und (6.4) gilt, und dadurch die Matrix (27 M I,, + A) positiv semi-
definit ist.
Durch Umformen von (6.5) und Addieren der Matrix 27 M I,, erhdlt man

X427 MI, = Y + 27 M1, + A.

Aus (Satz 2.1.15) mit H; = ff} + 27 M1, und Hy = FB‘ folgt, dass j1X + 2w M > pX
ist, und somit die Behauptung (i). U
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Beweis (Lemma 4.1.4)

Var(a,g) = a,l§al, (6.6)
:an/ Y2 (0)do a;:/ a, X (0)al, do (6.7)
™ a a /
= anll [ = ) 25(0) | —= ) ||an]||d0 (6.8)
[ ot (g ) =560 () e
< [ llaulPrio)ds (6.9)
< lan|?2rM = 27M > a2, (6.10)
=1

(6.6) = (6.7): daT5 = [T ¥=()db,
(6.8) = (6.9): weil \j() = sup und

a, [lall=1

(6.9) = (6.10): wegen Annahme C2 ]

Beweis (Lemma 4.1.5) 0.B.d.A. sei V orthonormal'. Da K ein linearer Teilraum von
H ist, kann man V, eindeutig als

V, = w,V+W, (6.11)

darstellen (w,, € R***). Da w,V = (Proj(v,i|K), ..., Proj(v,.| K))’ ist, konvergiert
W, laut Annahme im quadratischen Mittel gegen O fiir n — oco. Weiters gilt, da

Upj...orthonormal < Var(v,;) =1

und dadurch aus

Var(vy;) = Var(w,,;V+ Wy;) = Var(w,; V) + Var(W,,)
> Var(w,; V) = w,; E(VV)wy,; = [[wal],
wobei w,; die j-te Zeile von w, und W,; das j-te Element von W,, darstellen. Die

zweite Gleichheit gilt, da W, das orthogonale Komplement von w,,;V ist und die letz-
te Gleichheit stimmt, da E(VV) = [ gilt.

'Durch das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bekommt man jederzeit ein orthogonales k-
Tupel, Orthonormalitét erreicht man im Anschluss jederzeit.
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Daraus folgt, dass w,, beschrinkt ist.
Das Analogon von (6.11) fiir V ist

V=35,V,+ 5, = w;LVn +.5,. (6.12)
Die Gleichheit von s,, und w/, iiberlegt man sich folgendermafBen:

w, =E(V,V) (E(VV)™) =E(V,V)
sn =E(VV,)) (E(V,V,)™) = E(VV,)
E(VV) =E(V,.V,) = I,.

Indem man auf (6.11) und (6.12) den Varianz-Operator anwendet, kommt man durch
die selben Uberlegungen wie ein paar Zeilen weiter oben, auf die Gleichungen I;, =
wypw! + Var(W,) und I}, = w),w, + Var(S,), woraus, durch Berechnung der Spuren
der obigen Matrizen, die Gleichheit von tr(Var(W,,)) und tr(Var(S,)) folgt.

Da weiters die Konvergenz gegen O im quadratischen Mittel von W,, bedeutet, dass
Var(1V,,) gegen O strebt und dies dquivalent dazu ist, dass die Spur dieser Varianz-
Kovarianz-Matrix gegen 0 konvergiert folgt daraus, dass auch S,, gegen 0 im quadra-
tischen Mittel konvergiert.

In der bereis bekannten Weise spaltet man v € H auf:

v=>,V, +t, (6.13)
= b, (w,V+ W,) +t, = bw,V+b,W,, +t,
— bV + 1, (6.14)

wobei b,, und b die (1 x k) Projektionsmatrizen auf die Unterrdaume K, bzw. K dar-
stellen.
Das heil3t, die Differenz der beiden Projektionen 148t sich folgendermallen darstellen:

Proj(v|K,) — Proj(v|K) =b,V,, — bV = (byw, — b)V +b,W,, =t —t,,. (6.15)

Beachtet man, dass v quadratisch integrierbar ist, was gleichbedeutend dazu ist, dass
die Var(v) < oo ist, und dass die Varianzen der v,,; = 1 sind, erhilt man durch Anwen-
dung des Varianz-Operators auf (6.13), dass b, beschrinkt ist. Dadurch konvergiert
auch (t — t,) — b,W,, = (byw, — b)V — 0 im quadratischen Mittel fiir n — oo.
Formal:

Var((t —t,) — b,W,, = (byw, —b)V) =
Var((byw, —b)V) + Var(t —t,) — 2Cov((byw, —b)V, (t —t,)) — 0  (6.16)
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Bleibt noch zu zeigen, dass
Cov((byw, — )V, (t —t,)) — 0, firn — oo. (6.17)
Da

Cov(V,t,) =Cov(w,V,,t,) + Cov(S,,t,) = Cov(Sy, t,) < Var(S,)Var(t,)
Var(t,) < Var(v) < oo

Var(S,) — 0firn — oo
gelten, folgt Cov(V,t,) — 0.

Weiters folgt, dass
Cov((byw, — b)V,t,) = Cov(b,w,V,t,) — Cov(bV,t,) = Cov(b,w,V,t,) wegen
der Beschrinktheit von b,, und w,, gegen 0 konvergiert.

Da Cov(V,t) = 0 wegen (6.14) gilt, ist auch (6.17) erfiillt. Somit reduziert sich die lin-
ke Seite von (6.16) auf eine Summe zweier positiver Summanden, wodurch die quadra-
tische Konvergenz von (¢ — ¢,,) — 0 und dadurch die von Proj(v|K,,) — Proj(v|K)
durch (6.15) gezeigt ist. U
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Kapitel 7

Appendix B

Beweise fiir die Methode von SW

Unter den Annahmen Al, B1’, F, und G aus dem Kapitel 4.2 gelten folgende Ko-
rollare.

Korollar 7.0.1. .
plimy, oo 0 Z eZ = O(1).
i=1
D.h., die Summe n~' Y | % bleibt mit Wahrscheinlichkeit 1 beschrnkt.

Beweis (Korollar 7.0.1)

n n

n

-1 2 -1 -1 2

nT Y el =n ) Tt nTt ) (€l = o)
i=1

=1 i=1

Dan 'Y " 7iu+ <> > |7jl/n und daher nach Annahme G2 beschrinkt ist (d.h.,
i=1j=1

O(1) ist), geniigt es zu zeigen, dass der zweite Teil in Wahrscheinlichkeit gegen 0

konvergiert. Dies ist erfiillt, da sogar die Konvergenz im quadratischen Mittel folgen-

dermallen zu zeigen ist:

n 2 n n
E |[n! Z(e?t — m,t)] = n 2 Z Z Cov(e, ejz»t)
i=1 i=1 j=1
n n n n
<n7? Z Z |Cov(e?t, e?t)| <n2sup Z Z lcov(e;seit, €jsejt)| — 0
i=1 j=1 bs i1 =1
wegen Annahme G3. U
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Beweis (Lemma 4.2.2)

an,y/fxe,Y — ( 2T) 17’6/6’}/

Z Z Z Yieejr; =n"" Z Z Yy T Z €it€jt

t=1 i=1 j=1 =1 j=1
1/2 noon T 2\ 1/2
( ZZ% %) n_QZZ <T_1 Z%ﬁ%t) =
=1 j=1 =1 j=1 t=1

(diese Ungleichung gilt, da >_, a;b; < (32, a2)2(32,07)Y? mit a; = ~;y; und b; =
T30y eucil)

n n T 2 1/2
- (n_z(,y 1/2 - (T_l Z eitejt>
i=1 j=1 t=1
non T 2\ 1/2 n o m T T 1/2
= [ n? ZZ (T1 Zeitejt> = ((nT)QZZZ eiteisejtejs>
i=1 j=1 t=1 i=1 j=1 t=1 s=1

Da im Folgenden die Konvergenz des letzten Ausdrucks im quadratrischen Mittel ge-
gen 0 gezeigt wird, folgt das Gewiinschte.

T

(nT)_2 Z Z Z Z eiteisejtejs]

i=1 j=1 t=1 s=1

3
3

n n T T 1/2 2
<(nT)_2 Z Z Z Z eiteisejtejs) =K

i=1 j=1 t=1 s=1

T

n n T
YD DD i
i=1 j=1 t=1 s=1
n n T T
)72 D Y O CE(eneis — Yirs)(€t€is — Vins)]
1 j=1

i=1 j=1 t=1 s=1

mit Yit,s = ]E(eiteis)-
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Der erste Teil konvergiert gegen 0, da

n n T T T T n "
i=1 =1

i=1 j=1 t=1 s=1 t=1 s=
T T n n T
=72 Z Z (n‘l ZE (esr€is ) (n ! ZE (ejiejs ) =72 Z Z’ynvt(s)%,t(s)
t=1 s=1 =1 7=1 t=1 s=1
T T T
=72 Z Z Yni(8)? < T2 (T sup Z fym(s)) =T 'sup Z Yni(s) — 0 wegen Gl,
t=1 s=1 tos=1 tos=1

und der zweite Teil wegen

n n T T
nT)*2 Z Z Z Z E [(eiteis - %’,t,s)(ejt@js - ’Yj,t,s)]
i=1 j=1 t=1 s=1
]n n T T
= (nT)? Z Z Z Z Cov (eireis, €j1€js)
i=1 j=1 t=1 s=1

< n_zsupm Z Z |Cov (ejreis, ejiejs) | — 0 wegen G3.
i=1 j=1
0
Korollar 7.0.2. Sei v; eine Folge von Zufallsvariablen fiir die gilt
T
pl?’mT*)OO T_l Z Uy
t=1
dann gilt
T
plimn,t—»oo sup |T_ Z Z/ylezt | = 0.
yeH —1
Beweis (Korollar 7.0.2)
T n
sup |T_ Z Z’%ezt = T ! Z Uy 1/2 SupT ! Z - nyzezt 1/2
veH =1 t=1 veHd t=1 i=1
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Da der erste Teil laut Annahme beschrinkt ist, und der zweite Teil gegen 0 konvergiert
folgt die Behauptung:

sup T~ Z 12%% = sup(n (n*T)" ZZZ%%eneﬁ
v i=1

t=1 i=1 j=1

= (n*T) " 'eey =n"2/Ty — 0

wegen Lemma(4.2.2). L]
Korollar 7.0.3. plim, 7., sup(n®*T)"*|y'CF'ey| =0
yeH
Beweis (Korollar 7.0.3)
T
sup |(n*T) '/ CFey| = sup|( 2Tyt /CZFt6ﬂ|
yeEH —1

n

= sup |(n n*T)™! ’CZBZ(fm-SUPI ZC Z Zeit%|:
¥ i—1

t=1 i=1

(wobei C die j-te Spalte von C bedeutet)
T n
= sup | Z (n~y'CH)T™ Z Fjp(n™" Z €iti)|
yeH — i—1
D CRICAIIED STURD ot

i=1

< (m]axsup] n~1y'C;) ) (Z sup [T~ Z 1261‘%)!)
< (max(n~'C}C;) v sup(n~'9'y) > sup [T Z 1zn:€it%)|
(ecien) o) (3 )

]1€H

n T
sup [T~ Fiy(n™"Y eyyi)| | — 0in Wahrscheinlichkeit
(z; sup 13 Byt e )

t=1 i=1

Die letzte Gleichheit gilt, da die beiden vorderen Klammern beide gleich 1 sind. Und

die Konvergenz der letzten Klammer folgt, da 7~ 23:1 Fﬁ — p; = Var(F;) wegen
Annahme F4 gilt, und daher F;; die Bedingung fiir v; aus Korollar(7.0.2) erfiillt [
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Korollar 7.0.4.

plimy oo sup |[R(y) — R(7)"[ =0
yeH

Beweis (Korollar 7.0.4)
VX' Xy =+ (CF 4+ €)(FC'+e)y =+ (CF'FC'"+ FC'+ CF'e+€e)y
=7 X' X~y —~'CF'FC'y =~'d'ey + 27/ CFey
=R(y) - R(y)" = (n*T)" 17’6’67+( QT)_12’Y/CF ey
= sup [R(y) — R(v)"| = sup |(n*T)~'y'e'ey| + sup |(n*T)~'29/CF'ey| — 0

veH veH vEH
Da die beiden Ausdriicke wegen Lemma(4.2.2) und Korollar(7.0.3) in Wahrschein-
lichkeit gegen O konvergieren. U
Beweis (Lemma 4.2.3) | sup R(y) — sup R(7)*| < sup|R(v) — R(7)*| — 0 wegen
yeH ~yeH yeH
obigem Korollar. O

Korollar 7.0.5.

plimy, 0o sUp R(7)* = 1 = Var(Fy)
yeH

Beweis (Korollar 7.0.5) Der Beweis besteht hauptsichlich darin, R(~y)* derart umzu-
schreiben, dass die nicht liberraschende Konvergenz mit einem Blick ersichtlich ist.
Dazu beachte man, dass die Aufspaltungen

C'C/n = (C'C/n)Y*((C"C/n)Y*) und v = C((C"C/n)"V2) 5 + O
mit O’C = 0 stets moglich sind. Da
Yy/n = (8'(C'C/n)H2C'C((C'C/n)"V2)8) /n+ O'O/n
= §'(C'C/n)" V2 (C'C/n)A(C'C/n) 2 ((C'C/n)TH2Y S + OO /n
=00+ 0'0O/n
gilt, folgt, dass 6’0 < 1 gilt. Deswegen kann man
sup R(7)* = sup (nT)~1¢'(C'C/n) Y2C'CF' FC'C((C'C/n)~12)'s

vEH 8] 8'6<1

= 5|S(51/162 1 T8 (C'C/n)~Y2(C'C/n)F'F(C'C/n)((C'C/n)~Y2Ys
= sup &'((C'C/n)Y? (T F'F)(C'C/n)"?s

8] 86<1

anschreiben und sieht die Konvergenz, da C'C'//n — [ und T'F'F — TL wegen
der Annahmen F1 beziehungsweise F4 gelten, und daher der Ausdruck wegen der
Stetigkeit der Eigenwerte gegen den groBten Eigenwert von I} konvergiert. U
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Korollar 7.0.6.

plimy, 00 sup R(7y) = uy = Var(Fy)
yeH

Beweis (Korollar 7.0.6) Da bereits plim,, ;.o Sup.,cy R*(7) = p gilt, folgt durch
Lemma(4.2.3) die Behauptung. U

Korollar 7.0.7. )
plimy, oo R(C;)" = 1 = Var(Fy)

Beweis (Korollar 7.0.7) Da C; = arg sup,cy R2(7) gilt, folgt aus Korollar(7.0.4) die
Konvergenz, da ja dort sogar das Supremum des Abstandes gegen O konvergiert.  []

Korollar 7.0.8. Sei C, die erste Spalte von C und sei S, = sign(C|Cy), dann gilt
Plimy, s S1C1C /0 = (1,0,0,...)".

Beweis (Korollar 7.0.8) Man betrachte erneut die Darstellung C}, = C((C'C//n)~1/2)'6+
O mitO’C=0und ¢'5 < 1und definiere K,, 7 = ((C'C/n)Y2) (T~ F'F)(C'C/n)'/?,
sodass R(C4)* = §'K,, ro gilt. Weiters gilt

N

R(C1)* — iy = &' (Knr —T5)8+8T50 — iy
= 0'(Knr —T§)0+ (07 = D + Y 67 — 0
=2

wegen Korollar(7.0.7). Da auch plim,, r—.oc K,7 = Fg gilt, und alle p; > 0 sind,
folgt, dass
Plimy, 170007 = 1; plimy, 7007 = 0, fiir i > 2.

Da aus C} = C((C'C//n)~Y2)'§ + O folgt, dass

Plimy 100 S1CLC /1 = plimiy, 1—.0e S16'(C'C/n)~Y2C'C /0
= Sy(+/—1,0,0,..) = (1,0,0,...)

gilt, ist der Beweis erbracht. U

Beweis (Lemma 4.2.4) Der Bewetis fiir die erste Spalte von C wurde im obigen Korol-
lar gezeigt. Fiir die restlichen Spalten gelten jedoch alle vorangegangenen Korollare
und Lemmata, indem man iterativ nur die Orthogonalrdume der bereits verwendeten
Eigenvektoren betrachtet. U
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Korollar 7.0.9. Sei v, Folge von Zufallsvariablen, welche

T T

plimr_o1/T Z v? = a, und plimp_.1/T Z Foy = b,

t=1 t=1

dann gilt das selbe auch fiir den Schditzer von F;

T
plimp_o1/T Z SFEw;, = b.

t=1
Beweis (Korollar 7.0.9)
T T
/T SFu, = (7)™ SC'zw, = 1/T Z S(n~*C"C) Fuoy+(nT)~ Z SC'ev,
= t=1 t=1

Da aus Lemma(4.2.4) die Konvergenz plimy_. S(n=*C'C) = I folgt, konvergiert
der erste Ausdruck wegen der ersten Annahme gegen b. Das heif3t, es bleibt zu zeigen,
dass der zweite Teil gegen O strebt. Dieser zweite Teil ist ein stochastischer Vektor der
Dimension r, fiir dessen j-tes Element Folgendes gilt

T T n
-1 Z S;Cley| = \1/TZ vtl/nz Cikerk|
t=1 t=1 k=1
T n
< sup |1/Tth1/anyjketk\ — 0.
veH =1 k=1
Die Ungleichung gilt, da éj in H enthalten ist und die Konvergenz gegen 0 folgt aus
Korollar(7.0.2). U
Korollar 7.0.10.
1 plimp_oo 1T SE,F =TF
2. plimp_.oo 1)T S SE,F/ =TF
3. plimp oo 1/T Y1 SEw, =Tk
4. plzmT_)oo 1/T Z?:l Sﬁtet—f—h =0
Beweis (Korollar 7.0.10)

88



. Da F};; wegen Annahme F4 beide Bedingungen von Korollar(7.0.9) fiir v, erfiillt,
folgt die Konvergenz.

cplimy—oe 1/T S0 F2 = py gilt, da 1/T Y, F% = R(C;)* per Definition
ist, und plimp_ R(éj)* = p; wegen Korollar(7.0.6) gilt. Dadurch ist die erste
Bedingung von Korollar(7.0.9) mit v, = SJF ji erfiillt. Die zweite Bedingung
wird in (1.) gezeigt. Dadurch folgt die Konvergenz.

. Da w;; wegen Annahme H2 die Bedingungen von Korollar(7.0.9) fiir v, erfiillt,
folgt die Konvergenz.

. €pyp, erfiillt wegen Annahme H4 die erste und wegen H3 die zweite Bedingung
fiir v; aus Korollar(7.0.9). Damit folgt das Gewlinschte. O
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Kapitel 8
R Code

backtest<-function (data, tzurueck, tfaktorenbestimmen, g, s) {

# tzurueck heiBt wieoft soll der forecast mit den tatsdchlichen verglichen werden (h = 1)
# tfaktorenbestimmen ist das Zeitintervall auf dem die Faktoren berechnet werden

4=

data hat die Dimension (tzurueck + tfaktorenbestimmen) x n,

# wobei der letzte Zeitpunkt oben steht!

# data: (T, 1) eeeiiee (T, n)

# (T-1,1) wevuvnenennnn (T-1,n)

#

#

# .

# (T-tzurueck+1,1) ...... hierfiir wird der 1. forecast berechnet

# (steht dann in der forecastmatrix ganz unten)

# (T-tzurueck, 1) .... -

# |

# | diese Zeitpunkte werden verwendet
# | — um die Faktoren zu bestimmen,

# | und der Zeitpunkt (T-tzurueck,)

# . . | wird flir den 1. forecast verwendet
# (T-tzurueck-tfaktorenbestimmen+1,1) -

#

#

#

r=gx (s+1)

rfhlrvec<-gvec<-rswvec<-forecastfhlrmatrix<-forecastswmatrix<-NULL
trueforecastfhlrmatrix<-trueforecastswmatrix<-NULL

for (tht in tzurueck:1) {
Y=data[c ((tht+1) : (tht+tfaktorenbestimmen)), ]
h=1 # forecasthorizont
wieoft=10 # wieviele Paare (n,t) verwendet werden sollen

# (fir das Informationskriterium flir die Anzahl der dyn. Faktoren)
freqgn=2 # in welchem Abstand die n’s verwendet werden
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if (tfaktorenbestimmen == 200) freqgt=5 else freqgt=l # in welchem Abstand die t’s
# verwendet werden

allnj=seq(l,wieoftxfreqn,by=freqn)

alltj=seq(l,wieoftxfreqt,by=freqt)

nj=allnj[length(allnij)] # das groBte nj

tj=alltj[length(allt])]

counter=0

# dichte, comdichte und wndichte sind alle folgendermaBen geordnet:
# frequenzen von -pi bis pi

n=ncol (Y)
t=nrow (Y)

# gmax ... die maximale Anzahl dynamischer Faktoren

amax=sqrt (n)

# fir welche c’s das durchgefiihrt werden soll

c=c(seq(0,2,by=.01))
tc=length (c)

result=matrix (0, nrow=tc,ncol=length(allnj))

# fiir verschiedene nj’s alles durchrechnen
for(u in l:wieoft) {
counter=counter+l

t=nrow (Y)
n=ncol (Y)

X=Y[c(l: (t-tj+alltjul)),c(l: (n-nj+allnjful))]

n=ncol (X)

t=nrow (X)

mt=floor (sqrt (t))

# covmat sind 2 arrays die zusammen die gesamte Kovarianzfkt

# einschlieBlich gamma (mt) beeinhalten. Beachte: covmat2 hat

# ein leeres sheet (um anschlieBend die dichte besser berechnen zu kodnnen)

covmat=array (0,c(n,n, (mt+1)))
covmat2=array (0,c(n,n, (mt+1)))

covmat [,,1]1=t (X)%$*x%X/t

for(k in 1l:mt) {

covmat [, , (k+1) =t (X[-c((t+1-k):t),])%*%X[-c(l:k),]/t
covmat2[,, (k+1) 1=t (X[-c(l:k),])%*%X[-c((t+1-k):t), ]/t
}

1=c(seq(0:0,length=(2*mt+1)))
for(k in 1l:mt) {

1[mt+1+k]=pi/ (mt+0.5) xk
1[k]l=pi/ (mt+0.5) % (- (mt+1-k))
}

1[mt+1]=0
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# w(x) wird hier mit 1-|x| berechnet = (1-(j/mt))

dichte=array (0,c(n,n, (2xmt+1)))
for(k in 1: (2+mt+1)) {

# nicht vergessen: f(lambda)=f (-lambda)’
# d.h. die 2. H&lfte brduchte man nicht ausrechnen

dichtel,,k]=covmat[,,1]
i=11

for(j in 1l:mt) {

dichtel,,k]=dichte[,,k]+ (covmat[,, (j+1)]*exp (-ixjx1[k])+

covmat2[,, (jJ+1) Ixexp (ixjx1[k]))* (1-(j/mt))

}

}
dichte=dichte/ (2+pi)

# spaltenweise stehen die Eigenwerte der Dichtefunktion fiir jede Frequenz
# flir —lambda und +lambda stehen hier die selben Eigenwerte

lambda=matrix (0, nrow=n, ncol=(2*mt+1))

for(j in 1: (2+mt+1)) {

lambdal, jl=eigen(dichtel,, j],only.values=TRUE) $values
}

# Penaltyfunktion
pnt=(min(n,mt"2,sqgrt (t)*mt”~ (-1/2))) " (-1) xlog(min(n,mt "2, sqrt (t)+mt" (=1/2)))

# Informationskriterienmatrix
IC=matrix (0, ncol=gmax, nrow=tc)

for(k in 1l:tc) {

for(j in l:gmax) {
IC[k,jl=log(sum(lambdal-c(1l:3),]1)/ (nx (2+«mt+1)))+c[k]*Jj*pnt
}

}

# die relevanten Ergebnisse werden hier gesammelt
for(k in 1l:tc) {

result [k, counter]=which.min (IC[k, ])

}

Sc=matrix (0, nrow=tc,ncol=1)
for(k in 1l:tc) {
Sclk,1l]l=sqgrt (sum((result [k, ]-mean(result[k,])) "2)/counter)

# automatische Bestimmung von g indem man das 2.Intervall von Oer von Sc
# als "das" stabile Intervall betrachtet
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Scc=Sc
for(i in 1l:tc){
if(Sc[i,1]1==0) Sccl[i,1l]=1
else break
}
Scmin=which.min (Scc)
gfhlr=result[Scmin,ncol (result) ]

# Berechnung der Dichten fiir die Common-schocks und die Idiosyncratic-schocks

comdichte=array (0,c(n,n, (2«mt+1)))
wndichte=array (0,c(n,n, (2xmt+1)))

if (gfhlr>1) {
for(k in 1:(2xmt+1)) {
comdichte[,,k]=eigen (dichte[,,k])S$vectors[,c(l:qfhlr)]%*%
diag(eigen (dichtel[,,k])$values[c(l:gfhlr)]) %%
Conj(t (eigen(dichte[,,k]) $vectors[,c(l:gfhlr)]))

wndichte[, ,k]=dichte[,,k]-comdichtel[, ,k]
}

} else {
for(k in 1: (2xmt+1)) {
comdichtel, ,k]=eigen (dichtel[,,k])$values[c(l:gfhlr)]x*
eigen (dichte[,,k])Svectors[,c(l:qfhlr),drop=F]%*%
Conj(t (eigen(dichtel[,,k]) $vectors[,c(l:gfhlr),drop=F]))

wndichte[, ,k]=dichte(,,k]-comdichtel[,, k]
}
}

# gamma ist die Kovarianzmatrix (matrizen) der Common-schocks

i=1i
gamma=array (0,c (n,n, (h+1l)))
for(j in 1: (h+1l)){
gamma [, , J1=0
for(k in 1: (2+xmt+1)) {
gamma [, , j]=comdichtel[,,k]l*exp (i*x1[k](j-1))+gammal,, jl

}
gamma=gamma/ (2+mt+1) *2xpi
gamma=Re (gamma)

# gammawn ist die Kovarianzmatrix der Idio-schocks
# es wird Jja nur die gammawn (0) bendtigt, und die Nicht-diagonal-Elemente
# werden auf 0 gesetzt

gammawn=matrix (0, ncol=n, nrow=n)

for(k in 1:(2xmt+1)) {
gammawn=wndichtel[, , k] +gammawn

}

gammawn=diag (diag (gammawn)) / (2xmt+1) x2+pi

gammawn=Re (gammawn)
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# verallgemeinerte Eigenvektoren

E=Re (eigen (gammawn) $vectors) $*%diag ( (eigen (gammawn) $values) " (-1/2))
gammaneu=t (E) $x%gamma [, , 1] %$*%E

C=eigen (gammaneu) $vectors

# das sind sie jetzt

F=E%*%C

maxk=min (round(n/2), round(t/2)) # maximale Anzahl an statischen Faktoren
m=matrix (0, ncol=maxk,nrow=(4))

for(k in 1:maxk) {
chidach=gammal[,,2]1%*%F[,c(l:k) ]%*%solve(t(F[,c(l:k)])%*%covmat[,,1]%*
Fl,c(l:k)])S*St(F[,c(l:k)])%s*%t(Y[-1,1)

o

chidach=t (chidach)
resl=sum((Y[-t, ]-chidach) "2)

# die 3 Informationskriterien wie bei Stock + Watson

o

chidach2=gammal[,,1]%*%F 1%+x%solve (L (F[,c(l:k)])%S+%covmat[,,1]%*
Fl,c(l:k)])%*%t(F[,c(l: )
chidach2=t (chidach?2)
resl2=sum( (Y-chidach2) "2)
m[l,k]=resl/ (n*t)
m[2,k]=log(resl2/ (nxt))+k* ((n+t)/ (n*t))*log(nxt/ (n+t))
m[3,k]=log(resl2/ (n*t))+k«* ((n+t)/ (n*t))*log (min (n,t))
m[4,k]=log(resl2/ (nxt))+k*log(min(n,t))/min(n,t)
}
vergleichl=0
for(i in l:nrow(m)) {
vergleichl[i]=which.min(m[i,])

}

# automatische Bestimmung der Anzahl der statischen Faktoren

if (vergleichl[4] !'=maxk) {
rfhlr=vergleichl[4]

} else {
rfhlr=ceiling (mean (c (vergleichl[2],vergleichl[3])))

}

forecastfhlr=gammal,,2]1%*%F[,c(l:rfhlr)]%*%solve(t (F[,c(l:rfhlr)])%$+x%covmat[,,1l]1%*%
Fl,c(l:rfhlr)])%*St(F[,c(l:rfhlr)])%x%Y[1,]

insamplefhlr=gammal,,1]1%*%F[,c(l:rfhlr)]%*%$solve(t (F[,c(l:rfhlr)])%$*x%Scovmat[,,1]%*%
Fl,c(l:rfhlr)])%+«%t(F[,c(l:rfhlr)])%$+%t (Y)
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# stock + watson
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# die Faktoren
S=eigen (covmat[,,1]) $vectors
mstock=matrix (0, ncol=maxk,nrow=(4))

for (i in 1:maxk) {
D=S[,c(l:1)]
Fstock=t (D) $*%t (Y)
Ydach=D%*%Fstock

mstock[1l,i]=sum( (Y-t (Ydach)) "2)/ (nxt)
}

# 3 vorgeschlagene "Bestrafungsfunktionen"
gntl=((n+t)/ (nxt))*xlog(n*t/ (n+t))
gnt2=((n+t)/ (nxt)) «log(min(n,t))

gnt3=log (min(n,t))/min(n,t)

# 3 vorgeschlagene Kriterien

for(i in 1:maxk) {
mstock[2,i]=log(mstock[1l,1])+i* (gntl)
mstock[3,i]=log(mstock[1l,1i])+i* (gnt2)
mstock[4,i]=log(mstock[1l,1i])+i* (gnt3)

}

vergleich2=0

for(i in l:nrow(mstock)) {
vergleich2[i]=which.min (mstock[i,])

}

# automatische Bestimmung der Anzahl der statischen Faktoren

if (vergleich2[4] !'=maxk) {
rsw=vergleich?2[4]

} else {

rsw=ceiling (mean (c(vergleich2[2],vergleich2[3])))
}
forecastsw=covmat|[,,2]%*%S[,c(l:rsw) ]%$*x%solve(t (S[,c(l:rsw)])%+xScovmat[,,1]%*%
S[,c(l:rsw)])%*%t (S[,c(l:rsw)])%*%(Y[1,])
insamplesw=covmat([,,1l]1%*%S[,c(l:rsw)]%*x%solve(t(S[,c(l:rsw)])%sxScovmat[,,1l]%*%
S[,c(l:rsw)])%*St(S[,c(l:rsw)])%*%t (Y)

# sammeln der Ergebnisse
gvec<-c (qvec, gfhlr)
rfhlrvec<-c(rfhlrvec, rfhlr)
rswvec<-c (rswvec, rsw)
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forecastfhlrmatrix<-cbind (forecastfhlr, forecastfhlrmatrix)
forecastswmatrix<-cbind (forecastsw, forecastswmatrix)

FHEFHHRS R R R R R R R R
#

# mit den tatsdchlichen g, r

#

FRERFR SRS R R R R R R

# Berechnung der Dichten fiir die common-schocks und die idiosyncratic-schocks

truecomdichte=array (0,c(n,n, (2«mt+1)))
truewndichte=array (0,c(n,n, (2«mt+1)))

if(g>1){
for(k in 1: (2+mt+1)) {
truecomdichte[,,k]l=eigen (dichtel[,,k]) $vectors[,c(l:q)]1%*%
diag(eigen (dichtel[,,k])S$values[c(l:q)])%*%
Conj(t (eigen(dichtel[,,k]) $vectors[,c(l:9)1))

truewndichte[,,k]=dichte[,,k]-truecomdichtel[,, k]
}
} else {
for(k in 1: (2+mt+1)) {
truecomdichte[,,k]=eigen (dichtel[,,k])Svalues[c(l:q) ]~
eigen(dichtel[, ,k])$vectors[,c(l:q),drop=F]%*%
Conj (t (eigen(dichte[,,k]) $vectors|[,c(l:q),drop=F]))

truewndichtel[,,k]=dichte[,,k]-truecomdichtel, , k]
}
}

# truegamma ist die Kovarianzmatrix (matrizen) der Common-schocks

i=1i
truegamma=array (0, c(n,n, (h+1)))
for(j in 1: (h+1)){
truegammal[,, j]1=0
for(k in 1: (2+mt+1)) {
truegammal[,, jl=truecomdichtel[, ,k]l*exp (i*1[k]*(j-1))+truegammal,, j]
}
}
truegamma=truegamma/ (2+mt+1) *2+pi
truegamma=Re (t ruegamma)

# gammawn ist die Kovarianzmatrix der Idio-schocks
# es wird Jja nur die gammawn (0) bendtigt, und die Nicht-diagonal-Elemente
# werden auf 0 gesetzt

truegammawn=matrix (0, ncol=n,nrow=n)

for(k in 1:(2xmt+1)) {
truegammawn=truewndichte [, , k] +truegammawn

}

truegammawn=diag (diag (truegammawn) )/ (2«mt+1) «2*pi

truegammawn=Re (t ruegammawn)
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# FHLR
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# verallgemeinerte Eigenvektoren
trueE=Re (eigen (truegammawn) Svectors) %

*
truegammaneu=t (truekE) $x%truegammal,, 1]
trueC=eigen (truegammaneu) Svectors

%$diag ( (eigen (truegammawn) $values) " (-1/2))
$x%truek

# das sind sie jetzt

trueF=trueE$*%$trueC

trueforecastfhlr=truegammal,,2]%$*%trueF[,c(l:r)]%$x%solve(t (trueF[,c(l:r)])%*%
covmat[,,1l]%x%trueF[,c(l:x)])%*%t (trueF[,c(l:x)])%*%Y[1,]
trueinsamplefhlr=truegammal,, 1

]$+x%trueF[,c(l:r)]%*%solve(t(trueF[,c(l:xr)])%*%
covmat [,,1]%*x%trueF[,c(l:r)])%*%t (trueF[,c(l:r)])%*%t (Y)

[ifdiiidddddddddatddddddmadanaaaadaindidd
# Sw
FHEHHHHH AR A

trueforecastsw=covmat[,,2]1%*%S[,c(l:r)]%*%solve(t(S[,c(l:xr)])%*%covmat[,,1]%*%
S[,c(l:xr)])%*3St(S[,c(l:r)])s*%(Y[1,])
trueinsamplesw=covmat|[,,1]1%$*%S[,c(l:r)]%*%solve(t(S[,c(l:r)])%+x%covmat[,,1l]%*%
S[,c(l:r)])%*%t(S[,c(l:r)])%*%t (Y)

# sammeln

trueforecastfhlrmatrix<-cbind (trueforecastfhlr,trueforecastfhlrmatrix)
trueforecastswmatrix<-cbind (trueforecastsw,trueforecastswmatrix)

} #for tht
# oben steht der "neueste" forecast
forecastfhlrmatrix<-t (forecastfhlrmatrix)

forecastswmatrix<-t (forecastswmatrix)

insamplefhlr<-t (insamplefhlr)
insamplesw<-t (insamplesw)

# Ergebnisse mit den tatsdchlichen Faktoranzahlen

trueforecastfhlrmatrix<-t (trueforecastfhlrmatrix)
trueforecastswmatrix<-t (trueforecastswmatrix)

trueinsamplefhlr<-t (trueinsamplefhlr)
trueinsamplesw<-t (trueinsamplesw)
result<-list (qvec,rfhlrvec, rswvec, forecastfhlrmatrix, forecastswmatrix, insamplefhlr,

insamplesw, trueforecastfhlrmatrix, trueforecastswmatrix, trueinsamplefhlr, trueinsamplesw)

} # function
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