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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, das die Analyse von membranartigen
Tragflichen in instationérer Potentialstromung ermdéglicht. Einige typische Anwendungen
dieser Tragflichen sind Héngegleiter, Drachen und Bootsegel. Im Falle des Hiangegleiters
verfiigt der Fliigel iiber eine geringe Torsionssteifigkeit. Der Anstellwinkelverlauf entlang
der Spannweite wird daher sowohl vom nichtlinearen Verhalten der Membranstruktur als
auch von den aerodynamischen Lasten beeinflusst. Diese hingen wiederum von der Anstell-

winkelverteilung ab. Das System wird somit von der Fluid-Struktur-Koppelung dominiert.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird ein neuartiges Wirbelflichenverfahren vorgestellt, das
speziell fiir die Membran-Fluid-Interaktion bei instationdrer Potentialstrémung entwickelt
wurde. Durch die spezielle Wahl von Wirbelverteilungen kann das gleiche Analysenetz
wie jenes fiir das strukturelle Problem herangezogen werden, welches mit der nichtlinea-
ren Methode der Finiten Elemente behandelt wird. Das Verfahren liefert neben den ae-
rodynamischen Lasten auch die aerodynamische Laststeifigkeits- und die aerodynamische
Dampfungsmatrix. Auf diese Weise kann die Fluid-Struktur-Koppelung in verschiedenen

Varianten erfolgen, wobei auch eine simultane Losung mdoglich ist.

Der zweite Teil behandelt strukturelle Aspekte der Modellierung von Membrantragflachen.

Spezielle Elemente und Prozeduren werden dabei erdrtert.

Der dritte Teil umfasst die Formulierung des gekoppelten Problems. Im stationéren Fall
werden drei Varianten erortert. Die Erweiterung fiir instationére Probleme erfolgt schlief3-
lich mit dem Schema, das die simultane Losung ermdglicht.

Abschlielend wird im vierten Teil die Modellierung und Analyse eines Hingegleiters ge-

zeigt, der instationéire Flugzustinde durchlauft.



Abstract

In this work a method will be described, which allows the simulation of membrane wings in
unsteady potential flow. Typical examples for membrane wings are hang-gliders, kites and
sails of boats. In the case of hang-gliders the wing has very little torsional stiffness. The
wing shape, i.e. the angle of attack along the wingspan, is governed by both the nonlinear
membrane structure and the aerodynamic loads, which in turn depend on the geometry of

the structure. Therefore this system is dominated by strong fluid-structure interaction.

The first part describes the development of a novel higher order vorticity panel procedure
for solving the unsteady potential flow problem. The procedure uses the same mesh as the
nonlinear Finite Element code, which has advantages with respect to the coupling schemes.
Beside aerodynamic loads the fluid module also calculates the load derivates with respect to
displacements and velocities. This feature allows the simultaneous solution of the coupled

unsteady problem.

The second part deals with the structural problem, introducing special Finite Elements

and procedures for the simulation of membrane wings.

The third part shows different coupling schemes for the stationary problem. The simulta-

neous scheme is then extended to unsteady problems.

The last chapter describes the model and flight tests of an hang-glider in unsteady motion.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Membranfliigel

Membranartige Tragflichen werden in erster Linie im Flug- bzw. im Segelsport einge-
setzt. Beispiele der fliegenden Variante sind der konventionelle Hingegleiter oder auch die
Gleitschirme. Im Segel- bzw. Surfsport werden ebenfalls bis auf sehr wenige Ausnahmen

Membransegel fiir den Antrieb eingesetzt.

Ein wesentlicher Vorteil von Membransegeln liegt in ihrer variablen Geometrie, dem gerin-
gen Gewicht und damit auch in der einfachen Transportierbarkeit. Beispielsweise kénnen
konventionelle Hangegleiter in rund zwanzig Minuten fiir den Transport zerlegt und auf
Autodiichern oder auf Schiliften beférdert werden. Ahnliches gilt natiirlich auch fiir Gleit-
schirme, wobei deren Handhabung am Boden wesentlich einfacher ist, jedoch die Fluglei-

stungen nicht mit den Héngegleitern mithalten kénnen.

Eine weitere Eigenschaft von Membrantragflichen liegt in der geringen Steifigkeit beziiglich
einer Belastung normal auf die Membranfliche. Bekanntlich verfiigt eine ebene Membran
iiber keinerlei Quersteifigkeit. Erst durch eine Auslenkung in Kombination mit der Ausbil-
dung von Membrankréften konnen Querkréifte wie der aerodynamische Auftrieb aufgenom-
men werden. Die Quersteifigkeit der Membran ist somit von ihrer momentanen Belastung
und ihrer Form abhingig. Die auftretenden Verformungen sind nicht mehr direkt pro-
portional zu den angreifenden Kriften. Man spricht in diesem Zusammenhang von einer
nichtlinearen Struktursteifigkeit, welche auch im Zusammenhang mit numerischen Metho-

den als geometrische Steifigkeit bezeichnet wird.
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Wegen der oben erwihnten geringen Quersteifigkeit fiihren beispielsweise aerodynamische
Lasten an Héngegleitertragflichen hiufig zu groflen Auslenkungen bzw. Verformungen, die
wiederum die Auftriebskrifte wesentlich beeinflussen. Dies bedeutet, dass die Form der
Membrantragfliche neben den geometrischen und mechanischen Eigenschaften auch vom
Stromungszustand abhingt. Umgekehrt konnen keine Aussagen iiber die Aerodynamik der
Tragfliche gemacht werden, ohne die Struktursteifigkeit des Systems zu beriicksichtigen.
Diese gegenseitige Abhéngigkeit wird als stark gekoppeltes Problem bezeichnet.

Um solche Systeme simulieren zu kénnen, miissen Verfahren fiir das Fluid- sowie das Struk-
turproblem gefunden und Koppelungsalgorithmen formuliert werden. Damit lésst sich das
Ziel dieser Arbeit definieren. Es soll ein effizientes Verfahren zur Analyse des instationéren,

gekoppelten Problems der Membrantragfliche entwickelt werden.

1.1.1 Mogliche Verfahren zur Stromungsanalyse
Vereinfachungen

Die Beschreibung der dreidimensionalen Stromung kann bei den hier anzutreffenden, un-
ten beschriebenen Voraussetzungen am einfachsten mittels Potentialtheorie erfolgen. Das
Fluid wird dabei als reibungsfrei und inkompressibel angenommen. Diese Vereinfachungen
reduzieren den Berechnungsaufwand erheblich, was natiirlich im Fall gekoppelter Systeme

ein wichtiges Argument darstellt.

Die Flugmachzahl von Membrantragflichen sind in der Regel so gering, dass die Annahme
der Inkompressibilitéit keine praktische Einschrankung mit sich bringt.

Die Vernachldssigung der Viskositét stellt eine viel grobere Vereinfachung dar. Andererseits
ist die Berechnung der Grenzschicht eines gepfeilten Fliigel endlicher Spannweite fiir sich
gesehen eine eigene Wissenschaft und sehr aufwendig. Der effizienteste Weg ist dabei der
Einsatz eines Zonenmodells, wobei die Grenzschicht iiber eine Integralformulierung und
die Auflenstrémung als Potentialstromung modelliert wird. Ein derartiges Verfahren wird
von Milewski [22] vorgestellt, wobei eine simultane Koppelung beider Bereiche implemen-
tiert wurde. Ein Problem in Hinblick auf die Fluid-Struktur-Interaktion besteht jedoch
darin, dass die Grenzschichtgleichungen und auch das Membranverhalten durch nichtlinea-
re Gleichungen beschrieben werden, was fiir die Konvergenzeigenschaften des gekoppelten
Systems mit Sicherheit problematisch ist. Fiir instationire Probleme dreidimensionaler

Tragflichen existieren keine im Rahmen dieser Arbeit einsetzbare und einfach zu imple-
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mentierende Verfahren zur Berechnung der Grenzschicht. Eine Beriicksichtigung fiir die
Fluid-Struktur-Interaktion macht daher aus heutiger Sicht wenig Sinn. Ein Kriterium bei
der Auswahl eines Verfahrens zur Stromungsanalyse stellt jedoch die Erweiterbarkeit des

Verfahrens hinsichtlich der Beriicksichtigung der Grenzschicht dar.

Verfahren zur Losung der Potentialgleichungen

Eine detaillierte Diskussion von Verfahren zur Berechnung der dreidimensionalen Poten-
tialstromung ist in der Arbeit von Horstmann in [15] zu finden. Alle Verfahren arbeiten
mit Singularitdtenverteilungen am Ort der Tragfliche. Dabei werden die unterschiedlichen
Vorgangsweisen hinsichtlich ihrer Einsatzmoglichkeiten fiir einfache aerodynamische Ent-
wurfszwecke durchleuchtet. Speziell die Genauigkeit der Verfahren bzw. eventuelle systema-
tische Fehler in der Bestimmung von Auftriebsverteilungen oder induzierten Widersténden
werden diskutiert. Diese Arbeit von Horstmann gibt deswegen wertvolle Hinweise fiir die
Wahl eines geeigneten Verfahrens zur Berechnung des gekoppelten Problems, weil dhnliche
Eigenschaften der Verfahren, wie zum Beispiel eine hohe Genauigkeit bei méglichst kleinen

Analysemodellen, gesucht werden.

Eine Auflistung wesentlicher Eigenschaften fiir ein Verfahren zur Berechnung des Fluid-

problems sind dabei

a.) Membranflichen analysierbar
Das Verfahren soll mit einer Singularitéitenbelegung der Fliigelmittelfliche arbeiten.
Damit kénnen Tragflachen mit moderater Profildicke und echte Membranflichen un-

tersucht werden.

b.) Grofle Verformungen und nichtlineare Effekte
Wie bereits an fritherer Stelle erwéhnt, kommt es bei Membrantragflichen aufgrund
der aerodynamischen Lasten zu starken Auslenkungen. Beispielsweise treten bei Hange-
gleitern Fliigelverwindungen von bis zu 20 Grad auf.

c.) Gleiche Diskretisierung fiir FEM und FDA (Quads)
Die einfachste Form der Koppelung besteht im Austausch von Druckverteilungen
bzw. Verschiebungsfeldern. Fiir eine intensivere Koppelung ist es von Vorteil, wenn

beide Modelle die gleiche Diskretisierung verwenden.

d.) Ausreichende Genauigkeit (induzierter Widerstand, Momentenbeiwerte)

Eine ausreichende Genauigkeit in Hinblick auf den induzierten Widerstand ist wiin-
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schenswert. Ferner sollen in dieser Arbeit speziell Nurfliigelkonfigurationen unter-
sucht werden. Eine moglichst genaue Kenntnis der Momentenbeiwerte und somit des
Auftriebsschwerpunktes ist dabei essentiell. Verfahren, die mit einer kontinuierlichen
Verteilungen operieren, sind in der Regel genauer als Verfahren die diskrete Wirbel

(Wirbelleiter, Mehrfach-Traglinienverfahren) einsetzen.

e.) Sourcecode ohne Einschrinkung verfigbar,
Die Formulierung einer gekoppelten Prozedur erfordert gewisse Eingriffe in bestehen-
de Programme. Dazu muss wiederum der Source-Code uneingeschriankt zur Verfiigung
stehen.

f.) (Viscid-Inviscid-Interaction)
Es soll zumindest die Moglichkeit bestehen, das Verfahren zu einem spiteren Zeit-
punkt um viskose Effekte zu erweitern. Um die Zunahme der Grenzschichtdicke in
Fliigelrichtung zu simulieren, miissen entlang der gesamten Tragfliche Quelldichten
verteilt sein (Virtual Outblow Concept, Milewski [22]). Eine flichenhafte Diskretisie-

rung ist somit erforderlich.

g.) Instationdre Formulierung
Ein Ziel dieser Arbeit stellt die Analyse gekoppelter instationirer Probleme dar.
Das zum Einsatz kommende Verfahren sollte daher auch instationidre Stromungen

beschreiben koénnen.

Um die Frage zu beantworten, wie géingige Verfahren die einzelnen Anforderungen erfiillen,
wurde eine Bewertung durchgefiihrt und in Tabelle 1.1 zusammengefasst. Ein ”+” bedeu-
tet, dass der entsprechende Punkt erfiillt ist. Ein ”—” hingegen zeigt, dass dieser Anforde-

rung nicht entsprochen wird.

Wirbelleiterverfahren werden fiir Fluid-Struktur-Interaktionsprobleme héaufig herangezo-
gen. Allerdings sind der Genauigkeit dieser Verfahren beziiglich des induzierten Wider-

standes Grenzen gesetzt, wie Horstmann in seiner Arbeit [15] zeigt.

Panelverfahren, die mit Quell- und Dipolverteilungen Arbeiten, schneiden nach der Be-
wertung in Tabelle 1.1 zwar am besten ab, aber ihre Anwendung wird bei sehr diinnen
Profilen bzw. bei Membranflichen problematisch. Die Elemente der Profilober- und Profil-
unterseite und damit auch ihre Kontrollpunkte riicken dabei sehr nahe zusammen, sodass

die Integrale zur Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten singuldr werden kénnen.

Die Vorticity-Panel-Methode nach Mracek wire ebenfalls ein interessantes Verfahren. Eine

Eigenheit dieser Methode ist jedoch, dass mehr Gleichungen erfiillt werden miissen, als
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Tabelle 1.1: Bewertung verschiedener Verfahren zur Berechnung von Membranfliigeln

Vorhandene Verfahren a.)|b)lc)| d) |e) | f) |g)
Wirbelleiterverfahren + |+ |+ - | +/-] - +
z.B. Lamar/Gloss [19]

Standard Panel Verfahren | — | + | + | +/- | +/-| + | +
Geissler [11]

Tragflichenverfahren + | = | - |+ +/] - _
Truckenbrodt [34]

Entwurfstraglinienverf. + | = |+ |+ |+ - _
Horstmann [15]

Vorticity Panel + | + | + — + | +/-| +
Mracek [25]

Unbekannte vorhanden sind. Die gesuchte Wirbeldichtenverteilung wird durch eine Feh-
lerminimierung bestimmt. Fiir eine exakte Berechnung des induzierten Widerstandes ist

diese Vorgangsweise nicht geeignet.

Da schliefflich keines der oben diskutierten Verfahren optimale Voraussetzungen fiir die
Analyse von Membranflichen bot, wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Wirbel-Panel-
Verfahren entwickelt. Es wurde speziell fiir instationére Fluid-Struktur-Probleme konzipiert
und ist in der Lage alle zuvor genannten Anforderungen zu erfiillen. Der erste Abschnitt
dieser Arbeit skizziert dieses neue Wirbelflichenverfahren, das in weiterer Folge auch mit

dem Namen P/ bezeichnet wird.

1.1.2 Die Methode der Finiten Element

Fiir die Berechnung des Strukturverhaltens bietet sich die Methode der Finiten Elemente —
auch in Kurzform FEM genannt — in der nichtlinearen Formulierung an. Das FE-Programm
CARINA [1], eine Entwicklung des Institut fiir Leichtbau und Flugzeugbau der Technischen
Universitiat Wien, wurde fiir diese Zwecke adaptiert. Eine ausfiihrliche Darstellung der
Methode der nichtlinearen Finiten Elemente kann bei Bathe [5], Rammerstorfer [30] und
Argyris et al. [4] gefunden werden, wobei letzteres einen eigenen Abschnitt iiber nichtlineare

dynamische Probleme enthilt.
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1.1.3 Derzeitige Verfahren zur Behandlung des gekoppelten Pro-

blems

Uber die Analyse zweidimensionaler Probleme, d.h. ebenes Strémungsproblem gibt es zahl-
reiche Publikationen, die teilweise bereits vor 50 Jahren entstanden. Beziiglich der Simula-
tion des dreidimensionalen Problems einer Membrantragfliche ist allerdings sehr wenig zu
finden. Zwei verschiedene Ansitze zur Behandlung des gekoppelten Problems sind dabei

erwahnenswert.

In [27] beschreibt Nickel ein einfaches Verfahren zur Berechnung von Membrantragfléichen.
Mit Hilfe der Prandtl’schen Traglinientheorie und einem Membranmodell, dessen Verfor-
mung durch die Auslenkung der Hinterkante beschrieben wird, erhélt Nickel eine Integro-
Differential-Gleichung des gekoppelten Systems. Die Losung erfolgt dabei numerisch. Auf-
grund der stark vereinfachten theoretischen Ansétze ist der Einsatzbereich des Verfahrens

limitiert.

Ein rein numerisches Verfahren zur Analyse einer dreidimensionalen Hangegleitertragfliche
wurde von Jackson und Christie in [16] vorgestellt. Das Fluidproblem bzw. die Verteilung
der aerodynamischen Driicke wird dabei mittels eines Wirbelleiterverfahrens ermittelt. Die
Driicke werden in weiterer Folge auf ein Finite Elemente Modell der Membranfliche auf-
gebracht und das dazugehorige Deformationsmuster ermittelt. Um den Einfluss der ge-
genseitigen Koppelung zu erfassen, muss fiir die verdnderte Fliigelgeometrie erneut das
Fluidproblem gelost werden. Diese Prozedur wird solange wiederholt, bis ein entsprechen-
des Konvergenzkriterium erfiillt ist. Diese Form der Koppelung kann als iterative Koppe-
lung bezeichnet werden und stellt die hdufigste Form eines Koppelungsschemas dar. Es
gibt allerdings Problemstellungen, die mit diesem Algorithmus nicht zu einer konvergen-
ten Losung fithren. In [16] wird die Membran mit einem linear elastischen Werkstoffgesetz
modelliert. Die Faltenbildung steht dabei nicht im Mittelpunkt des Interesse.

Eine Weiterentwicklung dieses Schemas ist bei Schoop et al. [36] zu finden. Die Koppelung
erfolgt zwar nachwievor iiber ein iteratives Schema, die Verfahren zur Bestimmung des
Stromungsverhaltens sowie die Modellierung der Membran wurden jedoch erweitert. Zur
Simulation einer lokalen Faltenbildung kommt dabei eine spezielle Elementformulierung
zum Einsatz, die auf Roddeman [33] zuriick geht. Zur Bestimmung der aerodynamischen
Driicke wird ein modifiziertes Wirbelleiterverfahren mit optimierter Netzgeometrie verwen-
det. Die diskreten Wirbelstérken werden schliellich in kontinuierliche Druckverteilungen
umgerechnet und auf das Strukturmodell aufgebracht. Das Verfahren wurde fiir die Analy-
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se von Bootsegeln entwickelt. Nachteilig erscheint bei diesem Verfahren die Tatsache, dass
einerseits Wirbelleiterverfahren zu systematischen Fehlern in der Auftriebsverteilung und
damit im induzierten Widerstand fiihren konnen und dass das iterative Koppelungsschema

nicht immer konvergiert.

Die Verfahren von Nickel [27] bzw. Jackson [16] sind nur fiir stationére Probleme formuliert
worden. Die Gruppe um Schoop arbeitet auch an einer instationdren Formulierung, die auch

ndherungsweise die Rollbewegung des Bootes beinhaltet.



Kapitel 2

Aerodynamisches Modell

2.1 Grundlagen

Eine drehungsfreie inkompressible Stromung kann durch die Potential- bzw. Laplace--
Gleichung beschrieben werden.

¢ 0% 0*¢
oz?  0y? 822_0' (21)

Ein wesentliches Merkmal von (2.1) stellt ihre Linearitit dar. Damit wird eine Superposi-

tion von Lésungen moglich, und es gilt beispielsweise

d)l(x’y’ Z) = ¢2($, Y, Z) + ¢3($, Y, Z) (22)

Der Gradient der skalaren Potentialfunktion ¢ ergibt schliefllich das Geschwindigkeitsfeld

ﬁ(x,y,z) = grad ¢($,y,2) = dy (23)
Dieses Geschwindigkeitsfeld setzt sich im stationdren Fall zusammen aus einer konstanten
Anstrémung ¥, und der von der Tragfliiche induzierten Stérgeschwindigkeit @f(x, y, 2):

U(z,y, 2) = U + Wz, y, 2). (2.4)

Ein Potentialwirbel mit der Zirkulation I' erfiillt die Potentialgleichung (2.1) und kann

gleichzeitig fiir die Modellierung auftriebserzeugender Tragflichen herangezogen werden.

8
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Eine ausfiihrliche Beschreibung der Singularitétenverfahren findet sich bei Keune/Burg
[18] oder Schneider [35]. Beispielsweise besteht das Prandtl’sche Modell zur Berechnung
der Auftriebsverteilung einer Tragfliche endlicher Spannweite aus nur einem diskreten
Wirbelfaden, der entlang der ¢/4-Linie des Fliigels verlauft.

Die in einem Aufpunkt P, induzierte Geschwindigkeit eines Wirbelstiicks T'ds lautet

Py
ds

-t

Abbildung 2.1: Induzierender Wirbel

I' "xds
W(TA,Ya,24) = EW (2.5)

Der Vektor 7 beschreibt dabei die relative Lage zwischen dem Aufpunkt P4, und dem
induzierenden Wirbelstiick, sieche dazu Abbildung 2.1.

Ein numerisches Verfahren zur Berechnung einer Tragfliigelstromung kann sich somit darauf
beschrinken, eine geeignete Anordnung von Potentialwirbeln bzw. eine geeignete Vertei-
lung von Wirbeldichten zu finden, die die erforderlichen Randbedingungen erfiillen. Diese

lauten:

1.) Abklingen der Storgeschwindigkeit im Unendlichen:

lim |@] = 0 (2.6)

|7]—00

2.) Erfiillung der kinematischen Stromungsbedingung an der Tragfliche (tangentielle
Umstrémung des Fliigels):
U-i=0, (2.7)

wobei 77 den Normalvektor an der Tragfliache beschreibt.



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL 10

2.2 Ausgangspunkte fiir ein neues Wirbelflichenver-

fahren

Das Mehrfach-Traglinienverfahren nach Horstmann [15] sowie das Wirbel-Panel-Verfahren
von Mracek [26] dienten als Ausgangspunkte fiir die Formulierung eines neuen Tragflichen-
verfahrens. In den beiden folgenden Abschnitten werden daher beide Verfahren kurz um-
rissen und hinsichtlich der Formulierung eines nichtlinearen, instationiaren Tragflichenver-

fahrens bewertet.

2.2.1 Mehrfach-Traglinienverfahren nach Horstmann

Die grundlegende Idee von Horstmann war die Entwicklung eines Verfahrens, das mit ge-
ringem numerischen Aufwand moglichst genaue Ergebnisse fiir die Auftriebsverteilung und
den induzierten Widerstand einer nichtplanaren Fliigelanordnung liefert. Das Verfahren
ist fiir Entwurfszwecke und Optimierungsaufgaben konzipiert worden und geht von einer
linearen Theorie aus, siehe dazu Schlichting/Truckenbrodt [34]. Dies bedeutet, dass die ab-
gehenden Wirbel entlang paralleler Linien abflieen und in der gleichen Ebene liegen wie
die Tragfliigelabschnitte in denen sie freigesetzt werden. Die Tragfliche wird somit in einem
ersten Schritt durch ebene Fliigelabschnitte ersetzt, deren Profilsehnenrichtung durch die
oben erwidhnten parallelen Linien definiert sind. In weiterer Folge wird der Tragfliigel in
Spalten und Reihen eingeteilt, die einerseits in Profilsehnenrichtung sowie andererseits in
Spannweitenrichtung verlaufen. Die dabei entstehenden Rechtecke bzw. Parallelogramme
werden als Elementarfliigel bezeichnet. Auf der Viertellinie jedes Elementarfliigels wird
ein tragender Wirbel angeordnet, der den Auftrieb produziert. Der Verlauf seiner Wir-
belstéirke innerhalb eines Elementes ist durch ein Polynom zweiter Ordnung vorgegeben.
Die Ubergiinge zu den Nachbarelementen sind stetig und stetig differenzierbar (glatt).
Die Anderung der Wirbelstirke entlang des tragenden Wirbels entspricht der abgehen-
den freien Zirkulation, die sich vom Ort des tragenden Wirbels in den halbunendlichen
Raum fortsetzt. Jeder Elementarfliigel verfiigt iiber sogenannte Kontrollpunkte k, in de-
nen die kinematische Strémungsbedingung erfiillt wird. Der Vektor 7i; beschreibt die lokale
Fliachennormale. Der Summenvektor aus der Anstromung #,, und der durch gebundene und
freie Zirkulation induzierten Geschwindigkeit wj muss tangential zur Tragfliche verlaufen.
Der Vektor 7i;, beschreibt die lokale Fliachennormale.
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i - (oo + i) = 0 (2.8)

Die Fliigelverwindung bzw. die lokale Profilform konnen durch entsprechende Anpassung
des Normalenvektors erfiillt werden. Aquivalent zur Profiltheorie, siehe dazu [34], ist es
ausreichend, die kinematische Strémungsbedingung in unmittelbarer Nihe der Tragfliche
und nicht unbedingt exakt auf ihr zu erfiillen. Im Allgemeinen trigt jeder Elementarfliigel

mit einer Unbekannten und einer Bestimmungsgleichung zum System bei.

Positive Aspekte die fiir ein erweitertes Verfahren iibernommen werden kénnen:

+ Das Verfahren erreicht mit einer geringen Anzahl an Unbekannten sehr genaue Ergeb-
nisse. Dies wird in erster Linie durch die hohe Interpolationsordnung der tragenden

Wirbel innerhalb des Elementarfliigels erreicht.

Es gibt aber eine Reihe von Kriterien, die den direkten Einsatz verhindern:

— Die Linearisierung der Geometrie ist dann sinnvoll, wenn der Fliigel iiber eine geringe
Schriankung verfiigt und die Profilmittellinien nicht zu sehr gekriimmt sind. Im Fall
von Membransegeln kénnen diese Voraussetzungen nicht immer erfiillt werden. Bei-
spielsweise kann bei einem Héngegleiter die Fliigelverwindung im Langsamflug bis zu
20 Grad ausmachen. Die Anordnung der Elementarfliigel direkt auf der Membran ist
daher vorteilhaft.

— Traglinienverfahren sind im Bezug auf die Berechnung der Nickmomentenbeiwerte
weniger verlisslich als Tragflachenverfahren. Bei der Analyse von Nurfliigelstrukturen

sind die Nickmomente von besonderer Bedeutung fiir die Flugstabilitét.

— Das Verfahren von Horstmann ist nur fiir stationire Stromungen entwickelt worden.

2.2.2 Wirbel-Panel-Methode nach Mracek

Das Verfahren von Mracek [26] ist ein nichtlineares Tragflichenverfahren fiir instationére
Stromungen und wurde zur Simulation von Regelvorgéngen entwickelt. Im Vergleich zum
Mehrfachtraglinienverfahren ergibt sich puncto Anordnung der Wirbel ein wesentlicher
Unterschied. Beim Verfahren von Horstmann werden die Richtungen der tragenden und

der freien Zirkulation a priori festgelegt. Die freie Zirkulation ist durch Differentiation der
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gebundenen Wirbel entlang ihrer Achse definiert. Damit wird es moglich die Forderung nach
der Wirbelerhaltung bereits in der Formulierung des Wirbelmodells zu beriicksichtigen. In

weiterer Folge miissen nur mehr die kinematischen Stromungsbedingungen erfiillt werden.

Mracek unterscheidet in seinem Verfahren nicht zwischen tragender und freier Zirkulation.
Das Verfahren wurde fiir Fliigel sehr niedriger Streckung bei gleichzeitiger Wirbelablsung
im Eintrittskantenbereich entwickelt. Die Anstrémungsrichtung der Tragfliche weist dabei
hohe Querkomponenten in Spannweitenrichtung auf und kann nicht ndherungsweise als
konstant betrachtet werden. Damit ist es nicht mehr moglich, von vornherein festzulegen,
welche Wirbelanteile Auftrieb liefern. Die Tragfliche wird mit Panelen in Dreiecksform
diskretisiert. Jeder Knoten besitzt zwei Freiheitsgrade, die die Wirbeldichte in der Tan-
gentialebene in zwei unabhingigen Richtungen beschreiben. Jedes Element verfiigt somit
iiber zwei, orthogonal aufeinander stehende Wirbeldichteverteilungen. Die Wirbeldichten

werden innerhalb des Elementes linear interpoliert.

Bei diesem Verfahren kommt pro Element neben der kinematischen Stromungsbedingung
auch noch eine explizite Gleichung fiir die Erhaltung der Zirkulation dazu. Dies bewirkt,
dass bei konventionellen Anordnungen mehr Bestimmungsgleichungen als unbekannte Wir-
beldichten vorhanden sind. Die Losung ist daher nicht exakt mdoglich, was wiederum bei
der Ermittlung des induzierten Widerstandes bzw. der Momentenbeiwerte problematisch
sein kann. Ferner ist eine Implementierung eines Integral-Boundary-Layer-Verfahrens, bei
dem die Zunahme der Grenzschicht durch eine Quellbelegung der Fliigeloberfliche simuliert
wird, nur dann sinnvoll, wenn die kinematische Stromungsbedingung exakt erfiillt werden
kann. Fiir den Anwendungsbereich fiir den das Verfahren von Mracek entwickelt wurde,

sind diese Probleme jedoch ohne Bedeutung.

Interessante Aspekte fiir ein erweitertes Verfahren sind

+ Numerische Aspekt bei der Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten der Wir-
belflichen.

+ Die instationire Formulierung des Verfahrens.

Die wesentlichen Einschréinkungen fiir die Verwendung bei gekoppelten Analysen sind:

— Rund doppelte Anzahl an Freiheitsgraden im direkten Vergleich mit dem Verfahren
von Horstmann, was bei den vorhandenen vollbesetzten Matrizen den numerischen
Aufwand deutlich erhoht.
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— Keine exakte Losung moglich.

— Die Kutta-Joukowsky-Bedingung an der Hinterkante stellt in dieser Formulierung
eine nichtlineare Gleichung dar, weil sie direkt iiber die Driicke formuliert werden

muss. Auch dies stellt im Bezug auf die Rechendauer einen Nachteil dar.

2.3 Aufbau des neuen Tragflichenverfahrens

In Abbildung 2.2 ist die Struktur des neuen Tragflichenverfahrens namens P4 anhand eines

konkreten Beispiels illustriert.

(@ Nachlauf

,EN103
@

f,EN103
Y@
‘

Anstromung
/
Kontrollpunkte: > K

y
(2) gebundene Wirbeldichte

Abbildung 2.2: Aufbau des neuartigen Wirbelpanelverfahrens
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Das kartesische Flugzeugkoordinatensystem wird nach folgender Konvention festgelegt: Die
z-Achse zeigt nach oben, die z-Achse zeigt von der Flugzeugnase zum Flugzeugende. Die
y-Achse steht normal auf x und 2z und weist somit, in Flugrichtung gesehen, nach rechts. In
der Bildmitte ist ein Analysenetz eines Fliigelendes mit Winglet dargestellt. Es handelt sich
dabei um einen riickwértsgepfeilten Fliigel. Die Elementarfliigel, auch Elemente oder Panele
genannt, sind direkt auf der Skelettfliche der Tragflache positioniert und dabei in M Reihen
und N Spalten angeordnet. Die Reihen verlaufen in Spannweitenrichtung zwischen den
beiden Fliigelenden bzw. zwischen dem rechten Fliigelende und der z-z-Symmetrieebene
(y > 0). Die Spalten beginnen an der Eintrittskante, verlaufen in Anstrémrichtung bis zur
Hinterkante und werden dann bis ans Ende des Nachlaufs fortgefiihrt. Die Geometrie des
Nachlaufs ist aus Griinden der Rechenzeit nicht Teil der Analyse, sondern wird entweder
vom Benutzer vorgegeben oder stellt sich durch die Flugbewegung als jene Fliche ein, die
von der Hinterkante iiberstrichen wird. Wie bei der Methode von Horstmann, wird auch
hier die Orientierung der gebundenen bzw. freien Zirkulation a priori durch die Geometrie
des Analysenetzes festgelegt. Die Richtungen der gebundenen Zirkulation ist in Abbildung
2.2 im unteren Detail gebundene Wirbeldichte mit den lokalen Vektoren 5¥3, 554, 513 sowie
51 beispielhaft fiir vier Elemente angedeutet. Die hochgestellten Indices definieren die
Elementnummer. In der selben Abbildung sind im Detail freie Wirbeldichte die Richtungen

der freien Zirkulation mit 7¥3 7E4 #EL3 gowie 7E gekennzeichnet. Die Vektoren im Detail
) 7

EN2 ~EN3 2EN102
) )

Nachlauf definieren ebenfalls die Richtung der freien Zirkulation: 7 T T sowie

,,:'EN103.

Durch die Festlegung der Orientierungen wird der Einsatzbereich des Panelverfahrens auf
méfBige Anstellwinkel (o < 20 Grad) und auf Tragflichen mit ausreichender Streckung (A >
2+ 5) beschriinkt. Unter diesen Voraussetzungen sind Querstromungen auf der Tragfléiche
gering.

Entlang der Elementeintrittskanten (3)(4) verlaufen in Spannweitenrichtung Wirbellinien.
Die Freiheitsgrade des Systems sind die Wirbelstérken bzw. deren Ableitungen in den Kno-
ten des Analysenetzes. Die Wirbellinien sind dquivalent zu herkémmlichen Traglinien, die
jedoch bei einem Viertel der Elementtiefe verlaufen. Die Zirkulationen (Wirbelstérken),
die den Knoten zugeordnet sind, werden in weiterer Folge in Wirbeldichtebelegungen in
den anschliefenden Elementen umgerechnet. Damit entsteht eine kontinuierliche Wirbel-

dichteverteilung.

Aufgrund der Wirbelerhaltungssitze, siehe z.B. Schlichting/Truckenbrodt [34] muss eine
Anderung in der gebundenen oder tragenden Wirbel zu einer Freisetzung von Zirkulation
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fiihren. Dadurch entsteht beim Tragfliigel endlicher Spannweite die bekannte Wirbelschlep-
pe, die sich bis weit hinter den Tragfliigel erstreckt. Die Verteilung der freien Zirkulation

héngt somit vom Verlauf der Wirbelstirke der gebundenen Zirkulation ab.

In Abbildung 2.2 ist anhand des Details 2 gebundene Wirbeldichte die Verteilung der tragen-
den Wirbelbelegung dargestellt. Das Detail zeigt eine Gruppe von vier Elementarfliigeln.
Die Nummern sind fiir Knoten (1-29) und Elemente (E1-E15) eingezeichnet. Fiir das Ele-
ment E3 ist ferner die elementinterne Nummerierung der Knoten durch die Zahlen in den
runden Klammern angegeben (1)-(4). Diese Reihenfolge ist wesentlich, da die Ausrichtung

des Elementes davon abhéngt. Beispielsweise verlaufen die Kanten (1)(2) und (3)(4) immer
in Spannweitenrichtung und beschreiben die Eintritts- bzw. Hinterkante eines Elementar-
fliigels. In jedem der vier Elemente ist, wie bereits erwdhnt, schematisch die Richtung der
tragenden Wirbelbelegung mit den Vektoren 553, 584, ¥4 und 5%, Der Verlauf der Wir-
beldichten ist als dreidimensionale Fliche dargestellt und elementweise mit den Betrdgen
der Wirbeldichten %3, B4 ~E ynd 15 gekennzeichnet. Dabei gilt beispielsweise fiir die

Wirbeldichte des Elements E2
E2 E2 22 (2.9)

= y"25
Die Wirbellinien werden entlang der Elementkanten durch Polynome zweiter Ordnung be-
schrieben. Der gleiche Verlauf stellt sich bei Tragflichen mit konstanter Profiltiefe auch
fiir die Verteilung der gebundenen Wirbeldichte ein und ergibt stetige und stetig diffe-
renzierbare Uberginge der Wirbeldichtebelegung zwischen benachbarten Elementen. Die
Dichteverteilung beschreibt entlang der Vorderkante der Elemente E3 und E14 einen Bo-
gen, der durch zwei Kurven zweiter Ordnung, ndmlich von Punkt ¢ nach 4z und von Punkt
1% nach 711, gebildet wird. In Fliigeltiefenrichtung bzw. der Anstrémrichtung verlduft die
Wirbeldichtebelegung linear. Dies ist beispielsweise durch den Verlauf der Wirbeldichte

vom Punkt 7 zu Punkt 7v und weiter zu Punkt v erkennbar.

Eine Anderung der tragenden Wirbeldichte fiihrt zu einer Freisetzung von Zirkulation.
Diese Anderung der tragenden Wirbeldichten innerhalb des Elementes E3 kann formal

geschrieben werden als
- E3
/B3 _ 0y
CE

Die Werte fiir 7/®® ergeben einen bilinearen Verlauf innerhalb des Elementes, da die Ord-

(2.10)

nung in Spannweitenrichtung durch die Differentiation von der zweiten Ordnung auf einen
linearen Verlauf reduziert wird, siche Gleichung (2.10). Die Ableitung 7'®* stellt jedoch
noch nicht die freie Wirbeldichteverteilung dar, sondern ihre Variation. Um zur tatsichli-

chen Verteilung zu kommen, sieche Abbildung 2.2 Detail 3 freie Wirbeldichte, muss die Ver-
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teilung in Tiefenrichtung (7~Richtungen) aufintegriert werden. Dabei setzt das Verfahren
voraus, dass die freie Zirkulation in der vorgegebenen Richtung 7* abflieit. In der Abbildung
sind wiederum die vier Elementarfliigel mit ihren Knoten- und Elementnummern darge-

7B FEB sowie 7814 gekennzeichnet.

stellt. Die Richtung der freien Zirkulation ist mit 72,
Im Knoten 5, welcher auch gleichzeitig im Element E4 die lokale Nummer (1) trigt, setzt

sich die freie Wirbeldichte aus mehreren Anteilen zusammen, siehe Abbildung 2.2.

’y?g‘l =a+b+ec (2.11)

Die Grofle ¢ ist dabei jene Wirbeldichte, die innerhalb von Element E4 freigesetzt wurde.

(1)E4

c= / v Eddrtt (2.12)
(4

)E4

In gleicher Weise stellt b den Betrag von Element E3 dar, der innerhalb der Spalte 5 in
Stromungsrichtung weitergereicht wird.

(1)E3

b= / 7"E3 3 (2.13)
(4)E3

Der Anteil a setzt sich aus Beitrdgen der Element E1 und E2 zusammen. Dabei ist die

freie Wirbeldichte eines Elementes E durch den skalaren Wert 72’5 und die vorgegebene

Richtung 7% definiert:

—Of,E f’E —
Téy =70 e, (2.14)

Jedes Element innerhalb einer Spalte setzt somit eigene Zirkulation frei, wird aber auch
von einem Band freier Zirkulation der vorhergehenden Elemente iiberstrichen. Die in
Stromungsrichtung bzw. spaltenweise durchgefiihrte Integration zur Bestimmung der frei-
gesetzten Wirbeldichte beginnt an der Fliigeleintrittskante mit dem Wert Null und endet
an der Hinterkante. In Spannweitenrichtung ergibt sich ein stiickweise linearer Verlauf der

freien Zirkulation.

An die Hinterkante schliet der Nachlauf an. Nachlaufelemente tragen nur die freie Zir-
kulation, setzen aber selber keine frei. Die Zirkulation in Spaltenrichtung bleibt bei einer
stationdren Analyse konstant. Beispielsweise gilt, wie in Abbildung 2.2 im Detail 4 Nachlauf

dargestellt,

,7€31§N102 — ,_7?2]-§JN102' (215)

EN im hochgestellten Index deutet an, dass es sich um ein Nachlaufelement handelt.
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Die Formulierung der kinematischen Stromungsbedingung, die eine Durchstromung der
Tragfliche verbietet und in allen Kontrollpunkten erfiillt wird, fiihrt auf das Gleichungs-
system zur Bestimmung der unbekannten Groflen. Die Geschwindigkeit in einem Kontroll-
punkt setzt sich zusammen aus der Anstromung v, und der induzierten Geschwindigkeit
Wy (Storgeschwindigkeit) sdamtlicher Wirbeldichten des Modells. Zur Berechnung der in-
duzierten Geschwindigkeiten der Wirbeldichteverteilungen eines Elementes bzw. Panels Ej
wird das folgende Integral ausgewertet (niiheres dazu in Abschnitt 2.7).

-‘E]
Wy = V X // TIE) o (2.16)
osi ||k — xll

Der Vektor 7, beschreibt die Koordinaten eines Kontrollpunktes k£ und # beschreibt die
Position des induzierenden Wirbelelementes auf der Paneloberfliche. Die Summe der in-

duzierten Geschwindigkeiten aller Elemente ergibt schliefilich @ ,:
Nei
= Z ), (2.17)
J=

mit N,; als der Gesamtzahl aller Panels. Damit wird die kinematische Stromungsbedingung

Zu:
i - (o + Wg) = 0, (2.18)

mit 71 als Flachennormale im Kontrollpunkt k. Jedes Element besitzt einen Kontrollpunkt
und trégt mit einer neuen Unbekannten zum Gleichungssystem bei. Die Kontrollpunkte
sind in Abbildung 2.2 fiir vier Elemente des Analysenetzes dargestellt und im Analysenetz

mit Kreuzen gekennzeichnet.

Zwei Gruppen von Knoten kdnnen bei einer Analyse keine tragende Wirbeldichte aufweisen.

e Knoten an der Hinterkante: Die Umstromung der Hinterkante kann durch Nullsetzen

der tragenden Zirkulation erreicht werden.

e Knoten am Fliigelende: Die Zirkulation muss am Fliigelende verschwinden, da dort
durch einen lokalen Druckausgleich zwischen Fliigelober- und Unterseite kein Diffe-

renzdruck entstehen kann.

2.4 Erginzungen zur Diskretisierung des Fliigels

Die wesentlichen Merkmale eines Panels bzw. Elementarfliigels sind
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e Vier gerade Umrandungslinien (Quadrilateral).

e Die elementinterne Nummerierung erfolgt derart, dass die Seitenkante (1)(2) die Hin-
terkante des Elementarfliigels bildet und (3)(4) die Eintrittskante darstellt. Diese bei-
den Linien geben die Richtung der gebundenen Zirkulation innerhalb des Elementes

VOr.

e Die beiden Seitenkanten (4)(1) und (3)(2) sollen moglichst in Richtung der An-

stromung verlaufen, da sie die Orientierung der freien Zirkulation definieren.

e Der Kontrollpunkt zur Formulierung der kinematischen Strémungsbedingung liegt in
der Mitte des Elementes 7 = 1 31 ;.

e Das Element muss nicht planar sein.

Nach diesem kurzen Einblick in den Aufbau des Tragflichenverfahrens werden in den fol-

genden Abschnitten die Details des Verfahrens erldutert.

2.5 Die gebundene Zirkulation

2.5.1 Von Wirbellinie zu Dichteverteilung

Im Mehrfachtraglinienverfahren nach Horstmann verldauft die tragende Zirkulation entlang
der £-Linie des Elementarfliigels und wird durch Polynome zweiter Ordnung beschrieben.
Der Ubergang von einem Element zum benachbarten erfolgt glatt. D.h. die Zirkulationen
haben im Anschlusspunkt die gleichen Werte und auch die gleichen Ableitungen. Enthélt
der Fliigel einen Knick, dann kann auch der Verlauf der Zirkulation an dieser Stelle einen

Knick aufweisen, was durch eine spezielle Formulierung in diesem Bereich erfiillt wird.

Diese Formulierung kann fiir das Tragflichenverfahren teilweise iibernommen werden. Die
Wirbellinie, die in diesem Zusammenhang bewusst nicht als Traglinie bezeichnet wird, da

sie nur eine Hilfsgrofle zur Ermittlung der Wirbeldichten darstellt, verlduft entlang der

Elementkanten (1)(2) bzw. (4)(3). Sie wird ebenfalls elementweise durch Polynome zweiter

Ordnung interpoliert. Ihr Verlauf ist stetig bzw. stetig differenzierbar.

In Abbildung 2.3 sind vier Elementarfliigel dargestellt, die zwei horizontale Zeilen und
zwei vertikale Spalten bilden. Die Wirbellinie erstreckt sich vom Knoten j — 1 iiber j bis
zu j + 1. Die Wirbelstérke im Knoten j betrégt I';. Wird diese Wirbelstdrke durch die
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Abbildung 2.3: Bestimmung der Wirbeldichten
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Elementarfliigeltiefe normal auf die Wirbelrichtung dividiert, erhélt man die korrespon-

dierenden Wirbeldichtewerte in den Elementarfliigeln. Die Wirbeldichteverteilung in den

Elementen E1 und E2 in Tiefenrichtung (entlang i — 1, j — 1, k — 1) ist auf der linken Seite
in Abbildung 2.3 dargestellt.

1)

)

)

V)

oT;

(t1 + t2)
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2T
(ts + t4)

1)

2.19
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2.

(
(
(
(2.22

)
)
)
)

Die Wirbeldichte weist beim Ubergang von E1 nach E3 bzw. E2 nach E4 einen Sprung

auf, der durch die Richtungséinderung der Wirbeldichten verursacht wird. Ein Knick in der

Tragfliche kann z.B. solche Spriinge hervorrufen.

Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Ableitungen in Richtung der Wirbel.

IE1

7@

oen

or

(t1 + t9)

)

(2.23)

(2.24)
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2.5.2 Freiheitsgrade und Wirbellinien

Wie bereits erwihnt, wird entlang der Elementarfliigelkanten die Wirbellinie durch Poly-
nome 2.0rdnung interpoliert. Die Ubergéinge zwischen den Nachbarelementen sind in der
Regel stetig und stetig differenzierbar, wobei damit die Anderung der Wirbelstiirke entlang
der Wirbellinie gemeint ist. Durch eine Differentiation des stiickweise quadratisch interpo-
lierten Verlaufs erhélt man einen stetigen, stiickweise linearen Verlauf der ersten Ableitung.
An Stellen eines Knicks weist die erste Ableitung eine Sprungstelle auf. Ist in weiterer Folge
ein Wert an einer Stelle der Wirbellinie bekannt, dann kann durch einfache Integration die
Wirbelstéirke entlang der Linie bestimmt werden. Am Fliigelende verschwindet die Zirku-
lation und die Stérke aller Wirbellinien ist identisch Null.

Die Freiheitsgrade des Systems sind die Ableitungen der Wirbelstdrken in den Knoten
entlang der Wirbellinien. Diese Werte werden entlang der Elementkanten linear interpoliert.

Die Abbildung 2.4 zeigt neben der rdumlichen Anordnung auch mogliche Verldufe der
Wirbelstirke I' und ihrer ersten Ableitung I".

Réumliche Anordnung:

Abbildung 2.4: Wirbellinie und Freiheitsgrade

Als Beispiel sei ein Fliigel mit nur einer Reihe von vier Elementarfliigeln diskretisiert.
Die Wirbelstérken I'; und T's in den beiden Endknoten der Eintrittskante (Knoten 1
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¢ Anstromung
Eintrittskante

5

4

4
E1 E2 3 E3 E

Flugelende e ® i f Flugelende

c 17/ s s

Hinterkante Kontrollpunkte

Abbildung 2.5: Tragfliche mit vier Elementen

und 5) miissen identisch Null sein. Die Wirbelstéirken entlang der gesamten Hinterkan-
te miissen aufgrund der Kutta-Bedingung ebenfalls Null gesetzt werden, da natiirlich keine
Umstrémung der Hinterkante zuléssig ist. Somit bleiben als Freiheitsgrade des Systems die
Ableitungen der Wirbelstérken in den Knoten 1 bis 5. Mit dem vorgeschriebenen Start- und
Endwerten fiir den Verlauf der Wirbellinie (ndmlich I'y = I's = 0), kann I'} als Funktion der
restlichen Ableitungen I'| (I'y,T'%, Iy, I'y) ausgedriickt werden. Den vier Unbekannten ste-
hen auch vier Bestimmungsgleichungen aus der kinematischen Strémungsbedingung in den
Kontrollpunkten gegeniiber. Will man nur eine Tragfliigelhélfte diskretisieren, ist nur ein
Wert der Wirbeldichte am Fliigelende bekannt. Die Wirbeldichte in der Symmetrie ist Teil
der Losung. In diesem Fall wird nach Horstmann ein schmaler Elementstreifen eingefiigt,
der zwar Kontrollpunkte in das System einbringt, aber keine zusétzlichen unbekannten I".
Die Ableitungen I im Zusatzstreifen werden dabei von Nachbarelementen iibernommen
und tiber der Breite des Streifens konstant gehalten, siehe dazu néchsten Abschnitt.

2.5.3 Berechnung von I' aus I"

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie bei einer allgemeinen Anordnung der Elementarfliigel
die Werte fiir [ aus [" berechnet werden.

Abbildung 2.6 zeigt die Ableitung I’ entlang einer Wirbellinie, die zwischen zwei Fliigelen-
den verlduft. Der Abstand zwischen den Knoten j — 1 und j ist d;_;. An den Fliigelenden
muss die Zirkulation verschwinden und es gilt
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Abbildung 2.6: Typischer Verlauf von I"
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Durch Integration kann ausgehend vom rechten Rand die Wirbelstéirke entlang der Wir-

bellinie fiir einen beliebigen Knoten 7 berechnet werden

F1=F§%+ Z F;dj—12+dj ey

/dl—l

Aus der Gleichung

lasst sich I} als Funktion der restlichen Ableitungen formulieren:

-1
2 d;j_1+d; di1

h=0=—g (2 IFy =41
b j=ht1

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Der Verlauf der Wirbelstérke ist damit durch die gleiche Anzahl an I'-Werten definiert,

wie Elemente vorhanden sind.
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In der Praxis besteht ein Analysenetz aus mehreren Reihen von Elementarfliigeln und
besitzt somit auch mehrere Wirbellinien. Unter Anwendung obiger Gleichungen erhilt man

fiir das gesamte Analysenetz in Matrixschreibweise

r=LI" (2.30)

~

Dabei sind die Werte aller Wirbelstiirken bzw. aller Ableitungen in Vektorform [’ und [’

zusammengefasst. Die Matrix L stellt eine Integral-Operatormatrix dar.

Knick bzw. Symmetrie

Flugelende
h i

p—0

Flugelende

Abbildung 2.7: Unstetigkeit im I''-Verlauf

Im Fall eines Knicks bzw. einer Symmetriebedingung an der Stelle &k (siehe Abbildung
2.7) wird ein kurzes Wirbellinienstiick mit konstanter Ableitung eingefiigt. Der Wert der

Ableitung wird vom rechts davon liegenden Nachbarknoten iibernommen.

Der Knoten k weist damit zwei unterschiedliche Ableitungen auf. Die Wirbelstérke fiir
einen Knoten links von der Knickstelle wird wiederum durch die Integration entlang der

Wirbellinie gewonnen:

k—1 -1
d; dj_1+d; dy— di—1+d; d d;_
=T+ Y -4y ’“21+ ) FQ%+F}C+15’“+F;%. (2.31)
j=i+1 j=k+1

2.5.4 Interpolation der Wirbeldichten innerhalb der Elemente

In den vorhergehenden Abschnitten wurde das Konzept der Wirbellinien erldutert und die

Umrechnung der Wirbelstidrken in den Knoten auf Wirbeldichtewerte in den Elementen
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behandelt. Das Ziel dieses Abschnittes ist die mathematische Formulierung der Wirbel-
dichteverteilung innerhalb eines Elementarfliigels. Dabei muss spezielles Augenmerk auf
die Integration zur Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten gelegt werden. Folgen-

de Aspekte sind dabei hervorzuheben:

e Die Interpolationsordnung in Spannweitenrichtung:
Fiir die in dieser Arbeit eingesetzten Interpolationsfunktionen zweiter Ordnung exi-
stieren keine analytischen Losungen zur Berechnung der induzierten Geschwindigkei-

ten. Die Induktionen konnen nur ndherungsweise berechnet werden.

e Nichtplanare Elemente:
Die Elementarfliigel sind nicht planar, was die Berechnung der induzierten Geschwin-

digkeiten zusétzlich erschwert,

e Orientierung der Wirbeldichten:
Unterschiedliche Orientierung der Wirbeldichten innerhalb des Elementarfliigels, wenn
beispielsweise die Kanten (1)(2) und (3)(4) nicht parallel sind.

e Eigeninduktion:
Bei der Induktion eines Elementes im eigenen Kontrollpunkt werden die Integranden

singulédr, was bei reiner numerischer Integration zu Schwierigkeiten fiithren kann.

Das Verfahren von Mracek [26] verwendet lineare Interpolationen der Wirbeldichten, die
auch in dreieckigen und somit planaren Bereichen integriert werden. Die Berechnung der in-
duzierten Geschwindigkeiten erfolgt bei Mracek analytisch. Dieses Integrationsschema wird
in der vorliegenden Arbeit herangezogen, um die Verteilungen hherer Ordnung n&herungs-
weise zu integrieren. Dies erfolgt unter Zuhilfenahme der Simpson-Regel fiir die Integration
von Kurven zweiter Ordnung. Vergleiche mit anderen Verfahren zeigen in den spéteren Ab-
schnitten dieser Arbeit, dass diese Vorgangsweise gute Ergebnisse liefert. Die ndherungs-
weise Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten erfolgt dabei in drei Schritten und

kann wie folgt zusammengefasst werden.

1.) Ersetzen der Dichteverteilung, die in Spannweitenrichtung einem Polynom 2.Ordnung
folgt und in Tiefenrichtung linear verlauft, durch eine bilineare Verteilung gleichen
Wirbelinhaltes,

2.) Annéherung der Ersatzverteilung durch bereichsweise planare Teilbereiche,
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3.) Analytische Integration entlang der planaren Teilbereiche.

Die einzelnen Schritte werden in diesem Abschnitt ausfiihrlich behandelt. Zunéchst sind
grundlegende Uberlegungen beziiglich der Integration einer Kurve zweiter Ordnung hilf-
reich. In Abbildung 2.8 ist eine Kurve 2.0rdnung dargestellt, die die beiden Punkte (7, 1)
und (7, 2) verbindet. Die Fliche F unterhalb der Kurve ist

N T
b '2 i

Abbildung 2.8: Integration einer Kurve 2.0rdnung

n2
F= / v(n)dn. (2.32)
m
Fiir eine Kurve zweiter Ordnung kann diese Integration auch exakt iiber die Simpson-
Formel berechnet werden
F = QT; S. (2.33)

Wobei S jene Fliche darstellt, die zwischen Sekante und Abszisse eingeschlossen wird, und

T jene, die zwischen der Tangente in v7 und der Sekante liegt.

3 1
7' = g+ dg (2.34)
S = W (2.35)
T = +'d (2.36)

(2.37)

Daraus ldsst sich ein Offsetwert A~v* definieren, mit dem gilt
(1 + A7) + (2 + A7)

F = d . = (2.38)
= d%’b) (2.39)
e d ,d
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Diese Zusammenhinge konnen direkt fiir die Elementarfliigel genutzt werden. Dabei werden
zunéchst fiir das induzierende Element die Wirbelstérken in der Mitte der beiden Kanten
(1)(2) und (4)(3) bestimmt.

3 1

F(12) = P(l) + éd(12)rl(1) + gd(lg)PI(Z) (241)
3 1

Pugy = D+ gd(43)rl(4) + gd(34)rl(3) (2.42)

Die Léngen d(12) und d(43) entsprechen den Absténden der lokalen Elementknoten und sind

somit

d(12) = IIWH, d(34) = ||M|| (2.43)

Die Umrechnung auf Wirbeldichtewerte ergibt

Yoy = 21;1(1) (2.44)
oy = 2 (2.45)
Vo) = %2(2) (2.46)
Y@y = %;3) (2.47)
Yuz) = %(;13) (2.48)
vy = %(4) (2.49)

wobei die Werte ¢y, to, t3, t4, t12 und t43 in Abbildung 2.9 fiir das Element E2 (grau

hinterlegt) dargestellt sind. Die strichlierte Linie kennzeichnet die Mittellinie der Elemente.

Die beiden Offsetwert Avf, und A~j5 lauten

2 1 1

AL, = — R B 2.50
Y12 37(12) 37(1) 37(2) ( )

1 1

. P
Ay = 373) ~ 37 T 376) (2.51)
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Anstromrichtung

Abbildung 2.9: Fliigeltiefen zur Bestimmung der Wirbeldichten

Mit den Gleichungen (2.41) bis (2.51) kénnen die Wirbeldichtewerte in der Ersatz-Sekanten-
Verteilung fiir die vier Elementknoten angegeben werden

Ty = Y+ A (2.52)

Yoy = Y@ T L7 (2.53)

Y3 = V@) + D (2.54)

Yay = Y@+ A% (2.55)

beziehungsweise mittels der globalen Systemgréfien I' und I ausgedriickt

4 4 d12 2 d12

T (1)(3t12 * 3t1) o 2t19 @31, e 612 (2:59)
4 2 d12 4 d12

Va2) w3~ 350 T Ty, tleg, t ey, (2.57)
4 2 dy3 4 dy3

— — YT 22 Dy — T —2 2.58

73) (4) 3tus 3154) T 2t43 T 3t3 o 6t43 ( )
4 4 d43 2 d43

o @ 3t 3t4) g, ~Tog, Tleg, (2.59)
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Die bilineare Ersatzverteilung, die theoretisch einfacher zu integrieren ist, enthélt bei Trag-
flichen mit konstanter Profiltiefe (¢; = t1o = t5 bzw. {4 = t43 = t3) exakt die gleiche Wirbel-
menge wie die Verteilung zweiter Ordnung. Im Fall verdnderlicher Fliigeltiefe (Zuspitzung)
folgt zwar die Wirbellinie nachwievor einer stiickweise quadratischen Verteilung, der Ver-
lauf der Wirbeldichte innerhalb des Elementes entspricht jedoch entlang der Kanten nicht
mehr exakt einem Polynom zweiter Ordnung. Der quadratische Verlauf in der Spannwei-
tenrichtung wird somit durch einen bilinearen Verlauf angenéhert. Der dabei entstehende
Fehler hangt von der Netzfeinheit ab. Kritisch scheint zunéchst jener Fall zu sein, bei dem
ein Element Geschwindigkeiten in seinem eigenen Kontrollpunkt induziert, da ja dort die

Abweichung zwischen dem tatséchlichen Verlauf und der Ersatzverteilung grof§ wird.

In Abbildung 2.10 ist dieser Fall anhand eines Schnittes durch die Elementmitte skizziert.

Der Elementarfliigel, projizierend dargestellt, verfiigt in Tiefenrichtung {iber eine linear

Yias)
VoY - Yi2)
2 ~ < * *
- Yot¥Yo
2
= +
Anstromung
@@ v, @O w, W,

Abbildung 2.10: Eigeninduktion, Schnitt durch ein Element

verteilte Wirbeldichtenbelegung, die im Punkt Pk die Geschwindigkeit w induziert. Die
urspriingliche Verteilung verlduft zwischen den Werten 743y bis (1) und ist in Abbildung
2.10 strichliert dargestellt. Die Ersatzverteilung verfiigt in der Elementmitte iiber etwas
kleinere Werte, némlich (v(y, + 7{y))/2 sowie (v(;) + 7{))/2- Die Ersatzwirbelverteilung
kann in einen konstanten Anteil und einen beziiglich der Elementmitte asymmetrischen
Anteil aufgeteilt werden. Aus dem konstanten Anteil resultiert jedoch keine induzierte Ge-
schwindigkeit (w; = 0). Der Beitrag der asymmetrischen Verteilung wy ergibt die gesamte
induzierte Geschwindigkeit w. Somit ist fiir die Eigeninduktion in erster Linie der Gradient
der Wirbeldichtenverteilung in Elementtiefenrichtung ausschlaggebend und nicht das ab-
solute Niveau der Wirbeldichtenbelegung. Dieser Gradient wird durch die Ersatzverteilung

gut erfasst.

Die bilineare Ersatzverteilung ist nachwievor auf dem nichtplanaren Element definiert. Fiir

die Auswertung der Gleichung (2.16) wird das Element in planare Teilbereiche zerlegt. Eine
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mogliche Konfiguration, die im Rahmen dieser Arbeit gefunden wurde, ist in Abbildung

2.11 zu sehen. Der Elementarfliigel wird durch zwei Subgeometrien ersetzt, die durch die

3)@)

@D Anstrdmung
Kontrollpunkt .
®) - - >4 (6)
B)R) ©)(1) ..-=—
¢ | @)
€u \ Yo
Yo 50 )
12
@ W
n
g 1T B
113 \\\\ \\\\ v 3\\
! RS RN \
! S~ S~ 20
/ N ~ S~ 1
/ \V .l
/’ /2, :’w
! Kontrollpunkt -7 N\ v
I -7 7Tt
, - - P - \
11 _-" _-" !
nv o, - - VI 3!
7”'“ \}Zv/::::_z —————————————— '

Abbildung 2.11: Teilbereiche zur Integration der Induktionen

durchgezogenen bzw. strichlierten Linien gekennzeichnet sind. Ferner werden zwei zusétz-
liche elementinterne Hilfsknoten generiert, die in der Mitte der beiden Kanten (4)(1) und

(3)(2) liegen. Die beiden Subgeometrien iiberdecken sich gegenseitig. Je Subgeometrie wer-
den 50% der vorhandenen Wirbeldichten integriert.

Diese im ersten Moment willkiirlich anmutende Anordnung verfiigt iiber einige wesentliche
Eigenschaften:

e Mit dieser Anordnung kénnen sowohl die gebundenen als auch die freien Wirbeldich-
ten ndherungsweise integriert werden.

e Innerhalb der sechs planaren Bereiche (Abbildung 2.11, I bis VI) werden die Wirbel-

dichteverteilungen durch planare Verldufe angenihert und analytisch integriert, siehe
nachfolgende Ausfiihrungen.
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e Der Kontrollpunkt liegt im Inneren der beiden gréfieren Dreiecke (II und V) und stellt
somit fiir die Integration kein Problem dar. Lige der Kontrollpunkt am Rand eines
Dreiecks, dann hitte dies singulére Geschwindigkeiten zur Folge, die zwar theoretisch
durch das angrenzende Nachbarelement wieder kompensiert werden, aber numerisch

zu uniiberwindbaren Problemen fiihren.
e Es erfolgt eine quasi automatische Anpassung der Dichten bei verzerrten Elementen.

e Durch die iiberdeckende Anordnung der Subgeometrien kénnen Geometrieeinfliisse
dieses Ersatzmodells weitgehend vermieden werden.

Die Orientierungen der Wirbeldichten ist im oberen Teil der Abbildung dargestellt. Bei
jedem der vier plus zwei Elementknoten zeigt ein Einheitsvektor (€*3), (6 oder ¢(12))

die Orientierung der Wirbeldichte an.

Jedes der sechs Dreiecke verfiigt iiber eine eigene lokale Nummerierung der Eckknoten von
1 bis 3. Im Knoten 1 jedes Dreiecks ist ein lokales Koordinatensystem £n eingezeichnet.
Diese Koordinatensysteme werden fiir die Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten
benétigt.

Die Abbildung 2.12 zeigt die Anndherung der bilinearen Ersatzverteilung durch bereichs-
weise planare Flidchen. Dabei ist jener Fall dargestellt, bei dem die Wirbeldichte nur in

einem Eckpunkt des Elementes Ej ungleich Null ist (7{, # 0). Es kommt dabei zu einer

*
Y

Abbildung 2.12: Anndherung durch planare Teilbereiche

Durchdringung der beiden Oberflichen. Die sichtbaren Stellen der bilinearen Ersatzfliche
sind schraffiert dargestellt. Die punktierten Linien zeigen die verdeckten Bereichsgrenzen
der planaren Teilbereiche. Das von den Flichen eingeschlossene Volumen ist identisch. Fer-

ner liegt in der Elementmitte ein rautenféormiger planarer Bereich, der mit der Tangential-
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ebene der bilinearen Ersatzverteilung iibereinstimmt und damit auch die Tangentialebene

der urspriinglichen Dichteverteilung htherer Ordnung sehr gut annihert.

Betrachtet man den Fall, dass die Wirbeldichten in den Knoten (1), (2) und (3) gleich
Null sind und die Wirbeldichte in Knoten (4) ungleich Null ist, ergeben sich folgende
Wirbeldichten in den einzelnen Dreiecken I bis VI:

RO % (2.60)

7;,(4)* — 0 (2.61)

%1)’,(4)* _ % (2.62)
Fiir Dreieck II:

%I,(4)* _ % (2.63)

7;L(‘l)* — (2.64)

7;1,(4)* - 0 (2.65)
Fiir Dreieck IITI:

LI _ (2.66)

7;11,(4)* _ % (2.67)

7;11,(4)* — 0 (2.68)
Fiir Dreieck 1V:

VAT 2 % (2.69)

AT~ g (2.70)

7;\/44)* - 0 (2.71)
Fiir Dreieck V:

7;/,(4)* - 0 2.72)

7;/’(4)* - 0 2.73)

%\’/,(4)* _ o (2.74)

|
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Abbildung 2.13: Wirbeldichten in den planaren Subgeometrien
Fiir Dreieck VI:
AP =g (2.75)
T = g (2.76)
AT = g (2.77)

In Abbildung 2.13 sind die Verteilungen nach (2.60) bis (2.77) dargestellt.

Die oben angegebenen Verteilungen geben zunichst nur die den Wert der Wirbeldichte
an. Die Richtung ist fiir die einzelnen Elementknoten definiert und in Abbildung 2.11
dargestellt. Fiir die Berechnung der Induktion muss diese Wirbelorientierung, das sind
€43), €(56) oder €(12), ins lokale Koordinatensystem &£n des jeweiligen Dreiecks transferiert
werden, siehe Abbildung 2.11. Damit erhélt man fiir jeden Eckpunkt eines Dreiecks eine
in &- bzw n-Richtung orientierte Wirbeldichte. Werden die Verteilungen fiir alle Werte
(771 bis 7{y)) bestimmt und die Gleichungen (2.56) bis (2.59) eingesetzt und nach globalen
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Variablen sortiert, erhélt man fiir ein Element Ej folgende Form.

1 (To )"

[ L
ol I
% _ | T
o F1(1)
’Yg I11(2)
\ 72 / )
@

R
zII — pII F/Ej
IR
:ZIII — pIII F/Ej
I
zIv = pV e
IR
ZV = p¥ e
IR
VI VI ~
~ = p FIEJ
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(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

Mit diesen Werten fiir die Eckpunkte der Dreiecke konnen die Integrale fiir die induzier-
ten Geschwindigkeiten berechnet werden. Die eigentliche Integration innerhalb der sechs

Dreiecke wird im Abschnitt 2.7 behandelt.

2.6 Die freie Zirkulation

Im Abschnitt 2.3 wurde der Unterschied zwischen gebundener und freier Zirkulation bereits

erldutert. In diesem Abschnitt wird die Modellierung der freien Zirkulation behandelt.
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Die Anderung der Wirbelstiirke entlang der Wirbellinie (‘3—1; = T") entspricht der pro
Langeneinheit freigesetzten Zirkulation und stellt eine Wirbeldichte dar. Man kann sich
dabei vorstellen, dass die Orientierung der freien Zirkulation normal auf die Wirbellinie
steht. An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass in dieser Arbeit fiir die ndhere Bezeich-
nung der Wirbelstiarken zwei gleichwertige Methoden verwendet werden. Existiert nur ein
tiefgestellter Index, dann bezeichnet dieser jenen Knoten, an dem die Wirbelstérke vorliegt.
Steht der Index in Klammern, dann verweist dies auf eine lokale Knotennummer innerhalb

des Elementes, dessen Nummer dann im hochgestellten angefiihrt wird. In Abbildung 2.14

Anstrbmung+
i
sE1

Abbildung 2.14: Freie Wirbeldichten

ist dieser Zusammenhang anhand eines mit dem Winkel « schiebenden Elementarfliigels
skizziert. Wie bereits an fritherer Stelle erwidhnt, wird im vorliegenden Verfahren die Rich-
tung der freien Zirkulation durch die Anordnung der Panele vorgegeben. Im vorliegenden
Fall der Abbildung 2.14 muss die Orientierung somit parallel zu den Kanten (4)(1) oder
(3)(2) bzw. €(41) ausgerichtet sein (Anstromrichtung). Wird somit die mit I bezeichnete
Wirbeldichte in Anstrémrichtung fortgesetzt, muss die Wirbeldichte verédndert werden, um
die Forderung nach einer Wirbelerhaltung zu erfiillen. Diese Umrechnung von I auf ~f

lautet
et o 1 (2.85)
Ty @ cos o’ )
1
fE1 IE1
')/(3) = F (3) N, (286)
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bzw.
1 1
fE1 1E1 1E1
Bl _ e - 2.87
7(4) (4) Sinﬁ (4) ||€(41) X 6(43) || ( )
1 1
fE1 /E1 IE1
) — — - - @@ 2.88
7(3) (3) sin 3 ) ||5(41) X 5(43)” ( )

mit den Einheitsvektoren €41y und €4s).

In weiterer Folge werden fiir einen Elementarfliigel zwei Typen von freier Zirkulation un-
terschieden, nimlich einem Anteil, der vom Element freigesetzt wird 4f, und einem Anteil

der von Elementen freigesetzt wird, die vor dem betrachteten Elementarfliigel liegen, 9.

‘y Anstromung
"O
,,,,,, ‘
@) _
E1 Y
fEL(1) =, d.E2,(4) G = iyf “ EL FEL(2) =, dE2,3)
Ya) Ya) A, yiEr@ =y de
77777 i@ rr @]
(4) dE2 > - - - - =
CINC)
E2
day E2 i Vf d(EsZz )
1) 2)
'c>. % \§ dflzz) 1,'\,/.\<- E<rl .‘,-<_h
- ) E no<
> sga > 3 s >
=
Y@ +ygE®

£E2,(3) 41,9.E2,3
%5 ()+y(2) ®

Abbildung 2.15: Freigesetzte und durchlaufende Zirkulation

In Abbildung 2.15 sind zwei Elementarfliigel und die dazwischen liegende Wirbellinie skiz-
ziert, die beide Elementarfliigel mit Wirbeldichtewerten versorgt. Durch die Variation der
Werte der Wirbelstiarken entlang der Wirbellinie stellt sich eine linear Wirbeldichtevertei-

lung der freien Zirkulation ein. Die freie Wirbeldichte, die die Anordnung normal auf die
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Kante (1)(2) des Elementes E2 verlisst, lautet:

@) () diss diis)
f,E2,(4 d,E2,(4 3
Yo T = 'y g2 Fl'dEz (2.:89)
(12) (12)
FE2,(3) | dm2(3) diis) dii)
F2,(3 E2,3) vE2 _
o e = Vegm =i - (2.90)
(12) (12)

Zur Bezeichnung der Wirbeldichten, wie zum Beispiel 712’1?2’(4)

, sei hier angemerkt, dass der
tiefgestellte Index (1) die elementinterne Knotennummer ((1)-(4)) beschreibt. Die im hoch-
gestellten Index enthaltene Information ist wie folgt zu deuten: f...im Element freigesetzte
Wirbeldichte, E2...Bezeichnung des Elementes, (4)...die Freisetzung der Wirbeldichte er-
folgt aufgrund einer Wirbelstéirkenvariation im Elementknoten (4) des selben Elementes
E2. Weiters wiirde z.B. eine Variation der Wirbelstirke im Elementknoten (1) ebenfalls im

Knoten (1) zu einer Freisetzung von Wirbeldichte fiihren: 712’1?2’(1).

Der Verlauf der freien Wirbeldichte 7! entlang der Elementseitenkanten ist links und rechts
von den Elementarfliigeln dargestellt. Die Kurven ergeben sich aus der Integration der bei-
den bilinearen Verldufe fiir die Ableitung der gebundenen Wirbeldichten. Die Werte der
freien Wirbeldichte 4! beginnen an der Vorderkante des Elementes E1 mit dem Wert Null
und einer horizontalen Tangente. Folgen dann einem Polynom zweiter Ordnung bis hin zur
Wirbellinie. Die vom Element E1 freigesetzte Zirkulation erstreckt sich iiber das Element
E2 und iiberlager sich als 7% mit der dort freigesetzten Wirbeldichte. Die Steigung von

Vf ;EL f, B2

kante von E2. Innerhalb von E2 folgt der Verlauf fiir v

an der Hinterkante von El ist identisch mit der Steigung von 7"** an der Vorder-

.82 wieder einem Polynom zweiter

Ordnung und endet mit einer horizontalen Tangente an der Hinterkante von E2. In den

beiden Diagrammen fiir fyﬁl) und 'ny) in Abbildung 2.15 sind mittels der Bezeichnung ~"*!

und Y2 jene Anteile der ¥' gekennzeichnet, die von den jeweiligen Elementen freigesetzt
werden. Das Verhiltnis der beiden GroBen 75F! und ~+"F2 ist proportional der Linge der
Seitenkanten.
f,E1 E1l
T dia)
[E2 — B2 (2.91)
T (41)
f,E1 E1l
@) iza)
fE2 . gE2 (2.92)

Y @) (32)
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2.6.1 Im Element freigesetzte Zirkulation ~/

Beispielhaft wird an dieser Stelle die fiir die Integration herangezogene Dichteverteilung
fiir den Fall I'; # 0 und I} = 0 fiir das Element E1 angegeben (siehe Abbildung 2.15).

Der Anteil von I, der die freigesetzte Wirbeldichte im Element E1 beschreibt, lautet

g e (2.93)
z iy +di)
P =0 (2.94)

Die entsprechende Wirbeldichteverteilung wird wiederum durch planare Teilbereiche an-
gendhert.

Die Bezeichnung der Wirbeldichten ist wie folgt zu verstehen:
e hochgestellter Index, erster Eintrag: I bis VI Nummer des Dreiecks,
e hochgestellter Index, zweiter Eintrag: f...freigesetzt,

e hochgestellter Index, dritter Eintrag: (1) bis (4) elementinterner Knoten, in dem der
Wert I vorliegt,

o tiefgestellter Index: 1 bis 3 lokale Position innerhalb des Dreiecks,

Dreieck I:
S (2.95)
w® =0 (2.96)
S | (2.97)
Dreieck I1:
ML= (2.98)
A= (2.99)
| (2.100)
Dreieck I11:
AHEE) 0 (2.101)
ot =0 (2.102)
dEl 1
111,£,(1) 1 (41)
v —T - - (2.103)
’ 2" dhy + i) €y x Euyl
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Dreieck IV:
FVEL =g (2.104)
AR =g (2.105)
R =g (2.106)
Dreieck V:
El — —
vam Ly da 1 1€2) % Eenll (2.107)
1 i > = > > :
2 "digyy + diiy ll€G2) X Eazll €y X el
MR = (2.108)
RO = (2.109)
Dreieck VI:
AW =g (2.110)
dEl 1
VLE,(1) 1, (41)
y _ ip _ _ (2.111)
2 2 d]all)_‘_d](%fl) ||6(32)><€(12)||
WED =g (2.112)

Die Vektoren €y zeigen vom elementinternen Knoten (k) in Richtung des Knoten (1),
wobei ihre Linge auf Eins normiert wurde. Aus Abbildung 2.11 sind die Positionen der

lokalen Knoten ersichtlich.

In Abbildung 2.16 zeigt den angendherten Verlauf der im Element E1 freigesetzten Wir-
beldichte zufolge I';. Die Orientierung der Wirbeldichten ist fiir jedes Dreieck durch einen

dienen zur Anpas-

Einheitsvektor €(;;) an n. Der Terme 1= nd ——
eitsvektor €(;;) angegebe er Terme =r—7— u d an <Zan]

sung der Wirbeldichten beim Eintritt in das Element entlang der Kante (1)(2). Der Term
||€(32)X€(61)||
||€(41)X€(61)|| .
ner Richtungsdnderung beim Ubergang zwischen den Dreiecken VI und V.

beriicksichtigt einen eventuellen Dichtesprung der Wirbelbelegung aufgrund ei-

Werden wiederum die Verteilungen fiir alle Werte (I'F) bis I'F}}) bestimmt und nach glo-
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(4)

Uberlagerung: “)

)

Abbildung 2.16: Freigesetzte Wirbeldichten in den planaren Subbereichen

Anstromung

@)

balen Variablen sortiert, erhélt man folgende Form:

( V. \ Lf
o

i
Vg

.y

If

2

ILf

22

TI1,£

=2

IV f

=2

V£

22

VLf

22

E
pI,fEI
E
pII,fEI

pIII,fLuE

E
pIV,va

E
pV,fo/

E
pVI,fEI

39

) '

11,£,(1) ©)

Yo () \i)f (1)
VIf 1)

(1)

(2.113)

(2.114)
(2.115)
(2.116)
(2.117)
(2.118)

(2.119)
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2.6.2 Durchlaufende Zirkulation

Die Elementarfliigel sind in Reihen und Spalten angeordnet. Die Spaltenrichtung stimmt
mit der Anstromrichtung weitgehend tiberein. Sdmtliche Elemente innerhalb der Spalte set-
zen Zirkulation frei, die dann als Wirbelband iiber die in Stromungsrichtung nachfolgenden
Elemente stromt. Dieser Typ von Wirbeldichtebelegung wird in der Folge als durchlaufende
Wirbeldichte v¢ bezeichnet (neben der gebundenen v und der freien Wirbeldichte vF).

q
E(m-1) (4)
dea)
,Em
r(4) ‘ E(m-1)
d
Em (2)
Qe Em
,Em ,
C J e
f,.Em
rt Em
@ d(32) Em
E(m+1) Kk M
d(41) 4“ @
! r(z)
E(m+1)
@2 Anstrémrichtung

Abbildung 2.17: Wirbelband durchlaufender Zirkulation

Die Abbildung 2.17 zeigt eine Spalte des Analysenetzes mit mehreren Elementarfliigeln.
Die vom Element Em freigesetzte, d.h. entlang der Hinterkante abgegebene Zirkulation soll

nun angegeben werden. Die freigesetzte Zirkulation, in globalen Gréflen definiert (normal
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auf die Hinterkante (1)(2) von Em), lautet (siehe auch Abbildung 2.17):

Em Em Em

Flt(",};]m — F/](E:)Lr)n (41) + I](ELLr)n d(41) d(43) (2 120)

1 m E(m+1 m E(m—1 Em ’

(dal) + d(4(1)+ )) (dan + d(4(1) )) d(12)
dEm dEm dEm

[/EEm _ pEm (32 4 VEm (32) (43) (2.121)
(2 2 m E(m+1 ®3) m E(m—1 Em
(a3 + digy ) (dfm + gy ) dii)

Zur naheren Bezeichnung des globalen Freiheitsgrades IV wird dabei als tiefgestellter Index
entweder die globale Knotennummer j, &k oder die lokale Elementknotennummer (1) - (4)

in Kombination mit der Elementnummer angegeben. Beispielsweise gilt

ey =T (2.122)

Mit der Kenntnis von F’E’gm, F’%m und d‘g‘g) kann fiir jedes nachfolgende Element Ek
die Wirbeldichtebelegung 74 angegeben werden. Nimmt man an dieser Stelle an, dass die
von einem stromaufwérts liegenden Element freigesetzte Wirbeldichte senkrecht auf die
Eintrittskante (4)(3) des Elementes Ek trifft, dann erhilt man folgendes Zwischenresultat

fiir die durchlaufende Wirbeldichte:

dEm

dEk __ f,Em ~(12)
FI(4) = FI(1) %’ (2.123)

1d,Ek ,fEdeEII;)
F(é) = F(’Q) o (2.124)

(43)

Wieder wird die Verteilung der durchlaufenden Zirkulation durch planare Bereiche be-
schrieben und man erhilt als Dichtewerte fiir die einzelnen Dreiecke, wobei die Bezeich-
nung Em im hochgestellten Index jenes Element bezeichnet, von dem das durchlaufende
Wirbelband abstammt:
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Dreieck I:
Em
fyI,d,Em _ (1 IfT)n d(41) +
1 = 1 o E(m+1
20 (g + dan )
Em Em Em
+1F'ar)n dan) dig) | 40%) 1
20 (@B + diy ) Az dis) 118 X e
Em
,YI,d,Em _ (1 I](Er)rl d(32) +
2 - 2 m E(m+1)
20 (dy + gy )
Em Em Em
+1F'g§1 ds2) daz) A1) 1
20 (dfm + digy ) 4z dii) Nl x )l
LdEm _ L
Dreieck I1:
,d,Em I,d,Em||€(41) X 5(35)”
71 - I3 > 2
||€(32) X €ss)|
yLAEm 1dEm [[€41) X €35)]|
2 ||€z2) X% €35l
,d, m — ady m
7 =t
Dreieck I11:
dEm vlad,Em||€(41) X €(a5)l| [1€z2) X €s) |
1 - 12 > z 2y el
||€(32) X 6(35)” ||€(41) X 6(52)”
s ol ool [Fsn G
2 5 |l€s2) % €ss)ll 1€y % €zl
ILd,Em _ _II,dEm
3 - 72

42

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)
(2.136)
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Dreieck IV:
Em
JVEm (1 ,?;r)n deg) N
! o 1 m E(m+1)
2 (dgu) + d(41) )
Em Em Em
+lr'gln)1 ) d<43)) ) 1
20 (dBm + dyy D) Ay (4 [1Eee) X S
Em
,Ylv,d,Em _ (1 II(Er)n d(32) +
2 - 2 m E(m+1)
2 (dis3) +dzy )
Em Em Em
—I—l I](-E;)n d(32) d(43) d(12) 1
20 (dBm + dey ) d05) (35 18(s2) X s
IV,d,Em IV,d,Em
BE] = 72
Dreieck V:
yVdEm IlV,d,Em||€(32) X €ue)||
[€(a1) X Eug)l
Y Em 1v,d,Em [|€(32) X €(46) |
? €1y X sl
,y;/,d,Em — ry}/,d,Em
Dreieck VI:
YI,d,Em ;v,d,Em||€(32) X 5(46)” ||5(41) X é'(61)”
l|€(a1y X €|l [|€z2) % €6yl
VidEm IIV,d,Em||€(32) X €|l ll€an) X €l
€41y X €| lI€32) X €6yl
VI,d,Em VI,d,Em
V3 = T

43

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

Wie in den vorhergehenden Abschnitten werden die Verteilungen auch hier zusammenge-
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fasst und es gilt:

I,d

( fo \ , Em

o e

g !

7 _ udem | Lo (2.148)
7 v Tts) |

3

£

V3 F,(4)

)

A prar™ (2.149)
zII,d,Em = pldp/Em (2.150)
,Nym,d,Em = plkdp/Em (2.151)
ZIV,d,Em = pivapm (2.152)
ZV,d,Em = pVarEm (2.153)
,YVI,d,Em _ pVI,dE/Em (2.154)

Die Bezeichnung Em im hochgestellten Index deutet an, dass die I'-Werte von einem

stromauf liegend Element Em der gleichen Spalte stammen.

2.7 Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten

2.7.1 Induktion eines einzelnen Dreiecks

Die Berechnung der induzierten Geschwindigkeiten eines Dreiecks mit linearer Wirbeldich-
teverteilung wird in der Arbeit von Mracek ausfiihrlich behandelt. Die Integration der

Wirbeldichten kann dabei auf folgende Form gebracht werden, siehe[26].

) ——VX// ”xk_x” (2.155)

Dabei beschreibt & die Position der induzierenden Wirbeldichte auf der Panelfliche und %},
den Punkt, in dem die Geschwindigkeit berechnet werden soll (Kontrollpunkt). @ ist die
durch Singularitdtenbelegungen induzierte Geschwindigkeit. Die detaillierte Vorgangsweise
zur analytischen Berechnung von (2.155) wird ebenfalls von Mracek in [26] dargestellt,

umfasst rund siebzig Seiten und wird daher nicht niher erldutert.
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Jedes der sechs Dreiecke verfiigt iiber ein lokales Koordinatensystem, das in Abbildung 2.11
gezeigt wird und mit £ bzw. n bezeichnet wurde. Die Wirbeldichten der gebundenen, freien
und durchlaufenden Zirkulation liegen bereits in diesen lokalen Systemen vor, vergleiche
z.B. Gleichung (2.78).

Soll jene Geschwindigkeit bestimmt werden, die ein Element in einem Kontrollpunkt Py

induziert, dann wird in zwei Schritten vorgegangen.

1.) Berechnung der Induktionen fiir allgemeine Wirbeldichteverteilungen entlang der
sechs Dreiecke I bis VI,

2.) Gewichtung und Summation aller Beitriige aus gebundener und freier Wirbeldichte.

Nach Durchfiihrung der Integrationen fiir das Dreieck I lésst sich die induzierte Geschwin-

digkeit in einem Kontrollpunkt schreiben als

[
~

n
1

I ’Yg
wy, | =w ol (2.156)
2

w, ¢
3

vy

Fiir die einzelnen Dreiecke gilt somit

-1 1.1
W= Wy

wH — WH’YH

~

=V WIV v

2

\' V.V
1

=VI WVI VI )

&y
Il
s

(2.157)
(2.158)
G = gl (2.159)
(2.160)
(2.161)
(2.162)

2

Mit der Verwendung der Gleichungen (2.78) bis (2.84), (2.113) bis (2.119) und (2.148) bis
(2.154) erhélt man schlielich die Storgeschwindigkeit in einem Kontrollpunkt & zufolge
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der Induktionen eines Elementes E als Funktion der globalen Werte I" und I".

FE

@o= W@ e | PN+ D pheErT) (2.163)
E

}cI — W}CI,E(pH F,E —l—pH’fE' +Zp11,d,E Lwl ) (2164)
FE

= W [ | R Y R e (2169)
FE

dY = WY | e | PN Y e (2.166)
FE

5y = o L | epe e S e
FE

D I B D M v (2.168)

Die Summen sind iiber jene Elemente Em zu Bilden, die in der gleichen Elementarfliigel-
spalte in Strémungsrichtung gesehen vor dem induzierenden Element liegen.

Der Zusammenhang zwischen I' und I wird durch die Gleichung (2.30) definiert.

2.8 Ablauf der Induktionsberechnung

Jedes Element, das Teil des Tragfliigels ist, verfiigt iiber einen Kontrollpunkt, in dem die
kinematische Stromungsbedingung erfiillt werden muss. Alle Elemente des Analysenetzes
leisten in diesem Kontrollpunkt einen Beitrag zur Storgeschwindigkeit. Vom numerischen
Aspekt stellt die Berechnung der Induktionen den groiten Aufwand dar, der mit der Anzahl

der Elementarfliigel quadratisch anwéchst.

Die Berechnung wird jeweils fiir eine Elementspalte durchgefiihrt und erstreckt sich von der
Fliigeleintrittskante bis in den Nachlauf. Die Richtung der Abarbeitung einzelner Elemen-
te folgt somit der globalen Stromungsrichtung. Die freie Wirbeldichte, die davorliegende
Elemente freisetzen (durchlaufende Wirbeldichten), muss ebenfalls beriicksichtigt werden.

Sobald die induzierten Geschwindigkeiten der Elemente einer Spalte fiir alle Kontrollpunk-
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te ermittelt wurden, wird eine neue Spalte, wiederum beginnend an der Eintrittskante,

abgearbeitet.

Um den Aufwand der Modellbildung und die Rechenzeiten zu reduzieren, kénnen auch
Halbmodelle verwendet werden. Trotz Symmetrie miissen die Induktionen der zweiten,
fiktiven Hélfte erfasst werden. D.h. es induzieren gleich viele Elemente wie beim Vollmodell,
aber die Anzahl der Kontrollpunkte ist nur halb so grof}. Bei der Ausnutzung der Symmetrie
kann somit die CPU-Zeit zur Berechnung der Induktion um die Hélfte reduziert werden. Die
vollbesetzten Gleichungssysteme konnen mit den verwendeten Verfahren in einem Viertel

der Zeit gel6st werden.

Die Induktionsanteile der fiktiven Hélfte werden so berechnet, dass die Kontrollpunk-
te durch Spiegelung an der Symmetrieebene verdoppelt und die durch die modellierte
Fliigelhilfte induzierten Geschwindigkeiten in diesen zusitzlichen Knoten bestimmt wer-
den. Diese so berechneten Geschwindigkeitsvektoren werden dann durch Spiegelung wieder
in die reale Hilfte riicktransformiert und sind identisch mit den gesuchten Induktionen des
fiktiven Fliigels. Auch der Bodeneffekt kann auf &hnliche Weise beriicksichtigt werden.

2.9 Stationidre Kutta-Bedingung

Wie bereits in den einleitenden Kapiteln angedeutet, wird die Kutta-Bedingung, d.h. keine
Umstrémung der Fliigelhinterkante, durch das Wirbelmodell implizit erfiillt. Die Wirbel-
linie entlang der Hinterkante ist identisch Null. Damit wird die Wirbeldichtebelegung an

der Hinterkante ebenfalls gleich Null und es kann keine Umstromung stattfinden.

2.10 Bestimmungsgleichung fiir die Singularititen

Die Stromungsgeschwindigkeit in einem Kontrollpunkt & setzt sich zusammen aus der Ge-
schwindigkeit des freien Luftstroms v, und der Storgeschwindigkeit, die durch die Singu-
laritdtenbelegung induziert wird.

U = Voo + Wi (2.169)

Mit dem im Punkt £ normal auf die Oberfiche stehenden Vektor 77, 1idsst sich die kinema-

tische Stromungsbedingung schreiben als

(oo + W) - i = 0 (2.170)



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL 48

bzw.

Wy - T, = — Voo * T, (2.171)

WL = : = B, (2.172)

_/UOO/’_):NK
mit Ng als der Gesamtanzahl an Kontrollpunkten. Die Einflussmatrix W,, beinhaltet so-

mit die in den einzelnen Kontrollpunkten induzierten Geschwindigkeiten normal auf die

Oberflache. In jedem Kontrollpunkt werden noch zwei weitere Richtungen definiert:

1.

<

- ist in Richtung der globalen Anstrémung orientiert und steht normal auf 7,

2.

@

> bildet mit 7 und 7 ein orthogonales System.

Mittels dieser Richtungen werden noch zwei weitere Einflussmatrizen abgespeichert: W,
W,. Diese werden benétigt um nichtlineare Einfliisse durch Induktionen in Anstrémrich-

tung bei der Auftriebsberechnung zu beriicksichtigen.

Fiir die spitere Analyse des induzierten Widerstandes werden zusétzlich drei Matrizen ab-
gespeichert, die nur die Induktion der freien bzw. durchlaufenden Zirkulationen enthalten:
Wi Wi und Wi

Fiir die Bestimmung weiterer wichtiger Einflussmatrizen wird je Elementarfliigel die ge-

bundene Zirkulation in einem diskreten Wirbel entlang der Mittellinie des Elementes zu-
sammengefasst und die Induktionen berechnet (siehe Abschnitt 2.12): Wi, Wi Wi

Angesichts der groflen Anzahl der Matrizen stellt sich die berechtigte Frage nach dem Spei-
cherplatzbedarf des Verfahrens. Der Platzbedarf ist gréfler als bei den beiden Verfahren,
die als Ausgangspunkt dienten (Mehrfach/Traglinienverfahren nach Horstmann bzw. Wir-
belpanelverfahren nach Mracek). Allerdings soll dieses Verfahren fiir die Struktur-Fluid-
Interaktion herangezogen werden. Das Tragflichenverfahren hat pro Knoten einen Frei-
heitsgrad, wihrend ein Knoten des Strukturmodells mindestens drei Freiheitsgrade auf-
weist. Durch die simultane Koppelung geht die Bandstruktur verloren und es muss mit
vollbesetzten Matrizen gerechnet werden. Damit liegt der Speicherplatzbedarf des Fluid-
Programms in der gleichen Gréfenordnung wie der der FE-Analyse. Ferner verfiigen in der

heutigen Zeit schon einfache PC’s iiber ausreichenden Arbeitsspeicher.
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Durch die der Gleichung (2.172) werden die unbekannten Groflen I bestimmt.

I'=W, 'B (2.173)

In der numerischen Umsetzung erfolgt keine Invertierung, sondern eine Dreieckszerlegung
von W,,. Die Implementierung erfolgt dabei nach Press et al. [29]. Durch riickwérts Ein-
setzen werden dann die Unbekannten bestimmt. Mit der Gleichung (2.30) erhilt man die

Werte fiir I', womit die Singularitdtenbelegung bestimmt ist:

[ =L[" (2.174)

~

2.11 Aerodynamische Kriifte

Fiir die Fluid-Struktur-Interaktion sind nicht nur Gesamtauftrieb und induzierter Wider-

stand von Interesse, sondern die Lasten aufgrund der Druckverteilungen.

Zunéchst wird die in den Kontrollpunkten induzierte Geschwindigkeit berechnet:

wy = W, [’ (2.175)
w, = W[’ (2.176)
wy, = W' (2.177)

Dabei stellen die Vektoren der rechten Seite die r,s,n-Komponenten der Kontrollpunktge-
schwindigkeiten dar. Nach einer Transformation auf das globale Koordinatensystem und
der Addition mit ¥, ist fiir jeden Kontrollpunkt die Stromungsgeschwindigkeit in globalen
Koordinaten bestimmt.

Wy = TpW,+ SpWs + Ngpwy, (2.178)
Wy = TyWr + SyWs + Nywy, (2.179)
W, = T,W,+ S,Ws+ n,w, (2.180)

Durch Mittelung aus den angrenzenden Elementen wird fiir jeden Knoten des Analyse-
netzes eine Geschwindigkeit ¥; — bzw. in gleichwertiger Schreibweise ¥/ *(Ezl)‘— berechnet. Fiir
einen Elementarfliigel sind somit neben der Wirbeldichtebelegung auch die Stromungsge-

schwindigkeiten in den vier Eckpunkten bestimmt. Unter Beriicksichtigung der Dichte des



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL 20

Fluids p konnen die lokalen Auftriebskraftdichten berechnet werden, hier zum Beispiel fiir
das Element Ek:

Fil=polx 70 mit 285 = a7l (2.181)
FR=m =7, mit A= (2.182)
FE=mEx7 e,  mit T8 =uyr B (2.183)
Fos=p0f 78, mit T6 = sy (2184)

Die verteilte Last an einer beliebigen Stelle 7, s im Element ergibt sich durch Uberlagerung
der vier einzelnen Verteilungen.

4

f(r, s) = Z f‘(Eil)‘cp(i) (r,5) (2.185)

i=1
Die Anteile ¢;(r, s) stellen dabei bilineare Interpolationsfunktionen dar, wie sie beispiels-
weise bei isoparametrischen Finiten Elementen verwendet werden, um sowohl die Geo-
metrie als auch die Verschiebungen zu interpolieren. Der Einfachheit halber wird davon
ausgegangen, dass die Geschwindigkeiten innerhalb des Elementes nur geringfiigig vari-
ieren und somit die Auftriebskraftdichteverteilung, wie auch die Wirbeldichtebelegung,
ebenfalls bilinear interpoliert werden kann. Die Gleichungen (2.181) bis (2.184) liefern die
entsprechenden Werte in jedem der vier Elementknoten (1) bis (4).

In Hinblick auf die Koppelung des Verfahrens mit der Methode der Finiten Elemente
werden in weiterer Folge konsistente Knotenkrifte berechnet, denen wie bereits erwéhnt
eine bilineare Interpolation der Verschiebungen innerhalb des Elementes zu Grunde liegt.
Unter konsistenten Knotenlasten ist dabei zu verstehen, dass die resultierenden diskreten
Lasten die gleiche virtuelle Arbeit leisten wie die verteilten Lasten, siehe Rammerstorfer
[32], Bathe [5].

FE.oU"° = / f - 8iiodO, (2.186)
(0]
mit den Knotenlasten
E
[ Feqy )
Fyq
Fr
FP = : (2.187)
F)
Fy)

\ Fqyy /
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den Verschiebungen

[ Uz \
U,

y(1)

Uzq1)

yr = ' (2.188)

Us (4
Uy ay

K U. /

und der Verschiebung innerhalb des Elementes

4 Uz

to(r,s) = Z Uy, ©a)(r, 5). (2.189)
i=1
U: @
Mittels Gleichung (2.186) erhilt man somit die Element-Knotenkriifte F'¥, die aufgrund

der Druckdifferenz zwischen Fliigelober- und Unterseite entsteht.

Wird zum Beispiel ein planarer Fliigel in einer zweidimensionalen Strémung analysiert,
dann fiihrt diese Integration der Druckverteilung auf eine Auftriebskraft N, die normal auf
die Fliigelebene steht (sieche Abbildung 2.18).

=1 X
Abbildung 2.18: Normalkraft einer angestellten Platte

Wiirde nur die Kraft N wirken, dann hiitte der Fliigel selbst bei einer Potentialstromung
einen Widerstand. Bekanntlich steht jedoch bei einer zweidimensionalen Stromung der

Auftrieb senkrecht auf die Anstromung 7, und es gilt fiir einen Fliigel mit der Breite B:

=t
A= vaoo/ v(z)dz = pBuyT. (2.190)

=0
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Die Differenz zwischen N und A wird als Saugkraft S bezeichnet, siehe dazu [34].
A=N+35. (2.191)

Bei dem oben gezeigten Beispiel des unendlich diinnen, planaren Fliigels existiert an der
Profilnase bekanntlich eine Singularitdt in der Wirbeldichte der Form \/% [34] die die
Saugkraft hervorruft. Es handelt sich dabei um eine Umstrémung der Vorderkante mit
unendlich hoher Geschwindigkeit. Die Saugkraft ist dabei in Richtung der Profilsehne ori-
entiert. Die direkte Berechnung der Saugkraft aus dem durch das Tragflichenverfahren
ermittelten Verlaufs fiir v ist nicht moglich, weil die Eintrittskantensingularitit nicht kor-
rekt erfasst wird und nur endliche Werte fiir die Belegungsdichten errechnet werden. Im
Vergleich dazu erméglicht das VLC-QCC nach Schoop et al. [36] eine direkte Berechnung.
Der Nachteil dieses Verfahrens wurde an friitherer Stelle besprochen. Das Verfahren von
Horstmann ist wie bereits mehrfach erwihnt ein lineares Verfahren. Der Auftrieb wird
dabei direkt aus der Anstromung und den Traglinien berechnet.

Im Falle einer dreidimensionalen Potentialstromung ist die Ermittlung der Saugkraft schwie-
riger, weil neben dem Auftrieb auch noch der induzierte Widerstand eine Rolle spielt, siehe
Abbildung 2.19. Wiederum steht der Auftrieb normal auf ¥,,. Der induzierte Widerstand

t=1 X
Abbildung 2.19: Resultierende Krifte an einer ebenen Tragfliche

wirkt in Anstrémrichtung. Beide Vektoren bilden die resultierende Luftkraft R. Die Nor-

malkraft N sowie die Saugkraft S ergeben zusammen ebenfalls R:
R=A+W=N+56. (2.192)

Die Bestimmung von S ist in Abbildung 2.19 im Detail Z skizziert. Dabei werden die
beiden Vektoren N und W durch Oberflichenintegrale direkt bestimmt. Von A und S sind
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die Richtungen bekannt und durch die Bestimmung des Schnittpunktes sind die Vektoren

vollstindig bestimmt.

Der Nachteil dieser Vorgangsweise ist, dass sie in dieser Form nur fiir planare Fliigel an-
wendbar ist, weil nur in diesem Fall die Richtung der Saugkraft a priori bekannt ist. Generell
kann man zwar davon ausgehen, dass die Saugkraft in Richtung der Profilsehne wirkt, die
Definition der Sehne ist jedoch speziell bei Tragflichen mit Klappen physikalisch nicht
eindeutig bzw variiert je nach Klappenausschlag.

Die Methode, die in diesem Tragflichenverfahren angewendet wird, behandelt jeden Ele-
mentarfliigel als Einzelfliche und bestimmt dadurch eine fiktive Saugkraft bzw. Tangenti-
alkraft in den Elementknoten (3) und (4), die die Gleichung (2.192) erfiillt. Innerhalb einer
Elementspalte werden dann alle Tangentialkréfte der Knoten (3) und (4) addiert und auf
die beiden Knoten der Eintrittskante aufgebracht. Bei dieser Vorgangsweise muss zwischen

einfachem bzw. mit Klappen versehenem Fliigel nicht speziell unterschieden werden.

Zusammenfassend gilt:

e Knoten, die nicht auf der Eintrittskante liegen, haben eine aerodynamische Last, die

normal auf die Fliche steht,

e Knoten entlang der Eintrittskante werden zusétzlich fiir die Aufbringung der Saug-
kraft herangezogen.

2.12 Induzierter Widerstand

2.12.1 Die Ermittlung des induzierten Widerstands am Ort des
Fliigels

Der wesentliche Unterschied zum Verfahren von Horstmann besteht darin, dass der indu-
zierte Widerstand direkt am Ort des Fliigels berechnet wird und nicht in der sogenannten
Trefftz-Ebene, weit hinter dem Fliigel. Durch die Einschriankung auf kleine Anstellwinkel
und die Anordnung der freien Wirbelschichten parallel zur X-Achse des Fliigelkoordina-
tensystems lésst sich der Munk’sche Verschiebungssatz anwenden. Der Verschiebungssatz
(siehe z.B. [34]) besagt im Wesentlichen, dass die Position der tragenden Wirbeldichten in
Anstromrichtung gesehen keinen Einfluss hat auf den gesamtem induzierten Widerstand.
Damit kann der Tragfliigel in eine auf die Anstromrichtung normal stehende Ebene (Trefft-



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL o4

zebene) projiziert werden. Ein weiterer Grund fiir ein Ausweichen auf die Trefftz-Ebene
besteht in numerischen Schwierigkeiten, die bei gepfeilten Fliigeln auftreten. Bekanntlich
induzieren die bei einem schiebenden Fliigel von einer Traglinie abgehenden freien Wir-
belschichten am Ort der Traglinie unendlich hohe Geschwindigkeiten, siehe dazu auch
Horstmann. Damit ist die direkte Berechnung des induzierten Widerstandes am Ort der

Traglinien nicht moglich.

Eine Verwendung der Trefftz-Ebene ist fiir das Tragflichenverfahren nicht sinnvoll, da es
zu starken Einschrénkungen fiihren wiirde. Diese sind die Beschrankung auf kleine Anstell-

winkel und stationdre Stromungen.

Ein interessanter Aspekt der flichenhaften Wirbelbelegung liegt in der Tatsache, dass bei
diesem Verfahren durch die freien Wirbelschichten 7% bzw. ¢ nur endliche Geschwindig-
keiten am Ort des Fliigels induziert werden. Die freien Wirbelschichten beginnen namlich
an der Vorderkante mit dem Wert Null und nehmen erst in Strémungsrichtung, d.h. in
Spaltenrichtung, sukzessive zu. Damit kann fiir den gesamten Tragfliigel das durch die
freigesetzte Zirkulation induzierte Abwindfeld berechnet werden. Die entsprechenden Ein-
flussmatrizen, die die Bestimmung der induzierten Geschwindigkeiten im Kontrollpunkt
ergeben, wurden im Abschnitt 2.10 angefiihrt.

Eine weitere Besonderheit besteht darin, dass durch die Art des Wirbelmodells die ge-
bundene Zirkulation ebenfalls Geschwindigkeiten induzieren kann, die in weiterer Folge
induzierten Widerstand verursachen. Dies ist bei gepfeilten Fliigeln der Fall bzw. auch bei

einem Knick in der Tragflache.

In Abbildung 2.20 ist zunéchst der Fall dargestellt, bei dem zwei Wirbelelemente die gleiche
Orientierung aufweisen. Die in Stromungsrichtung verlaufenden Wirbelteile (strichlierte
Linien), die zusammen mit dem gebundenen Anteil ein differentielles Hufeisenwirbelelement
ergeben, sind in der Folge nicht beriicksichtigt. Es soll an dieser Stelle nur die Interaktion
der tragenden Wirbel betrachtet werden. Es gilt fiir den aus der gebundenen Zirkulation
resultierenden induzierten Widerstand d?W;

d*W; = d*Wiy + d*Wy, = —dl1dwayp — dTadwiop ( )
dl'y = mdx ( )
dly = ~yodx (2.195)
(2.196)
(2.197)

ro= \(x2—21)2+ (2 — 11)?

a = Ty — T
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dZW12 X,

Anstrémung

Abbildung 2.20: Induzierter Widerstand gebundener, gleich orientierter Wirbeldichte

Dabei sind dwis und dws; die von dI'; und dI's induzierten Geschwindigkeiten:

dFla
dw12 = _ET_:V (2198)
dPga

Schliefllich erhélt man unter Verwendung von Gleichung (2.193) bis (2.199) folgende Be-

ziehung

dr dr
W, = dFl—zﬁp dr 24—13p =0 (2.200)

Aus Gleichung (2.200) ist erkennbar, dass gebundene Wirbeldichten untereinander keinen

induzierten Widerstand erzeugen, sofern sie gleich orientiert sind.

In Abbildung 2.21 sind die beiden Wirbelelemente dI'; und dI's nicht gleich orientiert.

2
Wi, X1 Anstrémung

Abbildung 2.21: Induzierter Widerstand gebundener, ungleich orientierter Wirbeldichte
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d*W; = d’Wia + d®Woy; cos a = —dldwsy p — dUadw;op cos o (2.201)
dl'y = mdz (2.202)
dly = 7dz (2.203)

ro= V(@ —21)2+ (2 — 1) (2.204)
a; = Ty— 1 =rsin(a+f) (2.205)
ay = =rsinf (2.206)

Dabei sind dwis und dws; die von dI'; und dI's induzierten Geschwindigkeiten:

dF1 aq

= ——= 2.2
dw12 e 7“3’ ( 07)
dFQ (05}
= ——. 2.2
dw21 A 7‘3 ( 08)

Die Abstidnde a; und ay sind in Abbildung 2.21 dargestellt. Schliellich erhélt man unter
Verwendung von Gleichung (2.201) bis (2.208) folgende Beziehung fiir den Widerstand in
Anstrémrichtung

dly rsin (o + B) dl'y rsin 3

—dl'y— . 2.2
y 3 p—d P pcosa # 0 (2.209)
Aus Gleichung (2.209) ist ersichtlich, dass der Widerstand im Allgemeinen bei ungleich-

orientierten Wirbeldichten nicht verschwindet. Genau dieser Fall tritt bei gepfeilten Trag-

d2VVZ’ = dF1

flichen oder bei Knicken in der Tragfliche auf. Abbildung 2.22 zeigt eine Fliigelanordnung
mit Pfeilung. In beiden Hélften ist je ein Elementarfliigel mit den Wirbeldichten v, und 75
dargestellt. In diesem Fall wiirde die gebundene Zirkulation alleine schon zu induzierten
Widersténden fiihren.

Die genau Berechnung dieses Anteils fiihrt allerdings auf numerische Schwierigkeiten, da
sie deutlich aufwendiger wire und mehr CPU-Zeit erfordern wiirde als die Bestimmung der
Kontrollpunktsgeschwindigkeiten. Es miisste ndmlich nicht nur die induzierte Geschwindig-
keit in einem Punkt des Elementes (Kontrollpunkt) bestimmt, sondern der gesamte Verlauf
innerhalb des Elementes ermittelt werden. Der in dieser Arbeit eingeschlagene Weg stellt
eine Nidherung dar und geht davon aus, dass die Wirbeldichten innerhalb eines Elemen-
tarfliigels weitgehend in einer Richtung orientiert sind. Damit produziert die gebundene
Zirkulation alleine betrachtet fiir ein einzelnes Element keinen induzierten Widerstand.
Diese Annahme fiihrt beispielsweise bei Fliigeln mit einer Zuspitzung zu einer Ndherung,
die allerdings mit steigender Elementanzahl in Spaltenrichtung verbessert wird. In wei-

terer Folge muss jedoch der Einfluss der gebundenen Zirkulation zwischen verschiedenen
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¢ Anstromung

Abbildung 2.22: Wirbeldichten am gepfeilten Fliigel

Elementarfliigeln erfasst werden. Dabei wére es naheliegend auf die bereits berechneten
Geschwindigkeiten zuriickzugreifen, die die gebundenen Wirbeldichten induzieren und fiir
jeden Kontrollpunkt vorliegen. Diese Vorgangsweise wiirde aber zu einem unbefriedigen-
den Ergebnis fithren, ndmlich dass selbst bei rechteckigen Fliigeln ein Widerstand entsteht.
In Abbildung 2.23 ist wieder die ebene Platte in einer zweidimensionalen Strémung dar-
gestellt. Die Geschwindigkeit, die das Element E1 im Element E2 an der Stelle z = &

2y
y &1
12
El E2 ¥
Was Wio
_——— D S WA G
[ 0 | k -(rj Y \ vd -2

& }

> B .

Anstromung & ‘

X

Abbildung 2.23: Gegenseitige Induktion bei Wirbeldichteverteilungen

induziert, betréigt
d 9_2

=L d dr. 2.210
w12 o J, & — 1 X ( )

Die von E2 an der Stelle x = & induzierte Geschwindigkeit betrigt

2d 3 T

= L[ 22y 2.211
Wa1 o J, w— & Z. (2.211)
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Will man den induzierten Widerstand mit diesen Geschwindigkeiten ermitteln, indem die
Wirbeldichten des Elementes mit den Kontrollpunktsgeschwindigkeiten multipliziert wer-
den, dann erhélt man

3vd 3vd

M/i = —’LU217 — me 7é 0. (2212)

Das bedeutet, diese Vorgangsweise wiirde sogar bei einer zweidimensionalen Strémung zu

Widerstandswerten fiihrt.

Um dieses Problem zu umgehen, wird die Wirbeldichte innerhalb eines Elementes in der
Mittellinie zu einem diskreten Wirbel zusammengefasst und sowohl die induzierten Ge-
schwindigkeiten als auch die Ermittlung des Widerstandes mit diesen Wirbeln durch-
gefiithrt. In Abbildung 2.24 sind die diskreten Wirbel I'; und I's abgebildet. Mit

2y
\
E1 yi2
I P £2
W, W,
~— - - — = 1( 21:: 7] 12-—————0
0 o d L o
1! }
/ - -
Anstrémung & ‘
X

d

r, = 3% (2.213)
d

r, = 3% (2.214)

ergeben sich die induzierten Geschwindigkeiten zu

I'y

Wiy = —m, (2.215)
Wo1 = 727‘_(&_2 — fl) . (2216)

Damit erhélt man fiir den durch gebundene Zirkulation verursachten induzierten Wider-

stand
| I

e — e

W= _27T(f2 —-&

Iy =0, (2.217)
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der natiirlich bei zweidimensionalen Problemen verschwinden muss.

Die Anwendung beim dreidimensionalen Tragflichenverfahren ldsst sich somit zusammen-

fassen:

e cin einzelner Elementarfliigel kann durch seine gebundene Wirbeldichte alleine keinen

induzierten Widerstand erzeugen,

e die gebundene Wirbeldichte wird entlang der Elementarfliigel-Mittellinie (Spannwei-

tenrichtung) zu einem diskreten Wirbel zusammengezogen,
e mittels dieser Wirbel werden induzierte Geschwindigkeiten berechnet,

o diese Geschwindigkeiten wirken wiederum nur auf die diskreten Wirbel anderer Ele-

mentarfliigel und konnen so einen induzierten Widerstand verursachen.

2.12.2 Berechnung des induzierten Widerstands

Mittels der im Abschnitt 2.10 eingefiihrten Einflussmatrizen werden fiir jeden Kontroll-

punkt zwei Geschwindigkeitsvektoren bestimmt.

1. jene Geschwindigkeit ', die durch die freien Wirbelschichten v' und ¢ induziert

wird,

2. jene Geschwindigkeit @ %!, die durch die diskreten Wirbellinien induziert werden.

Die unter Punkt 1.) angefiihrten Kontrollpunktgeschwindigkeiten werden durch Mittelung
aus umliegenden Elementarfliigeln in Werte fiir die Knotenpunkte ¢ i(’gk iibergefiihrt. Mit

diesen Werten wird schliefflich der induzierte Widerstand eines Elementarfliigels ermittelt.
Fiir die Kraftdichte in Flugrichtung zufolge 7' und v¢ ergibt sich

Wl,Ek _ 1700 —»i,Ek —'*,Ek
s —p—|1700|(v(i) T ) (2.218)

Diese Verteilung wird wiederum bilinear interpoliert und integriert (siehe friithere Abschnit-

te) und liefert pro Knoten (1) bis (4) einen Widerstandswert F zvli)’Ek bis F g)’Ek.

Die Berechnung des induzierten Widerstandes zufolge der zu diskreten Wirbeln konzentrier-

ten gebundenen Wirbeldichten erfolgt in dhnlicher Weise. Die induzierte Geschwindigkeit
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wdi,Ek
F

wdi,Ek
I:(3)

3

@)\

Vo

(D

(2)

Abbildung 2.25: Induzierter Widerstand des diskreten Wirbels

liegt im Kontrollpunkt K vor und wird fiir das gesamte Element als konstant angenommen.
Mittels der Beziehungen (siehe dazu auch Abbildung 2.25)

['(s) = a+bs+ 682, (2.219)
- d
FWdi,Ek = p |,liOO| fu—)' d,i X F(S)ds’ (2220)
Vo 0
. v d
MwdiER p|_’°0| W x F(s)sds, (2.221)
Voo 0
) MWdi,Ek
s — T (2.222)
Fw(;sg;i,Ek _ pwdi % ’ (2.223)
wdi,Ek wdi wdi,Ek

Der Verlauf von I' folgt der gleichen Ordnung wie die der Wirbellinien und ist durch ein
quadratisches Polynom gegeben. Der Wert F'V4:Ek jst der gesamte Widerstand in Richtung

=

von =r. Fiir die Aufteilung des Widerstandes zwischen den Knoten (3) und (4) wird noch

das Moment MY4-Fk ynd die Wirkungslinie s" der resultierenden Einzelkraft ermittelt.

Nach dem Hebelgesetz ergeben sich dann die Werte fiir F' g‘;i’Ek und F Z‘Si’Ek.

Mit den Werten F' Z‘f)’Ek bis F Z‘Z)’Ek und F g‘;i’Ek sowie F' Xgi’Ek lassen sich dann fiir ein Element,

Ek die Saug- bzw. Tangentialkrifte bestimmen. Diese Werte werden anschliefend innerhalb

jeder Spalte aufsummiert und auf die Knoten der Fliigeleintrittskante aufgebracht.
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2.13 Aerodynamische Beiwerte

Zwischen zwei Elementspalten verlduft eine Knotenspalte, die in Stromungsrichtung aus-
gerichtet ist. Die aerodynamischen Beiwerte werden fiir jede Knotenspalte (Fliigelposition

j) ermittelt und auf die globale Anstrémung bezogen:

— 2

g = W, (2.225)
A,

Caj = | J‘, (2.226)
qt;b;
N

Cnj = | ]l, (2.227)
qt;b;

Cuij = Wis| (2.228)
qt;b;

Dabei stellt ¢ den Staudruck dar und c,;, ¢, cuwij die dimensionslosen Gréflen fiir Auf-
trieb, Normalkraft und Widerstand. Die lokale Fliigeltiefe in Anstréomrichtung betragt ¢;.
Die anteilige Fliigelspannweite b; ergibt sich aus dem Mittelwert der beiden Elementspal-
tenbreiten b (siehe Abbildung 2.25), die sich auf beiden Seiten der Knotenreihe befinden.

2.14 Beispiele und stationire Vergleichsrechnungen

In diesem Abschnitt werden Vergleiche mit Ergebnissen anderer Verfahren zur Ermitt-
lung von Auftriebsverteilungen angefiihrt. Ferner wird ein Projekt vorgestellt, in dem das
oben beschriebene Verfahren erfolgreich fiir einen aerodynamische Auslegung herangezogen

wurde.

2.14.1 Konvergenzstudie

Um die Konvergenzeigenschaften des Verfahrens zu demonstrieren wurde ein ungepfeilter
Fliigel mit der geringen Streckung von A = 2 und einem Anstellwinkel von 10 Grad bei
unterschiedlicher Netzfeinheit analysiert. Aufgrund der symmetrischen Anordnung wird
nur eine Hélfte des Fliigels betrachtet. Als Ergebnis ist dabei der Gesamtauftriebsbeiwert
c4 angefiihrt, der iiber der Netzfeinheit NV aufgetragen wird. Der Wert NV stellt dabei die
Anzahl der Elemente in Tiefen- bzw. in Spannweitenrichtung dar. Die in Abbildung 2.26

gezeigte Anordnung weist ein /N von vier auf. Bei nur einem Element pro Halbfliigel liegt
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Abbildung 2.26: Einfluss der Diskretisierung auf den c4-Beiwert

der Wert um rund 10% iiber dem exakten Wert, der sich bei rund 20 mal 20 Elementen
mit ¢4 = 0.421 einstellt und auch bei Schlichting/Truckenbrodt [34] gefunden werden kann.
Bei N = 2 (4 Elementen) betrigt der Fehler nur noch wenige Prozent. Bei einer 10 mal 10

Diskretisierung liegt der Fehler unter einem Prozent.

2.14.2 Gerader Fliigel

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse unterschiedlicher Diskretisierungen und Verfah-
ren verglichen. Es handelt sich dabei um einen Rechteckfliigel mit der Streckung A = 10.
In Abbildung 2.27 werden normierte Auftriebsbeiwerte g_j; iiber der ebenfalls normierten
Halbspannweite £ dargestellt. Die drei mit dem Wirbelflichenverfahren P/ berechneten
Verteilungen wurden mit unterschiedlicher Netzfeinheit in Spannweitenrichtung (7, 14 und
28) berechnet. Die durchgezogene Linie verbindet dabei die Werte der 10 mal 28 Diskre-
tisierung, welche durch ein kleines x gekennzeichnet wird. In Fliigeltiefenrichtung weisen
alle drei Netze 10 Elemente auf. Die Unterschiede im Verlauf der Auftriebsverteilung sind

sehr gering. Im &ufleren Fliigelbereich weist das Ergebnis fiir das grobe Netz etwas hohere
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Abbildung 2.27: Vergleich der Auftriebsverteilungen am Rechteckfliigel (A = 10)

Werte auf. Die Gesamtauftriebsbeiwert ¢, unterscheidet sich jedoch erst im Bereich von

Hundertstelprozent.

Zum Vergleich sind noch die Ergebnisse zweier anderer Verfahren dargestellt, ndmlich des
Mehrfach-Traglinienverfahren nach Horstmann [15] sowie des klassischen Tragflichenver-
fahren nach Truckenbrodt [34]. Die Verldufe der Auftriebsverteilung zeigen fiir alle Verfah-

ren eine sehr gute Ubereinstimmung.

Die Abbildung 2.28 zeigt eine Vergleichsrechnung fiir den induzierten Widerstand gerader
Fliigel. Wieder werden drei unterschiedliche Verfahren verglichen. Dargestellt wird dabei
ein normierter Widerstandsbeiwert. Der Normierungsfaktor ist jener induzierte Wider-
standsbeiwert, den eine elliptische Verteilung bei gleichem Auftrieb erzeugen wiirde. Ent-
lang der horizontalen Achse ist die Diskretisierung /N in Spannweitenrichtung dargestellt.

Drei verschiedene Werte der Fliigelstreckung sind dabei analysiert worden, (A = 2,8 und
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Abbildung 2.28: Induzierter Widerstand von Rechteckfliigeln

20). Die blaue Kurve gibt die Ergebnisse des Tragflichenverfahrens nach Truckenbrodt [34]
wider. Die rote Kurve wurde mit dem Mehrfach-Traglinienverfahren von Horstmann be-
rechnet. Dabei ist zu erkennen, dass das Tragflichenverfahren nach Truckenbrodt in Spann-
weitenrichtung eine deutlich feinere Diskretisierung als [15] bendtigt, um eine Konvergenz
der Widerstandswerte zu erzielen. Die Konvergenzeigenschaften des Wirbelflichenverfah-
rens P4 ist dem Verfahren nach Horstmann sehr dhnlich. Die geringfiigigen Unterschiede
ergeben sich aus der Art der Berechnung des Widerstandes. Wéhrend das Verfahren von
Horstmann den induzierten Widerstand in der sogenannten Trefftz-Ebene berechnet, wird
im Wirbelflichenverfahren der induzierte Widerstand niherungsweise direkt an der Fliigel-
flache bestimmt. Die Ermittlung des induzierten Widerstandes in der Trefftz-Ebene ist nur
fiir stationdre Probleme und linearer Theorie zuldssig, wihrend das in P4 implementierte

Verfahren diesen Einschrankungen nicht unterliegt.
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2.14.3 Gepfeilter Fliigel

Weitere Vergleichsrechnungen wurden auch fiir eine gepfeilte Fliigelkonfiguration durch-
gefiihrt. Wiederum werden Ergebnisse, die mit unterschiedlichen Verfahren bestimmt wur-
den, gegeniibergestellt. Auf der vertikalen Achse ist die Anderung des lokalen Auftriebs-
beiwertes ¢, mit dem Anstellwinkel o abgebildet. Auf der horizontalen Achse ist wiederum

die normierte Halbspannweite aufgetragen. Der Fliigel weist eine Streckung von A = 6 auf

6,0 N=6, $=45°
5,0 —
4,0 -
Cala
3,0 -
—=—=—Truckenbrodt
20 | ——-— Kichemann
---------------- Wirbelleiterverf.
Mehrfach-Traglinienverf.
o Messung n. R.Miiller
10 | Wirbeltragflachenverf.
I | | |

0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

yls

Abbildung 2.29: Vergleich von Auftriebsverteilungen am gepfeilten Fliigel

und der Pfeilwinkel betrigt 45 Grad. Je nach Verfahren treten geringfiigige Unterschiede
auf. Das der vorliegenden Arbeit prisentierte Verfahren liefert Resultate, die im dufleren
Fliigelabschnitt mit den Ergebnissen nach Horstmann weitgehend iibereinstimmen. Im Be-
reich der Fliigelmitte ist jedoch der Auftriebseinbruch (Mitteneffekt gepfeilter Fliigel) beim
Wirbelflichenverfahren grofler. Weiters ist aus der Abbildung zu erkennen, dass das Wir-

belleiterverfahren am Fliigelende hohere Werte liefert als das Mehrfach-Traglinien- bzw.
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das Wirbelflichenverfahren. Wie bereits im einleitenden Kapitel dieser Arbeit erlautert,
kommt es bei Wirbelleiterverfahren zu systematischen Fehlern in der Berechnung der Auf-
triebsverteilung und somit auch des induzierten Widerstandes. Fiir eine aerodynamische

Auslegung oder Optimierung sind diese Verfahren daher weniger geeignet.

2.14.4 ILFB-Nurfliigel: NIKWING

Das Projekt NIKWING wurde 1998 am Institut fiir Leichbau und Flugzeugbau der Tech-
nischen Universitdt Wien ins Leben gerufen. Als priméres Ziel galt die Entwicklung eines
fuBBstartfahigen ultraleichten Nurfliigels, der zudem noch fiir Transportzwecke zerlegbar
sein sollte. Ein weiterer Aspekt dieses Projektes bestand darin, dass den Studenten die
Moglichkeit eroffnet wurde innerhalb unterschiedlicher Lehrveranstaltungen des Instituts
an der Weiterentwicklung des Nurfliigels zu arbeiten. In Abbildung 2.30 ist der Segler mit
seinen wesentlichen Daten dargestellt.

Spannweite: 12m
Flache: 12m?
Flugzeuggewicht: 35kg
max. Abfluggewicht:  135kg
Vmin: 36km/h
Vmax: 120km/h
bestes Gleiten: 25+

Abbildung 2.30: Geometrie des Nurfliigel ILEB-NIKWING

Die aerodynamische Auslegung des Nurfliigels erfolgte mit dem in dieser Arbeit vor-
gestellten Wirbelflichenverfahren P4. Der Nurfliigel wird aerodynamisch gesteuert, wo-
bei die kombinierten Hohen/Querruder im FliigelauBlenbereich liegen. Die Winglets sind
ebenfalls mit Klappen versehen, um die Gierbewegung steuern zu kénnen. Innerhalb der
Ho6hen/Querruder befinden sich die Landeklappen, die im Langsamflug fiir zusétzlichen
Auftrieb sorgen. Sie erstrecken sich iiber rund 60% der Spannweite. Die Auslegung der
Landeklappengrofie ist hinsichtlich der Nickmomente kritisch. Wertvolle hinweise dazu fin-

den sich in dem Buch von Nickel und Wohlfahrt [28] sowie in den Biichern von Horten
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[14] bzw. Lippisch [21]. Einerseits erzeugt ein Klappenausschlag starke negative Momente
(Vorwértskippen), andererseits entsteht zusétzlicher Auftrieb vor dem Schwerpunkt, was
wiederum zu einem positiven Nickmoment fiithrt. Ublicherweise lisst sich eine Klappenkon-
figuration finden, die hinsichtlich ihrer Nickmomente ausgeglichen ist. Fiir den NIKWING
wurde eine Konfiguration gewé#hlt, die ein leicht negatives Moment erzeugt. Damit soll
gewiahrleistet werden, dass die ortliche c,-Belastung des Fliigels im Hohenruderbereich im
Langsamflug konstant bleibt oder sogar etwas abnimmt. Diese Vorgangsweise soll verhin-
dern, dass es wiahrend des Laufstarts zu Stromungsabrissen in den dufleren Fliigelbereichen
kommt. Speziell in der Startphase kann der Fliigel aufgrund von Bodenturbulenzen starken
Schwankungen der lokalen Anstellwinkel ausgesetzt sein. Ein Stromungsabriss im Auflen-

bereich wiirde dabei gleichzeitig einer Beeintrichtigung der Steuerbarkeit gleichkommen.

3
25 :
2 L 4
2
% 15| 1
c
(@] - 4
1  — Normalflug ) 1
- - - Landeklappen: 15 Grad /

Abbildung 2.31: Auftriebsverteilungen am Nurfliigel ILFB-NIKWING
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In der Abbildung 2.31 sind Normalkraftverteilungen iiber der normierten Halbspannwei-
te fiir zwei Landeklappenstellungen dargestellt. Der mit dem griinen Pfeil gekennzeichnete
Bereich kennzeichnet den Beitrag der Tragfliche, wihrend der Anteil des Winglets mit Rot
markiert wurde. Bei der Verteilung ” Normalflug” sind alle Klappen in der Ausgangsstellung
von null Grad. Diese Konfiguration entspricht einem Gleitflug bei einer Geschwindigkeit
von rund 20m/s und wurde hinsichtlich ihres induzierten Widerstands optimiert. Es ist gut
erkennbar, wie sich die Normalkraftverteilung noch im Winglet fortsetzt. Durch den Ein-
satz der Winglets wird der induzierte Widerstand des Fliigels reduziert und gleichzeitig die
Windfahnenstabilitdt deutlich erhéht. Ein Vergleichsfliigel mit elliptischer Auftriebsvertei-
lung, gleichem Auftrieb und gleicher Spannweite (12m), jedoch ohne Winglets, hétte einen
um rund sechs Prozent hoheren induzierten Widerstand. Die NIKWING-Konfiguration
liegt somit trotz der Tatsache, dass es sich um einen Nurfliigel handelt, sehr nahe am
theoretischen Minimum des induzierten Widerstandes. Die Verteilung, die in 2.31 strich-
liert dargestellt wird, entspricht einem Landeklappenausschlag von 15 Grad. Im mittleren
Fliigelbereich ist der Auftriebsbeiwert deutlich angestiegen. Im dufleren Fliigelbereich wur-
de der oOrtliche Auftrieb und somit die Gefahr eines Stromungsabrisses wie bereits zuvor
erwahnt etwas reduziert. In der Abbildung sind ferner noch das Analysemodell und ein Foto
aus der Flugerprobung zu sehen. Um die aerodynamische Auslegung auch durch Flugver-
suche abzusichern, wurde ein ferngesteuertes Modell im Mafistab 1:3 (mit vier Metern
Spannweite) gebaut. Die mittels P4 ermittelte Schwerpunktslage sowie die Funktionsweise
der Landeklappen wurden durch die Flugversuche bestétigt. Es waren keine nachtriglichen

Anderungen notwendig.

2.15 Erweiterung auf instationire Stréomungen

Eine umfassende Darstellung der Verfahren in der instationiren Aerodynamik findet sich
bei Geissler [11]. Auch im Falle der instationéren, reibungsfreien und inkompressiblen
Stromung fiihrt eine Vereinfachung der Ausgangsgleichungen (Kontinuitéitsgleichung, Im-
pulsgleichung und Energiegleichung) auf die Potentialgleichung [11]:

A¢ = 0. (2.229)

é(z,y, z) stellt dabei eine skalare Funktion dar, deren Gradienten das Geschwindigkeitsfeld
der Stromung beschreiben
W = grade. (2.230)
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Wieder kann eine Losung des Stromungsproblems mittels Singularitdtenbelegungen erfol-
gen. Die grundlegende Vorgangsweise bleibt dabei auch im instationiren Fall erhalten.

Einige Erweiterungen sind allerdings notwendig.

2.16 Unterschiede zur Formulierung des stationiren
Problems

Die wesentlichen Erweiterungen zur Behandlung von instationdren Problemen lassen sich

in vier Punkte gliedern:

1.) kinematische Stromungsbedingung,
2.) Kutta-Bedingung,
3.) Nachlauf,

4.) Druckverteilung bzw. aerodynamische Lasten.

Sie werden in den anschliefenden Abschnitten naher erlautert.

2.17 Kinematische Stromungsbedingung bei instati-

onaren Problemen

Beim stationédren Problemen wird in dieser Arbeit die Vorstellung eines Windkanals rea-
lisiert. D.h. das Flugzeugkoordinatensystem ist auch gleichzeitig das Inertialsystem. In
diesem Fall setzt sich die Stromungsgeschwindigkeit in einem beliebigen Punkt aus einer
konstanten Anstrémung v, und einer Stérgeschwindigkeit 1 zusammen. Die Stérgeschwin-
digkeit ist jener Anteil, der von den Singularitdten induziert wird. Im instationéren Fall
kann das Flugzeug beliebige Bewegungen in einem Inertialsystem durchfiihren. Die Ge-
schwindigkeit eines Korperpunktes in diesem Inertialsystem ist ¥j;,. Die Anstromung ist
in diesem Fall identisch mit dem umgekehrten Bewegungsvektor #y;, und die Summe der

Geschwindigkeiten in einem Kontrollpunkt wird zu

Wrel = —Vkin + W. (2.231)
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Der Anteil w ist dabei wiederum die von den Singularititen induzierte Geschwindigkeit im
Inertialsystem. Die kinematische Stromungsbedingung, die eine tangentielle Stromung an

die Fliigelfliche vorschreibt, wird zu
Wi =0 (2.232)

und muss in den Kontrollpunkten erfiillt werden. Die Flichennormale wird durch den

Normalvektor 7i definiert.

2.18 Instationire Kutta-Bedingung

Die Kutta-Bedingung ist fiir den Auftrieb bei einer reibungsfreien Stromung von zentraler
Bedeutung. Sie bewirkt ein tangentielles Abflielen an der Profilhinterkante und in weiterer
Folge die Entstehung von Zirkulation. Die Forderung nach tangentiellem Abfliefen ist dqui-
valent mit der Forderung nach einer verschwindenden Druckdifferenz an der Hinterkante.
Beim stationdren Wirbel-Tragflichenverfahren ist der Wert fiir Ac, direkt proportional zur
lokalen gebundenen Wirbeldichte. Verschwindet diese an der Hinterkante, dann ist auch

die Kuttabedingung erfiillt.

Im Gegensatz dazu muss bei einer instationdren Strémung die Wirbeldichte an der Hin-
terkante nicht verschwinden. Dies lasst sich am besten am Falle einer zweidimensionalen

Stromung erldutern. Ein Fliigel befinde sich zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe, ebenso wie
das umgebende Fluid, (siehe Abbildung 2.32, obere Hilfte).

Is=0
N
=1
i >~ 3
i e 1
1 [s=0 \

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 2.32: Anfahrwirbel
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Die Zirkulation innerhalb der Systemgrenzen (strichliert) ist gleich Null. Als Néchstes wird
der Fliigel in kurzer Zeit auf die Geschwindigkeit v beschleunigt und weist eine Zirkulation
I'r auf. Aufgrund der Séitze der Wirbelerhaltung muss jedoch nachwievor innerhalb der
Systemgrenzen die Gesamtzirkulation gleich Null sein (I's = 0). Da der Fliigel iiber eine
positive Zirkulation I'p verfiigt, muss es innerhalb der Systemgrenzen die gleich Menge
an negativer Zirkulation geben, die sich in Form des Anfahrwirbels I'4 ausbildet (I's =
I'p +T4 = 0). Generell kann gesagt werden, dass jede Anderung der Zirkulation zu einer
Freisetzung von Wirbelschichten fiihrt. Fiir die Wirbeldichte an der Hinterkante bedeutet

dies
dl'y

dt
wobei ygk die Wirbeldichte an der Hinterkante darstellt. Im Abschnitt 2.20 wird schlief3lich
gezeigt, dass genau diese Wirbeldichte an der Hinterkante vorhanden sein muss, um die

Druckdifferenz zum verschwinden zu bringen. Fiir die Verfahren mit Wirbelbelegung kann

die instationdre Kutta-Bedingung somit auf (2.233) reduziert werden.

Das Tragflichenverfahren arbeitet mit diskreten Zeitschritten und einer zeitlich linearen

Anderung der Zirkulation. In Abbildung 2.33 ist eine zweidimensionale Diskretisierung

Flugbewegung

Nachlauf

Abbildung 2.33: Wirbeldichteverteilung im Nachlauf (2D)

mit Elementarfliigeln dargestellt, die mit einer in Fliigeltiefenrichtung stiickweise linea-
ren Wirbeldichtebelegung versehen sind. Der Fliigel verlduft von Knoten 1 bis ¢. An der
Hinterkante betrigt die Zirkulation ~;. Zusétzlich ist die Wirbelverteilung des Nachlaufs
dargestellt. Der Nachlauf folgt in dieser Abbildung nidherungsweise einer geraden Linie.
Die Abbildung 2.33 zeigt den Fliigel zum Zeitpunkt ¢. Zwischen dem vorhergehenden Zeit-
punkt ¢t — At und ¢ hat sich der Fliigel um die Distanz s; = v/At nach links verschoben. Die
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Zirkulationen zu beiden Zeitpunkten lauten I'*~%* und I'. Die Differenz der Zirkulationen
zwischen beiden Zeitpunkten muss gleich der negativen freigesetzten Zirkulation sein, die
in der Abbildung als schraffierte Fliche eingezeichnet ist

[ —wsi, (2.234)
bzw. mit s; = vAt gilt
Ft o Ft—At ; .
Skt 1y (2.235)

At 2
Im stationéren Fall gibt es gleich viele Unbekannte wie Kontrollpunkte. Im instationéren
Fall kommen die unbekannten Wirbeldichten in den Knoten auf der Hinterkante dazu.
Die Kutta-Bedingung muss daher in jedem dieser Knoten explizit erfiillt werden. Bei der
Formulierung der Gleichungen zur Bestimmung der Singularitdten zum Zeitpunkt ¢ sind
die Wirbeldichten im Nachlauf v;, 7,1 usw. sowie die Zirkulation T'*"#! bekannt. Die

Kutta-Bedingung wird fiir eine Knotenreihe in Spaltenrichtung definiert als:

d < dy + dy— di_ ; j
’)/1—1 + Tk EF G + %i— . 7 di, (2.236)
2 k=2 2 2 2
dy i di + dk—1 di 1 t—-nt _Vj
gy + Yk 5 + i 9 + §di = T - Edz‘- (2.237)

k=2

Schlielich wird die (2.237) noch in den globalen Gréflen I'y, den Werten der Wirbellinien,

ausgedriickt. Mit
2T

%= (2.238)
und .
r'=>"r; (2.239)
k=1
wird (2.237) zu
Z I';d, j
> T+ Lidi _ pe-ae Y. (2.240)
k=1 di-1 2

Auf der rechten Seite von Gleichung (2.240) stehen nur bekannte Gréflen.

Das dreidimensionale Tragflichenverfahren arbeitete mit I'j-Werten als Systemfreiheits-
grade. Mittels Gleichung (2.30) (I' = LI') wird der Zusammenhang zwischen T'; und T’}
hergestellt. Die Gleichung (2.240) wurde fiir zweidimensionale Strémungen hergeleitet, wo-
bei der Fliigel ungepfeilt war und eine konstante Fliigeltiefe aufweist. Doch auch bei allge-

meinen Anordnungen, zum Beispiel bei gepfeilten Tragflichen, gilt die Gleichung (2.240).
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¢ Stromungsrichtung

Hinterkante |

i\NachIauf

Abbildung 2.34: Wirbellinien am Pfeilfliigel

Die Abbildung 2.34 zeigt eine derartige Anordnung im Grundriss. Die Dimensionen d sind
im rechten Winkel auf die Orientierung der Wirbellinien zu nehmen. Die Gleichung (2.239)
gilt dabei auch fiir gepfeilte Tragflichen.

2.19 Instationirer Nachlauf

Die Form des Nachlaufs ist streng genommen nicht bekannt und miisste sowohl beim stati-
onéren als auch beim instationdren Problem neben der Singularitdtenbelegung des Fliigels
berechnet werden. Der numerische Aufwand steigt dadurch erheblich, weil die induzierten
Geschwindigkeiten im gesamten Nachlauf berechnet werden miissen und zur Modellierung
des Nachlaufs auch wesentlich mehr Elemente benttigt werden als fiir die eigentliche Trag-
fliche.

In diesem Tragflichenverfahren wird daher die Form des Nachlaufs vorgegeben.

2.19.1 Nachlauf fiir Flatteranalysen

In diesem Fall bewegt sich das Flugzeug mit konstanter translatorischer Geschwindigkeit.
Dieser Geschwindigkeit konnen Flatterschwingungen iiberlagert sein, die jedoch nur zu
kleinen Abweichungen von der translatorisch durchlaufenen Bahn fithren. Die Form des
gesamten Nachlaufs wird unter der Annahme einer konstanten Zeitschrittweite a priori

festgelegt. Im zweidimensionalen Fall ist dies ein geradliniger Nachlauf in Richtung der
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Anstromung — %, mit der konstanten Teilung d = AtVj;,. Im Dreidimensionalen entsteht
die Nachlaufgeometrie durch ein Verschieben der Fliigelhinterkante in Richtung von —v,.

In Abbildung 2.35 ist das Nachlaufmodell anhand eines zweidimensionalen Problems dar-

AL d | d | d | d
T~ ] -
t —
- T~ | -
Vii T\/
in YN
t t=At

Abbildung 2.35: Nachlauf fiir Flatteranalysen

gestellt. Vom Zeitpunkt ¢ — At bis ¢ riickt der Fliigel um die Distanz d weiter. Gleichzeitig
wird Wirbeldichte vy in den Nachlauf abgegeben. Die Berechnung dieser Wirbeldichte wur-
de bereits im Abschnitt 2.18 besprochen. Die Singularitdtenbelegung der Tragfliche wird
fiir diskrete Zeitpunkte ermittelt. Die jeweilige Wirbeldichte an der Hinterkante entspricht
gleichzeitig der Dichte, die zu dem Zeitpunkt in den Nachlauf abgegeben wird. Zwischen
den diskreten Zeitpunkten wird ein linearer Verlauf der Wirbeldichte angenommen. Da
die an der Hinterkante vorhandene Wirbeldichte der zeitlichen Anderung der Fliigelzirku-
lation entspricht (siehe Gleichung (2.233)), wird mit diesem Verfahren ein quadratischer
Zeitverlauf der Auftriebskrifte beschrieben (Verfahren zweiter Ordnung).

Der Vorteil dieser vorgegebenen Geometrie liegt darin, dass auch fiir den gesamten Nach-
lauf eine Einflussmatrix fiir die induzierten Geschwindigkeiten nur einmal zu Beginn der
Analyse berechnet wird und fiir alle weiteren Zeitschritte herangezogen werden kann. Wei-
tere Details werden im Abschnitt: Ablauf von instationiren Analysen behandelt. Soll das
Flugzeug aber beliebige Bewegungen im Raum durchfiihren, dann ist eine aufwendigere

Modellierung des Nachlaufs notwendig.

2.19.2 Nachlauf bei allgemeiner Flugbewegung

Bei einer allgemeinen Flugbewegung gibt es keine einheitliche Schrittweite und die Flug-
bahn kann starken Schwankungen unterworfen sein. In diesem Fall wird als Nachlaufgeome-
trie jene Fliche angenommen, die wiahrend des Fluges durch die Hinterkante iiberstrichen
wird. In Abbildung 2.36 sind die Positionen eines 2D-Fliigels zu den Zeitpunkten ¢ — At
und ¢ dargestellt. Wieder wird Wirbeldichte vy in den Nachlauf abgegeben (siehe oben).
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Abbildung 2.36: Allgemeine Nachlaufmodellierung

In beiden Féllen der Modellierung wird der Nachlauf nach einer vom Benutzer definier-
ten Linge abgeschnitten. Dies ist notwendig um Rechenzeit und Speicherplatzbedarf zu

limitieren.

2.20 Instationidre aerodynamisch Krifte

2.20.1 Grundgleichungen

Den nachfolgenden Herleitungen liegt die Vorstellung zugrunde, dass das Flugzeug sich mit
der Geschwindigkeit #y;, durch die ruhende Luft bzw. das Inertialsystem bewegt. Ausge-
hend von den Eulergleichungen

Dw

1
4 Zeradp =0 2.241
D +pgra p ( )

wird unter Verwendung von (2.230) durch Integration folgende Form gefunden:

/ Agradg) | / Dgradd + / gradp _ (2.242)
ot P

beziehungsweise
g 1 / P dp
— + W - W+ — =0. (2.243)
ot 2 poe P

Dabei wurde die substantielle Ableitung ersetzt durch
D 0
— = (=) raumfest + W : 2.244
Dt = (g roumtest + grad (2.244)

Die Gleichung (2.243) kann mittels (2.244) auch geschrieben werden als

Do 1_ P dp
_ . = 0. 2.245
i~ 2 w—l—/][Joo ; ( )

Die Gleichungen (2.243) bzw. (2.245) werden als Bernoulli-Gleichungen bezeichnet.
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Fiir die Formulierung des instationiren Tragflichenverfahrens miissen die Groflen im be-
wegten Bezugsystem (Flugzeug) definiert werden. Befindet man sich in diesem Bezugssy-
stem, dann beobachtet man Stromungsgeschwindigkeiten e relativ zum bewegten System
und es gilt:

We) = W — Ukin, (2.246)

wobei vy, die Bewegung des Flugzeuges im Inertialsystem beschreibt. Die substantielle

Ableitung im bewegten System wird damit zu

0 0
( a ) raumfest — ( a - Ukin)kiirperfest 3 (2 . 247)
D ) 3
Ht = (a)kérperfest + wrelgrad- (2248)

Mit Hilfe der substantiellen Zeitableitung im bewegten Flugzeugsystem wird die Bernoul-
ligleichung (2.245) zu
9¢

(a)kﬁrperfest + wrel grad¢ -

N —

4
w-w:—/ dp (2.249)
o P

Mit W = e + Viin und der Beziehung fiir inkompressible Stromungen

4 d _
—/ P _Poo— P (2.250)
L P P

wird (2.249)
9¢
Gt

Der Druckbeiwert ist ferner definiert als

Whel * Wrel Ukin * Ukin Poo — D
)kiirperfest + - = — = . (2251)
2 2 Poo

D~ P
UL

Cp = (2.252)
wobei Uy, eine Bezugsgeschwindigkeit darstellt und beispielsweise die momentane Schwer-
punktsgeschwindigkeit ¥, swp des Flugzeuges im Inertialsystem sein kann. Zusammen mit

(2.251) erhélt man
. 2 (9g25 ﬁkin : Ukin u—jrel ’ ’u_jrel
Cp - UOQO ( at )kiirperfest + U2 - U2 *

o o

(2.253)

Fiir das Tragflichenverfahren wird der Druckdifferenzbeiwert Ac, benétigt, der die Druck-

differenz zwischen Unter- und Oberseite angibt

Ne, =c¢, —Cy . 2.254
Cp pu — Cpo
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Dabei gilt
Cpo = _;—go(%)kérperfest + Ukir;jgj L wrel’?].gowrel’o (2.255)
o = i i + B Tt Tt (2:256)
Die relativen Geschwindigkeiten auf der Tragflichenober bzw. -unterseite sind definiert als
Wrelo = Wm+ %i X T — Ukin, (2.257)
Wrely = Wm — 5*7 X 77 — Ukin, (2.258)

mit dem zwischen Unter- und Oberseite gemittelten Wert der induzierten Geschwindigkei-

ten Wopen UNd Wypten:

& = w (2-259)

Setzt man die beiden Gleichungen (2.257) und (2.258) in (2.255) bzw. (2.256) ein und
bildet die Differenz, dann erh&lt man:

l 8¢)0 8q5u 2(’(1_]‘m — 771{111) . (’_y‘ X ﬁ)

ACp = Ugo( ot - W)kﬁrperfest + Ugo (2260)
Fiir eine stationédre Analyse gilt
2(Wm — Vin) - (Y X 7
Ao, = 2(0m = Bian) - (7 X 1) (2.261)

2 I
UOO

wobei die Geschwindigkeit (W, — ¥kin) einfach den Mittelwert aus wre o und W,y darstellt.
Die konstante Anstromung v, ist dabei durch —wy;, ersetzt worden. Die Auftriebskraft-

dichte im stationdren Fall wire dann

S = 00 = Than) i X V65 = P76 X TG (2.262)
wobei die Geschwindigkeiten (@, —ﬁkin)‘gl)‘ fiir die Elementknoten durch eine Mittelung aus
den angrenzenden Elementen bestimmt werden.
2.20.2 Konzept der instationiren gebundenen Zirkulation

Im Fall der stationédren Analyse wurden drei unterschiedliche Wirbeldichten unterschieden:

1.) 7...die gebundene Wirbeldichte, deren Orientierung im wesentlichen den Seitenkanten
(1)(2) bzw. (4)(3) folgt,
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2.) +!...die im Elementarfliigel freigesetzte Wirbeldichte, und

3.) v4...die entlang der Elementarfliigelspalten durchlaufende frei Wirbelschicht.

Bei einer instationidren Analyse besteht v aus zwei Anteilen, ndmlich einem tatséichlich
gebundenen Anteil und einem freien Anteil, der zuvor gebunden war und bei einer Auf-
triebséinderungen freigesetzt wurde. In weiterer Folge werden diese Dichteanteile mit ~#&

(gebunden) und 8¢ (erst gebunden, dann frei) bezeichnet und es gilt
v =78+ 5 (2.263)

Die Dichtebelegung +y ist, wie bereits erwihnt, eine Funktion der globalen Variable I'" Bei-
spielsweise ist der Anfahrwirbel beim Startvorgang ein in Spannweitenrichtung verlaufender
freier Wirbel.

Mit der Kenntnis der gebundenen Zirkulation kénnen sdmtliche Konzepte zur Ermittlung
der aerodynamischen Krifte bei stationdrer Stromung auch im instationiren Fall beibe-

halten werden (z.B. instationérer induzierter Widerstand).

Die Losung der Systemgleichung (2.172) liefert wiederum I", woraus dann die Dichtebe-
legung bestimmt werden kann. Die Aufteilung in +® und +# muss gesondert behandelt
werden. Mit der Hilfe von (2.260) kann zwischen den gebundenen und freien Anteilen un-
terschieden werden. Der Druckbeiwert kann nur durch die gebundenen Anteile entstehen,
da die freien Wirbeldichten mit (@, — ¥i,) abtransportiert werden. Die Gleichung (2.260)

kann daher umgeformt werden zu

2 0¢, Oy 2(Wm — Vign) - (¥ x 7)
ACp @( ot - E)kiﬁrperfest + Ugo =
me—ﬁkin"?gXﬁ
( Ug)o ( ) (2.264)
und daraus resultiert eine Gleichung fiir die gebundene Zirkulation
a o—u — — — — — — = —
(¢8—t)k5rperfest + (wm - Ukin) : ('7 X n) = (wm - Ukin) . (’)/g X ’I’L), (2265)
wobei 96 96 96
(%)kﬁrperfest = (a—to - a—tu)kérperfest (2-266)

zusitzlich verwendet wurde.

Die Orientierung von 7 sowie 78 ist durch das Wirbelmodell fixiert und kann durch einen
Einheitsvektor e, beschrieben werden. Damit gilt ¥ = e, und Gleichung (2.265) wird zu:

g _ (6¢5gu)k6rperfest + (2 267)
VT (O — ) - (&, x ) '
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Mit
A8 =y — 8 (2.268)
gilt schliefllich
( 8%0—u ) korperfest
- ot (2.269)

(’lﬁm — Ukin) . (67 X ﬁ)
Die Anderung der Wirbeldichte in Richtung der Orientierung s wird ebenfalls bestimmt.
Dabei stellt sich jedoch das Problem, das auch die Geschwindigkeiten (W, — ¥kin) in Spann-

weitenrichtung variieren:

% Po—u\( (7 = - - Apo—u \ (Wi —Viin)-(Ey X))
_( 9t0s ) (W — Vicin) - (67 x 7)) — ( ot ) 1;93 . ‘ (2.270)

(W = Fiin) - (& x 7)) |2

Fiir die numerische Umsetzung stehen fiir die Ableitungen der Geschwindigkeiten Diffe-

gt! _
"}/ o

renzenquotienten zur Verfiigung.

2.20.3 Zeitliche Anderung des Geschwindigkeitspotentials

Gleichung (2.267) ermoglicht die Aufteilung der Wirbeldichten in einen gebundenen Anteil
~+& und einen Anteil freigesetzter, zu einem fritheren Zeitpunkt gebundener Wirbeldichte

~v#f . Allerdings muss dazu noch die zeitliche Anderung der Differenz der Geschwindigkeits-

9¢o—u
at

die zeitliche Anderung des Potentials fiir einen bestimmten Punkt auf der Fliigeloberfléiche

potentiale ( )kérperfest Destimmt werden. Die Definition kérperfest bedeutet dabei, dass
gesucht wird. In einem ersten Schritt wird das Geschwindigkeitspotential zum Zeitpunkt
t bestimmt und anschlieBend die zeitliche Anderung im verwendeten Zeitschrittverfahren
diskutiert.

Das Geschwindigkeitspotential ist nach Geissler [11] nicht eindeutig und wird daher durch

ein Wegintegral bestimmt
¢ -
oG = ¢ @-d (2.971)
¢

Der Trick dabei besteht darin den Integrationspfad so zu wihlen, dass der numerische Auf-
wand minimiert wird. Ublicherweise beginnt die Integration im Nachlauf auf der Unterseite
und fiihrt bis zur Fliigelhinterkante. Von der Fliigelhinterkante kann dann jeder beliebige
Punkt P der Profilkontur erreicht werden. Im oberen Abschnitt der Abbildung 2.37 ist der
Integrationsweg fiir ein Profil endlicher Dicke dargestellt. Mit ¢ ist dabei die Linge des
Weges von der Hinterkante bis zum Punkt P bezeichnet. Fiir die Integration gilt

CHK . ¢ .
b(C. 1) = 7( - d + f @ - dC (2.272)

¢o CHK
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Z Nachl auf

ZHK

ZZ Nachl auf

G L

Abbildung 2.37: Wegintegral zur Bestimmung des Geschwindigkeitspotentials

Im unteren Teil von Abbildung 2.37 ist das Schema eines Tragflichenverfahrens skizziert,
bei dem der Fliigel durch seine Skelettfliche ersetzt wird. Bei diesen unendlich diinnen
Tragflichen interessieren weniger die Driicke auf Ober- und Unterseite, als vielmehr die

Druckdifferenz, bzw. die Differenz der Geschwindigkeitspotentiale:

09, 09y 0o
( ot - W)kﬁrperfest = (T)kérperfest- (2273)

Bildet man in diesem Fall beide Wegintegrale fiir die Ober- bzw. Unterseite und bestimmt

die Differenz, dann bleibt nur noch ein Wegintegral von der Unter- zur Oberseite iiber:

¢ .
¢07u = ¢0 - ¢u = fé w - d( (2274)

Ein weitere Vereinfachung wird dadurch moglich, dass das Wegintegral um die Wirbelfldche

identisch ist mit der eingeschlossenen Zirkulation und es gilt

bo = /0 ()d, (2.275)

wobei mit z entlang der Skelettlinie integriert wird (siche Abbildung 2.37). Damit kann pro-

blemlos fiir einen Zeitpunkt ¢ bei bekannter Wirbeldichteverteilung die Potentialdifferenz

t
o—u

umfasst das Wegintegral den gesamten Fliigelquerschnitt und Gleichung (2.274) wird zu

an einer Tragflachenposition angegeben werden. Fiir die Hinterkante der Tragfliche

¢ou=Tp, (2.276)

mit I'x als der Fliigelzirkulation. Zur Bestimmung der zeitlichen Anderung des Potentials
zum Zeitpunkt ¢ konnte als einfachste Nidherung der Differenzenquotient herangezogen

werden
OPo—u _ Oy — Po Lt TE_T A
ot At - At

(2.277)
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was jedoch zu ungenauen Ergebnissen bei der Berechnung der Druckverteilung fiihren
wiirde. Fiir die exakte Auswertung von Gleichung (2.267) wird die zeitliche Ableitung des
Geschwindigkeitspotentials zum Zeitpunkt ¢ benotigt. Betrachtet man beispielsweise die
Fliigelhinterkante, dann gilt mit Gleichung (2.233)

dr’ O0¢o—u . o 5
d—tF = q;t = —(wm — Ukin) . (f}/HK X n) (2278)

Wird dieses Ergebnis in Gleichung (2.267) eingesetzt, dann erhilt man fiir gebundene

Zirkulation an der Fliigelhinterkante

ik = —7uK + YuK = 0, (2.279)

womit der Druckbeiwert verschwindet und die Kuttabedingung tatséchlich erfiillt ist. Wiirde
man anstelle von Gleichung (2.278) jedoch (2.277) in Gleichung (2.267) einsetzen, dann
wire 75, # 0. Daraus folgt, dass in Verbindung mit der oben formulierten Kutta-Bedingung

fiir die zeitliche Ableitung eine bessere Niaherung gefunden werden muss als (2.277).

Zur Berechnung der zeitlichen Ableitung der Potentialdifferenz wird daher ein Verfahren

zweiter Ordnung eingesetzt. Zur Berechnung der Ableitung zum Zeitpunkt ¢ werden daher

die Werte der Potentialdifferenz zu den Zeitpunkten ¢, ¢t — At und t — 2At herangezo-

gen. Durch die drei Punkte wird eine Kurve zweiter Ordnung gelegt und die Steigung im
Endpunkt bestimmt. Fiir eine konstante Zeitschrittweite At liefert diese Vorgangsweise

00y 306y — A0+ Fo

at 2Nt ’

In Abbildung 2.38 ist der Fall mit variabler Schrittweite skizziert. Die Ableitung zum

(2.280)

t-At,
q)O—l.l
—At,— t
q)t At —At, CDO—U

o-u

Aty At,
Abbildung 2.38: Zeitlicher Verlauf des Geschwindigkeitspotentials

Zeitpunkt ¢ betrigt dann

+ t t— Aty t t—/Ato t— Aty t—At1—Ato
a¢07u ~ FPo—u ¢0—u + ( Aty ) ( o—u ¢0—u __ %Yo-u T %o-u

ot Aty Aty + Nty Aty Aty
(2.281)
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Mit den Beziehungen (2.267) und (2.281) kann die Wirbeldichte 4% in jedem Knoten 7 be-
stimmt werden. An dieser Stelle muss betont werden, dass die Genauigkeit des Verfahrens
natiirlich von der Zeitschrittweite abhéngt und der Benutzer fiir eine sinnvolle Anwendung
des Programms die Periodendauern der mafigeblichen instationéren Luftkrifte kennen soll-
te.

2.20.4 Auswertung des instationdren Auftriebs

An den Elementeckknoten sind Wirbeldichten und deren Ableitung bekannt. Daraus lésst

sich entlang der Kanten (1)(2) und (4)(3) ein ~#-Verlauf dritter Ordnung konstruieren.
Der Verlauf wird in weiterer Folge durch ein Polynom zweiter Ordnung angendhert und
integriert. Dazu muss fiir das Element die Wirbeldichte in der Mitte der beiden Kanten
(1)(2) und (4)(3) ermittelt werden.

In den Kantenmitten erhdlt man dann nyglfQ) bzw. fyg?’). Wie in den Gleichungen (2.282) und

(2.283) lassen sich Offsetwerte zur Bestimmung der leichter zu integrierenden Ersatzver-

teilung ermitteln

2 1 1

s = oy -3l - 3h (2.282)
AYE = %v(gig)—%vfi)—%vg) (2.283)
und es gilt
sz;)f - szlf)JrA,y’{gf, (2.284)
7(Qg;)f - VEfo)JFA,y’{gf, (2.285)
7E = 1+ A (2.286)
Y = o+ O (2.287)

Die instationdren Auftriebskraftdichten in den Eckpunkten werden schliellich

- - — — *,Ek — X f,Ek
wobei die Geschwindigkeiten (W, — ﬁkin)(Eil)‘ fiir die Elementknoten wiederum durch eine
Mittelung aus den angrenzenden Elementen bestimmt werden. Die Berechnung der konsi-
stenten Knotenkrifte erfolgt in gleicher Weise wie in Abschnitt 2.11. Fiir die Berechnung

der Saugkraft an der Profilnase wird wieder der induzierte Widerstand benétigt.
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2.20.5 Instationirer induzierter Widerstand

Im stationdren Fall wird zwischen verschieden Arten von Wirbeldichten unterschieden.
Die freie Zirkulation besteht aus einem Anteil 4f und einem Anteil v. Die gebundene
Wirbeldichte wurde mit v bezeichnet. Im instationdren Fall kommt es zu einer Aufteilung
von v zu 78 und 78, wobei der Anteil v& der freien Wirbeldichte zuzuordnen ist. Die
Vorgangsweise zur Bestimmung des Widerstandes ist in weiterer Folge vollig analog zum
Abschnitt 2.12.2.

Mittels der im Abschnitt 2.10 eingefiihrten Einflussmatrizen werden fiir jeden Kontroll-

punkt zwei Geschwindigkeitsvektoren bestimmt.

1. jene Geschwindigkeit w0, die durch die freien Wirbelschichten 7f, ¥4 und '8 induziert

wird,

2. jene Geschwindigkeit %, die durch die zu diskreten Wirbellinien zusammengefasste
Wirbeldichte 7% induziert wird.

Die unter Punkt 1.) angefiihrten Kontrollpunktsgeschwindigkeiten werden durch Mittelung
aus umliegenden Elementarfliigeln in Werte fiir die Knotenpunkte o z(l)Elc iibergefiihrt. Mit
diesen Werten wird schliellich der erste Teil des induzierten instationdren Widerstandes

eines Elementarfliigels ermittelt. Die Widerstandsdichte, bereits als Kraftkomponente in

Richtung der Schwerpunktsbewegung \vzkmsfxT des Flugzeuges ausgedriickt, lautet:
wi, Ek Ukln SWP , *,Ek — xgf , Ek
fay m( T X B0 (T = 780, (2.289)

Die Integration iiber die Elementarfliigelfliche liefert Knotenkréfte, die in den Knoten (3)

und (4) zusammengefasst werden.

Der Anteil der diskreten Wirbel wird entsprechend der Gleichungen (2.219) bis (2.224)
berechnet. Dabei wird allerdings die stationédre Anstromrichtung %‘;‘ durch die umgekehrte
—Ukin,SWP

Bewegungsrichtung des Flugzeugschwerpunktes T r ersetzt.

kin,S
Mit den bekannten Widerstdnden der einzelnen Elementarfliigeln lassen sich die fiktiven
Tangentialkrifte bestimmen, die wiederum fiir die Auffindung der Saugkraft an der Ein-
trittskante erforderlich sind.
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2.20.6 Instationiire aerodynamische Beiwerte

Die Ermittlung erfolgt analog zum Abschnitt 2.13. Als Bezugsgeschwindigkeit wird aller-
dings die Schwerpunktsgeschwindigkeit im Inertialsystem herangezogen:

— 2
— ‘Ukm,SWP| p’ (2290)
2
1
Caj = | 3|, (2.291)
qt;b;
N.
Cnj = | J‘, (2.292)
qt;b;
W,
Cwij = | J'. (2.293)
qt;b;

2.21 Beispiele und instationire Vergleichsrechnungen

2.21.1 Schlagende Tragfliche, 2D

Zunéchst werden Ergebnisse von P4 mit der klassischen Losung von Theodorsen fiir einen
schlagenden Tragfliigel verglichen. Diese analytische Losung kann beispielsweise bei Foer-

sching [10] gefunden werden.

In Abbildung 2.39 ist in der rechten oberen Hélfte das Modell dargestellt. Es handelt sich
um eine ebene Platte, die eine harmonische vertikale Translationsschwingung vollfithrt und
dabei horizontal von links angestréomt wird. Dabei wird eine zweidimensionale Stromung

angenommen. Die fiir aeroelastische Analysen wichtige reduzierte Frequenz

wce
= — 2.294
o= (2.204

ist im vorliegenden Fall gleich Eins, wobei ¢ die halbe Fliigeltiefe darstellt.

Das obere linke Diagramm in Abbildung 2.39 beschreibt einerseits die Schlagbewegung des
Fliigels und andererseits die am Fliigel auftretende instationédre Luftkraft. Das numerische
Verfahren arbeitet im Zeitbereich. Es ist somit ein gewisser Einschwingvorgang nétig, bis
sich tatsdchlich eine harmonische Schwingung einstellt. Nach rund vier Perioden ist der
Einschwingvorgang beendet. Das Diagramm zeigt eine deutliche Phasenverschiebung zwi-
schen der Schwingbewegung und der Luftkraft. In der instationéren Aerodynamik ist es bei
schwingenden Tragflichen iiblich, das Ergebnis (z.B. Druckbeiwerte) in einen Real- und
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Schlagbewegung

red. Frequenz=1.0
400

Instationaere Kraefte
Schlagbewegung

200 -

F, A*100

-200 |

—-400
0

Realteil der Druckamplitude
4.Periode nach 4.5 Sekunden

analytisch
6—oP4

dcp’

x/t

w1,

h(t)= Hsin(wt)

I

Imaginaerteil der Druckamlitude

4.Periode nach 4.75 sec
10

analytisch
OP4

dcp”

x/t

Abbildung 2.39: Instationédre Druckamplituden am harmonisch schwingenden Tragfliigel

einen Imaginérteil zu zerlegen. Der Realteil beschreibt dabei den Anteil, der phasengleich

mit der Auslenkung auftritt, wihrend der Imaginérteil in Phase mit der Schlaggeschwin-

digkeit auftritt und somit um 90 Grad vor- bzw. nacheilt. Die beiden Anteile kénnen zu

verschiedenen Zeitpunkten direkt auf der Tragfliche ermittelt werden und sind im Dia-

gramm der Schlagbewegung mit [. und II. bezeichnet. Es gilt dabei

de, = dc;J + idc;'.

(2.295)

In den beiden unteren Diagrammen der Abbildung 2.39 sind schliefilich der Realteil- sowie

der Imaginérteil der Druckamplitude dargestellt. Die durchgezogenen Linien entsprechen

der klassischen analytischen Losung nach Theodorsen, die Kreise kennzeichnen das Ergeb-

nis von P4. Die Losungen stimmen sehr gut iiberein.
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09—

0.8—

O P4
— Wagner-Funktion
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Abbildung 2.40: Wagner-Funktion

2.21.2 Wagner-Problem, 2D

Ein weiteres klassisches Ergebnis der instationéiren Aerodynamik stellt das sogenannte
Wagner Problem dar. Es geht dabei um die Frage, wie sich die Auftriebswerte einer Trag-
fliche bei einem instantanen Anstellwinkelsprung verdndern. Eine Auswertung der exak-
ten analytischen Losung (Wagnerfunktion) ist schwierig, weshalb iiblicherweise eine N#he-
rungsformel verwendet wird. Die Wagnerfunktion gibt den Verlauf des Auftriebsbeiwertes

bezogen auf den stationiren Endwert nach dem Sprung wieder.
W(s) =1—0,165¢~ %455 _ 0, 335¢70-35 (2.296)

Die Grofle s beschreibt eine reduzierte Zeit, die sich aus

U
N C

s (2.297)

mit ¢ als der Fliigeltiefe ergibt. Diese Formel kann beispielsweise bei Dowell [9] oder auch bei
Foersching [10] gefunden werden und ist in Abbildung 2.40 dargestellt. Unmittelbar nach
dem Anstellwinkelsprung wirken bereits 50% des Auftriebs am Fliigel, sieche Abbildung

2.40. Nach einer Dauer von s = 20 wirken rund 90% des Auftriebs. Im Fall des an friiherer
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Abbildung 2.41: Anordnung des schwingenden Pfeilfliigels

Tabelle 2.1: Daten des schwingenden Pfeilfliigels
Eintrittskanten-Pfeilungswinkel w1 45 Grad

Hinterkanten-Pfeilungswinkel ws 45 Grad
Halbspannweite bzw. Fliigeltiefe s
Anstrémung Uso
Momentenbezugsachse m  0.5s+ |y

Drehachse der Schwingbewegung R 0.7s

Stelle vorgestellten Nurfliigels NIKWING, der mit 20m/s fliegt und eine Fliigeltiefe von
einem Meter aufweist, sind die 90% Prozent des Auftriebs bereits nach zwei Sekunden
erreicht. Das numerische Ergebnis stimmt bis zu einem Wert von s = 10 sehr gut mit der
Niaherungsformel iiberein. Fiir groflere Werte von s nidhert sich die numerische Losung dem

stationdren Wert von Eins etwas langsamer an.

2.21.3 Dreidimensionale Drehschwingung eines Fliigels

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse fiir eine dreidimensionale Strémung verglichen.
Gegenstand der Untersuchung ist dabei ein stark gepfeilter Fliigel mit einer Streckung von
A = 2. In Abbildung 2.41 ist die Anordnung schematisch dargestellt. Die wesentlichen
Geometriedaten sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt. Die Problemstellung und eines der
Referenzergebnisse wurden einer Arbeit von Laschka [20] entnommen, in der ein Verfahren
zur Analyse harmonisch schwingender Tragflichen vorgestellt wird. Das Verfahren geht
dabei von einer Integralgleichung aus, die iiber das Beschleunigungspotential abgeleitet
wird. Die Ergebnisse nach Laschka sind in Abbildung 2.42 dargestellt. Fiir einen weite-

ren Vergleich sind die Ergebnisse fiir ein Panelverfahren dargestellt, welches mit Quell-
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Abbildung 2.42: Nickschwingung am Pfeilfliigel

und Dipolverteilungen operiert, jedoch keine so hohe Interpolationsordung aufweist, wie
das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren, dessen Ergebnisse in den Diagrammen mit
P/ bezeichnet wurden. Die beiden oberen Diagramme der Abildung 2.42 beschreiben die
Amplitude des ortlichen Auftriebsbeiwertes |C,| und den Phasenwinkel ®, gegeniiber der
Drehbewegung. Die beiden unteren Diagramme geben die Amplitude des értlichen Momen-
tenbeiwerts |Cy,| sowie deren Phasenverschiebung ®,, wieder. Dabei ist interessant, dass
auch der Phasenwinkel sehr stark von der Spannweitenposition abhéngt. Fiir die Beiwerte
C, und C,, gilt

C=C"+iC"=|Cl|e™. (2.298)



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL 89

Die Groflen C' und C” verkorpern dabei wiederum die Real- und Imaginédranteile des

entsprechenden Koeffizienten. Der Phasenwinkel errechnet sich schliefflich zu

"

o = arctana. (2.299)
Die Amplitude des 6rtlichen Auftriebsbeiwertes |C,| wird von P4 und dem Verfahren nach
Laschka nahezu identisch berechnet. Etwas hoher liegen dabei die Werte des Panelverfah-
rens. Die Phasenwinkel ®, stimmt bei allen drei Verfahren sehr gut iiberein.

Die Momentenbeiwerte bezeichen Momente um die y-Achse und beziehen sich auf die
Linie m, die in Abbildung 2.41 dargestellt ist. Die Ergebnisse weichen hier stirker von
einander ab. Das Panelverfahren liefert die hochsten Werte fiir die Amplitude, gefolgt vom
Verfahren von Laschka und den Ergebnissen von P/, welche speziell in der Fliigelmitte
deutlich unter den Werten der anderen Verfahren liegen. Beim Phasenwinkel stimmen die
Ergebnisse von P4 und nach Laschka gut iiberein. Das Panelverfahren zeigt im Bereich der
Fliigelmitte deutlich h6here Phasenwinkel an. Generell kann jedoch gesagt werden, dass

die Ubereinstimmung der instationiren Ergebnisse sehr zufriedenstellend ist.

2.22 Daten fiir Fluid-Struktur-Interaktion

Am Ende einer strémungsmechanischen Analyse stand bisher die Ermittlung einer Druck-
verteilung bzw. die Berechnung von konsistenten Knotenlasten Flyero. Damit lésst sich
bereits ein Verfahren zur Berechnung der Fluid-Struktur-Interaktion formulieren, bei dem
Geometriedaten an den Stromungsanalyseroutinen iibergeben werden und diese dann ae-
rodynamische Lasten an die Strukturanalyse zuriickgeben. Fiir viele Problemstellungen ist
diese einfachste Form der Koppelung auch ausreichend. Bei Strukturen mit grofien Ver-
formungen und stark nichtlinearem Verhalten, wie es zum Beispiel Membranfliigel sind,
kénnen jedoch Konvergenzprobleme, ja sogar ein Divergieren der Losung auftreten. Ein

Beispiel ist im Abschnitt 4 angefiihrt.

Die Eigenschaften eines Koppelungsschemas kénnen verbessert werden, wenn neben den
aerodynamischen Lasten F',e auch deren Anderung zufolge von Verschiebungskomponen-

ten U; in den Knoten j
OF;

kij =
77 o,

(2.300)
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bzw. Geschwindigkeitskomponenten
OF;
oU;

bekannt wéren. Die beiden derart gewonnen Matrizen werden in Anlehnung an die nichtli-

dij =

(2.301)

neare Finite Elemente Methode als aerodynamische Laststeifigkeitsmatriz K e, und aero-
dynamische Dampfungsmatriz D e, bezeichnet. Die beiden Matrizen sind in der Regel voll
besetzt und unsymmetrisch. Ein Aerodynamiker wiirde sie eventuell auch als Einflussma-
trizen bezeichnen, doch dieser Begriff wurde bereits fiir die Abhéngigkeit der induzierten

Geschwindigkeiten von der Singularititenbelegung verwendet.

2.22.1 Auslenkung einer Platte

Zunichst soll anhand eines einfachen Beispiels die Methodik zur Bestimmung von Ke,

und D, erldutert werden.

In Abbildung 2.43 sind die Ergebnisse einer Platte mit einer lokalen Auslenkung dargestellt.
Unterhalb des Diagramms sind zwanzig Elementarfliigel dargestellt. Die Anstromung er-
folgt horizontal von links. In der Mitte der Platte ist ein einzelner Knoten nach oben
hin ausgelenkt. Die Stromung muss der Kontur folgen und es entsteht eine Wirbeldich-
teverteilung die im Diagramm mit der strichlierten Linie dargestellt ist. Ein wesentlicher
Aspekt dabei ist, dass die Auslenkung durch nur zwei Elementarfliigel beschrieben wird,
deren Kontrollpunkte in der Mitte der Elemente liegen. Um die Frage zu beantworten,
wie gut zwei Elemente in der Lage sind die Wirbeldichteverteilung und in weiterer Folge
die Druckverteilung zu erfassen, wurde in einer zweiten Analyse jeder Elementarfliigel in
Tiefenrichtung in fiinf Elemente unterteilt. Die Stromung muss der gleichen Kontur folgen,
es gibt allerding deutlich mehr Kontrollpunkte. Mit dieser wesentlich feineren Diskreti-
sierung erhdlt man den im Diagramm mit der ungebrochenen Linie dargestellten Verlauf
der Wirbeldichte. Beide Verteilungen sind sehr dhnlich. Die feinere Diskretisierung erfasst
die Singularitéiten in den Knickpunkten besser. Wesentlich ist jedoch die Tatsache, dass
beide Verteilungen nahezu identische Auftriebskrifte, gekennzeichnet durch den Beiwert

ca, produzieren. Die Abweichung betrigt nur rund 1%!
Dieses Ergebnis erleichtert die Formulierung einer effizienten Fluid-Struktur-Interaktion.

Die wichtigsten Auswirkungen sind dabei:

e die Stromung um eine Auslenkung wird mit nur zwei Elementarfliigeln ausreichend

genau erfasst,



KAPITEL 2. AERODYNAMISCHES MODELL 91

2 T
L —— 100 Elemente, CA = 0.0004p2 1
— - 20 Elemente, CA = 0.000406
15 -
1 - —
]
> n i
>
05} -
I I\ l
0
X f
-05 ]
x/t
Voo
— <>—o—<—o—o—o—o—o—o—4/§.\—o—o—o—o—o—o—o—o—o

Elementarflugel Auslenkung

Abbildung 2.43: Zirkulationsverteilung bei lokaler Auslenkung

e fiir das Stromungs- sowie das Strukturproblem kann die gleiche Diskretisierung gew&hlt
werden. Die aerodynamischen Krifte konnen direkt auf FE-Knoten aufgebracht wer-

den,

e durch ein sequentielles Auslenken der einzelnen Knoten und anschlieBender Bildung
von Differenzenquotienten kann die aerodynamische Laststeifigkeitsmatrix konstru-

iert werden.

2.22.2 Aerodynamische Laststeifigkeitsmatrix
In diesem Abschnitt wird erldutert, wie mit vertretbarem numerischen Aufwand die aero-
dynamische Steifigkeitsmatrix im stationéiren Fall bestimmt werden kann.

Zunichst wird eine Stromungsanalyse durchgefiihrt und der aerodynamische Lastvektor

Faero bestimmt. Dannach werden sequentiell alle Knoten um einen kleinen Wert verschoben
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bzw. ausgelenkt und dazu der neue Lastvektor berechnet. Eine reale Auslenkung veréndert
allerdings die Geometrie des Analysenetzes und es miisste eine komplette Analyse inklusive
der kostspieligen Ermittlung der induzierten Geschwindigkeiten durchgefiihrt werden. Die
daraus resultierenden Analysezeiten wiren fiir gekoppelte Probleme unbrauchbar. Durch
zwei Mafinahmen kann dieses Problem allerdings umgangen werden.

e Auslenkung nur normal auf die Tragfliche,

e Ersetzen der Auslenkung durch Rotation der Normalen.

Fiir ein Analyse Netz sind in allen Knoten die Normalvektoren auf die Fliigelfliche bekannt.
In Abbildung 2.44 ist eine Gruppe von Elementarfliigeln mit zwei ausgezeichneten Knoten

i und j dargestellt. Eine Verschiebung in der Tangentialebene verursacht keine Anderung

Abbildung 2.44: Panelanordnung zur Bestimmung von Ker,

der Profilkontur und damit auch keine Anderung in den aerodynamischen Lasten. Die
Auslenkung muss daher nur normal auf die Tragfliche erfolgen. In Abbildung 2.44 erfolgt
diese Auslenkung mit ¢ in Richtung 7i;. Dadurch wird beispielsweise der Kontrollpunkt P

im Element E1 vertikal verschoben und der Normalvektor 7ig; nach 7%, geschwenkt.

Die zweite Mafinahme zur Reduktion des Rechenaufwands leitet sich aus einer Methode
der Profiltheorie ab, siehe z.B Schlichting/Truckenbrodt [34]. Die eigentlich Belegung mit
Wirbeldichten erfolgt nicht auf der Skelettlinie sondern ndherungsweise auf der Profilsehne.
Eine dquivalente Vorgangsweise wird hier angewandt und ist in Abbildung 2.45 skizziert.
Im exakten Fall miisste die kinematische Strémungsbedingung des Elementes E1 im Punkt
P erfiillt werden und lautet

— —

Diese Gleichung wird im Punkt P angendhert durch

Wp -NME1 = Voo " N1 = Voo "Np1 5 = »
COoS « Ng1 - Ny

(2.303)
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Abbildung 2.45: Kinematische Strémungsbedingung zur Berechnung von K,

und bezieht sich auf den Normalvektor 7ig; der unverformten Geometrie. Der Vorteil dieser
Formulierung liegt nun darin, dass die linke Seite der Gleichung (2.303) genau der Formu-
lierung in Abschnitt 2.10 entspricht und die Systemmatrix W; direkt iibernommen werden
kann. Es miissen keine neuen Induktionsintegrale gelost werden. Soll also der Einfluss einer
lokalen Auslenkung in Knoten ¢ berechnet werden, muss nur die rechte Seite von (2.172)
entsprechend Gleichung (2.303) an einigen wenigen Stellen modifiziert werden

wW,.[" = B (2.304)
Die invertierte Form von W, ist ebenfalls bekannt und es gilt somit

" =W, B (2.305)

Mit E'i sind die Singularititenbelegungen bekannt und die Berechnung von Fi erfolgt
wie in Abschnitt 2.11. Wihrend fiir die Bestimmung der Singularitdten ndherungsweise
die unverformte Geometrie verwendet wird, kann die Integration der Druckverteilung auf
der tatsichlich ausgelenkten Geometrie erfolgen. Damit wird nicht nur die Anderung der
Druckverteilung aufgrund der Auslenkung sondern auch die Rotation der Normalenvekto-

ren und somit der Folgelastcharakter erfasst.

Mit den beiden aerodynamischen Lastvektoren kénnen durch Bildung von Differenzenquo-
tienten die partiellen Ableitungen angenahert werden. Fiir jeden Knoten erhilt man eine
3x3-Submatrix aus denen dann die gesamte Laststeifigkeitsmatrix assembliert wird. Die
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Submatrix lautet

Fe _ F=
ky, = L —"¢&, (2.306)
14|
Fr _ Fz
kg = —hTEy, (2.307)
14|
]{313 = %62, (2308)
14|
F} - F},
]{321 = gé’w, (2309)
14|
FY_ FY
koo = —T—e, (2.310)
12|l
FY — FY
kys = L —2¢, (2.311)
14|
k ki P (2.312)
31 = - (D .
14|
F? — F%
ksy = —fime), (2.313)
12|
F? — F%
ks = 7J”1” e, (2.314)
q

Sie beschreibt die Anderung der Last in Knoten j bei einer Verschiebung des Knotens i
in Richtung des Normalvektors 7i*. Mit der aerodynamischen Laststeifigkeitsmatrix Kaero

und einer Verdnderung der Geometrie AU kann der Lastvektor aktualisiert werden
NFaero,neu = NFaero,alt + KaeroAy- (2315)

Die Matrix K,e, gilt natiirlich nur fiir moderate Abweichungen der Geometrie von der

Ausgangskonfiguration.

Die Laststeifigkeitsmatrix kann nicht nur fiir strukturelle Analysen verwendet werden, son-
dern es lassen sich eine Reihe von flugmechanischen Beiwerten berechnen. Ein Klappen-
ausschlag kann beispielsweise iiber einen Verschiebungsvektor AUg,, definiert werden und
liefert mit K¢, multipliziert ein F'g,,, waraus resultierende Kréfte und Momente bestimm-

bar sind.

2.22.3 Aerodynamische Dampfungsmatrix

Die Bestimmung der aerodynamischen Dimpfungsmatrix D, erfolgt in analoger Weise

zum vorhergehenden Abschnitt. Tatséchlich wird die Problemstellung vereinfacht, da die
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Geometrie unverdndert bleibt und nur mit Geschwindigkeiten operiert wird. In Abbildung
2.46 ist ein zweidimensionale Anordnung von Elementarfliigeln dargestellt. Der Knoten ¢
wird mit der Geschwindigkeit c}; in Richtung der Normalvektors 77; nach oben ausgelenkt.
Die Geschwindigkeiten werden innerhalb der Elementarfliigel linear interpoliert. Dies er-
gibt im Kontrollpunkt P des Elementes E1 eine vertikale Geschwindigkeit von ¢r1. Die

Vin

Abbildung 2.46: Kinematische Stromungsbedingung zur Berechnung von D,

kinematische Stromungsbedingung lautet somit

Wp + A = —(—Oin — dp1) - g1 (2.316)
Wieder beschriinken sich die Anderungen in Gleichung (2.172) auf die rechte Seite B und
die Singularitiitenbelegung I kann durch einfache Matrizenmultiplikation erfolgen. Die

Berechnung der einzelnen Elemente der Sub-Démpfungsmatrix erfolgt wiederum mittels
Differenzenquotienten. Eine Submatrix ist wie folgt definiert:

dy = g (2.317)
"]
dip = uéy (2.318)
14"
Fr — FZ
diz = L -—2¢, (2.319)
14"
FY _ [V
dyn = %gm (2.320)
el
FY _ [
dy = %é'y, (2.321)
1]
FY _ [V
doy = L _Ig (2.322)

1]
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d31 = ——= €, (2323)
Il
F? — F2
dsp = %gy (2.324)
1]
By =1
ds3 = —L——L¢,. (2.325)
Il

Sie beschreibt die Anderung der Last in Knoten j bei einer Auslenkgeschwindigkeit des

Knotens 7 in Richtung des Normalvektors.

Mit der Dampfungsmatrix kann der Lastvektor wiederum aktualisiert werden und es gilt

Eaero,neu = NFaero,alt + DaeroAg- (2326)

2.23 Prediktor-Korrektor-Schema

Die beiden vorhergehenden Abschnitte haben die Berechnung der aerodynamischen Last-
steifigkeits und Dampfungsmatrix behandelt. Fiir stationdre Probleme kann die Laststei-

figkeitsmatrix direkt in einer FEM-Prozedur verwendet werden.

Bei instationdren Problemen sind alle Groflen von der Vorgeschichte abhingig, die sozu-
sagen im Nachlauf gespeichert wird. Das bedeutet auch, dass die Lastvektoren und die
beiden Matrizen K,q., sowie D,er, nur fiir einen bestimmten Zeitpunkt giiltig sind, da sie

ebenfalls vom zeitlich veranderlichen Nachlauf beeinflusst werden.

Fiir die gekoppelte Analyse soll im instationéren Fall ein implizites Zeitschrittverfahren
nach Newmark zum Einsatz kommen, das ausfiihrlich in den Biichern von Argyris [4] und
Bathe [5] behandelt wird. Alle Systemgréfien, wie Druckverteilung, Position, Geschwin-
digkeit und Beschleunigungen des Flugzeuges, zum Zeitpunkt ¢ seien bekannt. Um eine
Losung fiir den néchsten Zeitschritt zu ermitteln, miissen die Bewegungsgleichungen zum
Zeitpunkt ¢ + At aufgestellt werden. Das bedeutet, dass auch die aerodynamischen Kriéfte
sowie die beiden Matrizen K,q;, und D,cr, zum Zeitpunkt ¢ + At bekannt sein miissen und
nicht die zur Zeit ¢ bestimmten Werte verwendet werden kénnen. Dieses Problem kann

durch ein Prediktor-Korrektor-Verfahren behandelt werden.
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2.23.1 Konzept des Prediktor-Korrektor-Verfahren

Als Ausgangspunkt wird zunéchst von bekannten Systemgroflen zum Zeitpunkt ¢ ausge-
gangen. Mit einer vorgegebenen Zeitschrittweite At werden fiir den Zeitpunkt ¢t + At die
Verschiebung und Geschwindigkeit des Flugzeuges ermittelt. Dies erfolgt unter Annahme

einer konstanten Beschleunigung.

[ZANA 2% t tr tr7 At
AT = T A (2.328)
AT =t (2.329)

Der Asterisk in den hochgestellten Indices soll andeuten, dass es sich um extrapolierte Wer-
t—|—AtF*

~ aero

te handelt. Fiir die extrapolierte Position werden der aerodynamische Lastvektor

und die Matrizen “21K?,

t+AtD*

r oo Destimmt.

sowie

Fiir die Losung der Bewegungsgleichung kann mit folgendem Lastvektor gearbeitet werden:

tHAtplem _ t4Atps L b Abpes (t-i—Atg _ t+Atg*) 4 HADY* (t+AtNU _ t+AtQ*)' (2.330)

~ aero ~ aero aero aero

Der in Gleichung (2.330) dargestellte Lastvektor ergibt sich aus einem Lastvektor fiir die
extrapolierte Position (Prediktor) plus Korrekturtermen, die eine Abweichung von der ex-
trapolierten Position korrigieren (Korrektor). Wichtig ist dabei, dass die Korrekturterme
nur Abweichungen erfassen, die normal zur Tragfliche auftreten. Abweichungen in Rich-
tung der Flugbewegung sind vernachlédssigbar, weil die Beschleunigungen sich zwischen
zweil Zeitschritten nur geringfiigig &ndern. Andernfalls muss die Schrittweite entsprechend
reduziert werden, bis diese Bedingung erfiillt ist. In Abbildung 2.47 ist die Skelettlinie ei-
nes Fliigels in zwei verschiedenen Positionen dargestellt. Die obere Position, gekennzeichnet

S
t+AL" t
Vkin
=

Flugel trAt
Abbildung 2.47: Mogliche Abweichung von der extrapolierten Position

durch ¢t + At* stellt die vom Zeitpunkt ¢ aus extrapolierte Position dar. Die untere Position
sei die sich zum Zeitpunkt ¢ + At tatséchlich einstellende. Wichtig fiir diese Schema ist,
dass die Schrittlinge in Flugrichtung d durch die Extrapolation moglichst gut getroffen

wird.
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Im Prediktor-Korrektor-Schema kann die Giite der Extrapolation beurteilt und notfalls das

Zeitinkrement reduziert werden. Nachdem némlich eine Losung der Bewegungsgleichungen

zum Zeitpunkt ¢ + At gefunden wurde, erfolgt eine Fluidanalyse fiir diese neue Konfigu-

ration. Eine zu grofie Differenz zwischen dem mittels Gleichung (2.330) und dem direkt

bestimmten Lastvektor t+AtE aero Signalisiert eine zu grofle Schrittweite.

Der Ablauf dieses Schemas lasst sich in kurzer Form zusammenfassen als:

1)

2.)

das Finite Elemente Programm liefert die Losung fiir Zeitschritt : ‘U, *U und ‘U,

mit diesen Groflen wird der aerodynamische Lastvektor 'Fle, bestimmt und jene
Wirbeldichte errechnet, die in diesem Zeitschritt tatsichlich freigesetzt wurde (Ak-

tualisierung des Nachlaufs),

mittels der Gleichungen (2.327) bis (2.329) werden fiir ein vorgegebenes At die neuen
ZustandsgréBen ermittelt: *U*, *U" und T,

das Analysenetz des Fliigels wird in die neue Position verschoben und die Liicke zwi-
schen Hinterkante und Nachlauf mit einer neuen Reihe Nachlaufelemente ausgefiillt.
Der bekannte Anteil der Wirbeldichtenbelegung (sieche Punkt 2.) wird ebenfalls auf-
gebracht.

t+AtK*

t+ Aty *
aero D

rero- Diese Grofien wer-

die Stromungsanalyse liefert: {4 F* sowie

~ aero?

den wieder ans FE-Programm retourniert,

Losung der Bewegungsgleichungen fiir den Zeitpunkt t4 At. Der zu diesem Zeitpunkt

im FE-Programm verwendete Lastvektor wurde mittels Gleichung (2.330) ermittelt:

A E

Nach der erfolgreichen Losung wird dieser Zeitpunkt in ¢ umbenannt, also
auch
t—|—Athem — them

~ aero ~ aero

und der Kreis schliefit sich.

das Finite Elemente Programm liefert wieder die Losung fiir Zeitschritt ¢: ‘U, *U und

mit diesen Groflen wird der aerodynamische Lastvektor 'Fle, bestimmt und jene
Wirbeldichte errechnet, die in diesem Zeitschritt tatsdchlich freigesetzt wurde. Fer-

ner kann jetzt ein Vergleich zwischen 'F™® und !F ., durchgefiihrt und damit die

~ aero
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Genauigkeit des Verfahrens kontrolliert werden. Falls beispielsweise

‘ them o tEaero'

~ aero

‘tNFaero|

> ek (2.331)

erfiillt ist, muss die Zeitschrittweite reduziert werden.

3) ..

Im Vergleich zu einer stationéren Analyse miissen also bei einer Koppelung mit einem FEM-
Algorithmus mindestens zwei Fluidanalysen pro Zeitschritt (Lastinkrement) durchgefiihrt
werden, wobei jedoch nur bei einer auch die aerodynamische Steifigkeitsmatrix und die

aerodynamische Dampfungsmatrix berechnet werden.

2.23.2 Stabilitdt des Verfahrens

Die Stabilitéit des Verfahrens hiingt primér davon ab, mit welcher Methode die Struktur-
bewegung berechnet wird. Im Abschnitt 4.2 wird dieser Aspekt aufgegriffen.

Instabilitdaten die alleine auf das Prediktor-Korrektor-Schema zuriickzufiihren sind, konnten
bisher nicht festgestellt werden. Fiir die Genauigkeit des Verfahrens ist allerdings die Wahl
einer geeigneten Zeitschrittweite essentiell, da zur Berechnung der instationdren Luftkréfte
die zeitlichen Ableitungen des Geschwindigkeitspotentials benétig werden.

2.23.3 Simulation einer Koppelung: schlagender Fliigel

In diesem Abschnitt soll die Arbeitsweise des Prediktor-Korrektor-Schemas anhand des
zweidimensionalen Problems eines vertikal schlagenden Fliigels illustriert werden. In Ab-
bildung 2.48 ist die Anordnung skizziert. Der Fliigel bzw. die Platte wird horizontal ange-

\ ~
N\
Voo h()
—_—
Flugel

Abbildung 2.48: Schlagender Fliigel
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stromt und schwingt vertikal mit

h(t) = H sin wt. (2.332)
Die vertikale Geschwindigkeit betrigt dann

h(t) = Hw cos wt (2.333)

und die Beschleunigung ist
h(t) = —Hw? sin wt. (2.334)

exakter Lastverlauf

150 - — Prediktor-Last i
O Prediktor Last + Kaero, Daero

Faero

-150 :
0

Abbildung 2.49: Aerodynamische Lasten am schlagenden Fliigel

In Abbildung 2.49 sind verschiedene Lastverldaufe dargestellt. Der griine Verlauf stellt sich
ein, wenn zu jedem Zeitpunkt die exakte Position A(t) und die exakte Geschwindigkeit i (t)
fiir die Berechnung der instationdren Krifte verwendet werden. Kommt hingegen nur der
Prediktor-Anteil des Verfahrens zum Einsatz, indem némlich bei konstanter Zeitschrittwei-
te von einem Zeitpunkt 7 ausgehend mithilfe der Gleichungen (2.327) und (2.328) extra-
polierte Werte fiir Position und Geschwindigkeit zur Zeit 7 + A7 bestimmt werden, dann
ergibt sich:
. . AT2
h*(t + A7) = h(1) + h(T)AT + h(T)T (2.335)

h*(t + A1) = h(7) + h(T) AT (2.336)
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Der dazugehérige Lastverlauf "*47 F* _ ist in Abbildung 2.49 mit Rot markiert. Die Abwei-

£ aero
chung zwischen dem exakten Verlauf und dem reinen Prediktor-Verlauf ist groff. Zusétzlich
ist eine leichte Phasenverschiebung der Kurven erkennbar. Werden zusitzlich im extra-
polierten Zustand die aerodynamischen Laststeifigkeits- und Dampfungsmatrizen berech-
net und die Korrekturterme mitgenommen, dann erhélt man einen Verlauf der durch die
schwarzen Kreise gekennzeichnet ist und mit der exakten Kurve (griin) wieder iiberein-
stimmt:

T+ AT 7 PK THAT % THATE*
NF aero E aero + Kaero

4THATD® (h*(T + AT) — h(T + AT)). (2.337)

aero

(h* (1 + AT) — h(T + AT))



Kapitel 3

Strukturanalyse

3.1 Einleitung

Die Berechnung des strukturellen Verhaltens erfolgt mittels der Methode der Finiten Ele-
mente, auch kurz FEM genannt. Membranstrukturen miissen mit einem nichtlinearen Ver-
fahren behandelt werden, da die Struktursteifigkeit von der aktuellen Geometrie und den
Membrankriften abhéingt. Dabei ist eine inkrementell-iterative Vorgangsweise erforderlich,
wobei die Last in Schritten gesteigert und die gesuchte Gleichgewichtslosung durch Itera-

tion gefunden wird.

Ein wichtiges Ziel dieser Arbeit ist der Vergleich verschiedener Koppelungsmethoden zwi-
schen einem Fluid- und einem Finite-Elemente-Programm. Dabei sind gravierende Eingriffe
in die Struktur eines FE-Programms erforderlich, das fiir reine Strukturanalysen konzipiert
wurde. Als FE-Programm wurde dabei auf das Programm CARINA [1] zuriickgegriffen,
das am Institut fiir Leichtbau und Flugzeugbau der Technischen Universitdt Wien ent-
wickelt wird. Es handelt sich dabei um ein nichtlineares FE-Programm, das speziell fiir
die Analyse von Stabilitdtsproblemen von Schalenstrukturen entwickelt wurde. Eine Reihe
von Adaptionen war jedoch notwendig, um die Struktur-Fluid-Interaktion realisieren zu
kénnen. Die wesentlichen Entwicklungsschritte waren dabei:

a.) Implementierung eines Membranelementes mit der Moglichkeit von Faltenbildung,

b.) Implementierung eines Balkenelementes mit Vordeformation zur Simulation vorge-

spannter Strukturen,

c.) Implementierung nichtlinearer Koppelbedingungen zur Simulation von Segeltaschen,

102
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d.) Erweiterung des Gleichungslosers zur Behandlung von vollbesetzten unsymmetri-

schen Steifigkeitsmatrizen,
e.) Erweiterung auf instationire Probleme,
f.) Implementierung numerischer Dadmpfung,

g.) Implementierung eines PID-Reglers fiir das Abfliegen von Geschwindigkeitsprofilen.

Die Punkte a.) bis c.) werden in diesem Kapitel behandelt. Punkt d.) wird nicht n&her
erldutert, da die Umsetzung nur programmiertechnische Aspekte mit sich brachte. Die
Punkte e.) und f.) werden in Abschnitt 4 behandelt. Der Punkte g.) wird schliefilich anhand
der Modellbildung eines Hingegleiters, Abschnitt 5, beschrieben.

3.2 Formulierung eines Membranelementes mit Fal-

tenbildung

3.2.1 Isoparametrisches Element

Bei der Diskussion unterschiedlicher Verfahren zur Ermittlung aerodynamischer Krifte
wurde erwdhnt, dass sowohl fiir die Fluid- als auch fiir die Strukturanalyse die gleiche
Diskretisierung verwendet werden soll, da dies zu einem einfacheren Koppelungsschema
fithrt. Dazu war es notwendig ein isoparametrisches vierknotiges Membranelement mit bi-
lininearer Interpolation und drei Verschiebungsfreiheitsgraden je Knoten in CARINA zu
implementieren. Auf die detaillierte Formulierung des Membranelementes wird hier nicht
niher eingegangen. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet man zum Beispiel in den Arbei-
ten von Taenzer [37] oder Schrefler [8]. In Abbildung 3.1 ist das Element im globalen Raum
(globales Zg2-System) bzw. im Einheitsraum (rst-System) dargestellt. Die numerische In-
tegration erfolgt mit Hilfe der Integrationspunkte IP1 bis IP4. Im globalen Raum ist fiir
den Integrationspunkt IP3 ein lokales tangentielles Koordinatensystem mit den Richtun-
gen z, y und z eingezeichnet. Die lokale z-Achse verlduft dabei parallel zur r-Richtung des
Integrationspunktes. Die Elementsteifigkeitsmatrix sowie der Vektor der inneren Kréfte
werden in jedem Integrationspunkt im lokalen, tangentiellen zyz-System bestimmt. Vor
der Assemblierung der Beitrige der einzelnen Integrationspunkte erfolgt schliefilich die

Transformation auf das globale Zy2-System.
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Sk
2 1
[©] O
P2 IP1
r
t L
o o
IP3 P4
3 4

Abbildung 3.1: Isoparametrisches Element

Die vier Interpolationsfunktionen lauten

mo= 0+n(1+s) (3.1)
he = 0-r)(1+5) (3.2)
hs = %(1—@(1—5) (3.3)
hy = %(1+r)(1—s) (3.4)

Mittels dieser Funktionen werden sowohl die unverformte als auch die verformte Geome-
trie durch Interpolation beschrieben. Ein Ortsvektor der unverformten Ausgangsgeometrie
wird mit °F bezeichnet. In der verformten Struktur zum Zeitpunkt t ist die Position eines

Punktes durch ‘4 definiert. Fiir einen beliebigen Punkt innerhalb des Elementes gilt
4
Zp(rp,sp) Zﬁc (rp, sp) (3.5)

mit den Ortsvektoren fz der vier Eckknoten.

3.2.2 Spannungs- und Verzerrungsgroéflien

Die Formulierung des Elementes erfolgt in der Totalen-Lagrange-Betrachtungsweise. Bei
der Totalen-Lagrange-Formulierung dient der unverformte Ausgangszustand als Bezugssy-
stem. Als Verzerrungsmafl wird mit den Green-Lagrange-Verzerrungen operiert. Als ener-
getisch konjugiertes Spannungsmafl dienen die Piola-Kirchhoff-Spannungen zweiter Art

(PK2-Spannungen).
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Fiir die Berechnung der Verzerrungen miissen die Verschiebungen nach den Koordinaten-
richtungen differenziert werden. Um die Formulierung zu vereinfachen wird eine Koordi-
natentransformation vom globalen zyZz-System in ein lokales tangentielles vom jeweiligen
Integrationspunkt abhéngiges zyz-System durchgefiihrt. In der Abbildung 3.1 ist ein der-
artiges lokales System auf der linken Seite fiir den Integrationspunkt IP3 dargestellt. Die
Jakobi-Matrix in einem Integrationspunkt lautet

o oy
o o

J=| 2= 2 g | (3.6)
0 0 1

Der rechts hochgestellte Index 0 zeigt an, dass es sich um die undeformierte Geometrie

handelt. Die Determinante der Jakobimatrix ist

%% 0% %

Die partiellen Ableitungen nach den Richtungen x, y und z werden damit zu

|

% % a0

) vy _ Y9 0 AV
o | _ 1 o oo || 58
oy | = | —%% e B (3.8)
o] detJ; 0 01 50
8% ot

Fiir den Deformationsgradienten gilt nach Bathe [5]

&z 'z )
v [ 7
X = (V) = Jr 2r o (3.9)
oz 0z
% Y
mit 20
v = a_((); o =y (3.10)
80 t,
8%

Mit dem Deformationsgradienten ldsst sich der Cauchy-Greensche Deformationstensor be-

rechnen als
bC = EXTEX. (3.11)

Der Green-Lagrange Verzerrungstensor wird durch eine 3 x 3-Matrix beschrieben

1
b€ = 5(gc -1). (3.12)
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Der Green-Lagrange Verzerrungstensor ist symmetrisch und invariant gegeniiber Starrkorper-

rotationen. Die Voraussetzung linear elastischen Materialverhaltens fiihrt auf
0Sii = S5 + Cijki o€k (3.13)

mit eine Vorspannung im undeformierten Zustand von Sj; und dem Materialtensor C.

Die PK2-Spannungen sind keine physikalischen Groéflen, weil sie die Spannungen zum Zu-

stand ¢ auf die unverformte Konfiguration {z beziehen. Mit den Beziehungen

t
tTmn = iéxm,iésijéxn,j (314)
sowie . .
P
_——= 3.15
Op det{X (3:15)

werden die sogenannten Cauchy-Spannungen ermittelt, die dem physikalischen Begriff einer

Spannung entsprechen und sich auf den aktuellen Zustand ¢ beziehen.

3.2.3 Einfaches Faltenmodell fiir isotrope Membranen

Die Faltenbildung von Membranen ist zumeist ein lokales Phinomen mit kurzwelligem Fal-
tenmuster. Eine derart feine Modellierung, die diese Falten mittels FEM auflésen konnte,
ist fiir spezielle Probleme zwar zielfiihrend, aber fiir die Betrachtung gekoppelter Proble-
me meist ungeeignet. Nicht die Faltengeometrie sondern das Verhalten der Struktur ist
von Interesse. Steht die Membran allseitig unter Zug (keine Falten), dann wird die Form
der Membran durch die Interpolationsfunktionen beschrieben. Die Verzerrungen, die das
Membranmaterial erfihrt, konnen dabei direkt iiber die Knotenverschiebungen und die

Interpolationsfunktionen ermittelt werden.

Wird jedoch eine der Hauptnormalspannungen negativ, dann setzt die Faltenbildung ein.
Die Richtung der Falten verlduft dabei parallel zur Zugrichtung. Eine ideale Membran
verfiigt iiber keinerlei Biegesteifigkeit, und die Druckspannungen werden vollstindig abge-
baut. Gleichzeitig verschwindet auch die Membransteifigkeit quer zu den Falten (Druck-
richtung). Dieser Zustand ist naturgemaf mit einem isotropen Werkstoffverhalten und den
herkommlichen Elementverzerrungen nicht beschreibbar.

Aus diesem Grund wird in weiterer Folge bei gefalteten Bereichen zwischen den Element-
verzerrungen, welche durch die Knotenverschiebungen und die bilinearen Interpolations-

funktionen definiert sind, und den Verzerrungen in einem materiellen Punkt der Membran
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unterschieden. Die Elementverzerrungen kénnen bei einer Faltenbildung sehr grofl werden,
wobei die Verzerrungen und die Spannungen in der Membran in der Regel klein bleiben, da
die Membran durch eine Faltenbildung normal zur Druckrichtung ausweicht. Die Interpo-
lationsfunktionen beschreiben somit nur noch eine mittlere Lage der gefalteten Membran.

In Abbildung 3.2 ist dieser Zusammenhang dargestellt.
gefaltete Lage

mittlere Lage

Abbildung 3.2: Mittlere und gefaltete Lagen

Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens wird die lokale Faltenbildung auf Integrati-
onspunktebene durch spezielle Formulierungen erfasst, die entweder auf einem nichtlinea-
ren Materialgesetz basieren (Miller, [23], [24]) oder mit einer modifizierten Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehung arbeiten. Das in diesem Abschnitt vorgestellte Modell kénnte man
zur ersten Gruppe zidhlen, wihrend das viel allgemeinere Roddemansche Modell [33] der
zweiten Gruppe angehort und im nachfolgenden Kapitel behandelt wird.

Bevor das Faltenmodell im Detail dargestellt wird, ist noch eine kurze Beschreibung der
Ablaufe innerhalb des FEM-Programmes notwendig. Wie bereits an fritherer Stelle erwéhnt,
ist zur Losung des nichtlinearen Strukturverhaltens eine inkrementell-iterative Vorgangs-
weise notwendig. Die Lasten werden dabei in kleinen Inkrementen verdndert bzw. erhéht.
Durch eine Gleichgewichtsiteration wird die dazugehorige Deformation der Struktur ermit-
telt. Das strukturelle Verhalten der Membran hiingt von ihrem Zustand, i.e. allseitig unter
Zug oder Faltenbildung, ab. Dieser Zustand kann sich wiahrend der Iteration &ndern. D.h.
der Faltenalgorithmus muss in jeder Iteration den Zustand der Membran in den Integrati-
onspunkten kontrollieren. Diese Kontrolle erfolgt in zwei Schritten:

1.) Unter Annahme eines isotropen Membranverhaltens wird mittels der Elementverzer-

rungen der Spannungszustand in der Membran ermittelt,
2.) einen Kontrolle der Hauptnormalspannungen zeigt an, ob Faltenbildung vorliegt.

a.) Falls beide Hauptnormalspannungen positiv sind, dann herrscht allseitiger Zug.

Die fiir das Finite Element berechneten Verzerrungen entsprechen auch den Ver-
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zerrungen im Membranmaterial. Die mittlere Lage stimmt mit der tatséchlichen
Lage iiberein. Der unter Punkt 1.) berechnete Spannungszustand ist giiltig, und

die Analyse setzt an einem anderen Integrationspunkt fort.

b.) Falls eine der beiden Hauptnormalspannungen negativ ist, dann liegt eine Fal-
tenbildung vor. Die Verzerrungen, die unter Punkt 1.) fiir die Berechnung der
Spannungen herangezogen wurden, sind Werte der mittleren Lage. Die tatséchli-
chen Verzerrungen und Spannungen der gefalteten Membran sind zunéichst noch
unbekannt und miissen vom Faltenalgorithmus fiir jeden Iterationsdurchgang

neu berechnet werden.

In [8] wird ein Faltenmodell beschrieben, das in einem iterativen Verfahren die negativen
Hauptnormalspannungen innerhalb der Membran eliminiert. Die ersten Iterationschritte
erfolgen mit einer linear elastischen Membran, die auch Druckspannungen iibertragen kann.
Mit diesem Modell wurden in [8] Airbags analysiert.

Im Fall der schwach gekriimmten Membran einer Tragfliche ist diese Vorgangsweise proble-
matisch, weil die in den ersten Iterationschritten entstehenden Druckspannungen bereits zu
Stabilitdtsproblemen fiithren. Der hier vorgestellte Algorithmus ldsst von Beginn an keine
Druckspannungen zu. Ferner wird die Materialmatrix angepasst und dadurch die Konver-

genz verbessert.

An dieser Stelle ist noch die Frage zu kldren, mit welchem Spannungsmaf} der Faltenalgo-
rithmus arbeiten soll. Taenzer[37] empfiehlt die Verwendung von Cauchy-Spannungen, spe-
ziell dann, wenn sehr grofle Verzerrungen der Membran zu erwarten sind. Die Segeltiicher,
die bei Hangegeleitern zum Einsatz kommen, haben eine relativ hohe Membransteifigkeit,
sodass die Fliigeldeformationen in erster Linie auf die Verformung der Aluminium-Struktur
zuriickzufiithren sind. Eine lokale hochwellige Faltenbildung ist zwar bei jedem Héngeglei-
ter zu beobachten, doch bleiben aufgrund der unterstiitzenden Fliigelstruktur auch die

Verzerrungen, die fiir die mittleren Lagen berechnet werden, klein.

Unter diesen Voraussetzungen ist der Unterschied zwischen PK2- und Cauchy-Spannungen,
die durch eine Drehtransformation (Starrkérperrotation) in die Ausgangslage zuriickrotiert
werden, gering. Das in diesem Abschnitt diskutierte einfache Faltenmodell arbeitet daher
niherungsweise mit PK2-Spannungen. Dabei besteht das primére Ergebnis des Faltenalgo-
rithmus in der Feststellung, ob Faltenbildung auftritt und wenn ja, in welcher Richtung die
Falten orientiert sind. Bei einem Vergleich des einfachen Modells mit dem aufwendigeren
Verfahren nach Roddeman, welches mittels Cauchy-Spannungen formuliert wird, zeigt sich

schliefllich, dass beide Faltenmodelle fiir den Fall einer isotropen Membran zum identischen
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Strukturverhalten fiihren. Diese Erkenntnis gilt bei grolen Verzerrungen auch dann, wenn
die in die Ausgangslage rotierten Cauchy-Spannungen deutlich von den PK2-Spannungen
abweichen. Der Grund dafiir liegt einfach darin, dass die Falten sich stets nach den Rich-
tungen der Spannungshauptachsen orientieren. Durch die Drehtransformation wird eine
Faltenlage, die mittels Cauchy-Spannungen ermittelt wurde, in jene Position gedreht, die
mittels den PK2-Spannungen berechnet worden wére. Beide Spannungsmafle sind daher
im Falle einer isotropen Membran zum Aufspiiren von Falten in gleicher Weise geeignet.

Zunichst werden die Hauptnormalspannungen 6§ und 6§ und die zugehérigen Richtungen
1 und @9 unter der Annahme eines linear elastischen Materialverhaltens bestimmt, siehe
[31]. Der Querbalken soll dabei andeuten, dass es sich um Spannungen der mittleren Lage
handelt. Die Bezeichnung der Hauptnormalspannungen erfolgt derart, dass ¢ stets grofer

bzw. gleich 5¢ ist.

Oy + O 1
5%52 =— 2 ok 2 (Gae — Oyy)? + 453, (3.16)
9%
tan 2, = %, Y2 =1+ z- (3.17)
Ozz — Oyy 2

Drei Falle konnen dabei fiir den Zustand der Membran unterschieden werden.

1.) 688 > 0 ... Zug in beiden Richtungen,
2.) 3¢ < 0 ... Druck in beiden Richtungen,

3.) ¢ > 0und 6 <0 ... Zug und Druck.

Im Fall von 1.) war die Annahme des linear elastischen Verhaltens korrekt und die Span-

nungen der mittleren Lage kénnen beibehalten werden, oy = ¢¢! und oy = 7§

Der Zustand 2.) sollte wenn méglich nie auftreten, weil die Form der Membran unter all-
seitigem Druck nicht mehr definiert ist. Es gilt daher: o; = 0 und o9 = 0. Durch besondere
MafBnahmen kénnen aber auch solche Zusténde ohne numerische Probleme durchlaufen
werden. Néheres dazu im Abschnitt 3.2.7.

Der Zustand 3.) ist der interessanteste und auch gleichzeitig der giangige Fall der Falten-
bildung. Die Membran steht in einer Richtung unter Zug und wirft hochwellige Falten.
Der tatséichliche Spannungszustand in der gefalteten Membran ist allerdings nicht einfach
durch o1 = ¢ und g, = 0 gegeben, da die Spannungskomponenten iiber den Poisson-
Effekt gekoppelt sind. Es ist daher erforderlich, zunéchst die Dehnungen in Richtung der
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Spannungshauptachsen &; und &5 zu ermitteln.

— 1 -V =€
S = = W
& | =5 = 0 o (3.18)
0 0 0 1 0

mit dem isotropen Elastizitdtsmodul £ und der Poisson-Zahl v. Aufgrund der Faltenbil-
dung liegt jedoch ein einachsiger Spannungszustand vor, und die Dehnung &5 der mittleren
Lage hat keine Aussagekraft mehr. Die tatséchliche Dehnung quer zu den Falten ergibt

sich zu:

€1 = & (319)

€9 = —VE = —VE] (3.20)

Mit diesen modifizierten Dehnungen werden schliellich die tatsidchlichen Membranspan-

nungen o1 und o9 berechnet.

Durch die Faltenbildung wird das isotrope zu einem orthotropen Material, mit Ortho-
ropieachsen in Richtung der Spannungshauptachsen: ¢, ¢s. Die einfachste Methode zur
Anpassung der Steifigkeit wire das Nullsetzen aller Komponenten der Elastizitdtsmatrix
mit Ausnahme der Steifigkeit in Zugrichtung.

E 00
EZs=1| 0 00 (3.21)
000

Dabei ist die Matrix in einem lokalen System definiert, das mit den Richtungen der Span-
nungshauptachsen korrespondiert. Dies wird durch den Index 12 angedeutet. Sie muss
anschlieffend in das globale Koordinatensystem zuriickgedreht werden. Die Vorgangsweise
kann dabei aus der Laminattheorie iibernommen werden, [31]. In Abbildung 3.3 sind die
Richtungen des Hauptachsensystems und des lokalen Koordinatensystems angegeben. Die

Drehtransformationsmatrix lautet fiir den zweidimensionalen Fall:

2 s? 2cs (—01)
c = cos (—
T=| & & —2cs mit i 901) (3.22)
s =sin (—
—cs c¢s (?—s?) &
Damit wird die modifizierte Steifigkeitsmatrix im xyz-System zu:
E)r(ri,od =T Eir?od TT (323)
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Abbildung 3.3: Faltenwinkel

Allerdings liefert eine Matrix nach (3.21) sehr schlechte Konvergenzeigenschaften. Im Ver-
gleich dazu wird in der Arbeit von Schrefler [8] die Steifigkeit der Membran in den ge-
falteten Gebieten iiberhaupt nicht reduziert, wihrend die Elementspannungen sehr wohl
in einen einachsigen Zustand iibergefiihrt werden. Auch dies fithrt zu einer langsamen
Konvergenz, da die Ungleichgewichtskrifte quer zu den Falten sehr gering sind, jedoch
mit der unveréinderten isotropen Materialmatrix iteriert wird. In [23] und [24] werden die
Materialmatrizen fiir den ungefalteten (D) und den gefalteten (Dyw) Bereich angegeben

o [(1voo L (204P) 0 Q
Dr=-——|v1 0 |, Dw=7 0 21-P) Q (3.24)
00 L 0 o 1
mit
P=cos2a=""2"°W  (Q—gin2a=_1_ (3.25)
E1 — &2 €1 — &2

Zur Bestimmung von Dy gehen Miller et al. zunéchst von einer vollbesetzten symmetri-
schen Matrix Dy mit sechs unbekannten Elementen aus: drei Gleichungen zur Transfor-

mation der Verzerrungen sowie den beiden Bedingungen fiir die Faltenbildung

1 1
Epg = 5(1 + P)ey + 5(1 — P)ey (3.26)
1 1
Eyy = 5(1 — P)81 + 5(1 + P)EQ (327)
Yoy = Q€1 — Qe (3.28)
o1 = ESl (329)

Mit diesen fiinf Gleichungen ist das System noch nicht eindeutig festgelegt, und es wird
ein Matrixelement Dy ;5 bzw. Dy, gleich Null gesetzt. Diese Annahme wird zwar laut

[23] durch Versuche untermauert, ist aber physikalisch nicht vollsténdig erklédrbar.
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In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Weg beschritten. Der eigentliche Grund fiir
die numerischen Schwierigkeiten bei der Verwendung der Matrix nach (3.21) ist im Itera-
tionsschema bzw. im Faltenalgorithmus selbst zu finden. Am Ende eines Iterationsdurch-
gangs ¢ werden die Ungleichgewichtskréifte und die Struktursteifigkeit berechnet, wobei
die korrigierten Membranspannungen und die reduzierten Materialmatrizen nach (3.21)
einflieBen. Mit der Steifigkeitsmatrix und den Ungleichgewichtskréften wird das néchste
Verschiebungsinkrement der Iteration 7+ 1 ermittelt. Daraus lassen sich wiederum die Ver-
zerrungen der mittleren Lage berechnen. Werden diese Verzerrungen in die Richtungen
der Spannungshauptachsen der i-ten Iteration transformiert, dann erhilt man in der Re-

gel Werte fiir alle drei Komponenten eines ebenen Verzerrungszustandes: ‘s"lflli, 5122;

7;2;1, Die Indices 1° und 2¢ beschreiben dabei die Richtungen der Spannungshauptachsen

und

der vorhergehenden Iteration. Werden diese Komponenten schlieflich mit der degenerier-
ten Materialmatrix nach (3.21) multipliziert, erhdlt man wiederum nur einen einachsigen

Spannungszustand.

Der Faltenalgorithmus wihlt allerdings zur Bestimmung der Spannungen einen anderen
Weg. Es werden zunéchst unter Annahme einer linear elastischen Membran die Spannun-
gen der mittleren Lage bzw. die neuen Richtungen der Spannungshauptachsen bestimmt.
Dannach wird der Spannungszustand in den gefalteten Gebieten wiederum in einen ein-
achsigen Zustand iibergefiihrt. In der Regel unterscheiden sich die auf unterschiedlichem
Weg berechneten Ergebnisse vorwiegend in der Richtung der Spannungshauptachsen, da
die nach (3.21) degenerierte Materialmatrix eine Rotation der Spannungshauptachsen nicht
erfassen kann. Diese Abweichungen fiihren zu einer unbefriedigenden Konvergenzrate. Die
Reduktion der Materialmatrix nach (3.21) erzeugt wihrend der Gleichgewichtsiteration zu
grofle Verschiebungsinkremente. Die Korrektur schiefit iiber das Ziel hinaus. Dabei tritt
hiufig die Situation auf, bei der die Iterationsergebnisse um den Gleichgewichtszustand

oszillieren und die Abbruchschranke nie erreicht wird.

Durch die Einfiihrung einer kiinstlichen Schubsteifigkeit kann das numerische Verhalten des
Verfahrens deutlich verbessert werden. Diese Schubsteifigkeit muss dabei so gewéhlt wer-
den, dass die Schubverzerrung "y@l, (Schubverzerrung der i+ 1-ten Iteration, bezogen auf die
Richtungen der Spannungshauptachsen der Iteration ¢) bei beiden Materialmodellen (de-
generiert bzw. linear elastisch) zur gleichen Richtungsinderung der Spannungshauptachsen

fiihrt.

In der Abbildung 3.4 ist das Verfahren zur Bestimmung der Schubsteifigkeit graphisch
dargestellt. Mittels der beiden Hauptnormalspannungen ¢ und 6§ des linear elastischen
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Abbildung 3.4: Mohr’scher Spannungskreis

Systems wird der griéfere, strichlierte Mohr’sche Spannungskreis gezeichnet. Durch die
Faltenbildung erfolgt ein Ubergang auf einen einachsigen Spannungszustand, und man
erhélt den durchgezogenen Kreis, der wegen o9 = 0 durch den Ursprung verlauft. In diesem
Zustand wird eine fiktive Schubspannung der Form A7¢ eingebracht,

E
V) 125 (3 3 )

AT = =
2(1 +

die aus einer kleinen Schubverzerrung Ao (entsprechend einer Verzerrung 7;;”211 der mitt-
leren Lage) und dem linear elastischen Materialgesetz folgt.
Ist diese Schubspannung klein, dann werden in erster Ndherung nur die Richtungen der

Spannungshauptachsen um den Winkel 3 rotiert (Winkel zwischen Abszisse und Linie c).

ATe
B=—0——=a (3.32)

07 09

Die Werte der Hauptnormalspannungen ¢ und 6§ bleiben dabei nahezu unveréindert.
Damit die Richtungen der Spannungshauptachsen im Falle des einachsigen Spannungszu-
standes (Abb.3.4, durchgezogener Kreis) ebenfalls um den Winkel S rotiert werden, muss

eine Schubspannung der Grosse A7 aufgebracht werden.

In der Abbildung 3.4 ist dies durch die beiden Parallelen ¢ und b angedeutet. Die Linie a
verlduft durch den Mittelpunkt des strichlierten Kreises und den Punkt (o¢, Ar¢). Ver-
schiebt man diese Linie nach b in den Mittelpunkt des durchgezogenen Kreises und bildet
an der Stelle o; den Schnittpunkt mit einer vertikalen Linie, dann erhilt man die Schub-

spannung A7. Sie ist somit jene Schubspannung, die benétigt wird, um die Orientierung
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des einachsigen Spannungszustandes bzw. die Falten um den Winkel 5 zu drehen.

E A (o]
21+ v)" i — o

AT = (3.33)

Aus diesem Zusammenhang lisst sich die kiinstliche Schubsteifigkeit G einer Membran

fiir die Hauptachsenlage direkt ablesen:

FE g1 01
GM = =G 3.34
2(1+v) ot —agl ¢t — g8 (3.3)
und die Materialmatrix wird zu
E 0 0
EZ =| 00 0 : (3.35)
0 0 G

~el__ =e
01 — 0y

Dieses Materialgesetz, das fiir die Hauptachsenlage definiert ist, muss durch Drehtransfor-
mationen wieder in das globale Koordinatensystem rotiert werden. Anhand der Gleichung
(3.34) ist zu sehen, dass die Schubsteifigkeit nicht wie die Quersteifigkeit schlagartig beim
Auftreten von Falten verschwindet, sondern kontinuierlich abnimmt. Durch diese neuartige
Formulierung des Schubmoduls wird das numerische Verhalten deutlich verbessert, und es
wird nach wenigen Iterationen ein Gleichgewichtszustand gefunden. Die Einfithrung des
kiinstlichen Schubmoduls hat Neuheitswert. Das Materialverhalten ist dabei vom Span-

nungszustand abhingig.

3.2.4 Faltenmodell nach Roddeman

In der Arbeit von Taenzer [37] wird ein kurzer Uberblick iiber die unterschiedlichen Fal-
tenmodelle gegeben. Eine sehr allgemeiner Formulierung der Faltenbildung stellt das Ver-
fahren von Roddeman [33] dar, welches ebenfalls in [37] ausfiihrlich beschrieben wird. Die
Formulierung der Faltenbildung iiber ein nichtlineares Materialverhalten entspricht nicht
der tatsdchlichen Physik. Eine Membran mit Falten kann durchaus ein lineares Mate-
rialverhalten aufweisen, wihrend das Gesamtverhalten der Struktur nichtlinear ist. Die
urspriingliche Idee von Wu [39] besteht darin, eine zusitzliche Grofle, ndmlich die Fal-
tendehnung, einzufiihren. Das Verfahren von Roddeman gliattet gefaltete Bereiche durch
eine fiktive Streckung und ermittelt dann fiir diesen Zustand die Spannungen. Diese fiktive
Glattung kann durch zwei Parameter, ndmlich dem Faltenwinkel und dem Streckparameter

definiert werden.
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Im folgenden Abschnitt wird die Funktionsweise das Verfahrens erlautert. In Abbildung 3.2
ist die Membran in ihrer mittleren bzw. gefalteten Lage dargestellt. Die Finiten Elemente
beschreiben dabei nur die mittlere Lage. Die Spannungen und Verzerrungen der mittleren
Lage werden durch einen Querbalken iiber den Symbolen gekennzeichnet. Die Formulie-
rung des Faltenmodells erfolgt iiber Cauchy-Spannungen. Der entsprechende Tensor lésst
sich iiber die PK2-Spannungen ermitteln. Mit der Gleichung (3.9) wurde der Deformati-
onsgradient definiert und nimmt fiir die mittlere Lage folgende Form an:

oX=(V'z)" (3.36)
Mit dem Cauchy-Green-Deformationstensor
IC =X "tX. (3.37)

wird der Green-Lagrange-Verzerrungstensor der mittleren Lage zu

1. —
fe=5(,C -~ 1). (3.38)

Uber das Materialgesetz (3.13) erhilt man schlieflich die PK2-Spannungen der mittleren
Lage

'S=8S"+Cle (3.39)
mit der Vorspannung S'. Daraus folgt mit Gleichung (3.14) der Cauchy-Spannungstensor

der mittleren Lage:

1 T,
7= IXTESEX. (3.40)

det 5X°
Zur einfacheren Behandlung wird der Deformationsgradient in eine orthogonale Drehmatrix

!R und eine symmetrische Streckmatrix jU zerlegt.
X = {UIR (3.41)

Die Zerlegung, die auf ein Eigenwertproblem fiihrt, ist ausfiihrlich in [5] beschrieben. Die
Matrix U ist folgendermafen besetzt

Uy Uszy 0
U=1| Uy Uy, 0 (3.42)
0 0

T = —iR ;U {S{UR (3.43)
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und kann mit

71—
‘RS =R (3.44)
umgeordnet werden zu
=R _tR=tRT L gy
T = RT;R = —, U, S, U. (3.45)
det U

Der Tensor 7% der Gleichung (3.45) stellt die in die Referenzlage zuriickgedrehten Cauchy-

Spannungen der mittleren Lage dar.

Fiir diese Referenzlage werden die Hauptnormalspannungen ermittelt, und es wird kontrol-
liert, ob Faltenbildung vorliegt. Die Hauptnormalspannungen ¢ und 5 werden dabei mit-
tels der Gleichung (3.16) ermittelt. Roddeman unterscheidet dabei verschiedene Zustéinde:

a.) allseitiger Zug: Der aktuelle Zustand ist zulissig,

b.) homogene Faltenbildung: Einachsiger Zug mit Falten, die sich parallel zur Zugbean-
spruchung ausbilden,

c.) allseitiger Druck: regellose Faltenbildung (schlaffe Membran).

Die Punkte a.) und c.) sind einfach zu behandelnde Fille, wihrend b.) einer besonderen Be-
handlung bedarf. Die gefalteten Bereiche werden durch den sogenannten Roddeman’schen

Strecktensor der Form
iX = EXUR; U" = (I + Biyi;) (3.46)

glattgezogen. Der Einheitsvektor 7i; zeigt dabei in die Richtung der Faltenbildung und
ist der Faltenparameter, der die Differenz eine Faserlinge der mittleren und der gefalteten
Lage, bezogen auf die Faserlinge der mittleren Lage angibt; siehe auch Abbildung 3.5
1—1
8= (3.47)

| ‘

Die Streckung in den beiden Richtungen 7i; und 7, lauten nach [37]
Squer = ﬁ{(l + ﬁﬁlﬁ?) m=1+p (3.48)

und
Slings = ﬁg(I + 577?:17:5?) ﬁZ =1 (349)

Wird in weiterer Folge die Vektor 7i; in die Referenzlage gedreht, dann gilt fiir {X

'YX =TI+ BN N;T)R (3.50)
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gefaltete Lage
n,
mittlere i‘
n,
I
Abbildung 3.5: Faltenparameter
mit
Ny = iRit,. (3.51)

Wobei §U(I 4+ SN;N;T) kein Strecktensor mehr ist, da laut [37] Nt keine Hauptrichtung
des Strecktensors {U darstellt. Damit kennzeichnet N7 nur niherungsweise die Referenz-
richtung der Faltenbildung.

Fiir die Betrachtung der Faltenbildung sind nur noch die Strecktensoren in der Referen-
zebene ausschlaggebend. Durch die Rotation in die Referenzlage wird daher die Faltenbe-
rechnung in weiterer Folge als zweidimensionales Problem behandelt. Der Vektor M liegt

in der Referenzebene und der Strecktensor U fiihrt nur zu Verzerrungen in der zy-Ebene.

Mittels des Faltenwinkels ¢ lassen sich die beiden orthogonalen Vektoren N; und N, defi-

le(sw); sz(_.cow) (3.52)
cos ¢ sin ¢

Die Green-Lagrange-Verzerrungen fiir den gestreckten Zustand sind

nieren als

1 o e —
be = e+ 528+ BHSUN,N{U. (3.53)

Diese Verzerrungen sind somit abhéngig von den Werten der mittleren Lage und von den
Faltenparametern ¢ und . Durch die Faltenbildung werden Druckspannungen abgebaut.
Die Richtungen der Spannungshauptachsen miissen mit den Richtungen 7i; und 7, iiberein-
stimmen, und die Druckspannungen (sowie die Schubspannungen) im 7i; 7io-System miissen
verschwinden.

At srii; =0 (3.54)

At rity = 0. (3.55)
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Die Gleichungen (3.54) und (3.55) sind in der aktuellen Lage definiert. Durch eine Trans-
formation in die Referenzlage wird wieder der Ubergang auf die 2d-Formulierung erreicht.
Mit den Gleichungen (3.40) und (3.50) kann fiir die transformierten Cauchy-Spannungen

1

M=!RrR = —————
(14 B)det §U

(I+ BN NT)EUES (5)s U + BN NY ). (3.56)
geschrieben werden, mit {S als den PK2-Spannungen der gestreckten Konfiguration. Mit
(3.54) und (3.55) erhilt man ein nichtlineares Gleichungssystem fiir ¢ und 8. Nach einigen
Umformungen erhélt man schliefllich

NItUES = 0. (3.57)

Gleichung (3.57) kann mittels Newton-Raphson-Verfahren iterativ gelost werden. Die de-
taillierte Vorgangsweise ist zum Beispiel in [37] beschrieben. Taenzer fiithrt zusétzlich noch
einen Parameter A zur Steuerung der Faltenbildung ein, durch den ein kontinuierlicher
Ubergang der klassischen Theorie, die Druckspannungen erlaubt, zur korrigierten Theorie
erfolgt.

NI(R -3 =0, o0<A<1 (3.58)

Fiir A = 0 erhélt man die Roddeman-Bedingung (3.57). Fiir A = 1 folgt 8 = 0 und man
erhélt die Losung der klassischen Theorie mit Druckspannungen in der Membran. Lisst
man A Werte von null bis eins durchlaufen, dann kann ein stetiger, leicht kontrollierbarer
Ubergang vom ungefalteten in den gefalteten Zustand simuliert werden. Ferner kann durch
sehr kleine A\-Werte eine verschwindende Drucksteifigkeit quer zur Faltenrichtung realisiert
werden, die ein Kollabieren des Elementes vermeidet. Fiir die iterative Losung wird diese

Gleichung wieder umgeformt, und man erhalt
— J— — _ ], —— ]_ — — J—
NItULS — ANT gUgngm(I + BN, NIT ™ =0 (3.59)

Das Newton-Raphson-Verfahren kann zum Beispiel direkt von [29] iibernommen werden.
Formal kann dieses nichtlineare Gleichungssystem angeschrieben werden als:

(B \_ ([0
e=(560)-(0) 50

B=(p, )" (3.61)

Je=1| 35 of (3.62)

98 By

Mit

und



KAPITEL 3. STRUKTURANALYSE 119

gilt
F(R+0B) = F(B) + IndR + O(RY). (3.63)
Werden die Terme héherer Ordnung O(SR?) vernachlissigt und wird F(R + §R) = 0

gesetzt, dann kann § R bestimmt werden. Das Verfahren benotigt Startwerte fiir ¢ und 5.

Mit ihnen werden Jg und F' berechnet und die Korrekturwerte bestimmt.

SR=-J3'F (3.64)

~

Schliefflich erhélt man die neuen Werte von ¢ und g durch Aktualisierung von R
NRneu = NRalt + 5NR (365)

In der vorliegenden Arbeit wurden ausschliellich isotrope Membranen analysiert. Ein Start-
wert fiir ¢ ist dabei aus den Hauptachsenrichtungen des PK2-Tensors ermittelbar. Fiir 3

ist Null ein brauchbarer Startwert.

Sind ¢ und g bekannt, dann kann mittels Gleichung (3.53) der korrigierte Green-Lagrange-
Verzerrungstensor je bestimmt werden. Die PK2-Spannungen einer isotropen vorgespann-

ten Membran sind dann beispielsweise

Sww S;'}x 15;2 1I:€2 0 Cra
_ v vE E
Syy - Syy + 12 112 0 Eyy : (3.66)
v E

Diese Werte flieflen in die Bestimmung der geometrischen Steifigkeit und in die Berechnung

der inneren Krifte ein.

Bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix muss, wie im Abschnitt zuvor, der ge-
faltete Zustand beriicksichtigt werden. Unterschiedliche Wege sind dabei méoglich. In [37]
wird eine Methode zur exakten Formulierung der Steifigkeitsmatrix angegeben, wobei die
numerische Umsetzung sehr aufwendig ist und vor allem die Fehlersuche (Debugging) in
vertretbarer Zeit nicht moglich war. Roddeman fiihrt in [33] eine numerische Differen-
tiation der Elementkriifte nach den einzelnen Verschiebungsfreiheitsgraden des Elementes
durch und bestimmt auf diese Weise die Elementsteifigkeitsmatrix. In der vorliegenden
Arbeit wird ein dritter, sehr einfacher Weg beschritten. Die degenerierte Matrix aus dem
vorhergehenden Abschnitt kommt dabei zum Einsatz. Aus Gleichung (3.57), die in der
Referenzlage formuliert ist, kann die Richtung der verschwindenden Steifigkeit mit ]\71T tU

angegeben werden. Damit ist die Ausrichtung eines orthotropen Materials definiert.
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Tabelle 3.1: Membran-Schubfeld

Steifigkeit Eh 10000%
Poisson-Zahl v 0.4
Anfangsdehnung &7, 10%

Belastung F..y 1000V

Die Materialmatrix kann in folgender Form angeschrieben werden:

E 0 0
E,=| 00 0o |. (3.67)
00 GM

Der Schubmodul wird dabei iiber die Hauptnormalspannungen der PK2-Tensoren der mitt-
leren bzw. der korrigierten Lage definiert und lautet:

E St
21+v) 85 -85

Die Materialmatrix (3.67) muss, wie im vorherigen Abschnitt, wieder ins xyz-System

GM =

(3.68)

zuriickgedreht werden. Bei grofien Verzerrungen, d.h. starker Faltenbildung, wird der Term
S5 in Gleichung (3.68) dominieren und den Schubmodul zum Verschwinden bringen. Glei-
chung (3.68) stellt keine exakte Vorgangsweise dar. Fehler werden aber durch das iterative
Verfahren eliminiert. Obwohl das Verfahren von Roddeman grundsétzlich auch fiir anisotro-
pe Werkstoffe konzipiert wurde, sind in der vorliegenden Arbeit nur isotrope Membranen
analysiert worden. Beispielsweise gilt (3.68) nur fiir isotrope Werkstoffe. Auch die Start-
werte des Newton-Raphson-Verfahren beruhen auf diesen Annahmen.

In Abbildung 3.6 sind Ergebnisse einer Schubfeldberechnung mit beiden Faltenmodellen
dargestellt. Das Schubfeld ist im unverformten Zustand quadratisch, mit einer Kantenléinge
von einem Meter. Die Profile sind in den Ecken gelenkig verbunden und nahezu starr. Die
weiteren Daten der Anordnung sind in Tabelle 3.1 angefiihrt. Die Membran ist im unbe-
lasteten Zustand mit einer Dehnung von 10% in z-Richtung vorgespannt. Abbildung 3.6
zeigt zundchst das Last-Verschiebungsdiagramm des Schubfeldes. Es wurde mit dem Fal-
tenmodell nach Abschnitt 3.2.3, welches auf der Verwendung von PK2-Spannungen basiert,
sowie mittels Roddeman-Modell ermittelt. Die beiden Verfahren liefern identische Ergeb-
nisse, obwohl sie zur Bestimmung der Falten unterschiedliche Spannungsmafle heranziehen.
Fiir drei Zustinde sind die Form des Schubfeldes sowie die Richtung der Falten iiber die
Cauchy-Spannungshauptachsen dargestellt:
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Verschiebungen lautet

1
t ottt b,
0€ij = 5 (oum + oUji + Ouk,zoulm)

mit 0
O(bwi —"mi) 4
8%]-

t _ t, .k

juj = (oo — x7).

i=1,2,3
j=1,2,3
k=1,2,3

122

(3.69)

(3.70)

Zur Bestimmung der Steifigkeitsmatrix werden Operatormatrizen definiert, die die Zusam-

menhénge zwischen den Verzerrungen und den Knotenverschiebungen beschreiben (lineare

Verzerrungs-Verschiebungs-Transformation).

0B, =By + 6B

mit
( hip 0 0 hoy
0 hig O 0
‘B, = 0 0 0 0
hig hiy 0 hop
0 0 hig O
\ 0 0 hig O
wobei
_ Oy,
kj = ao—xj
( lirhig loy hig I31 h1 l11 hop
l12 h1 o log 1 I32 12 l12 ho o
0 0 0 0
BBLl = | (lhhigt (lahigt (s higt (lin hopot
haohii)  laohin)  lsahiy)  liahop)
l13 hi1o laz h1 l33 12 li3 hapo
\ lishig laz hij l33 h1 li3 hop
mit

o O O O

has )

0

l31 byt
l32 hao
0
(I1 hao+
Isg hy1)
ls3 hyo)

l33 ha1 )

4
lij = Z hk’juf; N = Anzahl der Knoten.
k=1

Die nichtlineare Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix lautet

By, 0 0
BBNL = 0 BBNL _0
0 0 BBNL

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)
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mit
hip 0 0 hyy -+ ha; 0
0By =1 hia 0 0 heo -+ hao |; 0=10
hiz 0 0 hyz -+ hyg 0

Die zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungsmatrix und der Vektor der Spannungskomponen-
ten sind definiert als:

.S 0 0 000
'SS=| 0 ¢S 0 |; O0=[o000 (3.75)
0 0 S 000
88T = [£S11 £S5 0 5S15 0 0] (3.76)
_ 6511 6512 0
BS == 8521 6822 0 (377)
0 0 0

Damit lassen sich die Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix sowie der Kraftvektor angeben,

wobei die Tangentensteifigkeit ;C beispielsweise aus (3.35) gewonnen wird:

bkl = KVZBBEOCBBLdVol (3.78)
o =[BRS iBy (3.79)
s = ngBEngVoz (3.80)

Die konsistente Massenmatrix lautet:

oMy oMMy (IMly3 Mgy

oMyy Moy (Mg,

om® = B (3.81)
symm. M3z oMMy
0Ty
wobei
mi]’ 0 0
oly; = 0 my; O ; mij=0p/ hih;dVol
V6l

0 0 mi;
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3.2.6 Membranstabilisierung

Die ideale Membran hat im spannungsfreien Zustand keinerlei Steifigkeit in Richtung der
Flachennormalen. In einer 3d-FE-Analyse fiihrt dies sofort zu einer singuldren Steifig-
keitsmatrix. Ferner konnen vereinzelt Bereiche in Membranen auftreten, die eine regellose
Faltenbildung zufolge negativer Hauptnormalspannungen aufweisen. Auch in diesem Fall
kann eine singuldre Systemmatrix die Folge sein. In den beiden folgenden Abschnitten wird

erlautert, wie die dabei auftretenden numerischen Probleme vermieden werden kénnen.

Vorspannen der Membran

Neben der Form der Membranfléche hat der Benutzer des FE-Programmes die Moglichkeit,
im jeweiligen lokalen Elementsystem eine Vorspannung zu definieren. Diese Vorspannung
fiihrt bereits bei der unverformten Struktur zu Membrankriften, die in der ersten Iteration
des ersten Inkrementes der Analyse nicht mit dufleren Kriften im Gleichgewicht stehen.
Die daraus resultierenden Ungleichgewichtskrifte sind unter Umsténden grof und kénnen
nicht von Beginn an fiir die Iteration herangezogen werden, zumal die dufleren Kréfte
schrittweise aufgebracht werden. Aus diesem Grund wird der Vektor der inneren Krifte,
der bei unverformter Geometrie nur von den Vorspannungen abhingt, mit umgekehrtem
Vorzeichen als zusétzlicher Lastvektor abgespeichert und in weiterer Folge schrittweise bis
auf Null reduziert. Damit kann von beliebigen Membranformen gestartet werden. Wird die
Membran durch eine steife Struktur gestiitzt, dann bleibt die Vorspannung erhalten. An-
dernfalls kann die Vorspannung vollig verloren gehen. In diesen Féllen miissen die &ufleren

Lasten die Stabilisierung iibernehmen.

3.2.7 Overlay

Analysen haben gezeigt, dass Membrantragflichen, wie etwa Héngegleiter, die keinen stei-
fen Stiitzapparat aufweisen, in manchen Bereichen des Fliigels die Segelspannung verlie-
ren konnen. Sobald jedoch ein Knoten auch nur in einer Richtung keine Steifigkeit mehr
hat, wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix singulédr. Es hat sich dabei bew#hrt, der tragenden
Membran eine weitere Membran zu iiberlagern, deren Membransteifigkeit £hA um rund
fiinf Grolenordnungen kleiner ist als jene der Originalmembran, um das globale Verhalten
nicht wesentlich zu beeinflussen und eine ausreichend hohe Anfangsdehnung von mehreren
Prozent zu ermoglichen. Diese Dehnung kann so gew#hlt werden, dass wihrend der Bela-
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Y

! ;

Abbildung 3.7: g-e-Diagramm im Overlaymodus

stung keine Druckspannungen auftreten. Der gleiche Effekt konnte auch in einem Element
durch die Verwendung einer geeigneten bilinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung erzielt
werden, wie sie schematisch in Abbildung 3.7 fiir einen einachsigen Spannungszustand
dargestellt ist. Die Dehnung & ist dabei die Anfangsdehnung der Overlay-Membran.

3.3 Formulierung eines Balkenelementes fiir Membran-

fliigel

3.3.1 Anforderungen an das Element

Zur Modellierung von Membranfliigeln sind neben den Membranelementen auch noch Bal-
kenelemente erforderlich, mit denen das Gerippe bzw. der Stiitzapparat modelliert werden
kann. Die instationire Analyse kann jedoch zu beliebig groflen Rotationen des frei fliegen-
den Membranfliigels fiihren. Bei der Formulierung der Balkenelemente muss dieser Aspekt

beriicksichtigt werden.

Ferner wird bei Héngegleitern die Segelspannung durch elastisch deformierte Balkenstruk-
turen aufrecht erhalten. Abbildung 3.8 zeigt den Aufbau eines Fliigels. Bei konventionellen
Héngegleitern ist das Seitenrohr aus Aluminium und im unbelasteten Zustand gerade.
Manche Fliigel verfiigen iiber sogenannte Randbdgen, die aus faserverstéarktem Kunststoff
(GFK oder CFK) bestehen und beim Aufbau der Tragfliche durch spezielle Vorrichtun-
gen gespannt werden. Auch sie sind im unbelasteten Zustand gerade, weisen aber entlang
ihrer Achse eine veridnderliche Biegesteifigkeit auf. Die gleichméflige Vorspannung des Se-
gels in Fliigellangsrichtung, siehe Abbildung 3.8, wird in erster Linie durch die elastisch
verformte Struktur erreicht. Will man diese Strukturen mittels FE-Methoden analysieren,
dann muss der Spannvorgang beim Aufbau des Fliigels ebenfalls beriicksichtigt werden.

Fiir diesen Zweck wurde ausgehend von einem Hermite’schen Balken ein Element ent-
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Seitenrohr

Randbogen
/

™ Kielrohr Segellatten

Abbildung 3.8: Aufbau eines Héngegleiterfliigels

wickelt, das im deformierten Zustand definiert wird. Die sich einstellende Segelspannung
in Fliigelldingsrichtung wird durch die FE-Analyse bestimmt und héngt von den Steifigkei-
ten der Strukturkomponenten und dem Segelschnitt ab.

Die wesentlichen Eigenschaften lassen sich somit stichwortartig zusammenfassen als:

e grofle Rotationen mdoglich, wobei jedoch kleine Verzerrungen bzw. Kriimmungen vor-

ausgesetzt werden,

e Vordeformationen (Biegung) vom Benutzer definierbar.

3.3.2 Formulierung des Balkenelementes fiir grofle Rotationen

Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt erldutert, wird ein Hermite’sches Balkenelement
mit zwei Knoten und sechs Freiheitsgraden je Knoten verwendet. Es wird eine mitgehende
Lagrange-Formulierung verwendet. Jeder FE-Knoten verfiigt {iber drei Rotationsfreiheits-
grade. Bei Problemen mit groflen Rotationen muss eine geeignete Winkeldefinition gefun-
den werden, die einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Verdrehfreiheitsgraden und
der rdumlichen Winkellage herstellt (siche dazu beispielsweise A BAQUS-Theory [2] oder
Argyris [4]). Die Winkellage ist dabei durch einen Drehvektor definiert, der einerseits die
Richtung der Drehachse und andererseits iiber seine Linge den Drehwinkel in Radianten
angibt. Dieser Drehvektor kann nicht direkt durch eine Akkumulierung von Drehinkremen-

ten gewonnen werden. Er wird beispielsweise in [2] durch die Verwendung von Quaternions
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und entsprechende mathematische Operationen (Quaternion-Algebra) berechnet bzw. ak-
tualisiert. Die so gewonnene Formulierung ist nach [2] in numerischer Hinsicht effizient,

universell verwendbar und eindeutig.

Das Programm CARINA verfiigt nicht iiber diese Formulierung fiir grofle Rotationen. Fiir
die Modellierung von Membrantragflichen werden Membran-, Balken und Stabelemen-
te bendtigt. Zur Begrenzung des Programmieraufwandes wurde daher die Formulierung
grofler Rotationen nur auf das Hermit’sche Balkenelement beschrénkt. Anstatt eine eindeu-
tige Lage im Raum iiber Winkel zu beschreiben, wird im vorliegenden Fall die Ausrichtung
des Balkenelementes iiber begleitende Dreibeine realisiert, die wihrend der inkrementel-
len Analyse stets um die berechneten Rotationsinkremente gedreht werden. Eine &hnliche
Beschreibung der Winkellagen mittels Richtungsvektoren ist bei Bathe [5] zu finden. Eine

rdumliche Winkellage muss dabei nicht berechnet werden.

Im unverformten Zustand (Zustand: 0) werden zunéchst die Winkellagen der Elementkno-
ten durch zwei orthogonale Vektoren gekennzeichnet, die das Dreibein eindeutig beschrei-
ben. In Abbildung 3.9 sind diese Vektoren mit °7;, °#; sowie °7%, %%, bezeichnet. Sie sind im
globalen Koordinatensystem z¢Z definiert. Diese Vektoren werden wéihrend der iterativ-
inkrementellen Analyse mit jedem Winkelinkrement mitrotiert und zeigen somit zu jedem
Zeitpunkt ¢ die Achsorientierung des Balkens an. Beispielsweise liefert die i-te Iteration im

Knoten k inkrementelle Verdrehungen gj mit
i
%= o (3.82)
-/,

Mit diesem inkrementellen Drehvektor der Iteration 7 kann nach [12] eine Drehtransforma-

tionsmatrix definiert werden.

o = |0kl (3.83)
a = Q—;sm(g) (3.84)
b = %sin(g) (3.85)
c = %sin(g) (3.86)
d = cos(g) (3.87)

Die Groflen a, b, ¢ und d konnen auch direkt fiir die Quaternion-Darstellung verwendet
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1
)/L(); Zustand: t
t

Abbildung 3.9: Balkendefinition

werden, wie sie beispielsweise vom Programm ABAQUS verwendet wird.

d?+a*—b - 2(ab — cd) 2(ac + bd)
Ti = 2(ab + cd) d? — a? + b — 2(bc — ad) (3.88)
2(ac — bd) 2(bc + ad) d>—a?> -0+

Mit dieser Transformationsmatrix werden die lokalen Elementvektoren (Dreibeine) gedreht,
und es gilt zum Beispiel:

t—'z Tl t—'z 1 (389)
In Abbildung 3.9 ist der verformte Balken (Zustand: t) mit den Vektoren der Winkellagen

dargestellt: ‘7, ', sowie '7%, ',.

Um die Starrkorperanteile der Rotation zu eliminieren, muss ein lokales Elementkoordi-
natensystem (‘7,,'5,, und *,,) definiert werden. Die Richtung ', wird durch die Verbin-
dungslinie der beiden Balkenknoten festgelegt.

tn _tR
b, = —2 = 7L (3.90)
[[“Z2 — *24 |

Wobei die GréBen ‘4, und ‘4 die Ortsvektoren der Elementknoten beschreiben. Um diese
Torsionsachse kann das lokale System noch rotiert werden. Die lokale Richtung !5, wird
daher derart festgelegt, dass zwischen dem Achssystem des Knoten 1 und dem lokalen

Elementsystem keine Verdrehung um 7, auftritt:

t t=
g, = X Tm_ (3.91)
(R |
Fiir t4,, gilt schlieBlich
. [ 2= X ta
= m X m (3.92)

T X t3m|
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Mit diesen Vektoren kénnen nun die Verformungen des Elementes im lokalen Element-

system bestimmt werden, das in Abbildung 3.9 mit xzy bezeichnet ist und durch die

Richtungsvektoren 77, s, und t., definiert wird.

[(w) (0

U9 tL — OL
U1 0
to. .t
! T1- Sm
/U]- t""l't""m
V2 0
t L
! T2 Sm
ul® = V2 — trotrm,
~ w1 0
to. .t
! _ Tri- tm
Wi tritrm
W9 0
! trottm,
Wy trotr,
X1 0

tt .t
\e )\ aretan(—z

)/

(3.93)

Die Werte , v' und w' beschreiben die Drehungen um die *7,-Achse sowie die Neigungen

der lokalen Biegelinie. Fiir die Verschiebung in Achsrichtung sowie die Torsion werden li-

neare Interpolationsfunktionen verwendet. Die Biegung wird durch Hermite’sche Polynome

interpoliert und ist auf die lokalen Elementachsen y und z bezogen, siehe Abbildung 3.9.

pf = 1-¢

py = &

P o= 1-38+2¢°
vy = (E-2+€)L
vy = 3¢ -26°

o = (€ +&)L
Y = 1-3g 42

oy = —(-282+8)L
oy = 3¢ -2

of = —(-€+&)L
ef = 1-¢

0y = ¢

Fiir die Berechnung der Steifigkeits- bzw. der Massenmatrix sind die Ableitungen der An-
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satzfunktionen erforderlich. Die ersten Ableitungen ‘fi—(g = ()" lauten:
a' = -1
et =1
(= 66+ 6¢°
ey = (1—4E+3)L
oy = 66— 66
= ()L
" = —6E+6¢°
#h" = —(1-4E+3¢°)L
¢ = 6¢ 66
A= (26381
o' = -1
oy =1

Die zweiten Ableitungen ¢ ()" sind:

=

nbz
1

nbz

P2

nbz

P3

nbz

P4

nby
1

nby
2

by
3

nby
4

—6+ 12¢

= (—4+69)L
= 6-—12¢

= (~1+66)L
= —6+1%
= (4—-6§L
= 612

= (2-6)L
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Fiir die Berechnung der lokalen Balkenkrifte miissen aus den Verschiebungen und Rota-
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tionen der Beziehung (3.93) die Balkenverzerrungen § () ermittelt werden, siehe [1].

\

u1 us

i T

U1

V1 v

—i T
_ 3v1 _ ﬁ + 3vy _ i
(tL)? T, (tL)? tL,

/

!
Y2

GiyE + OLE ~ dLe T aLy

mit der Elementldnge der aktuellen Lage

wq
w1 wo
i T
w1 2w 3ws w
“ror Tt et
2wy Wp 2wy Wh
((L)®  (tL)2  (tL)®  (tL)2
X1
X1 X2
—i T /
t t= t=
L= "%y = "2

Damit kénnen die lokalen Balkenkréfte F'(®) berechnet werden:

(£
I3
f
m’{z
f3

bz
my

[ —EA(by — }(babs + babs + bsbs)) )

EA(by — %(523)2 + bsby + bgbg))

(2E.J,bs + E.J,(2bs + 6b L)) /'L

—2EJ,bs

—(2EJ,bs + E.J,(2bs + 6bs'L)) /'L

EJ,(2bs + 6b'L)

—(2E.J,by — E.J,(2bg + 6byo' L)) /'L

2E.J,by

(2EJ,bg — E.J,(2by + 6b1o'L)) /'L

—EJy(2b9 + 6b10tL)
—GJibio
G Jibio

(3.126)

(3.127)

(3.128)

Y
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E Elastizitatsmodul,
G Schubmodul,
it A Querschnittsfliche,
Jy Flachentrigheitsmoment beziiglich der lokalen y-Achse,
J, Flichentrigheitsmoment beziiglich der lokalen z-Achse,

Ji ... Trdagheitsmoment beziiglich der lokalen x-Achse.

Diese Elementkréfte werden anschlieflend ins globale Koordinatensystem transformiert und

zum Vektor der inneren Krafte addiert.

Verschiedene dynamische Testbeispiel haben gezeigt, dass es bei grofen Winkeldnderungen
vorteilhaft ist, nur mit einer linear elastischen Steifigkeitsmatrix zu operieren. Bei groflen
Drehinkrementen konnen némlich axiale Ungleichgewichtskrifte sehr hohe Wert annehmen,

die im Falle von Druckkréften zu singulidren Steifigkeitsmatrizen fiihren kénnen.

Fiir jede Beanspruchungsart, wie Lingskraft, Biegung oder Torsion, erhilt man Subma-
trizen, die entsprechend assembliert die gesamte Elementsteifigkeitsmatrix ergeben. Diese
Submatrizen kénnen iiber das Prinzip der virtuellen Arbeit oder aus dem Prinzip vom

stationdren Wert des Potentials abgeleitet werden und lauten

EA [!
kd = - it tde (3.129)
0
EJ, !
[ 2 bz nbz
Bo= 2 /0 o 1 de (3.130)
EJ, !
b _ y nby _nby
ki = T3 /0 @y tdE (3.131)
GJ, !
ki = —Lt PAPALIS (3.132)
0

Die komplette Matrix k(® ist der Vollstindigheit wegen in 3.2 dargestellt und 18t sich in

dieser Form auch in der Literatur finden.

Fiir die dynamischen Analysen wird noch die konsistente Massenmatrix bené6tigt. Die Her-
leitung ist in [32], bzw. speziell fiir Balken in der Arbeit von Hofmann [13] beschrieben.
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Wieder ergeben sich fiir die unterschiedlichen Deformationsmodi Submatrizen:

m;-ij = pAL/Olgoidgojddf (3.133)

my = pTJZ /0 1w2bzs0}bzd§ (3.134)

my = %‘]y /O lgpg”ygo;”ydg (3.135)

A (3136)
0

Die vollstindige konsistente Massenmatrix m(® ist ebenfalls der Vollstindigkeit wegen
ausfiihrlich in Tabelle 3.2 angefiihrt. Diese Darstellung fiir ein Hermite’sches Element ist

in der Literatur schwer zu finden.
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l l
EA
l
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Tabelle 3.2: Elementmatrizen eines Hermite’schen Balken: k(®
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Abbildung 3.10: Vordeformation

3.3.3 Vordeformation

Ein im unbelasteten Zustand gekriimmter Tréger wird durch gerade Balkenelemente an-
genshert. Dieser Fall ist in Abbildung 3.10, Bereich a.), dargestellt. An den Knoten &
grenzen die beiden Elemente (1) und (2). Werden bei der Definition des Elementes vom
Benutzer keine Angaben zu den lokalen Koordinatensystemen %7, %%; bzw. °7%, %, gemacht,
geht das Programm von einem im unbelasteten Zustand gekriimmter Tréger aus. Die bei-
den lokalen Systeme, die im Knoten k aufeinander treffen, sind unterschiedlich ausgerichtet
und behalten diese Winkellagendifferenz wiahrend der gesamten Analyse bei. Beide Systeme

werden im Knoten k& immer mit der selben Transformationsmatrix nach (3.88) rotiert.

Um eine elastische Vordeformation zu definieren, konnen die lokalen Balkenelementsyste-
me explizit vorgegeben werden. Sind die beiden Richtungen 0772(1) und 0771(2) im Knoten &
identisch, siehe Abbildung 3.10 b.), dann sind beide Balken im unbelasteten Zustand gleich
orientiert und somit gerade. Ob bei der Definition der lokalen Systeme exakt die Tangen-
tenrichtung der Biegelinie getroffen wurde, spielt keine grofle Rolle. Wesentlich ist dabei
nur, dass die Systeme der beiden im Knoten £ angrenzenden Elemente identisch sind. Der
in Abbildung 3.10 b.) dargestellte Zustand entspricht einer verformten Struktur, wie sie
in Abbildung 3.9 bereits dargestellt wurde. Zu Beginn der Analyse kann daher der Vektor
der inneren Krifte und Momente berechnet werden. Der vorgekriimmte Zustand steht zu
Beginn noch nicht mit der iibrigen Struktur, insbesondere der Membran, im Gleichgewicht.
Daher wird der Vektor der inneren Balkenkréfte des Ausgangszustandes mit umgekehrtem
Vorzeichen als duflere Last aufgebracht und inkrementell bis auf Null reduziert.
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3.4 Slider

3.4.1 Einleitung

Membrantragflichen sind hiufig durch Segellatten versteift, die einerseits dazu dienen, die
Vorspannung zu erh6hen, und andererseits auch eine formgebende Funktion erfiillen. Bei-
spielsweise verfiigen moderne Hangegleiter iiber rund 15 Segellatten pro Fliigelhilfte. Sie
definieren die aerodynamischen Profile in Spannweitenrichtung. Die Segellatten, zumeist
gebogene Aluminiumrohre, werden beim Aufbau des Gleiters in Segeltaschen geschoben
und durch elastische Spannelemente am Ende fixiert. Zwischen Segel und Rippe ist eine
Gleitbewegung moglich. In Abbildung 3.11 ist eine Segellatte samt Membranfliigel darge-

Schnitt: A-A
! Untersegel
Flugelmembran Seitenrohr _
\ Nahte Zugvorspannung und Gleitbewegung
( | N N (
) ) Hinterkante
Segellatte Segeltasche  fro----f-- _-Spannelement

Vorderkante

Abbildung 3.11: Funktionsweise der Segellatten

stellt. Die Spannelemente, die zum Beispiel einfache elastische Bénder sein konnen, erzeu-
gen eine Zugvorspannung parallel zur Segellatte, die wiederum durch eine Tasche mit der
Hauptmembran verbunden wird. Die Segeltasche ist in der linken Hailfte der Abbildung 3.11
schematisch dargestellt. Beim Spannen der Membran kommt es dabei zu Gleitbewegungen

zwischen Latte und Segel.

Die Segelspannung in Spannweitenrichtung kann im Flug durch eine Variation des Na-
senwinkels 6 verdndert werden, wie Abbildung 3.12 zeigt. Dabei wird der Endpunkt A
des Querrohrs entlang des Kielrohres in Richtung Punkt B mittels Flaschenzug verscho-
ben. Diese Anderung der Geometrie fiihrt zu Gleitbewegungen zwischen dem Segel und
dem Seitenrohr. In Abbildung 3.12 ist der Spannvorgang skizziert. Die mdégliche Lage des
Seitenrohres bei erhohter Vorspannung ist durch die strichlierte Kurve angedeutet.
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Abbildung 3.12: Spannen im Flug

Durch die Gleitbewegungen zwischen Latte und Segel bildet sich eine gleichmé&fige Vor-
spannung der Fliigelmembran aus. Dieser Mechanismus muss daher bei der Modellierung

einer Tragfliche mitberiicksichtigt werden.

3.4.2 Multi Point Constraint: SLIDER

Fiir einfache aeroelastische Analysen ist es natiirlich nicht zweckméifig, die Segeltaschen
mit Membranen zu Modellieren und Kontaktbedingungen zwischen Latte und Segel zu de-
finieren. Die einfachere Modellierung von Fiihrungen besteht darin, die Freiheitsgrade der
beteiligten Knoten in spezieller Weise zu koppeln. Beispielsweise soll ein Membranknoten,
dessen Position mit einer Segellatte zusammenfillt, nur entlang einer durch das Profil vor-
gegebenen Richtung gleiten konnen. Fiir die Simulation einer Membrantragfliche wurden
vier verschiedene Koppelungen in CARIN A implementiert, die in Abbildung 3.13 darge-
stellt sind. Der einfachste Slidertyp ist der S2P (2-Point-Slider), der den Knoten m auf einer
geraden Verbindungslinie zwischen den Knoten [ und n hélt. Die Formulierung der Koppe-
lungsbedingungen wurde von [2] {ibernommen und wird in dieser Arbeit nicht ausfiihrlich
beschrieben. Im Falle des Sliders S2P werden die kinematischen Zusammenhinge, die in
weiterer Folge auf die Koppelbedingungen fiihren, skizziert. Auf der rechten Hilfte von
Abbildung 3.13 ist ein S2P-Slider in zwei verschiedenen Zustéinden dargestellt (Zeitpunkt
t und t + At). Im Zustand ¢ sind die Positionen der drei Knoten /, n und m durch die
Ortsvektoren '7, 7, ', definiert. Die Position des Knoten m innerhalb des Sliders ist
durch die beiden Léngen s; und s definiert. Ausgehend vom bekannten Zustand ¢ soll nun
die Koppelbedingung fiir den Zeitpunkt ¢t + At angegeben werden. Die neuen Positionen
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Abbildung 3.13: Slider-MPC

der Knoten [ und n sind dabei *+2%7 und **2%,. Der Knoten m wird im Zustand t + At
an die gleiche relative Position innerhalb des Sliders wie zur Zeit ¢ positioniert (Position
m*). Von dieser Lage sind nur noch Verschiebungen in Richtung der Sliderachse moglich.

Die entsprechende mathematische Formulierung lautet
(t+At7—,»m o t+At7:‘m*) . (t+AtFn o t+At7_"l) =0 (3'137)

Dieser nichtlineare Zusammenhang ist fiir die direkte Verwendung bei der Gleichgewichts-

iteration nicht geeignet. Daher kommt

(HFALEE ALy (AT AT - ) (3.138)

zum Einsatz. Als Richtung der Relativbewegung im Inkrement ¢ wird dann die Position

des vorhergehenden Inkrementes 7 — 1 verwendet.

Zur Erzeugung von definierten Vorspannungen wurde dieser einfache Slidertyp mit Spann-
kréften ausgestattet. Mit diesem neuen Slidertyp S2PF' kann der Punkt m mit einer defi-
nierten Kraft entlang der Linie In beaufschlagt werden. Die entsprechende Reaktionskraft
wird auf einem der beiden Fiihrungsknoten aufgebracht. In Abbildung 3.13 wirkt die Kraft
auf den Knoten n. Die Steuerung der Kraft erfolgt, wie bei allen anderen Kréften, {iber
einen vom Benutzer definierten Zeitverlauf. Soll ein Spannelement modelliert werden, das
beim Aufbauvorgang des Gleiters eine Vorspannung erzeugt, dann aber in weiterer Folge
einer Fixierung gleichkommt (Schnallen oder selbstsperrende Spannhebelmechanismen),
dann kann die aktuelle Position des Sliders ab einem bestimmten Analysezeitpunkt relativ

zu den beiden Knoten [ und n fixiert werden.
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Membransteifigkeit Eh 1000Z
Poisson-Zahl v 0.25
isotrope Anfangsdehnung gv 0.1 %

Biegesteifigkeit des Balkens ~ EJ 1000 Nm?
Koordinaten des Punktes I.) r; (0 0 0)T [m]
Koordinaten des Punktes I71.) r;;; (1 1 0)T [m]

Tabelle 3.3: Bespannter Bogen

Wie bereits erwihnt, kommen bei der aeroelastischen Analyse Hermite’sche Balkenelemen-
te zum Einsatz. Gekriimmte Profile werden dabei durch elementweise gerade Strukturen
ersetzt. Um entlang des gekriimmten Stabes trotzdem niaherungsweise tangentielle Gleit-
bewegungen zwischen Segel und Latte zu gestatten, wurde ein weiterer Slidertyp, ndmlich
S3P, entwickelt. Bei diesem Typ wird die Gleitrichtung wieder von der Verbindungslinie
In vorgegeben. Der Knoten m bewegt sich jedoch nicht unmittelbar auf dieser Linie, son-
dern auf einer Parallelen dazu, die durch den Knoten ¢ verlduft. Die Linie In beschreibt in
einfacher Niaherung die Tangente des gekriimmten Profils im Knoten c. In diesem Fall sind

natiirlich nur kleine Gleitbewegungen sinnvoll.

Fiir stationére Analysen mit geraden oder sehr schwach gekriimmten Fliigelprofilen wurde
der Slidertyp S3P um eine zusétzliche Option erweitert. Ein gerader Balken der nur iiber
Slider mit der restlichen Struktur verbunden ist, kann um seine Stabachse frei rotieren.
Damit wird allerdings die Steifigkeitsmatrix singuldr. Der Slidertyp S3PR ermoglicht die
gleiche Gleitbewegung wie S3P und sperrt aber gleichzeitig die Rotation des Knoten ¢ um
eine Achse, die von der niherungsweisen Tangente In beschrieben wird. Diese Zusatzbe-
dingung muss fiir jede Segellatte nur in einem Knoten definiert werden, und wird laufend

an die sich verindernde Geometrie angepasst.

3.5 Beispiel: Bespannter Bogen

Um die in den vorhergehenden Abschnitten dieses Kapitels beschriebenen Verfahren und
Strategien zu illustrieren, wird in diesem Abschnitt ein bespannter Bogen analysiert. Da-
bei kommen unterschiedliche Modellierungen zum Einsatz. Die mechanischen Eigenschaf-
ten der in Abbildung 3.14 dargestellten Anordnung sind in Tabelle 3.3 aufgelistet. Drei
verschiedene Varianten sind in Abbildung 3.14 dargestellt.
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Abbildung 3.14: Bespannter Bogen

In diesem Fall wird die elastische Vorkriimmung (Vorspannung) des Bogens nicht
beriicksichtigt. Die Membran ist im Punkt III fix mit dem Bogen verbunden. An-
sonsten kann die Membran entlang des Bogens frei gleiten, was durch S3P-Sliders
realisiert wurde. Ferner ist der Membranpunkt IV eingespannt. Die Knoten entlang

der horizontalen Kante sind in x-Richtung frei verschieblich.

Mittels Tensorplot sind innerhalb der Membranelemente die Cauchy-Spannungen dar-
gestellt. Wére die Membran an allen Réndern starr eingespannt, dann wiirde sie eine
isotrope Zugvorspannung aufweisen, die sich aus dem E-Modul und der Anfangs-
verzerrung ergibt. Tatséchlich verformt sich der Rahmen, wodurch die Vorspannung
von links nach recht abnimmt. In der N#ihe des freien Randes miissen ferner die
Spannungskomponenten normal zum freien Rand verschwinden. Die Hinterkanten
von Membrantragflichen stellen in der Regel freie Rander dar. Geringe Auslenkun-
gen an der Hinterkante normal zur Fliigelebene haben einen massiven Einfluss auf
die Druckverteilung des gesamten Fliigels. Da die geometrische Steifigkeit der Mem-
branelemente entlang der freien Kante gering ist, hat diese Anordnung in Bezug auf
aeroelastische Effekt ungiinstige Eigenschaften. Die weiche Hinterkante wird bei einer

realen Struktur zu lokalem Membranflattern fithren.

In diesem Fall wurde die elastische Vorkriimmung des Bogen mitberiicksichtigt. Die
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hohen Riickstellkrifte fiihren zu starken Membranverzerrungen. Abgesehen vom tat-
séchlichen Spannungsniveau ist auch die Verteilung der Spannungen vollig anders als
im Fall a.). Die Anfangsvorspannung tritt in den Hintergrund. Die hichsten Span-
nungen treten parallel zur Hinterkante auf. Die Spannungsverteilung der Membran
ist in diesem Fall fiir eine Belastung durch aerodynamische Lasten besser geeignet als
im Fall a.). In dieser Variante ist die Membran ferner mit dem Bogen fix verbunden,
d.h. es gibt keine Gleitvorginge zwischen Membran und Bogen.

Diese Variante entspricht der Version b.), allerdings wurden hier S3P-Slider zwischen
Bogen und Membran verwendet. Die Unterschiede sind fiir diese spezielle Anordnung
nicht sehr signifikant. Variante c.) weist etwas grofiere Verschiebungen in y-Richtung
auf. Die Spannungen sind im Bereich des freien Randes etwas hoher jedoch im Bereich
des Bogen niedriger. In Variante c.) werden die Krifte, die den Bogen zuriickhalten,

stirker in der oberen Ecke konzentriert (Punkt III).



Kapitel 4

Fluid-Struktur-Interaktion

4.1 Das stationire Problem

Im Abschnitt 2.22 wurde die Berechnung des aerodynamischen Lastvektors Flyero Sowie der
aerodynamischen Laststeifigkeitsmatrix K¢, erldutert. Zur Losung der nichtlinearen Glei-
chungen ist eine inkrementell-iterative Vorgangsweise notwendig. Dies bedeutet, dass die
Last in Schritten (Lastinkrementen) aufgebracht und iiber eine Newton-Raphson-Iteration

eine Gleichgewichtslosung bestimmt wird (siehe z.B. Rammerstorfer [30]).
m+1Ki—1Agi — m+1~R _ m+IEi—1 (41)

Eine alternative Mdoglichkeit wére der Einsatz eines Constant-Arc-Length Verfahrens, wie
zum Beispiel die Methode nach Riks-Whempner bzw. Ramm, die ebenfalls bei Rammerstor-
fer [30] oder auch Bathe [5] behandelt werden. Dabei tritt jedoch ein zentrales Problem auf.
Das Lastniveau kann némlich in der hier vorliegenden Problemstellung nicht direkt iiber
einen Laststeigerungsfaktor A definiert werden, weil die Last auch von der Verformung der
Struktur abhéingt. Die Nebenbedingungen in den oben erwidhnten Constant-Arc-Length-
Verfahren wiren damit nicht in der Lage, die Lasten zu begrenzen, womit die grundlegende

Idee nicht mehr funktioniert.

Die besondere Herausforderung bei gekoppelten Problemen besteht darin, dass der Last-
vektor ™R durch eine Verformung der Struktur laufend veréndert wird. Je nach Art der
Koppelung zwischen den Verfahren der Fluid- bzw. Strukturanalyse lassen sich drei ver-

schiedene Varianten formulieren, die in den folgenden Abschnitten niher erldutert werden.

142
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4.1.1 Steigerung aerodynamischer Lasten

Die aerodynamischen Lasten sind durch die Fliigelgeometrie, die Anstromung und die
Dichte paero des Fluids definiert. Die Laststeigerung bei Interaktionsproblemen erfolgt {iber
eine langsame Erhohung der Dichte, die dhnlich wie bei vorgegebenen Lasten iiber einen
fiktiven Zeitverlauf gesteuert werden kann. Bei einer inkrementellen Analyse wird jedem

Lastschritt eine bestimmte Dichte p,er, Zugewiesen.

4.1.2 Indirekte Koppelung

Diese Vorschrift entspricht der Gleichung (4.1), wobei die aerodynamische Last wihrend
der Iteration konstant gehalten wird. In Abbildung 4.1 werden die unterschiedlichen Kop-
pelungsstrategien schematisch gezeigt. Der Iterationsverlauf fiir das Lastinkrement m + 1
ist fiir die indirekte Koppelung I durch die blaue Linie dargestellt. Ausgehend vom be-

A m+1F — m+1F0 + m+1K m+1AU
~ aero ~ aero aero ~
m+1 m+1NF¢(z)ero
I
RS, S
m—|—1Fi—1
m
I: —
QS :
S —
U

Abbildung 4.1: Koppelungsstrategien

kannten Lastniveau m wird die Last von ™F auf ™" F'? erhght und wihrend der darauf

folgenden Iteration konstant gehalten.

m+1KiflAgi — m—|—1F0 _ m—l—lNF'ifl (42)

~ aero

Dabei ergibt sich ein Gleichgewichtspunkt der mit I gekennzeichnet ist. Das tatsdchliche

Lastniveau wére allerdings deutlich niedriger, weil zum Beispiel durch die Deformation die
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Auftriebskrifte reduziert werden. Der hochgestellte Index 0 bei ™1 F'0 deutet an, dass es

sich um die Ote Iteration des m + lten Lastinkrements handelt.

4.1.3 Quasi-simultane Koppelung

Die quasi-simultane Koppelung stellt eine Verbesserung der indirekten Koppelung dar. Es

wird ndmlich wihrend der Gleichgewichtsiteration auch der Lastvektor sukzessive verdndert:

m—HKi—lAyi — mtlpi-l _ m+1NFi—1_ (4.3)

~ aero

Dies kann entweder durch eine neuerliche Strémungsanalyse erfolgen oder mithilfe der

aeroelastischen Steifigkeitsmatrix, die zu Beginn des Lastschrittes berechnet wurde:

m—|—1Fi—1 _ m+1F0 + m—|—1K0

~ aero —_ ~ aero aero

(m+1gz’—1 _ m+1g0). (4.4)

Die Matrix ™ K?

aero
Gleichgewichtslosung ™U des vorherigen Zeitschrittes {ibereinstimmt. Die Differenz der
Verschiebungen (™1 =1 — 117 0) liefert die Abweichung von diesem Startwert. In Abbil-

dung 4.1 wird die quasi-simultane Koppelung durch den griinen Verlauf dargestellt. Durch

wurde fiir den Verschiebungszustand ™' % bestimmt, der mit der

die Reduktion der aerodynamischen Lasten wihrend der Iteration wird ein vollkommen

anderer Gleichgewichtspunkt berechnet als bei der indirekten Iteration.

An dieser Stelle muss betont werden, dass die in der Oten Iteration des m + 1 Zeitschrittes
bestimmte Laststeifigkeitsmatrix eine Linearisierung der aerodynamischen Krifte darstellt
und der Differenzvektor (™' =t — ™+1{79) nicht zu grof werden darf. Die Potentialglei-
chung ist eine lineare Differentialgleichung und die Linearisierung ist somit gerechtfertigt.
Die Nichtlinearitéiten sind in erster Linie auf das Verhalten der Membranstrukturen zuriick-

zufiihren.

4.1.4 Simultane Koppelung

Eine weitere Modifikation der Gleichung (4.2) ist méglich. Die Beziehung (4.4) kann auch

fiir den aktuellen Iterationsschritt 7 formuliert werden:

m+1Fi — m—|—1F0 + m+1K0

~ aero ~ aero aero

(m+1gi71 —{—Ayi _ m+1g0). (4_5)
Gleichung (4.1) wird damit zu

m—|—1KiflAgi — m—|—1F0 + m—}—lKO

~ aero aero

(m+1yi71 + Ag’t _ m+1g0) _ m+lgi71 (4.6)
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bzw. nach Umordnung

(m+1Ki—1 _ m+1K0 )Agz — m—|—1F0 + m+1K0

aero ~ aero aero

(m—l—lgi—l _ m—|—1g0) _ m—l—lNFi—l. (47)

Die Gleichung (4.7) stellt eine simultane Koppelung in der Fluid-Struktur-Interaktion dar.
Der Verlauf der Iteration bei dieser Koppelungsvariante ist in Abbildung 4.1 durch die rote
Linie gekennzeichnet. Diese Variante kommt mit der geringsten Zahl an Iterationen aus.

4.1.5 Vor- und Nachteile der unterschiedlichen Koppelungen

Jede der Koppelungsstrategien hat Vor- und Nachteile, die in diesem Abschnitt kurz dis-
kutiert werden sollen. Die indirekte Koppelung, die beispielsweise auch von Schoop [36]
eingesetzt wird, ist vom Programmieraufwand her gesehen das sparsamste Verfahren. Die
Stromungsanalyse kann auf die Berechnung des Lastvektors zu Beginn des Lastinkrements
beschrankt werden. Die Struktur der Gleichungen im FE-Programm wird nicht verdndert.
Speziell die Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix bleibt erhalten. Ein gravierender Nachteil
liegt allerdings in der schlechten Konvergenzrate beim iterativen Berechnen des nichtli-
nearen Strukturverhaltens. Wie bereits in Abbildung 4.1 zu sehen ist, fiihrt diese Art der
Koppelung zu Losungen, die eigentlich keine echten Gleichgewichtspunkte sind, da die ae-
rodynamischen Lasten durch die Verformung des Systems verindert werden. In manchen
Fillen kann es sogar zu Divergenz kommen. In Abbildung 4.2 sind die Verldufe der un-
terschiedlichen Koppelungsstrategien anhand eines einfachen Beispiels erldutert. Gegeben
ist eine rechteckige Membran, die entlang dreier Kanten festgehalten wird. Die Hinterkan-
te der Membran ist frei verschieblich. Die Anordnung ist im unteren Teil der Abbildung

skizziert.

Das Diagramm im oberen Bildteil zeigt den Auftriebsbeiwert der Anordnung, aufgetragen
iiber der Anzahl an Iterationen. Die blaue Kurve des Diagramms beschreibt die indirekte
Koppelung. Es ist ein divergentes Verhalten zu erkennen. Durch das Konstanthalten des
aerodynamischen Lastvektors iibersteuert die Membran in den einzelnen Inkrementen. Blau
eingerahmt, ist ein Verschiebungszustand der divergierenden Membran dargestellt. Fiir die
Untersuchungen an Membrantragflichen ist somit die indirekte Koppelung im Vergleich zu

den beiden anderen Verfahren deutlich unterlegen.

Die quasi-simultane Koppelung zeigt ein besseres Konvergenzverhalten. Es kommt zu keiner
Ubersteuerung. Allerdings werden die gewiihlten Abbruchschranken fiir die Iteration nie
erreicht, weil in diesem Verfahren die Lasten innerhalb einer Iteration konstant gehalten

werden. Der Verlauf der Analyse wird durch den griinen Strich dargestellt. Ein wesentlicher



KAPITEL 4. FLUID-STRUKTUR-INTERAKTION 146

Konvergenz unterschiedlicher Koppelungen

0.55

— simultane Koppelung (11 FDA)
0.50 —— indirekte Koppelung R
quasi—simultane Koppelung
<
o
5 0.45 —
3
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2
£ 040 E
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<
0.35 B
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Anzahl der Iterationen

eingespannt

Abbildung 4.2: Konvergenzstudien

Vorteil des Verfahrens liegt darin, dass die urspriingliche Struktur der FE-Steifigkeitsmatrix
erhalten bleibt.

Die simultane Koppelung ist mit Abstand das numerisch aufwendigste Verfahren. Durch die
Einfiihrung der vollbesetzten, unsymmetrischen Steifigkeitsmatrix in die Gleichung (4.7)
nehmen sowohl Speicherplatzbedarf als auch Rechenzeit deutlich zu. Belohnt wird dieser
Aufwand jedoch mit den besten Konvergenzeigenschaften. In Abbildung 4.2 ist der Verlauf
mit roter Farbe dargestellt und konvergiert auch als einziger.
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4.1.6 Vergleich mit VLM- und QCC-Verfahren

Fiir die Analyse der Fluid-Membran-Interaktion wurden bisher kaum Panel-Verfahren
sondern hauptsédchlich Wirbelleiter-Verfahren, im englischen Sprachraum Vortex-Lattice-
Method (VLM), eingesetzt. In [36] werden verschiedene Varianten der VLM beschrieben
und anhand von Beispielen die Fehler in Abhéngigkeit von der Diskretisierung verglichen.
Die VLM-Verfahren verwenden diskrete Wirbel, die hufeisenférmig angeordnet werden und
dabei eine Gitter- bzw. Leiterstruktur ergeben. Die Leitersprossen sind in Spannweitenrich-
tung orientiert, wihrend die Steher in Stromungsrichtung verlaufen. Die Verfahren werden

je nach Anordnung der Wirbel und Kontrollpunkte unterschieden.

Zu Vergleichszwecken wurde die in [36] untersuchte Rechteckmembran mit dem in dieser
Arbeit beschriebenen Verfahren analysiert. Im linken Teil der Abbildung 4.3 ist die Anord-

s

Schnitte C-D:
4x4.

8x8: =1 ]

=
e

11
]
T
]
T
1

T

Abbildung 4.3: Aufbau

nung der Membran, die entlang der Rénder gelagert ist, dargestellt. In der Abbildung ist
das Rechteck mit einer 5 x 5 Diskretisierung dargestellt. Die Daten fiir die Analyse sind in
Tabelle 4.1 dargestellt.

Im rechten Teil der Abbildung 4.3 ist die verformte Membran mit unterschiedlich feinen
Netzen dargestellt. Die Verschiebungen sind dabei fiinfzigfach vergréfiert.

In den beiden Abbildungen 4.4 und 4.5 sind die Fehler |Ac—lc’\ und |Ac—:”| iiber der Anzahl der
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Tiefe a 10m
Breite b 20m
Anstromung Voo 10%
Vordehnung &7, = &b, 1%
Anstellwinkel o 3°
Steifigkeit Eh 2000002
Poisson-Zahl v 0

Tabelle 4.1: Definition der Membran

verwendeten Wirbelelemente bzw. Elementarfliigel dargestellt. Die Werte fiir die beiden
VLM-Verfahren wurden aus [36] iibernommen. In [36] werden die Referenzlésungen ¢; und

¢m durch Extrapolation ermittelt und betragen
¢; = 0.1458 £ 0.0001

und
¢ = 0.03560 + 0.00004,

wobel sich der Momentenbeiwert auf die Profilmitte bezieht.

Im Fall der hier beschriebenen Vorticity-Panel-Method wurden die Referenzlésungen mit

einem sehr feinen Netz von 50 X 50 Elementen ermittelt und lauten
¢, = 0.1415

und
¢ = 0.03608.

Die Unterschiede zwischen den Verfahren sind im Wesentlichen auf die unterschiedlichen
aerodynamischen Modelle zuriickzufiihren. Nach Untersuchungen von Horstmann [15] sind
der Genauigkeit von VLM Grenzen gesetzt, weil die Zirkulationsverteilung in Spannweiten-
richtung durch eine Treppenfunktion angenéhert wird und damit systematische Fehler bei
der Berechnung der Auftriebsverteilung entstehen. Die Verwendung des relativen Fehlers
lasst trotz der unterschiedlichen Referenzldsungen einen Vergleich der Konvergenzrate zu.
In Abbildung 4.4 ist der relative Fehler des Auftriebsbeiwertes \AC—IC’| iiber der Anzahl der
verwendeten Wirbelelemente bzw. Elementarfliigel im doppeltlogarithmischen Diagramm
dargestellt. Mit VPM (Vorticity-Panel-Method) ist dabei das in dieser Arbeit beschrie-
bene Verfahren bezeichnet. Die Anzahl an Elementarfliigeln stimmt mit der Anzahl der

FEM-Elemente iiberein. Es kommen nur lineare Elemente mit vier Knoten zum Einsatz.
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Abbildung 4.4: Konvergenzstudien

Mit QCC (Quasi-Continuous-Continuos) wird ein in [36] prisentiertes Verfahren bezeich-
net, das aus den diskreten Wirbeln, deren Positionen optimiert wurden, eine kontinuierliche
Druckverteilung berechnet. Dabei kommen bekannte Verteilungsfunktionen aus der Pro-
filtheorie zum Einsatz. Unter Beriicksichtigung der Elementansatzfunktionen werden aus
dieser kontinuierlichen Druckverteilungen konsistente Knotenkréfte errechnet. Fiir die Er-
mittlung der Werte im Diagramm der Abbildung 4.4 wurden ebenfalls gleich viele Wirbel-
wie FEM-Elemente eingesetzt, wobei allerdings Membranelemente mit acht Knoten zum

Einsatz kamen.

Das VLM2-Verfahren berechnet die Knotenkréfte direkt aus den diskreten Wirbeln. Es
ist das Standardverfahren fiir die Berechnung der Fluid-Membran-Interaktion. Bei der
Verwendung von n x n Wirbelelementen werden (n+ 1) x (n+ 2) FEM-Elemente benétigt.
Wieder wurden achtknotige Elemente herangezogen.

In Abbildung 4.4 ist erkennbar, dass das VPM-Verfahren eine etwas bessere Konvergenz
aufweist als das VLM2. Deutlich besser schneidet jedoch das QCC-Verfahren ab. Ein Grund
dafiir liegt in der Verwendung von Elementen mit einer h6heren Ordnung der Ansatzfunk-
tionen. Ferner werden die Eintrittskantensingularitéten besser erfasst, die beim VPM durch
die stiickweise lineare Interpolation der Wirbeldichten nur bei feinen Netzen gut abgebildet
werden. Die Art der Singularitét ist jedoch auch von der Geometrie abhingig, sodass der
Vorteil des QCC nicht immer so deutlich ausfallt.
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Im Fall des relativen Fehlers im Momentenbeiwert sind die Ergebnisse aus der Abbildung
4.5 zu entnehmen. Das QCC-Verfahren weist die héchste Konvergenzrate auf. Das VLM2-
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1 I I I
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‘%‘ [%] ~—a QCC, (8 Knoten)
m v— VLM2, (8 Knoten)
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he.
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Anzahl der Elemente: nye
Abbildung 4.5: Konvergenzstudien

Verfahren ist bei kleinen Elementzahlen besser, fiir grofle Elementzahlen aber schlechter
als QCC bzw. VPM. VPM zeigt im doppeltlogarithmischen Diagramm eine gleichméfig

gute Konvergenzrate.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die VPM gute Konvergenzeigenschaften aufweist,
obwohl es das einzige Verfahren ist, das mit linearen Membranelementen arbeitet. Die
10 x 10- Diskretisierung produziert Fehler um etwa 1%. Das QCC-Verfahren zeigt fiir diese
Membrananordnung, die durch die geringe Auslenkung eher einer ebenen Platte entspricht,
eine hohere Konvergenzrate. Der wesentliche Vorteil der VPM scheint allerdings in diesem
Vergleich nicht auf. Erhoht man die Intensitit der Lasten in zwei Schritten auf den Sollwert,
dann sind fiir die einzelnen Verfahren unterschiedlich viele Iterationen notwendig, um das

gleiche Ergebnis zu erhalten:

e bei der simultanen Koppelung: zwei Lastschritte mit je drei Iterationen; — zwei

aerodynamische Analysen + sechs Iterationen,

e bei der indirekten Koppelung: zwei Lastschritte mit je drei Iterationen und zusétz-
lich weitere vier Korrekturschritte mit je zwei Iterationen — sechs aerodynamische

Analysen + 14 Tterationen.
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Die Berechnung der aerodynamischen Laststeifigkeitsmatrix ist beim (QCC' nicht in einfa-
cher Weise moglich, da die Analysenetze der Stromungs- und Strukturmodelle nicht iiber-

einstimmen.

Wird beim oben angefiihrten Beispiel sowohl die Membransteifigkeit als auch die Vordeh-
nung um eine Gréfenordnung reduziert, dann erhilt man folgenden Vergleich, bei gleichem

Endergebnis:

e simultane Koppelung: 3 aerodynamische Analysen, 22 Iterationen,

e indirekten Koppelung: 13 aerodynamische Analysen, 41 Iterationen.

4.2 Das instationidre Problem

Zur Behandlung instationirer gekoppelter Probleme wird in dieser Arbeit das Newmark-
Verfahren fiir die Zeitintegration [5, 4, 32| eingesetzt. Zunéchst soll das Verfahren fiir nicht-
lineare instationére Probleme formuliert werden. Anschlielend erfolgt die Kombination mit
dem Korrektor-Prediktor-Verfahren der instationdren Aerodynamik. Dannach erfolgt die

vollsténdige Formulierung mit Einbeziehung von numerischer Ddmpfung.

4.2.1 Das Newmark-Verfahren

Das Newmark-Verfahren bei nichtlinearen dynamischen Berechnungen wird ausfiihrlich in
[4] behandelt. Fiir lineare Probleme lauten die Ansétze fiir die Geschwindigkeit und die

Beschleunigung:
HOT =t 4 [(1— B+ B AT A (4.8)
. 1 .. ..
AU = W+ UAL[( - B) U+ BT (AL (4.9)

In dieser Arbeit wird dabei die Methode konstanter mittlerer Beschleunigung angewendet,
und fiir die Koeffizienten ; und [, gilt:

1

ﬁlz_a ﬁ2:

; (4.10)

1
2
Im stationdren nichtlinearen Fall ist eine inkrementell-iterative Vorgangsweise erforder-

lich. Im instationdren Fall entsprechen die Zeitschritte den Lastinkrementen. Durch eine
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Newton-Raphson-Iteration je Zeitschritt wird eine Losung der nichtlinearen Bewegungs-
gleichungen berechnet. Bei der iterativen Losung gilt zunéchst fiir die Zustandsgrofien der
Iteration 7 + 1:

BEALTEL AT L AT (4.11)
tRAtriL ROt AT (4.12)
BRALpriHL _ thAbrTE L AT (4.13)

Mittels den Gleichungen (4.8) und (4.9) werden fiir AU, AU durch AU ersetzt:

i1 ; 1
A = AU 4.14
i+l i B
AU = AU 4.15
¢ U (4.15)
Damit kénnen die Gleichungen (4.11) bis (4.13) auch geschrieben werden als
t+AtUH—1 — H—AtUz AUH—I 4.1
t+AtUz‘+1 — t+AtUz‘ AUHI 51 4.17
C U+ AUt (4.17)
AT = AT L AL (4.18)

Diese Werte werden schliefllich fiir die Formulierung der Bewegungsgleichungen zum Zeit-

punkt ¢t + At und das Inkrement ¢ + 1 herangezogen

B

M(t+AtU'é+Agi+1 1 )+D(t+AtQi+Agi+1Atﬁ
2

KAUZ'—H —
AtQﬁQ ) + ~

— t+AtEi+1 _ t+AtEi- (419)

Der Vektor T4!F'¢ stellt dabei die inneren Krifte in der Iteration i dar, und “*2'R ist
der Lastvektor. In Gleichung (4.19) stellt der Vektor AU die unbekannten Verschiebungs-

inkremente der Iteration ¢+ 1 dar. Durch Umordnung der Gleichung (4.19) erhilt man die
Iterationsvorschrift fiir den Zeitschritt ¢t + At

1

M
M7a5 " Pag

4 K)AU'L—I—I — t—I—AtR _ Mt—I—AtUi _ Dt—I—AtUi _ t+AtFi‘ (420)

Der Ablauf dieser Analyse muss allerdings noch naher erlautert werden. Angenommen, der

Zustand des Systems ist im Zeitpunkt ¢ bekannt, dann sind folgende Schritte erforderlich:
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1.) Unter Annahme einer konstanten Beschleunigung, d.h. U/ = **24{J | wird der Start-

punkt der Tteration des Zeitschrittes ¢ + At durch Extrapolation ermittelt.
t+AtQO — tg + tg At (4.21)
. 1,.
t+Atg0 — tg + tg At + §tg (At)Q (422)

Der Index 0 deutet an, dass es sich um den Ausgangspunkt der folgenden Iteration
handelt.

2.) Mittels Gleichung (4.20) wird somit das Verschiebungsinkrement AU*™" der ersten

Iteration berechnet.
3.) Die Gleichungen (4.16) bis (4.18) liefern die Vektoren 2471, #4171 ynd A1,

4.) Mittels Gleichung (4.20) wird das nichste Verschiebungsinkrement berechnet. Wird
eine Abbruchbedingung fiir die Iteration erfiillt, dann wird der soeben berechnete
Zustand ¢t + At in ¢ umbenannt, und die Analyse setzt bei Punkt 1.) fort. Sind
Ungleichgewichtskrifte bzw. das Verschiebungsinkrement zu grof}, ist eine weitere

Iteration erforderlich, und das Programm kehrt zu Punkt 3.) zuriick.

Um die Analyse jedoch iiberhaupt starten zu kénnen, miissen als Anfangsbedingung die
ZustandsgroBen des System bekannt sein, also beispielsweise zum Zeitpunkt 0: °7°, 97 °

und °U°.

4.2.2 Artifizielle selbsterregte Membranschwingungen

Wie bereits in fritheren Abschnitten erldutert, verfiigen die Membranelemente iiber einen
Mechanismus, der Faltenbildung erlaubt. Treten Falten auf, dann wird die Membranstei-
figkeit in Richtung der Druck-Normalspannungen deutlich reduziert. Damit konnen die
Membranelemente ein stark nichtlineares Materialverhalten aufweisen. Das in dieser Arbeit
zum Einsatz kommende Newmark-Schema geht von einer konstanten mittleren Beschleu-
nigung aus. Bei stark nichtlinearem Materialverhalten kénnen zwischen zwei Zeitschritten
Beschleunigungsverlidufe auftreten, die durch die Annahme einer konstanten mittleren Be-
schleunigung véllig falsch erfasst werden. Das Newmark-Verfahren ist somit in diesem
Fall nicht mehr energiekonservierend bzw. stabil, und es konnen artifizielle selbstinduzierte
Schwingungen in der Struktur auftreten. Um dieses Problem zu illustrieren, geniigt das ein-

fache Modell eines Einmassenschwingers mit nichtlinearer Federkennlinie. Die Anordnung
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X F
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Abbildung 4.6: Einmassenschwinger

ist in Abbildung 4.6 schematisch dargestellt. Die Masse des Schwingers betréigt ein 1kg.
Die Zugsteifigkeit der Feder ist 1000002, Die Drucksteifigkeit ist mit 100X deutlich gerin-
ger. Das System wird bei Anfangsverschiebung von z = 0.01m und & = 0 losgelassen und
schwingt. Es ist keine Ddmpfung vorhanden. In Abbildung 4.7 sind die Beschleunigungs-
verliufe fiir verschiedene Zeitschrittweiten iiber der Zeit aufgetragen. Fiir eine Schrittweite
von At = 0.001 ist das Newmark-Verfahren stabil, fiir At = 0.01 jedoch instabil. Die

positiven Beschleunigungen nehmen pro Zyklus stark zu.

500
—— Schrittweite: 0.01s
------------ Schrittweite: 0.001s
0 .
o
v
£
©
-500 | -
_1000 L 1 L 1 L 1 L
0 0.5 1 1.5 2

ts]
Abbildung 4.7: Instabile Losungen

Bei Membranen koénnen &hnliche Probleme auftreten und zu numerischen Schwierigkeiten
fiihren. Eine Konfiguration mit acht Elementen ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Die Ei-

genschaften und Abmessungen der Membran wurden von der Tabelle 4.1 iibernommen.
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Im Gegensatz zu den fritheren Analysen ist ein Rand frei verschieblich. Die vorgegebene

Verzerrung erzeugt daher kein homogenes Spannungsfeld. Die Elemente entlang des freien

Randes weisen einen nahezu einachsigen Spannungszustand auf. Wird auf dieses System
zky

X

Abbildung 4.8: Schwingende Membrane

schlagartig eine Gravitation aufgebracht, dann schwingt die Membran um eine neue Ru-
helage, sofern keine Dampfung vorhanden ist. In den Abbildungen 4.9 und 4.10 sind die
Beschleunigungen des Schwingvorgangs in vertikaler Richtung und in horizontaler Rich-

tung abgebildet. Die rote Kurve zeigt dabei das ungeddmpfte System. In der vertikalen

100

ohne Dissip.
num. Dissip.

az

-100 : :
0

Abbildung 4.9: Vertikalschwingung einer Membran

Richtung treten Beschleunigungen bis 4575 auf. Auch in horizontaler x-Richtung kommt
es zu Schwingungen, wobei die Membran abwechselnd in Falten liegt bzw. eine Vorspan-

nung aufweist. Durch diese starke Schwankung in der Membransteifigkeit in Verbindung
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Abbildung 4.10: Horizontalschwingung einer Membrane

mit dem Newmark-Verfahren treten sehr hohe horizontale Beschleunigungen im Knoten N
auf, die Werte bis zu 10003 aufweisen kénnen und damit um mehr als eine Gréflenordnung
iiber den Vertikalbeschleunigungen liegen. Aufgrund der geringen Elementanzahl kommt es
zu keinen groberen numerischen Schwierigkeiten, doch bei Systemen mit etlichen hundert

Freiheitsgraden wiirde die direkte Zeitintegration in dieser Form versagen.

Es gibt verschiedene MaBlnahmen, um dieses Problem der artifiziellen selbstinduzierten
Schwingung zu reduzieren.

In [4] werden Verfahren fiir die Zeitintegration mit grofien Zeitschritten behandelt. Ver-
treter sind beispielsweise der Modifizierte unbedingt stabile Newmark-Algorithmus, der bei
quadratisch nichtlinearen Problemen energiekonservierend und damit unbedingt stabil ist,
und der Modifizierte unbedingt stabile kubisch hermetische Algorithmus. Beide Verfahren
gehen von speziellen zeitlichen Verldufen der inneren Krifte der Struktur aus. Damit lassen
sich genauere Werte fiir die Arbeit der inneren Kréfte ermitteln. Die Anderung der kineti-
schen Energie muss dquivalent sein mit der Arbeit der inneren und dufleren Krifte. Damit
lassen sich unbedingt stabile Algorithmen entwerfen, die jedoch auf speziellen Ordnungen
der Nichtlinearitdten beruhen. Im Fall der Faltenbildung von Membranen, bei dem die
Steifigkeit regelrecht sprunghaften Verdnderungen unterworfen ist, bringen diese Verfahren
keine wesentliche Verbesserung.

Eine weitere, wenn auch theoretische Weise, die hochfrequenten Schwingungen zu beseiti-
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gen, wire die Einfiihrung einer strukturellen Dampfung. In Testldufen stellte sich jedoch
heraus, dass sehr hohe Démpfungswerte erforderlich sind, die in weiterer Folge das globale

Verhalten unzuléssig stark beeinflussen.

Wie das oben angefiihrte Beispiel des nichtlinearen Einmassenschwingers zeigte, kann durch
eine geeignet kleine Zeitschrittweite ebenfalls eine stabiles Verhalten erzielt werden. Viele
aeroelastische Analysen wiren dann allerdings nicht mehr sinnvoll méglich, weil sie zu

lange dauern wiirden.

Als letzte Option bietet sich die numerische Dissipation an. Sie eliminiert durch eine speziel-
le Formulierung der Bewegungsgleichungen die hochfrequenten Schwingungsanteile. Damit
kann auf einfache Weise das Problem der Schwingung in der Membranfliche entschirft
werden. Zu diesem Zweck wurde zunéchst das Verfahren der Generalized-a-Method von

Chung [7] implementiert.

4.2.3 Generalized-a-Method
Nach [7] wird die Bewegungsgleichung in folgender Form angeschrieben:
MU, +DUq = Ry — Fla. (4.23)

Der Vektor R, ist der Lastvektor, und F', beschreibt die inneren Kréfte der Struktur. Die

Groflen mit « als Index sind dabei definiert als:

Us = (1—om)™U +0n'U (4.24)
Ue = (1—ap)™™0 +a;'U (4.25)
Ue = (1—ap)™8U +a;'U (4.26)
RB. = (1—ap)" ™R +a'R (4.27)
Fo = (1—ap)™F +a;'F (4.28)

Mit den Gleichungen (4.11) bis (4.13) erfolgt die Umformung fiir den Iterationsvorgang:

N . 1 ;

o= (1— ) (MU AU m 4.2
Ui = 0 =an) (TN AU )+ an T (4.29)
Uoi;rl = (1- af)(tJrAtUi + AUHIA) + aj try (4.30)
Y ~ T Atpy -

Uit = (L—ap) ("0 + AU + o4 'U (4.31)
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Bei einer typischen instationdren, gekoppelten Analyse setzt sich der Vektor der dufleren

Krifte aus Gravitations- und aerodynamischen Kréften zusammen.

R = (U—a)("F +op'Fy) +

(1 _ af)[t+AtF* 4 t+AtK*

~ aero aero

(Agi—l—l 4 t—l—Atgi _ t—I—Atg*) +

H—AtD;em(AUH—I ﬁl + t+AtUi _ t+AtU*) + oy tFaero] (432)
VAN 765 - - h
Ei = (1 —ap ("M YKIAYT) +af ' (4.33)

Mit den Ausdriicken (4.29) bis (4.33) kann schliefilich die Bewegungsgleichung des simultan
gekoppelten, numerisch geddmpften Systems fiir einen Iterationsschritt angegeben werden:

KAU™! =R, (4.34)

mit der Steifigkeit K und dem Lastvektor E:

~ 1 i B P
K = M(1l-ap) s+ (1—ap)(H4D-Z1 — HAD:
( o )AtQﬁQ +( af)( AtBs aero AtBs +
AL AR ) (4.35)
E = —M[(1—am) 20" + 0 'T] - H4D(1 - af) 20 + 0y 'T ] -
(1) "OF o 'F + (4:36)

(1 . af)[t—I—AtF* + 1:—|—AtK*

~ aero aero

(H—AtUi - t-l—AtU*) +

(t+AtNUz' . t+AtNU*)] +af tF +

t+ Aty *
D ~ aero

aero

(1= o) *2Fi+ a4 'F, (437)

In einer ersten Variante wurden die Ddmpfungsparameter o, und af nach der Gerneralized-
a-Method [7] festgelegt:

2p00 — 1

Uy = d (4.38)
Poo +1

ar = Poo ) (439)
Poo +1
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wobei der Spektralradius p,, vom Benutzer definiert wird, und p,, € [1,0] gilt. Fiir den
Fall der faltigen Membran liefert die WBZ-a-Method nach Wood [38] jedoch bessere Werte,

und es wurden in der Folge die Parameter

O = (4.40)
a; = 0 (4.41)
verwendet, wobei wiederum gilt po, € [1,0].

In der Abbildung 4.9 ist die stabilisierte Systemantwort schwarz dargestellt. Dabei wurde
die WBZ-a-Method mit einem spektralen Radius von p = 0.5 verwendet. Im Diagramm
ist zu erkennen, dass der globale Verlauf der Kurven iibereinstimmt. Die hochfrequenten
Anteile treten in der stabilisierten Version nicht mehr auf. Ein &hnliches Ergebnis zeigt
sich in der Abbildung 4.10, das die horizontale Beschleunigung in x-Richtung darstellt. Im
stabilisierten Fall verschwinden die Beschleunigungen beinahe vollstindig, was bei einer

vertikalen Membranschwingung auch zu erwarten ist.

4.2.4 Strukturelle Dampfung

Eine der Schwierigkeiten bei der Behandlung von Membranen ist die Abschidtzung der
Dampfungseigenschaften. Die einfachste Methode leitet sich aus Ergebnissen fiir lineare
Systeme ab. Dabei kann nach [32] bzw. [6] bei Kenntnis der modalen Dampfung eines Sy-
stems die sogenannte Rayleigh-Dampfung bestimmt werden. Die Ddmpfungsmatrix nimmt
dabei die Form

D=oM+3K (4.42)

an. Die Parameter o, und [, lassen sich dabei aus den modalen Démpfungsparametern
zweier maflgeblicher Modi bestimmen. Die Zusammensetzung von D lésst sich auch inter-
pretieren als einen geschwindigkeitsproportionalen Anteil a,,M und einem Anteil 5, K, der
den Einfluss der Verzerrungsgeschwindigkeit beriicksichtigt. Bei Analysen mit einer frei flie-
genden Struktur ist der rein geschwindigkeitsproportionale Anteil unbrauchbar, weil damit
ein permanenter Widerstand erzeugt wird. Aulerdem wird ein Teil der geschwindigkeitspro-
portionalen Dampfung direkt von der aerodynamischen Dampfungsmatrix beigesteuert. Im
Fall der nichtlinearen Membranstrukturen wird somit einfach ein Prozentsatz (z.B. 0.1%)
der Steifigkeitsmatrix als Ddmpfungsmatrix herangezogen. Fiir die schwingende Membran,
deren Beschleunigungen in den Abbildungen 4.9 und 4.10 dargestellt sind, ergéibe dies
eine modale Dampfung von rund 1.0%. Dampfungen fiir reale Segelstoffe liegen deutlich

dariiber.
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4.2.5 Ablauf einer instationiren gekoppelten Analyse

Eine gekoppelte Analyse geht immer von einem stationiren Zustand, einer gleichmifi-
gen Translation, aus. Diese Anfangsbedingung wird vom Benutzer vorgegeben oder ist die
Losung einer vorangegangene instationédren aber nicht gekoppelten Analyse. Unter Vor-
aussetzung einer gleichférmigen Bewegung wird die Geometrie des Nachlaufes festgelegt
und eine stationdre Stromungsanalyse durchgefiihrt. Damit kann der gesamte Nachlauf
mit freier Zirkulation belegt werden. Diese stationidre Losung stellt den Ausgangspunkt

der inststiondren aerodynamischen Berechnung dar.

4.2.6 Numerische Aspekte

Die simultane Koppelung fiihrt innerhalb des FE-Programms zu einer vollbesetzten Stei-
figkeitsmatrix. Der dazu notige Speicherplatzbedarf stellt in der heutigen Zeit kein be-
sonderes Problem dar. Anders verhilt es sich allerdings mit der CPU-Zeit, die fiir die
Gleichungslosung bei einer nichtsymmetrischer Koeffizientenmatrix erforderlich wird. In

dieser Arbeit kamen dabei optimierte Routinen aus der Lapack-Library [3] zum Einsatz.

Fiir die urspriingliche softwareméflige Implementierung war geplant, die Fluid-Struktur-
Interaktion iiber zwei eigenstindige Programme zu realisieren, die iiber eigene sequentielle
Dateien die erforderlichen Informationen austauschen sollten. Dieser Datenaustausch be-
anspruchte einen erheblichen Teil der gesamten Analysezeit. Speziell die simultane bzw. die
quasi-simultane Koppelung waren dadurch deutlich benachteiligt, weil bei diesen Varian-
ten die aerodynamischen Steifigkeits- und Dadmpfungsmatrizen in das FE-Programm impo-
riert werden miissen. Eine Verbesserung der Sitution erbrachte die Verschmelzung beider
Programme und die gemeinsame Nutzung eines Teiles der Datenbasis. Die eigenstindige
Variante des Wirbel-Panel-Verfahrens besteht aus einem Hauptteil und Unterprogram-
men. In der gekoppelten Version wurde der Hauptteil als Unterprogramm in den FE-Code
plaziert. Bei einer gekoppelten Analyse muss der Benutzer zwei Inputfiles, eines fiir das
FE-Programm CARINA und eines fiir das Strémungsprogramm P/ bereitstellen. Bei einer
gekoppelten Analyse iibernimmt das Stromungsprogramm dann die erforderlichen Daten
direkt vom FE-Code. Beide Inputs kénnen so unabhingig voneinander analysiert und ge-
testet werden, bevor eine aufwéndige gekoppelte Analyse durchgefiihrt wird.



Kapitel 5

Flugsimulation eines Hingegleiters

5.1 Motivation

Schon im einleitenden Abschnitt dieser Arbeit wurde die starke Fluid-Struktur-Koppelung
bei Hangegleitern erwéhnt. Die Fliigelverwindung und somit die Auftriebsverteilung ist von
den strukturellen Gegebenheiten des Segels und der unterstiitzenden Struktur sowie dem
jeweiligen Flugzustand abhingig. Anhand eines vereinfachten Hingegleitermodells sollen

nachfolgend die Moglichkeiten der instationdren Koppelung veranschaulicht werden.

5.2 Modellbildung

5.2.1 Aufbau des Analysemodells

Moderne Héngegleiter verfiigen iiber ein rdumlich geschnittenes Segel, das im vorderen
Tragflichenbereich ein Profil mit endlicher Dicke (3d-Bereich) ergibt. Im hinteren Bereich
geht das Fliigelprofil in einen reinen Membranfliigel iiber (siehe Abbildung 5.1)

Die Segellatten definieren die obere Fliigelkontur und sind in Abstdnden von rund einem
halben Meter angeordnet. Ublicher Weise wird das Segel auf der Profilunterseite an drei
bis vier Positionen durch kurze gerade Segellatten unterstiitzt. Die Positionen in Richtung
der Spannweite fallen nicht mit den Positionen der Latten des Obersegels zusammen. Wie
bereits ausfiihrlich beschrieben, wird mit dem verwendeten Verfahren zur Berechnung der
aerodynamischen Krifte die Mittelfliche (Skelettfliche) des Fliigels diskretisiert. Aus die-

161
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Segellatte
Obersegel

3d-Bereich | yrejner Memranfliigel
Seitenrohr

Ersatzkontur
Untersegel

Abbildung 5.1: Reduktion des 3d-Fliigels

Seitenrohr Segellatten

aerodynamische Lasten

Kielrohr Seitenrohr

Abbildung 5.2: Ausbildung des Zugbandes

sem Grund wird auch das Strukturmodell auf ein Mittelflichenmodell reduziert, wodurch
der teilweise dreidimensionale Fliigel in eine reine Membranfliche iibergefiihrt wird. In
Abbildung 5.1 sind die Zusammenhinge dargestellt. Die Ersatzkontur kann beispielsweise
durch die Verbindung der Mittelpunkte eingeschriebener Kreise konstruiert werden.

Diese strukturelle Vereinfachung kann damit gerechtfertigt werden, dass die Torsionssteifig-
keit der Tragfldche in erster Linie von der globalen Membranspannung in Spannweitenrich-
tung in Kombination mit vertikalen Auslenkung der Membranfléiche abhéngt. In Abbildung
5.2 ist dieser Effekt skizziert. Die Segelspannung wird iiber den Winkel o zwischen Sei-
tenrohr und Kielrohr eingestellt. Die vorgespannte Membran, in Abbildung 5.2 durch das
Modell eines Zugbandes gedanklich ersetzt, wird durch die aerodynamischen Lasten ver-
tikal ausgelenkt und bildet einen Bogen (Seileck), der das Seitenrohr mit dem Kielrohr
verbindet. Die Segellatten stiitzen sich an diesem Bogen ab und bilden die Knickpunk-
te. Der Bogen wird im Fachjargon auch als Tunnel bezeichnet und nimmt mit steigender
Segelvorspannung ab. Fiir die Ausbildung des Tunnels ist die Segelspannung im hinteren

Profilbereich (Hinterkantennéhe) wichtiger als im vorderen Fliigelbereich.
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ber-
_Spannturm Verspannung_

_Segellatten Achterliek

Abbildung 5.3: Schematischer Aufbau eines Héngegleiters (entnommen aus [28])

Die Segelrohre im dreidimensionalen Fliigelabschnitt kénnte zwar iiber Schubfluss ein
Fliigeltorsionsmoment iibertragen, in der Realitdt ist die Segelvorspannung im Unterse-
gel jedoch sehr gering und eine Faltenbildungen im Flug hiufig zu beobachten. Damit
kann in erster Ndherung die zusétzliche Torsionssteifigkeit der dreidimensionalen Fliigel-
bereiche vernachlissigt werden. Dariiber hinaus verfiigen #ltere Baumuster ohnehin iiber
rein zweidimensionale Segel, die durch das Mittelflichenmodell exakt abgebildet werden. In
Abbildung 5.3 ist der schematische Aufbau eines Hingegleiters élterer Bauart dargestellt,

der ohne Doppelsegel auskommt,
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Membransegel
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Abbildung 5.4: Analyse-Modell
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Membran Segellatte

MPC: S2PF

MPC: S3P

Abbildung 5.5: Koppelungen der Rippen

Tabelle 5.1: Definition der Membran

Spannweite b 10, 4m
Fliche F 13.9m?
Gesamtgewicht m 115kg
Membransteifigkeit Eh 6.0-10°[X]

Membranvorspannung ¢”  0.0167%

Abbildung 5.4 zeigt das Analysemodell eines Héngegleiters. Der Abschnitt a.) stellt die
Membranelemente der Tragfliche dar. Die Membranelemente sind mittels Slider-MPC’s
mit den Segellatten verbunden, die in Abschnitt b.) der gleichen Abbildung zu sehen
sind. Die Segellatten wie auch das Membransegel sind wiederum mittels Slider-MPC’s
mit den Seitenrohren verbunden und kénnen in Spannweitenrichtung gleiten. Die Segel-
latten verfiigen am hinteren Ende (Achterliek) iiber Spannelemente, die eine konstante
Vorspannung gewihrleisten (S2PF). Eine schematische Darstellung der Slider-MPC'’s ist
in Abbildung 5.5 zu sehen.

Das Membransegel ist mit den Endpunkten der Seitenrohre sowie mit dem Kiel fix verbun-
den. Diese Verbindungsstellen sind in Abbildung 5.4 Abschnitt d.) mit X gekennzeichnet.

Die wesentlichen Daten des Modells sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.

Der Einfachheit wegen wurde das Segel als Membran mit isotropen Eigenschaften mo-
delliert. Um die tatsédchlichen Steifigkeitverhéltnisse eines Héngegleitersegels zu erfassen,
miissten umfangreiche Versuche und Messungen durchgefiihrt werden, was allerdings den

Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.

Die gekoppelte Analyse wurde schliellich unter Annahme von Symmetrie mit einem Halb-
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Abbildung 5.6: Gewichtsverlagerung

modell durchgefiihrt.

5.2.2 Pilot

Der Pilot wird durch zwei Balkenelemente mit entsprechender Massenbelegung modelliert
und héngt an einem Stabelement (von N5 nach N2). Die Anordnung ist schematisch in
Abbildung 5.6 dargestellt. Uber einen Slider vom Typ S2PF ist der Pilot mit dem Mittel-
punkt N4 der Trapezbasis verbunden. Die Stellkrifte wirken in den Knoten N2 und N4.
Parallel dazu wirkt ein geschwindigkeitsproportionaler Dampfer, der die Pendelbewegung

des Piloten dampft. Der Pilot kann in diesem Modell in der Symmetrieebene frei pendeln.

5.2.3 Controler

Um das Flugverhalten des Hangegleiters zu simulieren, wurde ein einfacher PID-Regeler in
CARINA implementiert, mit dem vorgegebene Geschwindigkeitsprofile abgeflogen werden
kénnen. Die Steuerung erfolgt dabei, wie in der Realitit, iiber die Gewichtsverlagerung
des Piloten. Auf diese Art konnen beispielsweise Flugpolaren aufgenommen werden. Der
Regelalgorithmus berechnet Geschwindigkeits- und Beschleunigungssollwerte. Die Abwei-
chung zwischen Soll- und Ist-Werten werden iiber ein Integral-, ein Proportional- und ein

Differentialglied erfasst. Die Formulierung wurde dabei [17] entnommen.
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5.2.4 1DOF-Release

Neben der einfachen Geschwindigkeitsregelung musste ferner noch eine Prozedur entwickelt
werden, die einen moglichst stationdren Flugzustand zu Beginn der Analyse gewihrlei-
stet. Die Problematik liegt darin, dass die ersten Fluidanalysen an der undeformierten
Geometrie durchgefiihrt werden. Das aerodynamische Zentrum (Punkt in dem die resul-
tierenden Luftkréifte angreifen) liegt fiir die unverformte Geometrie deutlich hinter dem
realen Massenmittelpunkt, und es entstehen starke negative Momente, die zu einer star-
ken Nickbewegung des Hiangegleiters fiihren. Um diese Nickbewegungen in der Startphase
zu unterbinden, wird die Rotation eines Punktes der Struktur fiir einen kurzen Zeitraum
unterdriickt, solange, bis sich die Tragfliche deformiert und sich eine realistische Druck-
verteilung ausgebildet hat.

5.3 Flugsimulation

5.3.1 Ablauf der Analyse

Der Héngegleiter wird mit einem bestimmten Anstellwinkel und einer Anfangsgeschwin-
digkeit gestartet. Der Nick-Freiheitsgrad ist jedoch zu Beginn noch gesperrt. In den fol-
genden Zeitschritten werden zunéchst die kiinstlichen Membranstabilisierungskrifte und
die Gleichgewichtskrifte der elastisch vordeformierten Seitenrohre sukzessive beseitigt. An-
schlieend werden simultan die Auftriebs- und die Gravitationskréfte schrittweise aktiviert.
Sobald die vollen Auftriebskrifte erreicht sind, wird der Nickfreiheitsgrad freigegeben und
der Héngegleiter bewegt sich nach rund 1.5 Sekunden véllig frei. Die maximale Zeitschritt-
weite der Analyse betrigt 0.05 Sekunden.

5.3.2 Instationire Flugversuche

Zur Demonstration der Funktionsweise der instationédren, simultanen Koppelung soll der
zuvor beschriebene Hingegleiter zwei Testfliige absolvieren. Im ersten Flug wird die Ge-

schwindigkeit langsam gesteigert, wiahrend sie im zweiten Flug reduziert wird.

In Abbildung 5.7 sind wichtige Kenndaten der Tests in vier Diagrammen zusammengefasst;:

e air speed: Stromungsgeschwindigkeit, aufgetragen iiber der Flugdauer,
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Abbildung 5.7: Testflug: a) Beschleunigung, b) Abbremsen

e angle of attack: Anstellwinkel, aufgetragen iiber der Flugdauer,
o [ift distribution: Auftriebsverteilungen zu fiinf ausgezeichneten Flugzustinden,

e wing twist: Fliigelverwindung zu fiinf ausgezeichneten Flugzustinden.

Rund 15 Sekunden nach der Freisetzung wird eine ann&hernd stationidre Geschwindigkeit
von rund 14m/s erreicht; sieche Diagramm air speed in Abbildung 5.7. Nach rund 20 Flug-
sekunden wird im Fall a) der Schwerpunkt nach vor und im Fall b) nach hinten verlagert.

Beschleunigter Flug

Wie bereits erwihnt, stellt sich nach rund 15 Sekunden eine nahezu konstante Flugge-
schwindigkeit ein. Diese Tatsache ist deswegen interessant, weil der Fliigel ausschlieflich
Profile mit negativem Momentenbeiwert aufweist. Erst durch die elastische Deformation
bzw. die Verwindung der Tragfliche ergibt sich im vorliegenden Fall ein flugfdhiges Gerit,
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Abbildung 5.8: Verformter Fliigel bei V=14m/s

da die Verwindung zu einem aufrichtenden Nickmoment fiihrt. In den Diagrammen lift
distribution und wing twist sind die Auftriebsverteilung sowie die Fliigelverwindung darge-
stellt. Die Kurven mit der Bezeichnung 1 sind fiir die Fluggeschwindigkeit von 14m/s ermit-
telt worden. Die Fliigelverwindung betrigt rund -15 Grad (Winkel zwischen Wurzelrippe
und Fliigelende). Im Diagramm [ift distribution ist die glockenformige Auftriebsverteilung

erkennbar, wobei die Fliigelenden kaum Auftrieb liefern.

In der Abbildung 5.8 ist der verformte Fliigel bei einer Geschwindigkeit von 14m/s darge-
stellt. Die dabei auftretenden Spannungen in der isotropen Membran werden in den beiden
folgenden Abbildungen gezeigt. Abbildung 5.9 stellt dabei die Cauchy-Spannungstensoren
in den Elementmittelpunkten auf der verformten Geometrie dar. Aufgrund des verwen-
deten Faltenmodells nach Roddeman, (siche dazu Abschnitt 3.2.4), kénnen ausschlieBlich
Zugspannungen in der Membran auftreten. Die h6chsten Spannungen sind dabei am Fliige-
lende zu beobachten, dort wo das Segel mit dem Seitenrohr fest verbunden wird, sowie im
Bereich der Fliigelhinterkante am Kiel. Eine deutlich geringere Segelspannung stellt sich
entlang des Achterlieks im dufleren Fliigelbereich und in der Fliigelmitte im Bereich der
Eintrittskante ein. Die Abbildung 5.10 zeigt die Vergleichsspannung nach v.Mises, wieder-
um auf der deformierten Membran abgebildet. Die eindimensionalen Elemente, wie Balken

oder Stibe, sind in dieser Darstellung nicht angefiihrt.

Bereits bei einer geringfiigig hoheren Geschwindigkeit von rund 16m/s sind im Verlauf air

speed Oszillationen erkennbar. Der Verlauf angle of attack zeigt in der gesamten Beschleu-
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Abbildung 5.9: Membranspannungen bei V=14m/s: Cauchy, Tensor

nigungsphase eine Schwingung, deren Amplitude zunéchst konstant bleibt. Der Punkt 4
kennzeichnet einen Flugzustand bei rund 17m/s. Die Fliigelverwindung ist deutlich kleiner
als bei 14m/s. Trotzdem liefern die Fliigelenden in diesem Zustand negativen Auftrieb. Die
Ausbildung der glockenférmigen Auftriebsverteilung ist stirker ausgeprigt als bei 14m/s.
Nach rund 35 Flugsekunden fillt der Anstellwinkel jedoch schlagartig auf -10 Grad ab
(Punkt 5). Kurz bevor die Analyse abbricht, nimmt die Fluggeschwindigkeit stark zu. Es
handelt sich dabei um einen Vorwirtsiiberschlag des Héngegleiters. Der Grund fiir diese
relativ niedrige kritische Geschwindigkeit liegt darin, dass der analysierte Hangegleiter aus-
schliefllich Profile mit negativem Momentenbeiwert verwendet. Im Gegensatz dazu verfiigen
moderne Héngegleiter {iber Vorrichtungen, die auch im Schnellflug fiir eine ausreichende
Nickstabilitdt sorgen. Bei zunehmender Fluggeschwindigkeit nimmt im untersuchten Fall
die Schriankung (Fliigelverwindung) und damit auch das aufrichtende Moment ab, wéihrend
das durch die Profile erzeugte negative Nickmoment proportional zum Staudruck anwéchst
und schlieBlich das katastrophale Ereignis herbeifiihrt.
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Abbildung 5.10: Membranspannungen bei V=14m/s: Cauchy, VonMises

Verzogerter Flug

In den Diagrammen air speed und angle of attack stellt sich bis 20 Flugsekunden der
gleiche Verlauf ein, wie beim beschleunigten Flug. Auch in diesem Fall sind Anstellwinkel-
Schwankungen erkennbar, die jedoch mit abnehmender Fluggeschwindigkeit ebenfalls ab-
nehmen. Punkt 2 der Kurve b) kennzeichnet eine Geschwindigkeit von rund 8m/s. Der
Anstellwinkel liegt dabei bei rund 30 Grad, was bei einem realen Fluid kaum noch méglich
wire, weil es bei so hohen Anstellwinkeln bereits zum Stromungsabriss kommt. Dieser Ef-
fekt kann jedoch mittels reibungsfreier Potentialstromung nicht erfasst werden, Die Fliigel-
verwindung betrdgt rund -16 Grad. Trotz der hohen Verwindung stellt sich jedoch eine
annihernd elliptische Auftriebsverteilung ein, die fiir einen Vergleich im Diagramm [ift
distribution strichliert eingetragen ist. Dieses Ergebnis bestitigt die exzellenten Langsam-
flugeigenschaften der Hingegleiter, die speziell beim Kreisen in den thermischen Aufwin-
den von Vorteil sind. Mit zunehmender Fluggeschwindigkeit bildet sich eine glockenférmige
Verteilung aus, die sich in Bezug auf den induzierten Widerstand ungiinstig auswirkt. Der
Flugzustand im Punkt 2 bzw. Punkt 3 ist ferner auch deswegen interessant, weil er sich
am Rande einer Instabilitdt befindet. Der Massenmittelpunkt der Struktur liegt sehr nahe
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beim Neutralpunkt der Tragfliche, in dem die Anderungen der Auftriebskriifte angreifen.
Das System befindet sich somit unmittelbar vor einem riickwértigen Abkippen. In dieser
Phase sind grofle Steuerkrifte notwendig, um den stationiren Zustand beizubehalten. Die
Verliufe fiir die Fluggeschwindigkeit bzw. den Anstellwinkel zeigen im Bereich von Punkt 3
hochfrequente Schwingungen. Sie stellen kein echtes aeroelastisches Flatterphinomen dar,
sondern entstehen durch eine Interferenz des Reglers mit der ersten Biegeschwingung des
Seitenrohres, das eine Eigenfrequenz von rund 4Hz aufweist. Somit wére dieses Phénomen
bei einem menschlichen Piloten nicht zu beobachten. Das Modell weist ferner eine sehr klei-
ne strukturelle Dédmpfung auf. Die Schwingungsamplituden werden im vorliegenden Fall

nur durch das umgebende Fluid geddmpft.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Fluid-Struktur-Interaktion von membranartigen Trag-
flichen in stationdrer und instationdrer Potentialstromung. Dieses spezielle Problem der
Aeroelastik spielt im Flug- und Segelsport eine bedeutende Rolle. Typische Vertreter sind
dabei die Hiangegleiter oder Boot- und Surfsegel.

Aufgrund numerischer Effizienz ist es sinnvoll die beiden physikalisch unterschiedlichen
Problemstellungen mit verschiedenen Verfahren zu behandeln. Fiir die Analyse des dreidi-
mensionalen Strémungsfeldes bietet sich ein Verfahren an, das mit einer Singularitidtenbele-
gung (Wirbel bzw. Dipole) operiert. Das Strukturverhalten kann mittels der nichtlinearen
Finite Elemente Methode erfasst werden. Bereits existierende Verfahren arbeiten nach die-
sem Prinzip, wobei die Stromung mit Wirbelleiterverfahren berechnet und die Koppelung
der Modelle durch ein Austauschen von aerodynamischen Druckverteilungen bzw. Verschie-
bungsfeldern bewerkstelligt wird (iterative Koppelung).

Um in dieser Arbeit ein engeres Koppelungschema zu verwirklichen, welches im Idealfall
einer simultanen Losung beider Teilprobleme nahekommt, wurde ein neuartiges Wirbel-
flaichenverfahren mit dem Namen P4 entwickelt. Es kann als Wirbel-Panel-Verfahren cha-
rakterisiert werden. Innerhalb der Panele (Elementarfliigel) wird die Wirbeldichte in Spann-
weitenrichtung quadratisch und in Fliigeltiefenrichtung linear interpoliert. Das Verfahren
kann nichtlineare Effekte im Sinne der Tragfliigeltheorie und instationire Stromungen er-
fassen. Eine Besonderheit stellt die Ermittlung des induzierten Widerstandes dar, der am
Ort der Tragfliche berechnet wird und somit auch fiir instationire Zusténde bestimmt wer-
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den kann. Aufgrund der quadratischen Interpolationsordnung innerhalb der Panele kommt
das Verfahren mit relativ groben Analysenetzen aus. Damit wird es moglich, fiir beide
Teilprobleme (Fluid und Struktur) die gleiche Diskretisierung zu verwenden. Diese Tat-
sache hat auf die Formulierung der Koppelung ebenfalls positive Auswirkungen. Durch
eine numerisch effiziente Prozedur kénnen von P4 nicht nur der fiir die FEM-Analyse
benstigte aerodynamische Lastvektor sondern auch die aerodynamische Laststeifigkeits-
und Dampfungsmatrix berechnet werden. Letztere beschreiben die Anderung der aerody-
namischen Lasten zufolge einer Verschiebung bzw. einer Geschwindigkeitsinderung und
beschreiben damit das um einen Flugzustand linearisierte Stromungsverhalten. Diese Da-
ten konnen fiir unterschiedliche Formulierungen der Fluid-Struktur-Interaktion verwendet
werden. Die oben erwihnte iterative Koppelung ist dabei ebenso moglich, wie eine si-
multane Losung, wobei mit vollbesetzten, nichtsymmetrischen Matrizen operiert wird. Die
Erweiterung auf instationére gekoppelte Probleme erforderte eine Zweischritt-Strategie, die
aus einem Prediktor-Step fiir den Stromungszustand des néchsten Zeitschrittes und einer
Korrektur besteht.

Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Formulierung geeigneter Finiter Ele-
mente zur Modellierung von Membranfliigeln, die iiber Balken und Stabelemente unter
Spannung gehalten werden (Hangegleiter). Die Membran wird dabei durch Elemente mit
vier Knoten und reiner Membransteifigkeit diskretisiert. Zwei unterschiedliche Faltenmo-
delle zur Beriicksichtigung lokaler Faltenbildung wurden implementiert, die die Ausbildung
von Druckspannungen unterbinden. Ein Modell stellt dabei eine Neuentwicklung dar, wel-
che eine effiziente Analyse isotroper Membrane erlaubt. Spezielle Algorithmen zur Stabili-
sierung und Vorspannung mussten dabei entwickelt werden. Ein Hermite’sches Balkenele-
ment wurde fiir groe Rotation und elastischer Vorkriimmung formuliert und erméglicht
eine realistische Modellierung vorgespannten Membrantragflichen. Gleitbewegungen zwi-
schen dem Segel und den Rippen (Balken) werden durch spezielle Koppelbedingungen
verwirklicht, die auch als mechanische Spannelemente eingesetzt werden kénnen.

Die Zeitintegration des instationiren gekoppelten Problems erfolgt mithilfe eines impliziten
Integrationsschemas (Newmark). Im Zusammenhang mit den Faltenalgorithmen der Mem-
branelemente musste eine numerische Dampfung eingefiihrt werden, die unphysikalische

Schwingungen in der Membranfliche erfolgreich unterdriickt.

Die Ergebnisse der einzelnen Entwicklungschritte werden mit Losungen anderer Verfahren
verglichen und zeigen gute Ubereinstimmung. Dies betrifft primir die stationire und insta-

tiondre Aerodynamik sowie die stationéire Fluid-Struktur-Interaktion. Schliellich werden
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alle in dieser Arbeit entwickelten und implementierten Prozeduren zur Simulation eines
frei fliegenden Héangegleiters eingesetzt und einige Aspekt der Aerodynamik und Stabilitét

diskutiert. Diese Form der Flugsimulation eines Hingegleiters hat ebenfalls Neuheitswert.

6.2 Ausblick

Es existiert eine Reihe von Moglichkeiten zur Weiterentwicklung des in der vorliegenden

Arbeit priasentierten Verfahrens.

Der interessanteste Aspekt, der zur Zeit vernachlissigt wird, betrifft Reibungseinfliisse. Dies
konnte in unterschiedlicher Komplexitét realisiert werden. Die einfachste Variante bestiinde
darin, an verschiedenen Positionen der Tragfliche Druckverldufe zu bestimmen und damit
abschnittsweise die Grenzschicht und Reibungskrifte zu berechnen. Die Riickwirkung auf

die Losung der reibungsfreien Stromung konnte in erster Naherung vernachléssigt werden.

Eine aufwindige, aber vielversprechende Variante wire die Berechnung der dreidimensio-
nalen Grenzschicht mittels einer Integralformulierung. Dabei wird die Grenzschicht durch
iiber die Dicke integrierte Groflen beschrieben. Die Aufdickung der Grenzschicht wird durch
eine Quelldichtebelegung der Tragfliche und einen damit verbundenem Ausblasvorgang er-
reicht. Dieses Verfahren existiert bereits fiir starre Fliigelstrukturen. Die Kombination mit
einer flexiblen Membran wére eine Herausforderung, da sowohl die Stromung als auch die

Struktur durch nichtlineares Verhalten gekennzeichnet werden.

Das derzeitige Verfahren wurde fiir nichtlineares Strukturverhalten konzipiert. Es sind kei-
ne direkten Methoden zum Aufspiiren von klassischen aeroelastischen Instabilitdtsformen,
wie statische Divergenz, Ruderumkehr oder Flattern im verwendeten FEM-Programm im-
plementiert. Eine diesbeziigliche Erweiterung wiirde das Einsatzspektrum des Verfahrens
deutlich vergrofiern. Die statische Divergenz sowie die Ruderumkehr wére mit der aero-
elastischen Laststeifigkeitsmatrix bereits behandelbar. Der verwendete FEM-Code verfiigt
allerdings noch nicht iiber einen Eigenwertldser fiir unsymmetrische, vollbesetzte Matri-
zen. Fiir klassische Flatteranalysen wéren zusétzliche Erweiterungen erforderlich, da sie
im Frequenz- und nicht im Zeitbereich durchgefiihrt werden. Der erste Schritt bestiinde in
der Implementierung eines Verfahresn zur Berechnung der Schwingmodi und Eigenfrequen-
zen der Struktur. Fiir diese verschiedenen Schwingmodi kénnten abhéingig von Luftdichte
und Fluggeschwindigkeit die harmonischen Luftkrifte bestimmt, und schliefilich die Sta-
bilitdtsuntersuchungen durchgefiihrt werden. Zur Ermittlung der harmonischen Luftkréfte
in P4 miissten dabei im Zeitbereich einige Schwingspiele durchlaufen werden, um die ent-
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sprechenden modalen Werte ermitteln zu konnen.
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