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Kurzfassung

Sei K ein (kommutativer) Koérper und PG(n, K) der n-dimensionale projektive
Raum iiber dem (n + 1)-dimensionalen Vektorraum K"*!. Unter einer rationalen
Normkurve in PG(n, K) verstehen wir die Punktmenge

Ti={K(L,t....t") | te K}YUK(0,...,0,1)

und jede dazu projektiv dquivalente Menge. Gilt fiir die Charakteristik des
Grundkorpers die Einschrinkung char K = 0, dann kénnen in Analogie zur Dif-
ferentialgeometrie durch formale Differentiation Ableitungspunkte und Schmieg-
rdume in den Normkurvenpunkten erkldart werden. Fiir beliebige Charakteristik
ist dies nicht mehr moglich, und es wird daher auf die nicht—iterative Hasse—
Differentiation von Polynomen zuriickgegriffen.

Fiir rationale Normkurven definieren wir die k-Knoten als Durchschnitte aller k-
dimensionalen Schmiegrdume von I'. Bei Charakteristik 0 erhalten wir dabei stets
die leere Menge, gilt jedoch charK = p > 0, dann fiihrt das im allgemeinen auf
die Existenz nichttrivialer Knoten. Die Untersuchung dieser Knoten bildet den er-
sten Hauptteil der vorliegenden Arbeit. Es zeigt sich ndmlich, dafl die Dimension
der Knoten als Funktion von k eine Treppenfunktion bildet, deren Wertebereich
durch die Verteilung der Nullen im modulo p reduzierten Pascal-Dreieck A(p)
bestimmt wird.

In der Fraktalstruktur des modulo p reduzierten Pascal-Dreiecks liegt der
Schliissel zur Losung vieler Probleme. In dieser Arbeit werden eine Partition der
Nullen von A(p) vorgenommen und danach drei Funktionen auf A(p) definiert,
mit deren Hilfe die Knotendimensionen berechnet werden kénnen.

Da die Knoten zu jenen ausgezeichneten Unterrdumen im umgebenden Raum
der rationalen Normkurven zéhlen, die invariant unter PT'L(I"), der Gruppe der
automorphen Kollineationen von I' sind, stellt sich natiirlich sofort die Frage:

»Wie sehen alle unter PUL(I") invarianten Unterrdume aus?*

Die Antwort ist Inhalt des zweiten Hauptteils dieser Arbeit. Wir haben iiber die
p-adische Darstellung der um Eins vergréflerten Raumdimension Indexmengen A
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konstruiert, so dal bei geeignet gewahltem Koordinatensystem mit Grundpunk-
ten P, die Unterrdume
U={P\| €A}

jene nichtleeren , irreduziblen”, unter PI'L(I") invarianten Unterrdume beschrei-
ben, die man nur mehr in trivialer Weise als Summe von invarianten Unterrdumen
schreiben kann. Durch Verbinden dieser Unterrdume, was dem Vereinigen der zu-
gehorigen Indexmengen entspricht, erhédlt man dann alle invarianten Unterrdume.

Abschlieend sei noch erwéihnt, dafl unsere Betrachtungen den Fall eines , klei-
nen Korpers® (#K < n + 1) ausgeschlossen haben. Hier miifte man namlich
in Betracht ziehen, dafl die Elemente von K nichttrivialen Polynom-Identitéten
geniigen, wodurch unsere Ergebnisse sich noch mehr verkomplizieren wiirden.
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Einleitung

Zum Inhalt

Nachdem wir das Inhaltsverzeichnis durchgelesen haben, stellt sich fiir so man-
chen Leser vermutlich folgende Frage:

, Wie kommt es, daf$ in einer Arbeit in dem einen Kapitel offensichtlich
das Pascal-Dreieck untersucht wird, wihrend in den folgenden Kapiteln
ausschliefllich geometrische Fragestellungen im Vordergrund stehen?
Wo besteht da der Zusammenhang?“

Der Autor mufl gestehen, dafl diese Fragen durchaus berechtigt sind, weil de-
ren Beantwortung ja letztlich auch geraume Zeit, eine gewisse Art von Sitz-
fleisch und die eine oder andere Stunde Rechenzeit eines leistungsfihigen PC’s
beanspruchte!.

In welcher Weise geht nun aber die Struktur des modulo p reduzierten Pascal-
Dreiecks A(p) in die Beantwortung der geometrischen Fragestellungen ein? Dies
erlautern wir im folgenden:

Wir gehen, wie schon in der Kurzfassung beschrieben, von rationalen Normkurven
I’ mit der Parameterdarstellung

D= {K(1,t....t" |t e KUoc}

aus. Da wir die Ableitungspunkte und die Schmiegraume fiir beliebige Charakte-
ristik des Grundkorpers K erkldren mochten, beniitzen wir eine von H. HASSE,
F.K. ScHMIDT und O. TEICHMULLER (vgl. [8] oder [14, 1.3]) begriindete nicht—
iterative Differentiation von Polynomen und folgen damit den Ausfiihrungen von
H. HAVLICEK in [9]. Durch diese Differentiation kommt es zum Auftreten von
Binomialkoeffizienten.

'Bei dieser Gelegenheit méchte ich der Hochschuljubiliumsstiftung der Stadt Wien dafiir
danken, daf} sie diese Arbeit durch die Finanzierung eines entsprechenden Personalcomputers
unterstiitzt und erleichtert hat.
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Wir definieren dann fiir rationale Normkurven den k-Knoten als Durchschnitt
iiber alle k-Schmiegriaume. Das bekannteste Beispiel fiir einen nichttrivialen Kno-
ten ist wohl ein Kegelschnitt bei Charakteristik 2, dessen Tangenten kopunktal
sind. In der Literatur wird der Begriff ,Knoten® jedoch in verschiedenster Wei-
se beniitzt. Manche Autoren bezeichnen damit jenen Punkt, der eine rationale
Normkurve zu einem maximalen Bogen ergénzt (K ist dabei ein endlicher Korper
gerader Ordnung), andere verstehen darunter den Durchschnitt aller Schmieghy-
perebenen einer Veronese-Varietat.

Im Laufe dieser Arbeit stellt es sich heraus, dafl sich die eben erwéihnten Beispie-
le der von uns gegebenen Definition eines Knotens unterordnen. Eines unserer
Hauptresultate ist eine Formel, mit der samtliche Dimensionen der k-Knoten ei-
ner rationalen Normkurve in einem n-dimensionalen projektiven Raum mit Cha-
rakteristik p > 0 berechnet werden konnen. Fiir £ = n — 1 hat H. TIMMER-
MANN so eine Formel mit anderen Methoden bereits entwickelt (vgl. [23, 4.15],
[22]). Andere Ergebnisse iiber Knoten verdanken wir H. BRAUNER [2, 10.4.10],
D.G. GLYNN [5, 49-50], A. HERZER [11], H. KARZEL [16], J.A. THAS [20] und
J.A. THAS— J.W.P. HIRSCHFELD |[15, 25.1].

Es stellt sich heraus, da} die geometrischen Eigenschaften eines k—Knoten in
engem Zusammenhang mit jenen Binomialkoeffizienten stehen, die modulo p ver-
schwinden. Dabei spielen die p-adischen Entwicklungen der natiirlichen Zahlen
n, n + 1 und k eine entscheidende Rolle. Eine Partition der Nullen im Pascal-
Dreieck modulo p dréngt sich in diesem Zusammenhang férmlich auf. Wir haben
im ersten Kapitel ein Tripel (7, ®,3) von Funktionen auf A(p) definiert (diese
Ergebnisse sind fiir sich auch ohne entsprechende Anwendungen interessant), und
nach den notigen Voraussetzungen im zweiten Kapitel diirfen diese Funktionen
in Kapitel 3 entscheidend zur Bestimmung der Knotendimensionen beitragen.

Es ist auf Grund der Definition der Knoten selbstverstéandlich, dafl es sich dabei
um Unterrdume handelt, die unter der Gruppe PI'L(I") der automorphen Kol-
lineationen von I' invariant bleiben. Wahrend etwa H. TIMMERMANN in [23]
fiir gewisse Spezialfiille (mit anderen Methoden) weitere unter PI'L(I") invariante
Unterrdume angibt, haben wir es in Kapitel 4 geschafft, alle unter PT'L(T") inva-
rianten Unterrdume zu berechnen.

Die einzige Einschrinkung, die wir dabei setzen, ist, auf kleine Grundkorper zu
verzichten (#K > n + 2). In diesen Fillen wére ndmlich zusétzlich zu unse-
ren Uberlegungen zu beachten, daf die Kérperelemente nichttriviale Polynom-
Identitéten erfiillen. Wenn wir jedoch diese Félle ausklammern, dann kénnen wir
zeigen, dafl invariante Unterrdume stets durch Grundpunkte P, des gew&hlten
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Koordinatensystems aufgespannt werden, also
Z/{ == {P,\ ‘ )\ € A}
mit entsprechenden Indexmengen A gilt.

Den Leser wird es vielleicht ebenso iiberraschen, wie es den Autor anfianglich
iiberrascht hat, dafl es sich bei dem Verband aller invarianten Unterrdume unter
der Gruppe der automorphen Kollineationen im allgemeinen nicht um eine To-
talordnung handelt, obwohl die Teilmenge der Knoten stets eine Kette bildet.

Nun wollen wir den Leser aber nicht weiter auf die Folter spannen. Bevor wir
jedoch in medias res gehen, mochte ich noch einige Dankesworte aussprechen:

Ich erinnere mich noch gut an jenen Herbsttag im Jahre 1996, an dem mein Be-
treuer Univ.Prof. Dr. Hans Havlicek mich nach Beendigung meiner Diplomarbeit
gebeten hatte, ich mége Thn doch in Zukunft bei diversen Ideen und Uberlegun-
gen fiir diese Arbeit mehr mitleiden lassen als bisher. Hoffentlich habe ich diese
Aufforderung nicht zu wortlich genommen! Jedenfalls bin ich froh, dafl dieses
Leiden nun ein Ende hat und ich Thm auf diesem Wege wirklich ein herzliches
Dankeschon fiir die Zusammenarbeit in den letzten Jahren sagen kann.

Seine Idee war es auch, beim FWF (Fonds zur Forderung der wissenschaftli-
chen Forschung) die Unterstiitzung des Projekts , Veronese varieties over fields
with non—zero characteristic* zu beantragen und so die nétigen Rahmenbedin-
gungen fiir diese Dissertation zu schaffen. Tatséchlich stehe ich nun mittlerweile
seit 1. Oktober 1997 als Projektmitarbeiter? unter Dienstvertrag, wofiir ich dem

FWF herzlich danke.

Obwohl dies zwar selbstversténdlich ist, soll schliellich auch einmal angesprochen
werden, wie sehr ich es zu schitzen weifl, dafl meine Eltern von Kindheit an die
noétigen Voraussetzungen fiir meinen bisherigen Lebensweg geschaffen haben. Th-
nen mochte ich diese Arbeit auch widmen!

Dem Leser gebe ich schliefllich noch eine Liste mit Abkiirzungen und Schreibwei-
sen auf den Weg mit.

2Es handelt sich hierbei um das Projekt P12353-MAT.
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Bezeichnungen
allgemein
K (kommutativer) Koérper
K K\ {0}
K+ K U {0}
K|t] Polynomring in der Unbestimmten ¢
Aut(K) Gruppe der Korperautomorphismen
P (meist feste) Primzahl
GF(p") Galoisfeld mit p" Elementen
GL(n, K) Gruppe aller reguldren (n x n)-Matrizen {iber K
rgf Rang der Abbildung f
def f Defekt von f

zu Kapitel 1

=< j=3n & (7;) # 0 (mod p) (vgl. Def. 1.1.3)
A(p) Pascal-Dreieck modulo p

A'(p) die ersten p’ Zeilen von A(p) (vgl. Def. 1.2.1)
H(p) Pascal-Quadrat U(p) = A(p)V

mit einem ,,Nulldreieck” V (vgl. Def. 1.2.2)
A% dreieckiges Feld mit p* — 1 ,Null-Eintriigen*
in der ersten Zeile (vgl. Def. 1.2.2)

i (n,j) €i & (n,j) € V' (vgl. Def. 1.3.1)

i(n) (n,j) €i(n) < (n,j) € V¢, wobei n fest (vgl. Def. 1.3.1)
(i, n) »Anzahlfunktion® ®(i,n) = #i(n) (vgl. Satz 1.4.1)
T(R,b) ,top line“-Funktion T(R,b) = Ijz:; byp* (vel. Def. 1.4.6)

X(i,n) ySummenfunktion® X(i,n) = > ®(n,n) (vgl. Def. 1.4.7)
n=t
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zu Kapitel 2

r

n

P =PG(n, K)
b:=n+1
PT'L(T)
PGL(T)

Ke;

Kl

SMr

zu Kapitel 3
N®ET

zu Kapitel 4

Ci

rationale Normkurve (vgl. Def. 2.1.1)
projektive Dimension

projektiver Raum iiber K™ der Dimension n
Dimension des Vektorraums K"+

Gruppe der automorphen Kollineationen von I'
Gruppe der projektiven Kollineationen von I
Normkurvenpunkt zum Parameterwert ¢

j-ter Ableitungspunkt (vgl. Abschnitt 2.3.2)
k-Schmiegraum von I' in K¢; (vgl. Def. 2.3.2)

k-Knoten: Durchschnitt aller k-Schmiegraume

Matrix, deren Spalten ¢, c;, e C,E") den n-Schmiegraum
S™T beschreiben (vgl. Formel 4.4)

der von der Bahn {Cy(FP;) | t € K} aufgespannte Unterraum
(vgl. Def. 4.1.5)

Indexmenge mit O; = [{F, | w € Q(j)}] (vgl. Def. 4.1.6)
beliebige Indexmenge ¥ C {0,1,...,n}

Abschnitt [, des Pascal-Quadrats (vgl. Def. 4.1.14)
Funktion mit 7°(¢,b) + V' (i,b) = b fiir alle i € N

(vgl. Def. 4.4.1)

n — j bei festem n

Menge {iy, iy + 1,...,ix + kx} (vgl. Abschnitt 4.6.2)
vgl. Abschnitt 4.6.2
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(1))

T(]l X

A

A(LL, ..

...X[L)

,IL,Z,b)

Mengensystem {{ix,ix + 1,...,ix+v} |v=—1,0,...,k\}
(vgl. Abschnitt 4.6.3)

T(1,) x ... x T(I1) vgl. oben

Indexmenge, so dafl [{Py | A € A}] unter PT'L(T") invariant
U QV(Ty,...,T;i,b)) Vereinigung iiber alle L-Tupel
(To, Ty, ..., T1) € T(I x ... % I1) (vgl. Abschnitt 4.7)



Kapitel 1

Hilfsmittel aus der Zahlentheorie

In diesem Kapitel wird vorerst ein Lemma vorgestellt, das einerseits die Berech-
nung von modulo p reduzierten Binomialkoeffizienten entscheidend erleichtert,
und andererseits die Fraktalstruktur des modulo p reduzierten Pascal-Dreiecks
begriindet. Auflerdem wird eine Partition der Nullen im Pascal-Dreieck angege-
ben, welche schliefSlich zur Definition dreier Funktionen fiihrt, die in den folgenden
Kapiteln ihre Anwendungen in der Geometrie finden.

1.1 Ein Lemma von Lucas

In diesem Kapitel sei die Primzahl p stets fest gewéhlt. Die Darstellung einer
natiirlichen Zahl n € N in der Basis p kann in der Form

n = Zn,\p)‘ =: (ny)
A=0

geschrieben werden, wobei aber nur endlich viele Ziffern n, € {0,1,...,p — 1}
verschieden von 0 sind. Wir schreiben n auch in der Form

n = <...,ni,ni,1,...,n0>

und lassen dabei auch fithrende Nullen zu. Beispielsweise sind fiir die Darstellung
der Zahl 10 in der Basis 2 mehrere Schreibweisen moglich:

10 = (1,0,1,0)
= (0,0,1,0,1,0)

Wir wollen nun ein Lemma von Lucas vorstellen, welches die Berechnung von mo-
dulo p reduzierten Binomialkoeffizienten entscheidend erleichtert. Damit werden
wir auch die Struktur des modulo p reduzierten Pascal-Dreiecks besser verstehen.
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Lemma 1.1.1 (Lucas [3]) Seien (n,) und (j,) die p-adischen Darstellungen
der natirlichen Zahlen n und j, dann gilt

()-11(5) oo

Beweis: Links steht der Koeffizient von 27 in (1 + z)", wihrend es sich bei dem
rechten Koeffizienten um jenen von 7 in [](1 + :1cpA)"A handelt. Uber Koérpern
p)

mit Charakteristik p stimmen diese Polynome iiberein. O

Bemerkung 1.1.2 Wegen ny € {0,1,...,p— 1} ist ein Binomialkoeffizient (T]‘i)

genau fiir j, > ny kongruent 0 modulo p und (?) verschwindet modulo p genau
dann, wenn A\ € N existiert, mit jy > n,.

Folgende Definition trigt von nun an zur Erleichterung der Schreibweise bei.

Definition 1.1.3 Bei gegebener Primzahl p sei auf der Menge N eine Halbord-
nung , = “ erkldrt:

(Ga) = (ny) & ja < ny fiir alle X € N,

Mit den Bezeichnungen dieser Definition folgt jetzt:

(?)EO (modp) <« jZn

1.2 Aufbau und Struktur des Pascal-Dreiecks
und des Pascal-Quadrats modulo p

Mit dem Lemma von Lucas kénnen wir jetzt die Fraktalstruktur des auch im
Anhang zu Kapitel 1 abgebildeten Pascal-Dreiecks modulo p besser verstehen,
und nach einigen Begriffsbildungen genauere Untersuchungen durchfiihren.

Definition 1.2.1 Im folgenden bezeichne A(p) das modulo p reduzierte Pascal-
Dreieck. Die Zeilen von A(p) werden bei Null beginnend gezdhlt. Fir i € N be-
zeichne weiters A'(p) das aus den Zeilen 0,...,p" — 1 gebildete Teildreieck von
A(p). Fiir das gliedweise mit m multiplizierte und gleichzeitig modulo p reduzier-
te Dreieck A'(p) wird mA¥(p) geschrieben. Wenn es klar ist, welche Primzahl p
gerade gemeint ist, kiirzen wir A'(p) durch A" ab.

Da wir spater untere Dreiecksmatrizen mit den Eintrdgen aus A(p) betrachten
werden, erscheint es sinnvoll, auch ein , Pascal-Quadrat“ [(p) folgendermaflen
zu definieren.
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Definition 1.2.2 Seien n und j natiirliche Zahlen. An der Position (n,j) des
(unendlichen) Pascal-Quadrats (p) stehe der modulo p reduzierte Binomialko-

effizient (?) .

Die Reihen und Spalten von L(p) werden also beginnend mit 0 durchnumeriert.
AuBlerdem bezeichne [(p) (i € N) jene Matrix, die im Schnitt der ersten p’
Reihen und Spalten von U(p) liegt. Wie fiir A(p) fithren wir auch fiir L(p) die
Kurzschreibweise L ein.

Bei [I* handelt es sich also um eine untere Dreiecksmatrix der Form
0 = AV,
wobei V! ausschlieflich durch die Zahl 0 aufgebaut ist.

Man betrachte auch, dafi die letzte Zeile von A’ aus p' Elementen besteht,
withrend in der ersten Zeile von V' nur p' — 1 Eintrige stehen. Das Dreieck
VY ist also leer.

Durch ein Beispiel wird die Vorstellung untermauert. Abbildung 1.1 zeigt A3 fiir
p=3.

1
11
121
1001
11011
121121
1002001
11022011
121212121
1000000001
11000000011
121000000121
1001000001001
11011000011011
121121000121121
1002001001002001
11022011011022011
121212121121212121
1000000002000000001
11000000022000000011
121000000212000000121
1001000002002000001001
11011000022022000011011
121121000212212000121121
1002001002001002001002001
11022011022011022011022011
121212121212121212121212121

Abbildung 1.1: A2 fiir p = 3
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Wie man auch dem Lemma 1.1.1 entnehmen kann, besitzt jedes Dreieck At
(1 > 0) die in Abbildung 1.2 dargestellte Form.

(o)A

(o)a" V' ())a
(A" v (AT v (A

(*hHa! v . Vi (P A

Abbildung 1.2: Zerlegung von A**!

Die Binomialkoeffizienten vor den A%’s entsprechen genau den Eintrigen von A,
und wie schon in der Bemerkung zu Lemma 1.1.1 erwahnt, ist deshalb keiner von
ihnen kongruent 0 modulo p. Bei ¢+ > 2 kann jedes Teildreieck (?) A' von oben
wiederum in zu A*"! proportionale, beziehungsweise nichtleere Dreiecke Vi~! zer-
legt werden. Diesen Gedanken kann man endlich oft weiterspinnen und sich At
letztlich aus Dreiecken AF, mit 1 < k < i zusammengesetzt denken. Vergleiche
dazu auch [12, 91-92] oder [17, Theorem 1].

Analog dem Schema fiir A“* driicken wir (1! in Abbildung 1.3 durch ,, Vielfache*
von L1 aus.

() O P (R o L () I
(90 O ) L (e I L ()
a9 . (Z)E ()
(ohe (hHe L (o) (o)e

Abbildung 1.3: Zerlegung von [Ii*!



KAPITEL 1. HILFSMITTEL AUS DER ZAHLENTHEORIE 11

Der Vorteil dieser Betrachtungsweise liegt darin, dafl wir gewisse Ergebnisse im
Kapitel iiber rationale Normkurven auch anschaulich recht gut verstehen werden.

1.3 Eine Klasseneinteilung der Nullen im
Pascal-Quadrat

Durch die zuvor besprochene Zerlegung von A in Vielfache von A® und V¢ erhalten
wir in natiirlicher Weise eine Partition der Nullen in maximale Teildreiecke V*
(¢ € NT). Wenn man noch das unendliche Dreieck V hinzugibt, dann wird die
Menge aller Nullen des Pascal-Quadrats modulo p partitioniert. Eine grobere
Partition von U in Klassen

1,2,...,50

erhalten wir, wenn wir alle Dreiecke V! derselben Gréfie zu einer Klasse i' zu-

sammenfassen und V mit a0 bezeichnen.

Diese anschaulich beschriebene Partition der Nullen in [I(p) wollen wir nun durch
eine formale Definition, die sich von der Anschauung 16st und auf die p-adischen
Zahlendarstellungen zuriickgreift, auf feste Beine stellen.

Definition 1.3.1 Seip eine Primzahl. Ein Paar (n,j) = ({(nx), (jx)) natirlicher
Zahlen mit 7 A n und
L:=max{A\ e N|jy>n\} €N
liegt in der Klasse i, falls
i=1inf{\ > L | jx <ny} € N U{co} gilt.

Bei gegebenem n € N, bezeichne i(n) die Menge aller Elemente j € N mit (n, j) €
1.

Bemerkungen 1.3.2

1. In der obigen Definition ist wegen j A n die Existenz des Maximums L
gesichert. Nun gibt es zwei Fille: Bei 7 < n existiert A > L mit j, < ny
und daher auch das Minimum i all dieser Indizes \. Im anderen Fall (j > n)
erhélt man mit einer bekannten Konvention

i =1inf ) := oo.

Das Infimum ist daher wohldefiniert und die Definition 1.3.1 somit sinnvoll.

I'Hinweis: Man verwechsle 7 nicht mit einer Restklasse von Z modulo p !
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2. Man kann sich leicht iiberlegen, daf8 die Menge i fiir jedes i € NT U {oo}
nichtleer ist und deshalb tatsdchlich eine Partition vorliegt.
In Abschnitt 1.4.2 werden wir sehen, dafl die in Definition 1.3.1 formal
gegebene und die durch die Anschauung gewonnene Klasseneinteilung der
Nullen in [ {ibereinstimmen.

3. Wie schon bemerkt, liegt ein Paar (n, 7) in 30, wenn j > n gilt. Fiir j < n ist
(n,7) in i # 0, wenn die Ziffern in den p-adischen Darstellungen folgende
Bedingungen erfiillen:

j» < p—1 firalle e {0,1,...,L—1}

jL > ng fir ein L € {0,1,...,i— 1}

j)\ = N ﬁiralle)\e{L+1,L+2,...,z’—1} (11)
Ji < n

g < omy firalle Ae {i+1,i+2,...}

4. Um nachher in einem Lemma besser darauf zugreifen zu koénnen, auf wie
viele Arten bei festem n und ¢ # oo der Parameter j gewéhlt werden kann,

so dafl j € i(n) gilt, stellen wir die diversen Moglichkeiten noch detaillierter

dar:
jein): &
jo € {0,1,...,p—1} beliebig
jz;z S {O, 1, oy P — 1} beheblg
Ji—1 > M
ji < n;
I < ny A >
oder
jo € {0,1,...,p—1} beliebig
jies € {0,1,...,p—1} beliebig
Ji—2 > N
Ji—1 = M1
Ji < ny
I < ny A >
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usw. bis

Jo > ng
Jio= m
Ji—-1 = M
Ji < ny
I < ony A>1

Wihrend durch die Literatur etwa die Frage nach allen Nullen von A innerhalb
der ersten n Zeilen beantwortet wird (vgl. etwa [18]), werden wir iiberlegen, wie
viele Nullen einer Klasse ¢ von einer festen Zeile n des Pascal-Quadrats getroffen
werden. Nach intensiver Beschéaftigung mit der Literatur iiber das modulo p re-
duzierte Pascal-Dreieck hat es fiir uns den Anschein, als ob bis jetzt die Nullen
in A noch nicht nach ihrem Typ unterschieden worden sind. Fiir die Bestimmung
der Knotendimensionen rationaler Normkurven scheint dieser Schritt jedoch sehr
zweckmafig.

1.4 Drei Funktionen auf A(p)

1.4.1 Die ,,Anzahlfunktion* ®(i,n)

Im folgenden Satz bestimmt die Funktion ®(i,n) die Anzahl der Nullen in der
n-ten Zeile von A, die in der Klasse i # 50 liegen. Es ist klar, da8 jeder Zeile n
von A stets unendlich viele Elemente von 30 angehoren.

Satz 1.4.1 Esseienn = (ny) € Nundi € NT gegeben. Die Menge i(n) hat dann
die Michtigkeit

®(i,n) = #i(n) = (p' — 1 — inup“) N - H (na+1). (1.2)

Beweis: Nach den Vorbereitungen im letzten Punkt der Bemerkungen 1.3.2
miissen wir lediglich zéhlen, auf wie viele Arten wir die j, wéahlen kénnen:
Wenn j dem ersten Bedingungsblock geniigen soll, dann gibt es wegen

jo bis ji_s beliebig = p'~' Moglichkeiten
Jic1 >n;—1 = p—1—n;_ 1 Moglichkeiten
Ji <n; = n; Moglichkeiten
W<nyfirA>i+1 = H (ny + 1) Moglichkeiten

A=i+1
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insgesamt

o0

Pt p—1—ni)-n H (na+1)
A=it1

Moglichkeiten. Mit analogen Uberlegungen gibt es fiir den néchsten Block

P (p—1—ni) n- H (na+1)
A=it1
und schliefSlich fiir den letzten
p’-(p—1—=mng)-n;- H (nx+1)
A=i+1
Moglichkeiten, was addiert dann
i—1 e}
O(in) = (O _pp—1-n))-ni- [] (ma+1)
=0 A=it+1
i—1 o0
= (pl—l—ZnMp")-ni- H (ny+1)
p=0 A=i+1

ergibt, wie behauptet worden ist.

14

O

Man beachte, da8 ®(i,n) fiir ¢ = 0 und ¢ = oo nicht definiert wird, weil einerseits
die Klasse 0 nicht existiert, und andererseits klar ist, dafl in jeder Zeile von A

unendlich viele Elemente von o0 liegen!

Wir konnen jetzt miihelos entscheiden, ob eine bestimmte Klasse von einer vor-

gegebenen Zeile getroffen wird.

Satz 1.4.2 Aus Satz 1.4.1 folgt leicht
O(i,n)=0 <= ni1=...=n1=np=p—1odern;=0.

Beweis: Wegen

i—1 00

O(i,n) =0 < (pi—l—ZnMp”):(]oderni:Ooder H (na+1)=0

=0 A=it1

(1.3)
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i—1
und auf Grund der Identitdt p* — 1 = > (p — 1)p* verschwindet der erste Term
n=0
genau bei n;_y =n; o = ... =n; = ng = p— 1, der zweite trivialerweise genau
bei n; = 0 und der dritte nie. O

Dieses Resultat mochten wir umformulieren, indem wir auf die p-adische Ent-
wicklung von n + 1 zuriickgreifen.

Satz 1.4.3 Es sein = (ny) € N, i e Nt und

n+1=:b=(by), M :=min{\ | by # 0}. (1.4)
Dann folgt
i -ne{ ¥y T SEEIEE | a
Beweis: Aus der Definition von M folgt
(... bare1, 00,0, ..., 0) und
n = (..,nyy,nu,p—1,...,p—1),
mit byy =ny+1,0 < ny <p—1, und
by=n, firalle \ e {M +1,M+2,...}. (1.6)
Mit Formel (1.3) ist die Aussage aber bewiesen. O

Der grofie Vorteil der Formel (1.5) liegt darin, da8 man lediglich die Stelle by,
und die Ziffern by = 0 betrachten muf}, um zu entscheiden, ob eine Menge i(n)
leer ist oder nicht. Unter den Mengen i(n) kommt die leere Menge so oft vor, wie
es Nullen in (b)) gibt.

1.4.2 Die ,,top line“—Funktion T'(R,b)

Wir wollen jetzt zeigen, daf sich die in Definition 1.3.1 beschriebenen Klassen i
ausschlielich aus Dreiecken V¢ zusammensetzen. Wenn wir uns nun im Pascal-
Quadrat [ an der Stelle (n, j) befinden und es sich dabei um eine Null handelt,
dann laufen wir in der j—ten Spalte so lange nach oben, bis wir das letzte Mal zu
einem Eintrag gleich Null gelangen.

Die sogenannte ,top line“—Funktion liefert uns dann genau die Nummer dieser
letzten Zeile, in der an der Stelle 7 noch immer eine Null steht.
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Satz 1.4.4 Es sein € N, i € Nt j €i(n), und man setze

1—1
T:=n-— Zn,\p)‘. (1.7)
A=0

Dann folgt j T — 1 und j € i(x) fir allex € {T,T+1,...,n}.

Beweis: Wir iibernehmen die Bezeichnungen von (1.1). Wenn z von n abwérts
bis
L
n— Zn)\p’\ ={(...,ni11,N4,...,npy1,0,...,0), (1.8)
A=0

l4uft?, dann ist j € i(z) wegen (1.1) klar.

Im Fallen; 1 =...=np.9 =nry; = 0 sind wir dann wegen

L
T—lzn—l—Zn,\p’\:<...,ni+1,ni—1,p—1,...,p—1)
A=0

und j = T — 1 schon fertig.
Andernfalls setzen wir L' := min{\ € {L+1,L+2,...,1 — 1} | n\ # 0}.

Subtrahieren wir nun die Zahl 1 auf beiden Seiten von (1.8), dann ergibt das

L
n' ::n—l_zn,\p/\:<---ani+17nz’7---anv_1717_17""79_1)‘
A=0

Aus jp = np folgt jrr > np — 1 und somit j € i(n'). Definieren wir jetzt noch
T" gemaf (1.7), indem wir n durch n’ ersetzen, dann &ndert das am Wert 77 = T'
nichts.

Fahren wir mit n’ und j so fort wie eben, dann erhalten wir nach einer endlichen
Anzahl von Schritten das gewiinschte Resultat. O

Es sei also mit den Bezeichnungen des vorigen Lemmas 7" =: (T)). Auf Grund von

j €4(T) folgern wir j; < T; =n; und jy < T\ =n, firalle A€ {i+1,i+2,...}.

2Im Pascal-Quadrat lduft man dabei ,,aufwirts“.
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Die Zahlen

Y = j_Zj)\p/\: <"'7ji+17ji707"'70>
Y-'-pl = <...,ji+1,ji+1,0,...,0>

erfiilllen Y < T und Y + p' < T, wihrend fiir die Zahlen dazwischen

(Y +1,Y+2,....YV +p' =1} Ci(T)
gilt. (Man beachte, daf§ es sich hierbei um p* — 1 Zahlen handelt.)

Aus der gut bekannten Identitét (;) + (sil) = (Zﬁ) folgt, dafl die Zeile T von
A tatsichlich die erste Zeile eines Dreiecks V? ist, welches durchwegs von Zahlen
ungleich Null umgeben ist. Bemerkenswert ist schliellich, dafi die Zahl T un-

abhéngig von der Wahl j € i(n) ist.

In Abbildung 1.4 wollen wir diese Uberlegungen noch einmal veranschaulichen.
Alle Eintrage seien modulo p reduziert und die mit * bezeichneten Stellen sind
stets ungleich Null modulo p.

(@) 0 0 ()

Abbildung 1.4: Konstruktion des umgebenden V* fiir (n, j)

Zusammenfassend kann man also folgendes sagen: Bei gegebenen i € Nt und
n,j € N gilt (n,j) € i genau dann, wenn die Stelle (n,j) des Pascal-Dreiecks
modulo p in einem maximalen Teildreieck V¢ liegt. Die Klasse 30 entspricht dem
unendlichen Dreieck V.
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Bemerkung 1.4.5 Man koénnte nun meinen, dafl die in Satz 1.4.4 definierte
Funktion 7" = T'(i,n) bei festem n und variablem ¢ genau so viele verschiedene
Werte annimmt, wie es verschiedene Klassen von Nullen gibt, die von der n—ten
Zeile getroffen werden. An dem einfachen Beispiel einer Zahl n mit ng = p — 1
sehen wir, dafl dies noch nicht der richtige Zugang sein kann, weil einerseits die
Funktion T'(4,n) fiir i = 0 und i = 1 verschiedene Werte liefert, andererseits aber
1(n) = 0 gilt.

Wir hétten gerne eine Funktion, deren Werte genau den obersten Zeilen jener
V?¥s entsprechen, die von der n—ten Zeile in A getroffen werden. Bis auf einen
zusatzlichen Wert wird dieser Wunsch durch die sogenannte ,,top line“~Funktion
realisiert werden.

Ahnlich wie in Satz 1.4.3 wollen wir daher im zweiten Argument der Funktion
T(i,n) von n zu n + 1 =: b iibergehen.

Definition 1.4.6 Firn € N und b:=n+1 sei die ,top line“~Funktion T(R,b)
wie folgt definiert:

R—-1
T(R,b) :=b— Y byp fiir alle R € NU {oo}. (1.9)
A=0

Wegen (1.4) und (1.5) erfiillt die ,,top line“~Funktion T'(R, b) folgende Relation:

0=T(c0,0) < ... <T(M+1,0) <T(M,b) =...=T(0,b) =b.  (1.10)

Wenn wir R € N entsprechend grof§ wihlen, dann nimmt 7'(R, b) also den Wert
0 an.

Worin liegt nun der wesentliche Vorteil von T'(R, b) gegeniiber T'(R,n)? - Fiir eine
nichtleere Menge i(n) # 0 folgt aus (1.5), dal i > M ist. Die Zahl T'(i, b) stimmt
in diesem Fall wegen (1.6) mit der entsprechenden Schranke 7" = T'(i,n) in (1.7)
tiberein. Fiir ¢ < M bleibt T'(,b) = b im Gegensatz zu T'(i,n) aber konstant, und
somit entspricht die (wegen der Werte 0 und b) um zwei verringerte Méchtig-
keit der Wertemenge von T'(R, b) exakt der Anzahl der verschiedenen nichtleeren

Mengen i(n) (i # 00).

Aus (1.5) folgern wir also

ii(n) # 0 #ix(n) und iy >iy = T(iy,b) < T(is,b). (1.11)

Weéhrend fiir 7 € {1,2,..., M} die Menge i(n) leer und 7'(i,b) = b > n ist, folgt
bei i(n) = () wegen Formel (1.5) die Gleichung

T(i,b) =T(i+1,b) fir ie{M+1,M+2,. .} (1.12)
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Aus (1.11) und (1.12) folgt die (nicht strenge) Anti-Monotonie

11 > 19 = T(’il, b) < T(iz, b)

AuBerdem erhalten wir bei i(n) # 0 die Gleichung

T@,b)—1={(..,n41,n —Lp—1,...,p—1) = max i(n), (1.13)

weil auf Grund von i(n) # () mindestens eine der Ziffern ng, ny, ..., n;_1 kleiner
als p — 1 ist und b; = n; > 0 gilt.

1.4.3 Die Summenfunktion ¥(i,n)

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt noch abzéhlen, wie viele Nullen von einem
Typ grofer oder gleich i sich in einer festen Zeile n des Pascal-Dreiecks A(p)
befinden.

Definition 1.4.7 Firn € N und i € Nt sei die Summenfunktion ¥ folgender-
mafien definiert:

Y(i,n) = Z d(n,n)

Ahnlich wie fiir die Anzahlfunktion ® haben wir auch fiir die Summenfunktion
) einen geschlossenen Ausdruck gefunden.

Satz 1.4.8 Fiirn € N und i € NT folgt

X(i,n) = n+1-(1+ inup“) H(m +1) (1.14)

Beweis: (a) Wir bestimmen vorerst alle natiirlichen Zahlen j = (j,) mit j < n.
Jede einzelne Ziffer j, kann natiirlich auf exakt ny + 1 Arten gewéhlt werden,

und deshalb gibt es

[[(ra+1)=n+1-%(1,n) (1.15)
A=0
solche Elemente. Die Behauptung (1.14) ist also fiir 4 = 1 erfiillt. Tatsédchlich ist
(1.15) auch durchaus bekannt (vgl. etwa [12, 98]).

(b) Nehmen wir nun an, daf (1.14) bereits fiir ¢ > 1 gezeigt worden sei. Aus (1.2)
und (1.14) folgt dann
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Yi+1,n) = X(3i,n)— P®(i,n)

1—1 oo 00
= n+1—(1+2n5p5)H(nV p—l—Znup”nl H (ny+1)
£=0 v=t

A=i+1

= n+1—{[(1+in§p5)(ni+ + [p’ _1_27%19“7%} H (n, +1)

v=i+1
= n+1—( anp ﬁ (n, + 1),

v=1+1

womit alles gezeigt worden ist. O

Bemerkung 1.4.9 Die Formel (1.14) hat die nette Eigenschaft, dafl mit wach-
sendem ¢ eine Ziffer nach der anderen vom Produkt rechts zur Summe nach links
wandert, wobei man beachte, daf3 die Ziffern in der Summe mit, im Produkt
jedoch ohne ihren Stellenwert eingehen.

Nach den vorigen Uberlegungen iiberrascht es nicht mehr, daB sich hierbei der
Wert der Funktion nicht zwingend verdndert. Dies mdchten wir an einem Beispiel
illustrieren:

Es sei p = 3 und n = 98, also in der p-adischen Darstellung
n=(1,0,1,2,2).

Aus der Darstellung b = n+ 1 = (1,0,2,0,0) sehen wir, dafl die Mengen 1(n),
2(n) und 3(n) leer sind, wéhrend es sehr wohl Nullen der Klasse 4 in der n—ten
Zeile gibt.

Die Funktion ¥ nimmt also nur die Werte 0 und #4(n) an. Das priifen wir jetzt
aufs Exempel:

$(1,98) = 99— (1+2)-3-2-1-2=63

$(2,98) = 99— (14+2+2-3)-2-1-2=63

$(3,98) = 99— (1+2+2-3+1-9)-1-2=63
$(4,98) = 99— (14+2+2-3+1-9+40-27)-2=063
$(5,98) = 99— (14+2+2-3+1-940-27+1-81)=0

Wir wollen auch eine Gegeniiberstellung der Werte 7T'(i,n) und 7(i,b)
durchfiihren:
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i | T(i,n) | T(i,b)
0] 98 | 99
1] 96 | 99
2| 90 | 99
3| 81 | 81
4] 81 | s1
50 0 0

Man sieht hier noch einmal, dafl in der Funktion 7' im zweiten Argument der
Wert b :=n + 1 der Zahl n vorzuziehen ist.

Nach diesem Beispiel diirfte das Hantieren mit den eingefiithrten Funktionen kei-
nerlei Schwierigkeiten mehr bereiten, womit wir im néchsten Kapitel zu deren
Anwendungen in der Geometrie kommen kénnen. Davor wird im nun folgenden
Anhang die Fraktalstruktur des modulo p reduzierten Pascal-Dreiecks durch ei-
nige Beispiele illustriert.
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1.5 Anhang

Im folgenden haben wir fiir die Werte p € {2,3,7} das Pascal-Dreieck modulo
p bis zu einer bestimmten Zeile berechnet und die einzelnen Restklassen durch
verschiedene Farben ersetzt.

Beispiel 1

Abbildung 1.5: A(2) bis zur Zeile 32
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Beispiel 2

Abbildung 1.6: A(3) bis zur Zeile 27
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Beispiel 3

bis zur Zeile 49

)

7

(

Abbildung 1.7: A



Kapitel 2

Rationale Normkurven

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man eine rationale Normkurve I' im n-
dimensionalen projektiven Raum PG(n, K) als Bild einer projektiven Geraden
PG(1, K) erhilt. Projektivitdten in PG(1, K) induzieren in kanonischer Weise
Bijektionen auf I', die man zu Kollineationen auf PG(n, K) fortsetzen kann. Wir
zeigen, dafl sich diese Abbildungen stets als Produkt dreier verschiedener Typen
von Kollineationen schreiben lassen.

Dariiber hinaus stellen wir eine nicht—iterative Differentiation vor, die es im Ge-
gensatz zur iiblichen formalen Differentiation gestattet, fiir beliebige Charakte-
ristik char K = p die diversen Schmiegraume in den Normkurvenpunkten zu de-
finieren. Dadurch treten letztlich jene Binomialkoeffizienten auf, die die Briicke
von der Geometrie zur elementaren Zahlentheorie herstellen.

2.1 Die Veronese-Abbildung

Definition 2.1.1 Unter einer rationalen Normkurve versteht man die Punkt-
menge

D={K(1,t,...,t") |t € KU {oo}} (2.1)
und jede dazu projektiv dquivalente Menge.

Man beachte, dafl der formale Parameterwert ¢ = oo den letzten Grundpunkt
K(0,...,0,1) bezeichnet.

Definition 2.1.2 Die Abbildung o : PG(1, K) — PG(n, K)

Ty
0y
K ( o ) — K : (2.2)
1 n—1
LoLy
7

25
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heifit Veronese-Abbildung.

Bemerkung 2.1.3 Da die Koordinatenfunktionen des Bildpunktes durchwegs
homogene Polynome vom Grad n sind, ist ¢ wohldefiniert und tatséchlich eine
Punktabbildung.

Fiir zg = 0 ergibt sich das Bild von P, € PG(1, K) zu P,, € PG(n, K). Im anderen
Fall (zg # 0) setzen wir t = x;/xy, wodurch

K(1,t) — K(1,t,... ")

folgt. Die projektive Gerade PG(1, K) wird unter o also bijektiv auf eine rationale
Normkurve I' in PG(n, K') abgebildet.

Sei nun p eine Projektivitdat in PG(1, K), also
PG(1,K) -+ PG(1,K),

dann wird dadurch eine Bijektion I' — T' induziert, die zu einer projektiven
Kollineation PG(n, K') — PG(n, K) fortgesetzt werden kann. Die Abbildung 2.1
unterstiitzt diese Vorstellung.

PG(1,K) £ PG(1,K)

; o

ooloT

T — T

Abbildung 2.1: Induzierte Bijektion auf I"

Bemerkungen 2.1.4

1. Fiir #K > n + 2 erhalten wir mit [9, S. 214], daB8 die Fortsetzung der
Bijektion ¢ o yto o~! zu einer Kollineation auf PG(n, K) eindeutig ist. Im
restlichen Teil der Arbeit werden wir uns héufig auf diesen Fall beschrénken.

2. Gilt etwa #K = n + 1, dann bildet I" eine Fundamentalmenge. Wegen
K = GF(p") erhalten wir #Aut(K) = h. Jede Bijektion I' — T" induziert
genau h Kollineationen auf PG(n, K), von denen genau eine projektiv ist.

3. Fir #K < n+1 gilt: Je kleiner der Grundkérper ist, desto mehr Kollinea-
tionen werden von einer Bijektion I' — I" induziert (vgl. dazu auch [10, S.

6]).

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie man aus gegebenem p eine induzierte Kol-
lineation x auf PG(n, K) erhélt. Dies soll jetzt kurz erldutert werden:
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1. Eine Kollineation p auf PG(1, K') wird durch eine regulére (also invertier-

bare) (2 x 2)-Matrix
A= ( Qoo Qo1 >
aip dail

Zo ¢ (o)
K K(A
v () e (a ()
2. Wir setzen vorerst ( = idg und betrachten eine Matrix A € GL(2, K). Im
folgenden zeigen wir, dafl es eine Matrix B € GL(n + 1, K) gibt, so daf§ &

mit
K PG(n,K) — PG(n,K)
Yo Yo
n n
K : — K| B :
Yn—1 Yn—1
Yn Yn

die besagte Kollineation liefert.

Dazu betrachten wir den Polynomring K[Xj, X;] in Xo, X; iiber K, der
einen Vektorraum iiber K bildet. Bei festem n bilden die homogenen Po-
lynome vom Grad n gemeinsam mit dem Nullpolynom einen Unterraum
U(Xo, X1,n + 1) der Dimension n + 1, wobei die speziellen Polynome

Xgan_lea'“aXOX{l_laX{l (23>

eine Basis bestimmen.
Wir betrachten vorerst auf U(Xy, X1, 2) eine lineare Abbildung

(Xo ) = A(Xo ) _ ( agoXo + an1 X1 )
X1 X1 aipXo + a1 Xy
mit einer reguldren Matrix A. Die Inverse A~! schreibt sich dann in der
Form
A1 — 1 ( air  —aopl ) _. ( ago Qo )
det A \ —ai  aw ajp  ajy

Jetzt definieren wir eine lineare Abbildung auf U(Xy, X;,n+ 1), indem wir
die Bilder der Basis (2.3) angeben:

XXt = (a00Xo + ann X1)"(a10Xo + anX1)' i=0,1,...,n (24)
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Diese Abbildung ist bijektiv, weil fiir jedes Element
Y aXyTX) € U(Xo, X1,n+1)
i=0

ein Urbild

n

> cilageXo + ag Xa)" (a5 Xo + ai X1)' € U(Xo, X1,n+1)
=0

existiert und aus der Surjektivitdt die Injektivitat folgt.

Es gibt also eine regulire (n + 1) x (n + 1)-Matrix B mit

Xq (apoXo + a1 X1)"
XX, (agoXo + ao1 X1)" (a10Xo + a1 X1)!
B : = :
XoX7~! (agoXo + ap1 X1) (a10Xo + a11 X1)" !
X7 (a10Xo + a1 X1)"

Man sieht leicht, daf die so konstruierte Matrix B die gewiinschte Kollinea-
tion auf PG(n, K) induziert, also die Einschréinkung auf I' die entsprechende
Bijektion liefert, indem man fiir die Unbestimmten X, und X; Koordinaten
zo und x; einsetzt.

3. Jetzt wihlen wir einen beliebigen Korperautomorphismus ¢ und fiir A die
Einheitsmatrix Ey. Wir iiberlegen uns, dafl die entsprechende Kollineation
x auf PG(n, K) durch denselben Automorphismus ¢ und die Einheitsmatrix
E, 1 gebildet wird:

Unterwerfen wir ndmlich einen Punkt K ( io ) aus PG(1, K) zuerst der
1

Veronese-Abbildung (2.2) und dann der Kollineation x, dann erhalten wir

denselben Bildpunkt wie nach Hintereinanderausfithrung der Kollineation
w auf PG(1, K) und der Veronese-Abbildung ¢, ndmlich



KAPITEL 2. RATIONALE NORMKURVEN 29

4. Abschliefiend erkennen wir nun leicht (indem wir die Ergebnisse der beiden
letzten Punkte zusammenfassen), dal bei beliebigem Kérperautomorphis-
mus ¢ und Matrix A € GL(2, K) die Kollineation x mit

K PG(n,K) — PG(n,K)
Yo ¢(vo)
Y1 C(y1)
K : — K| B
Yn—1 C(yn*ﬁ
Yn C(yn)

das Gewlinschte leistet.

Folgende Beispiele sollen erstens diese Uberlegungen veranschaulichen, indem zu
vorgegebenen Matrizen A entsprechende Matrizen B berechnet werden, und zwei-
tens wichtige Aussagen der nédchsten Kapiteln vorbereiten.

2.1.1 Beispiele

1. Wenn wir auf der projektiven Geraden PG(1, K) den Punkt K ( (1) ) als

1
0 ) um den

Fernpunkt auffassen, wird eine Streckung mit Zentrum K (

Faktor a # 0 durch eine Projektivitdt mit Matrix

10
=(a2)
gegeben. Fiir a = 1 handelt es sich um die Identitét, sonst (a # 0, 1) ist die

Projektivitat hyperbolisch.

Wie man sich leicht tiberlegt, ist die geméafl (2.4) induzierte Matrix B eine
Diagonalmatrix mit den Potenzen von a in der Hauptdiagonale, also

B = diag(1,a,d?, ..., a").
2. Einer Translation um b (mit gleichem Fernpunkt wie oben) entspricht die

Matrix
1 0
A_(b 1).

Die inverse Abbildung ist eine Schiebung zum Vektor —b, und daher erhélt
man A~! durch den Ubergang von b nach —b.
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Fiir b = 0 erhalten wir die Identitét, in allen anderen Féllen ist die Projek-
tivitdt parabolisch.

Nach (2.4) wird die durch A induzierte automorphe Kollineation auf I' durch

die Matrix
©) 0 0 0
W () 0 0
B=| G () 0 (25)

L O L €Y LR ()

beschrieben. Die inverse Matrix B~! erhiilt man ebenso wie A~! durch
den Ubergang b — —b. Dieser Umstand wird in den néchsten Abschnitten
entscheidend ausgeniitzt.

3. Eine Koordinatenvertauschung x, < x1, also

0 1
=V,

fiihrt auf die Matrix

0 0 . 0 1
0 0 10
B = s s
0 1 00
1 00

Die Matrix A induziert jedenfalls eine involutorische Projektivitat, die fiir
char K = 2 parabolisch und sonst hyperbolisch ist.

Wir werden im folgenden Kapitel sehen, daff in diesen Beispielen die Antwort auf
die Frage nach allen automorphen Kollineationen einer rationalen Normkurve I"
zu suchen ist.

2.2 Die projektiven automorphen Kollineatio-
nen

Da wir in diesem Abschnitt die Voraussetzung #K > n + 2 treffen und aus den
Bemerkungen 2.1.4 wissen, daf§ in diesem Fall die Matrizen A und B einander
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bis auf einen Faktor aus K wechselseitig bedingen, werden wir im folgenden alle
Matrizen A, die eine Projektivitdt in PG(1, K) induzieren, also alle reguléren
(2 x 2)-Matrizen, genauer untersuchen (vgl. [1, S. 320-321]).

Lemma 2.2.1 Eine Matriz A, die eine Projektivitiat in PG(1, K) induziert, ent-
spricht bis auf einen Faktor aus K einem Produkt der reguliren Matrizen

10 10 0 1

0 a)’\ b 1)\ 10 /)"
Beweis: Da die Matrix A eine Projektivitat induziert, mufl sie stets regulér sein.
Das Korperelement a unterliegt in obigem Lemma also der Einschrankung a # 0.

Der Beweis verlauft nun in mehreren Schritten.

1. Im Fall ag; = 0, also A = ( ZOO aO ), gilt agoay; # 0. Die Matrix A ist
10 an

dann ein Vielfaches von
10y (10 ‘ 10
b a) \b 1 0 a /-

2. Wenn wir die obige Matrixgleichung von rechts mit ( (1) (1) ) multiplizie-

ren, dann ergibt das die Matrix ( 2 2 ) Das Lemma greift also auch fiir

Matrizen A mit agy = 0.

3. Setzen wir nun agy # 0 voraus, dann kénnen wir 0.B.d.A. von der Matrix

A: ( 1 apl ) '
a1p Al

ausgehen und auBerdem noch ag; # 0 voraussetzen, weil der andere Fall
schon positiv beantwortet worden ist. Mit dem Ansatz

=) ()

folgt
d 1
a-+bd = aio
C = ao
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und somit
a a0 — a11/&01
b = a11/&01
C = dap
d = 1.

Man beachte, dafl das Gleichungssystem fiir a, b, ¢ und d wegen ag; # 0 l6sbar ist
und aus det A # 0 auch a # 0 folgt. Wir kénnen die Matrix A also tatsachlich
als Produkt von Matrizen schreiben, wie sie in Lemma 2.2.1 vorgestellt worden
sind. O

Da es sich bei den Matrizen in Lemma 2.2.1 genau um die in Abschnitt 2.1.1
vorgestellten handelt, haben wir somit folgendes Resultat gewonnen:

Satz 2.2.2 Jede automorphe projektive Kollineation der rationalen Normkurve
I’ erhdlt man als Produkt jener drei Typen von Kollineationen, welche durch die
Matrizen

0 0 0 0 00 0 1

g))b (1) 0 ... 0 00 1

diag(1,a,....a"), | @ (o G - 0 |, :
: : 01 ...00

—_
)
@)

o Qe @)

induziert werden. Dabei ist #K > n + 2 vorausgesetzt.

2.3 Die Schmiegunterrdume

Wenn Kurven ganzrational parametrisiert sind und der zu Grunde liegende Ska-
larkorper die Charakteristik 0 hat, dann braucht man in Analogie zur Differen-
tialgeometrie lediglich die Koordinatenfunktionen formal differenzieren, um die
diversen Schmiegridume in den Kurvenpunkten zu erklaren.

Bei charK = p > 0 fithrt das aber zu Problemen, weil spétestens nach p Diffe-
rentiationsprozessen alle Funktionen identisch verschwinden und daher fiir eine
Kurve I' auf diese Art und Weise hochstens p — 1 nichtverschwindende Ablei-
tungsvektoren berechnet werden koénnten.

Einen Ausweg aus dieser Sackgasse finden wir in der nicht—iterativen Differen-
tiation von Polynomen nach H. HASSE, F.K. SCHMIDT und O. TEICHMULLER,
deren wichtigste Eigenschaften wir hier noch besprechen méochten (vgl. etwa [8]
oder [14, 1.3]).
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2.3.1 Die Differentiation nach H. HASSE

Wenden wir den iiblichen Differentialoperator % auf das Polynom ¢(t) = t" €

K|[t] sukzessive k Mal an, dann erhalten wir bekanntlich

dq(t) _ n—
e =n(n—1)...(n —k+1)t" "

Natiirlich ist diese Differentiation iterativ, im Gegensatz zur nicht-iterativen
,Hasse—Differentiation* D;, die durch

(Do)*q(t) = (Z) gk

definiert ist. Ist char K kein Teiler von k!, so gilt weiters

_ Ld*%()
kD dee

(De)*q(t)

Bemerkung 2.3.1 Wire D, iterativ, dann miifite fiir k£, € K stets

n\(n—k\ [ n
k L) \k+l)
also kll! = (k +1)! gelten, was i.a. nicht der Fall ist.

Wenn man nun einen Vektor koordinatenweise k& Mal differenziert, dann unter-
scheiden sich die beiden Differentiationsformen bei char K = 0 nur durch einen
Faktor aus K\ {0}. Die Vektoren bestimmen also denselben Punkt im projektiven
Raum.

Bei char K = p zeigt das einfache Beispiel

e - ()

dr
@tl’ = p!=0 (mod charK),

daB dies bei Charakteristik p nicht zutrifft.

2.3.2 Berechnung der Ableitungspunkte

Da wir rationale Normkurven vorerst fiir beliebige Korper betrachten, beniitzen
wir die eben besprochene Hasse—Differentiation, um in Anlehnung an [9] die Ab-
leitungspunkte fiir eine rationale Normkurve I' zu berechnen.

In den Spalten der Matrix
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L VLA O LR )

stehen (von links nach rechts) der Vektor ¢; und die mittels Hasse-Differentiation

erhaltenen Ableitungsvektoren ¢, ¢/, ..., c,gn), die fiir alle t € K die Ableitungs-
punkte K¢, K¢/, ..., K c§”) zum Normkurvenpunkt K¢; der Parameterdarstellung

(2.1) bestimmen.
Fir ¢ = oo setzen wir auflerdem cgf)) = (O0m—ky -+ Onn—tk)-

Jetzt konnen wir wie gewohnt definieren:

Definition 2.3.2 Der k-Schmiegraum ST (k € {-1,0,...,n}) von T' im
Punkt K¢, ist die projektive Hiille iber die Punkte Key, K¢, ..., Kcik).

Bemerkungen 2.3.3
1. Alle Schmiegrdume in K¢, bilden eine Kette mit dim Sgk)F =k.

2. Die Matrix C} ist unter zweierlei Gesichtspunkten zu sehen:

(a) In der Matrix C} sind fiir alle Werte ¢t € K zu den Punkten von I' die
zugehorigen Ableitungspunkte gespeichert.

(b) Durch C; wird aber nach Abschnitt 2.1.1, Beispiel 2, auch eine auto-
morphe Kollineation von I' definiert, die einen Punkt zum Parameter-
wert s stets auf jenen zum Wert s + ¢, verschiebt®.

3. Wir miissen uns iiberlegen, dafl die Schmiegunterrdume mit I' gegen Kol-
lineationen invariant verkniipft sind, die , Hasse-Differentiation“ also mit
semilinearen Bijektionen vertauschbar ist. Wéare das ndmlich nicht der Fall,
dann wiirden alle in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse von der speziellen
Parametrisierung (2.1) abhéngen.

Wir betrachten eine semilineare Abbildung f auf K"+

f . KnJrl N KnJrl
Po C(po)
p1 LA C(p1) ’
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mit einer reguliren Matrix A € K®+tD*+D ynd einem Kérperautomor-
phismus ¢ € Aut(K). Wir setzen f zu einer Abbildung F auf K[t]"™! fort:

F: K" — K[!
po(t) C(po())
n) | p C(pa(t))
palt) 0)

Dabei definieren wir fiir alle ¢ € {0,1,...,n}

Ti

) = €3 put) = 3l

u=0

Dadurch erhalten wir die fiir alle x € K giiltige Beziehung;:

po(w) po(C(x))
f| e | | e

Die ,,Hasse-Differentiation® ist genau dann mit allen Kollineationen ver-
tauschbar, wenn fiir jede semilineare Abbildung f mit regularer Matrix A
und alle s € N die Identitét

Dgs)(Po(t))t:z po(t)
o PO | | e, g | 21O
DI (. (1) 2t) ) ) e

erfiillt ist. Das rechnen wir nach:

Die linke Seite ergibt

n

VETL:O(IOVC(Mi/Opuu (’;)x”_s) Z i GOVC(]?W) ({:)C(l‘)”_s

v=0 pu=0
i alVC( TZU pVM (l;)l,u—s) i ZV aluC(qu) (g)C@)”_S
v=0 p=0 = v=0 p=0

n Ty

Vf:oanyg( iopw ({:)xﬂ*S) >0 anC(puy) (l;)c(x)u—s

v=0 pu=0
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Fiir die rechte Seite erhalten wir

D73 an¢(35 punt?) D73 ann 3= C(pu?)
DS (3 puut)) DI ar 3 C(pu)t)
v=0 n=0 v=0 n=0

D732 an (35 puut) DI e 3 (0 ))

t=((z) t=((z)

n Ty

>2 32 aoC(pu) ()¢ ()

v=0 pu=0

3 5% an ) ()¢ ()

= v=0 pu=0

n Ty

22 22 (P () C(a)

v=0 =0

Auf Grund der Gleichheit der beiden Ausdriicke konnen wir uns von nun
an bei rationalen Normkurven tatséchlich auf die Darstellung

F={K(1,t,...,t") |t € KU{o0}}
beschranken.

Da wir aus Abschnitt 2.1.1 auch wissen, dafl die Matrix C; invertierbar ist und
die Inverse ganz einfach durch den Parameterwechsel ¢t — —t zu erhalten ist (also

C; ' = C_;), macht es keine Schwierigkeiten, den &-Schmiegraum SMr (t € K)
als Nullstellenmenge eines Gleichungssystems zu schreiben. Sgk)F besteht aus

allen Punkten K(xo,...,z,), die folgendes lineare System erfiillen:

)
=z + (Y (R + 4 () aen =0
(30 2w+ () (=0 e+ (D) ke =0 2.7)

(6 (=t)"zo+ (D) (=t)" o+ + (e = 0
Bemerkung 2.3.4 Die Vektoren ¢, ¢, ..., cgk) sind allesamt Losungen jeder

einzelnen Gleichung, da es sich hierbei um das Skalarprodukt mit der (k+ 1)-ten,
(k + 2)-ten, usw. bis n-ten Zeile von C; ' handelt.
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Obwohl diese Darstellung von & gk)F auf den ersten Blick nicht gerade vorteilhafter
erscheinen mag, werden uns doch die folgenden Seiten zeigen, dafl gerade darin
die Losung einer Frage liegt, die auf den ersten Blick recht hoffnungslos erscheint.

Wie schon bei den Ableitungspunkten bedarf es auch bei der Berechnung des
k—Schmiegraumes ng)F in Kcy, dem letzten Grundpunkt, einer eigenen Vor-
gangsweise. Aus der Definition der Ableitungspunkte in Kc,, folgt fiir Sg’;)l“ un-
mittelbar das lineare System

To=T1=...=Tp-k-1— 0. (28)



Kapitel 3

Die Knoten einer rationalen
Normkurve

In diesem Kapitel werden fiir rationale Normkurven die k-Knoten als Durch-
schnitte iiber alle k-Schmiegraume definiert. Es scheint jedoch, dafl es in der
Literatur in diesem Zusammenhang verschiedene Definitionen gibt. Manche Au-
toren beniitzen den Begriff ,Knoten“, um jenen Punkt zu bezeichnen, der eine
rationale Normkurve zu einem maximalen Bogen ergénzt (K ein endlicher Korper
gerader Ordnung), andere gebrauchen diesen Begriff fiir den Durchschnitt aller
Schmieghyperebenen einer Veronese—Varietit.

Es wird sich aber zeigen, daf§ diese zwei Typen von Knoten nur Beispiele unserer
allgemeinen Definition sind. Wir werden mit den in Kapitel 1 vorgestellten Funk-
tionen auf dem modulo p reduzierten Pascal-Dreieck A(p) siamtliche Knotendi-
mensionen berechnen. Fiir £ = n — 1 wurde so eine Formel bereits von H. T1M-
MERMANN [23, 4.15] vorgestellt; vgl. auch [22]. Andere Ergebnisse iiber Knoten
stammen von H. BRAUNER [2, 10.4.10], D.G. GLYNN [5, 49-50], A. HERZER
[11], H. KARzEL [16], J.A. THAS [20] und J.A. THAS — J.W.P. HIRSCHFELD
(15, 25.1].

3.1 Die Knotendimensionen

Da einerseits schon seit mehreren Jahrzehnten bekannt ist, dafl bei charK = 2
die Tangenten eines Kegelschnitts kopunktal sind (also eine Teilmenge des Ge-
radenbiischels im sogenannten ,Knoten® bilden), und andererseits etwa in [23]
der nichttriviale Durchschnitt aller Schmieghyperebenen einer Normkurve bei
char K = p berechnet wird, wissen wir, daf§ die folgende Definition insofern inter-
essant ist, als sie nicht ausschliefllich die leere Menge beschreibt.

Definition 3.1.1 Der k-Knoten N®T' (k€ {—1,0,...,n—1}) einer rationalen
Normkurve I in PG(n, K) ist der Durchschnitt aller ihrer k—Schmiegrdume.

38
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Bemerkungen 3.1.2

1. Die Knoten von I' bilden natiirlich eine aufsteigende Kette, wobei zu be-
achten ist, dafl mit

n—1

ro=| | und ST NSET =0 = NOT fiir alle k € {—1,0,...,7}

die Inklusionskette
P=NI =NOT =... =NOT c...c No-IT (3.1)
folgt.

2. Wenn man einen k—Schmiegraum berechnen méchte, dann mufl man die
Losung des Gleichungssystems (2.7) fiir einen bestimmten Parameterwert
t € K finden. Die Bestimmung von N ®T" bedeutet nun, (2.8) und (2.7) fiir
alle Werte t € K simultan zu l6sen.

Man beachte, daf§ es sich hier womoglich um die Losung eines Gleichungs-
systems mit unendlich vielen Gleichungen handelt!

Im folgenden Satz wird dieses Problem geldst, indem die Knoten einer rationalen
Normkurve mit jenen Binomialkoeffizienten in Zusammenhang gebracht werden,
die modulo der Charakteristik von K verschwinden.

Wir werden auch sehen, dafl die Definition der Knoten genau jene Partition der
Nullen in A(p) nahelegt, die wir in der Definition 1.3.1 gegeben haben.

Satz 3.1.3 Wenn K mindestens k + 1 FElemente besitzt, dann entspricht der
Knoten N®T der rationalen Normkurve (2.1) jenem Unterraum Q, der durch die
Basispunkte P; des Bezugssystems aufgespannt wird, deren Index j € {0,1,...,n}
die Bedingung

(k;rl) _ (ka) =.. .= (?) =0 (mod charK) (3.2)

erfillt.

Beweis:

1. BEssei K(xg,1,...,2,) ein Punkt von N'®*)T. Wegen (2.8) und #K > k+1
ist jedes Polynom in (2.7) das Null-Polynom in ¢. Aus x; # 0 folgt somit
(3.2), und der Punkt liegt dann auch in Q.
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2. Angenommen, (3.2) sei fiir ein gewisses j erfiillt. Aus

(T ; 1) = C) =0 (mod charK)

(7" N 1) =0 (mod chark)

s—1
und schlieBSlich

(5= (7= =)= i

firallel € {0,1,...,n—k—1}. Das ist aber nur moglich, wenn j > n—k—1
gilt.

folgt

3. Sei nun K(xg,z1,...,x,) ein Punkt in Q. Aus (2) ergibt sich
To=T1— ... = Tp—k—-1 =0

in Ubereinstimmung mit (2.8). Bei z; # 0 zeigt uns (3.2), daf
(2, 1, . .., x,) ebenfalls eine Losung von (2.7) fiir alle ¢t € K ist. Der Punkt
liegt also auch in NI O

Bemerkungen 3.1.4

1. Im Beweisschritt 2 wird mit den Bezeichnungen aus Kapitel 1 die j—te
Spalte von U(p) untersucht. Wenn diese im Bereich von Zeile k 4 1 bis
n in einem gewissen V' liegt, dann konstruieren sich durch die bekannte

Rekursionsformel

(o)) -0

+ =
s—1 S S
die Elemente, die links davon stehen, von selbst. Beispielsweise folgt aus
6)=(')

J J

mit der Rekursionsformel sofort

(" N 1) =0 (mod p).

Jg—1

")=07)

0 (mod p)

0 (mod p)
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folgt sofort
-2
(;L_ 1) =0 (mod p).
So zeigt man, dafi letztlich die Eintrige k+1,k+2,...,n—1inder (j—1)-ten
Spalte von L ebenfalls der Zahl 0 entsprechen.

Wenn wir die Rekursionsformel nun fiir die Spalte 5 — 1 anwenden, ergibt
sich fiir die Eintrage k+1, k+2,...n—2 der Spalte j—2 in L die Zahl 0. Diese
Vorgangsweise ist so lange durchzufithren, bis wir uns in der (j+k+1—n)-
ten Spalte beim (k + 1)-ten Eintrag befinden. Wir haben so einen Teil von
V* konstruiert.

2. Nach Satz 3.1.3 hat charK = 0 stets N VI = ) zur Folge, weil hier
ja simtliche Binomialkoeffizienten von Null verschieden sind. Die Knoten
einer rationalen Normkurve interessieren in diesem Fall also nicht.

Fiir den restlichen Teil dieses Kapitels treffen wir deshalb folgende Voraussetzun-
gen:

charK' =: p>0,
n =: (n,) (in der Basis p),
n+1 =: b=:(by) (in der Basis p).

Durch ein Beispiel soll dem Leser der Hauptsatz zur Bestimmung der Knotendi-
mensionen sozusagen in den Mund gelegt werden. Wir wollen fiir eine Normkurve
in PG(14, K) mit charK = 2 alle Knotendimensionen berechnen, und auch die
wesentlichen Uberlegungen fiir den Hauptsatz bereitstellen.

Die p-adischen Entwicklungen der Raum- bzw. Vektorraumdimension lauten:

= 14=(1,1,1,0)
b = 15=(1,1,1,1)

Die Abbildung 3.1 zeigt uns das Pascal-Dreieck modulo 2 bis zur 14. Zeile.

Die Werte der in (1.9) definierten , top line“~Funktion 7'(7, b) stehen in p—adischer
Darstellung links neben den entsprechenden Zeilen. Wie in Kapitel 1 dargestellt,
bestimmt der Wert T'(i, b) zu vorgegebenem Element (n, j) € 7 jene hochste Zeile
T(i,b) in A(p), so daB noch immer (T(i,b), j) € i gilt.

Die Dimension des Durchschnitts NI aller Schmieghyperebenen hat nach
Satz 3.1.3 den Wert 6, weil ja blo} die Anzahl der Nullen in der letzten Zeile
zu bestimmen und danach auf Grund der projektiven Dimension die Zahl 1 zu
subtrahieren ist.
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Abbildung 3.1: Pascal-Dreieck modulo 2

Man beachte, daf§ zur Berechnung des 13-Knotens die Struktur der 14. Zeile zu
untersuchen ist bzw. in dieser Zeile Nullen der Klassen 1,2 und 3 stehen. Die
,top line“—Funktion zeigt uns an, dafl fiir die Nullen der Klasse 1 in dieser Zeile
schon deren ,, Top—Level“ erreicht ist.

Der 12— und der 11-Knoten wird dann nur mehr durch 3 Grundpunkte aufge-
spannt, wahrend fiir die Dimensionsbestimmung der 7— bis 10-Knoten nur mehr
die Anzahl der Nullen aus der Klasse 3 mafigeblich sind. Die Knoten sind also
einpunktig.

Wir sehen hier sehr schon, dal es darauf ankommt, die Anzahl der Nullen einer
Zeile n von A(p) zu bestimmen, die in einer Klasse grofer oder gleich i liegen.
Es handelt sich also exakt um den Wertebereich der in (1.14) definierten ,,Sum-
menfunktion® (i, n).

Die Bereiche fiir k, die gleiche Dimensionen der k—Knoten ergeben, werden im
wesentlichen durch die Schranken T'(i,b) festgelegt. Daher ist es auch nicht ver-
wunderlich, daf§ die Groe der Wertemenge der Funktion 7'(7,b) die Anzahl der
verschiedenen Knotendimensionen bestimmt. Diese Feststellungen werden in den
folgenden Sétzen konkretisiert.

Satz 3.1.5 (Hauptsatz) Sei I' eine rationale Normkurve in PG(n, K). Erfillt
eine natirliche Zahl k die Bedingungen #K > k+ 1 und
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R—1 Q-1
T(Rb)=b— ) b <k+1<b—> bp*=T(Q,b) (3.3)
u=0 A=0

mit hochstens einem by # 0 fir A € {Q,Q+1,..., R—1}, dann hat der k—Knoten
von I' die Dimension

R—1 o)
dmNOT =n— (1+) np") [[(na+1) =S(R,n) — 1. (3.4)
u=0 A=R

Beweis: Wegen der strengen Ungleichung in (3.3) gibt es genau ein
Ne{Q,Q+1,...,.R—1}
mit by # 0, also
T(R,b)=T(R—1,b)=...=T(N+1,b) <T(N,b)=...=T(Q,b). (3.5)

Nach Satz 3.1.3 entspricht dim N/®)T" + 1 exakt der Anzahl von Elementen j €
{0,1,...,n}, die die Eigenschaft (3.2) besitzen. Bei gegebenem i > 1 sind die
beiden Bedingungen

i(n) # 0 und T(i,0) < k + 1 (3.6)

gemeinsam dquivalent zur Existenz eines Elements j € i(n), welches (3.2) erfiillt.

Wenn (3.2) fiir mindestens ein j € i(n) erfiillt ist, dann trifft dies nach Satz 1.4.4
fiir alle Elemente von i(n) zu. Es gibt jetzt drei Félle:

1. Fir 1 <4 < N bekommt man aus (1.10), (3.5) und (3.3) die Folgerung
k+1<T(Q,b) =T(N,b) <T(i,b), die jedoch (3.6) widerspricht.

2. Fiir N+1 <i < R—1 erhélt man i(n) = () nach Satz 1.4.3. Die Bedingung
(3.6) ist dann nicht erfiillt.

3. Aus i > R erhilt man schliefllich nach (1.10) und (3.3) die Ungleichung
T(i,b) <T(R,b) <k—+1.

Die Klasse i liefert dann exakt ®(i,n) > 0 verschiedene Lésungen von (3.2).

Die Anzahl der Elemente j, die (3.2) erfiillen, ist somit durch

> @(i,n) = I(R,n)
i=R
gegeben, womit Satz 3.1.5 bewiesen ist. O

Nun wollen wir eine Formel vorstellen, die es gestattet, aus der p—adischen Dar-
stellung von n + 1 sofort die Anzahl aller verschiedenen Knoten zu bestimmen.



KAPITEL 3. DIE KNOTEN EINER RATIONALEN NORMKURVE 44

Satz 3.1.6 Es sei I' eine rationale Normkurve in PG(n, K) und K habe min-
destens n Elemente. Dann entspricht die Anzahl d der von Null verschiedenen
Ziffern in der Darstellung von b = n + 1 in der Basis p genau der Anzahl der
verschiedenen Knoten von T

Beweis: Seien N; < Ny < ... < N, die Positionen der von Null verschiedenen
Stellen von b in der Basis p. Aus (1.10) und (1.11) folgt 0 = T'(N4+1,b) < T'(Ng, b)
und

T(Nai1,b) = ... =T (N, +1,b) < T(Na,b) fiiralle o € {d —1,d — 2,...,1},

beziehungsweise T'(Ny,b) = b.
Wir erhalten also d verschiedene ,,aufeinanderfolgende” Ungleichungen

T(Na+1,0) <k+1<T(Nab) (ae{dd—1,....1}). (3.7)

Jedes k € {—1,0,...,n— 1} ist dann Losung von genau einer Ungleichung (3.7).
Aus (1.5) und (1.14) folgt unmittelbar

0=%(Ng+1,n) <E(Ng1+1,n) <...<E(N;y +1,n),

und deshalb entsprechen die verschiedenen Ungleichungen (3.7) genau den ver-
schiedenen Dimensionen der Knoten. O

Bemerkungen 3.1.7

1. Es existiert immer mindestens eine Ungleichung (3.7). Setzt man namlich
J := Ny = max{\ | by # 0},
dann folgt aus (3.4) und mit a := d aus (3.7), daf§
NET =@ fiir alle k € {~1,0,... byp” —2} (#K>k+1)  (3.8)
gilt und somit die Schranke aus (3.1) entscheidend verbessert wird.

2. Die Zahl k := n — 1 ist eine Losung der Ungleichung (3.7) fiir a := 1. Setzt
man dhnlich wie oben

M := N; = min{\ | by # 0},

dann gilt nach (1.5) ja X(1,n) = ¥(2,n) = ... = X(M + 1,n). Nach (1.15)
kann man Formel (3.4) nun auch umschreiben zu
dm NI =n = [[(na+1) #K >n). (3.9)
A=0

Dieses Resultat kann man auch in [23, 4.15] wiederfinden.
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3.2 Untersuchung der Knoten fiir die Raumdi-
mensionen n = np’

Wir méchten hier allgemein fiir Raumdimensionen der Form n = n;p’ die Anzahl
der verschiedenen Knoten und deren Dimensionen berechnen, um die praktische
Vorgangsweise zu illustrieren. Im Anschlufl daran spezifizieren wir Raumdimen-
sion und Charakteristik und erhalten bekannte Ergebnisse iiber Kubiken und
Kegelschnitte.

Wir setzen also
n=nyp’ nye{l,...,p—1}

und unterscheiden zwischen J = 0 und J > 0.

3.2.1 Knoten bei n = ny

Wenn wir Satz 3.1.6 Revue passieren lassen, dann kénnen wir anhand der p-
adischen Darstellung von b := n + 1 sofort entscheiden, ob es nichtleere Knoten
gibt oder nicht.

Fiir ng < p—1 folgt
b= <n0 —+ 1>,

und bei ng = p — 1 erhalten wir
b= (1,0).

In beiden Féllen ist in der p-adischen Entwicklung von n 4 1 nur eine Ziffer
verschieden von Null, woraus wir folgern, dafl es nur einen einzigen, nédmlich den
leeren Knoten gibt. Das wollen wir festhalten.

Folgerung 3.2.1 Wenn die Raumdimension im Vergleich zur Charakteristik des
Grundkorpers hinreichend klein ist (n < charK'), ergeben sich bei der Knotenbe-
stimmung im Vergleich zum reellen Fall keine Unterschiede.

3.2.2 Knoten bei n =n;p’ mit J >0
Fiir J > 0 erhalten wir
b= <nJ, O,...,O,1>.
——
(J—1)—mal

In dieser Darstellung haben wir einen Abschnitt von J — 1 Nullen, der fiir J =1
entfillt. In jedem Fall gibt es genau zwei von Null verschiedene Ziffern, und daraus
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folgern wir die Existenz von genau einem nichttrivialen Knoten, dessen Dimensi-
on wir nun berechnen.

Die Werte der sogenannten , top line“—Funktion T'(R, b) aus Satz 3.1.5 lauten:
-1
T(0,0) = b—> byp*=b
A=0

0
T(1,b) = b= bhp*=b-1=n
A=0

J—1
T(J,b) = b= byp*=n
A=0

J
T(J+1,0) = b—> byp* =0
A=0
Auf Grund von
T(J+1,b) <T(J,b)=...=T(1,b) < T(0,b)
erhalten wir geméafl Hauptsatz 3.1.5 die Ungleichungen

T(1,b)= n<k+1<n+1=T(0,b) (3.10)
T(J+1,0)=0<k+1<n =T(Jb). (3.11)

Aus (3.10) folgt £ = n — 1 und mit dem Hauptsatz erhalten wir

0 o
dmNIT = n—(1+ Znup”) H(n,\ +1)
n=0 A=1

= n—(n;+1).
Es ist uns bereits klar, dafl fiir alle anderen Werte von k& der k—Knoten leer sein

mufl. Mit Ungleichung (3.11) priifen wir das noch nach: Fir alle Werte k, die
diese Ungleichung erfiillen, also k € {—1,0,...,n — 2}, erhalten wir

J 00
dim NPT = n—(1+2nup") H (ny+1)
=0 A=J+1

= n—(n+1)=-1.

Diese Ergebnisse spezifizieren wir nun fiir bekannte Beispiele.
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3.2.3 Die windschiefe Kubik bei charK =3

Die Treffgerade der Tangenten einer windschiefen Kubik entspricht bei char K = 3
genau dem 2-Knoten. Das sehen wir an der Matrix C}, die die Vektoren des
Kurvenpunktes K¢; und der zugehorigen Ableitungspunkte enthélt:

@ o 0 o0

0 1 0 0 0
o | @ G 0 0o _ [ 100
b 2 2 2 2t 10
Oe Qe @ o || oo

Einerseits liegt der erste Ableitungspunkt stets in dem von den Basispunkten P;
und P, aufgespannten Unterraum, andererseits sehen wir auf Grund der Vertei-
lung der Nullen in der letzten Zeile von C}, dafl dieser Unterraum genau dem
2—-Knoten entspricht.

Mit den Uberlegungen des vorigen Abschnitts erhalten wir dieses Ergebnis un-
mittelbar. Fiir p = 3 und n = 3 = nyp! mit n; = 1 folgt
dim NI = dim NPT = n—(n+1)=1
dimNOIT = —1.

Die Schmiegebenen der Kubik sind also Teilmenge eines Ebenenbiischels.

3.2.4 Der Knoten eines Kegelschnitts bei charK = 2

Wiihrend in der projektiven Ebene PG(2, K') im Falle charK # 2 die Tangenten
eines Kegelschnitts niemals kopunktal sind, bilden sie bei charK = 2 eine Teil-
menge eines Geradenbiischels im sogenannten Knoten. Aus dem letzten Punkt
der Bemerkungen 3.3.2 geht hervor, daf3 es sich dabei genau dann um eine echte
Teilmenge handelt, wenn der zu Grunde liegende Kérper nicht vollkommen ist.

In diesem Fall (n = p = 2) gilt also dim N ™Y = dim /M) = 0, was man auch
unmittelbar an der Matrix

o) 0 0
=1 @t Q) 0 |=
t
) Ot ()
sieht. Der erste (vom Parameter ¢ unabhéngige) Ableitungspunkt entspricht dem

Grundpunkt P, und bildet so den (einzigen) Knoten N’ = N~ des Kegel-
schnitts.

RS-
o = O
_ o O

All das 1488t sich wieder allgemein einordnen:
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e Fiir p > 2 ergibt sich n = 2 < p, und daher sind in Analogie zum reellen
Fall alle Knoten leer.

e Fiir p = 2 erhalten wir n = n;p! mit n; = 1. Wie wir uns schon allgemein
iiberlegt haben, folgt daraus

dim NI = dim NI =n — (n; + 1) = 0.

Die Tangenten an den Kegelschnitt I' schneiden einander also genau in einem
Punkt, dem ,, Knoten des Kegelschnitts® (vgl. u.a. auch [9]).

Die Kegelschnittstangenten lassen sich nun folgendermafien charakterisieren:

Korollar 3.2.2 Fine Gerade durch den Knoten, die auch durch einen Kegel-
schnittspunkt Kc; geht, ist schon die Tangente in Kc;.

Diese Aussage wollen wir nun fiir beliebige Dimension verallgemeinern.

3.3 Die k—Schmiegriume unter den k-
dimensionalen Unterrdumen durch den k—
Knoten

Fiir die natiirlichen Zahlen R > Q) > 0 mit
brp #0=0bg_1 = ...=bgs1 # bg
setze man
k:=T(R,b) —1={(..,ngr1,nrg—Lp—1,....,p—1). (3.12)

Die Zahl k ist also eine minimale Losung der Ungleichung (3.3) im Haupt-
satz 3.1.5, welcher auch zeigt, daB N'®)T fiir #K > k + 1 ein nichtleerer Knoten
ist. Wir wollen unter den k-dimensionalen Unterrdumen durch N’®)T" die osku-
lierenden k—Schiegraume von I' charakterisieren.

Durch Satz 3.1.3 wird eine Basis von N®T" beschrieben. Nach (1.13) und (1.11)
lautet der grofite Index j eines Basispunktes P; dieser Basis T(R,b) — 1 = k,

wobei also k € R(n) gilt.

Nun definieren wir
U=max{jeN|j<kund j <n}={(...nga,ng— L, ng_1,...,m0). (3.13)

Der U-Schmiegraum S(()U)F in Py wird durch die Punkte Fy, Py, ..., Py aufge-
spannt, so daf}
STV NED = ST



KAPITEL 3. DIE KNOTEN EINER RATIONALEN NORMKURVE 49

gilt. Die Minimalitdt von k ist hier wesentlich. Durch die Kollineationsgruppe
PGL(T") wird diese Eigenschaft von Py = K¢y auf alle Punkte von I' iibertragen.
Fiir unsere spezielle Wahl von k gilt daher:

Satz 3.3.1 Mit den Bezeichnungen aus (3.12) und (3.13) ist ein k-
dimensionaler Unterraum durch N®)T ein k—Schmiegraum von T', dann und nur
dann, wenn er einen U—-Schmiegraum von I' enthdlt.

Diese Aussage illustrieren wir an einem Beispiel:

p prmng
= 9=(1,0,0,1)
b = 10=(1,0,1,0)

Jene Stellen der Matrix

10000O0O0O0O0O
1'1700000O0O0O0
10100O0O0O0O0O0
1111000000
10001O00O0O0O0
1100110000 |’
1010101000
1111111100
10000O0O0O0T1O0
1100000O0T1T1

an denen in der letzten und vorletzten Zeile eine Null steht, sind fiir den 7-Knoten
verantwortlich. Wir erhalten

N(7)F: [{P27P37P47P57P67P7}] #N(G)F:(Z)

Die Zahl k = 7 erfiillt also unsere Minimalitdts-Forderung von eben. Wir kénnen
daher die 7-Schmiegriaume unter den 7-dimensionalen Unterrdumen durch den
7-Knoten auszeichnen (und machen das 0.B.d.A. fiir den Normkurvenpunkt £).

Es ist klar, daB ein 7-dimensionaler Unterraum durch N OT im Falle des Kur-
venpunktes Py genau dann dem 7-Schmiegraum entspricht, wenn er die Tangente
Py V Py (den 1-Schmiegraum) in Py enthilt.

Die obigen Formeln liefern ebenso dieses Resultat:
Aus (3.12) folgt fir R = 3 wegen n = (1,0,0, 1) der Wert k = (0,1,1,1) = 7, und
aus (3.13) ergibt sich U = (0,0,0,1) = 1.
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Bemerkungen 3.3.2

1. Am letzten Beispiel konnen wir deutlich die Qualitdt von Satz 3.3.1 er-
kennen: | FEin 7-dimensionaler Unterraum durch den 7-Knoten, der eine
Tangente enthdlt, ist schon der T-Schmiegraum im Berihrpunkt der Tan-
gente. “

Die Giite des Korollars wird durch die Differenz k — U bestimmt. Man kann
letztlich aus den Darstellungen (3.12) und (3.13) ablesen, in welchen Féllen
die Qualitdt der Aussage 3.3.1 maximal ist. In einem Beispiel wollen wir
zeigen, dafl Satz 3.3.1 auch relativ schwach sein kann:

Es sei
p = 2
n = 6=(1,1,0)
b = 7=(1,1,1)
mit
k 5=(1,0,1
U 4 , 0,
und
1 00 0 0O0O
1 100000
1 01 0 00O
1111000
1 000100
1100110
1 010101

gegeben. Wir erhalten:  Fin 5-dimensionaler Unterraum durch den 5-
Knoten NOT = [{ Py, P, P5}], der einen 4-Schmiegraum enthilt, ist schon
der 5-Schmiegraum im Beriihrpunkt des 4-Schmiegraums. “

2. Trivialerweise ist die Aussage aus Satz 3.3.1 auch fiir jedes U* mit
U<U" <k
erfiillt.

3. Die Minimalitéit von k geht in den Uberlegungen entscheidend ein: Betrach-
ten wir noch einmal das erste Beispiel mit p =2 und n = 9.

Wenn wir hier & = 8 nicht minimal wé&hlten, dann erhielten wir wegen
NOT = NOT die triviale Aussage: ,Ein 8-dimensionaler Unterraum durch
den 8-Knoten, der einen 8-Schiegraum enthdlt, ist der 8-Schmiegraum in
einem Normkurvenpunkt. ¢
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4. Wir betrachten Satz 3.3.1 fiir

n=p

mit J > 0 und erhalten: Eine Hyperebene durch den (n—1)— Knoten ist ge-
nau dann eine Schmieghyperebene von I', wenn sie einen Normkurvenpunkt
enthdlt.

Enthélt nicht jede Hyperebene € durch den (n — 1)-Knoten einen Norm-
kurvenpunkt und ist somit Schieghyperebene? — Dieser Frage gehen wir auf
den Grund.

Wir kénnen in der Darstellung
€ : apxro + an,x, =0

die Voraussetzung aga, # 0 treffen, weil es sich in den anderen Féllen
entweder um die Schmieghyperebene in Py oder P, handelt. Somit setzen

wir a,, = —1 und schneiden dann € mit I':
€ aprg — X, =0
enlI: ap-1—t"=0

Wegen n = p’ gilt es, die Gleichung
th = Qo
zu losen. Nach [24, S. 139] gibt es fiir einen Korper der Charakteristik p

genau dann zu jedem Element eine p-te Wurzel, wenn er vollkommen! ist.
(Diese ist dann wegen der Injektivitét von x +— 2P eindeutig bestimmt.)

Genau fiir vollkommene Korper folgt mit
t —_= (a[o)(%)J7

daB jede Hyperebene durch den (n — 1)-Knoten automatisch Schmieghy-
perebene ist.

In den néchsten Abschnitten wird einerseits untersucht, fiir welche Raumdimen-
sion bei gegebener Charakteristik einpunktige Knoten auftreten, und andererseits
diskutiert, wann der Durchschnitt der Schmiegrdume fester Dimension mit dem
(n — 1)-Knoten eine Spurkurve in N ™~YT hinterl#it, bzw. unter welchen Vor-
aussetzungen diese Kurven wieder Normkurven sind.

I Alle endlichen Korper sind vollkommen. Ein Beispiel fiir einen nicht vollkommenen Koérper
findet man etwa in [1, S. 239-240)
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3.4 Spurkurven der Form 5§k> N A@=br

Fiir die folgenden Untersuchungen bedarf es insofern keiner intensiven Motivati-
on, als einerseits etwa in [13], [21] und [7] die Wechselbeziehung von MDS-Codes
und k-Bogen in PG(n, q) bzw. das Dualitéitsprinzip fiir MDS—Codes dargestellt
worden sind und andererseits J.A. THAS darauf basierende (¢ + 2)-Bogen in
PG(2" — 2,2") wie folgt erzeugt hat (vgl. auch [20] und [21]):

Man betrachte eine rationale Normkurve I' in PG(2" -2, 2") und bilde den Durch-
schnitt iiber alle Schmieghyperebenen, also N ™~1T'. Die Tangenten von I schnei-
den aus NI eine Spurkurve aus, die sich als rationale Normkurve in einem
Unterraum PG (2"~ —2, 2") herausstellt?. Dieser Prozef wird so lange wiederholt,
bis man zum Knoten eines Kegelschnitts gelangt. Dieser Punkt ergénzt I' dann
zu einem (g + 2)-Bogen.

In diesem Abschnitt soll allgemeiner fiir beliebige Charakteristik p der minimale
Index k£ bestimmt werden, sodafl Sgk)F N N®-DT, der Durchschnitt eines k-
Schmiegraumes mit dem (n — 1)— Knoten, nichtleer ist. Trivialerweise gilt dies
dann fiir alle t € K.

Nachdem wir aus Satz 3.1.3 bereits wissen, daf§ der (n — 1)-Knoten durch jene
Basispunkte P; aufgespannt wird, fiir die (?) =0 (mod p) gilt, konnen wir nun
bei gegebener Dimension n nach dem minimalen Index 7 mit dieser Eigenschaft
fragen. Setzen wir

M := min{\|by # 0},
J = max{A|by # 0},
dann folgt

ny, = p—1firA<M
ny < p—1.

Damit erhalten wir

Lemma 3.4.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Fir J > M folgt
min{j <n |j £ n} = bap™.

Fiir J = M treten in der n-ten Zeile von A(p) keine Nullen auf.

Beweis: Die Bedingung J > M ist notwendig und hinreichend dafiir, dafl in der
n—ten Zeile von A(p) die Zahl 0 vorkommt. Das tiberlegen wir uns kurz:

2Bei Timmermann [23] heiflen diese Kurven ,,Oskulanten®.
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o J = M : Wir erhalten hier

b= (b,0,...,0)
—
J—mal
n = (;—Lp-1....p—1),
J:rrnal

wobei fiir J = 0 die letzten Stellen entfallen. Mit Lemma 1.1.1 und der an-
schlieBenden Bemerkung folgt sofort, daf es in der n-ten Zeile von A keine
verschwindenden Binomialkoeffizienten gibt.

e J > M : Es ergibt sich

b= by e, bas0,. .. 0
(J—M~—1)—Stellen M—mal

n = <bJ7 NALLRGAELLE 7bM_ 17?_ 17v7p_ 1)7
(J—M~—1)—Stellen M—mal

wobei manche Abschnitte nicht vorhanden sein miissen (M = 0 oder J =
M +1). Wegen by; — 1 < p — 1 sehen wir sehr schon, daf

min{j | j An} = (0,...,0 ,by,0,...,0)
—— ——
(J—M)—mal M —mal
= bMPM
folgt. O

Damit kommen wir zur Kernaussage dieses Abschnitts:

Satz 3.4.2 Fir feste Charakteristik p und Raumdimension n mit J > M ist
k= byp™ der minimale Index, sodaf Sgk)l“ NAN@UT fir alle Parameterwerte t
einpunktig ist, also

min{k >0 | SPTNNC-ITL £ 0 vt € K} = by p.

Beweis: Aus der Knotendefinition folgt, dafl wir uns bei obiger Minimumsbildung
auch auf ein fixes ¢t € K beschrénken diirfen. Mit ¢ = 0 und Lemma 3.4.1 ist die
Aussage aber schon bewiesen: Aus

SPr = [{P,..., P},
N(”‘l)l“ = [{PbMpM, .. }]

folgt
min{k > 0 | ST A NCO=IT £ 0} = by p. O
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3.4.1 Diskussion der rationalen Kurven |J (Sngp I n

teK+
N(n—l)r)

Wir wollen jetzt diskutieren, wann die Spur der byp™ — Schmiegraume im
(n — 1) — Knoten eine rationale Normkurve ist. Mit den obigen Voraussetzun-

J
gen (n+1= Y by\p*) miissen wir also die by;p™-te Spalte im Pascal-Quadrat
A=M
naher untersuchen.
Satz 3.4.3 Die Kurve |J (SngpM)F NN®=DD) ist eine rationale Normkurve,

teK+
wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. J=M+1undby =1, alson +1 = p"+t + bypM

2. M =0,bp =p—1 und der Grundkérper K ist vollkommen

Beweis: Wir miissen in der by;p-ten Spalte von LI die Abfolge von Nullen und
,Nicht—Nullen“ untersuchen. Wie sich gleich herausstellen wird, ist es sinnvoll,
hier zwei Falle zu unterscheiden:

1. M = 0: Wir durchlaufen die Spalte by von der Stelle 0 bis zur Stelle n,
betrachten also den Binomialkoeffizienten (bﬁ‘) ) und lassen g von 0 bis n
laufen. Aus

no= (MJ)"'a/'Lla/'LO)
b = (0,....0,b)

und dem Lemma 1.1.1 von Lucas folgern wir, daf§ einander stets Blocke mit
by Nullen und solche mit p—by Elementen ungleich Null abwechseln, je nach

0 < pp<by—1
oder
bo < po <p—1.
Jetzt miissen wir zwei Moglichkeiten unterscheiden:

(a) by < p—1: Die Lange der Abschnitte von Elementen ungleich Null ist
grofler als Eins. Hier handelt es sich gewifl dann um rationale Norm-
kurven, wenn es nur einen solchen Block bis zur n—ten Zeile gibt. Es
folgt n =p+by — 1 bzw. n+ 1 = p + by.
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(b) by = p — 1: Wie wir uns leicht iiberlegen, folgt in der Spalte by von [
einem Abschnitt von p — 1 Nullen stets eine Eins und umgekehrt. Der
Punkt S,Ep_l)F ANC=UT hat dann die Gestalt

K(0,...,0,1,0,...,0,t,0,...,0,t,...). (3.14)
N—— —— N——
(p—1)—mal (p—1)—mal (p—1)—mal

Laut [24, S. 139] ist ein Korper der Charakteristik p genau dann voll-
kommen, wenn es zu jedem Element in K eine p-te Wurzel gibt.

Ist nun der Grundkérper vollkommen, dann bilden die Punkte (3.14)
eine Normkurve.

2. M > 0: Wir untersuchen die by;p-te Spalte von L1 und fragen daher, wann
der Binomialkoeflizient (le; M) verschwindet, wihrend p die natiirlichen
Zahlen durchlauft.

Wiederum beantworten die Darstellung

wo= (,UJa"'a,uMa"'nuO)
bMpM = (...,O,bM,O,...)

und das Lemma 1.1.1 von Lucas unsere Frage. Abhdngig davon, ob
0<pupm<by—-1

oder
by <pym <p-—-1

gilt, verschwindet der entsprechende Binomialkoeffizient oder nicht. Die
Blocke der Nullen haben daher die Linge byp?, die anderen die Linge

(p — bar)p™.

Analog zum vorigen Fall wechseln diese Abschnitte einander immer wieder
ab. Um rationale Normkurven handelt es sich also sicherlich, wenn wir mit
u bis zur Zeile n = p™* 4+ by pM — 1 laufen. O

3.5 Existenz einpunktiger Knoten

Wir bestimmen fiir feste Charakteristik p jene Dimensionen n, fiir die es einpunk-
tige Knoten gibt.

Satz 3.5.1 Unter der Voraussetzung #K > k gibt es genau fir
n=2p —2

einpunktige Knoten.
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Beweis: Wenn ein Knoten N®T' aus nur einem Punkt besteht, dann gilt not-
wendigerweise ®(i,n) = 1 fiir ein ¢ € NT. Alle Faktoren in (1.2) miissen dann
den Wert 1 annehmen, also

ny = p—2
ny = p—l
ni1 = p—1

ny = 0 firA>i+4+1,
woraus

n = (Lp—1,....p—1,p—2)
= 2" -2 (3.15)

folgt. Andererseits impliziert (3.15) fiir alle p die Abschiitzung b =n + 1 < p'*!,
womit nach (1.5) die Summenfunktion »(u,n) fir p > ¢ + 1 stets den Wert 0
annimmt. Wie behauptet gilt also ®(i,n) = X(i,n) = 1. O

Bemerkung 3.5.2 Auf Grund der Symmetrie des Pascal-Dreiecks handelt es
sich bei einpunktigen Knoten um den Basispunkt F,:_;. Man beachte, daf dieser
Punkt unter allen Kollineationen der Gruppe PT'L(T") invariant bleibt, vgl. auch
20], [5, 49-50] und [19]. AuBerdem werden wir in den néchsten Abschnitten noch
sehen, dafl das der einzige Punkt mit dieser Eigenschaft ist.



Kapitel 4

Die invarianten Unterriaume

Aus den letzten Abschnitten geht hervor, dafl die Knoten zu jenen Unterrdumen
in PG(n, K) zdhlen, die invariant unter der Gruppe PT'L(I") der automorphen
Kollineationen von I' bleiben. In diesem Kapitel geben wir fiir K > n + 2 alle
invarianten Unterrdume an und zeigen unter anderem, dafl der zugehdrige Ver-
band im allgemeinen nicht totalgeordnet ist, was auf Grund des totalgeordneten
Teilverbandes der k-Knoten a priori nicht selbstverstédndlich ist. Aus Satz 4.1.2
werden wir folgern, dafl es geniigt, jene Unterrdume zu bestimmen, die unter der
Gruppe PGL(T") aller projektiven Kollineationen invariant bleiben. Wegen der
Voraussetzung K > n + 2 ergibt sich dann auch die Invarianz unter PI'L(T").

Wir machen in diesem Kapitel die Generalvoraussetzungen charK = p und
#K > n + 2, womit auf den Sonderfall eines , kleinen* Grundkoérpers verzich-
tet wird. Die Sétze und Ergebnisse dieses Abschnitts kénnen fiir #K < n + 2
nicht direkt {ibernommen werden, weil hier die Bedingungen fiir die Existenz in-
varianter Unterrdume nicht mehr notwendig und hinreichend, sondern nur mehr
hinreichend sind. Die Stellen, wo #K > n + 2 eingeht, werden wir stets heraus-
streichen.

4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir invariante Unterrdume

Wie wir aus Satz 2.2.2 bereits wissen, wird jede projektive automorphe Kollinea-
tion einer rationalen Normkurve I' durch ein Produkt der Matrizen

00 ... 01

00 ... 10
A, = diag(1l,a,...,a"), B= :

0 1 .00

1 .00

57
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oo O
e}

) ) L € L )
mit a € K*,t € K induziert.

Bei der Bestimmung aller invarianten Unterrdume gehen wir schrittweise vor und
iiberlegen einmal, welche Unterrdume unter allen durch Matrizen

A, = diag(1,a,d?,...,a") (4.1)
induzierten Kollineationen invariant bleiben.

Satz 4.1.1 FEin Unterraum U wird fiir #K > n+2 genau dann unter allen durch
Diagonalmatrizen (4.1) induzierten Kollineationen auf sich abgebildet, wenn U
durch Grundpunkte aufgespannt wird.

Beweis: , = “ : Wenn wir uns {iberlegen, welche Unterrdume unter allen
Abbildungen! diag(1,a,a?, ..., a") invariant bleiben, miissen wir alle Fille von
char K = p beriicksichtigen. Wir zeigen, dafl stets ein Element o € K existiert,
so daf} die Potenzen 1, «, ..., o™ paarweise verschieden sind.

o K = GF(q): Da K* zyklisch ist (mit erzeugendem Element «) und weiters
wegen unserer Generalvoraussetzung #K>* > n + 1 gilt, sind die Potenzen
1,a,...,a" paarweise verschieden.

e Sei #K = oo und zu jedem n € N gebe es ein ¢ > n + 2 mit GF(q) C K.
Aus denselben Griinden wie zuvor existiert a mit 1,q, ..., a" paarweise
verschieden.

e Sei #K = oo und es existiere ein maximales ¢ mit F' = GF(q) C K.
Jedes Element o« € K\F ist transzendent iiber F', weil sonst wire der
Zwischenkorper F(a) mit F' C F(«) C K endlichdimensional iiber F' und
¢ nicht maximal beziiglich GF(q) C K.

Fiir jedes n sind deshalb die Potenzen 1, «, ..., o™ paarweise verschieden.

Da in der Diagonalmatrix A := diag(1,a,a?,...,a") in der Hauptdiagonale die
paarweise verschiedenen Eigenwerte stehen (mit den von der kanonischen Basis
aufgespannten jeweils eindimensionalen Eigenrdumen), sind die Fixpunkte unter
der durch A induzierten Kollineation genau die Basispunkte.

'Wir unterscheiden i.f. nicht scharf zwischen einer reguliiren Matrix und der durch die Matrix
induzierten Kollineation
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Sei nun U ein invarianter Unterraum von K™™' unter A, also A(U) = U mit
dim U = k > 1. Wenn man im Vektorraum einen Basiswechsel so durchfiihrt, dafl
man eine Basis von U durch Vektoren der kanonischen Basis zu einer Gesamtbasis
erginzt, dann entspricht der linearen Abbildung folgende Matrix:

Qo 0

&jnfk

0

Fiir s # t ist js # j;, und O steht fiir jene quadratische Teilmatrix, die der Ein-
schrinkung A |y entspricht. Da die Eigenwerte eine Eigenschaft der Abbildung
sind, dndert sich durch den Basiswechsel nichts am charakteristischen Polynom.
Dieses schreibt sich auf Grund der Bauart der Matrix aber als

p(r) = (z—a”)...(z — o’ *u(z),

wobei u(x) das charakteristische Polynom von A |y ist. Da p(z) in Linearfaktoren
zerféllt, trifft dies auch fiir u(x) zu, O ist diagonalisierbar, und U wird durch jene
restlichen Vektoren der kanonischen Basis aufgespannt, die nicht zu einem der
Eigenwerte o, ..., a’/»* gehoren. Der zugehorige projektive Unterraum U wird
also durch Grundpunkte aufgespannt.

» <= “: Wenn U durch Grundpunkte aufgespannt wird, dann besitzt der entspre-
chende Untervektorraum U eine Teilmenge der kanonischen Basis als Erzeugen-
densystem, und U bleibt daher unter allen Diagonalmatrizen invariant. O

Wir wissen jetzt also, dafl wir uns fiir #K > n + 2 bei der Bestimmung aller
unter PGL(I") invarianten Unterrdume auf solche beschrénken diirfen, die durch
Basispunkte aufgespannt werden.

Satz 4.1.2 Fir #K > n+ 2 bleiben die unter PGL(I") invarianten Unterrdume
auch unter allen nicht projektiven automorphen Kollineationen von I' invariant.

Beweis: Der Beweis ist sofort erledigt: Da alle Kérperautomorphismen ( €
Aut(K) die Eigenschaft

¢(0) =0
)y =1

besitzen und fiir #K > n + 2 die unter PGL(I") invarianten Unterrdume durch
Grundpunkte aufgespannt werden, ist alles gezeigt. O
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Unter all diesen Unterrdumen bestimmen wir nun jene, die auch unter der durch

00 ..01
00 ..10

B=1|: : Lo (4.2)
0 1 0 0
10 0 0

induzierten Kollineation invariant bleiben.

Satz 4.1.3 Ein durch Grundpunkte P; aufgespannter Unterraum U ist genau
dann invariant unter der durch (4.2) induzierten Kollineation, wenn die ,Sym-
metriebedingung “

PjEU = Pn,jEZ/{ VjE{O,l,...,n} (43)
erfiillt ist.

Beweis: Da U durch Grundpunkte aufgespannt ist, folgt der Beweis unmittelbar
aus der Bauart der Matrix B. O

Bemerkung 4.1.4 Wahrend wir in Satz 4.1.1 die Voraussetzung #K > n + 2
getroffen haben, ist Satz 4.1.3 fiir beliebige Grundkorper giiltig.

Aus den Sétzen 4.1.1 und 4.1.3 folgern wir, dafl bei #K > n + 2 ein invarianter
Unterraum zwingend von Grundpunkten aufgespannt wird und die Symmetrie-
bedingung (4.3) erfiillt. Wir miissen jetzt noch priifen, wann ein Unterraum mit
dieser Eigenschaft auch invariant unter allen Abbildungen
0

G 0 0

1
()t .0

2

G ... 0 (4.4)

e et Qe - ()
bleibt, also C;(U) =U V t € K gilt.

Dazu bedarf es einiger Begriffsbildungen und Uberlegungen, wie etwa, daB fiir
P; € U stets auch die Bahn {Cy(P;) | t € K} und der von ihr aufgespannte
Unterraum in U liegen miissen.

Definition 4.1.5 Fiir alle j mit 0 < j < n bezeichnen wir den von der Bahn
{Cy(P)) | t € K} eines Basispunktes P; aufgespannten Unterraum mit O;, also

0; = [{G(F) |t € K}]. (4.5)
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Wir entnehmen der Matrix (4.4), dal {P,, | (j = m) A (0 < m < n)} eine Basis
eines Unterraumes U; mit

Oj QZ/IJ

ist. Bevor wir in einem Lemma Auskunft dariiber geben, wann
O; =U;

gilt, stellen wir fiir die Menge aller m < n mit m > j eine abkiirzende Schreibweise
bereit.

Definition 4.1.6 Fir j € N definieren wir bei festem n € N

QJ)={meN|0<m<n,j <m}. (4.6)

Damit 148t sich folgendes Lemma formulieren.
Lemma 4.1.7 Fir #K > n — j bildet {P,, | m € Q(j)} eine Basis von O;.

Beweis: Wegen #K > n — j existieren J := n — j + 1 paarweise verschiedene

Elemente t,t5,...,t; € K. Wir transponieren den j-ten Spaltenvektor cgj ) der
Matrix C;, setzen fiir den Parameter ¢ fiir A = 1,2,...,J die einzelnen Werte ¢,
ein und fassen die so erhaltenen Zeilenvektoren zur Matrix
00 () (M CPE ()
0 ... 0 () (e (85 ... (’;)t;“f
D=|0 .0 () (" (D8 .. OF7 |
0.0 () (T (R L ()T

zusammen. Diese J X (n + 1)-Matrix induziert eine lineare Abbildung
K™ K7

Jene Vektoren e,, der kanonischen Basis, fiir die (T) modulo p verschwindet,
liegen offensichtlich im Kern der Abbildung D.

Indirekt zeigen wir nun, dafl diese Vektoren auch ein Erzeugendensystem des
Kerns bilden: Sei also z € K" mit x, # 0, Dz = 0 und (‘J‘) #0 (mod charK)
gegeben.

Es existiert also ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom

A=0
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welches mehr Nullstellen besitzt, als der Grad angibt. Das fiihrt jedoch zu einem
Widerspruch. Mit der Rangformel

rgD + defD = dim K" =n + 1

ist das Lemma dann bewiesen. |

Damit konnen wir jetzt in einem Satz die von Grundpunkten aufgespannten Un-
terrdume bestimmen, die unter der Gruppe {C; | t € K} invariant bleiben.

Satz 4.1.8 Ein von Grundpunkten aufgespannter Unterraum U = [{Py | ¢ €
Ul mit W C {0,1,...,n} ist fir #K > n genau dann invariant unter der
Gruppe {C; |t € K} (vgl. (4.4)), wenn U fir jeden Index j € U auch die Menge

{ P | m e Q(h)}
enthdlt.

Beweis: Der Beweis ist in zwei Richtungen zu fiithren:

1. ,, = “: Aus der Invarianz von U unter {C; | t € K} folgt notwendigerweise
fir alle j € ¥ die Inklusion O; C Y. Wegen #K > n greift Lemma 4.1.7
fiir alle 7 < n. Daraus erhalten wir unmittelbar

{Pn|meQ()}cO;cU

2., < “ Aus
{Pn|meQ@)}cu

folgt
O; € [{Pu |meQU)} CU,

und daher sind die durch Satz 4.1.8 beschriebenen Unterrdume immer (auch
fir #K < n) invariant unter {C; | t € K'}. Die Bedingung ist also auch
hinreichend. O

Bemerkungen 4.1.9

1. Wenn bei #K > n fir P; € U schon die Inklusion O; C U verifiziert
worden ist, dann braucht dies fiir m > j nicht mehr iiberpriift werden, weil
auf Grund der Transitivitdt der Halbordnung ,, < “ unmittelbar

m=j = Qm)CQy) = 0,0,

also auch O,, C U folgt.
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2. Fiir 7 A n gelte '
(n,j) € V'

fiir ein bestimmtes . Wir iiberlegen uns leicht, daf fiir alle m € Q(j) dann
(n,m) € V',

fiir ein o € N gilt.

Indem wir jetzt die Satze 4.1.1, 4.1.3 und 4.1.8 Revue passieren lassen, konnen
wir den Hauptsatz fiir invariante Unterrdaume formulieren:

4.1.1 Der Hauptsatz

Satz 4.1.10 (Hauptsatz) Unter der Voraussetzung #K > n + 2 gilt mit
Satz 4.1.2: Die unter PGL(T") invarianten Unterrdume U sind auch unter PT'L(T)
mwvariant, und sie lassen sich folgendermaflen charakterisieren:

FEin Unterraum U ist genau dann invariant unter PGL(T"), wenn er von Grund-
punkten P; aufgespannt wird und fiir deren Indizes j folgende Bedingungen erfillt
sind:

1. Fiir alle j wird die Symmetrieeigenschaft P; € U < P,_; € U erfillt.
2. Aus P; € U folgt auch {P,, | m € Q(j)} C U.

Bemerkung 4.1.11 Der Hauptsatz fiihrt eine geometrische Fragestellung in eine
zahlentheoretische {iber. Genau dann, wenn eine Indexmenge ¥ gewisse Forde-
rungen erfiillt, spannt die zugehorige Menge {Py | ©» € U} einen unter PGL(I)
invarianten Unterraum auf. Dies halten wir jetzt in einem Korollar fest.

Korollar 4.1.12 Fin Unterraum U ist genau dann invariant unter PGL(T),
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Es giltU = [{Py | € V}] und ¥ C {0,1,...,n}.
2. Fiir alle j wird die Symmetrieeigenschaft j € V. < n — 75 € U erfillt.

3. Aus j € U folgt auch Q(j) C V.

Wir kénnen somit bei gegebenem n und char K durch Uberpriifen fiir jede Menge
U von Indizes feststellen, ob { P, | ¢ € U} einen unter PGL(I") invarianten Unter-
raum aufspannt. Durch einige Uberlegungen schlieBen wir im folgenden gewisse
Mengen ¥ aus und sparen so entscheidend Zeit.
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4.1.2 Einschrinkung moglicher Mengen W

Satz 4.1.13 Jeder invariante Unterraum U # P liegt fiir #K > n+2 im Durch-
schnitt aller Schmieghyperebenen, dem (n — 1)—Knoten.

Beweis:

1. Liegt ein Normkurvenpunkt X € I im Unterraum U, dann folgt unmittelbar
' C U, indem man auf die Beziehung X € U die Gruppe PGL(I") wirken
1a8t. Auf Grund der Generalvoraussetzung #K > n+2 spannt I den ganzen
Raum P auf, und daher entspricht &/ dem Gesamtraum.

2. Wenn nun U nicht der ganze Raum P ist, dann gilt jedenfalls Py, P, ¢ U.
Der Unterraum U liegt somit in der Hiille der Grundpunkte Py, Ps, ..., P, 1,

also
U cC (88*11“ ﬂSleF).

Auf diese Beziehung lassen wir die Kollineationsgruppe wirken und folgern,
daB U jeweils im Durchschnitt der Schmieghyperebenen zweier beliebiger
Normkurvenpunkte enthalten ist, und daher im Durchschnitt aller (dem
(n — 1)-Knoten). O

Da wir von nun an 6fters jene (n + 1) x (n + 1)-Matrix ansprechen, die sich als
Schnitt der ersten n 41 Zeilen und Spalten von L1 ergibt, mochten wir dafiir eine
Kurzschreibweise einfiihren.

Definition 4.1.14 Die (n+ 1) x (n+ 1)-Matriz, die sich als Schnitt der ersten
n+ 1 Zeilen und Spalten von 1 ergibt, wird von nun an mit 1, abgekiirzt.

Bemerkung 4.1.15 Man beachte die Identitét
¥ =0,.

P

Nun kénnen wir in einem Lemma eine weitere Einschriankung fiir Indexmengen
U treffen, welche zu invarianten Unterrdumen fiihren.

Lemma 4.1.16 Sei #K > n+2 und U = [{P, | v € V}] ein unter PGL(I")
movarianter Unterraum. Wenn wir

Ymax = max ¥

setzen und die Pyax-te Spalte von U, betrachten, dann handelt es sich dabei stets
um einen Vektor der kanonischen Basis von K™tT.
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Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt, und nehmen daher an, daf§ in der
entsprechenden Spalte kein Vektor der kanonischen Basis steht. Es existiert also
ein Index v mit

Ymax <V <n und v > Ppax.

Da U invariant ist, folgt
v € Q(Vmaz) C V¥,

wodurch wir sofort einen Widerspruch zu ,,,, = max ¥ erhalten. O

Wir fassen jetzt ausfiihrlich zusammen, was wir aus Satz 4.1.13 und Lemma 4.1.16
folgern konnen.

Folgerungen 4.1.17 Bei der Auswahl der entsprechenden Indexmengen W, die
zur Konstruktion nichttrivialer invarianter Unterrdume fiihren, ist das Pascal—
Quadrat das wichtigste Hilfsmittel. Aus Satz 4.1.13 und Lemma 4.1.16 leiten wir
folgende Vorgangsweise ab:

Wir betrachten 1, also jene (n+ 1) x (n + 1)-Matrix, die im Schnitt der ersten
n + 1 Zeilen und Spalten von [ liegt. Aus der Struktur der letzten Zeile und

der einzelnen Spalten kénnen wir wertvolle Informationen fiir mogliche Mengen
U beziehen.

1. Da die Stellen der Nullen in der letzten Zeile genau jene Indizes j bestim-
men, so dafl die Punkte P; den (n —1)-Knoten aufspannen, kommt fiir eine
Menge W, die zu einem nichttrivialen invarianten Unterraum

U=[{Py eV}
fithrt, nur eine der Form
U={jl(0<j<n)A(Z£n)}
in Frage.

2. Der grofite Index 1. := max ¥ mufl zu einer Spalte von [, gehoren, in
der ein Vektor der kanonischen Basis steht.

Bevor wir eine allgemeine Theorie zur Berechnung aller invarianter Unterrdume
entwickeln, wollen wir im néchsten Abschnitt fiir einige Beispiele exemplarisch
den Verband dieser Unterrdume bestimmen.
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4.2 Beispiele

4.2.1 Der Verband der invarianten Unterrdume fiir p = 2
und n =4

Dieses Beispiel wird auch in [6] angesprochen, soll aber hier mit anderen Mitteln

behandelt werden.

Wir betrachten also

1 0000
117000
4,=110100
11110
1 0001

Da in der letzten Zeile genau an den Stellen 1,2 und 3 eine Null steht, haben wir
fiir eine Basis eines nichttrivialen Unterraumes U genau die Grundpunkte P;, P
und P3 zur Auswahl. Da der groite Index zu einem Vektor der kanonischen Basis
von K°® gehéren muB, erhalten wir zwingend P; € U.

Die Symmetriebedingung P; < P,_; erzwingt dann auch P, € U. Aus der 1.
Spalte ergibt sich Q(1) = {1,3} bzw. O; = [{P, P3}|]. Wir sehen also nach
Satz 4.1.10 bzw. Korollar 4.1.12, dafl ¢4 := O schon ein invarianter Unterraum
ist.

Aufler diesem Unterraum gibt es nur noch einen zweiten, der nichttrivial und
invariant ist, ndmlich den 3-Knoten mit der Basis { Py, P», Ps}.

Mit

U, = 0

U, = [{P, P}

Us = [{Pr, P, Ps}]

Uy, = [Py, P, P, P, P} =P

erhalten wir

I/{1 CZ/{QCZ/{3CZ/{4.

Der zugehorige Unterraumverband entspricht hier einer vierelementigen Kette.
Zu jedem Basispunkt P; gibt es minimalen, P; enthaltenden Unterraum.

Auf Grund dieses Beispiels konnte jetzt der Verdacht aufkeimen, daf die invarian-
ten Unterrdume beziiglich der mengentheoretischen Inklusion stets totalgeordnet
seien, wobei es sich dabei um die in Kapitel 3 beschriebenen Knoten und gewis-
se Teilmengen davon handle. Durch das néchste Beispiel wird dem Leser diese
[llusion geraubt.
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4.2.2 Ein Verband invarianter Unterrdume, der nicht to-
talgeordnet ist

Wir setzen p = 2, n = 12 und betrachten

10000O0O0O0OO0O0OO0O0O
1100000O0OO0OO0OO0OO0OT@ O
101000O0O0O0OO0OO0OO0OT@ O
11 110000O00O0O0O0O0
10001O0O0O0O0O0OO0O0O
1 1T001100O0O0O0O0O0
Jdie=11010101000O0O0O0
1111111100000
100000O0O0OT1O0O0O0O
1100000011000
101000001O0T1QO0O0
1111000011110
1000100O01O0O0GO0T1

Bei der Konstruktion einer Menge ¥ beginnen wir mit dem Index 11, weil in
der vorletzten Spalte von [1;5 ein Basisvektor steht. Aus Symmetriegriinden folgt
1 € ¥ und somit auch zwingend

Q1) = {1,3,5,7,9,11} C .

Auf Grund der Bemerkungen 4.1.9 brauchen wir fiir die Indizes p = 3,5,...,11
nicht mehr die Inklusion
Qu) C ¥

zu prfen, weil aus der Transitivitdt von ,, < “ sofort
Q) c Q1) C v
folgt.
Die Menge (1) erfiillt auch die Symmetriebedingung, und daher ist
01 =[{R |w e Q1)]]

ein invarianter Unterraum.

Gibt es nun einen weiteren Unterraum, der echt zwischen O; und dem 11-Knoten
(O1 U A{Ps, Py, Pio}] liegt? Enthielte die zugehorige Menge ¥ die Zahl 10, dann
aus Symmetriegriinden auch 2 und wegen {2,6,10} C ©(2) auch die Zahl 6.

Betrachten wir hingegen €2(1) U {6}, dann erhalten wir wegen
Q(6) = {6,7} < (1) U {6})
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und der ,,Selbstsymmetrie“ der Zahl 6 einen invarianten Unterraum, der echt zwi-
schen O und dem 11-Knoten liegt.

Nachdem wir somit alle invarianten Unterrdume zum &duflersten Basisvektor von
[li9, also zum Index 11 konstruiert haben, wollen wir dies auch noch fiir den
Index 7 machen, denn in [l;5 steht nur noch in Spalte 7 ein Vektor der kano-
nischen Basis. Hier schen wir mit analogen Uberlegungen, daff Q(5) = {5,7}
Korollar 4.1.12 erfiillt und wir somit einen invarianten Unterraum erhalten, der
echt im 10-Knoten [{Ps, Py, P;}] enthalten ist.

Ein kurzer Blick auf den zugehorigem Verband der invarianten Unterrdume

U
Us
Us
Us U,
Us
U,
mit
U, = 0
I/{Q — [{P5aP7}]
u3 - [{P5aP6aP7}]
u4 = [{P17P37P57P77P97P11}]
u5 = [{PlaP3aP5aP6aP7aP9aP11}]
[

{PlaPZaP3aP5aP6aP7aP9aP10>P11}]
U, = P
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1Bt uns wegen Us € U4 und U, € U3 erkennen, dafl wir die Hypothese, es knnte
sich bei dem Verband der invarianten Unterrdume stets um eine Totalordnung
handeln, verwerfen miissen.

4.3 Folgerungen aus den Beispielen

1. Die vorigen beiden Beispiele haben eine Gemeinsamkeit: Wir sind stets von
einem Index j eines kanonischen Basisvektors ausgegangen, haben danach
den symmetrischen Index j* := n — j betrachtet, die Menge Q(5*) be-
stimmt und festgestellt, dafl diese Indexmenge bereits alle Punkte von Ko-
rollar 4.1.12 erfiillt. Im folgenden Abschnitt werden diese ,,symmetrischen
Indizes* j* formelméfBig aus der p-adischen Darstellung der Zahl b =n + 1
bestimmt, und danach wird gezeigt, dafl die zugehorigen Orbitrdume O;-
stets invariant unter PGL(I") sind.

2. Man mache sich bewuBt, daf§ dies (Index j zu kanonischem Basisvektor von
1, bestimmen — symmetrischen Index j* und die Menge €2(5*) betrachten)
lediglich ein erster Schritt zur Bestimmung aller invarianten Unterrdume
sein kann.

3. Da dieses Vorgehen notwendig fiir die Invarianz eines Unterraums ist, sind
die so erhaltenen Unterrdume minimal in gewissem Sinne. Diese ,, Minima-
litdt* mufl streng von der Aufgabe unterschieden werden, zu einem vorge-
gebenen Grundpunkt P; den minimalen invarianten Unterraum zu konstru-
ieren, der P; enthalt.

4.4 Definition der Funktion V (i, b)

Definition 4.4.1 Bei fester Charakteristik p und Dimension n definieren wir die
Funktion V (i,b) folgendermaflen:
V(i,b) : NxN — N
i—1
(0 — ¥ b o
A=0

Wir {iberlegen uns jetzt, dal ein zum Index eines Basisvektors von L, symme-
trischer Index stets einem Wert V (4, b) entspricht.
Bemerkung 4.4.2 Aus Satz 4.1.13 wissen wir

P,eUd = U=TP,

weshalb der letzte Basisvektor von [, uns nicht weiter interessiert. Wenn wir
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von nun an die Basisvektoren von L, betrachten, klammern wir stets den letzten
aus, weil dieser nur zu einem trivialen invarianten Unterraum fiithrt (vgl. die
Folgerungen 4.1.17).

Fiir nichtleere Mengen i(n) # () wiederholen wir Formel (1.13) aus Ab-
schnitt 1.4.2:

maxi(n) =T(,0) —1=(..,nq1,n—Lp—1,...,p—1)

Genau diese Werte T'(i,b) — 1 sind die Indizes der Basisvektoren von U,,, und da-
von gibt es so viele (abgesehen vom letzten), wie verschiedene nichtleere Mengen
i(n) existieren.

Wenn wir, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, zu den beziiglich n ,,symmetrischen*
Indizes iibergehen, dann erhalten wir

n— (T(i,b)—1)=b—"T(i,b) = V(i,b).
Die fiir alle ¢« € N giiltige Identitét

V(i,0) = b— T(i,b) (4.8)

geht hier entscheidend ein. Aus Symmetriegriinden erhalten wir fiir i(n) # () aus

maxi(n) = T(i,b) — 1

sofort

mini(n) = V(i,b). (4.9)
Bemerkungen 4.4.3
1. Wenn wir wie in Abschnitt 3.4

M = min{\| by #0} (4.10)
J = max{\| b, # 0} (4.11)

setzen, erhalten wir

V(i,b) =0 fir i<M
V(i,b)=b=n+1 fir i>J+1

Die zugehorigen Bereiche der Indexmenge, also
{ieN|G<M)V(iEi>J+1)}

sind im Zusammenhang mit der Bestimmung invarianter Unterrdume un-
interessant.
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2. Wir wollen also ab jetzt nur mehr die Menge
W ={V(,b) | M+1<i<J} (4.12)
betrachten. Da die Abbildung
{M+1,M+2,...,J} =W: i—V(ib)

nicht injektiv zu sein braucht, zeichnen wir unter den Urbildern eines festen
Bildes jeweils das Maximum als Repréisentant aus, um zu einer einheitlichen
Bezeichnung der Elemente aus W zu gelangen.

Seien M = N; < Ny < ... < Ny = J die Positionen der von Null verschiedenen
Stellen von b in der Basis p. Mit

V(Ny+1,5) = V(Ny +2,5) = ... = V(Nas1,b) < V(Nays +1,)
fir alle « € {1,2,...,d — 1} und
D :={Ny |ae{l,2,...,d—1}} (4.13)

wird die Abbildung
D—W: i V(i,b)

bijektiv.
Jetzt {iberlegen wir, in welchem V' die Paare (n,V(i,b)) mit ¢ € D liegen:

Mit Formel (1.5) aus Abschnitt 1.4.1 erhalten wir

e mFalle 1 <i< M=N;: i(n)=10 fiir alle ¢
e im Fallei > M = N : iln)=0  fallsbh; =0

Es gibt also genau d — 1 nichtleere Mengen i(n) # ), und zwar

Ns(n), N3(n), ..., Ng(n)

mit

~—

T(Nay,b)—1 a€d{2,...,d}
V(Ng,b) a€{2,...,d}.

max N, (n

~—

min N, (n
Wir haben die Werte V (i, b) also genau so indiziert, daf
(n,V(i,b)) € V' (4.14)

gilt.
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4.4.1 Praktische Berechnung der symmetrischen Indizes
V(i,b)

An einem Beispiel soll illustriert werden, wie wir die Indizes V (i,b) berechnen:

In der Basis p = 2 ergibt sich fiir die Dimension n = 371 etwa

n = (1,0,1,1,1,0,0,1,1)
b = (1,0,1,1,1,0,1,0,0)

Mit den Bezeichnungen von vorher erhalten wir
Nl IZ,NQ :47N3 :5,N4 :6,N5 :8

Die letzte Zeile in U3y trifft also V4, V°, V¢ und V8, und es gilt:

V(4,b) =min4(n) = (0,1,0,0) =4

V(5,b) =min5(n) = (1,0,1,0,0) = 20
V(6,b) =min6(n) = (1,1,0,1,0,0) = 52
V(8,b) =min&(n) = (0,1,1,1,0,1,0,0) =116

4.5 Invariante Unterrdume der Form Oy ;)

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daf fiir alle i € D (vgl. (4.13)) die Menge
Oviip = {Fo | w € AV (i,0))}]

den Hauptsatz 4.1.10 erfiillt.

Satz 4.5.1 Die von Basispunkten aufgespannten Unterrdaume der Form
Oviip = [{ P [w € AV (i,0))}]

sind fir alle i € D invariant unter der Gruppe PGL(T). Der Grundkérper K
unterliegt hierbei keiner Finschrdnkung.

Beweis: Da es sich hier um die Bahn eines einzigen Punktes handelt (vgl. Defini-
tion 4.1.5 und Lemma 4.1.7), ist lediglich der erste Punkt des Hauptsatzes 4.1.10
zu verifizieren. Die Menge Q(V (4,0)) muf} also beziiglich der , Symmetrieabbil-
dung*

jon—j=J

abgeschlossen sein.
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Wir wollen die Elemente j € Q(V(i,b)) genauer beschreiben. Dazu wiederholen
wir, was sich aus der Definition von M in Formel 4.10 unmittelbar ergibt:

nNg = nlz...:nM_lzp—l
bo == blz...:bM,1:O

by = ny fir A>M
Daraus erhalten wir
j€QV(i,b) <« j<nundj>= V(i,b).
Letzteres bedeutet ausfiihrlich geschrieben:

jo € {0,1,...,p— 1} beliebig

{0,1,...,p— 1} beliebig (4.15)

JM—1 €
Jm > nu
IM+1 = M1
Ji-1 = My

ji € {0,1,...,p— 1} beliebig

Jetzt berechnen wir zu einem beliebigen j € Q(V(4,b)) die symmetrische Zahl
J* und tberpriifen, ob die Ziffern j; auch denselben Einschrdnkungen wie j,
gentigen.

Fiir die ersten Ziffern von j* erhalten wir trivialerweise

Jo = mo—Jo=p—1—Jo

JvM—1 = Nm-1—Ju-1=p—1—Ju
Die M-te Ziffer von j* erhalten wir durch
Jay =0y +p— ju-

Um dies einzusehen, formen wir die Beziehung ny; +1 < jp < p—1 um:

ny +1< Ju <p-1 | -(=1)

l-p< —JM < —npy—1 | +(na +p)
ny+1< ny+p—ju <p-—1
—_——

sk
Im
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Die symmetrische Zahl 5* erfiillt also auch j3, > njs. Bei der Addition von j und
7% bleibt wegen

Jm+ Jy =nu+p
in der p-adischen Darstellung ,, 1 Rest*.

Deshalb ist zur Ermittlung von j3,,, die Gleichung

v+ 14 Jare = N (mod p)

zu losen. Wir setzen
. . .
M1 =Ny — Jupr+p— L

Aus
na1 < JM+1 <p-1 |-(=1)
l-p< —JM+1 < —Npp | +(nart1 +p—1)
nye < Ny +p—1—Jup <p—1
i

sehen wir, daf auch jj,,, die Bedingung j3,., > nas4y erfiillt. Bei der Addition

Iva1+ 1+ I =g +p

bleibt in der p-adischen Darstellung wieder ,,1 Rest*.

Die restlichen Schritte j, + 1+ j; = n, +p (p = M +2,...,i — 1) verlaufen
analog dem letzten.

Wir haben damit gezeigt, dafi die Menge Q(V (4, b)) beziiglich der ,,Symmetrieab-
bildung*
jron—j=tj

abgeschlossen und somit der Unterraum
Oviip = {P |weQV(i,b))}

fiir alle ¢ € D invariant unter der Gruppe PGL(I") ist. O

Bemerkung 4.5.2 Auf Grund der Bedingungen (4.15) ergibt sich fiir 41,9y € D
stets die strenge ,, Anti-Monotonie*

i1 <iy & Q(V(i,b)) DV (i2,0))
< Ovip O Oviinb
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4.6 Definition der V ([y,...,1I1;1,b)

4.6.1 Vorbemerkung

Bevor wir ausgehend von den Werten V(i,b) weitere Indizes V(Iy,...,1I1;i,b)
durch eine formale Definition festlegen, mochten wir die entsprechende Vorgangs-
weise sozusagen ,,bildlich®“ erklaren:

Wir betrachten in der p-adischen Darstellung von V' (i, b) die Ziffern V (i, b),, fir
w=20,1,...,7— 2. Die Menge

{0,1,...,i—2}

der Indizes wird so in zusammenhéngende Indexblocke I, Is, ..., I} aufgeteilt,
daB die folgenden drei Postulate erfiillt sind:

1. Kein Block schlief3t unmittelbar an den nachsten an.

2. Die auf einen Indexblock folgende Ziffer * mufl man erhéhen konnen (x #
p—1).

3. Die Ziffern ® am Beginn eines Indexblockes miissen erniedrigt werden
konnen (® # 0).

V(i,b) = (..., x, ®, ...k, ®, ..., *, ®,...)
I, Is I

Den Wert V' (Iy, ..., I;i,b) erhalten wir, indem wir in der Darstellung von V' (7, b)
die zu den Indizes der Blocke Iy, I, ..., I}, gehorigen Ziffern allesamt Null setzen
und die ,,Ziffern vor den Indexblocken® um Eins erhohen:

V(L ... I;i,b)= (.. %+1,0,...,0,...,%4+1,0,...,0,...,%+1,0,...,0,...)
—— — ——

I I I

4.6.2 Erster Teil der Definition

Es ist klar, dal wir im folgenden fiir die V' (I3, ..., I;7,b) eine handfestere Defi-
nition benotigen. Diese wollen wir jetzt vorbereiten:

Wir betrachten eine feste Menge

{0,1,...,i}
und Teilmengen

I)\ZI{Z'/\,Z',\—FL...,Z',\—F]{)\} fur )\21,2,...,L.
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Die einzelnen Indizes i) und k) erfiillen dabei folgende Bedingungen:

ix,ky € N
ixt+ky < 1 —2 A=1,...,L—1
ip+k < i—2
bi, > 0
bitbar1 < p—1
Jetzt konnen wir die V' (Iy,...,I;i,b) in entsprechender Weise definieren.

Definition 4.6.1 Unter den Voraussetzungen

iy, k’>\ € N
ixtky < a1 —2 A=1,...,L—-1
ip+kp < i—2
bz‘/\ > 0
biyyin+1 < p—1
definieren wir
L ky L
V(Lo A b) = V(i) = 0 by pA Y pAREL (416)
A=1 p=0 A=1

Bemerkungen 4.6.2
1. Aus der Bedingung b;, > 0 folgt insbesondere 7, > M.
2. Es ist klar, daB fiir festes J durch den allgemeinen Fall
M=0 und by€e{1,2,...,p—2} furalle A< J

die Anzahl der moglichen Werte V ([y,...,I;i,b) maximiert wird. Eine
obere Schranke fiir diese Anzahl ergibt sich durch

0 ot 49/t =9 1,

4.6.3 Zweiter Teil der Definition

In diesem Abschnitt wollen wir die Definition 4.6.1, die nur fiir L-Tupel
(I1, I, ..., I1) greift, in denen niemals die leere Menge vorkommt, erweitern.

Fiir jede Menge I, definieren wir ein Mengensystem 7(1,):

T(I)\) = {TA;V = {Z'A,Z'A—f-l,...,i)\—f-y} | V= —1,0,...,]{3)\} (417)
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Bemerkung 4.6.3 Das Teilsystem 7(I)) der Potenzmenge P(I,) bildet offen-
sichtlich eine Kette, wobei der Parameter v = —1 fiir die leere Menge steht.

Fiir das Produkt 7(1;) x ... x 7(I}) schreiben wir
T x...x 1) :=T(L) x...xT(Ip). (4.18)

Definition 4.6.4 Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Definiti-
on 4.6.1 und den Formel (4.17) und (4.18) erkldren wir fir alle

(Tl,TQ,...,TL) ET(Il X Iy x ... XIL)

Werte der Form V(Ty,...,Ty;i,b), indem wir im L-Tupel (T1,T5,...,T) nur
nichtleere Mengen beriicksichtigen und auf das so entstandene H-Tupel (H < L)
die Definition 4.6.1 anwenden.

Bemerkungen 4.6.5

1. Fiir leere Blocke T}, éndert sich also nichts beim Ubergang von V(4,b) auf
V(Ty,...,Tr;1,b). Daraus ergibt sich etwa

V(i,b) =V (0,...,0;4,b).
2. Wie wir aus (4.14) wissen, gilt stets
(n,V(i,b)) € V"
Unmittelbar ist einzusehen, daf fiir die Werte V' (17, ...,Ty;i,b) ebenfalls
(n,V(Ty,...,Tp;i,b)) € V' (4.19)

gilt.

4.6.4 Ein Beispiel

Wir greifen jetzt das Beispiel aus Abschnitt 4.4.1 auf und berechnen fiir alle
V(i,b) die entsprechenden Werte V' (Iy,...,I5;1,b).

Fiir p = 2 und n = 371 ergab sich in Abschnitt 4.4.1:

V(4,b) (0,1,0,0)

V(5,b) = (1,0,1,0,0)
V(6,b) = (1,1,0,1,0,0)
V(8,b) = (0,1,1,1,0,1,0,0)
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e i = 4: Da einerseits am Beginn eines Blocks immer eine von Null verschie-
dene Ziffer in der Darstellung von V' (i, b) stehen muf}, und andererseits die
erste Ziffer nach dem Blockende um Eins erhcht werden muf3, erhalten wir
nur den einzigen Block

Il = 2.

Damit ergibt sich
V(2;4,b) = (1,0,0,0).

e i = 5: Wieder gibt es auf Grund unserer Forderungen nur den Block
I = 27

woraus

V(2;5,b) = (1,1,0,0,0)
folgt.

e i = 6: Infolge analoger Uberlegungen erhalten wir
[1 - 2

und
V(2;6,b) = (1,1,1,0,0,0)

als einzige Moglichkeit.
e i = 8 Wir unterscheiden zwischen der Anzahl moglicher Blocke:
— Wir setzen L = 1 und erhalten fiir [; die Moglichkeiten

2
2,3,4,5,6
4,5,6
5,6

6

I

mit den zugehorigen Werten

V(2;8,b) (0,1,1,1,1,0,0,0)
V(2,3,4,5,6;8,b) (1,0,0,0,0,0,0,0)
V(4,5,6:8,b) = (1,0,0,0,0,1,0,0)

V (5,6:8,b) (1,0,0,1,0,1,0,0)

V(6:8,b) (1,0,1,1,0,1,0,0).
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— Fiir L = 2 ergibt sich zwingend

und I, ist wahlbar

Wir erhalten also miihelos

V(2,4,5,6:8,b) = (1,0,0,0,1,0,0,0)
V(2,5,6;8,b) = (1,0,0,1,1,0,0,0)
V(2,6;8,) = (1,0,1,1,1,0,0,0)

— L > 2: Da es ab der dritten Ziffer von V(8,0) nur zwei Ziffern gibt,
die man erhohen kann, tritt dieser Fall nicht auf.

4.7 ,,Symmetrisieren* von Q(V(Iy,...,1;;i,b))

Wir haben in Abschnitt 4.5 gesehen, dafl die Mengen Q(V (4, b)) die Symmetriebe-
dingung aus Korollar 4.1.12 erfiillen und so zu invarianten Unterrdumen fithren.
Nun kénnte man glauben, daf§ die Mengen Q(V ([3,...,I;i,b)) auch diese Ei-
genschaft besédflen. Der néchste Satz belehrt uns jedoch eines Besseren und zeigt,
daB dies nicht so ist.

Satz 4.7.1 Fir jedes L-Tupel (Ty,Ts,...,Ty) € T(I; x ... x I) existiert eine
Zahl j € Q(V(I1,...,1I1;i,b)) mit

jroe QV(Ty,...,Ty;i,b))  aber
jr ¢ QV(Sy,...,S0;4,b))  fir alle (S1,Ss,...,5L) €
T([l X [2 X ... X [L) \ (Tl,TQ,...,TL)

Dabei sei vorausgesetzt, daff V (T, ..., Ty;i,b) definiert ist.

Bemerkung 4.7.2 Falls V(Sy,...,S.;4,b) nicht definiert ist, weil in Definiti-
on 4.6.1 eine der Bedingungen nicht erfiillt ist, konnten wir

Q(V(Sl, .. .,SL;i,b)) = @

setzen.
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Beweis: Wir wollen jetzt Satz 4.7.1 beweisen und setzen
Ty =Ty, = {ipip+1,.. . iy + 1.}

mit
t, € {-1,0,...,k,} Vpe{l,2,...,L}.
Jetzt wihlen wir 7 speziell aus Q(V (Iy,...,I1;i,b)), so daB sich

j* = V(Tl, N ,TL;i,b)
ergibt. Wir miissen dabei unterscheiden, ob 7; = M oder 7; > M gilt.

e In einem ersten Schritt sei ¢, > 0 V p. Die mit ,, > “ markierten Zeilen
werden erst im néchsten Schritt angesprochen.

Jo = Ng=p-—1 0<as<M-1
nur bei 1, > M jg = p—1 M<G<ip -1
nur bei i1 > M Jiy = mngy —1
nur bei i1 = M Jiy, = Ny
j'y = Ty 21+1§’Y§21+t1
js = p—1 W+t +1<5<ip—1
> Jip = My — 1
> j'y = TNy 22+1§’Y§22+t2
j5 = p—l i2+t2+1§5§i3—1
jiL = niL_1
Jy = ny i+ 1<y <, +1;
js = p—1 ipt+tr+1<6<i—1
Ji = n;—1
Jy = Ny 1+1<~y<J

Jetzt berechnen wir j*:
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g =0 0<a<<M-1
nur bei ¢y > M gy = ny+1
nur bei iy > M j; = ng M+1<pg<—1
unabh. von M J, =0
i =0 h+l<y<i+th
Jivitirr = Mgt + 1
jy = ns W+t +2<0<ip—1
> o= 0 19 <7y <ig + 1o
> Jittar1 = Mipttpr1l T 1
J5 = mns o+t +2<0<iz—1
J =0 ip <7y <ip+tg
j;kL+tL+1 = Nip+tr+1 +1
j(}k = Ng iL+tL+2§5§i_1
e Am Beispiel ¢, = —1 zeigen wir, wie vorzugehen ist, falls y mit ¢, = —1

existiert:

Aus ty = —1 folgt 75 + t5 + 1 = iy, und daher entfallen die in der Definition
von j mit ,, > “ markierten Zeilen. Fiir den entsprechenden Abschnitt in der
p-adischen Entwicklung von j erhalten wir:

Welche Auswirkungen hat dies nun auf die korrespondierenden Stellen von
7*7 Hier entfallen die durch ,, > “ hervorgehobenen Zeilen ebenfalls, und es
gilt:

j5:n5 fiir 22§5§23—1

Auf einen leeren Indexblock wird also in Analogie zur Erweiterung von
Definition 4.6.1 nicht Riicksicht genommen.

Nach genauerem Hinschauen bemerken wir, daf es sich bei j* um die Zahl

V(Tla .- aTLaZab)

handelt. Damit haben wir also die Behauptung

j* € Q(V(Tla s 7TL7Z7b))

gezeigt.
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Bemerkung 4.7.3 Da wir vorausgesetzt haben, da§ V(T},...,Ty;4,b) definiert
ist, gilt:

L. biy+ta1 < p—1 Vpe{1,2,...,L} mit T, # 0
by, > 0 Vue{l,2,...,L} mit T, # 0

o

on

Weiters folgt aus der Definition von V' (i,b), dal b; = n; > 0 ist. Insgesamt sind
also in der Konstruktion von j und j* alle Schritte durchfiihrbar.

Jetzt iiberlegen wir uns noch, dafl
jr=v(T,...,Tp;i,b) € QV(Sy,...,SL;4,b))
genau dann erfiillt ist, wenn
(S1,89,...,5) = (T, Ts,...,T1)
gilt. Mit

I, = {ig, i+ 1, . 0, + K.}
T, = {igi,+1,...,0,+t,}
Sy = {ipi,+1,...,0,+s,}

ergibt sich fiir u € {1,2,..., L} die Einschrankung
Sty € {=1,0,...,k,}
Sei Sy # Ty, also sy # ty fiir mindestens ein Y. Wir unterscheiden:
1. sy < ty: Es folgt jedenfalls ty > 0.
(a) sy = —1: Wéhrend fiir alle
heQWV(Sy,...,Sr;i,b))
sicherlich h;, > b;, > 0 gilt, wissen wir
V(Ty,...,T1;i,b)s = 0.

(b) sy > 0: Fiir
heQV(S,...,S0;i,b))

gilt stets Ry 45y 41 > biy sy 41, aber

V(Tla s 7TL; i) b)iy+5y+1 =0 S biy+5y+1~
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2. sy > ty: Mit sy > 0 unterscheiden wir:
(a) ty = —1: Es gilt hiysy+1 > biy 1541, aber
V(T T34, 0)iy sy 41 = biy 4oy +1-
(b) ty > 0: Wir haben ebenso h;, s, 11 > biy 45y 41, aber
V(T T d,0)iy sy 41 = biyvsy 41

Damit ist Satz 4.7.1 génzlich bewiesen. O

Folgerung 4.7.4 Wenn wir von einer Menge Q(V (I3, ..., I1;i,b)) ausgehen und
daraus eine Indexmenge A konstruieren wollen, die Korollar 4.1.12 geniigt, dann
folgt aus Satz 4.7.1 unmittelbar, daf§ die Inklusion

U ew(@, ... . Tuib) c A
erfiillt sein muf, wobei iiber alle L-Tupel
(Tl,TQ,...,TL) S T(Il X ... X IL)

7u vereinigen ist.

Wir mochten im folgenden zeigen, dafi die Menge |J Q(V (17, ...,T1;i,b)) stets
symmetrisch ist. Da es sich um eine Vereinigung von Mengen der Form Q(j) han-
delt, wird auch das Postulat 3 aus Korollar 4.1.12 erfiillt, und wir haben somit
weitere Indexmengen konstruiert, die zu nichttrivialen invarianten Unterrdumen
fiithren.

Bevor wir soweit sind, miissen noch diverse Siatze und Lemmata bewiesen werden.
Zur Erleichterung der Schreibweise definieren wir

ALy, . Ipyigb) = | QV(Th, . T i, b)), (4.20)
wobei iiber alle L-Tupel
(Ty, Ty, ..., Tp) € T(I; X ... x Ir)
Zu vereinigen ist.
Hilfssatz 4.7.5 Fir ein Element j € A(Iy,...,1I1;i,b) gilt genau dann

j ¢ Q(V(Tl, Ce ,TL,Z,b))
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fiir alle
(Tl,TQ,...,TL) € (T([l X ... X [L)\([17[27---7[L))7

wenn fir alle p € {1,2,..., L} das Maximum
vy = max{a € {0,1,....k.} | Jip4a < bipta}
existiert und
min{fF € {v, +1,... .k, + 1} | Jis4p > bip15} = ku+1
erfillt ist.
Beweis: Der Beweis ist in zwei Richtungen zu fiithren:
1., = “ Wegen I, # 0 fiir alle p € {1,2,..., L} und
j ¢ QV(Ty,...,Tp;i,b))
fiir alle
(T, Ty, ..., T) € (T(Ly x ... x Ip)\ (L1, Lo, ..., I1))
ist v, fiir alle o definiert. Existierte ndmlich Y € {1,2,..., L} mit
Jiyt+a = biy+o fir a=0,1,... ky,
dann wiirde daraus entgegen den Voraussetzungen
JE€QV (I, ..., Iy—1,0, Iy41, ..., 1130, D))
folgen.

84

(4.21)

Vollig analog erkennen wir, dafl die Existenz von Y € {1,2,..., L} mit

min{ﬁe{l/y—f—l,...,k?y—f-]_}|jiy+ﬁ>biy+ﬂ}zity+1<k’y+1

auf Grund von

j < Q(V([l, ey [yfl,Ty,[erl, .. ,[L,Z,b))

(Ty = {iy,...,ly +ty}) den Voraussetzungen widersprechen wiirde.

2. ,, < “: Wir fithren diese Richtung indirekt, und nehmen daher
j € Q(V(Th s 7TL; (3 b))
mit
(Th, Ty, ..., T1) # (I, Iy, . 11)
an. Es existiert also Y € {1,2,..., L} mit Ty # Iy.
Fir h € Q(V(Ty,...,T1;i,b)) gilt dann:

hiy 1ty41 > biy 4ty 41
hiera 2 biera tY _'_ 2 S Q S kY + 1
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e Gilt vy >ty + 1 dann erhalten wir aus

jiy+lly < biy+l/y
einen Widerspruch.
o Fiir vy <ty +1 < ky + 1 folgt aus
jiy+ty+1 = biy+ty+1

ein Widerspruch. O

Bemerkung 4.7.6 Im Hilfssatz haben wir bei der Definition des Minimums und
Maximums auf die p-adische Entwicklung von b = n + 1 zuriickgegriffen. Wollen
wir jedoch von der Darstellung von n ausgehen, dann miissen wir lediglich im Falle
11 = M fiir p = 1 die Definition des Maximums folgendermafien modifizieren:

S max{0, max{a € {1,2,...,k1} | Jiyta < Nij+at} fir g, <ng;
r= max{oz € {1, 2,..., kl} ‘ Jirta < ni1+a} fiir Jiy > Ny

Im néchsten Lemma werden wir diese Uberlegung verwenden.

Unter Anwendung von Hilfssatz 4.7.5 werden wir jetzt zeigen, daB fiir jene Ele-
mente j von A(ly,...,Ir;4,b), die nur in der Menge Q(V (I1,...,I1;7,b)) liegen,
die symmetrischen Elemente j* die gleiche Eigenschaft besitzen.

Lemma 4.7.7 Fir j e A(L,...,11;i,b) und
j ¢ Q(V(ThaTLvZab))

fiir alle
(Tl,TQ,...,TL) S (T(Il X ... X IL)\(Il,IQ,...,IL))

gilt: Auch der symmetrische Index j* erfillt j* € A(Iy,...,I1;i,b) und
j ¢ Q(V(T1a7TL7Z7b))

fiir alle

(Tl,TQ,...,TL) S (T(Il X ... X IL)\(Il,]Q,...,IL)).

Beweis: Wir werden Hilfssatz 4.7.5 fiir 7* anwenden und miissen uns daher iiber-
legen, daf3
j e AN, ..., IL;1,b)
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gilt. Wenn j die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, wissen wir:

Jjo € {0,1,...,p—1} beliebig 0 <a < M —1
nur bei 1y > M M > Ny
nur bei i1 > M Jjg = ng M+1<p<i;—1
Jirtki+1 > Migtki+1
sz 2 ng Z1+k1+2§5§22—1

Jigtkat1 > Migtkytl
Js N g+ ke +2<6<i3—1

-V

Jip4kr41 > Mgtk +1
Js ns ir+k+2<6<i—1

v

Die Ziffern von j* erfiillen dann:

Jr = Na—Ja=p—1—Ja 0<a<<M-1
nur bei iy > M gy > nu
nur bei iy > M j; > ng M+1<pg<ip—1
j;l—l—kl—f—l > ni1+k1+1
Js = ns hW+k+2<0<ip—1

j;2+k‘2+1 > ni2+k‘2+1
Js ns g+ ke +2<d<i3—1

Y

jZ*L—f—kJL-f—l > nZL+kL+1
Js = ns ip+hkr+2<0<i—-1

Das wollen wir uns noch kurz iiberlegen. Wie schon in Abschnitt 4.5 vorgezeigt,
ist uns

Jo = Ng — Ja 0<a<M-1
]; > ng M+1<p<i -1

klar. Jetzt iiberlegen wir uns die Abschétzung der Ziffern jj fiir
iyt k,+1<0<id,,—1:
Mit den Bezeichnungen von Hilfssatz 4.7.5 folgt, dafl bei der Addition

jiquOé_'_j;;Jra fir a=v,,v,+1,...k,
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niemals ,,1 Rest® bleibt. Wir 16sen daher

. -5k —
JipAkp+1 T Ji k11 = Mgkl (mod p)

Wir formen die Beziehung n;, 15,41 +1 < Ji,4r, 41 < p — 1 um:

Niprk,+1 1 < Jipthu+1 < p-1 |-(=1)
l—-p < —Jiptku+1 < Nkt — 1| F(Nigk,41 + D)
Niptkutt 1< Mot + 0 = Jiybun. < p—1
R

Daraus erhalten wir
<k
Jipthu+1 =~ Wipthy+1-

Von nun an bleibt bei der Addition der Ziffern von j und j* stets , 1 Rest*,
wodurch wir fiir ¢, + k, +2 <0 <4, — 1 immer

ng < Jjs <p-—1
& ns < js <p—1

erhalten.

Jetzt ist
j* € Q(V(Il,,]L,Z,b)) C A(Il,,IL,Z,b)

offensichtlich, und wir unterscheiden nun mit den Bezeichnungen von Hilfs-
satz 4.7.5 bei festem p € {1,2,...,L} zwei Fille (wobei wir vorerst i; = M
ausklammern):

1. Wir nehmen an, dafl bei der Addition
Jiptvu=1 T Ji g1 = Miytw—1
»1 Rest®“ bleibt. Es gilt dann, als néchstes die Gleichung
Jiprvn 034w, = Mgt — 1

zu lésen. Aus j;, 4., < Mj,4,, erhalten wir sofort auch j;; dup < Myt
Weiters folgt

Ja=Na & Jo=0 fir d,+v, <a<i,+k,
und

Jiptku+1 > itk +1

-k
<~ Jipgtkpt1 = Miptky+1



KAPITEL 4. DIE INVARIANTEN UNTERRAUME 38

Wir sehen hier sofort, daf§ auch j* mit den Parametern

v, = max{a €{0,1,... .k} [ J] 10 < Niyra} =V
ku+1 = min{Be{v,+1,....k,+ 1} | Jji 15> ni,15}

die Bedingung (4.21) aus Hilfssatz 4.7.5 erfiillt.

2. Jetzt nehmen wir an, daf fiir festes p bei der Addition
jzp+uu—1 + .j;;Jrz/Hfl = N, 4v,—1
,kein Rest“ geblieben ist. Es gilt dann
. ‘
jiu+yu = niu“l‘”u - jiu‘f'Vu’
Wegen 0 < j;, 10, < Ni,q0, — 1 folgt 1 < j;*ﬁ,,u < Ny, 4, Flr
j;;Jrl/H < niu‘f'Vu

sind wir in Analogie zum vorigen Fall fertig, weil wieder die Bedingung
(4.21) erfiillt ist.

Bei Gleichheit miissen wir weiter untersuchen:

(a) Falls fir i, +v, < o <i,+k, eine Ziffer n, > 0 ist, sind wir ebenfalls
fertig.

(b) Sind jedoch alle diese n, gleich Null, dann untersuchen wir in j* die
Ziffern jj riickwérts, wobei wir mit der Stelle 4, 4+ v, — 1 beginnen:

Da wir vorausgesetzt haben, dafl bei der Addition
Jiptvu—1 + I3 4,21

kein ,,Rest“ geblieben ist, ergibt sich gewif3
Jiptvumt < Miyt,—1-

Nur bei Gleichheit miissen wir weitermachen. In diesem Fall gilt dann
erstens

.j’iu-i-yu—l =0
und zweitens, dafl bei der Addition
jiu“l’l/u*Z _'_ j;;-‘rVH—Q

kein ,,Rest“ geblieben ist.
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Die Annahme, daf} diese Gedankenkette nicht abreiit und somit
Js=ngp fir =1, +v,— 1 i, +v,—2,...,10,

gilt, fithrt auf einen Widerspruch:
Bei der Addition
Jip—1+ Ji 1
bleibt stets ,,1 Rest“, und deshalb mufl unter den Voraussetzungen in
diesem Fall jedenfalls
Ji, < mi,
gelten.

Wieder ist also mit

v, = max{a € {0,1,...,k,} | ji*ﬁa < Nj,4a}t
ku+1 = min{Be{v, +1,....k,+1} | ji 15> ni, 45}

die Bedingung (4.21) erfiillt.

Jetzt iiberlegen wir uns noch, was sich im Sonderfall ; = M ergibt. Nur Teil 2
des Beweises konnte prinzipiell Schwierigkeiten bereiten. Die dort angesprochene
Gedankenkette reifit aber ebenso wegen

g < nar < by
v < na < by

ab.

Unter Beriicksichtigung von Bemerkung 4.7.6 kénnen wir nun Hilfssatz 4.7.5 auf
j* anwenden und erhalten die Aussage des Lemmas. O
Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um A(Iy, ..., I1;,b) als symmetri-

sche Menge identifizieren zu kénnen, die uns zu weiteren invarianten Unterrdumen
fiihrt.

Satz 4.7.8 Die Menge
A(Iy, . Igyib) = | V(T - T, b))
(es wird iber alle L-Tupel
(T, T, ..., Ty) € T(Iy x ... x Ip)

vereinigt) ist symmetrisch und fihrt so zu einem invarianten Unterraum.
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Beweis: Fiir j € A(ly,...,11;i,b) existiert ein eindeutig bestimmtes L-Tupel
(Tl, TQ, Ce 7TL) mit
.j € Q(V(Th s 7TL; Z.a b))

und
L

Z #T, — Minimum.
pn=1
e Falls dieses Minimum den Wert 0 annimmt, also j € Q(V (4,b)) gilt, dann
folgt mit Satz 4.5.1 auch j* € Q(V (4,0)).

e Jetzt setzen wir voraus, daBl dieses Minimum einen Wert grofier als Null

besitzt. Wir schreiben nur nichtleere Mengen an, erhalten also ein H-Tupel
(T;,,...,T;,) mt H<L und

iH
T, #0 fir p=12,....H
Nun koénnen wir auf die Grundmenge

(T, x ... xTy,)

Lemma 4.7.7 anwenden, womit der Satz bewiesen ist. O

Wenn man den Verband aller invarianten Unterrdume unter PGL(I") beschreiben
mochte, geniigt es, jene Unterrdume zu kennen, die nur mehr als triviale Summe
zweier invarianter Unterrdume geschrieben werden konnen. Diese Verbandsele-
mente verdienen eine eigene Bezeichnung.

Definition 4.7.9 Jene Unterrdume, die unter PGL(I") invariant sind und sich
nur in trivialer Weise als Summe invarianter Unterrdume schreiben lassen, hei-
Sen irreduzibel.

Es ist trivial, da} der leere Unterraum irreduzibel ist. Eine auf den ersten
Blick womdglich iiberraschende Kennzeichnung der nichtleeren irreduziblen Un-
terrdume liefert der folgende Satz.

Satz 4.7.10 (Konstruktion aller nichtleeren irreduziblen Unterriume)
Die Unterrdume der Form

U:=[{P | AeA,... . I1;i,b)}]

sind genau die nichtleeren irreduziblen invarianten Unterrdume.
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Beweis: Aus Satz 4.7.1 und Folgerung 4.7.4 wissen wir, dafl diese Unterrdume
irreduzibel sind.

Wir miissen noch iiberlegen, ob sich tatséchlich alle irreduziblen Unterrdume in
dieser Form schreiben lassen. Dazu gehen wir folgendermaflen vor:

Wir konstruieren ausgehend von einem Grundpunkt P; mit

(§)=0 min

den minimalen irreduziblen Unterraum U = [{P\ | A € A}| mit P; € U. Es stellt
sich heraus, dafl mit j auch die Zahl 7 = V([y,...,I;;i,b) in A enthalten sein
muf3, woraus sich

A:A(Il,,]L,Z,b)
ergibt.
Im folgenden Algorithmus werden vorerst aus der p-adischen Darstellung von j

und n gewisse Parameter bestimmt. Man mache sich bewuft, daf§ wegen j A n
ein Index Y mit jy > ny existieren muf.

Wegen n, = p — 1 fiir p < M starten wir mit der M-ten Ziffer:
Fiir jyy < npp < by setzen wir
’il =M

und sonst
iy :=min{a € {M+1,M+2,....,J}| jo < na}

Nun definieren wir sukzessive

Zl—l—k?l—l—l = m1n{5€{21+1,21+2,,J}|jg>ng}
19 = mm{ve{zl—l—k‘l—i—Q,zl—l—kl—l—&,J}|jw<n7}
io+ke+1 == min{d € {ia+1,ia+2,...,J} | js > ns} (4.22)
iI:iL+1 = min{we{iL—I—k:L—}-Q,iL—}-k‘L—i—S,...,J} |jw<nw}

Es ist klar, dal der letzte Wert ¢ genau dem Klassenindex ¢ entspricht, mit
(n,7) € i (vgl. Definition 1.3.1).

Wir geben jetzt j' mit den Eigenschaften

J =7
3 = V(... I;i,b)
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an:

Jo = ng=p—1 0<a<M-1
nur bei iy, > M j[g = p—1 M<pg<i—1
nur bei iy > M Ji, = ny —1
nur bei i; = M Ji, = g

j,ly = Ny 21+1§’y§21+k31

j(ls _p—l 21—|—]€1+1§(5§22—1

jz(g = ni2_1

Jho= ny o+ 1<y <is+ ko

Jjs = p—1 lo+ke+1<6<i3—1

Ji, = niy —1

3= n, ip+1<~vy<ip+kg

jé :p—l ZL+]€L+1§5§Z—1

Jio= ni—1

7= ny 1 +1<y<J

Einerseits folgt auf Grund der Definition (4.22) der Indizes ¢, und k, die Eigen-
schaft

i =7,
andererseits folgern wir aus
jz{ = n;—1
jﬁ/ = n, fire+1<~y<J,

dafBl j* < n ist.

Vollig analog zum Beweis von Satz 4.7.1 zeigt man nun
J =V (I,..., I5;4,0b).
Daraus folgt dann zwingend
QV(I,..., Ip;i,b)) C A,

und infolge der Minimalitétsforderung an A erhalten wir A = A([y,...,I1;i,b).
O

4.8 Exemplarische Berechnung aller irredu-
ziblen invarianten Unterridume

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die Theorie zur Berechnung aller irreduziblen
invarianten Unterrdume bei gegebener Raumdimension n und Charakteristik p
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entwickelt haben, sollen dem Leser dieser Arbeit zu deren Abrundung und zum
versohnlichen Ausklang einige Beispiele présentiert werden.

Man mache sich bewuft, dafl es bei der Entwicklung der Theorie nicht leicht war,
moglichst allgemeine Beispiele zu finden, und dabei verschiedene Vermutungen
zu verifizieren.

e Um den in den Bemerkungen 4.6.2 angesprochenen allgemeinen Fall zu
erreichen (Vermeiden der Ziffern 0 und p — 1 in der p-adischen Darstellung
der Raumdimension n), mufite die Wahl p = 2 vermieden werden.

e Auflerdem war es klar, daBl man der p-adischen Entwicklung einer kleinen
Dimensionszahl kaum die Komplexitat der Dinge ansehen konnte.

Erst durch den Einsatz eines leistungsfahigen PC’s entstanden Beispiele, die ei-
nerseits die meisten Vermutungen des Autors bestéirkten und andererseits dessen
Betreuer immer mehr von deren Richtigkeit iiberzeugten.

Dem Leser wollen wir diese Ergebnisse nicht vorenthalten.

Beispiel 1

p = 3
n = 113 = (1,1,0,1,2)
b = 114 = (1,1,0,2,0)
V(3,b) = 6 = (2,0)
V(1;3,b) = 9 = (1,0,0)
V(4,0) = 33 = (1,0,2,0)
V(1;4,b) = 36 = (1,1,0,0)
V(1,2;4,b) = 54 = (2,0,0,0)

Wir listen jetzt sdmtliche nichtleeren irreduziblen invarianten Unterrdume
U = [{Pr | X € A}]

auf, indem wir die zugehérigen Indexmengen A, angeben:

A = A(3,0) = Q(V(3,b))

Ay = AL:3,0) = QV(3,b) UQV(L;3,b))

Ay = A4,0) = Q(V(4,D))

A = AL4D) = QV(4,0)UQ(V(L:4,b))

As = AL24,0) = QV(4,0)UQV(L;4,b)UQ(V(L,2:4,b))
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Obwohl wir eine (in der Basis 3) fiinfstellige Raumdimension gewihlt haben, be-
sitzen die Indexmengen A([y,...,Iy;i,b) maximal einen Indexblock.

Es bedarf also eines komplexeren Beispiels, um die allgemeine Systematik zu
erkennen.
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Beispiel 2

66666
Vl”.\22
07V1>1
N S

>

P e e i N

O A A O - O
P i N N
R N A e I i e i = M
T oo S oS A~
S " o0 oS oSS~
oo~ oo ococoo
—_-—_H A O S oS S o
— = o - - 07 Oa Oa Oa 07 07
17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17
S~ S S S S S S S S S

AN N AN N N TN N N S TN
O OO0 000000 0o

OOOOOOOOQOOOOOOOOOOOQO
V1122666666
- o~
OV11555555
> 0V44>M‘\4>44
> 33V112
22 0V1
= = 2
S =

~



96

KAPITEL 4. DIE INVARIANTEN UNTERRAUME
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Analog dem vorigen Beispiel listen wir auch hier die entsprechenden Indexmengen

auf:

A(LD) = Q1)

A4, = Q@)
A(0,1;4,0) = Q(3)UQ)

A0,1,2;4,0) = Q(3)UQ4) UQ(s)

A(L:4,0) = QB3)UQ®G)
A(1,2:4,0) = Q(3)UQ(5)UQ9)

A, b) = Q(19)
A0,1;5,0) = Q(19) UQ(20)

A(0,1,2;5,b)

Q(19) U Q(20) U Q(24)

Q(19) U Q(21)

A(1;5,b)
A(1,2:5,0) = Q(19) UQ(21) UQ(25)

A6,D) = Q(51)

A(0,1;6,0)
A(0,1,2;6,0)

Q(51) UQ(52)

Q(51) U Q(52) U Q(56)

A(1;6,0) = Q(51)UQ(53)

A(1,2;6,b)

Q(51) UQ(53) UQ(57)

ABD) = Q(115)
A(0,1;8,b) = Q(115) UQ(116)
A0,1,2;8,6) = Q(115) UQ(116) U Q(120)
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Q(115) U Q(116) U (120) U (128)
A(0,1,2,4,5,6;8,b) = Q(115) UQ(116) UN(120) U Q(131) UQ(132) U Q(136)

A(0,1,2,3,4,5,6;8,b)

A(0,1,2,5,6;8,b) = Q(115) UQ(116) UQ(120) U Q(147) U Q(148) U Q(152)

Q(115) UQ(116) UQ(131) U Q(132)
A(1;8,0) = Q(115) UQ(117)

A(1,2;8,b)
A(1,2,3,4,5,6;8,) = Q(115)UQ(117) UQ(121) U Q(129)

A(0,1,4,5,6:8,b)

Q(115) UQ(117) U Q(121)

A(1,2,4,5,6;8,b) = Q(115)UQ(117) UQ(121) U Q(131) U Q(133) U Q(137)
A(0,1,2,5,6;8,b) = Q(115)UQ(117) UQ(121) U Q(147) U Q(149) U Q(153)

A0,1,5,6:8,b) = Q(115) UQ(116) U Q(147) U (148)

A(1,4,5,6:8,b) = Q(115)UQ(117) UQ(131) U Q(133)
A(1,4,5,6:8,b) = Q(115)UQ(117) U Q(147) U ©(149)

A0,1,2,6:8,b) = Q(115) UQ(116) U Q(120) U Q(179) U Q(180) U (184)

A0,1,6;8,6) = Q(115) U Q(116) U Q(179) U Q(180)

A(1,2,6:8,6) = Q(115) UQ(117) U Q(121) U Q(179) U Q(181) U Q(185)

Q(115) UQ(117) U Q(179) U 2(181)

A(1,6;8,b)
A(4,5,6:8,0) = Q(115)UQ(131)

A(5,6:8,b) = Q(115) U Q(147)

A(6;8,6) = Q(115) UQ(179)

Spétestens nach diesem Beispiel ist sich wohl jedermann der Komplexitéit der

Aufgabe bewuflt, alle irreduziblen invarianten Unterrdume zu bestimmen.



Abschlieflende Bemerkungen

Nach der Lektiire dieser Arbeit dréngen sich dem Leser gewifl mehrere Fragen
auf, die wir hier nicht beantwortet haben. In gleicher Weise haben wir sicherlich
Folgerungen aus dem einen oder anderen Satz nicht ausgesprochen. Einige wenige
Ideen und DenkanstoBe wollen wir deshalb hier noch anfiihren:

1. Im letzten Kapitel wurden lediglich die zu irreduziblen Unterrdumen gehori-
gen Indexmengen angegeben. Es ist offensichtlich, daff man durch Summie-
ren der irreduziblen Unterrdume alle invarianten Unterrdume

U=[{P|XeA}]

bekommt. Die Frage, wie sich die zugehorigen Indexmengen A als Verei-
nigung A = (JQ(V,) schreiben lassen, ist gewif§ nicht uninteressant, fallt

jedoch in jenen Bereich, der in dieser Arbeit nicht mehr behandelt wird.

2. Die Gruppe PGL(I") operiert fiir #K > n + 2 scharf 3-fach transitiv auf
den Punkten der Normkurve I' Wenn wir I' aus einem der invarianten
Unterrdume U auf einen Komplementérraum ) projizieren, dann ergibt
das in diesem Raum eine rationale Kurve, die ebenfalls eine zu PGL(2, K)
isomorphe Gruppe projektiver Kollineationen gestattet, welche gewifl auch
scharf 3-fach transitiv operiert. Auch dieser Gedanke der Projektionen und
deren Auswirkungen wurde nicht weiter verfolgt.

3. Rationale Normkurven sind spezielle eindimensionale Veronese Mannigfal-
tigkeiten. Fiir den hoherdimensionalen Fall (vgl. [4]) kann man zum Teil
analoge Fragestellungen wie in dieser Arbeit formulieren, wobei Multino-
mialkoeffizienten, die modulo char K verschwinden, eine bedeutende Rolle
spielen diirften. Ndher darauf einzugehen, wiirde sicherlich den Rahmen
dieser Arbeit sprengen.
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