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Kurzfassung

Konventionelle Methoden der Beschreibung der ebenen turbulenten Trennschicht fithren
zumindest an einem der beiden Rinder auf eine nicht verschwindende, konstante Quer-
geschwindigkeit. Daher werden Stoérungen in der die Trennschicht umgebenden Potenti-
alstromung induziert. K. Morwald [19] hat festgestellt, dass keine Losung fiir die zuge-
horige Potentialstromung existiert. Uber ein analoges Problem der Nicht-Existenz einer
Losung der induzierten Zustromung berichtet G.1. Taylor [33] fiir den auftriebserzeugten
turbulenten Freistrahl. In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, ob dieses Paradoxon
aufgelost werden kann, indem man nach Losungen fiir die Trennschicht sucht, die auf
beiden Seiten der Trennschicht kein Einstromen in die Querrichtung ergeben. Den Unter-
suchungen sind die Reynoldsschen Gleichungen zugrunde gelegt. Zwei verschiedene Tur-
bulenzmodelle, niamlich ein Eingleichungsmodell und ein vereinfachtes Reynoldsspan-
nungstransportmodell, werden auf ihre Tauglichkeit gepriift. Um die Rechnung zu verein-
fachen und die Interpretation der Ergebnisse zu erleichtern, wird eine reguldre asymptoti-
sche Entwicklung nach kleinen Unterschieden zwischen den Zustromgeschwindigkeiten
durchgefiihrt. Es stellt sich heraus, dass das Eingleichungsmodell ungeeignet ist, wihrend
das Reynoldsspannungstransportmodell Losungen zulisst, wenn die empirischen Parame-
ter eine bestimmte Bedingung erfiillen. Der Vergleich mit experimentellen Daten zeigt,
dass nicht alle berechneten GroBen mit den gemessenen in Einklang gebracht werden
konnen. Auch die Betrachtung schwacher Abweichungen von der klassischen Ahnlich-
keitsstruktur fiihrt nicht zur Auflésung des Paradoxons, denn als einzig 16sbarer Sonder-
fall ergibt sich die klassische Ahnlichkeitsstruktur.



Abstract

As a result of conventional approaches for describing plane turbulent mixing layers, there
are non-vanishing constant lateral velocity components at least at one edge of the mixing
layer. This induces perturbations in the incident potential flow. However, as observed by
K. Mérwald [19], a solution to this potential-flow problem does not exist. An analogous
problem of non-existence of an induced flow solution has been observed previously by G.
I. Taylor [33] for plane turbulent plumes. In this work it is investigated whether it is pos-
sible to resolve the paradox by searching for mixing-layer solutions that are characterized
by vanishing lateral velocities at both edges. The Reynolds-averaged equations of motion
are taken as the basic equations, and two different turbulence models, i.e. an one-equation
model and a simplified Reynolds-stress transport model, respectively, are tested for their
suitability. To simplify the analysis, an asymptotic expansion in terms of small differences
between the incident-flow velocities is performed. It turns out that the one-equation model
is insufficient, whereas the Reynolds-stress transport model allows solutions provided a
certain relationship between the empirical parameters is satisfied. The results of the ana-
lysis are compared with experimental data, showing not every physical component is in
accordance. Furthermore the examination of weak deviations of the classical similar so-
lution does not give a resolution to the problem, because the only solvable special case is
the classical similar solution itsself.
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1 Einleitung

Eine halbunendliche Platte trennt zwei Parallelstromungen mit den Geschwindigkeiten
U} und U; voneinander. Ein kartesisches Koordinatensystem wird derart gewihlt, dass
der Ursprung mit der Hinterkante der Platte zusammenfallt. Experimente (vgl. z. B. Meh-
ta und Westphal [17] oder Pui und Gartshore [23]) zeigen, dass das Problem in guter
Niaherung als zweidimensional angesehen werden kann. Effekte, die von den Rindern
der Platte herrithren konnten, werden in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht. Die
Ausdehnung in z-Richtung wird nicht beriicksichtigt und das Problem als eben behan-
delt. Stromabwirts bildet sich zwischen den beiden Anstromgeschwindigkeiten ein zeit-
lich gemitteltes Geschwindigkeitsprofil, das durch die longitudinale Komponente u* und
die laterale Komponente v* beschrieben wird. Da das von den beiden Rindern begrenzte
Gebiet in der vorliegenden Arbeit stets als turbulent angenommen wird, bezeichnet der
Querstich iiber einem Symbol zeitlich gemittelte GroBen.

Abbildung 1.1: Skizze der ebenen turbulenten Trennschicht

Abbildung 1 zeigt eine Skizze der ebenen turbulenten Trennschicht, wobei u* (y*) den
qualitativen Verlauf der Geschwindigkeitskomponente in die Hauptstromungsrichtung an
einer bestimmten Stelle z* andeutet. Im Gegensatz zu experimentellen Untersuchungen,
bei denen die Trennschicht aus praktischen Griinden immer von Winden umgeben ist,
wird hier deren Einfluss nicht beriicksichtigt unter der Annahme, dass begrenzende Win-
de sehr weit entfernt sind. AuBerdem ist u* (y*) die dominante Geschwindigkeitskom-
ponente, daher gehort die ebene turbulente Trennschicht zu den sogenannten turbulenten
freien Scherschichten, wie z. B. der Freistrahl, der Auftriebsstrahl, die Strahlrandstro-
mung und der Nachlauf (vgl. Gersten und Herwig [7, S. 724], Schlichting und Gersten
[30, S. 652] und Morwald [19]). Relativ friilhe Messungen von Reichhardt [24] sowie
neuere Messungen wie zum Beispiel von Bell und Mehta [4] bestitigen die dimensions-
analytische Uberlegung, dass die Breite der Trennschicht linear mit dem Abstand von der



Hinterkante wachst.

Die Behandlung dieses Problems wurde schon sehr friih von Tollmien [36] vorgenom-
men. Er legte seinen Berechnungen die Grenzschichtgleichung [22, S. 575-584] und den
Mischungswegansatz [20] von Prandtl zugrunde, allerdings nicht in der in Abbildung 1
skizzierten Allgemeinheit, sondern unter der Annahme U; = 0. Der Grund, weshalb heu-
te noch im Allgemeinen die Grenzschichtgleichung zur Losung von turbulenten freien
Scherschichten verwendet wird, ist im empirischen Befund zu suchen, dass diese schlank
sind, vgl. Schneider [32] und Gersten und Herwig [7, S. 723]. Spiter verwendete Gortler
[8] Prandtls Idee des Austauschansatzes [21] um eine allgemeine Losung des Problems
fiir beliebige Anstromgeschwindigkeiten U} und U; anzugeben. Aber Gortler musste ei-
ne willkiirliche Wahl treffen, namlich u* (0) = (U + U;) /2, um die sonst unbestimmte
Lage des Geschwindigkeitsprofils festzulegen.

Die Verwendung der Grenzschichtgleichung macht nur Sinn, wenn es moglich ist, ei-
ne AuBenstromung zu konstruieren, die mit den bekannten asymptotischen Methoden an
die Losung der Grenzschichtgleichung angepasst werden kann. Morwald [19] hat die Lo-
sung Tollmiens im Sinne einer konsequenten asymptotischen Entwicklung behandelt und
gezeigt, dass sich im allgemeinen Fall U; /U; # 0 keine Potentiallésung zur Anpassung
konstruieren lasst. Schneider [32] vergleicht diesen als grundsitzlich zu bezeichnenden
Widerspruch mit einem analogen Paradoxon den Auftriebsstrahl betreffend, welches von
Taylor aufgezeigt worden ist. Ein moglicher Ausweg wird von Schneider [32] angegeben,
indem zur Erzeugung der Anstromung eine Quellenbelegung im endlichen Abstand von
der Hinterkante der Platte verwendet wird.

Zusammen mit der Kontinuititsgleichung ist die Grenzschichtgleichung eine Diffe-
rentialgleichung dritter Ordnung. Verwendet man nun den Mischungswegansatz [20], er-
hélt man einen endlich breiten Strahl, und der Ort des Randes muss ebenfalls durch die
Rechnung bestimmt werden. In diesem Fall ist die Trennschicht scharf von der Umgebung
abgegrenzt, was auch fiir die turbulente kinetische Energie gilt, die daher am jeweiligen
Rand verschwinden muss. Zusammen mit jenen fiir die Geschwindigkeitskomponenten
sind insgesamt sechs Randbedingungen zu stellen, allerdings sind nur fiinf Integrations-
konstanten vorhanden, ndmlich 3 entsprechend der Ordnung der Differntialgleichung und
2 entsprechend den unbekannten Rindern der Trennschicht. Tollmien [36] umging dieses
Dilemma, indem er eine der beiden Zustromgeschwindigkeiten null setzte und auf dieser
Seite das laterale Einstromen in die Trennschicht aus seinen Berechnungen ermittelte. Am
anderen Rand nahm Tollmien an, dass die Anstrémung durch die Trennschicht tiberhaupt
nicht gestort wire. Das von Tollmien behandelte Problem ist nicht mehr das durch Ab-
bildung 1 skizzierte, sondern ein Sonderfall, der in der Praxis durchaus vorkommt, z. B.
am Rand eines Strahles, der in ein ruhendes Medium flieit. Kuethe [12] gibt eine Losung
fur beliebige Geschwindigkeitsverhiltnisse U /U an, indem er die v*-Komponente am
oberen Trennschichtrand null setzt. Er vergleicht die so erhaltene Losung mit jener, die
sich durch die Randbedingung v*,U; = —v*,U; (er bezieht sich dabei auf von Kdrman)
ergibt und stellt keinen nennenswerten Unterschied fest. v*; und v*, sind die lateralen
Geschwindigkeitskomponenten am Rand der Trennschicht an einer bestimmten Stelle z*.
Diese Bedingung wurde spiter von Ting [35] unter Verwendung von asymptotischen Me-
thoden und unabhingig davon von Schneider [32] aus einer globalen Impulsbilanz herge-
leitet.




Verwendet man zur Modellierung der turbulenten Scheinschubspannung den Aus-
tauschansatz, fithrt dieser auf ein asymptotisches Abklingen der Stérungen in der Um-
gebung. Die Berechnung des Offnungswinkels eriibrigt sich, zur Bestimmung der drei
Integrationskonstanten sind insgesamt vier Randbedingungen zu stellen, nimlich an die
u*— und v*— Geschwindigkeitskomponenten am jeweiligen Rand im Unendlichen. Man
hat wieder eine Randbedingung zu viel, um die Auslenkung der Trennschicht zu bestim-
men. Die willkiirliche Wahl von Gortler [8], der diese nicht durch physikalische sondern
durch rechentechnische Griinde rechtfertigt, kann auch hier durch die oben angebene Be-
ziehung von Ting [35] und Schneider [32] ersetzt werden.

Durch das Anpassen der jeweiligen empirischen Parameter im Mischungsweg oder
im Austauschansatz lassen sich die Losungen beider Modellierungsarten in gute Uberein-
stimmung mit experemintellen Daten bringen. Gortlers Zugang zur Losung des Problems
hat sich in der Literatur als theoretischer Vergleich zu experimentellen Daten durchgesetzt
(vgl. Piu und Gartshore [23], Metha und Westphal [17], Miles und Shih [18], Yule [38]
und Bell und Mehta [4]). Genauer gesagt verwenden diese Experimentatoren Gortlers
Losung 1. Ordnung, bei der die Lage der Trennschicht noch unbestimmt ist. Die Verwen-
dung des Austauschansatzes zusammen mit Tings Beziehung hat Eingang in etablierte
Lehrbiicher gefunden (vgl. Schlichting und Gersten {30, 665-666] und Gersten und Her-
wig [7, §.742-743]). Tatsache ist jedoch, dass der Austauschansatz eine Ausnahmestel-
lung innerhalb der Turbulenzmodelle hat. Folgt man zum Beispiel Rotta [28, S.128-131]
oder Tennekes und Lumley [34, S.104-109], um von den Navier-Stokes-Gleichungen zu
den Grenzschichtgleichungen zu kommen, indem man eine Grenzschichtapproximation
macht und wendet diese Methode auf die bekannten Modelle an, dann ergeben diese in
fiihrender Ordnung immer den Mischungsweg, was sich auch darin widerspiegelt, dass
diese Modelle eine endliche Breite der Trennschicht liefern. Der gundsitzliche Kritik-
punkt an der etablierten Darstellung ist aber keineswegs in der Verwendung eines bestim-
men Turbulenzmodells zu suchen, sondern in der Tatsache, dass sich keine AuBBenstro-
mung konstruieren liasst. Die von Ting [35] und Schneider [32] angegebenen Herleitun-
gen der Beziehung v* U} = —v*;U; setzten beide die Existenz einer AuBenstrdmung
voraus. Da aber Morwald [19] gezeigt hat, dass die AuBenstromung nicht angegeben wer-
den kann, stellt das die Verwendung dieser Beziehung in Frage.

In der vorliegenden Arbeit wird Tollmiens Vorschlag der Formulierung des Problems
insofern aufgegriffen, als Losungen gesucht werden, die auf beiden Seiten der Trenn-
schicht keine Storung in der Zustromung induzieren. Mit anderen Worten bedeutet dies,
dass ein stetiger Ubergang der Geschwindigkeitskomponenten »* und v* von der Potenti-
alstromung in das turbulente Gebiet der Trennschicht verlangt wird.

Zuvor werden im Kapitel 2, die der Arbeit zugrunde gelegten Bewegungsgleichungen
und Turbulenzmodelle dargestellt und die Anwendung der Grenzschichtapproximation
auf die Bewegungsgleichung und die Turbulenzmodelle gezeigt, weil manche Vereinfa-
chungen im weiteren Verlauf der Arbeit benutzt werden.

Im Kapitel 3 wird die Selbstihnlichkeit des Problems dargestellt. Wegen der eben be-
schriebenen Probleme mit der Verwendung der Grenzschichtgleichung werden die voll-
standigen Bewegungsgleichungen in Verbindung mit dem k-Gleichungsmodell betrach-
tet. Die mit numerischen Methoden gefundene Losung unter Verwendung der iiblichen
empirischen Parameter erfiillt nicht alle geforderten Randbedingungen.



Im Kapitel 4 werden zwei Moglichkeiten vorgestellt, das Paradoxon aufzuldsen. Zu-
erst wird ein Parameterbereich von empirischen Konstanten der Turbulenzmodelle ge-
sucht, innerhalb dessen alle Randbedingungen erfiillbar sind. Um dies in einer systema-
tischen Vorgangsweise zu behandeln, wird eine regulidre asymptotische Entwicklung an-
gewendet (vgl. Schneider [31, S. 59-82], van Dyke [6, S. 9-19]). SchlieBlich wird unter-
sucht, ob eine Ahnlichkeitslosung, die Barenblatt [2] “zweiter Art” nennt, neue Einsichten
bringen kann. Dabei kommt ein Eigenwert ins Spiel, der als zusitzlicher Parameter die
Moglichkeit bietet, die Losung an die geforderten Randbedingungen anzupassen.



2 Grundgleichungen

In diesem Kapitel werden die der vorliegenden Arbeit zugrunde liegenden Gleichun-
gen zusammengefasst. Dies sind die Bewegungsgleichungen und zwei Turbulenzmodelle,
namlich das k-Gleichungsmodell und das Reynoldsspannungstransportmodell. Die Unter-
suchungen in allen folgenden Kapitel werden sich immer auf die hier zusammengefassten
Gleichungen beziehen.

Gemal der in Abbildung 1 dargestellten Skizze wird die Platte, welche die zwei An-
strbmungen voneinander trennt, als in die positive und negative z*-Richtung unendlich
ausgedehnt angenommen. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden stets zeitlich gemit-
telte GroBen betrachtet, wie zum Beispiel das in Abbildung 1 angedeutete Geschwindig-
keitsprofil, die zeitabhingige Struktur der Turbulenz wird auBer Acht gelassen. Da sich im
zeitlichen Mittel ein stationdrer Zustand einstellt, wird die Trennschicht als zweidimen-
sionales zeitunabhingiges Problem behandelt, die zur Beschreibung notwendigen Groen
werden ausschlieBlich in z*- und y*-Richtung verianderlich angesehen. Die beiden zu-
stromenden Fluide werden als in allen Materialeigenschaften identisch angenommen und
haben dieselbe Temperatur, die daher im weiteren Verlauf der Arbeit keine Rolle mehr
spielen kann. Zu den Voraussetzungen gehort auch, dass die beiden Fluide als inkompres-
sibel behandelt werden.

2.1 Bewegungsgleichungen

In der Turbulenztheorie ist es tiblich, die Geschwindigkeitskomponenten wie folgt aufzu-
teilen (vgl. Rotta [28, S .17]):

’ !

*

ut =uF +u vt =v* + v w* = w* +w p=p +p. 2.1

Hier bedeuten u*, v*, w* und p* jeweils zeitlich gemittelte GroBen, wihrend u*', v*,
w* und p* jeweils SchwankungsgroBen sind. Setzt man die Ausdriicke (2.1) in die Kon-
tinuititsgleichung und die Bewegungsgleichungen ein, erhilt man nach zeitlicher Mitte-
lung die sogenannten Reynoldsschen Gleichungen.

Die Reynoldsschen Gleichungen (s. z.B. Gersten und Herwig [7, S. 764-766]) redu-
zieren sich schlieBlich zu den folgenden drei Gleichungen, wenn man alle Terme, die
Ableitungen nach z* und der Zeit enthalten, vernachléssigt und w* = 0 setzt. Die Konti-

nuitatsgleichung unterscheidet sich formal nicht vom zweidimensionalen laminaren Fall:

ou*  Ov*
=0. 2.2
ox* + oy* (2.2)
In den Bewegungsgleichungen kommen zu den aus der Beschreibung von laminaren
Stromungen bekannten Termen die sogenannten Reynoldsschen Spannungen hinzu:



_ 0w _ow 10p° ou'®  Gurv”
* * e — — _— 2
Yor T Veyr T ror o oy (2.32)

L X o~
U — =—-— - - .
ox* oy* p* Oy* ox* Jy*

(2.3b)

Die Scheinschubspannungen bestehen aus Korrelationen der Schwankungsgrofen der
Geschwindigkeitskomponenten. Ihr Auftreten fithrt dazu, dass in dem Differentialglei-
chungssystem (2.2) und (2.3) mehr Unbekannte als Gleichungen vorhanden sind, daher
miissen diese modelliert werden. Im nichsten Abschnitt 2.2 werden die in dieser Arbeit
verwendeten Arten der Modellierung dargestellt.

Nicht unerwihnt sollte bleiben, dass in Wandnihe der Impulstransport auch iiber die
Viskositit stattfindet. Da aber in dem zu untersuchenden Bereich der Trennschicht Winde
keinen Einfluss haben, wird die laminare Reibung in den Gleichungen (2.3) vernachlis-
sigt.

2.2 Turbulenzmodelle

2.2.1 k-Gleichungsmodell

Dieses Modell wird auch Eingleichungsmodell genannt, weil zusitzlich zu den Bewe-
gungsgleichungen (2.2) und (2.3) eine weitere Differentialgleichung eingefiihrt wird, die
den Transport des Mittelwertes der kinetischen Schwankungsengergie k£* beschreibt. Die-
se kinetische Turbulenzenergie ist durch

1
k* = 5 (u*12 + U*I2 + w*12) (24)

definiert. Die Herleitung der k-Gleichung ist bei Hinze [11, S. 62-65] zu finden. In der
allgemeinsten Form niitzt diese Gleichung nichts, weil neue unbekannte Korrelationen fiir
die turbulente Diffusion und die turbulente Dissipation vorkommen. Ublicherweise findet
man die Gleichung in der Literatur (Rodi [27]), unter Vernachlidssigung des instationiren
Terms, der Ableitungen nach z* und der Annahme w* = 0, wie folgt:

__Ok* —Ok* 0 ( Yy 8k*> 0 ( 147 3k*>
U + Vo = + -

o dy*  8z* \or0z* ) ' Oy* \ oy Oy*
Komjc;lion Diff:gion
_ _ __ __ 2.5
—50u* Mo ou* + ov* s 5 0v* o (2:5)
— ¥t — u* v* * — .
Ozx* oy*  Oz* oy* =~
N .~ Dissipation

= P, Produktion

Der Diffusionsterm ist bereits modelliert und zwar wird dieser proportional zum Gra-
dienten von k* angeben, oy ist eine empirische Konstante. Die Gleichung (2.5) ist ei-
ne Bilanzgleichung fiir £*. Die hervorgehobenen Ausdriicke sind erstens der konvekti-
ve Transport, verursacht durch die gemittelten Geschwindigkeitskomponenten, zweitens



der diffusive Transport durch die turbulente Bewegung, drittens die Produktion, bewirkt
durch die Wechselwirkung zwischen den turbulenten Scheinspannungen und den Gradi-
enten der gemittelten Geschwindigkeitskomponenten und viertens die Vernichtung von k*
durch die Dissipation. Um das Gleichungssystem (2.2), (2.3) und (2.5) zu schlieBen, miis-
sen die Dissipation €*, die kinematische turbulente Scheinviskositit v; und die Reynolds-
spannungen durch die mittleren Geschwindigkeiten und die kinetische Turbulenzenergie
ausgedriickt werden.

Bei der Beschreibung der Dissipation (vgl. Rotta [28, S. 112-114]) geht man von der
Vorstellung aus, dass der Dissipationsvorgang durch die Energieiibertragung von grofen
auf kleinere Turbulenzelemente (bzw. Wirbel) beherrscht wird. Wenn die groBen Turbu-
lenzelemente durch ein Integral-Lingenmaf [* und Geschwindigkeiten von der GroBen-
ordnung v/k* beschrieben werden, dann findet man fiir die Dissipation aus dimensions-
analytischen Uberlegungen den Ausdruck

L2
et = chl—:, (2.6)
wobei die Konstante cp durch Vergleiche mit Experimenten zu bestimmen ist.

Schon Ende des neunzehnten Jahrhunderts wurde von Boussinesq (vgl. Gersten und
Herwig [7, S. 766]) ein Ansatz in Analogie zum Newtonschen Gesetz fiir die laminare
Reibung vorgeschlagen, indem eine scheinbare turbulente Zahigkeit v} eingefithrt wird.
Lasst man wieder die Ableitungen nach z* beiseite und setzt w* = 0, bleiben die folgen-

den Beziehungen,

- , ou* .
¥2 = o, o 3k (2.7a)
ov* 2
12
= ) —k* 2.7b
Loyt + 3 (2.76)
—_— 2
w? = L (2.7¢)
. (0T OF
T = U] ( 5 8:1:*) (2.7d)
urw* =0 (2.7¢)
v¥w* =0 (2.71)

als Ausdriicke fiir die Reynoldsspannungen.

Die scheinbare Viskositit v} ist selbstverstidndlich keine Materialeigenschaft, sondern
vom Stromungsfeld abhingig. Unter der Annahme, dass v} nur eine Funktion von £* und
k* ist (Schlichting und Gersten [30, S. 559]), folgt aus Dimensionsgriinden sofort

*2
v = ctk - (2.8)
€
und daher mit (2.6) weiters die Kolmogorov-Prandtl Beziehung:

vi = c,VkI*. (2.9)



Die Konstante c,, ergibt sich aus empirischen Daten.

Nun bleibt noch eine Formulierung fiir die integrale Turbulenzlange [ zu finden. Ei-
nerseits sollen an einer bestimmten Stelle z mehrere Turbulenzballen innerhalb der Breite
b(z*) = yi(z*) — y3(z*) der Trennschicht Platz finden und andererseits steht gar keine
andere Bezugslinge als eben diese Breite zur Verfiigung. Daher ist die folgende Wahl von
[ sinnvoll und iiblich:

*(z*) = cb*(z"). (2.10)

Die Konstante ¢ muss so gewihlt werden, dass [* die gerade angesprochene Forderung
erfiillt und zur Ubereinstimmung mit Experimenten gebracht werden kann.

2.2.2 Reynoldsspannungstransportmodell

Dieses Modell verwendet fiir jede Reynoldsspannung eine eigene Transportgleichung, ih-
re exakte Form findet man z. B. bei Hanjali¢ und Launder [10]. Um die Gleichungen
kompakter anschreiben zu konnen, wird in diesem Abschnitt die Indexschreibweise be-
nutzt: u* = uty, 0 = wy, u¥ = ul,v¥ =ul, w* =ul,z* = z* und y* = z3. Fir
eine bestimme turbulente Scheinspannung u*;; im stationiren ebenen Fall gilt dann (mit
1,7 =1,2)

* *

*! o x PUAR — — — _
L outuy L ouiuy (Ot e Out; | o Out | ——0ut
u* P + u*q oy =— | u; uj py + ul ug pye +uj Uy pye +uj Uy oy +
(- ~ v L 7
Konvektion =P;;, Produktion

:’r Dij + H,;j - 5*1']'- )

7 o

~~ N =~

Diffusion  Druckscherkorrelation  Dissipation

2.11)

In (2.11) sind genau jene Terme explizit angeben, die keiner weiteren Modellierung be-
diirfen, also der konvektive Transport der jeweiligen turbulenten Scheinspannung und die
Produktion. Im Diffusionsterm kommen Tripelkorrelation der Schwankungsgréen der
Geschwindigkeiten und Korrelationen des Drucks mit den Schwankungsgrofien der Ge-
schwindigkeiten vor, wihrend der Druckscherkorrelationsterm Korrelationen des Drucks
mit den Gradienten der Schwankungsgrofen der Geschwindigkeit enthélt.

Setzt man hohe lokale Reynoldszahlen voraus, kann man die Dissipation in guter Ni-
herung als isotrop (Hanjali¢ und Launder [10]) betrachten und verwendet daher tiblicher-
weise den Ausruck

* 2 *
€45 = gdijs . (2.12)

Der Druckscherkorrelationsterm I1;; 1dsst sich in in zwei Anteile zerlegen (vgl. Laun-
der [14]). I1,;,; enthilt nur die Wechselwirkung der Schwankungen der Geschwindigkeits-
komponenten und II;; , die Korrelation der mittleren Spannungen mit den Schwankungen

der Geschwindigkeitskomponenten.
Rotta [28, S. 126-127] hat den Ausdruck



3

fiir die Modellierung des ersten Druckanteils vorgeschlagen. Fiir den zweiten Teil geben
Launder et al. [15]

2 SN T
Mo = _+8 (Pij B _6ijP> _ 30cy (au 4 ou ]> et

Il;, = _Cl% (u;' - —5,ch ) (2.13)

11 3 55 8z ' 91}
8 ) ’2 (2.14)
Cy —
822 (4, 25,0)
an, wobei
Ut | ——0ut, | ——0ut, | ——0u
dij: - (’U,i Uy 8:1:; + u; us 8m; +Uj Uy a$: +U] Usp 8117: . (2.15)

Die Groen P;; bzw. P entsprechen dem Produktionsterm in den Gleichung fiir den Trans-
port der turbulenten Scheinspannungen (2.11) bzw. der k-Gleichung (2.5). Eine einfache-
re Modellierungen verwendet nur den ersten Term von Beziehung (2.14) (Noat et al. und
Reynolds in Rodi [26, S .36]):

2
Hij’Q = =7 (R] - 55”P> . (216)

Daly und Harlow [5] haben die folgende Modellierung des Diffusionsterms vorgeschla-

gen:
o |k [——0uv? ——0uru?
Dij = coo— | — [ uful —L +ufuf — | | +
Y) Sax* I:g* ( 1 %1 az* 1 %o ay*

+c 0 ﬁ
say* e*

Addieren der Transportgleichungen fiir u
der turbulenten kinetischen Energie:

2.17)

«2 2

,v* 2 und w*? gibt die Transportgleichung

_Bk* +v_8k*

OJ, dy*

Konvekuon

) PR

* oz* oy* dy* |&* ox* oy*
Diffusion
—Ou* Py du*  Ov* = 0v* .

+Jiu T tu <8y +%>+v 8y] E_

.~ Dissipation

~
Produktion

(2.18)



Das bedeutet, dass man diese Gleichung statt einer der Transportgleichungen (2.11) fiir
die turbulenten Scheinnormalspannungen verwenden kann.

Will man zum Schlieen des Gleichungsystems (2.2), (2.3) und (2.11) keine weite-
ren Transportgleichungen einfiihren, konnen die Beziehungen aus dem vorigen Abschnitt
2.2.1 fiir die Dissipation (2.6) und den integralen Lingenmalstab (2.10) herangezogen
werden.

2.3 Grenzschicht-Approximationen

Um die Bedeutung der einzelnen Terme der Bewegungsgleichung (2.3) und den Modell-
gleichungen (2.5) und (2.11) groBBenordnungsmifig abzuschitzen, werden sie auf folgen-
de Weise dimensionslos gemacht (vgl. Tennekes und Lumley[34, 104-113]):

T Yy u* v* L*

[ — = — U = U= - 2.19
T I V= b T Sy G
pre * a2 a2
5= P R o2 =Y (2.19b)
il ks ks k
12 T 7 7 0
—  w* u* v* u* w* _  vruw*
w? = u'v' = uw' = v'w' = (2.19¢)
ks k; k; k;

Die Langen b* und L* charakterisieren die Ausdehnung der Trennschicht in y*- und in
x*-Richtung. Daraus ergibt sich unmittelbar:

8 b*
Qé =0 (f) : (2.20)
dy
Fiir schlanke Trennschichten muss das Verhiltnis v = b*/L* klein sein, also
v = ﬁ < 1. 2.21)
L*

U; ist die charakteristische Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung, und daher wird
u* damit dimensionslos gemacht. Die Geschwindigkeit in y*-Richtung v* ist so skaliert
worden, dass die urspriingliche Form der Kontinuitédtsgleichung (2.2) erhalten bleibt. Alle
Scheinschubspannungen und die turbulente kinetische Energie werden mit der Geschwin-
digkeit \/E dimensionslos gemacht, wobei &} fiir die charakteristische turbulente kineti-
sche Energie steht.

2.3.1 Grenzschicht-Approximation der Bewegungsgleichungen

Betrachtet man die Bewegungsgleichungen (2.3) in den dimensionslosen Variablen (2.19)
und macht den Grenziibergang v — 0 sind die folgenden Bedingungen zu beachten:

10



(2.22a)

vy=0(1). (2.22b)

In der Bedingung (2.22a) bedeutet py den von aulen aufgeprigten Druck, der in Stro-
mungsrichtung als konstant angenommen wird. Es kann im Allgemeinen nicht angenom-
men werden, dass sich die z-Ableitungen sinnvollerweise durch L skalieren lassen, wenn
sich py stromabwirts dndert, weil ein in z-Richtung variierendes pg die Einfithung einer
BezugsgroBe anderer Groenordnung notwendig machen konnte.

Die zweite Bedingung (2.22b) folgt aus der Forderung, dass der konvektive Term der
Bewegungsgleichung von der Ordnung 1 sein soll. Selbstverstiandlich ist damit auch eine
Aussage iiber das Verhiltnis k! /UZ*? impliziert:

Ui2 =0(y). (2.23)

Die Terme der fithrenden Ordnung bilden nach Riicktransformation die Grenzschichtglei-
chung:

__ou* _ou* ou*' v*
* * = - . 24
ox* T oy* oy* 2.24)

2.3.2 Grenzschicht-Approximation der Turbulenzmodellgleichungen

Wendet man dieselbe Vorgehensweise wie in Abschnitt 2.3.1 unter der Beachtung der
Bedingung (2.23) an, dann gilt sowohl fiir das k-Gleichungsmodell (2.5) als auch das
Reynoldsspannungstransportmodell (2.11), dass sich in fithrender Ordnung die Produkti-
on und die Dissipation die Waage halten (vgl. Morwald [19]).

2.3.2.1 k-Gleichungsmodell Betrachtet man die Gro3enordnungen der einzelnen Ter-
me der k-Gleichung, so findet man fiir den konvektiven Term
ok ok
u—+7—=0(7). 2.25
T +7 3 (7) (2.25)

Die GroBenordnungen der einzelnen Terme der Produktion sind

— 01U —_0u
2 = "W—=0/(1 2.26
o O (v) uvay O (1) (2.26a)
0v 9 — 0V
1oyl — 1 = . 2.2
' o 0 (v%) v 3y O(v) (2.26b)
Fiir die Diffusion findet man die Abschitzung
0 (v Ok 3 0 (v Ok
=0 — | == 1=0(). 2.27
oz (ak 8a:> (7 ) Jy (ok 8y> ) ( )
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Hier ist v = ,’j—ib% verwendet worden und auBBerdem vorausgesetzt, dass g =O(1) ist.

Fiir den Grenziibergang v — 0 bliebe nach den bisherigen Betrachtungen nur der
zweite Term in (2.26a) tiber. Allerdings ist noch keinerlei Aussage iiber den Dissipations-
term gemacht worden. Da der Produktionsterm alleine keinen Sinn macht, nutzt man die
Freiheit bei der Wahl der Skalierung der Dissipation fiir folgende Forderung:

€= o e*=0(1) (2.28)
S Urkr ' '

Somit bleibt fiir das k-Gleichungsmodell nach Riicktransformation in dimensionsbehaf-
tete Grofen in filhrender Ordnung (vgl. Mérwald [19]):

u*v a*y—*-
Verwendet man fiir die Dissipation die Beziehung (2.6) und fiir die turbulente Scher-
spannung die Beziehung (2.7d) in Grenzschichtndherung, sieht man, dass (2.29) dem Mi-

schungswegansatz dquivalent ist (vgl. Rodi [26]).

= —¢*. (2.29)

2.3.2.2 Reynoldsspannungstransportmodell Da die turbulente kinetische Energie und
samtliche turbulente Scheinspannungen mit derselben Konstanten dimensionslos gemacht
werden, ist der konvektive Term fiir alle Transportgleichungen der turbulenten Schein-
spannungen ebenso wie im vorigen Abschnitt von der GroBenordnung O(7).

In den Produktionstermen und dem jeweils ersten Term der Druckscherkorrelation der
Gleichungen fiir den Transport der turbulenten Normalspannungen finden sich dieselben
Produkte aus turbulenten Scheinspannungen und Ableitungen der gemittelten Geschwin-
digkeit wieder, wie schon im Produktionsterm der k-Gleichung. Der Vollstindigkeit hal-
ber werden die betreffenden Terme, die in den Transportgleichungen fiir die turbulenten
Scheinschubspannungen vorkommen, angegeben:

— 0V —0u
"7 — 2 12 -
u? o O (v*) s 0(1) (2.30)
Topy! u — [ /a_ﬂ —
0v —0v
u’w’a—x =0 () U’w’a—y =0(y). (2.32)

Der Dissipationsterm wird vollig analog zum vorhergehenden Abschnitt behandelt, und
daher braucht hier nicht nochmals darauf eingegangen werden.

Da die Diffusionsterme in den Transportgleichungen fiir eine bestimmten Scheinspan-
nung formal gleich aufgebaut sind, reicht es stellvertretend fiir alle Diffusionsterme, die
GroBenordnungen anzugeben, die zur Transportgleichung von u2 gehoren:

12



9 (Em0v”\ _ 5 9 (g0 _ o (e
csax(gu ax>_o(7)’ csaa:(uv ay)—O(’y), (2.33)

o (k——0u?\ ., 0 [—0u?)
0355 (guv pe ) = O(’y ), cs% (v —5—y—) =0(y). (2.34)

Die Modellkonstante c; ist wieder mit der GroBenordnung O(1) angenommen worden.

Der erste Druckscherkorrelationsterm I1;;; (2.13) ist ebenfalls in allen Transportglei-
chungen derart dhnlich aufgebaut, dass man ihn nur einmal anzufiihren braucht. Zum
Beispiel gilt fiir u'2 unter der Voraussetzung ¢; = O (1):

01% (W— §k> =0(1). (2.35)

Der zweite Druckscherkorrelationsterm I1,; » (2.14) enthilt hauptsichlich schon ange-
fithrte Kombinationen aus Reynoldsspannungen und Geschwindigkeitsgradienten bis auf
die noch nicht abgeschitzten Ausdriicke:

ou o

gk =00 —8-?;k =0(1) (2.36a)
LI (v*) o (7) (2.36b)
oz dy ' '

Beriicksichtigt man alle soeben gemachten Abschitzungen der GréBenordnungen, nimmt
das Reynoldsspannungstransportmodell fiir den Grenziibergang v — 0 nach Riicktrans-
formation in dimensionsbehafete GroBen die folgende Form an:

5+ 2c ,—,3&7 e* 92 2 £ 2 «
2 11 2’Uf" v* 8_"[]; - —-ClE: ('LL* z_ gk ) — 56 (2373)
4 — 502“—,*-‘76{17 e* i 2 2
2 o = o [~ Sk ) - e 2.37b
11 ey T <” 3 ) 3° (2-37b)
2+ 3c “—;‘—,‘8? e* ; 2 * 2 *
2——1—1——2'11,* U* —a?; = —ClE*— <'U}* 2 gk ) — 58 . (2370)

Addiert man die Gleichungen (2.37a), (2.37b) und (2.37c), ist das Ergebnis genau
die Gleichung (2.29). Von den Transportgleichungen der turbulenten Schubspannungen
verbleibt:

3 - 62—126? 2 — 92 1502 -1 3—117; e* — T ot

¥ — 4¢o — VNur'” — k;* —_ —u¥ v* 238'

T g <( c—1)u : o CEY (2.38a)
3 — co———0u* £ ——y
0wt e 2.38b
11 R (2.350)
402 bl 1ﬁaﬁ 6* 7 7

2 * * — — ¥ * . 238

11 R 359
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Die letzten zwei Gleichungen lassen nur zu, dass v*w* = 0 und v¥w* = 0 sind. Dies
entspricht der Voraussetzung zeitlich gemittelter ebener Stromung.

Mit Hilfe des Ausdrucks (2.29) und der Gleichungen (2.37a) und (2.37b) 148t sich die
turbulente Schubspannung in Grenzschichtapproximation folgendermaf3en darstellen:

—— 1 /2 dor — 267 + 44 \ k*?29uF (2.39)
=—_—_—_—_(Z2_ — —c . .
112 \3~ 2792 T159) oy
Unter der Verwendung der turbulenten Scheinviskositit v; = —u*'v*'/ %;z:, kann die Glei-

chung (2.39) in der Form der Kolmogorov-Prandtl Beziehung (vgl. Rodi [26]) v} =
ck*? /e* geschrieben werden. Der konstante Faktor in Gleichung (2.39) entspricht ¢;.
Man hat also wiederum eine Darstellung gefunden, die dem Mischungswegansatz ent-
spricht. Durch das Auftreten der zwei Konstanten ¢; und c; hat man allerdings mehr
Freiheit bei der Wahl der empirschen Paramter gewonnen. Der Transport der turbulenten
Scheinschubspannungen findet keine Beriicksichtung mehr. Da aber nicht auf die Boussi-
nesqapproximation zur Beschreibung der Reynoldsspannungen zuriickgeriffen wird, son-
dern auf die Grenzschichtapproximation des Reynoldsspannungstransportmodells, wird
anisotrope Turbulenz wiedergegeben (vgl. Rodi [26]). Darauf wird in dieser Arbeit spiter
noch genauer eingegangen. Die Anisotropie der Turbulenz wird sich dabei als essentiell
herausstellen.
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3 Losungen der vollstindigen Bewegungsgleichungen

3.1 Selbstihnlichkeit

Samtliche schon in der Einleitung angefiihrten Experimente zeigen, dass die Breite der
Trennschicht linear mit dem Abstand von der Hinterkante wichst. Da die einzig vorhande-
nen Einflussgrofien die Anstromgeschwindigkeiten als Bezugsgeschwindigkeiten und die
z*- und y*-Koordinaten als Bezugslidngen sind, bleibt auch aus dimensionsanalytischen
Uberlegungen nur eine Maglichkeit fiir die Wahl einer Ahnlichkeitsvariablen, namlich
n = y*/z*. Die Breite der Trennschicht ergibt sich zu b* (z*) = y} (z*) — y3 (z*) =
z* (m — 72) und steigt linear mit z*.

uly = —U; sin?d

o* — JT*
ur = Uy cos?

Kontrollvolumen

Us u* = ufcos? — ujsin

Abbildung 3.1: Skizze der ebenen turbulenten Trennschicht; kartesische Koordinaten und
Zylinderkoordinaten

In der Ahnlichkeitsvariablen 7 sind 7, und 7, die Rinder der Trennschicht, wie auch
aus der Abbildung 3.1 ersichtlich ist. Die Geschwindigkeitskomponenten sollen dann nur
noch Funktionen dieser Variable sein, also zum Beispiel die gemittelte Geschwindigkeits-
komponente in z-Richtung:

w=r(L)=rm 6.1
x
Um die Kontinuitidtsgleichung zu erfiillen wird die Stromfunktion ¢* eingefiihrt, die fol-
gendermafen definiert wird:

—_ oY Py _81/1*

oy* Oz

(3.2)

Daraus ergibt sich
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Y*=z*F*(n). (3.3)

Damit lauten die mit U} dimensionslos gemachten Geschwindigkeitskomponenten:

vt dF 1 dF*(n)

v ur dnp Uy dn (3-42)
__ v _ dF(n) 1 ( dF”(n)
- _ —F(n)=-— — F* ) 3.4b
i g =y = ) = g (1 - P () (.4b)
Die integrale Turbulenzlinge (2.10) wird in der Ahnlichkeitsvariable 7 zu
F=c(mg —m)z* = cpz’”. (3.5)

Ublicherweise wird fiir der Behandlung der Trennschicht die Ahnlichkeitsvariable 7 be-
nutzt. Da die Schlankheit der Trennschicht vorausgesetzt wird, ist es zweckmifBiger Zy-
linderkoordinaten zu verwenden, denn es gilt

9 = arctan (n) = 7. (3.6)

Aus (2.10) wird

I* =c(tan¥; — tandy) r* cos ¥ = ¢ (9 — Vo) r* = ¢,17, 3.7

wobei durch 9, und ¥, die Rander der Trennschicht laut Abbildung 3.1 gekennzeichnet
werden. Die Nidherungen in beiden Beziehungen (3.6) und (3.7) gelten, solange ¥ als klein
angesehen werden kann. In Zylinderkoordinaten ist es angenehmer statt einer Stromfunk-
tion direkt die Kontinuitdtsgleichung zu verwenden, um eine der beiden Geschwindig-
keitskomponenten zu eliminieren. GemiB (3.6) iibernimmt ¥ die Rolle der Ahnlichkeits-
variable 7, das heif}t, das Problem ist unabhingig von r und die Kontinuititsgleichung fiir
ein inkompressibles Fluid wird zu

o _Ou lorur 10w . du

o o e YT @ Y (3:8)

Der Vorteil der Verwendung von Zylinderkoordinaten liegt nun auf der Hand. Die Bezie-
hung (3.8) stellt einen viel einfacheren Zusammenhang zwischen den beiden Geschwin-
digkeitskomponenten u} und u} dar, als der durch die Beziehungen (3.4) gegebene Zu-
sammenhang zwischen den Geschwindigkeitskomponenten v* und v* in kartesischen Ko-
ordinaten.

Somit lassen sich die Bewegungsgleichungen und die Gleichungen fiir die Modellie-
rung der Turbulenz durch gewohnliche Differentialgleichungen in 7 oder 9 beschreiben,
wenn man in konsistenter Weise auch alle anderen abhingigen GroBen wie die turbulenten
Scheinspannungen nur als Funktionen von 7 oder ¥ annimmt.
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3.2 Randbedingungen

Tollmien [36] hat den Spezialfall fiir U; = 0 untersucht und an der anderen Seite der
Trennschicht ungestorte Anstromung angenommen. Hier wird untersucht, ob Losungen
moglich sind, die beide Anstromungen U} # 0 und U; # 0 ungestort lassen. Es soll
also kein laterales Einstromen in die Trennschicht zugelassen werden. Die Geschwindig-
keitskomponenten an den Strahlréndern 7; und 7, sind daher u* (n,) = U}, v* (m) = 0,
u* (n2) = U; und v* (n2) = 0. Die turbulente kinetische Energie verschwindet an den
Rindern, also k* (n,) = 0, k* (12) = 0. Die dimensionslosen Orte 7, und 7, des Randes
der Strahlgrenze sind Unbekannte, die gemeinsam mit der Losung fiir die Geschwindig-
keitskomponenten und der turbulenten kinetischen Energie gefunden werden miissen. Es
handelt sich um ein so genanntes freies Randwertproblem.

Driickt man nach (3.4a) und (3.4b) die Geschwindigkeitskomponenten durch die di-
mensionslose Stromfunktion F' aus, lassen sich die Randbedingungen wie folgt anschrei-
ben:

dF(m)) _, F(m)=m k(m)=0 (3.92)
d"7 m

dF U
df?”) = 7? =(1-6) Fm)=Q0-8mn  k(m)=0, (39

wobei hier ist das relative Geschwindigkeitsverhiltnis

_Ul_UQ

J: 3.10
7, (3.10)
verwendet worden ist.
Dieselben Randbedingungen in Zylinderkoordinaten angeschrieben lauten
ug (91) = —sin (9,) e ]0 = —u, (9,) = — cos (9:) (3.11a)
duyg (9
uy (¥2) = — (1 — &) sin (92) ugé ) g = TUr (92) = = (1 —6) cos (V) (3.11b)

3.3 Numerische Losung der vollstindigen Bewegungsgleichung mit
der k-Gleichung als Turbulenzmodell

In diesem Abschnitt werden gemal Abbildung 3.1 Zylinderkoordinaten aus oben genann-
ten Griinden verwendet, um das Differentialgleichungssystem zu l6sen, das die vollstén-
digen Bewegungsgleichungen und die k-Gleichung umfasst. Die Geschwindigkeitskom-
ponenten an einem bestimmten Ort r* und 9 sind in radialer Richtung v} und azimutaler
Richtung uj. Die parallelen Anstromungen werden in diesem Fall durch die in der Skizze
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angegebenen Beziehungen beschrieben. Wie in Abbildung 1 ist der Verlauf von u* ange-
deutet. Deshalb ist auch die Umrechnung von Zylinderkoordinaten in die u*-Komponente
angegeben.

3.3.1 Bewegungsgleichung und k-Gleichung in Zylinderkoordinaten

Die Bewegungsgleichungen in Boussinesq-Approximation in Zylinderkoordinaten findet
man zum Beispiel bei Gersten und Herwig [7, S. 772-774]. Unter Vernachldssigung der 7*
abhingigen Terme und jener, die u? enthalten, werden die turbulenten Normalspannungen
zu

1 ou: 2_= 2 2

S = —ut?= (26’25 - gw*) - k= 2k (3.12)
1 —3 du* 2_= 2 2

—p—-:Ttt'_ = —u: 2 = I/Z <2 a'l:: - gVU*) — gk* = —gk* (313)
1, —3 ., 10wy, @\ 2.=2] 2. 2.

;Ttw = —Uy =V |:2 (7‘_* 819 —+ 7'_*> - gVu ] - '?;k = _gk . (314)

Die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors in Vektorschreibweise (s. G1.(3.8)) ist als
Abkiirzung verwendet worden.

Die turbulenten Schubspannungen haben die folgende Form:

1 - ou* Ou*
S = _grar = [ 2\ = 3.15
p*Tt” ut'ut =, (82* + 8r*> ( )
1, —— . [(Ouy 1 0u
e T TH U S (8_;+r_*319> =0 (10
1, —— .0 (uf N 1 dur
—T,, = —uruy =y, |r — —
p* tro r Y t a,r* T* r* 819
[ 1—  1du

ST T

_ Y (g

- - <u0+ o ) (.17)

Die turbulente Scheinviskositit v ist durch die Beziehung (2.9) unter Verwendung des
integralen LangenmaBstabes (3.7) gegeben. In Zylinderkoordinaten wird offensichtlich,
dass die k-Gleichung zusammen mit der Boussinesq-Approximation véllig isotrope Tur-
bulenz wiedergibt. Von den Scheinschubspannung bleibt erwartungsgemif nur jene in der
r¥-Ebene librig.

Zum Entdimensionieren werden die Beziehungen

Wy =Ulty k*=Urk p=UpD (3.18)
eingefiihrt. Es werden wieder jene Terme weggelassen, die von r* und ¢* abhidngen und die

u? enthalten, daher bleibt von der Bewegungsgleichung in r-Richtung unter Verwendung
der Scheinnormalspannungen (3.12) und der Scheinschubspannung (3.17)
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_ [ d’Twy d _ d’uy
Uy (u19 + 5’19_2) = CTC”EE [\/E (’U,,g + 902 ):I (3.19)

und in ¥-Richtung

do dy? 3d9’
Der Druck ist also von der Bewegungsgleichung in r-Richtung entkoppelt, dieser kann

im Nachhinein durch Integration der Gleichung (3.20) ermittelt werden.
Die k-Gleichung erhilt unter den vorgestellten Vereinfachungen die Form

dk d2ﬂg 2 cp.3 ¢y d dk
Uy— = 7 — —k2 TR k— 1. 3.21
T 35 crcu\/E(uﬁ—i— d192> . 2 + Y (\/_dﬁ> (3.21)

D d’n 2 dk
P _ —cre,Vk (a,g + “”) - = (3.20)

3.3.2 Entwicklung in der Nihe des Randes

Will man die Differentialgleichungen (3.19) und (3.21) numerisch 16sen, miissen diese
auf ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung umgeformt werden. Dies fiihrt dazu,
dass Terme in Erscheinung treten, die 1/k enthalten. Das macht Probleme, weil an den
Rindern der Trennschicht k& verschwinden soll. Es ist daher notwendig, das Verhalten von
k in der N#he der Rédnder zu untersuchen, um diese Singularitit zu umgehen, Zu diesem
Zweck entwickelt man 7y und k£ in Taylorreihen um die Position des jeweiligen Randes:

Uy (A) = ug(0)+d_AIOA+§dA2 10A + ... (3.22a)
dk 1d2% |
E() = kO)+ x| A+ §E‘OA o (3.22b)

wobei hier A = 9 — ¢; gewihlt wurde und mit A = 0 laut Skizze 3.1 der obere Rand der
Trennschicht betrachtet wird. Aus den Randbedingungen (3.11) ist schon bekannt, dass

k (0) = 0. Daraus folgt umittelbar durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (3.19),

dass 2—2 = 0 gelten muss. k ist also am Rand stetig differenzierbar. Die Entwicklung
0

von k ist erst ab dem Term A? in Betracht zu ziehen.
Die folgenden Abkiirzungen werden eingefiihrt, um die Ubersichtlichkeit der weiteren
Ausfiihrungen zu erhalten:

_ duy d2w, &%

T, "0 = 0= - 4X
T dale PV T aazly T dAzle

— 1
%5'(0) = dAsly

und £"'(0) (3.23)

. 1 €1 d
DemgemiB steht ' fiir .

Einsetzen der Beziehungen (3.22) in die Bewegungsgleichung (3.19) ergibt geordnet
nach Potenzen von A
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A : 5(0) (s (0) + T" (0)) = ‘% k"(0) (s (0) + " (0)) (3.242)

Al [T5(0) (s(0) +Ts"(0))] = V2ercu/k"(0) (' (0) + W™ (0)) +  (3.24b)
C'rcu k”’(O) —
+uy (0)).
Die Terme sind so geordnet, dass der konvektive Anteil links und die modellierte Schein-

spannung rechts vom Gleichheitszeichen steht.
Dieselbe Vorgangsweise angewandt auf die k-Gleichung (3.21) fiihrt auf

Al Ty(0)k"(0) = c,cu—]\f/l—l_;i) (T(0) + 75" (0))% + \/ic—ai—“ (k"(0)}  (3.25a)
A? w + ' (0)k"(0) = (3.25b)

= ¢, V20/k"(0) (T’ (0) + Ty (0)) (ws (0) + Ty" (0)) +

CrCy ]CI”(O) — 2 ET_C_N ] "
+6\[\/k”_ (0) + 1y ())+\/§0k VE"(0)K™(0)

Der konvektive Term steht wieder jeweils links, die Produktion und die Diffusion rechts
vom Gleichheitszeichen. Der Dissipationsterm tritt bei dieser Entwicklung fiir kleine Ab-
stinde vom Rand erst in der niachsten Ordnung auf.

Verwendet man die Randbedingungen (3.11a) fiir Ty(0) und @} (0) und 16st das Glei-
chungssystem (3.24) und (3.25) nach ;" (0) und £"(0) bzw. @s"' (0) und £"(0) auf, so
erhélt man drei Losungen:

A%+

2 — ind
Uy, 1,2) (A) = —sin?d; — cos VA + (1 + \/_m> sin ¥,

CrCuOk 2

N \/Qﬁk—_—z(zgk — 5)] cos 191A3 +... (3.269)

+ 3crey (o — 3) 6

. 2 . .
ka2 (D) = SO po (k= Dsin2 g
(crew) 6 (crcu)” (o — 3)

sin ¢, cos

Uys(A) = —sind; —cos A+ 5 A? & - A3+ .
- : 3.26b
ks (4) = LUV CTETPA T
4 (crcyu) 12 (cc,)

Die dritte Losung (3.26b) ist zu verwerfen, weil sie in Bezug auf die Geschwindig-
keitskomponente &y einfach nur der Taylor-Reihe von — sin 9 um 9, entspricht, also der
ungestorten Anstromung. Dies ist zwar eine mogliche Losung, allerdings nur die triviale,
die natiirlich nicht von weiterem Interesse ist.
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-0.02 -0.01 0.00

Abbildung 3.2: Losungszweige fiir u, in der Nihe des Randes; c-c, = 0.0048, cp/c, =
16.6, oy = 2.2, 9, = 2.19°

-0.02

-0.03

-0.02 -0.01 0.00
A

Abbildung 3.3: Losungszweige fiir uy in der Nahe des Randes; ¢,c, = 0.0048, ¢p [er =
166, Ox = 22, '191 = 2.19°
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Die Entscheidung, ob der negative oder der positive Zweig der Beziehung (3.26a)
fiir die physikalisch sinnvolle Losung steht, kann mittels eines Blicks auf die Abbildung
3.2 getroffen werden: Da die Geschwindigkeitskomponenten mit der groeren Zustrom-
geschwindigkeit U; dimensionslos gemacht worden sind, machen Werte #, > 1 keinen
Sinn. Die zu verwendende Losung gehort daher zu dem Zweig, der in den Abbildungen
3.2 und 3.3 mit dem Index 2 gekennzeichnet ist. Dieser Zweig ist die graphische Dar-
stellung des negativen Wurzelzweiges von (3.26a). In den Abbildungen 3.2 und 3.3 ist
jeweils der Wert der ungestorten Grundlosung als Vergleich zur Entwicklung angegeben.

Zusitzlich sind in die Abbildung 3.2 die Tangenten an %, ; und %, 5 im Punkt A = 0
eingezeichnet. Man erkennt, dass diese nicht horizontal sind, daher geht %, mit einem
“Knick” in die parallele Anstrémung iiber.

Da 99; und der Offnungswinkel, der nach Beziehung (3.7) in ¢, “verborgen” ist, Teil
der Losung sind, kann man die Abbildungen der Gleichungen (3.26) nur vor der Berech-
nung erstellen, indem man empirische Daten heranzieht. Hier ist die Wahl der konkreten
Werte von ¥;, ¥, zur Erstellung der Abbildungen 3.2 und 3.3, 3.4 und der empirischen
Parameter des k-Gleichungsmodells ein Vorgriff auf den niachsten Abschnitt 3.3.3.

Die azimutalen Geschwindigkeitskomponenten iy ; bzw. %, 5 unterscheiden sich kaum
von einander, wie man in Abbildung 3.3 sieht. Das Verhalten von £ nahe dem Rand laut
Gleichung (3.26a) ist in Abbildung 3.4 dargestellit.

0.008 -
k
0.004
0.000 . |
-0.02 -0.01 0.00
A

Abbildung 3.4: k in der Nihe des Randes; ¢,c, = 0.0048, cp/c, = 16.6, o, = 2.2,
9 = 2.19°

Die Betrachtung der Gleichungen (3.26) zeigt, dass die Konstante o des Diffusions-
terms nicht beliebig gewihlt werden kann. Fiir o, = 2 gehen die drei Zweige ineinander

22



iiber und stellen die ungestorte Anstromung dar. Soweit es den O(A?) Term betrifft, muss
fiir reelle Losungen o, > 2 sein. Abbildung 3.5 zeigt Linien konstanter Werte des Ko-
effizienten des A2-Terms der Entwicklung von Uy 2 (Gleichung (3.26a)), dividiert durch
sin ¥;, in Abhéngigkeit der empirischen Konstanten. Bedenkt man, dass realistische Off-
nungswinkel in Radianten von der GroBenordnung O (107!) sind, sollten die gewshlten
Werte von o}, bei maximal ungefihr 2.5 liegen, um einen Koeffizienten des A2-Terms der
GroBenordung O (1) zu erhalten.

Betrachtet man die nichste Ordnung O(A3), ergibt sich des Weiteren, dass fiir 2.5 <
or < 3 ein Vorzeichenwechsel dieses Terms auftritt. Die Abbildung 3.6 zeigt Linien
konstanter Werte des Koeffizienten von A3, dividiert durch cos¥,, in Abhingigkeit der
empirischen Konstanten. Wihlt man A klein genug, so spielt der Vorzeichenwechsel kei-
ne Rolle. Aber ab einer bestimmten Grofle von A ist i, ; eine steigende Funktion und %, ;
eine fallende Funktion von A, das heif3t u, ; wird groBer und %, ; kleiner als die Anstro-
mungsgeschwindigkeit. Daher vertauschen die beiden Losungen im physikalischen Sinn
ihre Rollen. Jene mit 1 indizierten Geschwindigkeitskomponenten wiren nun als die phy-
sikalisch sinnvolle Beschreibung des Verhaltens nahe dem Rand zu wihlen. Bei o, = 3
tritt eine Singularitit auf und der Koeffizient der Ordnung O(A?) wiirde iiber die Ter-
me niedrigerer Ordnung dominieren, wenn man einen Wert von o nahe der Singularitit
wihlt.

4 F

200 100
Ok 3 +

60

0
2 [ 1 1
0.000 0.004 0.008
CrCy
Abbildung 3.5: Linien konstanter Werte des Koeffizienten sin1191 dZZ’f der Ordnung
0

O (A?) der Entwicklung von 7 in der Nihe des Randes abhingig von o und c,c,
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Aus dem oben diskutierten ergibt sich, dass nur die folgende Wahl fiir o sinnvoll
scheint, um endliche und reelle Koeffizienten in der Entwicklung (3.26) zu erhalten:

2 <o <2.5. 3.27)

Dies steht im Widerspruch zu dem normalerweise gewahlten Wert von o ~ 1 (vgl. Rodi
[26]). Der Einfluss des Diffusionsterms in der k-Gleichung (3.21) wird also zumindest
halbiert. Im ndchsten Abschnitt 3.3.3 wird die konkrete Wahl der restlichen empirischen
Parameter des k-Gleichungsmodells diskutiert.

Da die Vorgangsweise am anderen Rand der Trennschicht vollig analog nachzuvoll-
ziehen ist, wird diese nicht extra angefiihrt.

4.0 -
250
00
(9 3.0 +
—50
2.5 0
250 10
2.0 |, . . 0
0.000 0.004 0.008
CrCp
d3uy 5

Abbildung 3.6: Linien konstanter Werte des Koeffizienten sinlﬁl JAS

O (A3) der Entwicklung von Uy in der Nihe des Randes abhingig von o, und crey

der Ordnung
0

3.3.3 Numerische Losung fiir 6 = 0.7

Auf jeder Seite der Trennschicht sind jeweils eine Randbedingung fiir £ und zwei fiir
die Geschwindigkeitskomponenten anzuwenden, insgesamt also sechs Randbedingungen.
Die Bewegungsgleichung (3.19) und die £-Gleichung (3.21) ergeben ein Differentialglei-
chungssystem dritter Ordnung. Zusitzlich sind die Winkel 9, und ¥2 zu ermitteln. Man
hat fiinf Konstanten zur Anpassung der Losung an die sechs Randbedingungen (3.11).
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Da mathematisch gesehen eine Randbedingung zu viel vorhanden ist, kénnen im All-
gemeinen nicht alle erfiillt werden. Die u,.-Komponente ist die bei weitem dominantere
Geschwindigkeitskomponente und deswegen fiir Messungen leicht zugénglich. Die tur-
bulente kinetische Energie £ kann ebenfalls mit vorhanden Messdaten verglichen wer-
den. Fiir die uy-Komponente findet man keine Messdaten in der Literatur, ein direkter
Vergleich wird dadurch unmoglich. Es ist daher naheliegend, z. B. die Randbedingung
Uy (¥92) = —(1 — &) sin?, auf der Seite der kleineren Anstromgeschwindigkeit vorerst
einmal beiseite zu lassen. Uberpriifbar bleibt allerdings, in wie weit die zentrale Forde-
rung der vorliegenden Arbeit, kein laterales Einstrémen in die Trennschicht zuzulassen,
erfiillt ist. In den Abbildungen 3.7, 3.8 und 3.9 ist die numerische Losung der Bewegungs-

1.0

i «  Mills
08 L o Spencer }[25]

— numer.

06}
uw*—Uy
ur=u; |

04

0.2 |-

0.0 1 ‘
-0.05

y*— %(0.5)

y
01)_

y*( y*(0.9)

Abbildung 3.7: u-Komponente des numerisch ermittelten Geschwindigkeitsprofils (0 =

0.7, cc, = 0.004665, cp/c = 1.715, o, = 2.2) im Vergleich mit experimentellen Daten
(Rodi[25])

gleichung (3.19) und der £-Gleichung (3.21) mit Hilfe der Entwicklung am Rand (3.22)
angegeben. Abramovich [1, S. 36-42] gibt eine Abschitzung an, aus der folgt, dass das
Breitenwachstum der Trennschicht proportional zum Quotienten aus der Differenz und
der Summe der Anstromgeschwindigkeiten U} und Uj ist. Diese Beziehung wird haufig
in der folgenden Form angegeben:

Ur —U; _
Ui +U;
Die Konstante oy entspricht dem halben Offnungswinkel im Fall U; = 0, wihrend der
Anstieg An/2 fiir beliebige Geschwindigkeitswerte U # 0 in der Literatur oft mit 1/o

)
Op ('191 — 192) ~ UoA’f] =2 2m (328)
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_ k]
(Ur-03)

bezeichnet wird. Sabin [29] erzielt gute Ubereinstimmung mit seinen Messergebnissen fiir
beliebiges J, indem er den von Liepmann und Laufer [16] angegeben Wert von oy = 11
verwendet. In einer neueren Arbeit berichten Mehta und Westphal [17], dass die beste
Ubereinstimmung mit deren Messungen fiir 0y = 10.5 erreicht wird. Aus diesem Grund
wird dieser Wert auch hier verwendet.

0.04

. o o Spencer

x  Yule
numer.

}rasi
0.03 -
k*

0.02

0.01 |

x0

0.00 ' .
-1,0 —0.5 0.0 y*—y*(OS) 0.5 1,0

y*(O.l) _y*(O.Q)

Abbildung 3.8: Numerische ermittelte turbulente kinetische Energie k£ (6 = 0.7, cc, =
0.004665, cp/c = 1.715, o), = 2.2) im Vergleich mit experimentellen Daten (Rodi[25])

Im Fall von § = 0.7 folgt daraus, dass ein Offnungswinkel ¥; — ¥, von etwa 6° zu
erwarten ist. Wegen der Ausfithrungen des vorigen Abschnittes kann fiir o, nicht der Stan-
dardwert o4, = 1 gewdahlt werden. Es ist zu erwarten, dass dann auch die verbleibenden
empirischen Parameter nicht entsprechend der Standardwerte gewihlt werden koénnen.
Zur Anpassung der empirischen Parameter ist der abgeschitzte Wert des Offnungswinkel
benutzt worden. Die folgenden Werte der empirischen Parameter sind verwendet worden:

¢p
CcCy == Ok

0.04665 | 1715 | 2.2

In dieser Tabelle sind nicht die einzelnen Werten von ¢, ¢, und cp angefiihrt, weil nur die
angegebenen Produkte und Quotienten in den Differentialgleichung (3.19) und (3.21) eine
Rolle spielen. Der empirische Parameter ¢ wird statt ¢, verwendet, weil die Verwendung
von ¢, eine starke Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, denn ¢, hingt definitions-
gemiB (s. Gl. (3.7)) vom Offnungswinkel ab. Fiir die in der Literatur iibliche Wahl von
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¢, = 0.08 (vgl. Launder [13]) ergibt sich, dass der Parameter ¢ den Wert ¢ = 0.583
hat. Dieser ermittelte Wert stimmt ebenfalls relativ gut mit dem in der Literatur angege-
ben Wert (vgl. Launder [13]) von ¢ = 0.879 iiberein. Mit ¢cp = 1 aus der Literatur (vgl.
Launder [13]) ist der in der Tabelle angegebene Wert der Kehrwert von ¢ = 0.583.

Der Graph 3.7 zeigt einen Vergleich der aus %, und Uy ermittelten kartesischen Ge-
schwindigkeitskomponente in z-Richtung iiber der mit der Breite der Trennschicht di-
mensionslos gemachten y-Koordinate. AuBerdem ist die y-Koordinate um genau jenen
Wert verschoben, um deren Ursprung mit dem Mittelwert der beiden Anstromungsge-
schwindigkeiten zusammenfallen zu lassen. Der Vorteil dieser Verschiebung ist, dass die
Geschwindigkeitsverldufe unabhingig vom relativen Geschwindigkeitsverhiltnis § ange-
geben werden kénnen, denn alle fallen in einer Kurve zusammen. Simtliche Experimen-
tatoren vermeiden allerdings auf diese Weise den Wert der Auslenkung der Grenzschicht
iiberhaupt anzugeben. Aus den numerischen Berechnungen folgt, dass die Trennschicht
um —1.521° verdreht ist.

Die Abbildung 3.8 gibt einen Vergleich zwischen dem numerischen Ergebnis des &
Verlaufes iiber der auf dieselbe Weise wie in Abbildung 3.7 dimensionslos gemachten y-
Koordinate wieder. Die angegebenen Messwerte zweier verschiedener Quellen stimmen
nicht gut iiberein und daher kann von dem numerisch ermittelten k-Verlauf behauptet
werden, dass dieser qualitativ gute Ubereinstimmung zeigt. '

0.010 |
0.005 |-
v*
0.000 |-
~0.005 -
i 1 ! 1 | |
~0.5 00 o +05) 0.5
o+ (010) Z+(0.9)

Abbildung 3.9: 7-Komponente des numerisch ermittelten Geschwindigkeitsprofils; § =
0.7, cc,, = 0.004665, cp/c = 1.715, o) = 2.2
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Die aus %, und Ty ermittelte kartesische Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung
sieht man in der Abbildung 3.9. Den gewihlten Randbedingungen entsprechend ver-
schwindet die v-Komponente nur auf der Seite der groBeren Anstromungsgeschwindig-
keit. Der numerisch ermittelte Wert von zy am Rand 9, mit der kleineren Anstrémungsge-
schwindigkeit betrdgt Ty (9, = —3.708°) = 0.02703. Nimmt man denselben Wert von ¥,
und setzt diesen Winkel in die entsprechende Randbedingung fiir die ungestorte Anstro-
mung ein, so findet man —(1 — §) sin (¥, = —3.708°) = 0.01940. Der zuletzt angegebene
Wert miisste aus der numerischen Rechnung folgen, wenn die Anstromung auf der Seite
¥ = —3.708° ungestort wire. Das Verhiltnis des numerisch errechneten Wertes zu dem
fiktiven Wert fiir die ungestorte Anstrémung ist

Uy (U2 = —3.708°)
—(1 = 4)sin (¥ = —3.708°)
Die Forderung, kein laterales Einstromen auf beiden Seiten der Trennschicht zuzulassen,
ist am Rand 9, nicht annidhernd erfiillt. Dieser Umstand wird auch durch die Abbildung
3.9 verdeutlicht.
Die Abbildung 3.10 zeigt die einzelnen Terme der k-Gleichung (3.21) abhéngig vom
Winkel 9 in Radianten.

~14. (3.29)

— Dissipation
0.1 - — Produktion
---- Konvektion
~~~~~~~ Diffusion

0.0

l L | 1 I ! l | l L
—0.06 —~0.04 —0.02 0.00 0.02 0.04

Abbildung 3.10: Bilanz der turbulenten kinetischen Energie k; 6 = 0.7, cc, = 0.004665,
cp/c=1.715,0, = 2.2

Die Frage, wie dieses Problem behoben werden kann, wird im néachsten Kapitel er-
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ortert. Es wire wiinschenswert, einen Parameterbereich der empirischen Konstanten zu
finden, der die Erfiillung der fehlenden Randbedingung zulidsst. Es hat sich als praktisch
nicht durchfiihrbar erwiesen, dies mit numerischen Mitteln zu versuchen. Da aber schon
zum Auffinden von Startlosungen fiir die numerischen Untersuchung Entwicklungen nach
kleinen Unterschieden der Zustromgeschwindigkeiten durchgefiihrt worden sind, hat sich
angeboten, den analytischen Weg weiter zu verfolgen. Auf8erdem wird im nichsten Kapi-
tel gezeigt, dass es mit dem k-Gleichungsmodell prinzipielle Probleme gibt, einen geeig-
neten Parameterbereich zu finden.
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4 Entwicklung fiir kleine Unterschiede der Zustromge-
schwindigkeiten

Im Folgenden wird die Ahnlichkeitsvariable  verwendet, weil unter anderem das Reynolds-
spannungstransportmodell zur SchlieBung der Bewegungsgleichungen verwendet wird.
Da in der Literatur keine Darstellung dieses Modells in Zylinderkoodinaten gefunden
worden ist, relativiert sich die oben besprochene Vereinfachung der Darstellung in Zylin-
derkoordinaten durch den Aufwand der Umrechnung.

4.1 Impulssatz

Zu Beginn soll die Anwendung des Impulssatzes betrachtet werden, um zu untersuchen,
ob dies weiterfithrende Erkenntnisse bringen kann. Die zentrale Forderung der vorliegen-
den Arbeit ist, dass die Trennschicht die Anstromungen nicht stort. Aus dieser Forderung
folgt, dass in das Kontrollvolumen gemif3 Abbildung 3.1 durch die obere und die untere
Grenzflache weder Masse- noch Impulstransport erfolgen kann. Es spielt nur die Bilanz
der einstromenden und ausstromenden Masse und des einstromenden und ausstromen-
den Impuls durch die Grenzflichen normal auf die Stromungsrichtung eine Rolle. Die
Massenerhaltung in integraler Form wird daher zu:

b; 0
[u-ww= [ @-a-saw, @
0 —b3
wobei die Geschwindigkeit wieder mit der groleren Anstromungsgeschwindigkeit Uy
dimensionslos gemacht worden ist. Die beiden Teilabschnitte der Breite b} und b3 sollen
die Lage der Trennschicht beschreiben.

Der Impulssatz iiber dasselbe Kontrollvolumen und denselben Voraussetzungen wird
zu:

b3 0 b o,
/ (1—7%)dy* — / [u® = (1 - 6)2] dy* = —-/ (u’2 — 'U’Q) dy*. 4.2)
0

—b; —b3

Auf diesen Ausdruck kommt man, indem man den Impulssatz aus den Reynoldsschen
Bewegungsgleichungen herleitet (vgl. Rotta [28]): In Grenzschichtnéherung folgt aus der
Reynoldsschen Bewegungsgleichung in y-Richtung (2.3b), dass

P =pg— V2, “4.3)

Diesen Ausdruck verwendet man, um in der Reynoldsschen Bewegungsgleichung in z-
Richtung (2.3a) den Druck zu eliminieren, integriert diese iiber y und vernachléssigt den
aufgeprigten Druck p, unter der Annahme, dass er sich in z-Richtung nicht dndert.

Die linke Seite der Gleichung (4.2) 148t sich umschreiben in
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5 0
/0 (1—&)(1+ﬂ)dy*—/'[u—(l—d)][u-}-(l—d)]dy*: (4.4a)

_b2

b; 0
- / (1-%)[2+0(6)]dy" — / [ —(1—8)][2+ 0 (6)] dy". (4.4b)
0 —b;

In der Gleichung (4.4b) ist als Abschitzung fiir kleine Unterschiede in den Zustromge-
schwindigkeiten 7 = 1 + O (§) benutzt worden. Die linke Seite des Impulsatzes (4.2),
also der Impulstransport, in linearisierter Form (4.4b) geht fiir § — 0 in die Masse-
nerhaltung (4.1) uber. In diesem Fall fiihrt die vollig isotrope Turbulenz, also das Ver-
schwinden der rechten Seite des Impulsatzes (4.2), zu keinerlei Widerspruch. Offensicht-
lich ist die Normalspannungsdifferenz 42 — "2 notwendig, um einen Widerspruch zwi-
schen der integralen Massenerhaltung (4.1) und dem Impulssatz (4.2) fiir beliebige 4 (d.h.
d = O(1)) zu vermeiden. Aus diesem Grund wird eine Storungsrechnung fiir § — 0
mit Turbulenzmodellen, die anisotrope Turbulenz wiedergeben, unter Einbeziehung von
Termen hoherer Ordnung durchgefiihrt. Einen Parameterbereich der Modellkonstanten
des k-Gleichungsmodells in Zylinderkoordinaten aus Abschnitt 3.3 zu suchen, um alle
Randbedingungen (3.9) erfiillen zu konnen, ist daher aus Sicht dieser Betrachtung zum
Scheitern verurteilt, weil vollkommene Isotropie herrscht. In den weiteren Untersuchun-
gen wird es daher wichtig sein, ob in der Bewegungsgleichung die Normalspannungen
eine Rolle spielen, denn nur in diesem Fall kann eine Lésung des Problems unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen (3.9) gefunden werden.

4.2 Koordinatenstreckung und Stérungsansatz

Experimentelle Befunde zeigen, dass die Trennschicht mit kleiner werdendem Geschwin-
digkeitsunterschied schlanker wird (vgl. Sabin ([29]), daher soll 77 mit dem relativem Ge-
schwindigkeitsverhiltnis é (s. Gl. (3.10)) gestreckt werden. Die gestreckte Koordinate ist

Ui

n= 5 4.5)
Mit dem Storungsansatz
F @) =6F9 (@) + 62FO (7) + 8FP (7) + ... ., (4.6a)
k(@) =62k@ @) + kW (7) + 6% (@) + ..., (4.6b)
m =m0+ o+, (4.6¢)
7, =3 + om) + ... (4.6d)

werden die Bewegungsgleichung und die Turbulenzmodelle daraufhin untersucht, ob alle
Randbedingung (3.9) durch eine bestimmte Wahl der Werte der empirischen Parameter
erfiillt werden konnen.

Es liegt auf der Hand, dass F(% (77) = 7 sein muss, um fiir 6 — 0 die ungestorte
Anstromung darzustellen und daher sind die weiteren Terme der Entwicklung (4.6a) na-
heliegend. Da £* die Dimension von e hat, ist es notwendig, dass die Entwicklung der
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turbulenten kinetischen Energie (4.6b) mit einem 6% Term beginnt. Allerdings wird sich
spater herausstellen, dass die filhrende Ordnung der Entwicklung von k£ verschwindet.
Dies bedeutet, dass fiir die nicht verschwindenden Terme der fithrenden Ordnung gilt:

k* k 53k
S =R ——m=0(). 4.7)

u* U 52 dF© 2
a7

Diese Aussage steht in Einklang mit der Beziehung (2.23) fiir schlanke Trennschichten.
Es wird dem Sinn der Streckung (4.5) entsprechend erwartet, dass der gestreckte Off-
nungswinkel von der GroBenordnung 1 ist, also

m—"1
6

Die Ansitze (4.6¢) und (4.6d) fiir die Entwicklung von 7, und 7, sind aus diesem Grund
konsistent.

~75) -7 = 0(1). 4.8)

4.3 Entwicklung der Randbedingungen

2
Fiir die durchgerechnete Entwicklung im Abschnitt 4.5 ist k£ o (%) und die Randbe-
dingungen (3.9) in der gestreckten Koordinate 77 werden zu:

dF ()| e &’F@)|

& . =0 F(n,) = dn, a7 . =0 (4.9a)
dF (@)] . _ &’F(m| _

@, 5(1-68)  F@)=56(1-6m, & | 0.  (4.9b)

Fiir ein freies Randwertproblem ist es notwendig, die Entwicklung der Position des
Randes (4.6c) und (4.6d) mit der Entwicklung fiir die abhéngigen Gré3en (4.6a) in Ein-
klang zu bringen. Dazu entwickelt man den n-ten Term F(™ der Entwicklung (4.6a) an

den beiden Rindern um den jeweiligen Randwinkel ﬁﬁ") bzw. ﬁgo) in eine Taylorreihe

(n) (7
™ (1) = po (7O 4 )
FO ) = FO (77) + =

(6ﬁ§1) + 8 4 ) +
~(0) L

=(m-7") (4.10)
1d°F™ ()

2
57 4 5252 ) o (i=1,2
2 d—ﬁQ ( nz + nz + + (Z ) )

70

und setzt diese in (4.6a) ein. SchlieBlich erhilt man fiir F' (7,):
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F(7;) = 6FO+

2 (=(1) (0’ (1)
g (nz FO 4 p )+ @1

+ 8 <ﬁ§2>F(°>’ + %ﬁ?)zF(")" + RO 4 F(2)> +... (i=1,2).

In der obigen Formel ist als Abkiirzung, um die Lesbarkeit zu erhalten, F(®) anstatt von

geschrieben worden.
_(o)

Mit (4.11) werden einerseits die Randbedmgungen (4.9a), geordnet nach Potenzen
von 9, zu

F(n) (ﬁSO)) und F(n)( anstatt von d F:n] ()

)=1 FO(7) =7 FO" (7?) =0 (4.120)
62 FO (7)) =0 FO (77) =0 FO" (70%) =0 (4.12b)
53 - F(?)' (7—7(10)) =0 F® (ﬁ(10)) =0 F(2)" <ﬁ50)> — _F(l)m (ﬁ( )) ﬁ(ll)’ (4.12¢)

wihrend aus (4.9b)

6:FO (7)) =1 FO () =7  FO" () =0 (4.13a)
g2 F' (ﬁg‘”) =-1 FO (—(0)) - 79 pw’ (ﬁgm) =0 (4.13b)
O FY (7)) =0 FO(RP) =0 FO"(57) = —FO" (77) 7"
(4.13¢)
folgt.

4.4 Entwicklung der vollstiindigen Bewegungsgleichung mit
k-Transportgleichung

Die im Abschnitt 3.1 vorgestellte Ahnlichkeitsvariable und die daraus resultierende Dar-
stellung der Geschwindigkeitskomponenten (3.4) durch die Stromfunktion ¢ = zF' (n)
werden nun verwendet. Laut Skizze 3.1 sind n; und 7, die Orte des oberen und des unteren
Randes der Trennschicht.

Nach Einsetzen des Ahnlichkeitsansatzes in die Bewegungsgleichungen (2.3) kann
man den Druck eliminieren, indem man die Gleichung (2.3b) mit n multipliziert und
danach zu Gleichung (2.3a) addiert:

2

d*F du'v’ d /—
~ () P = (F - 1) =, +n%( w? - 7). (4.14)

Den folgenden Entwicklungen wird die Bewegungsgleichung (4.14) zugrunde gelegt sein.
Zum SchlieBen des Gleichungssystems wird einerseits die k-Gleichung andererseits das
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Reynoldsspannungstransportmodell verwendet. Zuerst wird untersucht, wie sich das k-
Gleichungsmodell in der Ahnlichkeitsvariable  im Vergleich zu der Darstellung in Zy-
linderkoordinanten verhilt. Die Reynoldsspannungen (2.7) werden mit Hilfe des Ahnlich-
keitsansitze (3.4) auf die folgende Form gebracht:

— 2 d’F
u? = gk + 2¢(m — no) cﬂn\/EF (4.15a)
n
__ 2 d’F
’U’2 = gk) — 2¢ (7’]1 — ’I]Q) Cu’l]\/Ed—n? (415b)
— 2
w'? = §k (4.15c¢)
d*F
u' =c(m—m)c, (n° — 1) \/Ed—n? (4.15d)
uvw' =0 (4.15¢)
vw' = 0. (4.15f)

Durch Einsetzen der Reynoldsspannungen (4.15) in die vollstindige Bewegungsglei-
chung (4.14) erhdlt man in der gestreckten Koordinate 7:

- (1+ &*7%) FFJ = 48%¢,c (T, — T,) ’77-d— (ﬁ\/EF) +

d)
Konvektion N~
Normalspannungen

+c,e (M — ) (1 — 6°7°) % [(1 — 6°7°) \/EF”]

- e
-~

Scherspannung

(4.16)

In dieser Gleichung (4. 16) und im restlichen Verlauf dieses Abschnittes wird wegen
der Ubersichtlichkeit ’ fur geschrleben Setzt man die Storansitze (4.6) in die obi-
ge Gleichung (4.16) ein und verwendet die Tatsache, dass die ungestorte Anstromung

F(©) (7) = 7 ist, erhilt man geordnet nach Potenzen von § die folgenden Beziehungen fiir
FO, F® k0 ynd kO .

" d n
5 PO 4 e, (10 - 7) = (VEOFO ) =0 @179
T’ /
5 qF®" 4 FORO" (4.17b)
") -(0)) VEoF@ L FY oy
e (7 < ROFE 4 2P )+

+cc, (ﬁgl) — ﬁgl)) ﬁ (\/IRO—)F ”) =0

Verwendet man die Beziehungen (4.15) fiir die Reynoldsschen Spannungen in der k-
Gleichung in der gestreckten Ahnlichkeitsvariable 7, so hat diese die folgende Form:
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—0°Fk = U_c (T, — 72) [5477(—;% (n\/Ek') + 52% (\/Ek')] -

——
Konvektion ~ ~ -
Diffusion
) . P 4.18)
_ - 1" 2 2 D
RN ( ) ~cuc (T =)
Produktion Di R
15s1pation

Somit ergeben sich fiir die mit den einzelnen Ordnungen der Bewegungsgleichung
korrespondierenden Gleichungen der k-Transportgleichung:

5% - ﬁk(o)’ + Gut (ﬁ(O) 7750)) dd“ (,/k(O)k(O)’> _
g n

k

0)\ 3 (4.19a)
o (9 = 187) I (r7) - 2. =0
Cut (ﬁl — 7y )

56 . F(l)k(o)’ + ‘ﬁk(l)'+
d / d*
o () g (R ) g (VR -

Ok

ol S )

— cyuc [2 (ngo) _50)) VEO O F(2>”] -

(4.19b)

1)
_ @ _Lﬂ(mo))%_w(o) ’“(O) o
CuC (ngo) ﬁg0)> 277 — 74

Aus der Entwicklung der Bewegungsgleichung sieht man, dass weder fiir F(!) noch
fir F® die Normalspannungsterme eine Rolle spielen. Die Entwicklung unterscheidet
sich bis zu dieser Ordnung nicht von der Grenzschichtgleichung. Erst in der ndchsten Ord-
nung, also fiir F® | hitte der Normalspannungsterm einen EinfluB, was allerdings zu spit
ist. Wie im Abschnitt 4.5 gezeigt wird, braucht man zur Bestimmung von F'(") den Nor-
malspannungsterm noch nicht, um alle Randbedingungen erfiillen zu kénnen. Allerdings
ist das Vorhandensein der Normalspannungen in der Bestimmungsgleichung von F(?)
essentiell zur Erfiillung aller Randbedingungen. Dies ist in vollem Einklang mit Kapi-
tel 3.3, wo die Isotropie der Normalspannungen in Zylinderkoordinaten offensichtlich ist.
Die Darstellung in kartesischen Koordinaten zeigt ebenfalls, dass das k-Gleichungsmodell
mit der Verwendung des Boussinesq-Ansatzes fiir die turbulenten Scheinspannungen iso-
trope Turbulenz wiedergibt. Nach den Aussagen von Abschnitt 4.1 iiber den Impulssatz
kann dieses Modell prinzipiell nicht dazu beitragen, eine Losung des Problems zu finden.
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Die Entwicklung der k-Transportgleichung zeigt, dass schon in fithrender Ordnung
keiner der vorkommenden Terme, weder Konvektion, Diffusion, Produktion noch die Dis-
sipation fiir eine vollstindige Behandlung des Problems fiir 6 < 1 zu vernachlissigen
sind. Dies steht in Einklang mit Morwalds Analyse [19], wonach zwar im Hauptteil der
Trennschicht das Gleichgewicht aus Produktion und Dissipation dominant ist, aber am
Rand alle Terme der k-Gleichung gréenordnungsmiBig von derselben Bedeutung sind.
Fiir kleine relative Geschwindigkeitsunterschiede § und daraus resultierenden kleine Off-
nungswinkel wird der gesamte Trennschichtbereich zum “Rand”.

4.5 Entwicklung der vollstindigen Bewegungsgleichungen mit Reynolds-
spannungstransportmodell in Grenzschicht-Approximation

4.5.1 Reynoldsspannungstransportmodell in Grenzschicht-Approximation

Nachdem im Abschnitt 4.4 festgestellt worden ist, dass fiir § < 1 alle Terme in der Mo-
dellierung von gleicher Groenordnung sind, miisste man das Reynoldsspannungstrans-
portmodell in vollstindiger Form benutzen, wodurch es mit analytischen Mitteln unhand-
habbar wiirde. Im Abschnitt 4.1 iiber den Impulssatz ist gezeigt worden, dass der Term
u? — v fir die Problemldsung von essentieller Bedeutung ist. Da das Reynoldsspan-
nungstransportmodell selbst unter der vereinfachenden Annahme, dass nur die Produktion
und die Dissipation eine Rolle spielen, anisotrope Turbulenz liefert (s. Gl. (4.20b), (4.20c)
und (4.20d)), wird dieses Modell als ausreichend erachtet und in der Grenzschichtapproxi-
mation beniitzt. Verwendung der Geschwindigkeitskomponenten (3.4) ausgedriickt durch
die Stromfunktion F'(n) in den Ausdriicken fiir die turbulenten Scheinschubspannun-
gen des Reynoldsspannungstransportmodell in Grenzschicht-Approximation (2.37) und
(2.38) ergibt die folgende Form:

2
14 ° d F @208
= 1728,

4 + 602
) 4.20b
( 330r +) ( )

— 1- 1502
7 - 42

VF = 9 ( e ) k (4.20c)
w7 =2 ( o7 902) k (4.20d)

33C1

//:C_D‘/& 4.2
u'v . 4+2802k' (4.20e)

Im Abschnitt 4.1 ist erldutert worden, dass die Normalspannungen von entscheidender
Bedeutung fiir die Untersuchung des hier vorliegenden Problems sind. Aus diesem Grund
werden die vollstindigen Bewegungsgleichungen in der Form (4.14) verwendet. Aber bei
der Turbulenzmodellierung wihlt man eine Vereinfachung, die fiir die Untersuchung des
hier vorliegenden Problems ausreichend ist. Es wird sich zeigen, dass durch die Koeffi-
zienten in den Ausdriicken fiir die Normalspannungen (4.20b) und (4.20c) ausreichend
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Anisotropie dargestellt wird, um deren Einfluss bei der Entwicklung nach kleinen § stu-
dieren zu kénnen.

4.5.2 Ergebnisse der Entwicklung der vollstindigen Bewegungsgleichungen

Durch Einsetzen der Ausriicke (4.20) in die Bewegungsgleichung (4.14) erhilt man in
gestreckten Koordinaten:

(0 =) [(1 = 8%7%) B+ AT ™ + (1+8%°) 6F =0. (42D)

Um die Gleichungen (4.20) und (4.21) tibersichtlicher zu gestalten, sind die Konstanten
A und B eingefiihrt worden, die die empirischen Parameter des Turbulenzmodells zusam-
menfassen:

A._81+7CQ 1 002 _ 6 c2 22\ c? (4.222)
T 7116 \3a T 1la  15) & '
2\ /1 & 6& 2\
B=2(—) (=—-22-22,22) _ 4.22b
(1101> <301 o llg * 15) cd ( )

AuBerdem ist in Gleichung (4.21) ' fiir % verwendet worden. Man verwendet nun in der
Gleichung (4.21) die Ansitze (4.6a) fiir die Entwicklung von F' (7j) und die Entwicklun-
gen (4.6¢) und (4.6d) der beiden Orte der Rédnder (4.6¢) und (4.6d) und erhilt fiir die
einzelnen Ordnungen von §:

5 FO" =0 (4.23a)
2 it
5 B (7 - 7)) FO" 4+ FO =0 (423b)
4 A0 .
§# - (Eﬁ +9 =) FO) 4 B (ﬁﬁ") - ﬁg")) FO" L FO =0 (4.23c)
m" —Ts

Die Gleichung (4.23b) fiir F() entspricht der Grenzschichtgleichung und hat die von
Tollmien {36] angegebene Form fiir den Mischungswegansatz. Der erste Term in der zu
53 gehorigen Gleichung (4.23¢) beschreibt den Einfluss der Normalspannungen. Wie sich
spéter herausstellen wird, ist dieser Term fiir die Erfiillung aller Randbedingungen not-
wendig.

ErwartungsgemiB ist F(©) = 7 die ungestorte Anstromung, welche die Randbedin-
gungen (4.12a) und (4.13a) erfiillt. Der Verlauf der Funktionen F(®, F©®' ynd F©" jst
in Abbildungen 4.2, 4.3 und 4.4 dargestellt.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten der Funktion F(!) und der Positionen
ﬁ§°’ und ﬁgl) aus der Gleichung (4.23b) reicht es, fiinf der sechs Bedingungen (4.12b) und
(4.13b) zu verwenden, das Ergebnis ist

9

FO—__1 L —.
8

1
_4 — —
3ps’! T oagT T3

7+ (4.24)
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Die sechste Randbedingung ist ohne weiteres Zutun widerspruchsfrei erfiillbar. Dafiir ist
es notwendig, dass die beiden Randwinkel 7, und 7, betragsmiBig gleich groB sind und
den folgenden Wert annehmen:

) = -7 = 6B. (4.25)
1.00 [
090 |
cfep
0.50
035 |,
0.00 0.75 1.50
1

Abbildung 4.1: Parameterbereich empirischer Konstanten des Reynoldsspannungstrans-
portmodells in Grenzschichapproximation fiir Losungen ohne laterales Einstromen auf
beiden Seiten der Trennschicht; Punkt und Unterstrich kennzeichnen die Standardwerte
(vgl. Rodi [26])

Die Abbildung 4.4 zeigt, dass der Verlauf von kD2 o PO symmetrisch ist. Beendet
man die analytische Betrachtung mit dieser Ordnung der Entwicklung, kénnte man das
Ergebnis als zufriedenstellend erachten. Die Auslenkung der Trennschicht wird aber nicht
wiedergegeben.
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In der ndchsten Ordnung liefert dreimalige Integration der Gleichung (4.23c) ein Po-
lynom 7. Grades:

K K K. K A,
@ (7) = 2457 _3—5 2—4 + 2158 B 4.2
@ =577 + 507 + 947 6n+277+ 27 + Co. (4.26)
Um die Ubersichtlichkeit zu gewihrleisten, sind K, K, K3 und K4y Zusammenfassungen
schon eingefiihrter Konstanten:

1 1 —(1) _ 77(11)
K= - 5 B Ky = 55325 ( 3B + 1) (4.27a)
Kj = 2431734 <A - —2—12) | Ky = @, (4.27b)
wihrend A,, B und C, Integrationskonstanten darstellen:
Ay = —%ﬁ‘f’z By =~ <Il(;ﬁ(°) + 2504 K ) (427¢)
Cy = 21—4K2ﬁ§°)2. (4.27d)

Sowohl diese Konstanten als auch die Stérungen 77(11) bzw. 77(1) von 771 ) bzw. ng ) am
jeweiligen Rand sind durch fiinf der Randbedingungen (4.12c¢) und (4.13c) festgelegt. Die
Storung der Position des Randes ist:

132B _ _78B
7D = - s = (4.28)

35

In dieser Ordnung ist die sechste, noch nicht verwendete Randbedingung nicht ohne
weiteres erfiillt. Vielmehr kann man diese als Bedingung fiir die empirischen Konstanten
sehen, um der Forderung gerecht zu werden, kein laterales Einstromen auf beiden Sei-
ten der Trennschicht zuzulassen. Die folgende Vorgangsweise ist gewihlt worden: Die

Randbedingungen (4.12¢) und (4.13c) - auBer der Bedingung F(? ( Y )> = 0 - sind

zur Bestimmung von A,, B, Co, ”771 Y und 772 (1) herangezogen worden. Die empirischen
Parameter miissen zur Erfiillung der nicht verwendeten Randbedingung der folgenden
Beziehung gehorchen:

3
A=— 4.29
7 (4.29)
wobei A durch die Definition (4.22a) gegeben ist. Lost man die Beziehung (4.29) zum
Beispiel nach ¢, auf, findet man zwei Losungbereiche einer negativen und positiven Wur-

zelverzweigung. Einer der beiden Zweige liefert ausschlieBlich negative Werte von ¢, und
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—(0
n

FO) (1) FO (7)

0.03 F
FO@m  _ __T _
000 F————===—"7T ==

~0.03 |

_ =(0) ! L I !

m (0 _ —(0)
) 0.03 0.00 0.03 m

Abbildung 4.2: Terme fiihrender, 1. und 2. Ordnung der Entwicklung der Stromfunktion

F(7);¢c1=038,c0=0.63,¢c/cp =4

1.0 F
FO (7)
05
FO ()
0.0 = —=
—05 ,
FU (m

—1.0 L ! r

—7t ~0.03 0.00 0.03 7o

Abbildung 4.3: Terme fithrender, 1. und 2. Ordnung der Entwicklung der Ableitung der
Stromfunktion F' (7); ¢; = 0.8,¢c; = 0.63,¢c/cp =4
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—7 —0.03 0.00 0.03 70

Abbildung 4.4: Terme fithrender, 1. und 2. Ordnung der Entwicklung der zweiten Ablei-
tung der Stromfunktion F (7); ¢; = 0.8, ¢; = 0.63, ¢/cp = 4

wird daher verworfen, der andere Losungszweig ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Dort
sieht man Linien konstanter Werte von ¢, in Abhéngigkeit der Parameter c/cp und c;. Die
Literaturwerte der empirischen Konstanten liegen bei (vgl. Rodi [26]):

cfep | ¢ | ¢
036 | 15104

Tabelle 4.1: Standardwerte der empirischen Konstanten (vgl. Rodi [26])

Mit der iiblichen Wahl von ¢p =~ 1 ergibt sich ¢ ~ 0.36. Dieser Wert fiir ¢ ist
nicht aus der Literatur entnommen, sondern durch das Anpassen des Offnungswinkels
und der turbulenten Schubspannungsprofile an Experimente unter der Verwendung der
Randbedingung von Ting festgestellt worden. Der verwendete Wert liegt zwischen dem
fiir den Mischungsweg angegebenen Wert von ¢ = 0.1 (s. Rotta [28]) und dem fiir das
k-Gleichungsmodell angegebenen Wert von ¢ =~ 0.9 (s. Launder [13]).

In Abbildung 4.1 ist der Standardwert von ¢, durch Unterstreichung hervorgehoben,
die Werte von c¢/cp und ¢; sind durch einen Punkt angedeutet. Wie man sieht, liegen
die Standwerte von c¢/cp und ¢, im negativen Bereich von c,. Die in der Tabelle 4.1
angegebenen Werte lassen sich offensichtlich nicht mit der Bedingung (4.29) in Einklang
bringen.

Die Graphen 4.2, 4.3 und 4.4 zeigen die zwischen den ungestorten Randwinkeln '7750)

und 75" giiltigen Funktionen F®, F®' und F®". Man sieht, dass F®" nicht symme-
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trisch ist, genauso wie ﬁgl) und ﬁ‘{") betragsmaBig nicht mehr gleich sind. Die Auslenkung
der Trennschicht manifestiert sich in dieser Ordnung erstmals.

C/CD

| | | |

0.2 0.6 1.0 1.4

1

Abbildung 4.5: Linien konstanter Werte des Offnungswinkels A7(% in fithrender Ordnung
abhiéngig von den Modellkonstanten

4.5.3 Vergleich mit Experimenten

Im vorigen Abschnitt ist festgestellt worden, dass die in der Literatur gefundenen Wer-
te fur die empirischen Parameter nicht verwendet werden konnen, wenn die Bedingung
(4.29) nicht verletzt werden soll. Es stellt sich natiirlich die Frage, ob ein anderer Satz von
Parametern gefunden werden kann, um Ubereinstimmung mit experimentellen Daten zu
erzielen.

Der Offnungswinkel und das Maximum der turbulenten Scheinschubspannung sind
herangezogen worden, um geeignete Werte der empirischen Parameter zu wihlen. Die
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Abbildung 4.5 zeigt Linien konstanter Werte des Offnungswinkel in fiihrender Ordnung,
A7® = ﬁ(l) 7762), abhingig von ¢, und ¢/cp, wihrend konstante Linien der Maxima
der fiihrenden Ordnung der turbulenten Scheinschubspannungen in Abhangigkeit von ¢;
und c¢/cp im Graphen 4.6 angegeben sind. Zum Vergleich mit den experimentellen Daten
ist die turbulente Scheinschubspannung mit der Geschwindigkeitsdifferenz dimensionslos
gemacht, dann gilt in fiihrender Ordnung:

T w5 ) (R @)
= X .

(4.30)

U, - Uy & 8?2

C/CD 3

0.6 1.0 1.4

5]

Abbildung 4. 6 Linien konstanter Werte der Maxima der turbulenten Scheinschubspan-

nungen u*'v*'max / (Ut — U3)? in fithrender Ordnung abhingig von den Modellkonstan-
ten
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Die Tatsache, dass die Reynoldsspannungen in fithrender Ordnung unabhéngig von &
ist, ist experimentell (vgl. Mehta and Westphal [17]) und theoretisch (vgl. Townsend [37])
seit langerem bekannt.

Man kann aus der Abbildung 4.5 ablesen, dass der Offnungswinkel mit fallenden Wer-

ten von ¢/cp und steigenden Werten von ¢; grofer wird. Aus der Abbildung 4.6 kann

. . — (0 .
man die steigende Tendenz der Werte von u* v* fn;)n( / (U = U3)? mit fallenden Werten

von ¢/cp und steigenden Werten von ¢, ablesen.

Die Abbildung 4.7 zeigt u*v* max/ (U — U3)? abhiingig von & verglichen mit expe-
rimentellen Daten von Mehta und Westphal [17]. Die Graphen 4.8 und 4.9 geben Werte
des Offnungswinkels in Abhingigkeit von § wieder.

Die in Abbildung 4.8 dargestellten Datenpunkete fiir den Offnungswinkel An = 7,
(0.95)
2

(0.95)
1

sind aus Mehta und Westphal [17] entnommen, wihrend der Graph 4.9 von Ay =

77%0'9) - néo'g) auf Daten von Pui [23] zuriickgreift. Der hochgestellte Index gibt an, wel-

che Werte der Geschwindigkeitsverteilung bezogen auf die Anstromungen Uy und U;
vom jeweiligen Autor verwendet worden sind, um die Breite der Trennschicht zu defi-
nieren. Durch eine unterbrochene Linie wird die Beziehung (3.28) von Abramovich fiir
den Offnungswinkel abhzingig von § in den Abbildungen 4.8 und 4.9 dargestellt. In bei-
den Graphen findet man gute Ubereinstimmung der experimentellen Daten mit der Be-
ziehung (3.28), obwohl sich oy genau genommen auf die Definition der Breite von 5%
Abweichung von der Auenstromung bezieht.

0.015 [ . exp. [17]
— analytisch
'U'*"U‘Imax .
(U1~Us)°
0.012
I L 1 hd
0.0 0.2 0.4

Abbildung 4.7: Maxima der Reynoldsschen Schubspannungen in Abhéngigkeit von J;
¢y =0.8,¢c0 =0.63,¢c/cp =4

Die empirischen Parameter der in den Graphen 4.7, 4.8 und 4.9 angegebenen analyti-
schen Losungen sind derart gewihlt, dass gute Ubereinstimmung mit den experimentellen
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0.06

Sg

E' 0.04
0.02
0.00

exp. [17]
— analytisch

-— Gl.(3.28)

0.0 0.2 0.4

Abbildung 4.8: Offnungswinkel fiir 95% der Anstromungsgeschwindigkeit; ¢; = 0.8,
c2 =0.63,¢c/cp =4

0.06
;5-@
’glﬁ 0.04
0.02
0.00

exp. [23]
— analytisch

-— Gl (3.28)

0.0 0.2 0.4

Abbildung 4.9: Offnungswinkel fiir 90% der Anstrdmungsgeschwindigkeit; ¢; = 0.8,
c; =0.63,¢/cp =4
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Daten erzielt worden ist. Die Werte sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

C/CD Cy Co
4 0.8 |0.63

Tabelle 4.2: Empirische Parameter des Reynoldsspannungstransportmodells fiir Losungen
ohne laterales Einstromen

Der Parameter c; ergibt sich durch Auswerten der Beziehung (4.29).

Die experimentellen Verldufe der Maxima der turbulenten Scheinschubspannung ver-
glichen mit der Auswertung der Entwicklung (4.6) eingesetzt in den Ausdruck (4.20e)
stimmen zumindest fiir kleine ¢ gut iiberein. Auch die Tendenz der Werte des Offnungs-
winkel abhingig von ¢ wird von der Entwicklung (4.6) gut wiedergegeben. Dies erklirt,
dass in der Abbildung 4.10 die analytische Auswertung der Entwicklung (4.6) fiir 6 = 0.2
und die von Mehta und Westphal [17] entnommen Daten fiir die turbulenten Schubspan-
nungen gut iibereinstimmen.

Der sich durch die Rechnung ergebende Geschwindigkeitsverlauf (u* — U3) / (U + U3)
in die Hauptstromungsrichtung fiir § = 0.25 stimmt mit der experimentellen Auswertung
in der Abbildung 4.11 von Pui [23] ebenfalls gut tiberein.

6 0.17 [0.2 0.25
exp. 3.13 4.0 3.7
100 - u*?ax/ (UF = U3)? | anal! | 24.22 | 24.123 | 23.93
anal? [ 3.54 |3.53 | 3.51
exp. | 1.96 | 2.4 3.0
100 - v ay/ (U = U3)? | anal.! | 0.3928 | 0.3911 | 0.3881
anal.? | 1.78 1.77 1.76
exp. - - 3.9
100 - w**ax/ (Ur — U3)® | anal.l | 13.88 | 13.822 | 13.712
anal? | 2.34 | 233 | 231
exp. 1.5 1.39 1.25
100 - ¥ v* max/ (Ur = Uz)? | anal! | 1.42 [ 1.41 | 1.40
anal.? | 1.40 1.39 1.38

Tabelle 4.3: Maxima der Scheinspannungen in Abhingigkeit von §; experimentelle Werte:
1. und 3. Spalte Pui [23], 2. Spalte Mehta und Westphal [17]; analytisch ermittelte Werte:
anal.!: Entwicklung ohne laterales Einstromen (c/cp = 4, ¢; = 0.8, ¢; = 0.63)), anal.?:
Entwicklung mit Randbedingung von Ting [35] (¢/cp = 0.36, ¢; = 1.5, ¢c; = 0.4)

In der Tabelle 4.3 werden die experimentellen Werte der Maxima der turbulenten
Scheinspannungen und die analytischen Ergebnisse verglichen. Der Index 1 steht fiir die
Entwicklung mit den Randbedingungen ohne laterales Einstromen. Der Index 2 bezieht
sich auf dieselbe Entwicklung mit der Randbedingung von Ting [35] und den empirischen
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0.015 . exp. [17]
— analytisch

u' v*’

Uz -U3)?
0.005
0.000 . ' 1
7

Abbildung 4.10: Scheinschubspannung; ¢; = 0.8, ¢, = 0.63, ¢/cp = 4, § = 0.2

1.0_ .0..." e ® o o . . L)
S\;*N .
1]
ltﬁ 29 05 - e
A . exp. [23]
— analytisch
0.0 - .7
| | | |
—0.04 s 0.0 ™ 0.04
n

Abbildung 4.11: Geschwindigkeitskomponente in Hauptstromungsrichtung; ¢; = 0.8,
cp =0.63,c/cp =4,6 =0.25
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Konstanten laut Tabelle 4.1. Wie weiter oben erwéhnt sind die Reynoldsspannungen
unter der Voraussetzung der Selbstihnlichkeit in fithrender Ordnung unabhzngig vom re-
lativen Geschwindigkeitsverhiltnis 6. Mehta und Westphal [17] erkldren die gemesse-
nen fallenden Maxima der Reynoldsspannungen mit steigendem relativen Geschwindig-
keitsverhiltnis § durch den Einfluss des Turbulenzgrades der freien Anstromungen auf
die Trennschicht. Im Windkanal sei das Breitenwachstum der Trennschicht fiir 6 < 0.5
hauptsichlich vom Turbulenzgrad der Anstromungen beeinflusst, der aber fiir 6 < 0.5 im
Allgemeinen nicht von ¢ abhdngen wiirde. Die dimensionsbehafteten Werte der Reynolds-
spannungen sind dann zwar konstant, aber sobald man diese mit der Geschwindigkeitsdif-
ferenz U; — U; dimensionslos macht, ergeben sich natiirlich fallende Werte fiir steigende
d. Abbildung 4.7 zeigt, dass das Einbeziehen hoherer Terme der Entwicklung der asym-
ptotischen Losung, fallende Werte der Scheinschubspannung mit steigendem ¢ ergibt.
Gerade fiir kleine Werte von ¢ stimmt die analytische Kurve gut mit den Daten von Mehta
und Westphal [17] iiberein, obwohl der Einfluss des Turbulenzgrades der Anstrémungen
in der Rechnung nicht beriicksichtigt ist.

0.0 -

—-2.104

4. 10—4 L

Y —0.01 0.00 0.01 n{®

Abbildung 4.12: Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung; ¢; = 0.8, ¢ = 0.63,
C/ICD =4, 60=0.2

Die Diskrepanzen der in der Tabelle 4.3 angegebenen Messwerte und dem eben be-
sprochenen Verhalten der Reynoldsspannungen abhingig von ¢ sind wahrscheinlich durch
die unterschiedlichen Turbulenzgrade der Zustrémungen in den verschiedenen Windkani-
len zu erkldren.

Die Werte der Normalspannungen sind in guter Ubereinstimmung mit jenen Losun-
gen, die mittels der Randbedingung von Ting gefunden worden sind. Die analytisch be-
stimmten turbulenten Normalspannungen ermittelt mit den Randbedingungen ohne
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0.04

0.02

0.00

-0.05 0.00 0.05

Abbildung 4.13: Reynoldssche Normalspannungen; experimentelle Daten aus Pui [23];
0=0.25

0.2

0.1

0.0 - T

72 —0.005 0.000 0.005 m
n

Abbildung 4.14: Reynoldssche Normalspannungen; ¢; = 0.8, ¢; = 0.63, ¢/cp = 4,
6 =0.25
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laterales Einstromen sind nicht in Einklang mit den Messungen.

Die errechnete Normalspannung in Hauptstromungsrichtung u* ./ (U — U3)? hat

ungefihr den sechsfachen des gemessenen Wertes, jene in lateraler Richtung v* 2.,/ (U — U3 )

ein Zehntel des gemessenen Wertes, und w* *max/ (U7 — U3)? hat ungefihr den dreifa-
chen Wert verglichen mit den Messungen. In der Abbildung 4.13 sind Reynoldsschen
Normalspannungen nach Daten von Pui [23] angeben, wihrend die Abbildung 4.14 den
analytisch ermittelten Verlauf wiedergibt. Fiir den Verlauf von v (1) in der Abbildung 4.12
sind keine Messdaten gefunden worden, was daran liegen mag, dass diese Geschwindig-
keitskomponente betragsmiBig sehr klein ist.

4.6 Modifizierter Stéorungsansatz

Wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, kann die Stérung der 1. Ordnung fiir eine be-
liebige Wahl der empirischen Parameter die Randbedingungen (4.9) erfiillen. Erst durch
die zweite Ordnung gerdt man in Konflikt mit der mathematisch gesehen iiberzihligen
Randbedingung. Dadurch wird man gezwungen, eine Bedingung an die empirischen Pa-
rameter zu stellen, die auf physikalisch unrealistische Ergebnisse in den Normalspan-
nungen fiithrt. In diesem Abschnitt wird die Frage geklart, ob ein schwach nichtlineares
Anwachsen der Strahlbreite das Problem beheben kann. Verschiedene Messungen legen
ein lineares Wachstum der Trennschicht nahe (vgl. Mehta und Westphal [17], Pui und
Gartshore[23], Bell und Mehta [4]), allerdings berichten Mehta und Westphal [17] und
Pui und Gartshore[23], dass sie gerade bei kleinen § die Selbstihnlichkeit nicht zweifels-
frei verifizieren kénnen. Die Betrachtung eines Breitenwachstums abhingig von z*# kann
dimensionsrichtig nur durch die Einfithrung einer Bezugslinge L durchgefiihrt werden.
Der Exponent 3 wird in unserem Problem als Eigenwert in Erscheinung treten. Dies ist
vergleichbar mit der Potentialstrdomung um einen unendlich ausgedehnten Keil. Es gibt
bei diesem Problem ebenfalls keine charakteristische Linge. Die Potentialtheorie liefert
dafiir keine Losung, die die geforderten Randbedingungen erfiillen kann. Fithrt man eine
charakteristische Liange ein, findet man eine Losung, die bis auf einen einzigen Parameter
unbestimmt bleibt (vgl. Barenblatt [3, S. 297-298]). Interpretiert man diese Losung als
lokale Losung bzw. innere Losung (vgl. van Dyke [6, 68-70]) um die Spitze des Keils,
kann der unbekannte Parameter genutzt werden, um mit der Methode der angepassten
asymptotischen Entwicklung eine zur duleren Losung passende innere Ldsung zu kon-
struieren. In Analogie zu dieser Vorgangsweise soll im Folgenden iiberpriift werden, ob
fiir den Fall der turbulenten Trennschicht eine innere Losung gefunden werden kann. Die
charakteristische Liange L soll Abstinde nahe der Hinterkante der Platte beschreiben.
Formaler ausgedriickt, gibt es fiir eine Beziehung

o (U, Us,z*,y*,L]) =0 (4.31)
fiir die fiinf Einflussgro8en nach dem II-Theorem [9, 119-161] drei moégliche Potenzpro-
dukte, weil der Rang der Dimensionsmatrix zwei ist. Darunter sind die schon bekannten

Potenzprodukte Uy /U3 und n = y*/z* und ein moégliches Potenzprodukt gebildet mit der
charakteristischen Léange L
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e=1 2 (4.32)
T

Dabei ist £ so gewihlt, dass z*# vorkommt. Dies kann physikalisch als das von der Linge
z* abhingige Breitenwachstum interpretiert werden. Uber den Exponenten 3 kann durch
die Dimensionsanalyse keine weitere Aussage gemacht werden. Dies nennt Barenblatt
[2, S. 145-160] ein Ahnlichkeitsproblem 2. Art. Im vorigen Abschnitt sind nur vier Ein-
flussgroBen betrachtet worden, und da der Rang der Dimensionsmatrix zwei bleibt, sind
nur zwei Potenzprodukte moglich, in denen keine unbekannten Exponenten vorkommen.
Dies wird bei Barenblatt [2, S. 145-160] ein Ahnlichkeitsproblem 1. Art genannt.

Da wieder kleine Geschwindigkeitsunterschiede untersucht werden, wird die gestreck-
te Koordinate

z_ &
&= )
eingefiihrt. Der folgende Ansatz wird als Entwicklung fiir die Geschwindigkeitskompo-
nente in Hauptstromrichtung angenommen:

(4.33)

u(7,6) =140/ (M) + 6 (%) f(6) +0(8%). (4.34)
In Abschnitt 4.5 ist gezeigt worden, dass die Storung der 1. Ordnung alle Randbedingun-
gen (4.12b) und (4.13b) erfiillt, daher bleibt sie unverdndert. Die Stérung 2. Ordnung ist
eine Funktion der neuen Ahnlichkeitsvariable . Der Exponent o wird eingefiihrt, um eine
zusitzliche freie Wahlmoglichkeit zu erhalten, wobei o < 1 gelten soll, um die schwa-
che Nichtlinearitit darzustellen. Der Exponent in der Ahnlichkeitsvariablen soll ebenfalls
Werte annehmen, die die schwache Nichtlinearitit zum Ausdruck bringen, also 8 = 1.
Mit der Geschwindigkeitsstorung 2. Ordnung in der Entwicklung (4.34) wird die zugeho-
rige Stromfunktion 5 zu

yt x* —Q L:(,B—l y* .
we [ (5) " n (o

2\ P~ € o z*\ A B
=L} (—) fo(§)dE=0oL; (—) F® (g, (4.35)
L; £ L
wobei F® (EO) = () gesetzt worden ist. Die Entwicklung der Stromfunktion lautet daher
— T* f-o _
Y (7,€) = z*on + 6% Fy () + 6°L; (f) Fy(€) +.... (4.36)
Die Geschwindigkeitskomponente in Hauptstromungsrichtung wird zu
- dF (7) (x) dF: (8)
u(mé)=1+6——=+6 | — _— .., 4.37
(7,€) & 7 = (4.37)

und die v-Komponente hat die Gestalt
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v(@1.8) = (10 - Fi ) +

+\ B—a-1
e _dF; (§)
o <L_) 3

Im Unterschied zum vorigen Abschnitt wird kein konkretes Turbulenzmodell betrachtet,
um sich die Moglichkeit frei zu halten den Einfluss eines konkreten Modells im Nach-
hinein studieren zu kénnen. Es wird daher eine Entwicklung fiir die einzelnen Reynolds-
Spannungen angesetzt:

(4.38)

BE - (B-a)F(£)

w2 = 622V (7)) + 8 <%> 2 (8) + ... (4.392)
7 = 5% () + 88 <z—) e @ +... (4.39b)
o7 = 577 (7) 4 6° <% S @ (4.39)
7V = 8% (7)) + 6 (;—) e @ +.... (4.39d)

Fiir die Exponenten o und S werden die Ausriicke

o = A15 und B =1+ 315 mit Al =0 (1) y Bl =0 (1) (440)

verwendet, um die schwache Nichtlinearitit darzustellen. Setzt man die Entwicklungen
(4.34) und (4.39) in die Bewegungsgleichungen (2.3) in z*- und y*-Richtung ein , kann
man den Druck in fithrender Ordnung eliminieren, indem man die Gleichung in y*-
Richtung mit 677 multipliziert und die beiden Gleichungen dann addiert. Geordnet nach
Potenzen erhélt man die folgenden Ausdriicke:

&eF o

§ i = e =0 (4.41a)
dn dn
e _d?F, LY duo® R 1_d () ()

§: AE dEZQ - T = _;F1 dn21 g (v (w2 - w2} @a1v)

Aufgrund der Entwicklung (4.34) und der Ausdriicke (4.40) fiir o und 3 entspricht die
Bewegungsgleichung 1. Ordnung (4.41a) der Entwicklung im vorigen Abschnitt 4.5, al-
so der Grenzschichtgleichung. In der Ordnung 6 treten zwei uniiberwindliche Probleme
auf: Erstens kann in der Gleichung (4.41b) z nur eliminiert werden, wenn «« = 0 und
B = 1. In diesem Fall geht aber die Gleichung (4.41b) in die Gleichung (4.23c) des
Abschnitts 4.5 tiber. Zweitens verhindert das Auftreten des Kopplungsterms mit der nied-
rigeren Ordnung, der F} enthilt, dass die Gleichung (4.41b) als Bestimmungsgleichung
fiir die Groen der 2. Ordnung verwendet werden kann, weil nicht ausschlieBlich Grof3en
vorkommen, die von £ abhiingen.
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4.7 Diskussion der Ergebnisse

Im Abschnitt 4.5.2 ist gezeigt worden, dass mittels der Entwicklung (4.6) analytische L6-
sungen gefunden werden konnen, fiir die kein laterales Einstromen in die Trennschicht
zugelassen wird. Da die Differentialgleichung (4.21) dritter Ordnung ist und zwei unbe-
kannte Orte der Ridnder mitzubestimmen sind, braucht man fiinf Randbedingungen, um
eine eindeutige Losung zu erhalten. Wihrend die Tatsache, dass die ungestorte Grund-
stromung F'(©) alle sechs Randbedingungen erfiillt, nicht weiter erstaunlich ist, kann man
dies von der Abweichung F1) nicht behaupten. F(!) erfiillt ebenfalls alle sechs zugehori-
gen Randbedingungen fiir jede beliebige Wahl der empirischen Konstanten des Reynolds-
spannungstransportmodells in Grenzschichtniherung, obwohl dies einem iiberbestimm-
tem Gleichungssystem entspricht. Erst durch die Anwendung des Impulssatzes im Ab-
schnitt 4.1 wird diese Tatsache erhellt: F() ist in nichtgestreckten Koordinaten 7 ge-
nau der Term der Ordnung O(4), der bei der Linearisierung des Problems auf keine Wi-
derspriiche mit dem Impulssatz fiihrt. In der 1. Ordnung der Entwicklung ist es daher
moglich, sowohl kein laterales Einstromen in die Trennschicht zu fordern als auch die
von Ting [35] angegebene Randbedingung zu verwenden. In beiden Fillen kdnnen alle
Randbedingungen mit den Standardwerten der empirischen Konstanten erfiillt werden.
Experimentatoren (z.B.Mehta und Westphal [17] oder Pui und Gartshore[23]) verwenden
iiblicherweise Gortlers [8] Losung 1. Ordnung als analytische Vergleichsfunktion, welche
genauso wie F' 1)’ (bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems) eine ungerade Funktion
ist. Ublicherweise sind die Daten der Experimentatoren um die Auslenkung der Trenn-
schicht verschoben angegeben, sodass die Funktion FO', bei der die Auslenkung noch
keine Rolle spielt, und Gortlers Losung der filhrenden Ordnung gut mit den Messdaten
tibereinstimmen.

Genauso wenig wie zu erwarten ist, dass die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung (4.21) fiir beliebige relative Geschwindigkeitsverhéltnisse ¢ “zufillig” alle sechs
Randbedingungen (4.9) erfiillt, gilt dies schlieBlich fiir die Storung der 2. Ordnung F'®),
Nur durch eine eingeschrinkte Wahl der empirischen Konstanten des Turbulenzmodells
ist es moglich, die mathematisch gesehen iiberzihlige Randbedingung zu erfiillen. In die-
ser Ordnung lésst sich die Auslenkung bestimmen.

Die Abbildung 4.1 zeigt, dass die in der Literatur angebenen Standardwerte der em-
pirischen Konstanten des Reynoldsspannungstransportmodelles nicht in einem verwend-
baren Wertebereich liegen, um die Forderung, kein laterales Einstromung in die Trenn-
schicht zuzulassen, erfiillen zu konnen. Daher sind experimentelle Daten fiir das Ma-
ximum der Scheinschubspannung und den Offnungswinkel herangezogen worden, um
Werte der empirischen Konstanten zu finden, die die analytische Losung in Einklang mit
den experimentellen Daten bringen. Die Verldufe der Scheinschubspannung (Abbildung
4.10) und der Geschwindigkeitskomponente in z*-Richtung (Abbildung 4.11) stimmen
gut mit experimentellen Daten tiberein. Die Abbildung 4.13 der von Pui [23] gemesse-
nen Verlaufe der Reynoldsschen Normalspannungen zeigt, dass in der Trennschicht nicht
vollig isotrope Turbulenz herrscht. Die Maxima der Reynoldsschen Normalspannungen
sind allerdings von derselben GroBenordnung. Die analytisch ermittelte Losung, die eine
ungestorte Zustromung zuldsst, stimmt damit nicht {iberein, denn die in Abbildung 4.14
wiedergegebene Anisotropie ist viel stirker als die der Messdaten.
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Die Untersuchung in Abschnitt 4.6 von schwach nichtlinearem Verhalten des Brei-
tenwachstums der Trennschicht nahe der Hinterkante der Platte hat zur Einsicht gefiihrt,
dass das schwach nichtlineare Verhalten nicht ausreicht, um das Paradoxon aufzuldsen.
Als einziger l6sbarer Sonderfall ergibt sich wieder das lineare Breitenwachstum.

Alle in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Vorschlige setzen eine Ahnlichkeitslo-
sung voraus, die durch das lineare oder schwach nicht lineare Wachstum der Trennschicht-
breite motiviert sind. Da aber keine physikalisch befriedigenden Losungen gefunden wor-
den sind, muss dieses Konzept hinterfragt werden. Zumindest nahe der Hinterkante der
Platte sollte das zweidimensionale Verhalten der Stromung untersucht werden. Die bishe-
rigen experimentellen Untersuchungen lassen einigen Interpretationspielraum zu. Mehta
und Westphal [17] und Bell und Mehta [4] zeigen, dass sich die Selbstahnlichkeit der
Reynoldsspannungen erst ab einem gewissem Abstand von der Hinterkannte einstellt. Im
Unterschied zu analytischen Betrachtungen sind bei Experimenten immer Winde in end-
licher Entfernung vorhanden. AuBlerdem lisst sich iiber das Verhalten der Stromung am
Rand der Trennschicht (vgl. Pui und Gartshore [23]) keine eindeutige Aussage machen.
Es liegt im Bereich des Moglichen, dass am Rand Riickstromungsgebiete auftreten, um
die globale Impulsbilanz zu erfiillen.
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S Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Losungsmoglichkeiten des Problems der ebenen turbu-
lenten Trennschicht vorgeschlagen, die in der Anstromung keinerlei Stérung induzieren,
und beziiglich ihrer Tauglichkeit gepriift.

Zunichst wurden Losungen auf numerischem Weg gesucht, indem man die vollstin-
digen Bewegungsgleichungen mit dem k-Gleichungsmodell in Zylinderkoordinaten be-
trachtete. Dafiir war es notwendig, das Verhalten der Gleichungen am Rand der Trenn-
schicht auf analytischem Weg zu untersuchen. Es stellte sich ein Widerspruch zwischen
der iiblichen Wahl der Konstante des Diffusionsparamters oy = 1 mit der Entwicklung
heraus. Die Forderung, dass die Terme der Entwicklung reelle und endliche Werte ergeben
sollten, schien nur einen moglichen Bereich von 2 < gy < 2.5 zuzulassen. Eine Variation
siamtlicher Parameter des k-Gleichungsmodells, um die beidseitig ungestorte Anstromung
zu erreichen, stellte sich mit numerischen Mitteln als nicht unmittelbar durchfiihrbar her-
aus. Um die fiir die numerische Rechnung notwendigen Startlosungen zu erhalten, wurden
regulire Entwicklungen nach kleinen relativen Geschwindigkeitsverhéltnissen durchge-
fithrt. Daher war es naheliegend, diesen analytischen Weg weiter zu verfolgen.

In der 1. Ordnung der Entwicklung waren alle Randbedingungen fiir eine beliebige
Wahl von Parametern des Turbulenzmodells erfiillt. Es war in dieser Ordnung von keiner-
lei Bedeutung, was fiir eine Randbedingung gestellt wurde, um die Diskrepanz zwischen
der Anzahl der Randbedingungen und der Anzahl der Integrationskonstanten aufzultsen.
Es wurde gezeigt, dass diese Tatsache im Einklang mit dem Impulssatz zu sehen war: In
fithrender Ordnung hebt die Linearisierung der Geschwindigkeitsverteilung beziiglich o
den Widerspruch zwischen der integralen Massenerhaltung und dem Impulssatz auf. Dies
erkldrt, weshalb fiir geeignete Parameter des Turbulenzmodells immer gute Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Daten erreicht werden konnte. Selbstverstindlich konnte
die Auslenkung der Trennschicht erst in der ndchsten Ordnung berechnet werden.

Die Betrachtung des Impulssatzes machte auch klar, dass fiir 6 = O (1) die turbu-
lenten Normalspannungen von entscheidender Bedeutung sind, um einen Widerspruch
mit der Massenerhaltung zu vermeiden. Daher ist das k-Gleichungsmodell offensicht-
lich nicht geeignet, weil es vollig isotrope Turbulenz liefert. Trotz dieser Tatsache wur-
de die Entwicklung der vollstindigen Bewegungsgleichung und k£—Gleichung in karte-
sischen Koordinaten angegeben. Diese zeigte, dass fiir § < 1, und daher gleichzeitig
schlanken Schichten, alle Terme der k-Gleichung von derselben Grof3enordnung waren.
Das Reynoldsspannungstransportmodell in Grenzschichtndherung wurde jedoch als aus-
reichend erachtet, um den Einfluss der anisotropen Turbulenz analytisch studieren zu kon-
nen. In der 2. Ordnung der Entwicklung ergab sich eine Bedingung fiir die empirischen
Parameter des Modells, um alle Randbedingungen fiir eine ungestorte Zustromung zu er-
fiillen. Im Vergleich mit experimentellen Daten stellte sich allerdings heraus, dass keine
Ubereinstimmung mit allen GroBen erzielt werden konnte. Die Breite der Trennschicht
und das Maximum der turbulenten Scheinschubspannung wurden verwendet, um konkre-

-te Werte der Parameter zu wihlen. Die sich ergebenden turbulenten Scheinnormalspan-
nungen unterscheiden sich um ein Vielfaches von den Messwerten aus der Literatur.

Durch die Einfithrung einer charakteristischen Léinge, die die Umgebung nahe der
Hinterkante der Platte beschreiben sollte, kam in der analytischen Darstellung der tur-
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bulenten Trennschicht ein Eigenwert vor, der zur Anpassung an die Randbedingungen
hitte verwendet werden konnen. Physikalisch gesehen, war dies als ein Abgehen vom
linearen Breitenwachstum der Trennschicht zu interpretieren. Wegen des Vergleichs mit
Experimenten und der Tatsache, dass die bisherigen analytischen Ergebnisse relativ gu-
te Ubereinstimmung ergaben, wurde davon ausgegangen, dass die Abweichung von der
klassischen Ahnlichkeitsstruktur nur schwach sein konnte. In der Entwicklung nach &
traten in 2. Ordnung jedoch Widerspriiche auf, die sich nur im bereits untersuchten Son-
derfall linearen Breitenwachstums beheben lie3en
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