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Kapitel 1

Summierungsverfahren

1.1 Grundlagen von Summierungsverfahren

In der Theorie der Summierungsverfahren beschéftigt man sich mit der Fra-
ge, wie man — nicht notwendigerweise konvergenten — Folgen oder Rei-
hen einen Grenzwert zuordnen kann. Man spricht von einer Limitierungs-
vorschrift A, wenn A gewissen Folgen einen Grenzwert zuordnet. In vielen
Féllen wird eine Vorschrift durch eine Matrixtransformation definiert. Das
Wirkfeld 2A eines Verfahrens bezeichnet die Menge aller durch die Vorschrift
erfafiten Folgen.

Natiirlich ist man auch daran interessiert, verschiedene Verfahren miteinan-
der zu vergleichen. Besitzen zwei Verfahren A und B das gleiche Wirkfeld, so
nennt man sie dquivalent und schreibt dafiir A ~ B. Zwei Verfahren heifien
vertrdglich, wenn niemals ein und derselben Folge verschiedene Grenzwerte
zugeordnet werden. Man nennt ein Verfahren A stdrker als B falls 8 C A
gilt und schreibt dafiir auch B C A. Gilt sogar B ; 2, dann heifit A echt
stirker als B (B C A). Man spricht von unvergleichbaren Verfahren A und
B (A oC B), wenn weder B C A noch B D 2 gilt. Ordnet ein Verfahren
A jeder konvergenten Folge ihren eigentlichen Grenzwert zu, so heifit A per-
manent oder requldr.

Ein Matrixverfahren besteht aus einer Matrix A der Gestalt (ajx)ik=o0,1.,...
mit komplexen Eintrdgen und die zugehorige Matriztransformation hat die

Form
o0

(t)ien = Alsi)ren mit & =Y agsp (1=0,1,...).
k=0

Da jeder Folge (sp)ren eindeutig eine Reihe Y~ uy, zugeordnet werden

kann, die s, als Teilsumme hat, ist es moglich die Matrixtransformation fiir
die Reihenglieder zu erklédren

[e o]

(t)ien = A(sk)ken = A(tpm)men  mit = Z AimUm (1 =0,1,...).

m=0
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In diesem Fall spricht man von einem Matrixverfahren A in Reihe-Folge
Form und analog von einem Verfahren in Reihe-Reihe oder Folge-Reihe
Form.

Fine Zusammenstellung der meisten Verfahren und die wichtigsten Resulta-
te findet man in [11].

1.2 Cesaro Verfahren

Sei s, = ag + a1 + - -+ + a, die n-te Partialsumme der Folge (ay)ren und
kovergiert das arithmetische Mittel der aus den Partialsummen gebildeten
Folge gegen einen Wert s, also

. sot sy
lim ————— =5,
n— oo n-+1

dann nennt man s die (C'1) Summe der Reihe Y 2 a,, und den (C'1) Limes
von s,. Man sagt auch die Folge (ag)ren ist (C1) summierbar zum Wert s.
Dieses Verfahren heifit Cesaro Verfahren und wird auch mit C bezeichnet.
Die Permanenz des C Verfahrens folgt unmittelbar aus dem Cauchy’schen
Grenzwertsatz.

Eine Verallgemeinerung ist das Cy (kK = 1,2...) Verfahren, welches eine
modifizierte Iteration des C7 Verfahrens ist. Sei (ap)nen eine Folge, dann
definiert man zunéchst die Groflen

Sk = g1 L gk gD gy k=12,
und fiir £ = 0 setzt man
ST(LO) =ag+ai+--+ an.
Das C}, Verfahren ist dann gegeben durch

S

Gilt ¢ — s fiir n — oo, dann ist die Reihe > >° ja, (Ck) summierbar
zur Summe s. Die Groflen Sék) kann man explizit durch die Folgenglieder a,,

ausdriicken. Beachtet man, dass St = Y iso Sl(k_l)
erzeugende Funktion

n=0 n=0 n=0

n=0 [=0

, so erhilt man fiir die

o

1 k—1),.n 1 P& 0),.n
I :...:<1_m> 3 50n =
n n=0

=0

1 k oo n 1 k+1 oo
:<1_$> ZZam":(l_w> Zanac”.

n=0 [=0 n=0
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Die Funktion (1 — 2)~*~! besitzt die Reihenentwicklung

1 ktl = (n+k n
(=) -2 ()
n=0

und daher erh&lt man fiir die gesuchten Groéfien Sy(lk)

so=3 ("I s = (M e )

=0 1=0

Die Gleichung (1.2) lé8t eine weitere Verallgemeinerung fiir beliebige k € R
zu. Da (”:k) =0 fur n > —k — 1, muss wegen Gleichung (1.1) stets k > —1
gelten. Man erhélt daher folgende Definition:

1.2.1 Definition. Sei (a;k)ken eine Folge und s; = ag + a1 + - -+ a; und
a € R, a > —1, dann ist das Cesaro Verfahren C,, durch die Transformation

@ _ 1 “n—l+a—1 _ 1 “n—k+a
Cn (n+a) Z( n—1 S (n+a) Z n—=k Ak

n =0 n k=0

gegeben.

1.3 Abel Verfahren

Ein weiteres Summierungsverfahren ist das Abel Verfahren, welches auch
nach Euler oder Poisson benannt ist.

1.3.1 Definition. Sei (a,)nen eine Folge und s, = ag + a1 + - - - + a,,. Das
Abel Verfahren Ap ist dann durch die Beziehung

t, =1t(z) = (1—Z)Zskzk = Z amz™ (0<z—1-)
k=0 m=0

gegeben.

1.3.2 Bemerkung. Die Permanenz des Abel Verfahrens folgt aus dem Abel-
schen Grenzwertsatz.

1.3.3 Beispiel. Betrachtet man die Folge a, = (—1)", dann ist die Reihe
>l an divergent. Es gilt aber

e}

1
Z(—l)nz” =—— fir |z|]<1
1+ 2
n=0
und weiters
. 1 1
lim = -
z—1-14+z 2

Also ist die Folge a,, = (—1)" Abel summierbar zum Wert 1/2.
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1.3.4 Satz. Ist eine Folge C, (o > —1) summierbar, dann ist sie auch A;
summierbar zum selben Wert.

Beweis. siehe [5, Seite 108]. O

1.4 NoOrlund Verfahren

1.4.1 Definition. Sei (a;);en eine Folge, s; = agp + a1 + ---a; und P, =
po+p1+- -+ pn wobei p, > 0 sowie pg > 0. Weiters sei p(z) die Erzeugende
Funktion der p,, n € N, dann ist das Nérlund Verfahren (N, p) = N, durch

1 — 1 «
th = FnZPn—m = Fnzpn—kak: (I1=0,1,...)
1=0 k=0

gegeben.

1.4.2 Bemerkung. Die Wahl p(z) = (1 — 2)™® mit a > —1 liefert gerade das
C,-Verfahren, denn es gilt

o) =m= (57

P - " <l+a—1> _ (n—{—a)‘
l n
=0

Also ist jedes Cesaro Verfahren ein Norlund Verfahren.

und

1.4.3 Satz. Die Bedingung
Pn

n

—0 fir n— oo

ist hinreichend und notwendig fiir die Permanenz des (N, p)-Verfahrens.
Beweis. siehe [5, Seite 64]. O

1.4.4 Bemerkung. Das C,-Verfahren ist permanent, denn es gilt:

(n—i—z—l)_ a )
(nZQ) —n+a—>0 fiir n — oo.
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1.5 Allgemeine Euler Verfahren

1.5.1 Definition. Sei (u;,)men eine Folge, dann ist das allgemeine Euler-
Verfahren (E,p) = E, definiert durch

o0 o0 oo
Z vpw" = Z umz™  wobei z=p(w) = Zpkwk.
n=0 m=0 k=0

Weiters sei p(w) holomorph und schlicht fiir |w| < 1 und es soll p(0) = 0
sowie p(1) =1 gelten.

1.5.2 Satz. Ist p; > 0 und gilt Y ;> pr = 1, dann ist (E,p) permanent.

1.6 Gronwall Verfahren

T. H. Gronwall fiihrte in [4] ein neues Summationsverfahren ein. Es basiert
auf zwei Funktionen p(w) und g(w) mit folgenden Eigenschaften:

Die Funktion p(w) ist holomorph fiir |w| < 1 aufier bei w =1 und z = p(w)
bildet |w| < 1 schlicht! auf ein Gebiet D innerhalb von |z| < 1 ab, wobei
p(0) = 0 und p(1) = 1. Die inverse Funktion ist holomorph auf 9D aufler
bei z = 1 und in diesem Punkt gilt die Entwicklung

l-w=00-2)Ma4+a(1-2)+---), A>1, a>0. (1.3)

Die Funktion ¢(w) besitzt die Potenzreihenentwicklung

qw) =Y guu", g #£0V¥neN (1.4)
n=0

und g(w) # 0 fiir |w| < 1. Weiters soll gelten
qw) =1 —-w)"*+y(w), a>0 (1.5)
wobei y(w) fiir |w| < 1 holomorph ist.

1.6.1 Definition. Ein Gronwall Verfahren G(p,q) ist durch zwei Funktio-
nen p(w) und ¢(w) bestimmt, wobei p(w) sowie g(w) die oben gemachten
Voraussetzungen erfiillen. Die Gréfen t,, werden erzeugt durch die Identitét

oo 1 oo
Un 2™ = ——= Y gutpw" (1.6)
= T g

und gilt
t, —» s fir n— oo,

dann ist die Reihe ug + u1 + ug 4+ - - - Gronwall summierbar zur Summe s.

'd.h. p(w) ist holomorph und injektiv fiir |w| < 1.
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Fiir das Gronwall Verfahren gelten folgende drei Sétze (siehe [4]):

1.6.2 Satz. Die Reihe Y uy, sei G(p,q) summierbar zum Wert s und die in
einer Umgebung von z = 0 definierte Funktion

o0
o(z) = Z Upz"
n=0

sei holomorph im inneren von D. Dann gilt
o(z) = s fir z—1

gleichmdfSig fiir jede Anndherung innerhalb von D, welche z = 1 im inneren
von

z:l—rew, — o < @ < Yg, <,00<% und 1 >0

erreicht.

1.6.3 Satz (Zusammenhang mit dem Cj Verfahren). Ist A > 1 in
(1.3), dann gilt Cy, C G(p,q) mit Vertraglichkeit.

1.6.4 Satz. Seien G(p,q) sowie G(p1,q1) zwei Gronwall Verfahren mit den
Konstanten A sowie A1 und den Bildgebieten D bewziehungsweise Dy. Es
gilt G(p,q) C G(p1,q1) mit Vertriglichkeit, falls \y > X\ und D1 C D.

1.6.5 Lemma. Das Gronwall Verfahren G(p,q) setzt sich aus dem Nérlund
Verfahren (Reihe-Folge Form) und dem allgemeinen Euler Verfahren (Reihe-
Reihe Form) zusammen:

G(p.q) = N(9)E(p).

Beweis. Summiert man die Reihe >~ uy, mit dem allgemeinen Euler Ver-
fahren E,, dann gilt

(0.9} o0 oo
Z vpw" = Z umz™  wobei z=p(w) = Zpkwk.
n=0 m=0 k=0

Gleichung (1.6) schreibt sich daher als

00 co k 9]
q(w) Z vpwk = Z Z qk_jvjwk = Z Gntpw"
n=0

k=0 k=0 j=0

und man erhélt durch Koeffizientenvergleich

n
Z Qn—jVj = qntn.
Jj=0
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Setzt man g, = > r_y @k = Qn, dann erhilt man

1 = ~
tn = 5 ZQn—jUj-

Also sind die Groflen ¢, gegeben durch ein Norlund Verfahren N(G) mit
q(z) = q(z)(1 - 2). =

1.6.6 Lemma. Fir § > 0 wird durch die beiden Funktionen

—5
1-Vi—w L+ivi—w)
S 14+V1I-w Vi—w

ein Gronwall Verfahren gegeben. Fiir die Folgenglieder t,, dieses Verfahrens

qgilt:
" /n m)!
" Z@ (m) R

m=

p(w)

und q(w) =

Beweis. Zunéchst muss man die geforderten Voraussetzungen fiir p(w) sowie
g(w) iiberpriifen. Die Funktion p(w) ist holomorph fiir |w| < 1 aufler bei
w =1 und fiir den positiven Zweig der Wurzel gilt p(0) = 0 sowie p(1) = 1.
Definiert man g(w) := v/1 — w und h(w) := %_T_—’w”, dann gilt

z=p(w) = h(g(w)).

Die Funktion g(w) bildet daher die lings der reellen Achse von w = 1 bis
w = 400 aufgeschlitzte Ebene, welche in Polorkoordinaten gegeben wird
durch,

l—w=pe¥ mit —<p<iy, p>0

auf die rechte Halbebene
z=re® mit —g<cp<g, r>0

ab. Diese Abbildung ist holomorph und auch injektiv, also schlicht. Die

Cayley Transformation f(w) := 7 bildet die obere Halbebene {z : Jm 2 >
0} konform auf den Einheitskreis D := {z : |z| < 1} ab. Daher bildet h(w) =
f(iw) die rechte Halbebene {z : RRe z > 0} konform auf D ab. Somit ist die
Abbildung p(w) fiir |w| < 1 schlicht mit Bildgebiet D C D.

Sei z = p(w), dann gilt

1—2z
1+ 2
und daher fiir die inverse Funktion

= Vi—w. (1.7)

4z
(14 2)%

p(z) =
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Die inverse Funktion ist also fiir z # —1 holomorph. Fiir |z| < 1 gilt

(142)* = i (2‘)2"

n=0

und somit

1 =12 1 [/-2\ [z-1\"
—2 _ 1 _ = .
(1+2) —4<1+ 5 ) 4Z<n)< 5 ) fiir
Wegen (1.7) gilt daher

1—w_(1—z)2%§:<_n2> <—%)n(1—z)n fiir ’%1‘<1,

n=0

z—1
2

<1

also ist (1.3) erfiillt mit A =2 > 1 und a = 1 > 0. Nach der Cauchy’schen
Integralformel gilt fiir den Koeffizienten ¢, in g(w) = > ; gpw”

1 q(w)
dn = % é wn+1dw.

(0+)

Mit Hilfe der Substitution

4s < 4 8s >ds4(1_8)d

:mﬁdw— GG+1)2 (s+1)3 _(1+8)3s

erhilt man zunichst fiir v/1 — w

N Vs+1)2—4s 1-s

1+s 14

und daher fiir ¢(w)

—_

—S

1-6
s) _(1—|—8)5
1—s °

/N
DO

_l’_

—=| NI
|| =
w| +

q(w(s)) =

[y
+
»

Somit gilt fiir den gesuchten Koeffizienten g,

o O G L T

dn =

2mi 1—5s (1+4s)3 4ntlgntl * 7 o 4rgntl
(0+) (0+)
1, saon_1 L [(0+2n—1Y\ 1 (0+n),

Da stets § > 0 gilt, ist ¢, # 0 fiir alle n € N. Weiters besitzt ¢(w) fir |w| < 1
keine Nullstellen.
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Um die Folgenglieder ¢,, zu bestimmen, muss man zunéchst die Koeffizienten
tnqn berechnen. Wegen Gleichung (1.6) und der Cauchy’schen Integralformel
gilt fir t,qn:

q(w) > 0o um2™
o w0
(0+)

tngn =

Durch die Substitution w = 4z/(1 + z)? ergibt sich daher

. 1 (14 2)0 5% umz™ (14 2)2+24(1 — z)d
= — Z =
nn = o 12 pntigndl 1+ 2)3
(0+)
= 54+2n—1
m 1 n—
1m0 1 Z": 5+ 2n—1
4 2ri Zntl 4 L
(0+) m=0

Man erhélt also fiir ¢,

n

iy Z (0+2n—1)--- (0 +n+m)

(n—m)!

- n0<n>m<5+n> <51+n+m—1>“m: nﬂ@ﬁum

m=




Kapitel 2

Jacobi Polynom Reihen

2.1 Klassische orthogonale Polynome

Zunichst sollen die grundlegenden Eigenschaften von orthogonalen Polyno-
men kurz dargestellt werden. Man interessiert sich fiir orthogonale Polynome
beziiglich einer Belegungsfunktion p(z) auf einem Intervall [a, b], wobei auch
unendliche Intervalle — also a = —oo und/oder b = oo — zuléssig sein sol-
len. Die Belegungsfunktion p(z) soll auf dem Intervall [a, b] integrierbar und
bis auf eine Nullmenge positiv sein.

Die Menge P,, bezeichnet alle Polynome mit exaktem Grad n und P<, alle
Polynome deren Grad maximal n betrigt.

2.1.1 Definition. Unter den oben gemachten Voraussetzungen fiir das In-
tervall [a, b] sowie fiir die Belegungfunktion p(z) heifilen Polynome P,(z),
n € N, mit grad P,(z) = n orthogonal im Intervall [a,b] beziiglich p(z)
genau dann, wenn sie der Orthogonalitéitsbedingung

/p(:c)Pm(x)Pn(x)d:c =0, m#n (2.1)

geniigen. Der sogenannte Normierungsfaktor h,, ist definiert als

b
oy = / P2(2)p(x)da. (2.2)

2.1.2 Korollar. Sei Py(x), Pi(x),... ein System orthogonaler Polynome
im Intervall [a,b], dann ist P,(x) (n € N) orthogonal zu jedem Polynom
niedrigeren Grades.

Beweis. Man kann jedes beliebige Polynom G,,_1(x) vom Grad kleiner gleich
n — 1 eindeutig in der Form

Gn-1(z) = agPo(x) + a1 Pi(z) + -+ + apn—1Pp—1(x)

11



KAPITEL 2. JACOBI POLYNOM REIHEN 12

mit a; € R flir i = 0,...,n — 1 darstellen. Daher gilt

b b
/p(a:)Gn_l(x)Pn(x)d:c = ap /p(x)Po(:(:)Pn(:c)dx +-

b
+ an—1 /p(x)Pn_l(x)Pn(x)dx =0.

a

Somit ist P,(x) orthogonal zu allen Polynomen deren Grad kleiner als n
ist. O

2.1.3 Lemma (Eindeutigkeitssatz). Erfiillen Polynome Py(x), P1(x),...
die Orthogonalititsbedingung (2.1) beziiglich der Belegungsfunktion p(zx) im
Intervall [a,b] und gilt weiters grad P,,(x) = n, n € N, dann ist jedes Poly-
nom P, (z) bis auf eine von Null verschiedene Konstante eindeutig bestimmdt.

Beweis. Diese Aussage lét sich durch vollstdndige Induktion nach dem
Grad n zeigen. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar, da ein Polynom vom
Grad 0 gerade eine Konstante ist. Induktionsschritt n — 1 +— n: Alle Poly-
nome Pj(z) fir i = 0,...,n — 1 seinen also bis auf einen konstanten Faktor
eindeutig bestimmt. Weiters besitzt P,(z) eine Darstellung der Form

Pn(a:) = ang(x) +---+ an—lpnfl(x) + bpx™.

Somit gilt fiir ¢ =0,...,n—1

/p(x)PZ(m) /bp 12 dz + by, /b () Py(x)z"dx = 0,

a

und daher
)z"d
a; = — fp:c i ’ fir ¢=0,...,n—1.
f p(z) [Pi(2)]? dz
Also sind die Konstanten ag, ..., a,—1 bis auf b, nicht von P,(z) abhingig.

O

2.1.4 Satz (Nullstellensatz). Die Nulistellen eines orthogonalen Poly-
noms P, (z) sind alle einfach, reell und liegen in (a,b).

Beweis. Bezeichnet man mit z1,...,x, (0 < m < n) die verschiedenen
Nullstellen von P, (x) die in (a, b) liegen und an denen P, (z) das Vorzeichen
wechselt. Definiert man nun ein Polynom Gy, (x) vom Grad m durch

1 i _
G () = { irm=20

(x —x1) - (x —xp) firm >0,
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dann wechselt G,,,(z) im Intervall (a,b) an den gleichen Stellen wie P,(x)
das Vorzeichen. Somit hat Gy, (z) P, (x) in ganz (a, b) konstantes Vorzeichen.
Da die Belegungsfunktion p(x) bist auf eine Nullmenge stets positiv ist folgt

b

/ ()G () Po () £ 0.

a

Nach Korollar 2.1.2 ist P, (x) zu allen Polynomen niedrigeren Grades ortho-
gonal, weshalb m = n sein muss. O

2.1.5 Satz (Formel von Rodriguez). Bezeichne D den gewdhnlichen
Ableitungsoperator und die Funktion g(x) sei definiert durch

(b—z)(x—a) firlal < oo, |b < oo
X(z)=<z—a fir |a| < 00, b= o0 (2.3)

1 flir —a="0= cc.
Handelt es sich bei der Funktion

1
F.(z) = —D"[p(x)X"(x 2.4
(@) = ==D" () X" (@) (24)
um ein Polynom vom Grad n, dann unterscheidet sich F,(z) von dem zu
der Belegungsfunktion p(x) und dem Intervall [a,b] gehdrenden orthogonalen
Polynom P, (z) lediglich um einen konstanen Faktor, d.h.:

K,
Beweis. Nach Lemma 2.1.3 sind die orthogonalen Polynome durch die Be-
legungsfunktion p(z) sowie das zugehérige Intervall [a, b] bis auf einen kon-
stanten Faktor eindeutig bestimmt. Es geniigt also zu iiberpriifen, dass F,, ()
die Orthogonalitidtsbedingungen (2.1) erfiillt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn F,,(z) zu allen Polynomen niedrigeren Grades orthogonal ist, also wenn
fiir jedes gn—1(z) € P<p—1 gilt:

D" [p(a) X" (2)]. (2.5)

b b
[ @@ Faa)de = [ga@D b x @] =0 (20)
-) Fiir ein endliches Grundintervall [a,b] C R gilt D"[p(z)X™(x)]|%_, = 0
fiir r =0,...,n — 1. Weiters ist g7(:l_)1(:v) = 0 und deshalb erhilt man durch
n-fache partielle Integration

b b
/gnl(ﬂﬁ)D” [p(2) X" (2)] = (—1)"/%"_)1(13)19(»”6))(”(?6) = 0.
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-) Fiir die beiden anderen Fille (siehe [10]) gilt ebenfalls
g @D T p@X ooy =0 fir r=12...n

und somit ist (2.6) erfiillt.
(]

Interessant ist natiirlich, welche Eigenschaften die Belegungsfunktion p(z)
haben muss, damit durch Gleichung (2.4) auch tatséchlich ein Polynom ge-
geben ist.

2.1.6 Satz. Sei X(x) wie in (2.3) definiert, dann ist durch

Fo(z) = mD" [p(2) X" ()]

ein Polynom vom Grad n gegeben, genau dann wenn

(b—x)%(x —a)? fir|a| < oo, |b] < o0

p(z) = (e *(z—a)® fiir |a] < o0, b= 00 (2.7)
e 30 fir —a=b=o00

wobei a« > —1 und B > —1.

Beweis.
-) Zunéchst soll der Fall eines endlichen Grundintervalls [a,b] C R unter-
sucht werden. Sei F(z) = Az + B ein lineares Polynom, dann gilt

Fi(z) = %DW)X@)] = 20y (1) + X'(a)

und somit
p'(z) Ax+ B - X'(x)

p(z) X ()
Setzte man die Funktion X (z) = (b — z)(z — a) ein und fiihrt eine Partial-

bruchzerlegung durch, so erhélt man fiir geeignete Konstanten «, 8 € R die
Gleichung

p) _ «a B
p(x) b—z r—a

Daraus folgt p(z) = C(b— 2)%*(x — a)?, wobei & > —1 und 3 > —1 gelten
muss, da sonst die Integrierbarkeit der Belegungsfunktion p(x) am Intervall
[a, b] nicht gegeben ist.

Geht man umgekehrt von einer Belegungsfunktion p(z) = C(b—z)%(x —a)?
mit & > —1 und B > —1 aus, so muss man zeigen, dass F,(z) ein Polynom
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vom Grad n ist. Nach der Definition der F),(z) und durch Anwendung der
Leibniz’schen Regel gilt:

Fo(z)=(0b—-2) % — a)—@ i (Z) Dk [(b . x)n—&-a] Dk [(x - a)n—&-ﬁ} _
k=0

= Z (Z) (~Dfn+a)---(n+a—-k+1)0b—z)" "
k=0

-(n—i—ﬁ)-'-(ﬁ—I—k—{-l)(af;—a)k.

Somit ist F,(z) ein Polynom vom Grad kleiner gleich n. Fiir den Koeffizi-
enten von z™ erhidlt man

n

[2"]Fp(z) = (—1)”2 <Z)(n+a)~~~(n+a—k+1)(n+ﬂ)-~(ﬁ+k+1).
k=0

Wegen @ > —1 und 8 > —1 sind fiir n > 0 alle Summanden positiv und

daher auch [2"|F,(z) # 0. Da per Definition Fy(z) = 1 gilt, ist F,(z) stets

ein Polynom vom Grad n fiir alle n € N.

-) Die beiden Félle mit unendlichem Grundintervall beweist man auf eine

dhnliche Weise. Einen vollsténdigen Beweis findet man in [10, Seite 131].
O

2.1.7 Satz. Das klassische orthogonle Polynom P, (zx) ist Lésung der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

Xy + KiPiy + My = 0.
Dabei ist A\, gegeben durch

n—1

X”(@) .

Beweis. Ein wichtiges Beweismittel ist die Formel von Rodriguez. Beachtet
man weiters, dass X (x) maximal ein Polynom zweiten Grades ist, so erhélt
man einerseits

DX D(pX™)] =

An = —1 <[:U]K1P1(x) +

n+1

2
n(n+1)
2

= XD" P2 (pX™) + (n+ D)X'D"TH(pX™) + ( >X”D"(pX”) =

=K, (XDQ(an) +(n+1)X'D(pP,) + X”an) :

Andererseits gilt

D" XD(pX™)] =
= D" [XD ((pX)X" )] = D" [X"D(pX) + (n — 1)X"pX'] =
= D" [X"KipPi+(n — )X pX"| =D"" [(K 1Py +(n — 1)X') pX"] =
= K, {(KiPi + (n — 1)X") D(pP,) + (n + 1)(DK1P1 4+ (n — 1)X")pP, } .
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Vergleicht man diese beiden Gleichungen gelangt man zu folgender Differen-
tialgleichung

n+ 2
XD2(an) +(2X' - K1P)D(pP,) — (n+1) (DKlPl + ?> pP, = 0.

/
XP! + (2)(% +ox' — K1P1> P+

" !/

+ [X% +(2X' - K]_Pl)% —(n+1) <DK1P1 + ”T_QX”H P, =0
Wegen
KipPy=D(pX) =pX'+p'X = X% = K\P - X/,
sowie

D*(pX) = p"X +2p'X' + pX" = K1 (p'P, + pP])

p// p/
= X— = (KIPI — 2X/)— + K1DP, — X"
p p

gelangt man zu der gesuchten Differentialgleichung

n—1

XP7IL/+K1P1PT/L—TL<[(L‘]K1P1—|— X”) y = 0. O

2.2 Hypergeometrische Funktionen

2.2.1 Definition. Die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion ist de-
finiert durch

ap)n2"

Bg)nn!

o
(Oél)n c. (
Flay,...,ap;B1,...,84;2) =
pq( 1 Pﬁl Bq ) nz:o(/@l)n(
Die Funktion 9 F} (a, b; ¢; z) wird als Gauss’sche hypergeometrische Funktion
oder auch als die hypergeometrische Funktion bezeichnet.

2.2.2 Bemerkung. Betrachtet man die Funktion ¢(z) des Gronwall Verfah-
rens aus Lemma 1.6.6, also

dann gilt fiir die Koeffizienten ¢, bekanntlich
ks (6 +n)n

In = 4n pl
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Daraus erhilt man weiter

_ 1600+ (64+n—-1)-(6+n)---(6+2n—-1)

= yn 50 +1)--(0+n—1)n! -
_160+2)---(6+2n=2)(0+1)(6+3)---(0+2n—1)
4 (0)pn! B
1286 Gen-) G H(E Y (Grn-d
T (8)pn! -
_ 9,6+,
(6)nn!

Es gilt (siehe [1, Seite 185])

1 1 92 2a—1
Fila,a+ =;2a;2z | =
21( 2 > Ml—z(l—l—«/l—z)

und somit erhilt man

00 5—1 1,1 1-6

d 0 1 1 2 =4 5 1—2
Ean"=2F1<—,—+—;5;Z>= ( > CAS: )
o 272 2 V1i—z\1++v1—-2 1—2

Also ist die Funktion ¢(z) eine hypgergeometrische Funktion.

2.2.3 Satz. Die Funktion oF}(a,b;c;z) ist Losung der hypergeometrischen
Differentialgleichung

2(1—=2)y" +c—(a+b+1)z]y —aby = 0. (2.8)

Beweis. Diese Differentialgleichung kann mit Hilfe des Frobenius Ansatzes

gelost werden. Sei
oo
y(Z) = Z anz”)
n=0

dann erhélt man fiir die erste und zweite Ableitung
oo o0
y(z) = Z annz" 1t sowie y(z) = Z anpn(n —1)2"2.
n=0 n=0

Durch einsetzen in die Gleichung (2.8) ergibt sich weiter

2(1—2) Z ann(n —1)2" "2+
n=0
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Faflt man die Terme nach den Potenzen von z zusammen so erhilt man

o0

S ((n+ 1)+ Janr = (n+a)(n+b)ag ) 2" =0,

n=0
Die gesuchten Koeffizienten a, sind daher durch die Rekursion

(n+a)(n+0b)

T Lt a)nto"

gegeben und somit ist die Funktion

y(z) = agp Z (azz%hi—r: = oF1(a,b;c;2)
n=0 n :

eine Losung der hypergeometrischen Differentialgleichung. U

2.2.4 Bemerkung. Die Differential Gleichung (2.8) wird durch die Substitu-
tion y = 2'7¢j in eine Differentialgleichung des selben Typs iibergefiihrt.
Man erhélt (siehe [10])

z(1-2)" +2—c—(a—c+1+b—c+1)2]f —(a—c+1)(b—c+1)j=0.

Nach dem vorigen Satz ist daher die Funktion oFj(a —c+ 1,0 —c+ 1;2 —
¢; z) eine Losung dieser Differentialgleichung. Weiters sind die Funktionen
2 Fy(a,b;c; 2) sowie 2179 Fj(a — c+ 1,b — ¢+ 1;2 — ¢; 2) linear unabhiingig
und bilden deshalb ein Fundamentalsystem von Losungen der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung. Die allgemeine Losung von (2.8) ist dann
durch

y(z) = AoFi(a,b;c; 2) + B2z F(a— e+ 1,b—c+1;2 — ¢; 2)

gegeben, wobei A und B beliebige Konstanten sind.

2.3 Jacobi Polynome

2.3.1 Definition. Jacobi Polynome sind Orthogonalpolynome beziiglich
der Belegungsfunktion

p(x) =1 —2)*A+2)P’ fir of>-1
auf dem Intervall [—1,1]. Man bezeichnet sie mit pled) () und sie sollen

durch die Forderung
PT(LQ’E)(]_) _ <Tl + a>

n

normiert werden.
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Mit Hilfe der Formel von Rodriguez (Gleichung (2.5)) und durch Anwendung
der Leibniz’schen Regel erhélt man

KoPOD(2) = (1—2)" (1 +2)"D" [(1 — )t (1 4 z) | =

=> (Z)(—l)k(n—l-a)---(n+a—k:—|—1)-
k=0
(4B (k+ B —2)" (L +a)f =
i n—+«a n + ﬁ _k k
=(—1)"n! " 1)".
oy (P (et
k=0
Wertet man an der Stelle z = 1 aus, so ergibt sich fiir die Konstante K,
K, =(-2)"nl
Also besitzen die Jacobi Polynome die explizite Darstellung

e =53 (") (O D) -t s

k=0
und sie kénnen auch durch die Beziehung

o\« B p(a,p) — -
(1= (1 + ) Py = DL

[(1 — o)1+ )8 (2.9)
definiert werden.

2.3.2 Satz. Die Jacobi Polynome sind hypergeometrische Funktionen, denn
sie besitzen folgende Darstellung

1—
PlB) () = (n j; a> 2 b <—n,n t+ta+f+La+1; 5 93> : (2.10)

Beweis. Nach Satz 2.1.7 sind die Jacobi Polynome L&sung einer linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Da in diesem Fall X =1 — 22, X’ =
—2x sowie X" = —2 gilt, erhilt man wegen K; = —2 und

KPP (z) = —(a+B+2)z+ (8 —«)

unmittelbar A, = n(n + a + [+ 1). Also erfiillen die Jacobi Polynome die
Differentialgleichung

(1—2)%"+[(B—a)— (a+B+2)zly +n(n+a+B5+1) =0.

Durch die Substitution z = 1 — 2¢ erhilt man die hypergeometrische Diffe-
rentialgleichung

2
t(l—t)%—i—[(a—|—1)—(a+ﬂ+2)t]%+n(n+a+ﬂ+1)y20.
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Wegen Satz 2.2.3 ist die Funktion o Fy(—n,n+a+F+1; a+1;t) eine Losung
dieser Gleichung. Fiir die Jacobi Polynome gilt daher

1—
PP (z) = Ay Py <—n,n+a—|—ﬁ+l;a—|— 1; 5 x> .

Wertet man diesen Ausdruck an der Stelle x = 1 aus, so erhélt man fiir die

Konstante A
A= rerm = ("),
n

und schliesslich die gewiinschte Darstellung fiir pled (). O

2.3.3 Lemma. Der Normierungsfaktor der Jacobi Polynome P,ga’ﬁ) (x) st
gegeben durch

wp_ 20T Tlata+lP(n+B+1)
" 2n+a+p0+1 nlTn+a+pG+1)

Beweis. Es muss also das Integral
1 2
hat = / (1—2)%(1 +x)° [P,&aﬂ) (ac)] dx
-1
berechnet werden. Nach Gleichung (2.9) gilt daher

1
povt — / (2_72, e [a e ay?] PR @i
21

und durch n-malige partielle Integration ergibt sich, da die Auswertungen
am Rand keinen Beitrag liefern

1

d
/ (1= )" (1 )™ T P (a)

1
O[,ﬂ —
b = 2nn!
21

Fiir die n-te Ableitung des Jacobi Polynoms pie) (x) erhélt man

d nl e~ (n+a\ /n+0
(.B8) (1) = 1" PB) (1) — § —

k=0
ol 2n+ta+b) _ nl@nta+pf)---nta+f+1)
S oon n oon n! B

_1T@2n+a+B+1)
2 T(n+a+B8+1)"




KAPITEL 2. JACOBI POLYNOM REIHEN 21

Also gilt fiir den Normierungskoeffizienten

1

I'2n+a+p+1) _ oyt R
)/(1 )T + x)" P dx.

haﬁ
22l T(n+a+ 6 +1

Das Integral wird durch die Substitution x = 2t — 1 iibergefiihrt in

1 1
/(1 _ x)n—&-a(l + x)”'wdﬂ: — 92nta+G+1 /tn-i-,@ n—l—adt
-1

0
_ 22n+a+ﬁ+1r(n +B8+DI(n+a+1)
T2nt+a+tf+2)

und man erhélt insgesamt

2008+ DPn+a+ 1)I(n+B+1)
2n+a+pG+1 nlT'n+a+pG+1)

hooP = O

2.3.4 Definition. Mit R"") () werden die verschobenen Jacobi Polynome
bezeichnet. Sie gehen durch die lineare Substitution z = 1 — 2t aus den
Jacobi Polynomen pled () hervor, also

R@A) () .= PA) (1 — 2t).
(o8

2.3.5 Korollar. Die verschobenen Jacobi Polynome Ry~ )(ac) geniigen der
hypergeometrischen Differentialgleichung

2

21— 2) T8 4 [0+ 1)~ o+ 5 +2)a]

dy

%+n(n+a+ﬁ+1)y20 (2.11)

und es gilt
RN = ("7 oRnnt a4 Tia+ L),

Beweis. Beide Aussagen wurden bereits im Beweis von Satz 2.3.2 gezeigt.
O

2.3.6 Satz. Der Operator D sei definiert durch

DUf)(a) = a1 =) (e 1= L))

dann gilt
DRA) (2) = —n(n+ a + 8+ 1)R>D).
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Beweis. Unter Beriicksichtigung der Produktregel erhilt man fiir den Ope-
rator D weiter

D(f)(@) =201 =) ((@+ a1 - 2)* (@) -
—a (B4 D)2l (2) + 277 (1 = 2) () =
= ((a+1) ~ (a+B+2)a) f'(x) + o(1 - 2) [ ().
Durch Vergleich mit der Differentialgleichung (2.11) folgt somit

DR (z) = —n(n+a+ B+ 1)RD). O

2.4 Jacobi Polynom Reihen

Fiir die Jacobi Polynome P (ac) erkldrte Askey [2] eine formale Fourier
Jacobi Reihe von f(z) € L, 5[—1,1], d.h. f(x) ist meBbar und

1
11l = [ fll1,a8 = / [f(@)|(1 = 2)*(1 + 2)°dzx < oo,
~1

durch

B S an Py () PP (1)

n=0 haﬂ 7
wobei

1
(a,0)
Pr

J R

Um diese Entwicklung auf die verschobenen Jacobi Polynome Rq({x’ﬁ ) (x) zu

tibertragen, fithrt man die Substitution z =1 — 2¢ durch. Setzt man faa—
2t) = f(t), so erhilt man fiir Gleichung (2.12)

1
0/
(a,3)

Die formale Entwicklung nach den Polynomen R;, """’ (z) einer Funktion f(x)
ist dann gegeben durch

t
O

O‘(l — t)Pa By,

:f\ 3/«

= an Ry " (t) Ry, 7 (0)
t) ~ Z h%ﬂ ’

n=0
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Fiir die klassischen Jacobi Polynome fiihrte ebenfalls Askey [2] einen Fal-
tungsoperator ein. Seien f,¢ in L' mit den Fourier-Jacobi Koeffizienten a,,
und by, dann hat die Funktion h(z) = (f*g)(x) die Koeffizienten ¢,, = ayb,.
Die Funktion h(z) ist gegeben durch

1

h(z) = / gl — ) (1 +y)Pdy

-1
wobei

oo (ev,8) (r,8)
P, )Py,
g(@y) ~ > ba SAB )

n=0

die verallgemeinerte Transformation von g(z) ist.
Analog kann der Faltungsoperator auch fiir die verschobenen Jacobi Poly-

(

nome R\ (x) erklirt werden.

2.4.1 Definition. Seien f,g € L1 [O 1] und ay,, b, die jeweiligen Fourier
Jacobi Koeffizienten. Die Funktlon h( ) = (f * g)(z) besitzt in ihrer Jacobi
Polynom Reihen Entwicklung die Koeffizienten ¢, = a,b, und ist gegeben
durch

1
— / F g y)y(1 — y)PaetsrL,
0

2.4.2 Lemma. Der Fourier-Jacobi Koeffizient der Funktion f(z) = ((1+
x)/2)" ist durch

gDt D094 ) Tt
Tn+k+a+8+2) T(n—k+1)

gegeben. Insbesondere gilt folgende Identitit

1
( +x> ZCknP(a”g ( )(1),

CDa+ D)+ 8+ n!2k+a+ B+ Dk T(k+a+3+1)
Tn+k+a+p+2)n—k)!T(k+a+1)T(k+8+1)

Beweis. Benutzt man Definition (2.9) der Jacobi Polynome, so erhélt man
fiir den Fourier-Jacobi Koeffizienten

kK (=R / L+a\" Dk k+a k+5
ap = ———— (1—-2)""*(1+x) dzx.
Sy R ——
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Durch k-fache partielle Integration ergibt sich, da fiir r = 0,...,k — 1 stets
DT[(1 — z)k+e(1 + 2)MP)|L | = 0 gilt, fiir ag weiter

1

Nk 1k
ak:<a(_|_ 1))k2k ( 21> /n(n—l) .. (n_k+1)(1+$)n_k'(1_$)k+a(1+x)k+ﬁd;g_

-1

Dieses Integral 148t sich durch die Substitution x = 1 — 2¢ auf die Beta-
Funktion zuriickfithren. Also erhélt man

1
2n+k+a+6+1 /tk+a(1 _ t)”""ﬁdt —
) 0
_ T(a+1) T(n+1) 2a+ﬁ+1r(1f+a+1)r(n+ﬁ+1)_
INa+k+1)T(n—k+1) Fn+k+a+p+2)
_garprll@t DI(n+5+1) T(n+1)
F'n+k+a+p+2)T(n—k+1)

= I'a+1) 1 T(n+1)
P a4 k+ 1) 20t R T (n—k+1

Um die angegebene Identitit zu zeigen, muss man lediglich ¢, = ax/ hg’ﬁ
berechnen. Die Grofie hz’ﬂ (Lemma 2.3.3) ist gegeben durch
200+ T(k+a+1)I(k+B+1)

et =
K 2k+a+pB+1 KT(k+a+p+1)

und es ergibt sich sofort

Fla+1)I'(n+ 8+ 1)n!2k+a+ 8+ 1)K T(k+a+8+1)
Fn+k+a+p+2)(n—k)!T(k+a+1)I'(k+8+1)

Ckn =

2.5 Variationsmindernde Kerne

3 — n (avﬁ) (Ol,ﬁ) OC,B 3 3
Sei Kp(x) = > 5 o lcxPy 7/ (x)P, "/ (1)) /hy” ein polynomieller Kern,
dann gilt

1

(K # f)(2) = Knf(z) = / K 9) £ (0)(1 — 9)°(1 + y)Pdy.

-1

Horton betrachtete in [6] die Familie der Kerne

1 " -
R%@%:%( ;x>::%§:%m¢“m@ﬂfwkn (2.13)
k=0
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mit ¢, aus Lemma 2.4.2 und dem Normierungsfaktor ¢,

-1

1
14+x\" N B Fn+a+p+2)
by = /( 5 ) (1 —2)%(1 +z)Pdx = G T 5 D T1)

-1

Die verallgemeinerte Transformation ist dann (siehe [2])

2\" Pl xy)/(x

2 PO '
Dieser Kern ist eine Verallgemeinerung des de la Vallée Poussin Kerns, denn
fir o« = 8 = —1/2 und = = cos ¢ erhélt man
1 (n!)? 2n
K, (cosg) = - E2n))!2cos (%) .
Betrachtet man eine endliche Folge von reellen Zahlen {aq,...,a,}, so be-

zeichnet man mit vi<;<y(a;) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in dieser Fol-
ge. Die Variation einer reellwertigen Funktion f(x) auf dem Intervall [a, b]
ist dann definiert als

Vo (f(7)) = sup vi<i<n(f(:))

wobei das Supremum iiber alle z1,z2,...,z, mit a < z1 < --- < x, < b zu
bilden ist.

Horton zeigte in [6], dass die in (2.13) definierten Kerne variationsmindernd
sind, dass heisst es gilt

Via,p) (Knf(2)) < gy (f(2)).



Kapitel 3

Operatoren

3.1 Bernsteinoperator

3.1.1 Definition. Der n-te Bernsteinoperator B, ist definiert durch
- n k n—k k
Bu(N)@):=>_ |, e (1 —a)" " f ( ~ (3.1)
k=0
fur f € C[0,1], € [0,1] und n € N.

3.1.2 Lemma. Der Operator B, besitzt folgende grundlegende Eigenschaf-
ten:

(1) By ist linear, d-h. Bp(Af +p1g) = ABn(f) +1Bn(g9) VA, n€R, f,g€
|0, 1].

(13) By, ist positiv, d.h. fir f € C[0,1] mit f > 0 folgt stets B,(f) > 0.

(73i) By : C[0,1] — P<p, d.h. der n-te Bernsteinoperator bildet stetige
Funktionen auf Polynome ab deren Grad hdchstens n betrdigt.

(tv) Fir s < n und f € Py gilt B,(f) € Ps. Ist fs(x) := x°, dann gilt
[2°] Bu(fs)(2) = () 35

Beweis.

ad (i) : Klar.

ad (id) : Ist f(z) > 0 fiir = € [0,1], dann ist auch f(£) >0, k =0,...,n
Somit ist jeder Summand nicht negativ und daher ist B,,(f)(x) > 0 fur alle

x € [0,1].

ad (i77) : Dain der Summe lediglich bis n summiert wird, ist die hochste vor-
kommende Potenz maximal gleich n. Somit handelt es sich um ein Polynom
dessen Grad kleiner gleich n ist.

26
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ad (iv) : Differenziert man Gleichung (3.1), so erhélt man (siehe [7])

Ba(f)'(z) = i: <Z>f <§> [ka* (1 = @)™ — (0 = k)2t (1 - @) =

k=0

SEPED) A e

k=0

Der Ausdruck f((k+1)/n))— f(k/n) kann mit Hilfe des Differenzen Opera-
tors Ay f(z) := f(z +q) — f(2), ¢ € C, als Ay, f(k/n) geschrieben werden.
Erklért man den Differenzenoperator der A-ten Ordnung durch A’; flz) =
Aq(Ag_l f(z)), so erhélt man durch wiederholtes Differenzieren der Glei-
chung (3.2) fiir die (s)-te Ableitung von B, (f)(z), s=1,2,...,n

Bn(f)®(z) = n(n—1)-- (n—s+1) ZAW < >< ;S>:L‘k(1—x)"_k_s.

Fiir den Koeffizienten von z* in B,,(f)(z) gilt daher

und weiters

S
s=0

n
B =3 () ALt 0"

Da der Differenzenoperator A den Grad eines Polynoms immer um eins
reduziert, gilt fiir ein Polynom g € P; und k > s stets A1 In g(z) = 0. Daher
bildet der n-te Bernsteinoperator ein Polynom vom Grad s, s < n wieder
auf ein Polynom von Grad s ab.

Erklart man fiir @ € R den Verschiebungsoperaor E*f(z) := f(z + a),
dann schreibt sich der Differenzenoperator als A, = (E* — I), wobei I der

Identische Operator ist. Es gilt daher fiir Al In

N 7 k—j mi/n (N _
Ab, f(@) = (BY" — 1) f<x>—2<.><—1> B () =

=0 N

£ (e

Wendet man Aj Jn a0E fs(x) := z* an, dann ergibt sich

s 1 (s S—7 -8 s!
1/nf5( )= ns Z <> (=1)*75° = %Ss,&

30‘7
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wobei mit Sy, i, Stirlingzahlen 2. Art bezeichnet werden. Da S, ; = 1, fiir alle
s € N, erhélt man abschlieend

B = (1) 5

O

3.1.8 Bemerkung. Die Stirlingzahlen 2. Art Sy, n >0, 0 < k < n, sind
durch

w" = Z Sn,k(x)k
k=1

definiert und besitzen die explizite Darstellung

1 & k
_ - E _1\k—J 20

3.1.4 Beispiel. Fiir f;(x) := 2%, i = 0,1,2 soll das Bild unter dem n-ten
Bersteinoperator berechnet werden. Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt

g(t):=[1—=)+ xet]n = Z et (Z) aF(1 — )"k

k=0

fiir alle t € R. Wertet man an der Stelle ¢ = 0 aus, so ergibt sich

00 =1= 3 ({1 -0t = Bulso)

k=0
Fiir die erste und zweite Ableitung von ¢(t) nach ¢ erhélt man

n

Jgt)y=n[1-2)+ :L‘et]n_l re! = Z ket (Z)xk(l —z)" 7k,

k=0
J"(t)=n(n—-1)[1-2)+ xet]n_2 (acet)2 +n[(l-2)+ xet]n_l zel =

= Z K2ekt (n) :ck(l — m)”*k.
k
k=0
Auswertung an der Stelle ¢t = 0 ergibt

g (0) = nx = Z k<Z> 21— )" F = nB,(f1)(x) sowie
k=0

g"(0) =n(n — 1)z 4+ nx = Z k> <n> 281 — )"k = n? B, (fo)(x).

k
k=0

Daraus erhilt man sofort B, (f1)(x) = z und B, (f2)(x) = 22 — zle=l),

n
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3.2 Betaoperator

3.2.1 Definition. Fir f € C[0,1], z € [0,1] und n € N ist der n-te Beta-
)

operator Iﬁf‘ﬂ gegeben durch

_ ]‘01 tnm+a(1 . t)n(l—ac)—i—ﬁf(t)dt

(er,0) .
L)) : Bnz+a+1,n(l—2)+p+1)

wobei B(a,b) die Beta-Funktion ist und «, € R mit o, > —1.
3.2.2 Lemma. Der Betaoperator hat folgende FEigenschaften:
(1) 1P ist ein positiver linearer Operator.
(i) 17 . o, 1] — o, 1].

1i1) Sei fo(x) := x®, dann gilt L(Ia’ﬁ) fs)(x) = Aneratl)s g somit erhilt
(i) 9

— (ntatB+2)s
man fiir den héchsten Koeffizienten [x®] I%a’ﬁ)(fs)(:x) = m

(iv) Fir s <n und f € Py gilt I%a’ﬁ)(f) € Ps.

Beweis.
ad (7) : Sowohl die Linearitéit als auch die Positivitit folgt aus den Eigen-
schaften des Integrals.
ad (i7) : Sei f € C[0, 1] und bezeichnet man den Integranden im Zahler mit
g(z,t) =t — )rU=2)+B £(4) dann ist g(z,t) fir a,f > —1 stetig
auf [0,1] x [0,1]. Somit ist das Paramterintegral stetig auf [0,1]. Da die
Funktion im Nenner ebenfalls stetig auf dem Intervall [0,1] ist und dort
keine Nullstellen besitzt ist 1™ )( f)(z) stetig auf [0, 1].
ad (iii) : Wendet man den Betaoperator auf f, an, so erhélt man im Zihler
ebenfalls eine Beta-Funktion
1) (£) () = B(gm—ka—i—s—kl,n(l—x)—kﬂ—kl) _
(nmr+a+1,n(l—2)+6+1)
_ Tw+a+s+1) Tn+a+5+2)
'n+ta+p+s+2) I'nrx+a+1)
(nx +a+1)

(n+a+p+2);

und daraus ergibt sich fiir den Koeffizienten von z*

nS

n+a+pB+2),

[ 19 () (2) =

ad (iv) : Diese Aussage ist auf Grund der Linearitét des Operators eine un-
mittelbare Folgerung von (iii).
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O

3.2.3 Bemerkung. Der Betaoperator wurde von A. Lupag in [8] eingefiihrt.
Er kann auch fiir «, 6 = —1 durch stetige Fortsetzung an den Randpunkten
erklart werden.

3.3 Der Operator V)

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Eigenschaften des folgenden Operators zu
studieren.

3.3.1 Definition. Fiir n € N und o,8 € R,a,3 > —1 ist der Operator
V%a’ﬁ ) definiert durch

VEND(@) = Bao I (1)(@) =

I N i Ot S A (OLL
_kzo<k>x(1 D Bk Fat kT B+1)

Abkiirzend wird er geschrieben als

V%a:ﬂ)(f)(x) _ Z (Z) a:k(l _ x)nfk P i (f)

k=0 bk
mit
1
o (f) = / thro( — = FBr)dt  sowie
0
bni:=Blk+a+1ln—k+p+1).

3.3.2 Korollar. Der Operator V,(f"ﬁ) hat folgende Eigenschaften:
(1) ViR ist ein positiver linearer Operator.
(i) V&P . C0,1] — P<y.

Bewess.
ad (7) : Klar, denn sowohl der Beta- als auch der Bernsteinoperator sind
linear und positiv.
ad (i7) : Diese Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 3.2.2 (ii) sowie Lemma
3.1.2 (iii).

O

Daher sind die Eigenfunktionen des Operators Vﬁf’ﬂ ) Polynome deren Grad

kleiner gleich n ist. Grundlegend fiir die Berechnung dieser Eigenfunktionen
ist der folgende Satz:
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3.3.3 Satz. Der Operator V%a’ﬁ) vertauscht mit dem Operator D, dh:
DV f=vyles pr.

Beweis. Betrachtet man zuerst die linke Seite, so gilt fiir (V;‘“’@ ) ) (x)

(V@B £y () = i (Z) kb (1 — 2)n* ho e (f)

b
k=0 n,k

_ - n (n _ k‘)xk(l _ m)n_k_l hn,k(f)‘
> (i) el

bn,kz

Multipliziert man diese Gleichung mit 2*1(1 —x)%*! und leitet ein weiteres
mal nach x ab bekommt man

(e (1 = 2) 1V ) (@)

n h,
(Z)k(k + a)xk:-i-oc—l(l N $)n—k:+,3+1 b’k(f) _
n,k

!/

n—k+0 M —
bn,k

= I

<Z> k(n—k+ B+ Da*+e(1 — )

il
o

NE

b
Il
o

NE

+ <”) (n —k)(n — k + B)zFteti(1 - x)nfk+,871hnL(f).

k bn,k

i
o

Insgesamt ergibt sich daher fiir die linke Seite

(DVEP) f)(z) =

_kzo (Z)k(n—k+ﬁ+ 1)z*(1 —x)”‘k%ﬁiﬁ— (A2)
_§<Z> (n—k)(k+a+1)z"(1 —x)n-kh”#ﬁfﬁ (A3)
n :0 (Z) (n—k)(n—k+ B)zF1(1 - x)”“h’"‘ﬁiﬁ. (A4)

Betrachtet man die rechte Seite, so muss man das Bild von D f(z) unter dem

(Oé,ﬂ) ei

Operator ngv’ﬁ) bestimmen. Setzt man Df(z) in den Operator Vy, n,
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so gilt

a : R e P
Ve st =3 ()t e S

k=0

Betrachtet man das Integral, so ergibt sich durch partielle Integration, da
die Auswertung am Rand keinen Beitrag liefert, zunéchst

1
[t - 0 -
0

[ktk L1 — )"k — (0 — k)ek(1 — 1)nhe 1} (1 — 1)L () dt

[kt’”a(l kB (g _ pyghtotl(q t)nkarﬁ} f!(t)dt.

o—__ D\H

Fiihrt man ein weiteres mal die partielle Integration aus, so erhélt man

schliefllich

1
/ (k+a)t* o (1 = )" — f(n — ke + B4 DEFF (1 — ) F -
0

— (n—k)(k 4 a+ 1)tFre @ —pnF+o4
+ (n — k)(n — k + B)tFrotL(1 — n=k+8-1 f(t)at.

Die recht Seite berechnet sich also zu

_ k; (Z)k(k +a)zF(1 - x)"—"fh”’z’;;i;m— (B1)
_kznzo<Z>k(n_k+g+1)xk(1—x)"‘k%ﬁf)— (B2)
_ kizo (Z) (n— k)(k+ o+ 1)a(1 - x)"—’f}“@#iﬁ+ (B3)

Vergleicht man linke und rechte Seite, so sicht man, dass die Summen (A2)
und (B2) sowie (A3) und (B3) gleich sind. Die Summe (B1) liefert fiir k£ =0
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keinen Beitrag und man kann deshalb erst ab & = 1 summieren. Verschiebt
man weiters die Summationsgrenzen, k = j + 1, so erhélt man

(o o ()
= i 1 j+1 n—j—1""nj
Bl—g;<f+J0+Jﬂj+a+1nﬂ(1—@ J T (3.3)

Beachtet man
Qiﬁ>u+1w=ﬁé{%iQU%l>=<?ynﬁ

: . I'G+a+2)I'(n—j+
bojsi =BG+ 1+atln—j—1+8+1) = U )W(n—j+5) _

sowie

'n+a+p+2)
Cra+ )G Fra+)(n—j+p+1) jH+a+l
N P(n+a+p+2)(n—j+p) =i+

so schreibt sich Gleichung (3.3) als

n—1 .
BL= 3 (") 0= a0 -+ Bt (1 -y ) g

§=0 bnv.]

Die Summe (B4) liefert fiir k¥ = n keinen Betrag und nach der Substitution
k = j — 1 ergibt sich

Bi=3 ([ i+ 0t e o )y
= 7 n,j—1

Durch Umformung des Binomialkoeffizienten

S e 0]

und wegen

) ) I'G+a)’'n—73+06+2
bj1 =BG —1+atin—jtitpat1)=dtlln=jtirs)

T(n+a+B+2)
=+ B+ ta+ ) (n—j+B+1) n—j+f+1 .
(G+a)l(n+a+pf+2) jta Y
erhilt man fir Gleichung (3.4)
" /n . i _jt1hn (f)
B4 = )i+ @)1 = )T R A O
> ()it + aget 11—yt

j=1
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3.3.4 Korollar. Die beiden Operatoren D und V,(la’ﬁ) besitzen die selben
Eigenfunktionen.

Beweis. Nach Satz 2.3.6 gilt DRga’ﬁ) = ,unga’ﬁ) und wegen Satz 3.3.3 folgt
daher
D V@) RB) — ylef) pRrleh) — | y(eh) plf)

Somit ist V%a’ﬁ ) Rﬁ“‘ﬁ ) eine Eigenfunktion des Operators D und erfiillt des-
halb
V(@8 RleB) — )\ RleB), O

3.3.5 Satz. Se: Rga’ﬁ)(x) das s-te verschobene Jacobi Polynom auf dem
Intervall [0,1], dann gilt fir s < n:

l
V(©B) ped) _ (”) s! R@8)
" s s)in+a+p+2), °
Beweis. Nach Korollar 3.3.4 gilt V& R — N\ R Schreibt man
die verschobenen Jacobi Polynome R in der Form R™? (x) = csx® +

gs—1(x), wobei gs—1(z) ein Polynom mit grad gs—1(z) < s — 1 ist, so erhélt
man
Vglaﬂ) Rgavﬂ) = c, V%a’ﬂ)(l’s) + Vq(zaﬂ) Gs—1,

andererseits gilt
V@) pleB) = N RIOP) = e A\ 4 Nsgs—1.

Da V,(la’ﬁ ) Polynome vom Grad s—1 auf Polynome mit Grad < s—1 abbildet
gilt, Ay = [2°] Vi (2%) ().
Nach Lemma 3.2.2 (iii) gilt fiir den Betaoperator

nS

251 1P (2%) (2) =
109 ) @) =

und wegen Lemma 3.1.2 (iv) gilt fiir den Bernsteinoperator

B ()e) = () 2

s)ns
Somit erhilt man insgesamt

Vi (@) @) = (n+a Tﬁ +2), <Z> fT‘ - <Z> n+a 8+' 512

O
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3.3.6 Satz. Sei d := a+ B+ 2 und schreibt man fiir V,(f’m abkirzend Vi,

dann gilt
min(n,m)
_ n\ (m\ , T'(m+0)I'(n+9)
VaVm ; <s><s>s'f‘(s+5)r(m+n+5)vs

Beweis. Es geniigt diese Identitét fiir die Eigenfunktionen des Operators V,,
zu zeigen. Bringt man zun&chst alle Terme die nicht von s abhéngen auf die
linke Seite, dann gelangt man zur folgenden Gleichung

min(n,m)
I'(m+n+90) B n\ (m s!
I'(m+6)T'(n+9) Vi Vim = 32—% (s) <3>F(s+(5) Vs

Wendet man die linke Seite auf die Funktion R, (x) := R (x) an, so erhalt
man
L'(m+n+0)
I'(m+6)T'(n+9)

r(iq(nj ;);(Z i) 5 <Z> (T) T 5;'(7;1 oy,

Fiir die rechte Seite ergibt sich nach Anwendung auf die Funktion R, (z)

Vn Vm Rr =

min(m,n)

SZ:; (Z) (TZ> F(SSJ!r 5) C) (s f(;)TRT

Setzt man s = r+ k und beachtet, dass I'(s+9d)(s+9), = '(s+J +r), dann
ergibt sich weiter

i <er> <rik> r(z(::(f)i k) - Z!k)!R’“'

k=0

Da fiir £ > min(m —r,n —r) die Summe keinen Betrag liefert, ist es zuléssig
iiber alle £ € N zu summieren. Wegen

(r:r_lk>(7"+k)!:m(m—1)...(m—r+1)(m_7«)...<m_74_k_~_1):

- (T) Pl (=1 (=m + 7)
gilt daher
)

i (er) (ﬁ-k F(Q(:—tfzi k) - Z!k)!Rr -

:<Z> '<m> 2r+<5 i m;;HSH)kRT:
)
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Vergleicht man nun linke und rechte Seite

”1;”(? s ; 9) <Z> (T) (n+ 5;'(7; ), T

n\ /m rlrl
<r><r>f‘(2r+5)2 1(—m+r,—n+r;2r+4;1)R

Es bleibt also noch zu zeigen

L'(2r+6)T(m+n+9)
I'(m+6)I'(n+9)

oFi(—m+r,—n+r;2r+6;1) =
Dies ist gerade die Aussage der Gaufi’schen Summenformel (siehe [1, Seite
66]): Fiir Re (¢ —a —b) > 0 gilt

I'(e)l'(c—a—10)
I'(c—a)l'(c—b)

2F1(a7 b7 & 1) =

Da stets 2r+d—(—m+r)—(—n+r) = m+n+0 > 0 gilt, ist die Voraussetzung
erfiillt und damit der Satz bewiesen. (]

Der folgenden Satz liefert eine Aussage dariiber, wann ein positiver linearer
Operator eine stetige Funktion gleichméBig approximiert (siehe [9]). Eine
etwas allgemeinere Version findet man in [3].

3.3.7 Satz (Bohman-Korovkin). Sei (Ly)nen eine Folge positiver linea-
rer Operatoren von Cla,b] auf sich und fi(x) = z*. Gilt

lim ”fZ - Lnfi”[a,b} =0 furz = 0, 1,2

dann konvergiert Ly f gleichmdfig gegen f fir f € Cla,b].

Beweis. Wegen f € Cla,b] ist f auch gleichméBig stetig. Sei also zg € [a, ]
beliebig aber fest, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § = d(¢) > 0, sodass
fiir alle x € [a,b] mit |x — o] < 0 gilt: |f(x) — f(x0)| < e. Definiert man
pzo(T) == (z — 70)?, dann erhilt man wegen

Pz \T ..
£) ~ F20)] < 200y < 20y 22282 i g 2 0

insgesamt fiir alle z € [a, b] die Abschétzung

|f (@) = f(zo)| < efolz) + 2 flljuy prggx)'

Da L, ein positiver linearer Operator ist, gilt fiir alle Funktionen g, h €
Cla, b] die Implikation

lg| <h = |Lng| < Lyph.
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Somit folgt die Ungleichung

21|/]

[ Ln(f)(0) = f(20) Ln(fo)(w0)| < eLn(fo)(z0) + %Ln(pxo)(m)

fiir alle n € N und einer festen Stelle xg. Daraus erhilt man weiter
|f(z0) = Ln(f)(@o)| <

< [f(xo) = f(x0) Ln(fo) (o) + [Ln(f)(20) — f(20) Ln(fo)(0)| <

20141l

b
| L -

< flla 1fo = Lnfollfae) + € 1 Ln folljq s + 52

Da xy beliebig gewihlt wurde, gilt diese Abschitzung fiir alle zy € [a,b].
Nach Voraussetzung konvergiert L, fo gleichméBig gegen fo und daher folgt

ILnfolla0) < I Lnfo = folliag + 1folly <14e fiir n=mni(e).

Weiters gilt fiir alle x¢ € [a, b

|Ln(pa) (0)] = | Lu(f2) (w0) — 220 Ln(f1)(20) + 25 Ln(fo) (x0)| =
= |Ln(f2)(x0) — fa(0) = 2x0(Ln(f1)(z0) = f1(20))+
+a3(Ln(fo)(z0) — folzo)] -

Setzt man C := max{2|al, 2|b|, a?, b*}, so folgt
[ Lnpaollia < If2 = Lnfallfe + Cllft = Lufillig ) + C lfoLnfolljy <€

fiir ein hinreichend grofies n > na(e). Insgesamt erhilt man daher fiir n >
max{ni(e),n2(e)}

2
L 2y

Hf_Lan[a,b} < Hf”[a7b]6+€(1+€) (52

Da || f|l[a,p) sowie § nicht von n abhéngig sind und ¢ > 0 beliebig gewihlt
wurde gilt

Jim [ f = Lol = O- .
3.3.8 Satz. Sei f € C0,1], dann konvergiert V,, f gleichmdflig gegen f.
Fiir den Beweis sowie den restlichen Teil dieser Arbeit sei 6 := a + (6 + 2.

Beweis. Nach dem Satz von Bohman-Korovkin (Satz 3.3.7) geniigt es, die
Testfunktionen f;(x) = 2! fiir i = 0,1,2 zu betrachten. Fiir den Bernstein-
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sowie den Betaoperator gilt (siehe Beispiel 3.1.4 beziehungsweise Lemma
3.2.2 (iii)):

Bu(fo)(@) =1  Bu(f)(@) =z Bu(fa)(x)=2" - x(xn_ :
1A (f)(z) =1 T (f) () = %

o _ (mz+a+1)y  nPr?+nza+3)+ (a+1)(a+2)
1) (f5) (x) = CET CFCETESY .

Fiir den zusammengesetzten Operator V,(la’ﬂ ) folgt daher

VR (fo)(x) =1,

n

(a,8) _nrt+a+1l
V() = "
VOO (f)(x) = n?z? —nx(r — 1) + nx(2a +3) + (a+ 1)(a + 2) _

(n+0)(n+d+1)
_n(n—1)2% + 2nz(a+2) + (a+ 1)(a +2)
n+0)(n+d+1)

Da V{™*# )( fo)(x) = 1 erhilt man unmittelbar
_y(@B) H —0.
[ o=V ol =0

Fiir die Testfunktion fi(z) =  erhédlt man

+a+1
_y@d H _ _nroroat il
e A
1:5—04—1' max{«, 0} +1
= Sup =
z€[0,1] n —+ 1) n—+ 1)
und somit

lim Hﬁ RVCD) f1H —0.

n—00 [0,1]
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Es bleibt noch zu zeigen, dass V%a’ﬂ ) fo gleichméBig gegen fo konvergiert.

-, -

2_n(n—1)332+2nx(a+2)+(a+1)(oz+2)‘ B
v (n+0)(nto+1) -

(2n +2nd + 6% + 0)2% — 2nz(a + 2) — (a+1)(a+2)' -

= sup
xz€[0,1]

= Su
eelod] (n+0)(n+d+1)
{' (2n + 2nd + 6% + §)x?

(n+to)(n+o+1)

2nx(a + 2)
(n+06)(n+0+1)
(a+1)(a+2)
(n+5ﬂn+5+1%}<
2n+2n5+52+5+ 2n(a + 2) (a+1)(a+2)
“m+8)(n+d+1) m+0)n+é+1)  (n+d)(n+do+1)

—0 —0 —0

IN

sup
z€[0,1]

+

Der Operator V%O‘”B ) approximiert die Testfunktionen f;(z) = 2! fiir i =
0,1, 2 gleichméfig und somit alle stetigen Funktionen f € C|0, 1]. O

3.3.9 Satz. Fine Jacobi Polynom Reihe Y am, 7(7?’5)@) wird durch das
Gronwall Verfahren G(p,q) mit

_l-vi-w und  q(w) =
T1rVIiow = T—w

gleichmdf$ig summiert.

p(w)

Beweis. Nach Lemma 1.6.6 gilt fiir die Folgenglieder t, dieses Gronwall

Verfahrens
-~ n m!
ty, = ————Um-
2 <m> (0 + O

m=0

Summiert man eine Jacobi Polynom Reihe, so erhélt man

i n m! >
— o (e.8) — y(p) (e,B)
tn g <m> it 6)mamRm (z) =V, (mE:O am Ry, (3:)) .

m=0

Nach Satz 3.3.8 konvergiert Vﬁfﬂ) <E ameﬁ’ﬁ)> gleichméBig. O

3.3.10 Satz. Besitzt f € LQB[O, 1] die Darstellung

)

RVt R, T (0)
Ft)y=> " ap—t—"k
k=0 hkﬂ
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dann gilt

1-0"

a:/B — y —
VD) f— fyv, mit vn(t)_B(a—l—l,n—l—ﬁ—&—l)?oﬁﬁ*l'

Beweis. Nach Satz 3.3.5 gilt

n (e, 8) (o, )
R (R (0) . n k!
(e, ) _ k k _
VP f(t) = kgo R\ hg’ﬁ wobel A\ = )T o

Es ist also eine Funktion gesucht mit den Koeffizienten A; in ihrer Jacobi
Polynom Reihen Entwicklung. Nach Lemma 2.4.2 gilt

)

<1+m>" = P @B )
prm— k a’ﬂ
2 k=0 hk

wobei die Koeffizienten aj durch

g = gorpri L@+ D+ F+1)  I(n+1)
- L(n+Fk+9) T(n—k+1)

gegeben sind. Fiir die Koeffizienten aj erhélt man weiter

_(n 1 F'n+p+ DN (a+1) _, B+l
ak_<k>k!(n+5)k T(n+0) 25T =

n k!
= " gathHlp 1 1).
<k>(n+5)k (a+1,n+B+1)

Die Funktion f(x) = ((1 + x)/2)™ besitzt somit folgende Jacobi Polynom
Reihen Entwicklung

1+2\" & (/n\ kPP )
= 29T Ba+ 1 1).
( 2 ) §<k><n+5>k po? (@t+ln+f+1)

Fiihrt man die Substitution z = 1 — 2¢ durch, um zu den verschobenen

Jacobi Polynomen nga,ﬁ ) (t) zu gelangen, ergibt sich

(1—¢)" B Z”: ny & RED0R>)(0)
Bla+1,n+ B+ 1204004 — 2=\ ) (n +0)x hpy” '
Hierbei handelt es sich bereits um die gesuchte Funktion und daher gilt

_ (1—2t)"
v(t) = Bla+1,n+ 3+ 1)20+5+1"
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