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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Okologie und die Wechselwirkungen in kologischen Sy-
stemen

Obwohl der Begriff Okologie aufgrund der durch die menschliche Zivilisation verursachten
Umweltverschmutzung und der Ausbeutung von Ressourcen zu wirtschaftlichen Zwecken
erst in den letzten 30 Jahren populir geworden ist, ist die Okologie als Biowissenschaft seit
iiber 100 Jahren definiert. Erstmals wurde diese Bezeichnung von HAECKEL ! verwen-
det. Seine Definition lautete: Okologie ist die gesamte Wissenschaft von den Beziehungen
des Organismus zur umgebenden Aufenwelt, wohin wir im weiteren Sinne alle Existenz-
bedingungen rechnen kénnen. Das Wort Okologie stammt aus dem Griechischen. Oikos
bedeutet ,,Haus* oder ,ein Platz um zu leben®. Man konnte daher Okologie als das Stu-
dium der Organismen zu Hause oder als die Lehre vom Haushalt der Natur iibersetzen.
Die derzeit aktuellste Definition stammt von Charles KREBS (1972): Okologie ist die wis-
senschaftliche Untersuchung der Wechselwirkungen, die die Verteilung und Hdufigkeit von
Organismen bestimmen.

Die mathematische Okologie beschiiftigt sich mit der Dynamik von Populationen und
der Wechselwirkung zwischen verschiedenen Populationen. Dabei versteht man unter einer
Population die Gesamtheit der Individuen einer Art, die in einem mehr oder weniger kon-
tinuierlichen Areal zur gleichen Zeit leben. Im Folgenden wird jene Menge von Individuen
einer Art in einem bestimmten rdumlichen Gebiet als Population bezeichnet, die unter-
einander stirker wechselwirken als mit Individuen dieser Art auflerhalb dieses Gebiets.
Mathematisch interessante Gréflen sind die Populationsdichte, Geburten- und Sterberate,
die Verteilung der Altersgruppen, biologisches Potential und die Verteilung von Raum.
Populationen sind immer in ein verzweigtes Nahrungsnetz eingebunden und unterliegen
daher vielfaltigen Wechselwirkungen mit anderen Arten. Dabei unterscheidet man zwi-
schen Zwei- und Mehr-Spezies-Beziehungen. Erstere werden in drei Typen unterteilt:

e symbiotisches Verhéltnis
Jede Population zieht einen Nutzen aus der Beziehung durch wechselweise Begiinsti-
gung des Wachstums. Hierzu zihlt z.B. die Fremdbestidubung von Bliitenpflanzen
durch Bestéduber.

e Konkurrenzverhéltnis
Jede Population behindert das Wachstum der anderen durch Vergréflerung der To-
desrate, Verkleinerung der Geburtenrate oder beides. Dazu gehort zum Beispiel der
Streit um gemeinsame Ressourcen. Aber allein schon die Gegenwart von fremden

!deutscher Naturforscher, *16. 2. 1834 Potsdam, 9. 8. 1919 Jena; Vertreter der Abstammungslehre,
erweiterte Darwins Lehre von der Umwandlung der Arten durch die Einbeziehung der Menschen und
Aufstellung des biogenetischen Grundgesetzes.



Individuen kann Téitigkeiten wie Nestbau, Nahrungserwerb, Pflege und Fiitterung
der Jungen behindern.

e Riuber - Beute - Beziehungen
Das Wachstum der einen Art (Rduber) wird von der anderen Art (Beute) begiinstigt,
wéahrend die Beutepopulation in ihrem Wachstum von der Rduberpopulation behin-
dert wird. Dazu gehort auch die Einwirkung von Parasiten auf ihren Wirt, wenn
dieser dadurch einen Schaden nimmt oder die Erndhrung von Pflanzenfressern von
lebenden Pflanzen.

Mehr-Spezies-Beziehungen sind mehrstufige Nahrungsketten. Eine Art stellt die Nahrung
einer zweiten Art dar, von der sich wieder eine dritte Spezies ernihrt usw.. Rauber - Beute
- Beziehungen sind also eine zweistufige Nahrungskette.

Abschlielend sollte allerdings noch darauf hingewiesen werden, dass der Aufbau einer
mathematischen Theorie fiir 6kologische Systeme dadurch erschwert wird, dass es in der
Okologie keine allgemeingiiltigen Grundgesetze gibt, wie sie etwa in der Populationsgenetik
durch die Mendelschen Gesetze gegeben sind.

1.2 Schitzung von Populationsgroflen

Die Schitzung der Grofle von Populationen, also der Mitgliederzahl, ist eine Aufgabe,
die nicht nur fiir das Studium der 6kologischen Gesetze wichtig ist, sondern der auch be-
trachtliche praktische Bedeutung zukommt, etwa im Zusammenhang mit der Erhaltung der
menschlichen Nahrungsquellen durch Vermeidung von Raubbau. Wihrend die Schétzung
der Grofle von Pflanzenpopulationen aufgrund der Standortgebundenheit im Allgemeinen
kein Problem darstellt, ist dies bei Tierpopulationen keineswegs einfach. Tiere kénnen
sich in ihrem Lebensraum frei bewegen und sind fiir den Betrachter kaum unterscheidbar.
Alle bei derartigen Populationen verwendeten Methoden zur Schétzung der Populations-
grofle beruhen darauf, dass Mitglieder der betreffenden Population eingefangen, irgendwie
gekennzeichnet und wieder freigelassen werden, so dass sie sich gleichméfig mit der rest-
lichen Population vermischen konnen. Nach einiger Zeit werden erneut Mitglieder dieser
Population eingefangen, und es wird festgestellt, wie viele von ihnen markiert sind. Diese
Methoden werden als Riickfangmethoden (Capture - Recapture - Methoden) bezeich-
net.

Im Folgenden wird die unbekannte Zahl von Mitgliedern einer Population mit x bezeichnet.
Es wird angenommen, dass die Population geschlossen sei, d. h. es findet keine Migration
statt. AuBerdem mogen keine Geburten- und Todesprozesse erfolgen. Die wieder freigelas-
senen Exemplare mégen sich gleichméflig mit dem Rest der Population vermischen und
die Zeitrdume fiir die Einfang-, Markier- und Wiederfreilassungsvorgéinge seien klein im
Vergleich zu den dazwischen liegenden Zeitrdumen.

Die einfachste Riickfangmethode ist die Methode der direkten Stichprobe. Dazu wer-
den a Tiere eingefangen, markiert und wieder freigelassen. Sobald sich diese gleichméfig
mit der {ibrigen Population vermischt haben, wird eine zweite Stichprobe von n Tieren

T

genommen. R bezeichne dabei die Anzahl der darunter markierten Individuen. Da es (n)

verschiedene Méglichkeiten gibt aus z Tieren n auszuwihlen, gibt es (%) (7-%) Moglich-

keiten, dass von diesen n Tieren r markiert sind. Sei P(R = r) die Wahrscheinlichkeit in
einer Stichprobe von n Tieren genau r der ¢ markierten Tiere zu erhalten, so gilt:



Anzahl der giinstigen Félle (?) (i:?)

PR =7) = il der moglichon Falle @)
al (x —a)! nl(x —n)!
- rMa—r)! (n—rlz—a—n+r! x!
_ <n>a(a—1)-...-(a—r—i—l)(x—a)(x—a—l)-...-[x—a—(n—r—l)]
r zz—1)-...-(z—r+1)(z—r)-...- (z—n+1)

Nun ist aber n klein im Vergleich zu z, r klein gegeniiber a. Auch n — r ist gegeniiber
x — a vernachlissigbar klein. Daher kann man fiir P(R = r) niherungsweise schreiben:

P(R=r)~ (”) Gy = Lyn-r

r T T

Die Zufallsvariable R ist also ungefiihr binomialverteilt mit p = 7. Ausgehend vom Néhe-
rungswert fiir P(R = r) schitzt man nun die Grole des unbekannten Verteilungspara-
meters x mit Hilfe der Mazimum - Likelihood - Methode. Dazu wird jener Wert xy der
Variablen z gesucht, fiir den L(r;z) = P(R = r) bei r (und festem a und n) als Funktion
von z ein Maximum annimmt. Um die Rechnung zu vereinfachen, berechnet man anstatt
des Maximums von L(r;z) das Maximum von In L(r; z).

InL(r;z) = In <n> +r(lna—1Inz) + (n —r)[In(z — a) — Inz]
r
= C+(n—r)ln(ac—a) —nlnz
Dabei ist C eine Konstante mit dem Wert C = (n) +71Ina. Die Ableitungen von In L(r; z)

dln L(r; - d?InL _
nachxlauten:wzu_ﬂu q @InLiriz) _ _ ner

T—a T dx? - z—a)2
Ableitung ergibt fiir 7 den Wert <*. Dass es sich dabei wirk)lich um ein Maximun handelt,
kann durch Einsetzen in die zweite Ableitung tiberpriift werden. Dies liefert fiir 0 < r < n
tatsdchlich einen Wert kleiner null. Aufgrund der Monotonie des Logarithmus ist damit
zr, auch ein Maximum der Funktion L(r;z).

Die oben beschriebene Methode wurde erstmals von F. C. LINCOLN (weshalb zf = “*
auch als Lincoln - Index bezeichnet wird) verwendet, um die Grofie der Wildentenpo-
pulation in Nordamerika um 1930 zu bestimmen. Dazu markierte er eine grofie Anzahl
von Enten bevor diese ihre Brutplitze verlieflen. In der folgenden Abschusszeit befanden
sich zirka 12 % aller markierten Tiere unter den erlegten Wildenten. Bei einer totalen
Abschussziffer von etwa 5 Millionen Enten pro Jahr ergab sich ein Lincoln - Index von
v =5t =4%=5-10"" o ~ 42 10°.

Probleme bei der Berechnung des Lincoln - Index treten allerdings dann auf, wenn r = 0
ist. N. T. BAILEY schlug daher vor, an seiner Stelle als Schéitzwert fiir die Populations-

grofe = die GroBe zp = & rnj'll) zu nehmen. Um nun die Genauigkeit dieses Schitzwertes zu

;L—Z. Nullsetzen der ersten

iiberpriifen, kann man den Erwartungswert > von Xp = a(}?—ill) ndherungsweise berechnen:
n
aln+1) [(n\,a a.,
E(X = E _— =(1-=)"T
(X5) = r+1 <r>(a:) ( a:)
n+1 et a. o,
_ § : 1—— n—r
o (r + 1) ( :1:)

n+1

_ IZ(n_’_l) (1_%)%14

= aft— (1= 2]

’Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen ¢, die die Werte z, fiir k = 0,1,2,...,n annimmt,
ergibt sich aus: E§ =Y ;_ zx - P(€ = zp).



wobei im letzten Rechenschritt der binomische Lehrsatz (a + b)" = Y_p_, (7)a"~*b* ver-
wendet wurde. Wegen (1 — 2)"*! ~ (1 — 2 1)nH! ~ e~ % gilt fiir ein groBes n nithe-
rungsweise: E(Xp) ~ # —z e = . Der Bailey - Index zp wird im Allgemeinen die
Populationsgrofie x eher unterschitzen und dem genauen Wert von z umso nidher kom-
men, je grofler der Quotient <* ist.

Mit Hilfe der Bailey - Methode kann nun die Gréfle einer Ameisenkolonie geschétzt wer-
den. Die gefangenen Tiere wurden dazu mit Hilfe eines radioaktiven Markierungsverfahren
gekennzeichnet und anschlieflend wieder freigelassen. Da die Arbeiterinnen stindig in die
Kolonie ein- und wieder ausstromen, kommt es zu einer guten Durchmischung der Popu-
lation. Nach der zweiten Stichprobe ergaben sich fiir a, n und r folgende Zahlenwerte:
a = 500, n = 437 und r = 68. z berechnet sich dann durch zg = “(::11) ~ 3144.

Eine andere Riickfangmethode ist das Verfahren der inversen Stichprobe. Bei dieser
Methode wird der zweite Fangvorgang solange fortgesetzt, bis eine schon vorher festgeleg-
te Zahl m von markierten Exemplaren gefangen worden ist (ohne dass die eingefangenen
Tiere wieder freigelassen werden). Bezeichne nun N die Gesamtzahl der beim zweiten
Fangvorgang eingefangenen Exemplare, so ergibt sich mit Hilfe der Maximum - Like-
lihood - Methode der Schétzwer‘.c. Ty = % Der Vorteil dieser Methode ist, dass es zu
keinen Vernachldssigungen beim Ubergang zur Binomialverteilung kommt. Die praktische
Durchfithrung ist allerdings sehr miithsam!




Kapitel 2

Autonome
Differenzengleichungssysteme

Unter einer Differenzengleichung der Ordnung n (n > 1) versteht man eine Beziehung
der Form

Fz(k+n),z(k+n—1),...,2(k+1),z(k),k) =0 (2.1)

zwischen der unabhéngigen Variablen £ und der Funktion z(k). Man spricht von einer
Differenzengleichung der Ordnung n in expliziter Form, wenn sie von der Gestalt

zk+n)=flz(k+n—-1),z(k+n—-2),...,x(k+1),z(k), k)

ist. k£ kann reell, aber auch komplex sein. Wir nehmen allerdings an, dass der Definiti-
onsbereich der Funktion z die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen ist, d. h., k ist
nichtnegativ und ganz.

Jede Funktion z = xz(k), die fiir alle ganzen k > 0 definiert ist und fiir alle diese k die
Beziehung (2.1) erfiillt, heifit eine Losung der Differenzengleichung. Durch die Anfangs-
bedingungen z(0) = zg,z(1) = x1,...,2(n — 1) = z,_; ist die Losung der Differenzen-
gleichung eindeutig bestimmt.

Der wichtigste Typ einer Differenzengleichung der Ordnung n ist die lineare Differen-
zengleichung. Diese ist von der Gestalt

z(k+n)+a(k)z(k +n—1)+-- + an_1(k)z(k + 1) + an(k)z(k) = b(k)

Ist b(k) = 0 fiir alle k£, dann heifit die Differenzengleichung linear homogen, ansonsten
linear inhomogen. Sind die Funktionen a;(k),...,a,(k) konstant, so spricht man von
einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten.

2.1 Autonome Differenzengleichungssysteme

Gegeben sei ein System von n autonomen Differenzengleichungen erster Ordnung in ex-
pliziter Form:

zi(k+1) = fi(zi(k),...,zn(k))

: (2.2)

ok +1) = folzi(k),...,z,(k))
»,<Autonom* bedeutet, dass fi,..., f, im obigen System nicht explizit von k£ abhéingen,
sondern nur implizit iiber x1(k),...,z,(k). Unter einer Losung von (2.2) versteht man

eine Folge (ai(k),...,an(k)) (k =0,1,2,...) von n - Tupeln reeller Zahlen, sodass fiir alle



k>O0undfirallei =1,...,n a;(k+1) = fi(a1(k),...,an(k)) eine wahre Aussage ist. Jede
Losung (by(k),...,by(k)) ist offensichtlich durch (b1(0),...,b,(0)) eindeutig festgelegt.
Um nun den Schreibaufwand zu verkiirzen schreiben wir &, = f(i},) anstatt (2.2).
Autonome Differenzengleichungssysteme haben einige besondere Eigenschaften:

e Seien (@) und (by) zwei Losungen von (2.2). Falls @ = b fiir ein festes Paar (s, t)
s, t € Z(‘)" gilt, so folgt: dsy; = byyy Vi > 0.

e Falls der Index k die Zeit bedeutet, hingt fiir eine Losung (@) von (2.2) dj nicht
direkt von der absoluten Zeit k ab, sondern nur von dj,_; bzw. dp.

e Beginnt man zu einem spéteren Zeitpunkt, so entwickelt sich das System genauso,
wie wenn es frither gestartet worden wére.

Die Gleichgewichtspunkte (singuliren Punkte) von (2.2) entsprechen den konstanten
Losungsfolgen von (2.2). @ € R™ ist also ein Gleichgewichtspunkt, falls a@,d,d,... eine
Losung von (2.2) ist, d. h., falls f(d’) = a gilt, also @ ein Fixpunkt von fqist. Ist fstetig, S0
sind im Falle von Differenzengleichungen die Gleichgewichtspunkte genau die Grenzwerte

der konvergenten Losungsfolgen.

2.2 Lokale Stabilititsanalyse bei autonomen Differenzen-
gleichungssystemen

Sei @ ein Gleichgewichtspunkt von (2.2): @ heifit stabil (im Sinne von Ljapunov), falls es
zu jeder Umgebung U von @ eine Umgebung V von a gibt, sodass jede in V startende
Losungsfolge von (2.2) ganz in U bleibt.

a heifit anziehend oder attraktiv, falls es eine Umgebung U von @ gibt, sodass jede in
U startende Losungsfolge gegen a konvergiert.

@ heifit (lokal) asymptotisch stabil, wenn @ stabil und attraktiv ist.

a nennt man instabil, wenn d nicht stabil ist. Das heifit, @ ist instabil, falls es eine
Umgebung U von @ gibt, sodass fiir jede Umgebung V von a gilt: Es gibt eine in V
startende Losungsfolge, die U verlésst.

Der folgende Satz gibt hinreichende Bedingungen dafiir an, dass ein Gleichgewichtspunkt
asymptotisch stabil bzw. instabil ist.

Satz 1 Unter gewissen Regularititsbedingungen tber fgz'lt:
Seien A1, ..., N\, die Eigenwerte der Jacobimatriz ((f;)z;(@)) von f (i,j=1,...,n). Falls
mazx|\;| < 1 ist, so ist @ asymptotisch stabil. Falls maz|\;| > 1 ist, so ist @ instabil.

Die lokale Stabilitdtsanalyse fiir autonome Systeme wird wie folgt durchgefiihrt:
e Zuerst werden die Gleichgewichtspunkte bestimmt.
e Dann wird mit Hilfe des obigen Satzes das Stabilitédtsverhalten ermittelt.

BEMERKUNG: In den folgenden Abschnitten werden die Stabilitdtsanalysen sowohl fiir
die diskreten als auch fiir die kontinuierlichen Modelle stets lokal durchgefiihrt. Das qua-
litative Verhalten des Systems ist dadurch aber im Wesentlichen bestimmt.



Kapitel 3

Diskrete Populationsmodelle

3.1 Grundlegende diskrete Modelle fiir isolierte Populatio-
nen

In diesem Kapitel werden nur Modelle betrachtet, die sich auf Populationen anwenden
lassen, die wihrend eines festgelegten Zeitabschnittes nur einmal Nachkommen hervor-
bringen kénnen. Man kann sich also bei der Beobachtung der Bevélkerungsdichte auf das
Betrachten von Zeitpunkten, die dquidistante Abstinde haben, beschrinken. Derartige
Modelle nennt man diskrete Populationsmodelle.

Im Folgenden werden die diskreten Zeitpunkte & = 0,1,2,... einer gewissen Zeiteinheit
betrachtet. x; bezeichne die Populationsgrofle zum Zeitpunkt k. Pro Zeiteinheit bringt
jedes Individuum (durchschnittlich) 5 neue Individuen hervor. Sei p die Sterberate pro
Zeiteinheit und pro Individuum, so ergibt sich fiir die Anzahl der Individuen zum Zeit-
punkt k& + 1:

Thy1 = T + P — pxy =z + (B — 1) x4
——

=rr

Tpt1 = (1 +7)zp (3.1)

Die Differenz aus Geburten- und Sterberate bezeichnet man als Wachstumsrate r (pro
Zeiteinheit und pro Individuum). Wie man durch Einsetzen leicht erkennt, ist zp =
(1 + r)kzq fiir alle & > 0 eine Losung dieser Differenzengleichung erster Ordnung. Die
Bevolkerung wéchst fiir » > 0 immer weiter an (man spricht von exponentiellem Wachs-
tum), fiir 7 < 0 strebt sie gegen null (exponentielle Abnahme) und fiir » = 0 bleibt
sie konstant.

Da in der Praxis nie unbegrenzt Platz und Futter vorhanden ist, ist dieses Modell im Fall
r > 0 sehr unrealistisch. Man wird also versuchen, ein Modell zu konstruieren, bei dem
die Wachstumsrate eine Funktion der Bevolkerungsdichte ist.

Th1 = (1 + R(zp))zp

Von der Wachstumsrate R(zy) wird man verlangen, dass sie fiir eine sehr kleine Anzahl
von Individuen positiv ist, also R(0) = ro > 0. Mit wachsender Bevolkerungszahl wird
das Wachstum abnehmen und schlieflich fiir eine sehr grofie Zahl K null werden. K wird
als Umweltkapazitét bezeichnet. Sie gibt die grofite Anzahl von Individuen an, die die
Umwelt gerade noch erndhren kann. Der Einfachheit halber kann man jetzt annehmen,
dass R(zy) linear ist:

T

zri1 = (1470 (1 - E))xk (3.2)



Dieses Modell nennt man auch zeitlich diskretes logistisches Wachstumsmodell. Um
die Gleichgewichtspunkte zu bestimmen, setzt man z; = Z fiir alle k = 0,1,2,.... Damit
ergeben sich die singuldren Punkte z =0 und z = K.

1 = (1+mo (1 — %))xk = f(zx)
flz) = I(]."—T[)(].—%))
flo) = 1em- T

Um die Stabilitat von 0 und K zu untersuchen, setzt man sie in die erste Ableitung von f
ein. Da [f'(0)] = |1 4+ ro| > 1 gilt, ist der Gleichgewichtspunkt Z = 0 instabil. Fiir 7z = K
ergeben sich zwei Fille:

<1 fallsrg <2

! _ — g —
|f(K)| =1 +ry—2r| =1 T0|{>1 falls 7o > 2

Damit ist K ein stabiler Gleichgewichtspunkt fiir rg < 2. Die Anzahl der Individuen
wird also gegen die Umweltkapazitidt konvergieren. Fiir o > 2 gibt es keine stabilen
Gleichgewichtspunkte.

3.2 Diskrete Zweipopulationsmodelle

Da in einem gewissen Lebensraum stets mehrere Arten nebeneinander leben, wird im
néchsten Schritt ein Modell konstruiert, bei dem eine Wechselwirkung zwischen zwei Po-
pulationen gegeben ist. 7 bezeichne nun die Anzahl der Individuen der ersten Population
zum Zeitpunkt k, y, die der zweiten Population. Die Wachstumsgleichungen lassen sich
dann wie folgt schreiben:

Thtl1 = (1 + Rl(xkayk))xk
Yk+1 = (1 + RQ(xkayk))yk

Ri(xk, yr) und Ry (zk, yi) beschreiben die von den Populationsdichten abhéngigen Wachs-
tumsraten der ersten bzw. zweiten Population. Wie oben ist das Wachstum beider Arten
positiv, wenn nur sehr wenige Individuen vorhanden sind, d. h. R;(0,0) = r; > 0 und
R5(0,0) =72 > 0. K; (1 = 1,2) gibt die grofite Individuenzahl der i-ten Population an,
die die Umwelt bei Abwesenheit der anderen Population gerade noch ernihren kann, also
sind Ry(K1,0) = 0 und R2(0, K3) = 0. Anders als beim vorigen Modell miissen noch die
Einfliisse der Populationen aufeinander in die Gleichungen eingehen. Wenn nun b5 den
Einfluss der zweiten Population auf die erste und bs; den der ersten auf die zweite angibt,
so ergeben sich die folgenden Gleichungen.

Ty boyk

Tpyl = []_ + 7y (]_ - E + Kz )],’Ek (33)
Yk . bomy

N (1 _ Y ) 4

Yer1 = [L+ 1o X, + e Juk (3.4)

(3.3) und (3.4) ist ein Differenzengleichungssystem erster Ordnung.

Die Vorzeichen von b9 und be; geben nun die Art der Wechselbeziehung an, in der sich
die beiden Populationen befinden. Sind b5 und bo; beide positiv, so zieht jede Art auf-
grund wechselseitiger Begiinstigung des Wachstums einen Nutzen aus der Beziehung. Man
spricht von Symbiose. Sind die Einflussparameter allerdings negativ, dann wirkt sich die
Existenz der anderen Population ungiinstig auf das Wachstum der eigenen Art aus. Es
handelt sich also um ein Konkurrenzverhéltnis. Stehen die beiden Bevdlkerungen in
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einer Rduber - Beute - Beziehung, so haben b5 und by; unterschiedliche Vorzeichen.
Je mehr Beute vorhanden ist, desto grofler ist die Wachstumsrate der Rauber. Umgekehrt
ist das Wachstum der Beute umso kleiner, je grofier die Rduberpopulation ist. Bezeichne
nun z; die Anzahl der Beutetiere und gy die Anzahl der Rduber, so muss by zwar kleiner,
be1 aber grofler als null sein.

Zur Bestimmung der Gleichgewichtspunkte setzt man x; und y; fir alle £ = 0,1,2,...
konstant. Unter der Voraussetzung, dass bij2bg; # 1 ist, und nach einigen Berechnung
ergeben sich folgende vier Gleichgewichtspunkte: (0,0), (Ki,0), (0, K3) und (Z,7) mit
T = % und y = %. Fiir Populationen ist der vierte Gleichgewichtspunkt nur
dann interessant, wenn die Individuenzahlen Z und ¢ positiv sind. Man kann nun zeigen,
dass gilt:

z,y >0& [(blg,bgl > —1 und biaby < 1) oder b9, bo; < —1]

Beweis Fiir den Beweis miissen nur die Vorzeichen von Zahler und Nenner von Z und ¥
betrachtet werden. O

Das heifit, nur wenn (b1,be; > —1 und bigby; < 1) oder big,be; < —1 gilt, gibt es
vier Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten. In allen anderen Féllen gibt es nur die
Gleichgewichtspunkte (0,0), (K1,0) und (0, K3).

Im n#chsten Schritt soll die Stabilitit der Gleichgewichtspunkte bestimmt werden. Dazu
miissen die Eigenwerte der Jacobimatrix an diesen Punkten berechnet werden.

fley) = (1+r1(1—%+b}(—2§’))x
g(zy) = (1+7"2(1—K%+b;(—1f))

Die Jacobimatrix lautet dann

IREE N oty
9z Gy _Tszlly 1+T2(1—Ki2+b12(11m)—%

Nun muss diese Matrix an den Gleichgewichtspunkten ausgewertet werden.

e Fiir (0,0) ergeben sich dann die Eigenwerte Ay = 1+7; und Ay = 1+ 7. Egal welche
Werte 71, 1o, bis oder by; annehmen, diese beiden Eigenwerte sind betragsmifig
immer grofer eins. (0,0) ist daher in jedem Fall instabil.

e (K1,0): Das Auswerten der Jacobimatrix an dieser Stelle liefert folgende Matrix:

( 1o Okl )
0 1+ 7‘2(1 + bgl)
Wie leicht zu erkennen ist, hat diese Matrix die Eigenwerte Ay = 1 —r; und Ay =

1+ry(1+4b21). Die Stabilitat dieses Gleichgewichtspunktes hingt nun von den Werten
r1, ro und boy ab.

—r1<2und —1— % < b9y < —1 = (K1,0) ist (lokal) asymptotisch stabil
— r1 > 2 oder by > —1 oder by < —1 — 2 = (K1,0) ist instabil

e (0, K3): Man erhilt die Eigenwerte Ay = 1 + r1(1 + b12) und Ao = 1 — 5.

—ro<2und —1— % < b2 < —1 = (0, K>) ist (lokal) asymptotisch stabil
— r9 > 2 oder byp > —1 oder by < —1 — % = (0, K2) ist instabil
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e Die Berechnung der Eigenwerte des vierten Gleichgewichtspunktes (z,y) ist etwas
aufwendiger. Setzt man Z und ¢ in das System (3.3) und (3.4) ein, so ergibt sich

K, K,

o ] b213_7)
= ]_ _

y=y+ y”( Ky, | K,

Daraus erhéilt man, dass 1 — 7 + blzy =0und 1— —2 + bf(—llj = 0 gilt. Niitzt man dies
beim Auswerten der J acoblmatrlx aus, so ergeben sich die Figenwerte aus folgender
Gleichung:

, .
12;21%% - r2;1K12QI =0
“Ri -7 —A
Nach einigen Umformungen erhélt man schliellich
P e A \/(”f + PV TG ) (35)
b 2\K, K> 2oV K, " K, K K, 12021) (3.
S LA \/ (Do iy Tnnababa
2\ K; Ky 2 K K5 KKy

Um den Schreibaufwand zu verkiirzen, setzen wir p := ’"11 + 2 ’"Qy = %(m(l +
b12) + ro(1 4+ b21)) > 0. p kann abhéngig von ry, ra, bio und b1 beheblg grofle Werte
annehmen. Auflerdem verwenden wir die Abkiirzung R fiir den Radikanden. Dann
lassen sich die Eigenwerte schreiben als

p, 1 T1T2TY
Mo=1-242/p2_4 1—bigby) =1—L2 4 \/
12 2 2\/ KlK( 1221) 2

Fiir den Fall, dass bj2, b9 < —1, ist das Produkt bjobo; > 1, und man kann bereits
sagen, dass der Eigenwert

p 1 r1roTy
M=1—=+4+— 2_4 1 — by12b
! 2 + 2 p KKy _( 1,_/2 21)
<0
>p

betragsméfig grofler als eins ist und daher (z,y) instabil ist.

Gelte nun bya, by > —1 und bysbe; < 1, dann ist (Z,7) (lokal) asymptotisch stabil,
wenn einer der folgenden Punkte erfiillt ist:

— R=0undp<4
—~ (R>0und p <2) oder (R>0undp>2undp+ VR <4)
— R<Ound (1-8)2-2 <

— R=0und p >4 oder
—R>0undp>2undp+\/}_2>4 oder
—~ R<Ound (1-58)2-2>1

ist (z,y) instabil.

12



3.2.1 Symbiose

Bei symbiotischen Beziehungen - wie es sie zum Beispiel bei Blattschneideameisen, die
in ihrem Bau Pilzgirten kultivieren, gibt - sind die beiden Einflussparameter b1o und boy
positiv.

Zunichst wird der Fall betrachtet, in dem vier Gleichgewichtspunkte existieren. Dies ist
nur dann méglich, wenn 0 < bigby; < 1 (= R > 0, vgl. (3.6)) ist.

e (K1,0): Da der zweite Eigenwert grofier eins ist, ist dieser Gleichgewichtspunkt im-
mer instabil.

e (0, K3): Analog zum vorigen Punkt ergibt sich - egal welche Werte r; und r9 anneh-
men - die Instabilitdt dieses Punktes.

e (z,7): Im Fall von vier Gleichgewichtspunkten' gilt:

— p<2oder (p>2und p+ VR <4) = (z,7) (lokal) asymptotisch stabil

—p>2und p+ VR >4 = (Z,§) instabil

Ist das Produkt der beiden Einflussparameter bio und by grofler als eins, so existieren
nur drei Gleichgewichtspunkte. Da aber sowohl b;s > 0 als auch by > 0 gilt, sind die
Gleichgewichtspunkte (K7,0) und (0, K5) instabil.

ZUSAMMENFASSUNG: Liegt der vierte Gleichgewichtspunkt im ersten Quadranten, so
ist eine Koexistenz beider Populationen moglich.

3.2.2 Konkurrenz

In den meisten Fillen wird es zwischen zwei Populationen, die sich einen Lebensraum mit-
einander teilen, allerdings zu einem Konkurrenzverhiltnis kommen. Beispiele dafiir wiren
verschiedene Pflanzenarten, die auf einer Wiese wachsen. Studien iiber Konkurrenz und
Konkurrenzausschluss haben gezeigt, dass zwei Pflanzenarten nur dann zusammen iiber-
leben kénnen, wenn sie verschiedene Erndhrungsbediirfnisse, verschiedene Ursachen fiir
die Sterblichkeit oder wenn sie Empfindlichkeit gegeniiber dem gleichen kontrollierenden
Faktor (Licht, Wasser usw.) zu verschiedenen Zeitpunkten zeigen. Hat die eine Art zum
Beispiel eine groflere Blattdichte, die andere dafiir lingere Stiele, sodass sie ihren Kon-
kurrenten iiberragt, so konnen beide zusammen weiterbestehen. Weisen sie jedoch sehr
ghnliche Merkmale auf, so wird je nach Anfangsbedingung, eine der beiden Arten ausster-
ben.

Im Falle eines Konkurrenzverhéltnisses sind die beiden Einflussparameter negativ. Wird
zuerst angenommen, dass alle vier Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten liegen, so
miissen nun zwei Fille untersucht werden. Sind b2, by < —1, dann gilt folgendes:

e (K1,0): Dieser Gleichgewichtspunkt ist

— instabil fiir r1 > 2 oder by; < —1— 2 und

— (lokal) asymptotisch stabil, wenn 71 < 2 und by; > —1 — % sind.
e (0,K>3): Analog dazu, ist (0, K2)

— instabil fiir 79 > 2 oder b3 < —1 — % und

— (lokal) asymptotisch stabil, falls ry < 2 und bjg > —1 — % gilt.

4, Gleichgewichtspunkt existiert < biab21 < 1 (= VR < D)
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e (z,y): Sind by2,by; < —1, dann ist das Produkt dieser beiden Einflussparameter
grofler eins und (Z,7) daher instabil.

Fiir —1 < b19,b91 <0 (:> 0 < bi2bo; <1 und R > 0, vgl. (3.6)) gilt:

e (K1,0), (0, K2): Die Gleichgewichtspunkte sind jedenfalls instabil, da by, by; > —1
gilt.

e (Z,7): Es ergeben sich folgende Fille:

— p<2oder (p>2undp+ VR <4) = (z,7) (lokal) asymptotisch stabil

— p>2und p+ VR >4 = (z,y) instabil

Drei Gleichgewichtspunkte gibt es nur dann, wenn ein Einflussparameter grofler —1, der
andere aber kleiner als —1 ist. Zunéchst betrachtet wir die Situation, dass b1 < —1 und
bo1 > —1 sind:

e (K1,0) ist jedenfalls instabil, da by; > —1 ist.
e Der Gleichgewichtspunkt (0, K3) ist

— instabil fiir 79 > 2 oder b1s < —1 — % und

— (lokal) asymptotisch stabil, wenn ro < 2 und b1y > —1 — % sind.

Fiir b1 < —1 und byg > —1 dreht sich diese Situation um:
e Der Gleichgewichtspunkt (K7,0) ist

— instabil fiir r1 > 2 oder by; < —1— 2 und

— (lokal) asymptotisch stabil, wenn 71 < 2 und by; > —1 — % gilt.

e (0, K5) ist immer instabil.

ZUSAMMENFASSUNG: Sind die Einflussparameter bi2,be; < —1, so sind unter geeig-
neten Bedingungen beide Gleichgewichtspunkte (K7,0) und (0, K5) (lokal) asymptotisch
stabil. Welche der beiden Arten ausstirbt, hingt also von den Anfangsbedingungen ab.
Fiir —1 < byg,bo1 < 0 ist nur (Z,7) stabil. Beide Populationen konnen iiberleben.

Gibt es allerdings nur drei Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten, so hangt es (unter
gewissen Bedingungen) von der Grofienordnung der beiden Einflussparameter zueinander
ab, welche Population ausstirbt.

3.2.3 Réduber - Beute - Beziehungen

Werden zwei Populationen betrachtet, bei denen die eine Art die Beute der anderen ist, so
haben die beiden Einflussparameter b12 und by unterschiedliches Vorzeichen. Im Folgenden
wird angenommen, dass die erste Population die Beute ist, d. h. b1o < 0 und by; > 0.
Zunéchst wird wieder der Fall betrachtet, bei dem alle vier Gleichgewichtspunkte im ersten
Quadranten liegen. Dies ist nur dann méglich, wenn —1 < bjs < 0 (= bigby < 1) ist.

e (K1,0) ist immer instabil, da by; > 0 ist.

e Weil by > —1 ist, ist auch (0, K3) stets instabil.

e Der Gleichgewichtspunkt (Z,7) ist (lokal) asymptotisch stabil, wenn einer der fol-
genden Punkte erfiillt ist:

— R=0undp<4
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— (R>0und p<2)oder (R>0undp>2und p+ VR <4)
—R<Ound (1-2)2-£2 <1

und (z,y) ist instabil, wenn entweder

— R=0und p >4 sind oder
— R>0undp>2und p+ VR >4sind oder
— R<Ound (1 —2)2— £ > 1 sind.

Liegen nur drei Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten, so muss b2 < —1 und b9y >
0. Es gelten fogende Aussagen:

e (K1,0) ist instabil.
e Der Gleichgewichtspunkt (0, K32) ist
— instabil fiir 7o > 2 oder bjs < —1 — % und

— (lokal) asymptotsich stabil, falls o < 2 und by > —1 — 2 sind.
( ymp ,

1

ZUSAMMENFASSUNG: Existieren vier Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten, so
kann (z,y) unter gewissen Bedingungen (lokal) asymptotsich stabil sein. Eine Koexistenz
der beiden Populationen ist also moglich.

Gibt es allerdings nur drei Gleichgewichtspunkte, dann ist nur (0, K3) unter geeigneten
Bedingungen stabil. Die Beutepopulation wird also aussterben.
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Kapitel 4

Ebene autonome
Differentialgleichungssysteme

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem erster Ordnung:

&1 = fi(z1,32) (4.1)
&y = fo(wy, ) (4.2)

bzw. mit z = (xl,xz)T und f = (f17f2)T
i = f(z) (4.3)

Dabei seien fi und f Funktionen von zwei Verénderlichen 21 und zs, die auf einer offenen
Menge D C R? definiert und dort stetig partiell nach z; und zs differenzierbar sind.
Unter einer Lésung von (4.1) und (4.2) bzw. (4.3) versteht man eine differenzierbare
Funktion z(t) = (21(t),z2(t))", z : I — D, die fiir alle ¢t € I der Bedingung

oder kurz #(t) = f(z(t)) geniigt. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt dann
unter gewissen Regularitidtsvoraussetzungen iiber fi und fs, dass es zu jedem Anfangswert
to und zu jedem Punkt ((,7n) aus D eine reelle Losung (z1(t), z2(t)) von (4.1) und (4.2)
gibt mit x1(tg) = ¢ und z2(t9p) = 1. Diese Losung existiert in einer entsprechend klein
gewihlten Umgebung des Punktes ty.

Jede Losung von (4.1) und (4.2) kann geometrisch als Integralkurve in einem raumlichen
(z1,x9,t) - Koordinatensystem dargestellt werden. Projeziert man diese Kurve auf die
(z1,x9) - Ebene, erhilt man die zur Losung (z1(t), z2(t)) gehorende Phasenkurve. Daher
wird die (z1,x9) - Ebene in diesem Zusammenhang auch Phasenebene genannt.
Systeme, bei denen die unabhéngige Variable ¢ nicht explizit im Argument der Funktionen
f1 und fo auf der rechten Seite von (4.1) und (4.2) vorkommt, nennt man autonom.

Lemma 1 Mit jeder Lésung x(t) von (4.3), t € («, ), ist auch z; = z(t + 7),t € (o —
7,8 — 1) fir jede Wahl von 7 € R wieder eine Lésung von (4.3).

Beweis z(t) sei eine Losung von (4.3) auf dem Intervall I = (a,f). Fir t € I, =
( — 7,8 —7) ist t + 7 wieder in I. Also gilt ©,(t) = z(t +7) = f(z(t + 7)) = f(z(¢)),

und damit ist z, eine Losung von (4.3) auf I.

Man erhélt also aus jeder Losung x(t) von (4.3) durch Verschieben in ¢ wieder eine Losung
von (4.3). Dies gilt allerdings nur fiir autonome Systeme.
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Unter den Gleichgewichtspunkten oder singuléiren Punkten des Systems & = f(x)
versteht man alle Punkte (Z1,Z2) € D, fiir die z1(t) = %1, z2(t) = ZTo Vi eine Losung
von & = f(z) ist bzw. fiir die f1(%1,72) = fo(%1,72) = 0 gilt. Wird das System aus
einer Ruhelage gestort, so kann es entweder in diese zuriickkehren (man spricht dann von
einem stabilen Gleichgewichtspunkt) oder sich immer weiter davon entfernen (instabile
Ruhelage).

Fiir singulire Punkte von (4.3) kann man durch Transformation y; = 1 — 1, y2 = 9 — T,
d. h. durch Ubergang zum System:

7 = 91(y1,y2) = filyr + Z1,y2 + T2) (4.4)
U2 = g2(y1,y2) = fo(yr + Z1,y2 + 2) (4.5)

stets erreichen, dass der betrachtete Gleichgewichtspunkt der Nullpunkt (0,0) ist. Das
System (4.4) und (4.5) ist dann mindestens auf einer Umgebung des Ursprungs definiert.

Sei £ = (0,0) ein Gleichgewichtspunkt von & = f(z). z heifit stabil, falls es zu jedem
e > 0 ein p > 0 gibt, sodass fiir jede Losung z(¢) von (4.3) mit ||z(to)|| < p fiir ein ¢ty € R
gilt: z(t) existiert V ¢ > to und ||z(t)]| < e fiir ¢y <t < oo.

T heiflt instabil, wenn er nicht stabil ist.

Man nennt z (lokal) asymptotisch stabil, falls er stabil ist und wenn (zusétzlich) ein
n > 0 existiert mit der Eigenschaft: Jede Losung z(t) von (4.3) mit ||z(to)|| < n fiir ein
to € R existiert fir alle ¢ > to, und es gilt limy_, o z(t) = 0.

7 heifit attraktiv, falls ein > 0 existiert mit der Eigenschaft: Jede Losung z(t) von (4.3)
mit ||z(ty)|| < 7 fiir ein tp € R existiert fir alle ¢ > ¢y, und es gilt lim;_, o z(t) = 0.

4.1 Stabilitit linearer Systeme

Immer wenn ein funktionaler Zusammenhang & = f(z) linear in 27 und 9 ist, entspricht
dies einem System:

1 = a11T1 + a1222 (4.6)

To = ag171 + agaT: (4.7)

wobei die Koeffizienten a;; fiir 4,j = 1,2 konstant sind. (4.6) und (4.7) la8it sich mit Hilfe
der Matrix A = (a;;); j=1,2 schreiben als & = Az. (0,0) ist stets ein Gleichgewichtspunkt
dieses Systems. Fiir ¢ = det A = aj1a20 — ag9a21 # 0 (d. h. falls A nicht singulér ist)
ist (0,0) sogar der einzige singulire Punkt. Fiir ¢ = 0 sind alle Punkte der Geraden
a11x1 + a1axy = 0 bzw. ag1x1 + agsrs = 0 Gleichgewichtspunkte.

Im Folgenden betrachten wir nur isolierte singulére Punkte, d. h. ¢ # 0. Fiir a1o = a2; =0
ist das System (4.6) und (4.7) entkoppelt. Die durch den Punkt ((,7n) gehende Losungs-
kurve ist durch z; = (e®!! und zo = ne??’ gegeben. Wenn nicht a12 = as; = 0 gilt,
konnen wir o. B. d. A. a1 # 0 voraussetzen. Mit dem Ansatz

T = U]+ u2
To = our + Pu
erhilt man das System
(=) = wui(ao + apa — a1 ff — azaf) + ug(az + agpf —anff — a1252)
ug(a—p) = wu(ano+ aje0® —agy — ana) + uz(ana + apafl — as — azf)

Die urspriinglichen Anfangsbedingungen x1(0) = ¢ und z2(0) = 1 gehen beziiglich der

neuen Variablen in uq(0) = %6:07 und uy(0) = ’76143 iiber. Ein entkoppeltes System erhalten
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wir genau dann, wenn as + anf — a118 — a126% = ana + a1pa? — ay — apa = 0 ist.
Die weiteren Uberlegungen hingen nun davon ab, ob die Diskriminante der quadratischen
Gleichung

2 Gm—on  an o (4.8)
a12 a12
von null verschieden oder gleich null ist.

Im ersten Fall besitzt (4.8) zwei voneinander verschiedene Losungen 719 = ﬁ(am —

a1 +/p? — 4q) mit p = —(a11 + agz) und ¢ = aj1a22 — ajzas. Setzt man nun a = 1 und
B = r9, so erhélt man das vollstindig entkoppelte System
U = AUy

’[LQ = )\QUQ

mit \; = W und Ay = % Die Losung lautet dann u; = uy (0)eM?

und uy = uy(0)e*?t. Riicktransformation ergibt dann fiir z; und zy

Cra — Mt 1~ C7"16A2t

rT =
ro — 7 To — T
Ty = Cr2 =1 nrle/\lt 41250 S rper?t
ro — 7 To — T
Mit Hilfe der Satzgruppe von Vieta (ry + 7y = % und ry7r9 = —%) kann man zeigen,
dass
1
AMA2 = ———[(ager1 —anre + 2a21)(a11m1 — agers — 2a21)]
(r1 —r2)
= ai1a2 + =) [2a11a22m172 — rira(a2) + a3y) 4 2a91 (a1 — ax)(r) +r2) — 4a%1]
1
= apax + W[mrz(au — a99)? + 2a91 (a11 — ag)(r1 + 1) — 4a3,]
1 a1 a21
= anayn + ———[—(r1 + r2)%aly — 2a21(r1 + r2)?a12 — dar2a91—]
(r1 —r2)? a2 a12
= apayp + ———[—azag (r1 +r2)? + dajgagriry
e (4 7o) |
2
= a110422 + 5 |—@12021(r1 — 12
el (= o))
= a11G22 — Q12021 = ¢
ist. Da aber auch A\; + Ao = —p ist, konnen die Exponenten A; und A9 auch als Ldsung

der sogenannten charakteristischen Gleichung
det(A—XI) =X 4+pr\+qg=0

des linearen Differentialgleichungssystems bestimmt werden.
Besitzt (4.8) eine Doppelwurzel, so gilt r =1 = ry = ‘”;TZ';“ Ein vollstandiges Entkop-
peln ist jetzt nicht mehr moglich. Setzt man o = r und 8 = r + 1, so erhélt man (wie man

mit einiger Miihe nachrechnet!) das System

’[Ll = >\u1+a12u2

1),2 = >\U2

!siehe auch [7]
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At und

mit A\ = “11‘5“22. Die Losungen lauten u; = uq(0)eM + ajous(0)ter und uy = uy(0)e

nach Riicktransformation

T = Ce/\t + aya(n — Cr)te)‘t
g = neM +aypr(n — Cr)te

Auch hier geniigt A der charakteristischen Gleichung A% +p\+¢ = 0. Die charakteristische
Gleichung besitzt genau dann eine Doppelwurzel, wenn (4.8) eine solche besitzt.

Satz 2 Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem © = Az mit dem einzigen
Gleichgewichtspunkt (0,0). Ay und X2 seien die Losungen der charakteristischen Gleichung.
Dann ist der Nullpunkt:

1. asymptotisch stabil, wenn Re(A1) < 0 und Re(A2) < 0 ist,

2. stabil, aber nicht asymptotisch stabil, wenn Re(\1) = Re(A2) =0, d. h. wenn Ay und
Ao Tein imagindr sind,

3. instabil, wenn wenigstens ein Realteil positiv ist.

Beweis trivial (! = e™e® mit || = |cosbt +isinbt| =1) O

4.2 Klassifikation der Gleichgewichtspunkte bei linearen Sy-
stemen

Im Folgenden wird wieder das lineare System & = Az betrachtet. Die Eigenwerte der
charakteristischen Gleichung lassen sich dann durch

1
Ao = =(—p+ Vp?—4q)

2

mit p = —(a11 + az2) und ¢ = det A berechnen. Ist ¢ # 0, so ist A = 0 kein Eigenwert.
Fiir den Fall, dass p? > 4q gilt, sind beide Eigenwerte reell, ansonsten sind sie konjugiert
komplex.

Ist nun die Systemmatrix A nicht singulir, dann ist der Ursprung (0,0) der einzige Gleich-
gewichtspunkt des Systems. Seine Charakteristik entspricht (genau) einem der fiinf Fille:

1. A1 # Ao, reell und sgnA; # sgnlo

Wir betrachten nun die einfachere Losung u; = u1(0)eM? und up = ug(0)e??t. Die
Riicktransformation ist nichts anderes als eine affine Verzerrung (Drehstreckung). Ist
A1 positiv und Ao negativ, so konvergiert uq fiir £ — —oo gegen null, fiir £ — oo gegen
oo oder —oo je nach Vorzeichen von u(0). ug verhélt sich genau umgekehrt. Dies
bedeutet, dass die durch u; = uy(0)eM? und uy = uo(0)e*?! gegebene Phasenkurve,
falls u1(0) # 0 und u2(0) # 0 ist, fiir ¢ — oo die Gerade u; = 0 und fiir ¢ - —oo die
Gerade us = 0 als Asymptote besitzt. Man spricht von einem Sattelpunkt.

2. A1 # Ag, reell, sgnA; = sgng

Sind beide Eigenwerte negativ, so streben u; und ug von irgendeinem Punkt uq(0) #
0, u2(0) # 0 mit wachsendem ¢ gegen null. Falls |A;| > |\2] ist, besitzt die Phasenkur-
ve im Nullpunkt die ug - Achse, fiir |A;| < |A2| die u; - Achse, als Tangente. Durch
den Nullpunkt werden sowohl die uy - als auch die us - Achse in zwei Halbgeraden
zerlegt. Diese Halbgeraden stellen ebenfalls Phasenkurven dar. Den Gleichgewichts-
punkt nennt man dann einen stabilen Knoten. Sind die Eigenwerte positiv, so
bekommt man dasselbe Phasenbild, allerdings mit anderen Pfeilrichtungen. In die-
sem Fall ist der Knoten instabil.
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Abb. 4.1:

Abb. 4.2: asymptotisch stabiler Knoten
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Fiir a15 # 0 erhalten wir die Losungen

neM + ajor(n — Cr)te’t mit r

A2, reell, sgn\; =

3.\

ceM + aja(n — ¢r)teM und o
. Verwenden wir nun die Abkiirzungen a,

@22 —a11
2a12

b und ¢ fiir n, ¢ und a12(n — {r), so erhalten wir unter der Voraussetzung, dass
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r
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1ns
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Ay > 0,
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)
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instabiler entarteter Knoten mit r = 0

Abb. 4.3:
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Fiir aj9 = a1 = 0 ist das System (4.6) und (4.7) bereits entkoppelt. Die Losungen
lauten 21 = (e'! und x5 = ne???!. Nach Elimination von ¢ erkennt man, dass die
Losungskurven eine Schar von Halbgeraden durch den Ursprung bilden (singulérer
Knoten). Die Orientierung der Kurven héngt wieder vom Vorzeichen ab.

Abb. 4.4: stabiler singuldrer Knoten

. A1 und A konjugiert komplex, aber nicht rein imaginér
Sind A; und Xy konjugiert komplex (d. h. A3 = 1), dann sind auch r; und ry
konjugiert komplex (d. h. 7o = 7). Die Losungskurven lauten

1(t) :l(cl BYeut 4z (! it (4.9)
xo(t) 2 r1 T

mit ¢; = (n — Cﬁ)ﬁ. Da fiir komplexe Zahlen ¢, A\ und z gilt, dass ce\ = et

und R(2) = $(z + z) ist, lisst sich (4.9) schreiben als

(”Tl(t)> = §R<c1 ( ! >e)‘1t>

) (t) 1

Ersetzt man \; durch a + ib (mit reellen ¢ und b) und ¢; (Tll) durch (Z;) —i—z(z;) (mit
reellen uq, ug, v1 und vy), so erhilt man

()= (o 2) G6) w0

mit (28) = e (g?ﬁg}f) Die Phasenkurven haben eine spiralartigen Verlauf. Der

Nullpunkt ist ein Strudelpunkt oder ein Fokus. Falls die Realteile negativ sind,
so ist er stabil, ansonsten instabil.

. A1, Ag nicht reell und rein imaginar

Fiir die Phasenkurven ergibt sich wie oben (4.10), allerdings ist nun a = 0. Sie bilden
eine Schar von konzentrischen Ellipsen um den Nullpunkt. Man spricht von einen
stabilen Wirbelpunkt oder Zentrum.
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Abb. 4.5: instabiler Fokus
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Abb. 4.6: Wirbel

ZUSAMMENFASSUNG: Die folgende Tabelle gibt den Typ des Gleichgewichtspunktes in
Abhéngigkeit von Ay und A an.

Tabelle I: Typ des Gleichgewichtspunktes (0,0) in Abhéngigkeit von A1 und A2

A1, A9 in der komplexen Ebene ‘ Typ des Gleichgewichtspunktes
A1 # Ao, reell, sgn\; # sgnlo (instabiler) Sattelpunkt
A1 # Ag, reell, A,A0 <0 asymptotisch stabiler Knoten
A1 # Ag, reell, Aj,Ao >0 instabiler Knoten
Al=X =<0 asymptotisch stabiler entarteter Knoten
AM=X=A>0 instabiler entarteter Knoten
nicht reell und rein imaginér Wirbelpunkt
konjugiert komplex mit negativen Realteilen asymptotisch stabiler Fokus
konjugiert komplex mit positiven Realteilen instabiler Fokus

4.3 Stabilitidt nichtlinearer Systeme: Linearisierung

Gegeben sei das System (4.1) und (4.2), allerdings wird angenommen, dass die Funktionen
f1 und f5 nun nichtlinear seien:

&1 = fi(z1,32) (4.11)
&y = fo(zy,2) (4.12)
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f1 und fo seien wieder aus C''(D), und (0,0) € D sei ein Gleichgewichtspunkt von (4.11)
und (4.12).
f1 und f5 konnen nun aufgrund der Differenzierbarkeit geméafl

fi(z1,x2) = a1121 + a12x2 + hohere Potenzen

f2(x1,x2) = ag121 + agexs + hohere Potenzen

mit a;; = w fir 7,7 = 1,2 um den Nullpunkt in Taylorreihen entwickelt werden.
Man bezeichnet das durch Vernachlidssigung der héheren Potenzen von x; und x2 in der

Taylorentwicklung entstehende System
T1 = a1171 + 41272

Ty = a171 + G227

als das zu (4.11) und (4.12) gehorende linearisierte System oder System in erster
Niherung.

Ist (Z1,Z2) ein beliebiger Gleichgewichtspunkt von (4.11) und (4.12), so lautet die Linea-
risierung um (Z1, Z3)

’[Ll = a11u] + 12U (4.13)
’[LQ = a91U1 + Q22U (4.14)
. afi(T1,7 . . .. . . _ .
mit a;; = w Diese Linearisierung erhélt man, wenn man zuerst mit u; = x; — Z; in
J

den Ursprung transformiert
g1(ur,u2) = fi(ur +Z1,u2 + 72)

g2(u1,u2) = fa(ur + 1, ug + Z2)

und dann linearisiert (g1(0,0) = f1(Z1,Z2) =0, g2(0,0) = fo(Z1,Z2) = 0):
g1(u1,u2) = ar1ur + ajguz

g2(u1,u2) = ag1ur + asus

denn es gilt a;; = 89552_’0) =9 ig?_’@). Es ist nun die Annahme naheliegend, dass der Cha-

J
rakter des singuldren Punktes (71, Z2) von (4.11) und (4.12) weitgehend mit dem Verhalten
des um diesen Punkt linearisierten Systems iibereinstimmt. In diesem Zusammenhang gilt
der folgende Satz:

Satz 3 (Prinzip der ersten Niherung)
(Z1,T2) € D sei ein Gleichgewichtspunkt von (4.11) bzw. (4.12) und (4.13) bzw. (4.14) die
zugehorige Linearisierung um (Z1,%2). Dann gilt:

1. Der Gleichgewichtspunkt (T1,%2) des nichtlinearen Systems (4.11) und (4.12) ist
asymptotisch stabil oder instabil, wenn das gleiche fiir den Nullpunkt (0,0) des zu-
gehdrigen linearisierten Systems (4.13) und (4.14) zutrifft.

2. Ist der Nullpunkt fir das linearisierte System (4.13) und (4.14) ein Knoten, Fokus
oder Sattelpunkt, so ist der Punkt (z1,z2) des urspringlichen nichtlinearen Systems
(4.11) und (4.12) ein singuldrer Punkt vom selben Typ.
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Um nun den Stabilititstyp eines Gleichgewichtspunktes z eines ebenen nichtlinearen Sy-
stems © = f(z) mit f € C*(D) zu bestimmen, geht man wie folgt vor:

1. Berechnung der Jacobischen Funktionalmatrix (Systemmatrix der Linearisierung von
= f(z) um z):
ofi(x) 0f1(%)

A — ox1 oz
of2(z) 0f2(7)
oz Oxo

2. Dann bestimmt man die beiden Eigenwerte von A. Aus ihrer Lage in der komplexen
Ebene folgt nach Satz 3 der Stabilitdtstyp von Z. Greift der Satz 3 nicht, ist also
zum Beispiel der Realteil eines Eigenwertes von A gleich 0, dann kann keine Aussage
gemacht werden.
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Kapitel 5

Kontinuierliche
Populationsmodelle

5.1 Grundlegende kontinuierliche Modelle fiir isolierte Po-
pulationen

Im dritten Kapitel wurde ein Modell betrachtet, bei dem man annahm, dass die Population
pro Zeiteinheit um einen konstanten Faktor r anwéchst. r war dabei unabhingig vom
Lebensalter und der Anfangszahl der Individuen. Wir erhielten folgendes Modell:

Thtl1 = Tk + 1T = xk(l + ’)")

mit der Losung
rp=xo(l+7)*  k=0,1,2,...

dabei hat xg die Populationsgrofie zu Beginn bezeichnet.

Die Entwicklung einer Population mit {iberlappenden Generationen kann aber auch als
kontinuierlicher Vorgang aufgefasst werden. z(¢) bezeichne nun die Populationsgrofie zum
Zeitpunkt ¢. Betrachtet man das Zeitintervall (¢, + At) und sei Az = z(t + At) — z(1),
so gilt:

z(t+ At) —z(t) dz

A Ay = Aimy Al =g =E=re (5.1)

r ist die konstante momentane Zuwachsrate. Sie ergibt sich aus der Differenz der
momentanten Geburtenrate und der momentanen Sterberate. Die Losung der Gleichung
(5.1) lautet z(t) = z(0)e™. Ist » < 0 so fillt z(¢) monoton ab und nihert sich asympto-
tisch dem Wert Null (exponentielle Abnahme). Fiir 7 > 0 nimmt z(¢) exponentiell zu
(exponentielles Wachstum).

Natiirlich ist exponentielles Wachstum auf die Dauer gesehen nicht moglich. Der Lebens-
raum und die Nahrungsquellen sind schliefilich begrenzt. Die Ressourcen nehmen mit wach-
sender Bevolkerungsgrofie z(t) ab. Ist diese Abnahme linear, so erhilt man die sogenannte
logistische Differentialgleichung

—=z=rz(l—- =) (5.2)
wobei r, K > 0 sind. Der Faktor rz, der einer konstanten Wachstumsrate entspricht, wird
um %x2 vermindert. Dieser Term entspricht der Konkurrenz innerhalb der Population

(innerspezifische Konkurrenz).
Die Losung der Differentialgleichung (5.2) findet man mit Trennung der Veridnderlichen
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und mit Hilfe der Partialbruchzerlegung.

d
° — = rdt
z(l— %)
1 1
(; K_I)dac = rdt
Inz—In(K—z) = rt+C
i _ rt
K-z Ce

Nach Einsetzen der Anfangsbedingung z(0) = z¢ > 0 und einigen Umformungen erhélt

man schliefflich

_ Kzpet _ Kuxg _ (5.3)
K+ xo(ert —1) o+ (K —zg)e "t

Wie man aus (5.3) leicht erkennen kann, konvergiert z(t) fiir ¢t — oo gegen K. Je nachdem,

ob z( groBer oder kleiner K ist, ist z(¢) entweder monoton fallend oder wachsend. Daher

muss K ein stabiler Gleichgewichtspunkt sein. Er wird oft als Kapazitit bezeichnet, d.h.

als die Menge an Individuen, die die Umwelt gerade noch erndhren kann.

Fiir kleine Werte von ¢ wiichst z(t) nahezu exponentiell gemiB x(t) ~ zge™, durchliuft an

der Stelle z(t) = & einen Wendepunkt und niihert sich dann der Geraden z = K. Dieses

Verhalten bezeichnet man als logistisches Wachstum.

x(t)

\
604

| | /e

[/ e
| /S

[/

x(t)

40—

—~ _ _ P A L

Abbildung 5.1: logistisches Wachstum fiir r = £ und K = 40

5.2 Symbiose

Betrachtet man zwei Populationen, die gemeinsam einen Lebensraum besiedeln, so wird
nicht nur die innerspezifische Konkurrenz einen Einfluss auf die Wachstumsraten haben,
sondern auch noch die Art des Verhéltnisses der beiden zueinander eine Rolle spielen. Im
Folgenden wird angenommen, dass beide Populationen einen Nutzen aus der Beziehung
ziehen, da z. B. die erste Art der zweiten lebensnotwendige Nihrstoffe liefert und die
zweite Bevolkerung aber der anderen Schutz bietet. Bezeichne nun z(¢) die Anzahl der
Individuen der ersten Population zum Zeitpunkt ¢ und y(t) die der zweiten Art, so erhélt

man nachstehende Modellgleichungen
: z | biay
p—y 1 _— _
T = xr( K + e )

) bo1z Y
= ]_ _ — —
g =yra(1+ K K2)
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wobei analog zu Kapitel 3 die Gréflen ; > 0 und K; > 0 (i = 1, 2) die Wachstumsraten und
Kapazitéiten der ersten bzw. zweiten Population angeben. b;; > 0 (i,7 = 1,2) beschreibt
die giinstige Wirkung der j-ten Art auf die i-te.

Um fiir die spiteren Rechnungen den Schreibaufwand zu verringern, werden anstatt der
obigen Systemgleichungen folgende Modellgleichungen verwendet:

T =x(e1 — o127 + Y1y) (5.4)
g =yle2 + w21 — ay)

mitslzrl>0,t,01:;(—11>0,¢1:%>0und82:7°2>0,<p2:%>0,2[)2:;(—22>
0. (5.4) und (5.5) beschreiben ein autonomes System von zwei gekoppelten nichtlinearen
Differentialgleichungen. z(¢) = 0 und y(¢) = 0 bilden fiir alle ¢ eine Losung. Mathema-
tisch interessanter sind allerdings Losungen mit den Anfangsbedingungen z(0) > 0 und
y(0) > 0. Man kann nun zeigen, dass fiir Phasenkurven mit derartigen Bedingungen so-
wohl z(t) > 0 als auch y(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beweis (indirekt): Angenommen, es gibt einen Zeitpunkt £, bei dem z negativ ist. Da
x(0) > 0 ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen, dass z eine Nullstelle
besitzt. Mit ¢* bezeichnen wir die kleinste Nullstelle von z (Diese existiert, weil x stetig
ist).

Sei t € [0,t%):

— = g — (plx(’r) +’l/)1y(7') VT € [Ovt]
Ei(r !
/ 2H1) g / (€1 — p1(7) + hry(7))dr
0 0
Inz(r) = /0 (e1 — p1z(7) + hry(7))dr

exp(Inz(t) — Inz(0)) = exp( /0 (61 — w13(7) + hry(r))dr)

Fiir ¢ < t* gilt:
t
£(t) = 2(0)exp( /0 (1 — @r2(r) + Pry(r))dr)

t*

o(t) = Jima(t) = a0 exp( [ (o1 pralr) +dry(r))dr >0
0

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass z an der Stelle t* den Wert 0 annimmt.

Fiir y(¢) > 0 Vi > 0 ist der Beweis analog durchzufiithren. O

Im niichsten Schritt werden die Gleichgewichtspunkte des Systems (5.4) und (5.5) be-
stimmt. Dazu miissen die rechten Seiten von (5.4) und (5.5) null gesetzt werden. Nach
einigen Rechenschritten ergeben sich die singuliren Punkte G; = (0,0), Gy = (%, 0) =

(K1,0),Gs = (0,%2) = (0.K3) und Gy = (2,§) = (L5iibce @eiboie) g liggt nur

dann im ersten Quadranten, wenn @11y > o1 bzw. % > v

Um sich den prinzipiellen Verlauf der Trajektorien klar zu machen, kann man die Iso-
klinen betrachten. Dies sind die Kurven im (z,y) - Diagramm, bei denen das Wachstum
jeweils einer Art verschwindet. Die Isoklinen trennen die (x,y) - Ebene in zwei Bereiche,
in welchen die Wachstumsraten unterschiedliches Vorzeichen haben. Die z - Isokline, also
jene Kurve, bei der das Wachstum der ersten Population verschwindet (# = 0), ist gege-

ben durch die Geradengleichung €; = @12 — ¢1y. Bei Individuenzahlen z und y unterhalb
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dieser Geraden sinkt die Individuenzahl z der ersten Art, da die Klammer der rechten
Seite von (5.4) negativ ist, wihrend sie oberhalb positiv ist und x deshalb zunimmt. Ana-
log erhilt man, dass die Individuenzahlen y oberhalb der y - Isokline €0 = —@oz + 1oy
abfallen, unterhalb aber zunehmen. Auf diese Weise erhélt man folgende Diagramme fiir
die Fille, dass die Isoklinen einander schneiden bzw. nicht schneiden. Die fett gezeich-
neten gekriimmten Kurven in den Abbildungen zeigen Losungskurven zu verschiedenen
Anfangswerten. Die diinneren Geraden sind die z - und y - Isokline. Die Pfeile geben die
Richtung an, in der die Kurven durchlaufen werden.

y-lsokline

x-Isokline

/////2//
[[//7077

7 xlsokiine

Abb. 5.2: Schnittpunkt nicht im 1. Quadranten Abb. 5.3: Schnittpunkt im 1. Quadranten

Mit Hilfe des vorigen Kapitels kann das Stabilitdtsverhalten der Gleichgewichtspunkte aber
auch mit nichtgraphischen Methoden untersucht werden. Dazu wird das System (5.4) und
(5.5) um die Gleichgewichte linearisiert, und es werden die Eigenwerte der entstehenden
Systemmatrix untersucht. Sie geben Aufschluss iiber den Typ der Gleichgewichtspunkte.

e (;: Linearisieren um den Punkt (0,0) liefert:
r = ei1x
o €2y

Beide Eigenwerte A\; = e£; und Ay = €2 sind groBer null. Daher ist der Nullpunkt
fiir das linearisierte und (nach dem Satz von der ersten Ndherung auch) fiir das
nichtlineare System ein instabiler Knoten.

e (G5: Setzt man
i=f(z,y) = z(e1 — @1z +h1y)
g=g(@y) = yle2+ 2w —1hoy)

so lautet die Matrix der ersten Ableitungen

< fo fy ) _ < e1 — 2012 + Y1y 1 )
9z Gy 2y €2 + thow — 2hoy

Betrachtet man nun die Jacobi - Matrix an der Stelle (%, 0)

- €11
( £1 9015 o )
192
0 e+ o7

so erkennt man, dass die Eigenwerte dieser Matrix A\ = —¢; < 0 und A\ = 62+% >
0 sind. Der Gleichgewichtspunkt (%, 0) ist fiir das nichtlineare Modell ein (instabiler)
Sattelpunkt.
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e G3: Analog zum vorigen Punkt ergeben sich fiir (0, %) die Eigenwerte A\ = ¢ +
20 0 und Ay = —ey < 0. Dieser singulire Punkt ist auch ein (instabiler)

2
Sattelpunkt.

e (G4: Beniitzt man die Tatsache, dass ¢ — 1z + 11y = 0 und €2 + oz — oy = 0 gilt,
erhélt man folgende Jacobi - Matrix an der Stelle (Z, §)

( —p1T 1T >
2]~y
Die Eigenwerte berechnen sich dann aus der Gleichung

=0

‘ -1 — A Pz
P2l —1hoy — A

Es ergeben sich schliellich die Eigenwerte

1 1
Mo = =5 (o1 + 1) + 5\/ (P17 + 12)2 — (112 — path1)TY

wobei 11y — pot)1 > 0 ist, sonst wiirde G4 nicht im ersten Quadranten liegen.
Wire nun

(017 + 27)? < 4(p1¢p2 — @otp1)ZY
so wiirde
(P17 — 1h2y)? < 4ot 7y < 0

sein. Dies ist aber fiir das Quadrat einer reellen Zahl unmdéglich. Damit sind Ay
und Ag sicher nicht komplexe sondern negative Zahlen. G4 ist daher ein (lokal)
asymptotsich stabiler Knoten.

ZUSAMMENFASSUNG: Liegen alle vier Gleichgewichtspunkte im ersten Quadranten,
so konnen die beiden Populationen koexisitieren. Ansonsten kommt es zu unbegrenztem
Wachstum.

5.3 Konkurrenz

5.3.1 Das Konkurrenzmodell von Volterra

Neben den gerade betrachteten Symbiose - Gleichungen gibt es natiirlich zahlreiche ande-
re Modelle fiir die Wechselwirkung zwischen zwei Populationen. Im folgenden Abschnitt
wollen wir ein einfaches Modell betrachten, bei dem zwei Arten um eine gemeinsame Nah-
rungsquelle konkurrieren. z(¢) und y(¢) bezeichnen die Anzahl der Individuen der ersten
bzw. zweiten Art zum Zeitpunkt ¢. £; > 0 gibt fiir ¢ = 1,2 die exponentielle Wachstums-
rate der beiden Populationen bei unbegreztem Nahrungsangebot an. s; > 0 sei die von
jedem Individuum der Art ¢ pro Zeiteinheit ben6tigte durchschnittliche Nahrungsmenge.
Es wird angenommen, dass sich die Nahrungsquelle N mit konstanter Rate R regeneriert.
Pro Zeiteinheit wird sie dann um M (z,y) = s12 + 2y von den Individuen der einzelnen
Populationen verringert. Also gilt:
a;_];] =R— M(z,y)

Mit zunehmenden z und y wird M (z, y) schlieflich R iibertreffen, und somit wird sich eine
immer stirker spiirbare Nahrungsverknappung einstellen, die sich natiirlich hemmend auf
das bei unbegrenztem Nahrungsangebot als exponentiell angenommene Wachstum beider
Populationen auswirkt.
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Die Konkurrenz beider Arten um die gemeinsame Nahrungsquelle wird im mathematischen
Modell ausschlielich dadurch beriicksichtigt, dass von den exponentiellen Wachstumsra-
ten ¢1 und ey die zu M proportionalen Terme 01 M bzw. oM abgezogen werden. Daher
ergeben sich folgende Wachstumsgleichungen fiir die Populationen:

=1 —0M(z,y)lz = [e1 — 01(s12 + s2y)|x (5.6)
§ = [e2 — 02M(z,y)ly = [e2 — Oa(s12 + s2y)]y

(5.6) und (5.7) beschreiben ein autonomes System von zwei gekoppelten nichtlinearen
Differentialgleichungen. z(¢) = 0 und y(¢) = 0 bilden fiir alle ¢ eine Losung. Mathematisch
interessanter sind allerdings Losungen mit den Anfangsbedingungen z(0) > 0 und y(0) >
0. Fir derartige Losungen gilt wie im Symbiosemodell, dass z(¢) und y(¢) grofier null fiir
alle £ > 0 sind. Der Beweis ist analog zu fiihren.

Die Losungen z(t) und y(¢) von (5.6) und (5.7) sind aber auch nach oben beschrinkt, da
& < 0 ist fiir alle > 57 und g < 0 ist fiir alle y > 2.

£
151

Um die Stabilitidtseigenschaften dieses Systems zu untersuchen, kann man (5.6) mit %2
und (5.7) mit & multiplizieren, die entstehenden Gleichungen voneinander subtrahieren,
und man erhélt schlieBlich:

d
(52 . a Inz — 51 . Elny = 5261 — (5162
d z%
a In yTl = (5261 — 5182
Integration liefert dann:
[ 0
z — Celf2e1-01e2)t mit C = a:_[)? (5.8)
y(51 51
Yo

wobei 2y = 2(0) und yo = y(0) ist. Nun ergeben sich zwei Fille:

1. Sonderfall: g—l ==k
2 €2 1
Zieht man aus (5.8) die dy -te Wurzel und setzt C'% gleich K, so ergibt sich

=0

1
L owmelen — ket
yli
z = Ky

In der (z,y)-Ebene ist dies fiir K # 1 eine Schar von parabelartigen Kurven, fiir
%k = 1 eine Schar von Geraden durch den Koordinatenursprung. Auf der Geraden
S1% + S9y = ’(% = % verschwindet das Wachstum von z und y. Sie stellt also die z -
Isokline, die in diesem Fall mit der y - Isokline iibereinstimmt, dar. Unterhalb dieser
Geraden sind £ und gy groBer null, oberhalb kleiner null.

Die Punkte auf der Geraden sz + soy = ‘(% bilden also die stabilen Gleichgewichts-
punkte dieses Systems.

Dieser Sonderfall ist allerdings nur von theoretischem Interesse. g—; = Z—; ist biologisch
kaum sinnvoll, da es nur dann eintritt, wenn eine Population geteilt wird.
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Abb. 5.4: Phasenportrait fiir K =5
2. Fall: % # Z—; (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit: g—; < g—;)

>0

Aus (5.8) folgt nun, dass lim;_, « % = limy_, o Ce (2e170122)t — 4 o5 Da aber z nach

oben beschrinkt ist, muss lim;_,», y = 0 sein. x(¢) konvergiert gegen 631. Unter den
formulierten Modellannahmen stirbt also eine der beiden Populationen aus. Dieses
auch experimentell gut bestitigte Resultat bezeichnet man nach Vito VOTERRA!
(1931) als das Volterrasche Exklusionsprinzip.

BEMERKUNG: Das Exklusionsprinzip wird auch im Sonderfall eintreten, da kleine zufalli-
ge Schwankungen bewirken werden, dass der Zustand des Systems ldngs der Strecke der
Gleichgewichtspunkte hin- und herwandert. Es ist zu erwarten, dass sich die Schwankun-
gen mit der Zeit einmal so summieren werden, dass der Rand von Ri erreicht wird, also
eine Population ausstirbt.

Weiters versuchen wir das Modell fiir den Fall g—; % i—; mit Hilfe der lokalen Stabilitéits-
analyse zu untersuchen. Durch Nullsetzen von (5.6) und (5.7) erhélt man die Gleichge-
wichtspunkte (0,0), (0, 5-2) und (57+-,0). Die Matrix der ersten Ableitungen lautet:

? §2892

( €1 — 51 (28127 + Sgy) —5182$ >
—0281Yy g9 — 02(812 + 289y)

Wertet man diese Matrix an der Stelle (0, 0) aus, so ergeben sich die Eigenwerte A\; = e > 0
und Ay = €9 > 0. Der Ursprung ist damit in jedem Fall ein instabiler Knoten. Fiir (-, 0)

0181
bekommt man die Eigenwerte A\ = —e; < 0 und A = ¢4 —61%. Falls g—; < Z—; gilt, ist auch
der zweite Eigenwert negativ. Der Gleichgewichtspunkt ist also ein stabiler Knoten. Die
Eigenwerte \y = &1 — 522—; und Ay = —ey des dritten singuliren Punktes (0, 52—32) weisen

in diesem Fall unterschiedliches Vorzeichen auf. Daher ist er ein (instabiler) Sattelpunkt.
Zusammenfassend kann man also sagen, dass die zweite Population ausstirbt.
Ist allerdings g—; > £, so dreht sich die Situation um. Der Gleichgewichtspunkt (57—, 0)

0151
wird ein (instabiler) Sattelpunkt und (0, %) ein stabiler Knoten.

lital. Physiker und Mathematiker, * 3. 5. 1860 in Ancona, t11. 10. 1940 in Rom; Prof. in Rom, arbeitete
hauptséchlich iiber Integralgleichungen und Fliissigkeitsstromungen.
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Abb. 5.5: Konkurrenzmodell von VOLTERRA fiir g—i > Z—i

Beispiel

Im Folgenden werden zwei Fischpopulationen betrachtet, die sich von einer gemeinsamen
Nahrungsquelle erndhren. Es gelte Z—; > g—;. Ab einem bestimmten Zeitpunkt wird die
dominierende Art (Individuenzahl z(¢)) mit Fangrate h = Ez ausgebeutet, wobei E kon-
stant ist. Im Modell (5.6) und (5.7) muss daher ¢, durch €| = ¢; — E ersetzt werden.

4
&1 91

Wenn E gerade so grof} ist, dass €] > 0 ist, aber - < £ ist, dann geht der fiir E = 0
2 2

stabile Gleichgewichtspunkt (57—, 0) in den instabilen Punkt (%, 0) iiber, wihrend der
vorher instabile Punkt (0, %) stabil ist. Die ausgebeutete Art wird daher aussterben.
Tatséchlich erkldrt man sich auf diese Weise den Riickgang der Sardinenfischerei im Pa-
zifik um 1950 und das gleichzeitige Aufkommen einer mit den Sardinen konkurrierenden

Sardellenart.

5.3.2 Ein Konkurrenzmodell mit mehreren Nahrungsquellen

Wieder werden zwei Populationen betrachtet, die um eine gemeinsame Nahrungsquelle
N konkurrieren, aber zusétzlich noch jeweils eine eigene Ressource N; bzw. Ny besit-
zen. z(t) und y(t) seien die Populationsgrofen der beiden Populationen zum Zeitpunkt ¢.
Pro Zeiteinheit wird Ny um riz, Ny um roy und N um six + soy verringert. Alle drei
Ressourcen regenerieren sich mit konstanter Rate. Auch bei diesem Modell wird die Be-
hinderung des Wachstums der beiden Populationen durch Verkleinern der exponentiellen
Wachstumsraten €; bzw. e; um die zu den verzehrten Nahrungsmengen proportionalen
Terme 01(r12 4+ 12 + Soy) baw. d2(s12 4 s2y +ray) (01 > 0, do > 0) beriicksichtigt. Damit
ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem:

T = (61— 17 —P1y)w (5.9)
Yy = (€2 —p2m —y)y (5.10)

mit 1 = 01 (7“1 + 81), 9 = 0281, 1 = 0182 und 1y = 52(82 +7“2). Fiir den Fall, dass 1y =0
und ro = 0 ist, geht (5.9) und (5.10) in (5.6) und (5.7) iiber.

Ist nun ein (oder sind beide) Parameter r; (i = 1,2) positiv, so gilt, dass w—; < 2L ist.
Analog zu den vorigen Modellen kann gezeigt werden, dass z(¢) > 0 und y(t) > 0 (Vt)
ist, falls z(0) und y(0) positiv sind, und dass z(¢) und y(¢) beschriankt sind. Um nun die
Eigenschaften des Modells zu untersuchen, werden die Gleichgewichtspunkte bestimmt.
Dazu werden £ = 0 und y = 0 gesetzt. Auf diese Weise ergeben sich folgende vier sin-

gulire Punkte: Gy = (0,0), Gy = (£-,0),G3 = (0, 2) und Gy = (SH2=2bL Ldi—cidn )
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G4 liegt allerdings nur dann im ersten Quadranten, wenn % > Z—; > % ist. Als néchstes

wird der Verlauf der Phasenkurven bestimmt:

e (: Linearisieren um den Punkt (0, 0) liefert das System:

j7261I
y = &y

Wie leicht zu erkennen ist, besitzt die Systemmatrix die beiden Eigenwerte A\ =
€1 > 0 und Ay = 5 > 0. Der Ursprung ist damit ein instabiler Knoten.

e (G5: Die Matrix der ersten Ableitungen lautet:

< €1 — 2017 — Y1y — 1T )
—p2y €2 — Q2T — 2hy

Damit ergibt sich folgende Jakobi - Matrix an der Stelle (%, 0):

_ e
( €1 ®1 o )
_ Y2
0 €9 €1 o1

Die Eigenwerte dieser Matrix sind A\; = —&; < 0 und Ay = 61(82i — %). Ao ist
fiir i—; > % negativ, und es liegt daher ein stabiler Knoten vor. Fiir den Fall, dass

o< % ist, ist G9 ein (instabiler) Sattelpunkt.

e (G3: Hier gilt in analoger Weise, dass fiir Z—; < % (G5 ein stabiler Knoten fiir Z—; > %
ein (instabiler) Sattelpunkt ist.

e Interessanter ist der Gleichgewichtspunkt G4: Setzt man 7 = %
E2P1—E1P2

o103 — P2 und beriicksichtigt, dass €1 — 17 — 1y = 0 und €3 — o — 1oy = 0 gilt,
dann bekommt man folgende Jacobi - Matrix an der Stelle (Z,y):

( —p1T =T )
—p2y  —P2y

und y =

Die Eigenwerte lauten

1 1
Mg = —5(%’155 +1hoy) 5\/(<Plf + 127)? — 4(112 — p21p1) Ty

1 1
= —5(%719_5 +1hoy) 5\/(9015 — 1o7)? + 4ot TY

Aus der zweiten Gleichung erkennt man, dass der Radikand stets positiv ist. A; und
A2 sind daher beide reell. Weiters gilt, dass Ao < \; < 0 ist (siehe erste Gleichung).
Also ist G4 ein stabiler Knoten.

ZUSAMMENFASSUNG: Bei diesem Konkurrenzmodell gibt es also vier verschiedene
Fille. Entweder liegen die beiden Geraden @1z + 91y = €1 und @ox + 1oy = eo auf-
einander, sind parallel (r; = 0 und ro = 0) oder ihr Schnittpunkt liegt nicht in R? - dann
treten die Moglichkeiten des vorigen Abschnitts ein (d. h. eine der beiden Populationen
stirbt aus) - oder die Geraden schneiden einander im ersten Quadranten. Dies tritt ge-
nau dann ein, falls % > > % ist. In diesem Fall ist der Schnittpunkt eine stabile

€2
Gleichgewichtslage, und die beiden Populationen kénnen koexistieren (siehe Abb. 5.6).
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Abb. 5.6: Konkurrenz mit mehreren Nahrungsquellen und % > E—; > fﬁ—;

e

BEMERKUNG: Betrachtet man eine allgemeinere Konkurrenzbeziehung zwischen zwei
Populationen, bei der es nicht umbedingt nur um gemeinsame Nahrungsquellen geht (vgl.
Abschnitt 3.2.2), so kann dieses Modell auch durch die Gleichungen (5.9) und (5.10) be-
schrieben werden. Die Voraussetzung % > % fallt allerdings weg. Zusétzlich zu den oben
diskutierten Fillen kann dann noch eine weitere Situation eintreten. G4 liegt auch fiir
% < Z—; < % im ersten Quadranten. Ein Eigenwert des um diesen Gleichgewichtspunkt
linearisierten Systems ist dann negativ, der andere positiv. G4 ist also fiir das nichtlineare
Modell ein (instabiler) Sattelpunkt. G2 und G3 sind in diesem Fall stabile Knoten. Je nach

Anfangsbedingung wird daher eine der beiden Populationen aussterben.
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Abb. 5.7: allgemeineres Konkurrenzmodell mit £1 < =L <
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5.3.3 Ein allgemeines Konkurrenzmodell

Bei den bis jetzt betrachteten Modellen waren die Wachstumsraten sets lineare Funktionen
von z und y. In anderen Fillen kénnen sie aber durchaus von komplizierterer Gestalt sein.
Daher ist es viel sinnvoller, sich gar nicht erst auf eine Differentialgleichung einzulassen,
sondern gleich Schlussfolgerungen aus der allgemeinen Form der Wechselwirkungen zu
ziehen. Es werden nun Modelle der Art

& = zri(z,y) (5.11)
g = yra(z,y) (5.12)
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betrachtet, wobei r; fiir i = 1,2 die Wachstumsraten der Populationen bezeichnet, und
folgende Annahmen gemacht:

1. r;(0,0) > 0 fiir ¢ = 1,2, d. h. beide Populationen kénnen anwachsen, solange sehr
wenige Individuen beider Arten vorhanden sind.

2. % <0, %—’;}1 <0, % < 0 und [51_1;/2 < 0. Die Wachstumsraten nehmen aufgrund von

inner- und interspezifischer Konkurrenz um die Nahrungsquellen ab.

3. Ist eine Art alleine, so strebt sie (wegen der innerspezifischen Konkurrenz) auf das
Gleichgewicht K1 bzw. K» zu. K1 und K5 geben die maximale Anzahl von Individuen
an, die die Natur ernidhren kann, sofern nur eine der beiden Arten existiert. Das
Wachstum der Populationen ist an diesen oberen Kapazititen verschwindend (d. h.
T‘1(K1, 0) = T'Q(O,KQ) = 0).

4. Es gibt aber auch Individuenzahlen Z bzw. ¢, sodass r1(0,9) = ro(#,0) = 0 gilt. Die
Wachstumsrate kann also auch ohne innerspezifischer Konkurrenz bei hinreichend
groflen Z und ¢ wegen interspezifischer Konkurrenz null werden.

Falls die Isoklinen, also die Kurven im (z,y) - Diagramm, bei denen das Wachstum jeweils
einer Art verschwindet, nicht mehr als einen Schnittpunkt haben, hingen die Ergebnisse
dieser Modelle allein davon ab, wie K7 zu Z und K5 zu 3 stehen. In diesem Fall kénnen die
gekriimmten Isoklinen aus den geraden der vorigen Modelle durch , Verbiegen“ erhalten
werden. Die Richtungen der Pfeile bleiben erhalten und deshalb auch die Stabilitdtsaus-
sagen, vorausgesetzt, man erzeugt beim Verbiegen keine neuen Schnittpunkte.

K; gibt die Individuenzahl der Population 7 an, bei der durch innerspezifische Konkurrenz
das Wachstum der eigenen Art verschwindet. Z und g dagegen sind die Zahlen, bei denen
durch interspezifische Konkurrenz die Wachstumsrate der anderen Art null wird. Falls
K < Z ist, sind bei der innerspezifischen Konkurrenz weniger Individuen notwendig, um
das Wachstum zu stoppen (analog fiir K5 und ¢). Die innerspezifische Konkurrenz ist also
grofer als die interspezifische. Das Ergebnis des allgemeinen Modells (5.11) und (5.12) mit
den oben gemachten Annahmen hingt daher von der relativen Stéirke der beiden Konkur-
renztypen ab.

Es gilt:

e K <Zund Ky > g = Art 1 stirbt aus
e Ki > 2 und Ky < § = Art 2 stirbt aus
e K1 > 1 und Ko > 3 = je nach Anfangssituation stirbt eine der beiden Arten aus
e K <z und Ky < = die beiden Arten konnen koexistieren
Schneiden einander die Isoklinen in zwei Punkten, so kann folgendes passieren:
e K <z und Ky > g = Art 1 stirbt aus oder beide Arten kénnen koexistieren

e K1 > 7 und Ky < ¢ = Art 2 stirbt aus oder beide Arten konnen koexistieren (vgl.
Abb. 5.8)

Drei Schnittpunkte kénnen beim Verbiegen entstehen, wenn

e Ki > & und Ky > j = entweder kénnen beide Arten koexistieren oder eine Art
stirbt aus

e Ky <z und K3 < g = Koexistenz
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Abb. 5.8: Beispiel fiir mogliche Isoklinen bei der Konkurrenz zweier Populationen nach dem Modell
(5.11) und (5.12).

5.4 Riauber - Beute - Modelle

Es ist schwierig, Raub und Parasitismus génzlich objektiv zu behandeln. Wir alle haben
eine natiirliche Aversion gegen parasitische Organismen, ob Bakterien oder Bandwiirmer.
Und obwohl der Mensch der grofite Rauber ist, den die Welt je gesehen hat, neigt er dazu,
alle anderen Rauber zu verurteilen. Aber Riuber und Parasiten spielen bei der Regu-
lierung der Populationsdichte pflanzenfressender Insekten eine wichtige Rolle. Auf diese
Weise vernichten sie nicht ihren eigenen Nahrungsvorrat und ihr Habitat. Aulerdem zielt
die natiirliche Selektion auf eine Reduktion der schidlichen Effekte ab oder sogar auf die
géinzliche Ausschaltung der gegenseitigen Beeinflussung, weil eine fortgesetzte starke Un-
terdriickung einer Beute- oder Wirtspopulation durch die Riuber- oder Parasitenpopula-
tion nur zur Vernichtung einer oder beider Populationen fithren wiirde. Dort wo Parasiten
und Réuber lange Zeit mit ihren entsprechenden Wirten oder Beutetieren zusammenle-
ben, ist der Effekt gemifigt, neutral oder wirkt sich auf langere Sicht gesehen gunstlg aus.
Wirklich gefihrlich wird es nur dort, wo neue Parasiten oder Riuber in ein Okosystem
rasch eindringen.

5.4.1 Das klassische Riuber - Beute - Modell

Zwei Populationen, die in einem RAuber - Beute - Verhiltnis stehen, besitzen einen von
der Auflenwelt isolierten Lebensraum. z(t) bezeichne die Individuenzahl der Beutetiere,
y(t) die Anzahl der Rauber zum Zeitpunkt ¢. Die Rduber erndhren sich ausschlieBlich von
der Beutepopulation, die sich wiederum ausschlieflich von der dort vorhandenen Vegetati-
on erndhrt. Die Nahrungsquelle der Beute sei unbegrenzt. Es wird angenommen, dass die
Beute ohne Riuber exponentiell mit dem Parameter €; > 0 wéchst. Die Rauber allerdings
kénnen ohne Beute nicht {iberleben. Thre Populationsgrofie nimmt dann exponentiell mit
—e9(e2 > 0) ab. AuBerdem werden mehr Beutetiere gefressen, wenn mehr Réuber vor-
handen sind oder wenn mehr Beute verfiigbar ist. D. h., der Vorgang des ,,Fressens“ und
,, Gefressenwerdens wird jeweils proportional zur Individuenzahl in beiden Populationen
modelliert. Dabei ist die Abnahmerate —)1 (11 > 0) der Beute durch das Gefressenwerden
im Allgemeinen eine andere als die Zuwachsrate @2 > 0 des Réubers durch das Fressen
der Beute. Es ergeben sich also die folgende nach LOTKA und VOLTERRA benannten
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Modellgleichungen:

= (e1—ty)z (5.13)
y = (—e2+p2m)y (5.14)

Wie in den vorigen Abschnitten sind z(¢) = 0 und y(¢) = 0 triviale Losungen. Interessanter
sind aber Losungen mit den Anfangsbedingungen 2(0) > 0 und y(0) > 0. Dann gilt, dass
die Individuenzahlen der beiden Populationen zu spiteren Zeiten stets grofier null sind.
Daher reicht es, wenn man sich auf den ersten Quadranten beschriankt. Durch Nullsetzen
der rechten Seiten von (5.13) und (5.14) erhélt man folgende Gleichgewichte: G| = (0, 0)
und Go = (Z,7) = (£, £L). Berechnet man nun die Jacobi - Matrix an der Stelle (0, 0)

w27 P
<51—1[)1y —1x > :<61 0 >
vy —&92 + Y2 2=0,y=0 0 —&92
und die Eigenwerte A\; = 1 und A9 = —&9, so erkennt man, dass G ein (instabiler)

Sattelpunkt ist.
Die Jacobi - Matrix an der Stelle G5 lautet:

08 —P12
2351 0

Diese Matrix hat die charakteristische Gleichung A% + ¢ 2%y = A + €169 = 0. Damit
lauten die Eigenwerte A\ o = £i,/e1e2. Nach dem Prinzip der ersten Néherung liefert dies
keine Aussage fiir das System (5.13) und (5.14).

Daher muss ein anderer Weg beschritten werden. Zuerst fithrt man die Transformation

r = e

= ye
durch. Da # = ze%u = z4 und y = ye’v = yo ist, ergibt sich
= 61(1 — 6”)

= —g(l—¢€)

SSEIESSR N D

Multipliziert man die erste Gleichung mit e5(1 — e*) und die zweite mit £1(1 — e”) und
addiert die sich ergebenden Gleichungen, so erhélt man

tea(l —e") +0e1(l —e”) =0
Integrieren liefert:
-K = /usg(l — e“)dt—i—/?}sl(l —e)dt
= /82(1 —e")du + /61(1 —e")dv

= gou —e9e + v — g1’

Dabei ist K eine Konstante. Nach Ubergang zu den urspriinglichen Koordinaten (e* = %,
el = %’ u=Inz—Inz und v =Ilny — lng) erhélt man

o + 1y —eolnz —eyIlny +eolnz +e1lny = K
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Dieses Ergebnis bedeutet, dass fiir alle Punkte (z,y) der durch zo = z(0) und yo = y(0)
gehenden Phasenkurve gelten muss

Viz,y) = wx+p1y—eolnz—ejlny+eyInz +e1lng =
= a7 +P1yo —e2Inzo —er1lnyg +e2InZ + &1 Ing = V(z0, yo)

Sei S die Menge aller Punkte, die diese Gleichung erfiillen. Man kann nun zeigen, dass S
fiir alle positiven (zg,yo) # (Z,y) eine den Punkt (z,y) umlaufende geschlossene Kurve
darstellt.

Beweis: Dazu wird die Fliche z = V(z,y) im (z,y, z) - Koordinatensystem betrachtet.
Es gilt: %—‘; = %—Z = 0 fir x = z und y = y. Der Punkt (z,y) der (z,y) - Ebene ist
das einzige Minimum der Fliche z = V(z,y). Denn schneiden wir die Fliche mit der
durch den Punkt (z,y) gehenden und zur z - Achse parallelen Ebene z = z + at,y =
g+ b7 ((a,b) # (0,0)), so ist die Gleichung der Schnittkurve in der (7, z) - Ebene durch

2z = (p2a + Y1b)T —eaIn(Z + a1) — ey In(§ + b7) + o + P15 + e2In T + 1 In§ gegeben.
: 2 2
Daraus folgt: % = (;—EZTV + (yi}lgrﬂ > 0. Die Schnittkurve ist also eine strikt konvexe

Kurve. (z,y) ist ein Minimum, und die Flache z = V(z,y) hat die Gestalt eines verzerrten
nach oben offenen Paraboloids. Aus dieser geometrischen Uberlegung folgt unmittelbar,
dass stets V(z,y) > V(z,y) gilt und alle Schnittlinien V' (z,y) = V(zo,yo) fiir positive
(z0,vy0) # (Z,7) den Punkt (Z,7) umlaufende geschlossene Kurven sind. O

ZUSAMMENFASSUNG: Jeder Punkt der durch (zg,yp) hindurchgehenden Phasenkurve
muss auf S liegen. Dariiber hinaus durchlduft der Punkt (z(t),y(t)), dessen Koordinaten
die Losungsfunktionen von (5.13) und (5.14) mit z(0) = z¢ und y(0) = yp sind, mit
wachsendem t ganz S und zwar beliebig oft, da auf S kein singulirer Punkt liegt. Der
Punkt (z,y) ist daher (wie der Nullpunkt im linearisierten System) ein Wirbelpunkt.

Abb. 5.8: klassisches Rauber - Beute - Modell

Das klassische Rauber - Beute - Modell hat aber auch noch eine interessante biologi-
sche Eigenschaft. Dividiert man ndmlich die Gleichung (5.13) durch z und integriert sie
anschliefend von ¢; bis ¢9, so erhdlt man

to 2 to
/t fdt:lnx(h)—lnx(tl):gl(tg—tl)—wl/ y(t)dt

T t1

Wird hier to — t; = T gesetzt, wobei T die Periode der durch z(0) und y(0) festgelegten
Losung von (5.13) und (5.14) sei, dann ist z(f;) = z(t2) und die linke Seite der obigen
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Gleichung wird null. Also gilt:

1 t2 €1
= y(t)dt =— =1y
T t1 ( ) 2)[)1
Analog
1 [P
— z(t)dt =z
T Jy,

D. h., der Gleichgewichtswert, auch wenn er nicht angenommen wird, ist als Mittelwert
von Bedeutung. Die Unabhingigkeit dieser Mittel vom Anfangswert ist fiir die Schidlings-
bekimpfung ungiinstig. Fin einmaliger Vernichtungsfeldzug vermindert zwar die Schidlin-
ge kurzfristig sehr stark, fithrt aber nur zu extremen Schwankungen im Schidlingsbefall.
Der Mittelwert bleibt bei diesem Modell gleich.

Beispiel: Das Volterra - Prinzip

Mit Hilfe des klassischen Riuber - Beute - Modells kénnen nun Phinomene der Natur,
die auf den ersten Blick unerklérlich erscheinen, gedeutet werden. So war in den Jahren
nach dem ersten Weltkrieg der Anteil der Raubfische in der Adria deutlich héher als in
den Jahren vorher. Der Krieg zwischen Osterreich und Italien hatte den Fischfang weit-
gehend unterbrochen. Aber weshalb wirkte sich das auf Raubfische giinstiger aus als auf
Beutefische?

Wird gefischt, so sinkt die Wachstumsrate der Beutetiere auf ¢; — k£ und die Sterberate
der Raubfische steigt auf e + m. ;1 und @9 bleiben unverindert. Daher ergeben sich die
neuen Mittelwerte El_lk (kleinere Zahl an Raubfischen) und ”ﬁ;;m (grofere Zahl an Beu-
tetieren). Wird der Fischfang eingestellt, nimmt die Anzahl der Raubfische zu, die Grofe
der Beutepopulation aber ab.

Dieses nach Volterra bezeichnete Prinzip zeigt Bedenkliches bei stetiger Schiadlingsbekiamp-
fung mittels Insektiziden. Die meisten chemischen Mittel wirken sowohl auf Schédlinge als
auch auf natiirliche Feinde. Das Resultat ist, &hnlich wie vorhin, eine Vermehrung der
Schédlinge und eine Verminderung ihrer Fressfeinde.

5.4.2 Raé&uber - Beute - Systeme bei innerspezifischer Konkurrenz

Das Modell (5.13) und (5.14) zeigt zwar die in der Natur so oft beobachteten Oszillationen
zwischen Riuber- und Beutesystemen, ist allerdings unfihig nach Stérungen, wie beispiels-
weise Bejagen, zu den urspriinglichen Schwankungen zuriickzukehren. Der vielleicht grofite
Kritikpunkt des Modells ist aber, dass die Grofle der Rauberpopulation auch bei geniigen-
dem Beutevorrat nicht jeden beliebig groflen Wert annehmen kann. Genauso wenig kann
die Beutepopulation ohne Riuber iiber alle Mafle anwachsen. Daher sollte in einem ver-
besserten Modell die innerspezifische Konkurrenz beriicksichtigt werden. Im Folgenden
wird angenommen, dass die Wachstumsrate zuséitzlich linear mit der Individuenzahl der
eigenen Art abnimmt.

i = (e1— 1z —Pry)z (5.15)
= (—e2+ p2m —Pay)y (5.16)

Aber auch dieses Modell hat einige Schwachstellen. Zum Beispiel geht keine Sattigung des
Réubers ein. So spaziert ein satter Lowe an einer Zebraherde vorbei, ohne sich die Miihe
zu machen Beute zu reiflen.

Zur Stabilitdtsanalyse von (5.15) und (5.16) bestimmt man wieder die Gleichgewichtspunk-
te: G1 = (0,0), Gz = (£-,0) und G5 = (%, §) = (S2F20L SL182-2201) Weiters exisitiert
noch ein vierter Gleichgewichtspunkt, der nicht im ersten Quadranten liegt. Man kann

39



auch fiir dieses Modell zeigen, dass fiir Anfangsbedingungen z:(0) > 0 und y(0) > 0 alle
Individuenzahlen fiir ¢ > 0 positiv sind. G3 liegt nur dann im ersten Quadranten, falls
€1(p2 > €2 ist.

Zuerst wird der Fall betrachtet, bei dem keine Koexistenz mdoglich ist, also G3 nicht im
ersten Quadranten liegt (€12 < e9¢1).

e G1: Die Jacobi - Matrix an der Stelle (0, 0)

< €1 — 2017 — Y1y — 1T )
P2y —&9 + Yo — 290y

(5 %)
z=0,y=0 0 —&2

besitzt die Eigenwerte \; = e; > 0 und Ao = —e2 < 0. Daher ist G; ein Sattelpunkt.

e (G5: Die Matrix der ersten Ableitungen an der Stelle G5 ist gegeben durch:

_ e
< el el )
_ 192
0 €9 + o

Wie leicht zu erkennen ist, lauten die Eigenwerte Ay = —e; < 0 und Ao = —eg +

% < 0. Damit ist G5 ein asymptotisch stabiler Knoten.

ZUSAMMENFASSUNG: Fiir 199 < £9¢1 sterben die Raubtiere aus, wihrend die Indivi-
duenzahl der Beutetiere gegen den Gleichgewichtswert % streben.

IS
n

—

S

Abb. 5.9: Riuber - Beute - Modell mit innerspezifischer Konkurrenz und e1p2 < g2¢1

Betrachtet man nun den Fall £1p9 > €901, so ist G1 analog zu vorher ein Sattelpunkt. Auch
G, ist ein Sattelpunkt, da der zweite Eigenwert des linearisierten Systems im Gegensatz
zum vorigen Fall positiv ist. Die Stabilitdtsuntersuchung des dritten Gleichgewichtspunktes
ergeben unter Beriicksichtigung, dass e; — 1% — 1y = 0 und —eg + o — 1hoyy = 0 ist,

folgende Jacobimatrix
( -1 —P1T >
P2y —ay

Diese hat die Eigenwerte

Alg = —%(9019E + 1y) £ %\/(991j + 129)? — 4(p192 + p21p1)TY
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Ist der Radikand nichtnegativ, so sind die beide Eigenwerte sicher negativ. Falls er aber
kleiner null ist, so sind Ay und Ao komplex. Da aber ihr Realteil ebenfalls negativ ist,
handelt es sich im ersten Fall um einen stabilen Knoten und im zweiten Fall um einen
stabilen Fokus. Jede hinreichend nahe bei G3 beginnende Liosungskurve z = z(t) und
y = y(t) strebt mit wachsendem ¢ gegen G3.

4 ‘Y | “y-lsokine, N\ '\ \ AN
i [} A A N N
b | SN\ \ \\ /\\ ) 2\ 2\ \ 2\ 2\ i\
b | —"\\ \ ASPATATPATASRATIASASIAY
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Abb. 5.10: Riuber - Beute - Modell mit innerspezifischer Konkurrenz und 192 > 291

BEMERKUNG: Auch fiir noch so kleine ¢ > 0 und 19 > 0 zeigt das System (5.15) und
(5.16) ein vollig anders Verhalten als das klassische Rduber - Beute - Modell. Daher kann
das System (5.13) und (5.14) nicht sehr robust sein, da kleine Anderungen zu ganz anderen
Ergebnissen fiihren. Solche strukturell instabile Modelle eigenen sich nicht besonders zur
Beschreibung von Vorgingen in der Natur!

5.4.3 Ein allgemeines Riuber - Beute - Modell

Im Folgenden werden wieder zwei Populationen, die in einem R&uber - Beute - Verhélt-
nis stehen, betrachtet. x(¢) bezeichne die PopulationsgroBe der Beute, y(t) die Anzahl
der Individuen in der Rauberpopulation zum Zeitpunkt ¢. Wie beim allgemeinen Kon-
kurrenzmodell wird nun davon ausgegangen, dass die Wachstumsraten der beiden Arten
durch (nicht notwendigerweise lineare) Funktionen beschreibbar sind. Die Anderung der
Beutepopulation pro Zeiteinheit lautet allgemein:

Ccll—f =i = zrp(z) —yV(z,y) (5.17)

Dabei bezeichne rg(z) die individuelle Wachstumsrate der Beutepopulation bei Fehlen des
Réubers. V (z,y) sei die mittlere Zahl der getoteten Beuteindividuen pro Rauber und pro
Zeiteinheit und wird hiufig als funktionelle Reaktion bezeichnet. Es wird angenommen,
dass V(z,y) mit wachsendem y abnimmt - da sich die Rduber beim Beutefang gegenseitig
storen - und mit zunehmendem 2 steigt. Die Differentialgleichung, die die Anderung in
der Rauberpopulation angibt, sei von der Gestalt:

Y =yrr(z,y) (5.18)

rr kann durch verschiedene Formen der innerspezifischen Konkurrenz um andere Res-
sourcen von y abhingen. Zusétzlich wird angenommen, dass rz(z,y) mit steigendem x
anwachse.

Der Einfachheit halber wird nun die Situation betrachtet, bei der rg(x,y) = rr(z) und
V(z,y) = V(z) unabhingig von der Riuberpopulation sind. Um die Eigenschaften des
Systems zu analysieren, betrachtet man am besten die Isoklinen:
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e Fiir die y - Isokline gilt: 7gr(z) = rr(z) = 0 (z = z, da der Gleichgewichtspunkt
Z mit dieser Gleichung berechnet wird). Z gibt die Anzahl der Beutetiere an, bei
der die Rauberpopulation kein Nettowachstum hat. In der (z,y) - Ebene sind dies
senkrechte Geraden.

e Um die x - Isokline zu bestimmen, muss © = 0 gesetzt werden. Daraus ergibt sich:

y = ’”(/fés) Der Verlauf der x - Isokline hingt daher von den Funktionen rz(z) und
V(x) ab.

Trotzdem kann mit Hilfe biologischer Uberlegungen einiges iiber die Gestalt der - Isokline
gesagt werden. Im Gleichgewicht muss sich die Zahl der Rduber so einstellen, dass gerade
soviel abgeschopft wird (yV(z)) wie nachwichst (zrp(z)). rp wird anderseits aufgrund
von innerspezifischer Konkurrenz bei grofieren z-Werten an einer Stelle null, ndmlich dort
wo die Beutepopulation bei Fehlen der Riuber ihre Kapazitat K erreicht. V (z) ist aber bei

zrp(2)
V(x
Bei kleinen z gehen fiir z — 0 beide Funktionen zrp(z) und (V)(:zr) gegen null, da rp(z) als
Wachstumsrate beschrinkt ist und auch V (z) bei kleiner werdendem x nach Voraussetzung
abnehmen muss. Es hingt also von den Funktionen ab, ob bei kleiner werdenden Zahlen
von Beuteindividuen ihr Quotient, d. h. die z - Isokline, eine monoton fallende Funktion
bleibt oder ein Maximum aufweist.
Um die Richtungen der Phasenkurven zu bestimmen, miissen nur die Gleichungen (5.17)
und (5.18) betrachtet werden. Oberhalb der z - Isokline nimmt die Populationsgréfie = der
ersten Art ab, da % < 0 ist, unterhalb steigt sie an. D. h., dass unterhalb dieser Kurve die
Trajektorien von links nach rechts, oberhalb von rechts nach links verlaufen. Weiters ist
klar, dass oberhalb von Z die Raduberpopulation zunimmt. Also miissen die Phasenkurven
links von der y - Isokline von oben nach unten verlaufen, rechts davon miissen sie auf
Crund analoger Uberlegungen aber von unten nach oben verlaufen.
Fiir die lokale Stabilitdtsanalyse werden der Einfachheit halber die rechten Seiten der
Gleichungen (5.17) und (5.18) ersetzt durch:

grofleren x sicherlich von null verschieden, deshalb muss bei z = K verschwinden.

Ccll_gtc = arp(z) —yV(z) = f(z) —yV(z) = fi(z,y) (5.19)
% = yrr(z) = fa(z,y) (5.20)

Der Gleichgewichtspunkt ergibt sich dann aus

= h(z,y)=f(z)-yV(z) (5.21)
0 = fa(z,9) = yrr(z) (5.22)

Nun wird folgende Transformation durchgefiihrt:

Im néchsten Schritt wird fi(z,y) und fo(z,y) in der Nahe von (z,y) durch eine lineare
Funktion (Taylorreihenentwicklung bis zur ersten Ordnung) angenéhert.

I Lo o
filz,y) = fi(z +u,y +v) = fi(z,9) +8x ) u + By | e3) v
=0 vgl. (5.21)
I Lo o5,
Pey) = pEtugte) = b Agl| cut gl
=0 vgl. (5.22)
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Die Ableitungen von u und z bzw. v und y nach der Zeit sind gleich, da Z bzw. y konstant
sind:

d

d—z = a1+ a2V (5.23)

d

d—,l; = 21U + a220 (524)
wobel a1 = % @3 als = %—J;l ) ao1 = % - und agy = %—J;z ) sind. Gewohnliche

Differentialgleichungssysteme dieser Art kénnen nun mit folgendem Ansatz

u = deM

= et

gelost werden. Wird dies in (5.23) und (5.24) eingesetzt, so erhilt man

UN = a11ﬂ+a121§

N = a21ﬂ + CLQQ@
und nach weiteren Umformungen

0= (an - )\)’EL + a12f)

0= a21ﬂ + (a22 - )\)’f)

Unter der Voraussetzung, dass ag; # 0 ist, ergibt sich aus der zweiten Gleichung fiir 4 der
Wert —ﬁ(agg — A)9 und nach Einsetzen in die erste Gleichung, wobei zu beriicksichtigen
ist, dass 0 eine Konstante ungleich null ist und daher durch o dividiert werden kann,
(a11 — )\)(GQQ — )\) —a12a9] = A2 — (a11 +a22))\+a11a22 —a12a91 = 0. A kann daher folgende
Werte annehmen:

1 1
A2 = 5(011 +ag) £ \/Z(an + a2)? — arnag + a12a9;

(falls Ay und A9 imaginér sind, seien der Real- und Imaginirteil gegeben durch \; =
Ajr + iwj fiir j = 1,2). Die allgemeine Lésung der Gleichungen (5.23) und (5.24) lautet
dann

aeMt + ﬁe)‘”

fye)‘lt + Jet2t

S
|

Dabei sind «, 3, v und 0 durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Falls nun w; # 0 und
AMr < 0, A2r < 0 sind, dann ergeben sich Oszillationen, deren Amplituden exponentiell
abfallen. Sind A; und A reell und negativ, so fallen u; und us exponentiell ab. Allgemein
gilt also, dass ein Gleichgewichtspunkt (z,y) asymptotisch stabil ist, wenn die Realteile
von A; und A2 negativ sind. Man hat also zwei Félle zu untersuchen:

1. negativer Radikand:

1
a12a21 — G11a22 < —Z(an + ag)? <0 (5.25)

Stabilitit hat man in diesem Fall, wenn die Realteile negativ sind. Daher muss
folgende Ungleichung erfiillt sein.

a11 +ag <0 (526)

43



2. positiver Radikand:

ai2a21 — G11G22 > —i(au + )’ (5.27)
Damit A; < 0 ist, muss zunéchst
ai1 +ag <0 (5.28)
erfiillt sein, und der positive Beitrag durch die Wurzel muss kleiner als |a11 + ago] - %
sein. Also muss
a12a21 — arraze <0 (5.29)

sein.

Fiir das oben behandelte allgemeine Réuber - Beute - Modell ergeben sich nun folgende
Werte:

an = f'(z)—yV'(z)

a1y = —V(f)
ag1 = Gri(Z)
a9y = ’)"R(a_f) =0

Der Verlauf der z - Isokline wird durch die Gleichung y = ((‘?) beschrieben. Daher gilt

Gy i EVE) - V@)
Yz (%,9) V2(z)
gf'v-gv'f
= T
Da aus (5.21) 4V = f folgt, vereinfacht sich dies zu
Sy PPV
Vi (z,9) V2
_ I
= L -
_ 1
- ‘—/20/11

Daher gilt fiir die « - Isokline

dy _ .
dac( g vz

Falls nun % < 0 ist, folgt daher notwendigerweise, dass a1; < 0 ist. Je stirker also die
Steigung der Isokline ist, um so grofler ist der Betrag von a;;. Liegt jetzt das Gleichgewicht
(%, y) weit genug rechts, dann wird |a11| so groB, dass a12a21 —aj1a22 < —%(an +a)? <0
(age = OM!) nicht mehr erfiillt ist und A\; und Ay reell sind. Rechts vom Maximum der z
- Isokline ist a1; < 0 (da [dl—g < 0) und aj2a21 < 0. (5.28) und (5.29) sind also erfiillt. Die
Phasenkurven kehren exponentiell ins Gleichgewicht zuriick, und der Gleichgewichtspunkt
(Z,7) ist asymptotisch stabil. Nihert sich der Gleichgewichtspunkt allerdings einem Ma-
ximum der x - Isokline, so gehen die Steigung der Isokline und daher auch a1; gegen null.
Dann ist wegen aj2a; < 0 (5.25) auf jeden Fall erfiillt, sodass gedampfte Oszillationen
vorliegen. Auf der linken Seite ihres Maximums ist die Steigung der z - Isokline und auch
a1 > 0. Damit ist (5.26) bzw. (5.28) auf keinen Fall erfiillt, was auf Instabilitét von (Z, 7)
deutet.
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Zusammenfassend zeigt die lokale Stabilitdtsanalyse also folgendes Verhalten:

e Die Schwingungen sind geddmpft, sofern die Gerade x = z rechts des Maximums
der x - Isokline zu liegen kommt oder die Isokline monoton fallend ist.

e Liegt z = 7 links vom Maximum, dann wachsen die Amplituden an. Dann tritt einer
der beiden folgenden Félle ein: Entweder 14uft die Spirale in einen Grenzzyklus oder
sie nimmt so stark zu, bis eine Population ausgeloscht ist. Welcher der beiden Fille
tatsichlich eintritt, hingt von den Details des Modells ab.

e Befindet sich die Gerade z = Z rechts vom Maximum, so ist der Gleichgewichts-
punkt (z,y) stabil. Falls z nahe am Maximum liegt, laufen die Phasenkurven in
geddmpften Oszillationen zum Gleichgewicht. Fiir grofle £ nahe bei K nihern sie
sich exponentiell dem Gleichgewichtspunkt.

Abb. 5.11: Allgemeines Rauber - Beute - Modell fiir zwei unterschiedliche Lagen der y - Isokline
(strichliert). Die durchgezogene Kurve stellt die = - Isokline dar und die Pfeile geben
die Richtung an, in der die Losungskurven durchlaufen werden. Rechts vom Maximum
der z - Isokline ist der Gleichgewichtspunkt (Z,7) stabil, links davon tritt aber je nach
Modell entweder ein Grenzzyklus auf, oder die Spirale nimmt so stark zu, dass eine Po-
pulation ausstirbt.

BEMERKUNG: Verbessern sich nun die Umweltbedingungen fiir die Beutetiere von K auf
K', so tritt ein Phinomen auf, das als Paradoxon der Anreicherung bezeichnet wird.
Z kann aufgrund der Erh6hung der Kapazitit von der rechten auf die linke Seite des Maxi-
mums gelangen. Dadurch wird das Gleichgewicht instabil. Diese paradoxe Situation tritt
auf, weil die individuelle Wachstumsrate der Rduber unabhingig von der Rauberdichte
ist.
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Abb. 5.12: Verbesserung der Umweltbedingungen von K auf K'. Die durchgezogene Kurve stellt
die z - Isokline zur Kapazitdt K dar. Der urspriinglich auf der rechten Seite des Maxi-
mums liegende Gleichgewichtspunkt (Z,7) gerit auf die linke Seite, wodurch er insta-
bil wird.

46



Kapitel 6

Ausblick

Wie bereits zu Beginn des ersten Kapitels erwihnt wurde, wirken in Okosystemen stets
eine Vielzahl von Konkurrenz - und Réuber - Beute - Beziehungen zusammen. Nur in
Ausnahmefillen wird eine einzige so dominieren, dass ihre Betrachtung allein Auskunft
iiber das Gesamtsystem geben kann. Daher wird man im néchsten Schritt versuchen ganze
Nahrungsnetze zu modellieren.

Zum Beispiel kann man die Wirkung einer Rduberpopulation auf zwei in einem Kon-
kurrenzverhiltnis stehende Arten betrachten. Nimmt man an, dass die Rduberpopulation
konstant ist und dass sie pro Zeiteinheit stets einen gewissen Bruchteil der Beutepopula-
tionen vernichtet, so muss keine Dynamik der Rauberpopulation beriicksichtigt werden.
Wenn dann die bei der Konkurrenz iiberlegene Art einem stirkeren Riuberdruck ausge-
setzt ist, kann die Anwesenheit der Rauber unter geeigneten Bedingungen die Koexistenz
beider Beutearten bewirken. Ist die interspezifische Konkurrenz beider Arten stirker als
die innerspezifische, so haben die Rauber keinen Einfluss auf das Resultat der zwischen-
artlichen Konkurrenz (Mehr dazu in [12].)

Mit Hilfe eines anderen Modells kann man zeigen, dass das Exklusionsprinzip, das wir
im Abschnitt 5.3.1 kennengelernt haben, auch fiir mehr als zwei Populationen gilt. Die
lineare Abhéngigkeit von den Ressourcen muss allerdings vorausgesetzt werden. In diesem
Fall iiberleben stets soviele Arten wie verschiedene Nahrungsquellen vorhanden sind.
Auch die Modelle (5.9) und (5.10) bzw. (5.17) und (5.18) lassen sich auf mehrere Popu-
lationen iibertragen. Im Hoherdimensionalen treten allerdings Grenzzyklen auf. Dariiber
hinaus kann es schon fiir dreidimensionale Modelle zu extrem uniibersichtlichem Lang-
zeitverhalten kommen, das auf die geringste Anderung in den Anfangsbedingungen mit
drastischem Umkippen reagiert.

Wihrend sich die zweidimensionalen Volterra - Lotka - Gleichungen, wenn auch mit ei-
nigem Aufwand, vollstindig klassifiziern lassen, ist das bei den hoherdimensionalen Glei-
chungen ganz aussichtslos. Es lassen sich nur wenige allgemeingiiltige Aussagen treffen
(vgl. dazu [4]).

6.1 Schlussbemerkung

Bis heute verhilt sich der Mensch seiner Umwelt gegeniiber wie ein Parasit. Er nimmt,
was er braucht, mit wenig Riicksicht auf das Wohlergehen seines Wirtes. Grofle Stiadte
werden geplant und wachsen heran, ohne die Tatsache zu beriicksichtigen, dass sie Pa-
rasiten des Landes sind, das sie auf irgendeiner Weise mit Nahrung, Wasser und Luft
versorgen muss und ungeheure Mengen an Abfallstoffen abzubauen hat. Der Mensch muss
jetzt endlich seine Beziehungen zur Natur zum Mutualismus' weiterentwickeln, zumal er
ein abhéngiges Lebewesen ist und seine Kultur mit wachsenden Forderungen nach Res-

!Unterbegriff von Symbiose: beide Populationen sind begiinstigt und vollstindig voneinander abhingig
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sourcen immer abhéngiger wird. Wenn der Mensch es nicht lernt, in Mutualismus mit der
Natur zu leben, konnte er wie der torichte oder nicht angepasste Parasit seinen Wirt bis
zur Selbstzerstorung ausbeuten.
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