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Kapitel 1Einleitung1.1 �Okologie und die Wehselwirkungen in �okologishen Sy-stemenObwohl der Begri� �Okologie aufgrund der durh die menshlihe Zivilisation verursahtenUmweltvershmutzung und der Ausbeutung von Ressouren zu wirtshaftlihen Zwekenerst in den letzten 30 Jahren popul�ar geworden ist, ist die �Okologie als Biowissenshaft seit�uber 100 Jahren de�niert. Erstmals wurde diese Bezeihnung von HAECKEL 1 verwen-det. Seine De�nition lautete: �Okologie ist die gesamte Wissenshaft von den Beziehungendes Organismus zur umgebenden Au�enwelt, wohin wir im weiteren Sinne alle Existenz-bedingungen rehnen k�onnen. Das Wort �Okologie stammt aus dem Griehishen. Oikosbedeutet "Haus\ oder "ein Platz um zu leben\. Man k�onnte daher �Okologie als das Stu-dium der Organismen zu Hause oder als die Lehre vom Haushalt der Natur �ubersetzen.Die derzeit aktuellste De�nition stammt von Charles KREBS (1972): �Okologie ist die wis-senshaftlihe Untersuhung der Wehselwirkungen, die die Verteilung und H�au�gkeit vonOrganismen bestimmen.Die mathematishe �Okologie besh�aftigt sih mit der Dynamik von Populationen undder Wehselwirkung zwishen vershiedenen Populationen. Dabei versteht man unter einerPopulation die Gesamtheit der Individuen einer Art, die in einem mehr oder weniger kon-tinuierlihen Areal zur gleihen Zeit leben. Im Folgenden wird jene Menge von Individueneiner Art in einem bestimmten r�aumlihen Gebiet als Population bezeihnet, die unter-einander st�arker wehselwirken als mit Individuen dieser Art au�erhalb dieses Gebiets.Mathematish interessante Gr�o�en sind die Populationsdihte, Geburten- und Sterberate,die Verteilung der Altersgruppen, biologishes Potential und die Verteilung von Raum.Populationen sind immer in ein verzweigtes Nahrungsnetz eingebunden und unterliegendaher vielf�altigen Wehselwirkungen mit anderen Arten. Dabei untersheidet man zwi-shen Zwei- undMehr-Spezies-Beziehungen. Erstere werden in drei Typen unterteilt:� symbiotishes Verh�altnisJede Population zieht einen Nutzen aus der Beziehung durh wehselweise Beg�unsti-gung des Wahstums. Hierzu z�ahlt z.B. die Fremdbest�aubung von Bl�utenpanzendurh Best�auber.� Konkurrenzverh�altnisJede Population behindert das Wahstum der anderen durh Vergr�o�erung der To-desrate, Verkleinerung der Geburtenrate oder beides. Dazu geh�ort zum Beispiel derStreit um gemeinsame Ressouren. Aber allein shon die Gegenwart von fremden1deutsher Naturforsher, �16. 2. 1834 Potsdam, y9. 8. 1919 Jena; Vertreter der Abstammungslehre,erweiterte Darwins Lehre von der Umwandlung der Arten durh die Einbeziehung der Menshen undAufstellung des biogenetishen Grundgesetzes. 3



Individuen kann T�atigkeiten wie Nestbau, Nahrungserwerb, Pege und F�utterungder Jungen behindern.� R�auber - Beute - BeziehungenDas Wahstum der einen Art (R�auber) wird von der anderen Art (Beute) beg�unstigt,w�ahrend die Beutepopulation in ihrem Wahstum von der R�auberpopulation behin-dert wird. Dazu geh�ort auh die Einwirkung von Parasiten auf ihren Wirt, wenndieser dadurh einen Shaden nimmt oder die Ern�ahrung von Panzenfressern vonlebenden Panzen.Mehr-Spezies-Beziehungen sind mehrstu�ge Nahrungsketten. Eine Art stellt die Nahrungeiner zweiten Art dar, von der sih wieder eine dritte Spezies ern�ahrt usw.. R�auber - Beute- Beziehungen sind also eine zweistu�ge Nahrungskette.Abshlie�end sollte allerdings noh darauf hingewiesen werden, dass der Aufbau einermathematishen Theorie f�ur �okologishe Systeme dadurh ershwert wird, dass es in der�Okologie keine allgemeing�ultigen Grundgesetze gibt, wie sie etwa in der Populationsgenetikdurh die Mendelshen Gesetze gegeben sind.1.2 Sh�atzung von Populationsgr�o�enDie Sh�atzung der Gr�o�e von Populationen, also der Mitgliederzahl, ist eine Aufgabe,die niht nur f�ur das Studium der �okologishen Gesetze wihtig ist, sondern der auh be-tr�ahtlihe praktishe Bedeutung zukommt, etwa im Zusammenhang mit der Erhaltung dermenshlihen Nahrungsquellen durh Vermeidung von Raubbau. W�ahrend die Sh�atzungder Gr�o�e von Panzenpopulationen aufgrund der Standortgebundenheit im Allgemeinenkein Problem darstellt, ist dies bei Tierpopulationen keineswegs einfah. Tiere k�onnensih in ihrem Lebensraum frei bewegen und sind f�ur den Betrahter kaum untersheidbar.Alle bei derartigen Populationen verwendeten Methoden zur Sh�atzung der Populations-gr�o�e beruhen darauf, dass Mitglieder der betre�enden Population eingefangen, irgendwiegekennzeihnet und wieder freigelassen werden, so dass sie sih gleihm�a�ig mit der rest-lihen Population vermishen k�onnen. Nah einiger Zeit werden erneut Mitglieder dieserPopulation eingefangen, und es wird festgestellt, wie viele von ihnen markiert sind. DieseMethoden werden als R�ukfangmethoden (Capture - Reapture - Methoden) bezeih-net.Im Folgenden wird die unbekannte Zahl von Mitgliedern einer Population mit x bezeihnet.Es wird angenommen, dass die Population geshlossen sei, d. h. es �ndet keine Migrationstatt. Au�erdem m�ogen keine Geburten- und Todesprozesse erfolgen. Die wieder freigelas-senen Exemplare m�ogen sih gleihm�a�ig mit dem Rest der Population vermishen unddie Zeitr�aume f�ur die Einfang-, Markier- und Wiederfreilassungsvorg�ange seien klein imVergleih zu den dazwishen liegenden Zeitr�aumen.Die einfahste R�ukfangmethode ist die Methode der direkten Stihprobe. Dazu wer-den a Tiere eingefangen, markiert und wieder freigelassen. Sobald sih diese gleihm�a�igmit der �ubrigen Population vermisht haben, wird eine zweite Stihprobe von n Tierengenommen. R bezeihne dabei die Anzahl der darunter markierten Individuen. Da es �xn�vershiedene M�oglihkeiten gibt aus x Tieren n auszuw�ahlen, gibt es �ar��x�an�r� M�oglih-keiten, dass von diesen n Tieren r markiert sind. Sei P (R = r) die Wahrsheinlihkeit ineiner Stihprobe von n Tieren genau r der a markierten Tiere zu erhalten, so gilt:
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P (R = r) = Anzahl der g�unstigen F�alleAnzahl der m�oglihen F�alle = �ar��x�an�r��xn�= a!r!(a� r)! � (x� a)!(n� r)!(x� a� n+ r)! � n!(x� n)!x!= �nr�a(a� 1) � : : : � (a� r + 1)(x � a)(x� a� 1) � : : : � [x� a� (n� r � 1)℄x(x� 1) � : : : � (x� r + 1)(x� r) � : : : � (x� n+ 1)Nun ist aber n klein im Vergleih zu x, r klein gegen�uber a. Auh n � r ist gegen�uberx� a vernahl�assigbar klein. Daher kann man f�ur P (R = r) n�aherungsweise shreiben:P (R = r) � �nr�(ax)r(1� ax)n�rDie Zufallsvariable R ist also ungef�ahr binomialverteilt mit p = ax . Ausgehend vom N�ahe-rungswert f�ur P (R = r) sh�atzt man nun die Gr�o�e des unbekannten Verteilungspara-meters x mit Hilfe der Maximum - Likelihood - Methode. Dazu wird jener Wert xL derVariablen x gesuht, f�ur den L(r;x) = P (R = r) bei r (und festem a und n) als Funktionvon x ein Maximum annimmt. Um die Rehnung zu vereinfahen, berehnet man anstattdes Maximums von L(r;x) das Maximum von lnL(r;x).lnL(r;x) = ln�nr�+ r(lna� lnx) + (n� r)[ln(x� a)� lnx℄= C + (n� r) ln(x� a)� n lnxDabei ist C eine Konstante mit demWert C = ln �nr�+r lna. Die Ableitungen von lnL(r;x)nah x lauten: d lnL(r;x)dx = n�rx�a � nx und d2 lnL(r;x)dx2 = � n�r(x�a)2 + nx2 . Nullsetzen der erstenAbleitung ergibt f�ur xL den Wert anr . Dass es sih dabei wirklih um ein Maximun handelt,kann durh Einsetzen in die zweite Ableitung �uberpr�uft werden. Dies liefert f�ur 0 < r < ntats�ahlih einen Wert kleiner null. Aufgrund der Monotonie des Logarithmus ist damitxL auh ein Maximum der Funktion L(r;x).Die oben beshriebene Methode wurde erstmals von F. C. LINCOLN (weshalb xL = anrauh als Linoln - Index bezeihnet wird) verwendet, um die Gr�o�e der Wildentenpo-pulation in Nordamerika um 1930 zu bestimmen. Dazu markierte er eine gro�e Anzahlvon Enten bevor diese ihre Brutpl�atze verlie�en. In der folgenden Abshusszeit befandensih zirka 12 % aller markierten Tiere unter den erlegten Wildenten. Bei einer totalenAbshusszi�er von etwa 5 Millionen Enten pro Jahr ergab sih ein Linoln - Index vonxL = nar = nra = 5 � 106 � 10;12 � 42 � 106.Probleme bei der Berehnung des Linoln - Index treten allerdings dann auf, wenn r = 0ist. N. T. BAILEY shlug daher vor, an seiner Stelle als Sh�atzwert f�ur die Populations-gr�o�e x die Gr�o�e xB = a(n+1)r+1 zu nehmen. Um nun die Genauigkeit dieses Sh�atzwertes zu�uberpr�ufen, kann man den Erwartungswert 2 von XB = a(n+1)R+1 n�aherungsweise berehnen:E(XB) = nXr=0 a(n+ 1)r + 1 � �nr�(ax)r(1� ax)n�r= x nXr=0�n+ 1r + 1�(ax )r+1(1� ax)n�r= x n+1Xr=1�n+ 1r �(ax)r(1� ax)n+1�r= x[1� (1� ax)n+1℄2Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen �, die die Werte xk f�ur k = 0; 1; 2; : : : ; n annimmt,ergibt sih aus: E� =Pnk=0 xk � P (� = xk). 5



wobei im letzten Rehenshritt der binomishe Lehrsatz (a + b)n = Pnk=0 �nk�an�kbk ver-wendet wurde. Wegen (1 � ax)n+1 � (1 � ax nn+1)n+1 � e�anx gilt f�ur ein gro�es n n�ahe-rungsweise: E(XB) � x � x e�anx . Der Bailey - Index xB wird im Allgemeinen diePopulationsgr�o�e x eher untersh�atzen und dem genauen Wert von x umso n�aher kom-men, je gr�o�er der Quotient anx ist.Mit Hilfe der Bailey - Methode kann nun die Gr�o�e einer Ameisenkolonie gesh�atzt wer-den. Die gefangenen Tiere wurden dazu mit Hilfe eines radioaktiven Markierungsverfahrengekennzeihnet und anshlie�end wieder freigelassen. Da die Arbeiterinnen st�andig in dieKolonie ein- und wieder ausstr�omen, kommt es zu einer guten Durhmishung der Popu-lation. Nah der zweiten Stihprobe ergaben sih f�ur a, n und r folgende Zahlenwerte:a = 500, n = 437 und r = 68. xB berehnet sih dann durh xB = a(n+1)r+1 � 3144.Eine andere R�ukfangmethode ist das Verfahren der inversen Stihprobe. Bei dieserMethode wird der zweite Fangvorgang solange fortgesetzt, bis eine shon vorher festgeleg-te Zahl m von markierten Exemplaren gefangen worden ist (ohne dass die eingefangenenTiere wieder freigelassen werden). Bezeihne nun N die Gesamtzahl der beim zweitenFangvorgang eingefangenen Exemplare, so ergibt sih mit Hilfe der Maximum - Like-lihood - Methode der Sh�atzwert xI = aNm . Der Vorteil dieser Methode ist, dass es zukeinen Vernahl�assigungen beim �Ubergang zur Binomialverteilung kommt. Die praktisheDurhf�uhrung ist allerdings sehr m�uhsam!
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Kapitel 2AutonomeDi�erenzengleihungssystemeUnter einer Di�erenzengleihung der Ordnung n (n � 1) versteht man eine Beziehungder Form F (x(k + n); x(k + n� 1); : : : ; x(k + 1); x(k); k) = 0 (2.1)zwishen der unabh�angigen Variablen k und der Funktion x(k). Man spriht von einerDi�erenzengleihung der Ordnung n in expliziter Form, wenn sie von der Gestaltx(k + n) = f(x(k + n� 1); x(k + n� 2); : : : ; x(k + 1); x(k); k)ist. k kann reell, aber auh komplex sein. Wir nehmen allerdings an, dass der De�niti-onsbereih der Funktion x die Menge der nihtnegativen ganzen Zahlen ist, d. h., k istnihtnegativ und ganz.Jede Funktion x = x(k), die f�ur alle ganzen k � 0 de�niert ist und f�ur alle diese k dieBeziehung (2.1) erf�ullt, hei�t eine L�osung der Di�erenzengleihung. Durh die Anfangs-bedingungen x(0) = x0; x(1) = x1; : : : ; x(n � 1) = xn�1 ist die L�osung der Di�erenzen-gleihung eindeutig bestimmt.Der wihtigste Typ einer Di�erenzengleihung der Ordnung n ist die lineare Di�eren-zengleihung. Diese ist von der Gestaltx(k + n) + a1(k)x(k + n� 1) + � � �+ an�1(k)x(k + 1) + an(k)x(k) = b(k)Ist b(k) = 0 f�ur alle k, dann hei�t die Di�erenzengleihung linear homogen, ansonstenlinear inhomogen. Sind die Funktionen a1(k); : : : ; an(k) konstant, so spriht man voneiner linearen Di�erenzengleihung mit konstanten KoeÆzienten.2.1 Autonome Di�erenzengleihungssystemeGegeben sei ein System von n autonomen Di�erenzengleihungen erster Ordnung in ex-pliziter Form: x1(k + 1) = f1(x1(k); : : : ; xn(k))... (2.2)xn(k + 1) = fn(x1(k); : : : ; xn(k))"Autonom\ bedeutet, dass f1; : : : ; fn im obigen System niht explizit von k abh�angen,sondern nur implizit �uber x1(k); : : : ; xn(k). Unter einer L�osung von (2.2) versteht maneine Folge (a1(k); : : : ; an(k)) (k = 0; 1; 2; : : : ) von n - Tupeln reeller Zahlen, sodass f�ur alle7



k � 0 und f�ur alle i = 1; : : : ; n ai(k+1) = fi(a1(k); : : : ; an(k)) eine wahre Aussage ist. JedeL�osung (b1(k); : : : ; bn(k)) ist o�ensihtlih durh (b1(0); : : : ; bn(0)) eindeutig festgelegt.Um nun den Shreibaufwand zu verk�urzen shreiben wir ~xk+1 = ~f(~xk) anstatt (2.2).Autonome Di�erenzengleihungssysteme haben einige besondere Eigenshaften:� Seien (~ak) und (~bk) zwei L�osungen von (2.2). Falls ~as = ~bt f�ur ein festes Paar (s; t)s; t 2 Z+0 gilt, so folgt: ~as+i = ~bt+i 8i � 0.� Falls der Index k die Zeit bedeutet, h�angt f�ur eine L�osung (~ak) von (2.2) ~ak nihtdirekt von der absoluten Zeit k ab, sondern nur von ~ak�1 bzw. ~a0.� Beginnt man zu einem sp�ateren Zeitpunkt, so entwikelt sih das System genauso,wie wenn es fr�uher gestartet worden w�are.Die Gleihgewihtspunkte (singul�aren Punkte) von (2.2) entsprehen den konstantenL�osungsfolgen von (2.2). ~a 2 Rn ist also ein Gleihgewihtspunkt, falls ~a;~a;~a; : : : eineL�osung von (2.2) ist, d. h., falls ~f(~a) = ~a gilt, also ~a ein Fixpunkt von ~f ist. Ist ~f stetig, sosind im Falle von Di�erenzengleihungen die Gleihgewihtspunkte genau die Grenzwerteder konvergenten L�osungsfolgen.2.2 Lokale Stabilit�atsanalyse bei autonomen Di�erenzen-gleihungssystemenSei ~a ein Gleihgewihtspunkt von (2.2): ~a hei�t stabil (im Sinne von Ljapunov), falls eszu jeder Umgebung U von ~a eine Umgebung V von ~a gibt, sodass jede in V startendeL�osungsfolge von (2.2) ganz in U bleibt.~a hei�t anziehend oder attraktiv, falls es eine Umgebung U von ~a gibt, sodass jede inU startende L�osungsfolge gegen ~a konvergiert.~a hei�t (lokal) asymptotish stabil, wenn ~a stabil und attraktiv ist.~a nennt man instabil, wenn ~a niht stabil ist. Das hei�t, ~a ist instabil, falls es eineUmgebung U von ~a gibt, sodass f�ur jede Umgebung V von ~a gilt: Es gibt eine in Vstartende L�osungsfolge, die U verl�asst.Der folgende Satz gibt hinreihende Bedingungen daf�ur an, dass ein Gleihgewihtspunktasymptotish stabil bzw. instabil ist.Satz 1 Unter gewissen Regularit�atsbedingungen �uber ~f gilt:Seien �1; : : : ; �n die Eigenwerte der Jaobimatrix ((fi)xj (~a)) von ~f (i; j = 1; : : : ; n). Fallsmaxj�ij < 1 ist, so ist ~a asymptotish stabil. Falls maxj�ij > 1 ist, so ist ~a instabil.Die lokale Stabilit�atsanalyse f�ur autonome Systeme wird wie folgt durhgef�uhrt:� Zuerst werden die Gleihgewihtspunkte bestimmt.� Dann wird mit Hilfe des obigen Satzes das Stabilit�atsverhalten ermittelt.BEMERKUNG: In den folgenden Abshnitten werden die Stabilit�atsanalysen sowohl f�urdie diskreten als auh f�ur die kontinuierlihen Modelle stets lokal durhgef�uhrt. Das qua-litative Verhalten des Systems ist dadurh aber im Wesentlihen bestimmt.
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Kapitel 3Diskrete Populationsmodelle3.1 Grundlegende diskrete Modelle f�ur isolierte Populatio-nenIn diesem Kapitel werden nur Modelle betrahtet, die sih auf Populationen anwendenlassen, die w�ahrend eines festgelegten Zeitabshnittes nur einmal Nahkommen hervor-bringen k�onnen. Man kann sih also bei der Beobahtung der Bev�olkerungsdihte auf dasBetrahten von Zeitpunkten, die �aquidistante Abst�ande haben, beshr�anken. DerartigeModelle nennt man diskrete Populationsmodelle.Im Folgenden werden die diskreten Zeitpunkte k = 0; 1; 2; : : : einer gewissen Zeiteinheitbetrahtet. xk bezeihne die Populationsgr�o�e zum Zeitpunkt k. Pro Zeiteinheit bringtjedes Individuum (durhshnittlih) � neue Individuen hervor. Sei � die Sterberate proZeiteinheit und pro Individuum, so ergibt sih f�ur die Anzahl der Individuen zum Zeit-punkt k + 1: xk+1 = xk + �xk � �xk = xk + (� � �)| {z }=:r xkxk+1 = (1 + r)xk (3.1)Die Di�erenz aus Geburten- und Sterberate bezeihnet man als Wahstumsrate r (proZeiteinheit und pro Individuum). Wie man durh Einsetzen leiht erkennt, ist xk =(1 + r)kx0 f�ur alle k � 0 eine L�osung dieser Di�erenzengleihung erster Ordnung. DieBev�olkerung w�ahst f�ur r > 0 immer weiter an (man spriht von exponentiellemWahs-tum), f�ur r < 0 strebt sie gegen null (exponentielle Abnahme) und f�ur r = 0 bleibtsie konstant.Da in der Praxis nie unbegrenzt Platz und Futter vorhanden ist, ist dieses Modell im Fallr > 0 sehr unrealistish. Man wird also versuhen, ein Modell zu konstruieren, bei demdie Wahstumsrate eine Funktion der Bev�olkerungsdihte ist.xk+1 = (1 +R(xk))xkVon der Wahstumsrate R(xk) wird man verlangen, dass sie f�ur eine sehr kleine Anzahlvon Individuen positiv ist, also R(0) = r0 > 0. Mit wahsender Bev�olkerungszahl wirddas Wahstum abnehmen und shlie�lih f�ur eine sehr gro�e Zahl K null werden. K wirdals Umweltkapazit�at bezeihnet. Sie gibt die gr�o�te Anzahl von Individuen an, die dieUmwelt gerade noh ern�ahren kann. Der Einfahheit halber kann man jetzt annehmen,dass R(xk) linear ist: xk+1 = �1 + r0�1� xkK ��xk (3.2)9



Dieses Modell nennt man auh zeitlih diskretes logistishes Wahstumsmodell. Umdie Gleihgewihtspunkte zu bestimmen, setzt man xk = �x f�ur alle k = 0; 1; 2; : : : . Damitergeben sih die singul�aren Punkte �x = 0 und �x = K.xk+1 = �1 + r0�1� xkK ��xk = f(xk)f(x) = x�1 + r0�1� xK ��f 0(x) = 1 + r0 � 2r0xKUm die Stabilit�at von 0 und K zu untersuhen, setzt man sie in die erste Ableitung von fein. Da jf 0(0)j = j1 + r0j > 1 gilt, ist der Gleihgewihtspunkt �x = 0 instabil. F�ur �x = Kergeben sih zwei F�alle:jf 0(K)j = j1 + r0 � 2r0j = j1� r0j� < 1 falls r0 < 2> 1 falls r0 > 2Damit ist K ein stabiler Gleihgewihtspunkt f�ur r0 < 2. Die Anzahl der Individuenwird also gegen die Umweltkapazit�at konvergieren. F�ur r0 > 2 gibt es keine stabilenGleihgewihtspunkte.3.2 Diskrete ZweipopulationsmodelleDa in einem gewissen Lebensraum stets mehrere Arten nebeneinander leben, wird imn�ahsten Shritt ein Modell konstruiert, bei dem eine Wehselwirkung zwishen zwei Po-pulationen gegeben ist. xk bezeihne nun die Anzahl der Individuen der ersten Populationzum Zeitpunkt k, yk die der zweiten Population. Die Wahstumsgleihungen lassen sihdann wie folgt shreiben: xk+1 = (1 +R1(xk; yk))xkyk+1 = (1 +R2(xk; yk))ykR1(xk; yk) und R2(xk; yk) beshreiben die von den Populationsdihten abh�angigen Wahs-tumsraten der ersten bzw. zweiten Population. Wie oben ist das Wahstum beider Artenpositiv, wenn nur sehr wenige Individuen vorhanden sind, d. h. R1(0; 0) = r1 > 0 undR2(0; 0) = r2 > 0. Ki (i = 1; 2) gibt die gr�o�te Individuenzahl der i-ten Population an,die die Umwelt bei Abwesenheit der anderen Population gerade noh ern�ahren kann, alsosind R1(K1; 0) = 0 und R2(0;K2) = 0. Anders als beim vorigen Modell m�ussen noh dieEin�usse der Populationen aufeinander in die Gleihungen eingehen. Wenn nun b12 denEinuss der zweiten Population auf die erste und b21 den der ersten auf die zweite angibt,so ergeben sih die folgenden Gleihungen.xk+1 = �1 + r1�1� xkK1 + b12ykK2 ��xk (3.3)yk+1 = �1 + r2�1� ykK2 + b21xkK1 ��yk (3.4)(3.3) und (3.4) ist ein Di�erenzengleihungssystem erster Ordnung.Die Vorzeihen von b12 und b21 geben nun die Art der Wehselbeziehung an, in der sihdie beiden Populationen be�nden. Sind b12 und b21 beide positiv, so zieht jede Art auf-grund wehselseitiger Beg�unstigung des Wahstums einen Nutzen aus der Beziehung. Manspriht von Symbiose. Sind die Einussparameter allerdings negativ, dann wirkt sih dieExistenz der anderen Population ung�unstig auf das Wahstum der eigenen Art aus. Eshandelt sih also um ein Konkurrenzverh�altnis. Stehen die beiden Bev�olkerungen in10



einer R�auber - Beute - Beziehung, so haben b12 und b21 untershiedlihe Vorzeihen.Je mehr Beute vorhanden ist, desto gr�o�er ist die Wahstumsrate der R�auber. Umgekehrtist das Wahstum der Beute umso kleiner, je gr�o�er die R�auberpopulation ist. Bezeihnenun xk die Anzahl der Beutetiere und yk die Anzahl der R�auber, so muss b12 zwar kleiner,b21 aber gr�o�er als null sein.Zur Bestimmung der Gleihgewihtspunkte setzt man xk und yk f�ur alle k = 0; 1; 2; : : :konstant. Unter der Voraussetzung, dass b12b21 6= 1 ist, und nah einigen Berehnungergeben sih folgende vier Gleihgewihtspunkte: (0; 0), (K1; 0), (0;K2) und (�x; �y) mit�x = K1(1+b12)1�b12b21 und �y = K2(1+b21)1�b12b21 . F�ur Populationen ist der vierte Gleihgewihtspunkt nurdann interessant, wenn die Individuenzahlen �x und �y positiv sind. Man kann nun zeigen,dass gilt: �x; �y > 0, [(b12; b21 > �1 und b12b21 < 1) oder b12; b21 < �1℄Beweis F�ur den Beweis m�ussen nur die Vorzeihen von Z�ahler und Nenner von �x und �ybetrahtet werden. 2Das hei�t, nur wenn (b12; b21 > �1 und b12b21 < 1) oder b12; b21 < �1 gilt, gibt esvier Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten. In allen anderen F�allen gibt es nur dieGleihgewihtspunkte (0; 0), (K1; 0) und (0;K2).Im n�ahsten Shritt soll die Stabilit�at der Gleihgewihtspunkte bestimmt werden. Dazum�ussen die Eigenwerte der Jaobimatrix an diesen Punkten berehnet werden.f(x; y) = �1 + r1�1� xK1 + b12yK2 ��xg(x; y) = �1 + r2�1� yK2 + b21xK1 ��yDie Jaobimatrix lautet dann� fx fygx gy � =  1 + r1(1� xK1 + b12yK2 )� r1xK1 r1b12xK2r2b21yK1 1 + r2(1� yK2 + b21xK1 )� r2yK2 !Nun muss diese Matrix an den Gleihgewihtspunkten ausgewertet werden.� F�ur (0; 0) ergeben sih dann die Eigenwerte �1 = 1+r1 und �2 = 1+r2. Egal welheWerte r1, r2, b12 oder b21 annehmen, diese beiden Eigenwerte sind betragsm�a�igimmer gr�o�er eins. (0; 0) ist daher in jedem Fall instabil.� (K1; 0): Das Auswerten der Jaobimatrix an dieser Stelle liefert folgende Matrix:� 1� r1 r1b12K1K20 1 + r2(1 + b21) �Wie leiht zu erkennen ist, hat diese Matrix die Eigenwerte �1 = 1 � r1 und �2 =1+r2(1+b21). Die Stabilit�at dieses Gleihgewihtspunktes h�angt nun von denWertenr1, r2 und b21 ab.{ r1 < 2 und �1� 2r2 < b21 < �1 ) (K1; 0) ist (lokal) asymptotish stabil{ r1 > 2 oder b21 > �1 oder b21 < �1� 2r2 ) (K1; 0) ist instabil� (0;K2): Man erh�alt die Eigenwerte �1 = 1 + r1(1 + b12) und �2 = 1� r2.{ r2 < 2 und �1� 2r1 < b12 < �1 ) (0;K2) ist (lokal) asymptotish stabil{ r2 > 2 oder b12 > �1 oder b12 < �1� 2r1 ) (0;K2) ist instabil11



� Die Berehnung der Eigenwerte des vierten Gleihgewihtspunktes (�x; �y) ist etwasaufwendiger. Setzt man �x und �y in das System (3.3) und (3.4) ein, so ergibt sih�x = �x+ �xr1�1� �xK1 + b12�yK2 ��y = �y + �yr2�1� �yK2 + b21�xK1 �Daraus erh�alt man, dass 1� �xK1 + b12�yK2 = 0 und 1� �yK2 + b21�xK1 = 0 gilt. N�utzt man diesbeim Auswerten der Jaobimatrix aus, so ergeben sih die Eigenwerte aus folgenderGleihung: ����� 1� r1�xK1 � � r1b12�xK2r2b21 �yK1 1� r2�yK2 � � ����� = 0Nah einigen Umformungen erh�alt man shlie�lih�1;2 = 1� 12�r1�xK1 + r2�yK2 �� 12r�r1�xK1 + r2�yK2 �2 � 4r1r2�x�yK1K2 (1� b12b21) (3.5)= 1� 12�r1�xK1 + r2�yK2 �� 12r�r1�xK1 � r2�yK2 �2 + 4r1r2�x�yb12b21K1K2 (3.6)Um den Shreibaufwand zu verk�urzen, setzen wir p := r1�xK1 + r2�yK2 = 11�b12b21 (r1(1 +b12) + r2(1 + b21)) > 0. p kann abh�angig von r1, r2, b12 und b21 beliebig gro�e Werteannehmen. Au�erdem verwenden wir die Abk�urzung R f�ur den Radikanden. Dannlassen sih die Eigenwerte shreiben als�1;2 = 1� p2 � 12rp2 � 4r1r2�x�yK1K2 (1� b12b21) = 1� p2 � 12pRF�ur den Fall, dass b12; b21 < �1, ist das Produkt b12b21 > 1, und man kann bereitssagen, dass der Eigenwert�1 = 1� p2 + 12vuutp2 � 4r1r2�x�yK1K2 (1� b12b21)| {z }<0| {z }>pbetragsm�a�ig gr�o�er als eins ist und daher (�x; �y) instabil ist.Gelte nun b12; b21 > �1 und b12b21 < 1, dann ist (�x; �y) (lokal) asymptotish stabil,wenn einer der folgenden Punkte erf�ullt ist:{ R = 0 und p < 4{ (R > 0 und p � 2) oder (R > 0 und p > 2 und p+pR < 4){ R < 0 und (1� p2)2 � R4 < 1F�ur{ R = 0 und p > 4 oder{ R > 0 und p > 2 und p+pR > 4 oder{ R < 0 und (1� p2)2 � R4 > 1ist (�x; �y) instabil. 12



3.2.1 SymbioseBei symbiotishen Beziehungen - wie es sie zum Beispiel bei Blattshneideameisen, diein ihrem Bau Pilzg�arten kultivieren, gibt - sind die beiden Einussparameter b12 und b21positiv.Zun�ahst wird der Fall betrahtet, in dem vier Gleihgewihtspunkte existieren. Dies istnur dann m�oglih, wenn 0 < b12b21 < 1 () R > 0, vgl. (3.6)) ist.� (K1; 0): Da der zweite Eigenwert gr�o�er eins ist, ist dieser Gleihgewihtspunkt im-mer instabil.� (0;K2): Analog zum vorigen Punkt ergibt sih - egal welhe Werte r1 und r2 anneh-men - die Instabilit�at dieses Punktes.� (�x; �y): Im Fall von vier Gleihgewihtspunkten1 gilt:{ p � 2 oder (p > 2 und p+pR < 4) ) (�x; �y) (lokal) asymptotish stabil{ p > 2 und p+pR > 4 ) (�x; �y) instabilIst das Produkt der beiden Einussparameter b12 und b21 gr�o�er als eins, so existierennur drei Gleihgewihtspunkte. Da aber sowohl b12 > 0 als auh b21 > 0 gilt, sind dieGleihgewihtspunkte (K1; 0) und (0;K2) instabil.ZUSAMMENFASSUNG: Liegt der vierte Gleihgewihtspunkt im ersten Quadranten, soist eine Koexistenz beider Populationen m�oglih.3.2.2 KonkurrenzIn den meisten F�allen wird es zwishen zwei Populationen, die sih einen Lebensraum mit-einander teilen, allerdings zu einem Konkurrenzverh�altnis kommen. Beispiele daf�ur w�arenvershiedene Panzenarten, die auf einer Wiese wahsen. Studien �uber Konkurrenz undKonkurrenzausshluss haben gezeigt, dass zwei Panzenarten nur dann zusammen �uber-leben k�onnen, wenn sie vershiedene Ern�ahrungsbed�urfnisse, vershiedene Ursahen f�urdie Sterblihkeit oder wenn sie Emp�ndlihkeit gegen�uber dem gleihen kontrollierendenFaktor (Liht, Wasser usw.) zu vershiedenen Zeitpunkten zeigen. Hat die eine Art zumBeispiel eine gr�o�ere Blattdihte, die andere daf�ur l�angere Stiele, sodass sie ihren Kon-kurrenten �uberragt, so k�onnen beide zusammen weiterbestehen. Weisen sie jedoh sehr�ahnlihe Merkmale auf, so wird je nah Anfangsbedingung, eine der beiden Arten ausster-ben.Im Falle eines Konkurrenzverh�altnisses sind die beiden Einussparameter negativ. Wirdzuerst angenommen, dass alle vier Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten liegen, som�ussen nun zwei F�alle untersuht werden. Sind b12; b21 < �1, dann gilt folgendes:� (K1; 0): Dieser Gleihgewihtspunkt ist{ instabil f�ur r1 > 2 oder b21 < �1� 2r2 und{ (lokal) asymptotish stabil, wenn r1 < 2 und b21 > �1� 2r2 sind.� (0;K2): Analog dazu, ist (0;K2){ instabil f�ur r2 > 2 oder b12 < �1� 2r1 und{ (lokal) asymptotish stabil, falls r2 < 2 und b12 > �1� 2r1 gilt.14. Gleihgewihtspunkt existiert , b12b21 < 1 ()pR < p)13



� (�x; �y): Sind b12; b21 < �1, dann ist das Produkt dieser beiden Einussparametergr�o�er eins und (�x; �y) daher instabil.F�ur �1 < b12; b21 < 0 () 0 < b12b21 < 1 und R > 0, vgl. (3.6)) gilt:� (K1; 0), (0;K2): Die Gleihgewihtspunkte sind jedenfalls instabil, da b12; b21 > �1gilt.� (�x; �y): Es ergeben sih folgende F�alle:{ p � 2 oder (p > 2 und p+pR < 4) ) (�x; �y) (lokal) asymptotish stabil{ p > 2 und p+pR > 4 ) (�x; �y) instabilDrei Gleihgewihtspunkte gibt es nur dann, wenn ein Einussparameter gr�o�er �1, derandere aber kleiner als �1 ist. Zun�ahst betrahtet wir die Situation, dass b12 < �1 undb21 > �1 sind:� (K1; 0) ist jedenfalls instabil, da b21 > �1 ist.� Der Gleihgewihtspunkt (0;K2) ist{ instabil f�ur r2 > 2 oder b12 < �1� 2r1 und{ (lokal) asymptotish stabil, wenn r2 < 2 und b12 > �1� 2r1 sind.F�ur b21 < �1 und b12 > �1 dreht sih diese Situation um:� Der Gleihgewihtspunkt (K1; 0) ist{ instabil f�ur r1 > 2 oder b21 < �1� 2r2 und{ (lokal) asymptotish stabil, wenn r1 < 2 und b21 > �1� 2r2 gilt.� (0;K2) ist immer instabil.ZUSAMMENFASSUNG: Sind die Einussparameter b12; b21 < �1, so sind unter geeig-neten Bedingungen beide Gleihgewihtspunkte (K1; 0) und (0;K2) (lokal) asymptotishstabil. Welhe der beiden Arten ausstirbt, h�angt also von den Anfangsbedingungen ab.F�ur �1 < b12; b21 < 0 ist nur (�x; �y) stabil. Beide Populationen k�onnen �uberleben.Gibt es allerdings nur drei Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten, so h�angt es (untergewissen Bedingungen) von der Gr�o�enordnung der beiden Einussparameter zueinanderab, welhe Population ausstirbt.3.2.3 R�auber - Beute - BeziehungenWerden zwei Populationen betrahtet, bei denen die eine Art die Beute der anderen ist, sohaben die beiden Einussparameter b12 und b21 untershiedlihes Vorzeihen. Im Folgendenwird angenommen, dass die erste Population die Beute ist, d. h. b12 < 0 und b21 > 0.Zun�ahst wird wieder der Fall betrahtet, bei dem alle vier Gleihgewihtspunkte im erstenQuadranten liegen. Dies ist nur dann m�oglih, wenn �1 < b12 < 0 () b12b21 < 1) ist.� (K1; 0) ist immer instabil, da b21 > 0 ist.� Weil b12 > �1 ist, ist auh (0;K2) stets instabil.� Der Gleihgewihtspunkt (�x; �y) ist (lokal) asymptotish stabil, wenn einer der fol-genden Punkte erf�ullt ist:{ R = 0 und p < 4 14



{ (R > 0 und p � 2) oder (R > 0 und p > 2 und p+pR < 4){ R < 0 und (1� p2)2 � R4 < 1und (�x; �y) ist instabil, wenn entweder{ R = 0 und p > 4 sind oder{ R > 0 und p > 2 und p+pR > 4 sind oder{ R < 0 und (1� p2)2 � R4 > 1 sind.Liegen nur drei Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten, so muss b12 < �1 und b21 >0. Es gelten fogende Aussagen:� (K1; 0) ist instabil.� Der Gleihgewihtspunkt (0;K2) ist{ instabil f�ur r2 > 2 oder b12 < �1� 2r1 und{ (lokal) asymptotsih stabil, falls r2 < 2 und b12 > �1� 2r1 sind.ZUSAMMENFASSUNG: Existieren vier Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten, sokann (�x; �y) unter gewissen Bedingungen (lokal) asymptotsih stabil sein. Eine Koexistenzder beiden Populationen ist also m�oglih.Gibt es allerdings nur drei Gleihgewihtspunkte, dann ist nur (0;K2) unter geeignetenBedingungen stabil. Die Beutepopulation wird also aussterben.
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Kapitel 4Ebene autonomeDi�erentialgleihungssystemeGegeben sei das Di�erentialgleihungssystem erster Ordnung:_x1 = f1(x1; x2) (4.1)_x2 = f2(x1; x2) (4.2)bzw. mit x = (x1; x2)T und f = (f1; f2)T_x = f(x) (4.3)Dabei seien f1 und f2 Funktionen von zwei Ver�anderlihen x1 und x2, die auf einer o�enenMenge D � R2 de�niert und dort stetig partiell nah x1 und x2 di�erenzierbar sind.Unter einer L�osung von (4.1) und (4.2) bzw. (4.3) versteht man eine di�erenzierbareFunktion x(t) = (x1(t); x2(t))T , x : I ! D, die f�ur alle t 2 I der Bedingung_x1(t) = f1(x1(t); x2(t))_x2(t) = f2(x1(t); x2(t))oder kurz _x(t) = f(x(t)) gen�ugt. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt dannunter gewissen Regularit�atsvoraussetzungen �uber f1 und f2, dass es zu jedem Anfangswertt0 und zu jedem Punkt (�; �) aus D eine reelle L�osung (x1(t); x2(t)) von (4.1) und (4.2)gibt mit x1(t0) = � und x2(t0) = �. Diese L�osung existiert in einer entsprehend kleingew�ahlten Umgebung des Punktes t0.Jede L�osung von (4.1) und (4.2) kann geometrish als Integralkurve in einem r�aumlihen(x1; x2; t) - Koordinatensystem dargestellt werden. Projeziert man diese Kurve auf die(x1; x2) - Ebene, erh�alt man die zur L�osung (x1(t); x2(t)) geh�orende Phasenkurve. Daherwird die (x1; x2) - Ebene in diesem Zusammenhang auh Phasenebene genannt.Systeme, bei denen die unabh�angige Variable t niht explizit im Argument der Funktionenf1 und f2 auf der rehten Seite von (4.1) und (4.2) vorkommt, nennt man autonom.Lemma 1 Mit jeder L�osung x(t) von (4.3), t 2 (�; �), ist auh x� = x(t + �); t 2 (� ��; � � �) f�ur jede Wahl von � 2 R wieder eine L�osung von (4.3).Beweis x(t) sei eine L�osung von (4.3) auf dem Intervall I = (�; �). F�ur t 2 I� =(� � �; � � �) ist t + � wieder in I. Also gilt _x� (t) = _x(t + �) = f(x(t + �)) = f(x� (t)),und damit ist x� eine L�osung von (4.3) auf I� .Man erh�alt also aus jeder L�osung x(t) von (4.3) durh Vershieben in t wieder eine L�osungvon (4.3). Dies gilt allerdings nur f�ur autonome Systeme.16



Unter den Gleihgewihtspunkten oder singul�aren Punkten des Systems _x = f(x)versteht man alle Punkte (�x1; �x2) 2 D, f�ur die x1(t) � �x1, x2(t) � �x2 8t eine L�osungvon _x = f(x) ist bzw. f�ur die f1(�x1; �x2) = f2(�x1; �x2) = 0 gilt. Wird das System auseiner Ruhelage gest�ort, so kann es entweder in diese zur�ukkehren (man spriht dann voneinem stabilen Gleihgewihtspunkt) oder sih immer weiter davon entfernen (instabileRuhelage).F�ur singul�are Punkte von (4.3) kann man durh Transformation y1 = x1��x1, y2 = x2��x2,d. h. durh �Ubergang zum System:_y1 = g1(y1; y2) = f1(y1 + �x1; y2 + �x2) (4.4)_y2 = g2(y1; y2) = f2(y1 + �x1; y2 + �x2) (4.5)stets erreihen, dass der betrahtete Gleihgewihtspunkt der Nullpunkt (0; 0) ist. DasSystem (4.4) und (4.5) ist dann mindestens auf einer Umgebung des Ursprungs de�niert.Sei �x = (0; 0) ein Gleihgewihtspunkt von _x = f(x). �x hei�t stabil, falls es zu jedem" > 0 ein � > 0 gibt, sodass f�ur jede L�osung x(t) von (4.3) mit kx(t0)k < � f�ur ein t0 2 Rgilt: x(t) existiert 8 t � t0 und kx(t)k < " f�ur t0 � t <1.�x hei�t instabil, wenn er niht stabil ist.Man nennt �x (lokal) asymptotish stabil, falls er stabil ist und wenn (zus�atzlih) ein� > 0 existiert mit der Eigenshaft: Jede L�osung x(t) von (4.3) mit kx(t0)k < � f�ur eint0 2 R existiert f�ur alle t � t0, und es gilt limt!1 x(t) = 0.�x hei�t attraktiv, falls ein � > 0 existiert mit der Eigenshaft: Jede L�osung x(t) von (4.3)mit kx(t0)k < � f�ur ein t0 2 R existiert f�ur alle t � t0, und es gilt limt!1 x(t) = 0.4.1 Stabilit�at linearer SystemeImmer wenn ein funktionaler Zusammenhang _x = f(x) linear in x1 und x2 ist, entsprihtdies einem System: _x1 = a11x1 + a12x2 (4.6)_x2 = a21x1 + a22x2 (4.7)wobei die KoeÆzienten aij f�ur i; j = 1; 2 konstant sind. (4.6) und (4.7) l�a�t sih mit Hilfeder Matrix A = (aij)i;j=1;2 shreiben als _x = Ax. (0; 0) ist stets ein Gleihgewihtspunktdieses Systems. F�ur q = detA = a11a22 � a12a21 6= 0 (d. h. falls A niht singul�ar ist)ist (0; 0) sogar der einzige singul�are Punkt. F�ur q = 0 sind alle Punkte der Geradena11x1 + a12x2 = 0 bzw. a21x1 + a22x2 = 0 Gleihgewihtspunkte.Im Folgenden betrahten wir nur isolierte singul�are Punkte, d. h. q 6= 0. F�ur a12 = a21 = 0ist das System (4.6) und (4.7) entkoppelt. Die durh den Punkt (�; �) gehende L�osungs-kurve ist durh x1 = �ea11t und x2 = �ea22t gegeben. Wenn niht a12 = a21 = 0 gilt,k�onnen wir o. B. d. A. a12 6= 0 voraussetzen. Mit dem Ansatzx1 = u1 + u2x2 = �u1 + �u2erh�alt man das System_u1(�� �) = u1(a21 + a22�� a11� � a12��) + u2(a21 + a22� � a11� � a12�2)_u2(�� �) = u1(a11�+ a12�2 � a21 � a22�) + u2(a11�+ a12�� � a21 � a22�)Die urspr�unglihen Anfangsbedingungen x1(0) = � und x2(0) = � gehen bez�uglih derneuen Variablen in u1(0) = ������� und u2(0) = ������� �uber. Ein entkoppeltes System erhalten17



wir genau dann, wenn a21 + a22� � a11� � a12�2 = a11� + a12�2 � a21 � a22� = 0 ist.Die weiteren �Uberlegungen h�angen nun davon ab, ob die Diskriminante der quadratishenGleihung r2 � a22 � a11a12 r � a21a12 = 0 (4.8)von null vershieden oder gleih null ist.Im ersten Fall besitzt (4.8) zwei voneinander vershiedene L�osungen r1;2 = 12a12 (a22 �a11�pp2 � 4q) mit p = �(a11+ a22) und q = a11a22� a12a21. Setzt man nun � = r1 und� = r2, so erh�alt man das vollst�andig entkoppelte System_u1 = �1u1_u2 = �2u2mit �1 = a22r1�a11r2+2a21r1�r2 und �2 = a11r1�a22r2�2a21r1�r2 . Die L�osung lautet dann u1 = u1(0)e�1tund u2 = u2(0)e�2t. R�uktransformation ergibt dann f�ur x1 und x2x1 = �r2 � �r2 � r1 e�1t + � � �r1r2 � r1 e�2tx2 = �r2 � �r2 � r1 r1e�1t + � � �r1r2 � r1 r2e�2tMit Hilfe der Satzgruppe von Vieta (r1+ r2 = a22�a11a12 und r1r2 = �a21a12 ) kann man zeigen,dass�1�2 = 1(r1 � r2)2 [(a22r1 � a11r2 + 2a21)(a11r1 � a22r2 � 2a21)℄= a11a22 + 1(r1 � r2)2 [2a11a22r1r2 � r1r2(a211 + a222) + 2a21(a11 � a22)(r1 + r2)� 4a221℄= a11a22 + 1(r1 � r2)2 [r1r2(a11 � a22)2 + 2a21(a11 � a22)(r1 + r2)� 4a221℄= a11a22 + 1(r1 � r2)2 [a21a12 (r1 + r2)2a212 � 2a21(r1 + r2)2a12 � 4a12a21 a21a12 ℄= a11a22 + 1(r1 � r2)2 [�a12a21(r1 + r2)2 + 4a12a21r1r2℄= a11a22 + 1(r1 � r2)2 [�a12a21(r1 � r2)2℄= a11a22 � a12a21 = qist. Da aber auh �1 + �2 = �p ist, k�onnen die Exponenten �1 und �2 auh als L�osungder sogenannten harakteristishen Gleihungdet(A� �I) = �2 + p�+ q = 0des linearen Di�erentialgleihungssystems bestimmt werden.Besitzt (4.8) eine Doppelwurzel, so gilt r = r1 = r2 = a22�a112a12 . Ein vollst�andiges Entkop-peln ist jetzt niht mehr m�oglih. Setzt man � = r und � = r+1, so erh�alt man (wie manmit einiger M�uhe nahrehnet1) das System_u1 = �u1 + a12u2_u2 = �u21siehe auh [7℄ 18



mit � = a11+a222 . Die L�osungen lauten u1 = u1(0)e�t+ a12u2(0)te�t und u2 = u2(0)e�t undnah R�uktransformation x1 = �e�t + a12(� � �r)te�tx2 = �e�t + a12r(� � �r)te�tAuh hier gen�ugt � der harakteristishen Gleihung �2+p�+q = 0. Die harakteristisheGleihung besitzt genau dann eine Doppelwurzel, wenn (4.8) eine solhe besitzt.Satz 2 Gegeben sei das lineare Di�erentialgleihungssystem _x = Ax mit dem einzigenGleihgewihtspunkt (0; 0). �1 und �2 seien die L�osungen der harakteristishen Gleihung.Dann ist der Nullpunkt:1. asymptotish stabil, wenn Re(�1) < 0 und Re(�2) < 0 ist,2. stabil, aber niht asymptotish stabil, wenn Re(�1) = Re(�2) = 0, d. h. wenn �1 und�2 rein imagin�ar sind,3. instabil, wenn wenigstens ein Realteil positiv ist.Beweis trivial (e�t = eateibt mit jeibtj = j os bt+ i sin btj = 1) 24.2 Klassi�kation der Gleihgewihtspunkte bei linearen Sy-stemenIm Folgenden wird wieder das lineare System _x = Ax betrahtet. Die Eigenwerte derharakteristishen Gleihung lassen sih dann durh�1;2 = 12(�p�pp2 � 4q)mit p = �(a11 + a22) und q = detA berehnen. Ist q 6= 0, so ist � = 0 kein Eigenwert.F�ur den Fall, dass p2 � 4q gilt, sind beide Eigenwerte reell, ansonsten sind sie konjugiertkomplex.Ist nun die Systemmatrix A niht singul�ar, dann ist der Ursprung (0; 0) der einzige Gleih-gewihtspunkt des Systems. Seine Charakteristik entspriht (genau) einem der f�unf F�alle:1. �1 6= �2, reell und sgn�1 6= sgn�2Wir betrahten nun die einfahere L�osung u1 = u1(0)e�1t und u2 = u2(0)e�2t. DieR�uktransformation ist nihts anderes als eine aÆne Verzerrung (Drehstrekung). Ist�1 positiv und �2 negativ, so konvergiert u1 f�ur t! �1 gegen null, f�ur t!1 gegen1 oder �1 je nah Vorzeihen von u1(0). u2 verh�alt sih genau umgekehrt. Diesbedeutet, dass die durh u1 = u1(0)e�1t und u2 = u2(0)e�2t gegebene Phasenkurve,falls u1(0) 6= 0 und u2(0) 6= 0 ist, f�ur t!1 die Gerade u1 = 0 und f�ur t! �1 dieGerade u2 = 0 als Asymptote besitzt. Man spriht von einem Sattelpunkt.2. �1 6= �2, reell, sgn�1 = sgn�2Sind beide Eigenwerte negativ, so streben u1 und u2 von irgendeinem Punkt u1(0) 6=0, u2(0) 6= 0 mit wahsendem t gegen null. Falls j�1j > j�2j ist, besitzt die Phasenkur-ve im Nullpunkt die u2 - Ahse, f�ur j�1j < j�2j die u1 - Ahse, als Tangente. Durhden Nullpunkt werden sowohl die u1 - als auh die u2 - Ahse in zwei Halbgeradenzerlegt. Diese Halbgeraden stellen ebenfalls Phasenkurven dar. Den Gleihgewihts-punkt nennt man dann einen stabilen Knoten. Sind die Eigenwerte positiv, sobekommt man dasselbe Phasenbild, allerdings mit anderen Pfeilrihtungen. In die-sem Fall ist der Knoten instabil. 19
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Abb. 4.1: (instabiler) Sattelpunkt
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Abb. 4.2: asymptotish stabiler Knoten3. �1 = �2, reell, sgn�1 = sgn�2F�ur a12 6= 0 erhalten wir die L�osungen x1 = �e�t + a12(� � �r)te�t und x2 =�e�t + a12r(� � �r)te�t mit r = a22�a112a12 . Verwenden wir nun die Abk�urzungen a,b und  f�ur �, � und a12(� � �r), so erhalten wir unter der Voraussetzung, dass� � �r 6= 0 (d. h.  6= 0) ist,limt!1 x2(t)x1(t) = limt!1 ae�t + rte�tbe�t + te�t = limt!1 ab+ t + limt!1 rtb+ t = rDas hei�t, die Gerade x2 = rx1 ist in der Umgebung des Ursprungs die Tangentean die L�osungskurve. Sind �1 = �2 > 0, so spriht man von einem instabilenentarteten Knoten, f�ur �1 = �2 < 0 ist er stabil.
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Abb. 4.3: instabiler entarteter Knoten mit r = 020



F�ur a12 = a21 = 0 ist das System (4.6) und (4.7) bereits entkoppelt. Die L�osungenlauten x1 = �ea11t und x2 = �ea22t. Nah Elimination von t erkennt man, dass dieL�osungskurven eine Shar von Halbgeraden durh den Ursprung bilden (singul�arerKnoten). Die Orientierung der Kurven h�angt wieder vom Vorzeihen ab.
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Abb. 4.4: stabiler singul�arer Knoten4. �1 und �2 konjugiert komplex, aber niht rein imagin�arSind �1 und �2 konjugiert komplex (d. h. �2 = ��1), dann sind auh r1 und r2konjugiert komplex (d. h. r2 = �r1). Die L�osungskurven lauten�x1(t)x2(t)� = 12(1� 1r1�e�1t + �1� 1�r1�e��1t) (4.9)mit 1 = (� � ��r1) 1i =r1 . Da f�ur komplexe Zahlen , � und z gilt, dass e�t = �e��tund <(z) = 12(z + �z) ist, l�asst sih (4.9) shreiben als�x1(t)x2(t)� = <�1� 1r1�e�1t�Ersetzt man �1 durh a+ ib (mit reellen a und b) und 1� 1r1� durh �u1u2�+ i�v1v2� (mitreellen u1, u2, v1 und v2), so erh�alt man�x1(t)x2(t)� = � u1 �v1u2 �v2 ��~x1(t)~x2(t)� (4.10)mit �~x1(t)~x2(t)� = eat�os btsin bt�. Die Phasenkurven haben eine spiralartigen Verlauf. DerNullpunkt ist ein Strudelpunkt oder ein Fokus. Falls die Realteile negativ sind,so ist er stabil, ansonsten instabil.5. �1, �2 niht reell und rein imagin�arF�ur die Phasenkurven ergibt sih wie oben (4.10), allerdings ist nun a = 0. Sie bildeneine Shar von konzentrishen Ellipsen um den Nullpunkt. Man spriht von einenstabilen Wirbelpunkt oder Zentrum.
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Abb. 4.5: instabiler Fokus
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Abb. 4.6: WirbelZUSAMMENFASSUNG: Die folgende Tabelle gibt den Typ des Gleihgewihtspunktes inAbh�angigkeit von �1 und �2 an.Tabelle I: Typ des Gleihgewihtspunktes (0,0) in Abh�angigkeit von �1 und �2�1, �2 in der komplexen Ebene Typ des Gleihgewihtspunktes�1 6= �2, reell, sgn�1 6= sgn�2 (instabiler) Sattelpunkt�1 6= �2, reell, �1,�2 < 0 asymptotish stabiler Knoten�1 6= �2, reell, �1,�2 > 0 instabiler Knoten�1 = �2 = � < 0 asymptotish stabiler entarteter Knoten�1 = �2 = � > 0 instabiler entarteter Knotenniht reell und rein imagin�ar Wirbelpunktkonjugiert komplex mit negativen Realteilen asymptotish stabiler Fokuskonjugiert komplex mit positiven Realteilen instabiler Fokus4.3 Stabilit�at nihtlinearer Systeme: LinearisierungGegeben sei das System (4.1) und (4.2), allerdings wird angenommen, dass die Funktionenf1 und f2 nun nihtlinear seien: _x1 = f1(x1; x2) (4.11)_x2 = f2(x1; x2) (4.12)22



f1 und f2 seien wieder aus C1(D), und (0; 0) 2 D sei ein Gleihgewihtspunkt von (4.11)und (4.12).f1 und f2 k�onnen nun aufgrund der Di�erenzierbarkeit gem�a�f1(x1; x2) = a11x1 + a12x2 + h�ohere Potenzenf2(x1; x2) = a21x1 + a22x2 + h�ohere Potenzenmit aij = �fi(0;0)�xj f�ur i; j = 1; 2 um den Nullpunkt in Taylorreihen entwikelt werden.Man bezeihnet das durh Vernahl�assigung der h�oheren Potenzen von x1 und x2 in derTaylorentwiklung entstehende System_x1 = a11x1 + a12x2_x2 = a21x1 + a22x2als das zu (4.11) und (4.12) geh�orende linearisierte System oder System in ersterN�aherung.Ist (�x1; �x2) ein beliebiger Gleihgewihtspunkt von (4.11) und (4.12), so lautet die Linea-risierung um (�x1; �x2) _u1 = a11u1 + a12u2 (4.13)_u2 = a21u1 + a22u2 (4.14)mit aij = �fi(�x1;�x2)�xj . Diese Linearisierung erh�alt man, wenn man zuerst mit ui = xi� �xi inden Ursprung transformiert g1(u1; u2) = f1(u1 + �x1; u2 + �x2)g2(u1; u2) = f2(u1 + �x1; u2 + �x2)und dann linearisiert (g1(0; 0) = f1(�x1; �x2) = 0, g2(0; 0) = f2(�x1; �x2) = 0):g1(u1; u2) = a11u1 + a12u2g2(u1; u2) = a21u1 + a22u2denn es gilt aij = �gi(0;0)�uj = �fi(�x1;�x2)�xj . Es ist nun die Annahme naheliegend, dass der Cha-rakter des singul�aren Punktes (�x1; �x2) von (4.11) und (4.12) weitgehend mit dem Verhaltendes um diesen Punkt linearisierten Systems �ubereinstimmt. In diesem Zusammenhang giltder folgende Satz:Satz 3 (Prinzip der ersten N�aherung)(�x1; �x2) 2 D sei ein Gleihgewihtspunkt von (4.11) bzw. (4.12) und (4.13) bzw. (4.14) diezugeh�orige Linearisierung um (�x1; �x2). Dann gilt:1. Der Gleihgewihtspunkt (�x1; �x2) des nihtlinearen Systems (4.11) und (4.12) istasymptotish stabil oder instabil, wenn das gleihe f�ur den Nullpunkt (0,0) des zu-geh�origen linearisierten Systems (4.13) und (4.14) zutri�t.2. Ist der Nullpunkt f�ur das linearisierte System (4.13) und (4.14) ein Knoten, Fokusoder Sattelpunkt, so ist der Punkt (�x1; �x2) des urspr�unglihen nihtlinearen Systems(4.11) und (4.12) ein singul�arer Punkt vom selben Typ.
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Um nun den Stabilit�atstyp eines Gleihgewihtspunktes �x eines ebenen nihtlinearen Sy-stems _x = f(x) mit f 2 C1(D) zu bestimmen, geht man wie folgt vor:1. Berehnung der Jaobishen Funktionalmatrix (Systemmatrix der Linearisierung von_x = f(x) um �x): A = 0� �f1(�x)�x1 �f1(�x)�x2�f2(�x)�x1 �f2(�x)�x2 1A2. Dann bestimmt man die beiden Eigenwerte von A. Aus ihrer Lage in der komplexenEbene folgt nah Satz 3 der Stabilit�atstyp von �x. Greift der Satz 3 niht, ist alsozum Beispiel der Realteil eines Eigenwertes von A gleih 0, dann kann keine Aussagegemaht werden.
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Kapitel 5KontinuierlihePopulationsmodelle5.1 Grundlegende kontinuierlihe Modelle f�ur isolierte Po-pulationenIm dritten Kapitel wurde ein Modell betrahtet, bei dem man annahm, dass die Populationpro Zeiteinheit um einen konstanten Faktor r anw�ahst. r war dabei unabh�angig vomLebensalter und der Anfangszahl der Individuen. Wir erhielten folgendes Modell:xk+1 = xk + rxk = xk(1 + r)mit der L�osung xk = x0(1 + r)k k = 0; 1; 2; : : :dabei hat x0 die Populationsgr�o�e zu Beginn bezeihnet.Die Entwiklung einer Population mit �uberlappenden Generationen kann aber auh alskontinuierliher Vorgang aufgefasst werden. x(t) bezeihne nun die Populationsgr�o�e zumZeitpunkt t. Betrahtet man das Zeitintervall (t; t +4t) und sei 4x = x(t +4t)� x(t),so gilt: lim4t!04x4t = lim4t!0 x(t+4t)� x(t)4t = dxdt = _x = rx (5.1)r ist die konstante momentane Zuwahsrate. Sie ergibt sih aus der Di�erenz dermomentanten Geburtenrate und der momentanen Sterberate. Die L�osung der Gleihung(5.1) lautet x(t) = x(0)ert. Ist r < 0 so f�allt x(t) monoton ab und n�ahert sih asympto-tish dem Wert Null (exponentielle Abnahme). F�ur r > 0 nimmt x(t) exponentiell zu(exponentielles Wahstum).Nat�urlih ist exponentielles Wahstum auf die Dauer gesehen niht m�oglih. Der Lebens-raum und die Nahrungsquellen sind shlie�lih begrenzt. Die Ressouren nehmen mit wah-sender Bev�olkerungsgr�o�e x(t) ab. Ist diese Abnahme linear, so erh�alt man die sogenanntelogistishe Di�erentialgleihungdxdt = _x = rx(1� xK ) (5.2)wobei r;K > 0 sind. Der Faktor rx, der einer konstanten Wahstumsrate entspriht, wirdum rKx2 vermindert. Dieser Term entspriht der Konkurrenz innerhalb der Population(innerspezi�she Konkurrenz).Die L�osung der Di�erentialgleihung (5.2) �ndet man mit Trennung der Ver�anderlihen25



und mit Hilfe der Partialbruhzerlegung.dxx(1� xK ) = rdt( 1x + 1K � x)dx = rdtlnx� ln(K � x) = rt+ ĈxK � x = CertNah Einsetzen der Anfangsbedingung x(0) = x0 > 0 und einigen Umformungen erh�altman shlie�lih x(t) = Kx0ertK + x0(ert � 1) = Kx0x0 + (K � x0)e�rt (5.3)Wie man aus (5.3) leiht erkennen kann, konvergiert x(t) f�ur t!1 gegen K. Je nahdem,ob x0 gr�o�er oder kleiner K ist, ist x(t) entweder monoton fallend oder wahsend. Dahermuss K ein stabiler Gleihgewihtspunkt sein. Er wird oft als Kapazit�at bezeihnet, d.h.als die Menge an Individuen, die die Umwelt gerade noh ern�ahren kann.F�ur kleine Werte von t w�ahst x(t) nahezu exponentiell gem�a� x(t) � x0ert, durhl�auft ander Stelle x(t) = K2 einen Wendepunkt und n�ahert sih dann der Geraden x = K. DiesesVerhalten bezeihnet man als logistishes Wahstum.
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tAbbildung 5.1: logistishes Wahstum f�ur r = 12 und K = 405.2 SymbioseBetrahtet man zwei Populationen, die gemeinsam einen Lebensraum besiedeln, so wirdniht nur die innerspezi�she Konkurrenz einen Einuss auf die Wahstumsraten haben,sondern auh noh die Art des Verh�altnisses der beiden zueinander eine Rolle spielen. ImFolgenden wird angenommen, dass beide Populationen einen Nutzen aus der Beziehungziehen, da z. B. die erste Art der zweiten lebensnotwendige N�ahrsto�e liefert und diezweite Bev�olkerung aber der anderen Shutz bietet. Bezeihne nun x(t) die Anzahl derIndividuen der ersten Population zum Zeitpunkt t und y(t) die der zweiten Art, so erh�altman nahstehende Modellgleihungen_x = xr1(1� xK1 + b12yK2 )_y = yr2(1 + b21xK1 � yK2 )26



wobei analog zu Kapitel 3 die Gr�o�en ri > 0 undKi > 0 (i = 1; 2) die Wahstumsraten undKapazit�aten der ersten bzw. zweiten Population angeben. bij > 0 (i; j = 1; 2) beshreibtdie g�unstige Wirkung der j-ten Art auf die i-te.Um f�ur die sp�ateren Rehnungen den Shreibaufwand zu verringern, werden anstatt derobigen Systemgleihungen folgende Modellgleihungen verwendet:_x = x("1 � '1x+  1y) (5.4)_y = y("2 + '2x�  2y) (5.5)mit "1 = r1 > 0, '1 = r1K1 > 0,  1 = r1b12K2 > 0 und "2 = r2 > 0, '2 = r2b21K1 > 0, 2 = r2K2 >0. (5.4) und (5.5) beshreiben ein autonomes System von zwei gekoppelten nihtlinearenDi�erentialgleihungen. x(t) � 0 und y(t) � 0 bilden f�ur alle t eine L�osung. Mathema-tish interessanter sind allerdings L�osungen mit den Anfangsbedingungen x(0) > 0 undy(0) > 0. Man kann nun zeigen, dass f�ur Phasenkurven mit derartigen Bedingungen so-wohl x(t) > 0 als auh y(t) > 0 f�ur alle t > 0 gilt.Beweis (indirekt): Angenommen, es gibt einen Zeitpunkt ~t, bei dem x negativ ist. Dax(0) > 0 ist, folgt aus dem Zwishenwertsatz f�ur stetige Funktionen, dass x eine Nullstellebesitzt. Mit t? bezeihnen wir die kleinste Nullstelle von x (Diese existiert, weil x stetigist).Sei t 2 [0; t?): _x(�)x(�) = "1 � '1x(�) +  1y(�) 8� 2 [0; t℄Z t0 _x(�)x(�) d� = Z t0 ("1 � '1x(�) +  1y(�))d�lnx(�)jt0 = Z t0 ("1 � '1x(�) +  1y(�))d�exp(lnx(t)� lnx(0)) = exp(Z t0 ("1 � '1x(�) +  1y(�))d� )F�ur t < t? gilt:x(t) = x(0) exp(Z t0 ("1 � '1x(�) +  1y(�))d� )x(t?) = limt!t? x(t) = x(0) exp(Z t?0 ("1 � '1x(�) +  1y(�))d� > 0)Dies ist aber ein Widerspruh dazu, dass x an der Stelle t? den Wert 0 annimmt.F�ur y(t) > 0 8t > 0 ist der Beweis analog durhzuf�uhren. 2Im n�ahsten Shritt werden die Gleihgewihtspunkte des Systems (5.4) und (5.5) be-stimmt. Dazu m�ussen die rehten Seiten von (5.4) und (5.5) null gesetzt werden. Naheinigen Rehenshritten ergeben sih die singul�aren Punkte G1 = (0; 0); G2 = ( "1'1 ; 0) =(K1; 0); G3 = (0; "2 2 ) = (0;K2) und G4 = (�x; �y) = (  2"1+ 1"2'1 2�'2 1 ; '2"1+'1"2'1 2�'2 1 ). G4 liegt nurdann im ersten Quadranten, wenn '1 2 > '2 1 bzw. '1'2 >  1 2 .Um sih den prinzipiellen Verlauf der Trajektorien klar zu mahen, kann man die Iso-klinen betrahten. Dies sind die Kurven im (x; y) - Diagramm, bei denen das Wahstumjeweils einer Art vershwindet. Die Isoklinen trennen die (x; y) - Ebene in zwei Bereihe,in welhen die Wahstumsraten untershiedlihes Vorzeihen haben. Die x - Isokline, alsojene Kurve, bei der das Wahstum der ersten Population vershwindet ( _x = 0), ist gege-ben durh die Geradengleihung "1 = '1x� 1y. Bei Individuenzahlen x und y unterhalb27



dieser Geraden sinkt die Individuenzahl x der ersten Art, da die Klammer der rehtenSeite von (5.4) negativ ist, w�ahrend sie oberhalb positiv ist und x deshalb zunimmt. Ana-log erh�alt man, dass die Individuenzahlen y oberhalb der y - Isokline "2 = �'2x +  2yabfallen, unterhalb aber zunehmen. Auf diese Weise erh�alt man folgende Diagramme f�urdie F�alle, dass die Isoklinen einander shneiden bzw. niht shneiden. Die fett gezeih-neten gekr�ummten Kurven in den Abbildungen zeigen L�osungskurven zu vershiedenenAnfangswerten. Die d�unneren Geraden sind die x - und y - Isokline. Die Pfeile geben dieRihtung an, in der die Kurven durhlaufen werden.
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xAbb. 5.2: Shnittpunkt niht im 1. Quadranten Abb. 5.3: Shnittpunkt im 1. QuadrantenMit Hilfe des vorigen Kapitels kann das Stabilit�atsverhalten der Gleihgewihtspunkte aberauh mit nihtgraphishen Methoden untersuht werden. Dazu wird das System (5.4) und(5.5) um die Gleihgewihte linearisiert, und es werden die Eigenwerte der entstehendenSystemmatrix untersuht. Sie geben Aufshluss �uber den Typ der Gleihgewihtspunkte.� G1: Linearisieren um den Punkt (0,0) liefert:_x = "1x_y = "2yBeide Eigenwerte �1 = "1 und �2 = "2 sind gr�o�er null. Daher ist der Nullpunktf�ur das linearisierte und (nah dem Satz von der ersten N�aherung auh) f�ur dasnihtlineare System ein instabiler Knoten.� G2: Setzt man _x = f(x; y) = x("1 � '1x+  1y)_y = g(x; y) = y("2 + '2x�  2y)so lautet die Matrix der ersten Ableitungen� fx fygx gy � = � "1 � 2'1x+  1y  1x'2y "2 +  2x� 2 2y �Betrahtet man nun die Jaobi - Matrix an der Stelle ( "1'1 ; 0) �"1 "1 1'10 "2 + "1'2'1 !so erkennt man, dass die Eigenwerte dieser Matrix �1 = �"1 < 0 und �2 = "2+ "1'2'1 >0 sind. Der Gleihgewihtspunkt ( "1'1 ; 0) ist f�ur das nihtlineare Modell ein (instabiler)Sattelpunkt. 28



� G3: Analog zum vorigen Punkt ergeben sih f�ur (0; "2 2 ) die Eigenwerte �1 = "1 +"2 1 2 > 0 und �2 = �"2 < 0. Dieser singul�are Punkt ist auh ein (instabiler)Sattelpunkt.� G4: Ben�utzt man die Tatsahe, dass "1�'1�x+ 1�y = 0 und "2+'2�x� 2�y = 0 gilt,erh�alt man folgende Jaobi - Matrix an der Stelle (�x; �y)� �'1�x  1�x'2�y � 2�y �Die Eigenwerte berehnen sih dann aus der Gleihung���� �'1�x� �  1�x'2�y � 2�y � � ���� = 0Es ergeben sih shlie�lih die Eigenwerte�1;2 = �12('1�x+  2�y)� 12p('1�x+  2�y)2 � 4('1 2 � '2 1)�x�ywobei '1 2 � '2 1 > 0 ist, sonst w�urde G4 niht im ersten Quadranten liegen.W�are nun ('1�x+  2�y)2 � 4('1 2 � '2 1)�x�yso w�urde ('1�x�  2�y)2 � �4'2 1�x�y < 0sein. Dies ist aber f�ur das Quadrat einer reellen Zahl unm�oglih. Damit sind �1und �2 siher niht komplexe sondern negative Zahlen. G4 ist daher ein (lokal)asymptotsih stabiler Knoten.ZUSAMMENFASSUNG: Liegen alle vier Gleihgewihtspunkte im ersten Quadranten,so k�onnen die beiden Populationen koexisitieren. Ansonsten kommt es zu unbegrenztemWahstum.5.3 Konkurrenz5.3.1 Das Konkurrenzmodell von VolterraNeben den gerade betrahteten Symbiose - Gleihungen gibt es nat�urlih zahlreihe ande-re Modelle f�ur die Wehselwirkung zwishen zwei Populationen. Im folgenden Abshnittwollen wir ein einfahes Modell betrahten, bei dem zwei Arten um eine gemeinsame Nah-rungsquelle konkurrieren. x(t) und y(t) bezeihnen die Anzahl der Individuen der erstenbzw. zweiten Art zum Zeitpunkt t. "i > 0 gibt f�ur i = 1; 2 die exponentielle Wahstums-rate der beiden Populationen bei unbegreztem Nahrungsangebot an. si > 0 sei die vonjedem Individuum der Art i pro Zeiteinheit ben�otigte durhshnittlihe Nahrungsmenge.Es wird angenommen, dass sih die Nahrungsquelle N mit konstanter Rate R regeneriert.Pro Zeiteinheit wird sie dann um M(x; y) = s1x + s2y von den Individuen der einzelnenPopulationen verringert. Also gilt: dNdt = R�M(x; y)Mit zunehmenden x und y wirdM(x; y) shlie�lih R �ubertre�en, und somit wird sih eineimmer st�arker sp�urbare Nahrungsverknappung einstellen, die sih nat�urlih hemmend aufdas bei unbegrenztem Nahrungsangebot als exponentiell angenommene Wahstum beiderPopulationen auswirkt. 29



Die Konkurrenz beider Arten um die gemeinsame Nahrungsquelle wird im mathematishenModell ausshlie�lih dadurh ber�uksihtigt, dass von den exponentiellen Wahstumsra-ten "1 und "2 die zu M proportionalen Terme Æ1M bzw. Æ2M abgezogen werden. Daherergeben sih folgende Wahstumsgleihungen f�ur die Populationen:_x = ["1 � Æ1M(x; y)℄x = ["1 � Æ1(s1x+ s2y)℄x (5.6)_y = ["2 � Æ2M(x; y)℄y = ["2 � Æ2(s1x+ s2y)℄y (5.7)(5.6) und (5.7) beshreiben ein autonomes System von zwei gekoppelten nihtlinearenDi�erentialgleihungen. x(t) = 0 und y(t) = 0 bilden f�ur alle t eine L�osung. Mathematishinteressanter sind allerdings L�osungen mit den Anfangsbedingungen x(0) > 0 und y(0) >0. F�ur derartige L�osungen gilt wie im Symbiosemodell, dass x(t) und y(t) gr�o�er null f�uralle t > 0 sind. Der Beweis ist analog zu f�uhren.Die L�osungen x(t) und y(t) von (5.6) und (5.7) sind aber auh nah oben beshr�ankt, da_x < 0 ist f�ur alle x > "1Æ1s1 und _y < 0 ist f�ur alle y > "2Æ2s2 .Um die Stabilit�atseigenshaften dieses Systems zu untersuhen, kann man (5.6) mit Æ2xund (5.7) mit Æ1y multiplizieren, die entstehenden Gleihungen voneinander subtrahieren,und man erh�alt shlie�lih:Æ2 � ddt lnx� Æ1 � ddt ln y = Æ2"1 � Æ1"2ddt ln xÆ2yÆ1 = Æ2"1 � Æ1"2Integration liefert dann:xÆ2yÆ1 = Ce(Æ2"1�Æ1"2)t mit C = xÆ20yÆ10 (5.8)wobei x0 = x(0) und y0 = y(0) ist. Nun ergeben sih zwei F�alle:1. Sonderfall: Æ1Æ2 = "1"2 = �Zieht man aus (5.8) die Æ2 -te Wurzel und setzt C 1Æ2 gleih K, so ergibt sihxy� = C 1Æ2 e =0z }| {("1 � �"2) tx = Ky�In der (x; y)-Ebene ist dies f�ur � 6= 1 eine Shar von parabelartigen Kurven, f�ur� = 1 eine Shar von Geraden durh den Koordinatenursprung. Auf der Geradens1x+ s2y = "1Æ1 = "2Æ2 vershwindet das Wahstum von x und y. Sie stellt also die x -Isokline, die in diesem Fall mit der y - Isokline �ubereinstimmt, dar. Unterhalb dieserGeraden sind _x und _y gr�o�er null, oberhalb kleiner null.Die Punkte auf der Geraden s1x+ s2y = "1Æ1 bilden also die stabilen Gleihgewihts-punkte dieses Systems.Dieser Sonderfall ist allerdings nur von theoretishem Interesse. Æ1Æ2 = "1"2 ist biologishkaum sinnvoll, da es nur dann eintritt, wenn eine Population geteilt wird.
30
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xAbb. 5.4: Phasenportrait f�ur � = 52. Fall: Æ1Æ2 6= "1"2 (ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit: Æ1Æ2 < "1"2 )Aus (5.8) folgt nun, dass limt!1 xÆ2yÆ1 = limt!1Ce >0z }| {(Æ2"1�Æ1"2)t = +1. Da aber x nahoben beshr�ankt ist, muss limt!1 y = 0 sein. x(t) konvergiert gegen "1Æ1s1 . Unter denformulierten Modellannahmen stirbt also eine der beiden Populationen aus. Diesesauh experimentell gut best�atigte Resultat bezeihnet man nah Vito VOTERRA1(1931) als das Volterrashe Exklusionsprinzip.BEMERKUNG: Das Exklusionsprinzipwird auh im Sonderfall eintreten, da kleine zuf�alli-ge Shwankungen bewirken werden, dass der Zustand des Systems l�angs der Streke derGleihgewihtspunkte hin- und herwandert. Es ist zu erwarten, dass sih die Shwankun-gen mit der Zeit einmal so summieren werden, dass der Rand von R2+ erreiht wird, alsoeine Population ausstirbt.Weiters versuhen wir das Modell f�ur den Fall Æ1Æ2 6= "1"2 mit Hilfe der lokalen Stabilit�ats-analyse zu untersuhen. Durh Nullsetzen von (5.6) und (5.7) erh�alt man die Gleihge-wihtspunkte (0; 0), (0; "2Æ2s2 ) und ( "1Æ1s1 ; 0). Die Matrix der ersten Ableitungen lautet:� "1 � Æ1(2s1x+ s2y) �Æ1s2x�Æ2s1y "2 � Æ2(s1x+ 2s2y) �Wertet man diese Matrix an der Stelle (0; 0) aus, so ergeben sih die Eigenwerte �1 = "1 > 0und �2 = "2 > 0. Der Ursprung ist damit in jedem Fall ein instabiler Knoten. F�ur ( "1Æ1s1 ; 0)bekommt man die Eigenwerte �1 = �"1 < 0 und �2 = "2�"1 Æ2Æ1 . Falls Æ1Æ2 < "1"2 gilt, ist auhder zweite Eigenwert negativ. Der Gleihgewihtspunkt ist also ein stabiler Knoten. DieEigenwerte �1 = "1 � "2 Æ1Æ2 und �2 = �"2 des dritten singul�aren Punktes (0; "2Æ2s2 ) weisenin diesem Fall untershiedlihes Vorzeihen auf. Daher ist er ein (instabiler) Sattelpunkt.Zusammenfassend kann man also sagen, dass die zweite Population ausstirbt.Ist allerdings Æ1Æ2 > "1"2 , so dreht sih die Situation um. Der Gleihgewihtspunkt ( "1Æ1s1 ; 0)wird ein (instabiler) Sattelpunkt und (0; "2Æ2s2 ) ein stabiler Knoten.1ital. Physiker und Mathematiker, � 3. 5. 1860 in Anona, y11. 10. 1940 in Rom; Prof. in Rom, arbeitetehaupts�ahlih �uber Integralgleihungen und Fl�ussigkeitsstr�omungen.31
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xAbb. 5.5: Konkurrenzmodell von VOLTERRA f�ur Æ1Æ2 > "1"2BeispielIm Folgenden werden zwei Fishpopulationen betrahtet, die sih von einer gemeinsamenNahrungsquelle ern�ahren. Es gelte "1"2 > Æ1Æ2 . Ab einem bestimmten Zeitpunkt wird diedominierende Art (Individuenzahl x(t)) mit Fangrate h = Ex ausgebeutet, wobei E kon-stant ist. Im Modell (5.6) und (5.7) muss daher "1 durh "01 = "1 � E ersetzt werden.Wenn E gerade so gro� ist, dass "01 > 0 ist, aber "01"2 < Æ1Æ2 ist, dann geht der f�ur E = 0stabile Gleihgewihtspunkt ( "1Æ1s1 ; 0) in den instabilen Punkt ( "01Æ1s1 ; 0) �uber, w�ahrend dervorher instabile Punkt (0; "2Æ2s2 ) stabil ist. Die ausgebeutete Art wird daher aussterben.Tats�ahlih erkl�art man sih auf diese Weise den R�ukgang der Sardinen�sherei im Pa-zi�k um 1950 und das gleihzeitige Aufkommen einer mit den Sardinen konkurrierendenSardellenart.5.3.2 Ein Konkurrenzmodell mit mehreren NahrungsquellenWieder werden zwei Populationen betrahtet, die um eine gemeinsame NahrungsquelleN konkurrieren, aber zus�atzlih noh jeweils eine eigene Ressoure N1 bzw. N2 besit-zen. x(t) und y(t) seien die Populationsgr�o�en der beiden Populationen zum Zeitpunkt t.Pro Zeiteinheit wird N1 um r1x, N2 um r2y und N um s1x + s2y verringert. Alle dreiRessouren regenerieren sih mit konstanter Rate. Auh bei diesem Modell wird die Be-hinderung des Wahstums der beiden Populationen durh Verkleinern der exponentiellenWahstumsraten "1 bzw. "2 um die zu den verzehrten Nahrungsmengen proportionalenTerme Æ1(r1x+ s1x+ s2y) bzw. Æ2(s1x+ s2y+ r2y) (Æ1 > 0, Æ2 > 0) ber�uksihtigt. Damitergibt sih folgendes Di�erentialgleihungssystem:_x = ("1 � '1x�  1y)x (5.9)_y = ("2 � '2x�  2y)y (5.10)mit '1 = Æ1(r1+ s1), '2 = Æ2s1,  1 = Æ1s2 und  2 = Æ2(s2+ r2). F�ur den Fall, dass r1 = 0und r2 = 0 ist, geht (5.9) und (5.10) in (5.6) und (5.7) �uber.Ist nun ein (oder sind beide) Parameter ri (i = 1; 2) positiv, so gilt, dass  1 2 < '1'2 ist.Analog zu den vorigen Modellen kann gezeigt werden, dass x(t) > 0 und y(t) > 0 (8t)ist, falls x(0) und y(0) positiv sind, und dass x(t) und y(t) beshr�ankt sind. Um nun dieEigenshaften des Modells zu untersuhen, werden die Gleihgewihtspunkte bestimmt.Dazu werden _x = 0 und _y = 0 gesetzt. Auf diese Weise ergeben sih folgende vier sin-gul�are Punkte: G1 = (0; 0); G2 = ( "1'1 ; 0); G3 = (0; "2 2 ) und G4 = ( "1 2�"2 1'1 2�'2 1 ; "2'1�"1'2'1 2�'2 1 ).32



G4 liegt allerdings nur dann im ersten Quadranten, wenn '1'2 > "1"2 >  1 2 ist. Als n�ahsteswird der Verlauf der Phasenkurven bestimmt:� G1: Linearisieren um den Punkt (0; 0) liefert das System:_x = "1x_y = "2yWie leiht zu erkennen ist, besitzt die Systemmatrix die beiden Eigenwerte �1 ="1 > 0 und �2 = "2 > 0. Der Ursprung ist damit ein instabiler Knoten.� G2: Die Matrix der ersten Ableitungen lautet:� "1 � 2'1x�  1y � 1x�'2y "2 � '2x� 2 2y �Damit ergibt sih folgende Jakobi - Matrix an der Stelle ( "1'1 ; 0): �"1 � "1 1'10 "2 � "1 '2'1 !Die Eigenwerte dieser Matrix sind �1 = �"1 < 0 und �2 = "1("2 1"1 � '2'1 ). �2 istf�ur "1"2 > '1'2 negativ, und es liegt daher ein stabiler Knoten vor. F�ur den Fall, dass"1"2 < '1'2 ist, ist G2 ein (instabiler) Sattelpunkt.� G3: Hier gilt in analoger Weise, dass f�ur "1"2 <  1 2 G3 ein stabiler Knoten f�ur "1"2 >  1 2ein (instabiler) Sattelpunkt ist.� Interessanter ist der Gleihgewihtspunkt G4: Setzt man �x = "1 2�"2 1'1 2�'2 1 und �y ="2'1�"1'2'1 2�'2 1 und ber�uksihtigt, dass "1 �'1�x� 1�y = 0 und "2 �'2�x� 2�y = 0 gilt,dann bekommt man folgende Jaobi - Matrix an der Stelle (�x; �y):� �'1�x � 1�x�'2�y � 2�y �Die Eigenwerte lauten�1;2 = �12('1�x+  2�y)� 12p('1�x+  2�y)2 � 4('1 2 � '2 1)�x�y= �12('1�x+  2�y)� 12p('1�x�  2�y)2 + 4'2 1�x�yAus der zweiten Gleihung erkennt man, dass der Radikand stets positiv ist. �1 und�2 sind daher beide reell. Weiters gilt, dass �2 < �1 < 0 ist (siehe erste Gleihung).Also ist G4 ein stabiler Knoten.ZUSAMMENFASSUNG: Bei diesem Konkurrenzmodell gibt es also vier vershiedeneF�alle. Entweder liegen die beiden Geraden '1x +  1y = "1 und '2x +  2y = "2 auf-einander, sind parallel (r1 = 0 und r2 = 0) oder ihr Shnittpunkt liegt niht in R2+ - danntreten die M�oglihkeiten des vorigen Abshnitts ein (d. h. eine der beiden Populationenstirbt aus) - oder die Geraden shneiden einander im ersten Quadranten. Dies tritt ge-nau dann ein, falls '1'2 > "1"2 >  1 2 ist. In diesem Fall ist der Shnittpunkt eine stabileGleihgewihtslage, und die beiden Populationen k�onnen koexistieren (siehe Abb. 5.6).33
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xAbb. 5.6: Konkurrenz mit mehreren Nahrungsquellen und '1'2 > "1"2 >  1 2BEMERKUNG: Betrahtet man eine allgemeinere Konkurrenzbeziehung zwishen zweiPopulationen, bei der es niht umbedingt nur um gemeinsame Nahrungsquellen geht (vgl.Abshnitt 3.2.2), so kann dieses Modell auh durh die Gleihungen (5.9) und (5.10) be-shrieben werden. Die Voraussetzung '1'2 >  1 2 f�allt allerdings weg. Zus�atzlih zu den obendiskutierten F�allen kann dann noh eine weitere Situation eintreten. G4 liegt auh f�ur'1'2 < "1"2 <  1 2 im ersten Quadranten. Ein Eigenwert des um diesen Gleihgewihtspunktlinearisierten Systems ist dann negativ, der andere positiv. G4 ist also f�ur das nihtlineareModell ein (instabiler) Sattelpunkt. G2 und G3 sind in diesem Fall stabile Knoten. Je nahAnfangsbedingung wird daher eine der beiden Populationen aussterben.
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xAbb. 5.7: allgemeineres Konkurrenzmodell mit '1'2 < "1"2 <  1 25.3.3 Ein allgemeines KonkurrenzmodellBei den bis jetzt betrahteten Modellen waren die Wahstumsraten sets lineare Funktionenvon x und y. In anderen F�allen k�onnen sie aber durhaus von komplizierterer Gestalt sein.Daher ist es viel sinnvoller, sih gar niht erst auf eine Di�erentialgleihung einzulassen,sondern gleih Shlussfolgerungen aus der allgemeinen Form der Wehselwirkungen zuziehen. Es werden nun Modelle der Art_x = xr1(x; y) (5.11)_y = yr2(x; y) (5.12)34



betrahtet, wobei ri f�ur i = 1; 2 die Wahstumsraten der Populationen bezeihnet, undfolgende Annahmen gemaht:1. ri(0; 0) > 0 f�ur i = 1; 2, d. h. beide Populationen k�onnen anwahsen, solange sehrwenige Individuen beider Arten vorhanden sind.2. dr1dx < 0, dr1dy < 0, dr2dx < 0 und dr2dy < 0. Die Wahstumsraten nehmen aufgrund voninner- und interspezi�sher Konkurrenz um die Nahrungsquellen ab.3. Ist eine Art alleine, so strebt sie (wegen der innerspezi�shen Konkurrenz) auf dasGleihgewihtK1 bzw.K2 zu.K1 undK2 geben die maximale Anzahl von Individuenan, die die Natur ern�ahren kann, sofern nur eine der beiden Arten existiert. DasWahstum der Populationen ist an diesen oberen Kapazit�aten vershwindend (d. h.r1(K1; 0) = r2(0;K2) = 0).4. Es gibt aber auh Individuenzahlen x̂ bzw. ŷ, sodass r1(0; ŷ) = r2(x̂; 0) = 0 gilt. DieWahstumsrate kann also auh ohne innerspezi�sher Konkurrenz bei hinreihendgro�en x̂ und ŷ wegen interspezi�sher Konkurrenz null werden.Falls die Isoklinen, also die Kurven im (x; y) - Diagramm, bei denen das Wahstum jeweilseiner Art vershwindet, niht mehr als einen Shnittpunkt haben, h�angen die Ergebnissedieser Modelle allein davon ab, wie K1 zu x̂ und K2 zu ŷ stehen. In diesem Fall k�onnen diegekr�ummten Isoklinen aus den geraden der vorigen Modelle durh "Verbiegen\ erhaltenwerden. Die Rihtungen der Pfeile bleiben erhalten und deshalb auh die Stabilit�atsaus-sagen, vorausgesetzt, man erzeugt beim Verbiegen keine neuen Shnittpunkte.Ki gibt die Individuenzahl der Population i an, bei der durh innerspezi�she Konkurrenzdas Wahstum der eigenen Art vershwindet. x̂ und ŷ dagegen sind die Zahlen, bei denendurh interspezi�she Konkurrenz die Wahstumsrate der anderen Art null wird. FallsK1 < x̂ ist, sind bei der innerspezi�shen Konkurrenz weniger Individuen notwendig, umdas Wahstum zu stoppen (analog f�ur K2 und ŷ). Die innerspezi�she Konkurrenz ist alsogr�o�er als die interspezi�she. Das Ergebnis des allgemeinen Modells (5.11) und (5.12) mitden oben gemahten Annahmen h�angt daher von der relativen St�arke der beiden Konkur-renztypen ab.Es gilt:� K1 < x̂ und K2 > ŷ ) Art 1 stirbt aus� K1 > x̂ und K2 < ŷ ) Art 2 stirbt aus� K1 > x̂ und K2 > ŷ ) je nah Anfangssituation stirbt eine der beiden Arten aus� K1 < x̂ und K2 < ŷ ) die beiden Arten k�onnen koexistierenShneiden einander die Isoklinen in zwei Punkten, so kann folgendes passieren:� K1 < x̂ und K2 > ŷ ) Art 1 stirbt aus oder beide Arten k�onnen koexistieren� K1 > x̂ und K2 < ŷ ) Art 2 stirbt aus oder beide Arten k�onnen koexistieren (vgl.Abb. 5.8)Drei Shnittpunkte k�onnen beim Verbiegen entstehen, wenn� K1 > x̂ und K2 > ŷ ) entweder k�onnen beide Arten koexistieren oder eine Artstirbt aus� K1 < x̂ und K2 < ŷ ) Koexistenz 35



Abb. 5.8: Beispiel f�ur m�oglihe Isoklinen bei der Konkurrenz zweier Populationen nah dem Modell(5.11) und (5.12).5.4 R�auber - Beute - ModelleEs ist shwierig, Raub und Parasitismus g�anzlih objektiv zu behandeln. Wir alle habeneine nat�urlihe Aversion gegen parasitishe Organismen, ob Bakterien oder Bandw�urmer.Und obwohl der Mensh der gr�o�te R�auber ist, den die Welt je gesehen hat, neigt er dazu,alle anderen R�auber zu verurteilen. Aber R�auber und Parasiten spielen bei der Regu-lierung der Populationsdihte panzenfressender Insekten eine wihtige Rolle. Auf dieseWeise vernihten sie niht ihren eigenen Nahrungsvorrat und ihr Habitat. Au�erdem zieltdie nat�urlihe Selektion auf eine Reduktion der sh�adlihen E�ekte ab oder sogar auf dieg�anzlihe Ausshaltung der gegenseitigen Beeinussung, weil eine fortgesetzte starke Un-terdr�ukung einer Beute- oder Wirtspopulation durh die R�auber- oder Parasitenpopula-tion nur zur Vernihtung einer oder beider Populationen f�uhren w�urde. Dort wo Parasitenund R�auber lange Zeit mit ihren entsprehenden Wirten oder Beutetieren zusammenle-ben, ist der E�ekt gem�a�igt, neutral oder wirkt sih auf l�angere Siht gesehen g�unstig aus.Wirklih gef�ahrlih wird es nur dort, wo neue Parasiten oder R�auber in ein �Okosystemrash eindringen.5.4.1 Das klassishe R�auber - Beute - ModellZwei Populationen, die in einem R�auber - Beute - Verh�altnis stehen, besitzen einen vonder Au�enwelt isolierten Lebensraum. x(t) bezeihne die Individuenzahl der Beutetiere,y(t) die Anzahl der R�auber zum Zeitpunkt t. Die R�auber ern�ahren sih ausshlie�lih vonder Beutepopulation, die sih wiederum ausshlie�lih von der dort vorhandenen Vegetati-on ern�ahrt. Die Nahrungsquelle der Beute sei unbegrenzt. Es wird angenommen, dass dieBeute ohne R�auber exponentiell mit dem Parameter "1 > 0 w�ahst. Die R�auber allerdingsk�onnen ohne Beute niht �uberleben. Ihre Populationsgr�o�e nimmt dann exponentiell mit�"2("2 > 0) ab. Au�erdem werden mehr Beutetiere gefressen, wenn mehr R�auber vor-handen sind oder wenn mehr Beute verf�ugbar ist. D. h., der Vorgang des "Fressens\ und"Gefressenwerdens\ wird jeweils proportional zur Individuenzahl in beiden Populationenmodelliert. Dabei ist die Abnahmerate � 1( 1 > 0) der Beute durh das Gefressenwerdenim Allgemeinen eine andere als die Zuwahsrate '2 > 0 des R�aubers durh das Fressender Beute. Es ergeben sih also die folgende nah LOTKA und VOLTERRA benannten
36



Modellgleihungen: _x = ("1 �  1y)x (5.13)_y = (�"2 + '2x)y (5.14)Wie in den vorigen Abshnitten sind x(t) � 0 und y(t) � 0 triviale L�osungen. Interessantersind aber L�osungen mit den Anfangsbedingungen x(0) > 0 und y(0) > 0. Dann gilt, dassdie Individuenzahlen der beiden Populationen zu sp�ateren Zeiten stets gr�o�er null sind.Daher reiht es, wenn man sih auf den ersten Quadranten beshr�ankt. Durh Nullsetzender rehten Seiten von (5.13) und (5.14) erh�alt man folgende Gleihgewihte: G1 = (0; 0)und G2 = (�x; �y) = ( "2'2 ; "1 1 ). Berehnet man nun die Jaobi - Matrix an der Stelle (0; 0)� "1 �  1y � 1x'2y �"2 + '2x �????x=0;y=0 = � "1 00 �"2 �und die Eigenwerte �1 = "1 und �2 = �"2, so erkennt man, dass G1 ein (instabiler)Sattelpunkt ist.Die Jaobi - Matrix an der Stelle G2 lautet: 0 � 1 "2'2'2 "1 1 0 !Diese Matrix hat die harakteristishe Gleihung �2 +  1'2�x�y = �2 + "1"2 = 0. Damitlauten die Eigenwerte �1;2 = �ip"1"2. Nah dem Prinzip der ersten N�aherung liefert dieskeine Aussage f�ur das System (5.13) und (5.14).Daher muss ein anderer Weg beshritten werden. Zuerst f�uhrt man die Transformationx = �xeuy = �yevdurh. Da _x = �xeu _u = x _u und _y = �yev _v = y _v ist, ergibt sih_u = _xx = "1(1� ev)_v = _yy = �"2(1� eu)Multipliziert man die erste Gleihung mit "2(1 � eu) und die zweite mit "1(1 � ev) undaddiert die sih ergebenden Gleihungen, so erh�alt man_u"2(1� eu) + _v"1(1� ev) = 0Integrieren liefert: �K = Z _u"2(1� eu)dt+ Z _v"1(1� ev)dt= Z "2(1� eu)du+ Z "1(1� ev)dv= "2u� "2eu + "1v � "1evDabei ist K eine Konstante. Nah �Ubergang zu den urspr�unglihen Koordinaten (eu = x�x ,ev = y�y , u = lnx� ln �x und v = ln y � ln �y) erh�alt man'2x+  1y � "2 lnx� "1 ln y + "2 ln �x+ "1 ln �y = K37



Dieses Ergebnis bedeutet, dass f�ur alle Punkte (x; y) der durh x0 = x(0) und y0 = y(0)gehenden Phasenkurve gelten mussV (x; y) = '2x+  1y � "2 lnx� "1 ln y + "2 ln �x+ "1 ln �y == '2x0 +  1y0 � "2 lnx0 � "1 ln y0 + "2 ln �x+ "1 ln �y = V (x0; y0)Sei S die Menge aller Punkte, die diese Gleihung erf�ullen. Man kann nun zeigen, dass Sf�ur alle positiven (x0; y0) 6= (�x; �y) eine den Punkt (�x; �y) umlaufende geshlossene Kurvedarstellt.Beweis: Dazu wird die Fl�ahe z = V (x; y) im (x; y; z) - Koordinatensystem betrahtet.Es gilt: �V�x = �V�y = 0 f�ur x = �x und y = �y. Der Punkt (�x; �y) der (x; y) - Ebene istdas einzige Minimum der Fl�ahe z = V (x; y). Denn shneiden wir die Fl�ahe mit derdurh den Punkt (�x; �y) gehenden und zur z - Ahse parallelen Ebene x = �x + a�; y =�y + b� ((a; b) 6= (0; 0)), so ist die Gleihung der Shnittkurve in der (�; z) - Ebene durhz = ('2a +  1b)� � "2 ln(�x + a�) � "1 ln(�y + b�) + '2�x +  1�y + "2 ln �x + "1 ln �y gegeben.Daraus folgt: d2zd�2 = "2a2(�x+a�)2 + "1b2(�y+b�)2 > 0. Die Shnittkurve ist also eine strikt konvexeKurve. (�x; �y) ist ein Minimum, und die Fl�ahe z = V (x; y) hat die Gestalt eines verzerrtennah oben o�enen Paraboloids. Aus dieser geometrishen �Uberlegung folgt unmittelbar,dass stets V (x; y) � V (�x; �y) gilt und alle Shnittlinien V (x; y) = V (x0; y0) f�ur positive(x0; y0) 6= (�x; �y) den Punkt (�x; �y) umlaufende geshlossene Kurven sind. 2ZUSAMMENFASSUNG: Jeder Punkt der durh (x0; y0) hindurhgehenden Phasenkurvemuss auf S liegen. Dar�uber hinaus durhl�auft der Punkt (x(t); y(t)), dessen Koordinatendie L�osungsfunktionen von (5.13) und (5.14) mit x(0) = x0 und y(0) = y0 sind, mitwahsendem t ganz S und zwar beliebig oft, da auf S kein singul�arer Punkt liegt. DerPunkt (�x; �y) ist daher (wie der Nullpunkt im linearisierten System) ein Wirbelpunkt.
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xAbb. 5.8: klassishes R�auber - Beute - ModellDas klassishe R�auber - Beute - Modell hat aber auh noh eine interessante biologi-she Eigenshaft. Dividiert man n�amlih die Gleihung (5.13) durh x und integriert sieanshlie�end von t1 bis t2, so erh�alt manZ t2t1 _xxdt = lnx(t2)� lnx(t1) = "1(t2 � t1)�  1 Z t2t1 y(t)dtWird hier t2 � t1 = T gesetzt, wobei T die Periode der durh x(0) und y(0) festgelegtenL�osung von (5.13) und (5.14) sei, dann ist x(t1) = x(t2) und die linke Seite der obigen38



Gleihung wird null. Also gilt: 1T Z t2t1 y(t)dt = "1 1 = �yAnalog 1T Z t2t1 x(t)dt = �xD. h., der Gleihgewihtswert, auh wenn er niht angenommen wird, ist als Mittelwertvon Bedeutung. Die Unabh�angigkeit dieser Mittel vom Anfangswert ist f�ur die Sh�adlings-bek�ampfung ung�unstig. Ein einmaliger Vernihtungsfeldzug vermindert zwar die Sh�adlin-ge kurzfristig sehr stark, f�uhrt aber nur zu extremen Shwankungen im Sh�adlingsbefall.Der Mittelwert bleibt bei diesem Modell gleih.Beispiel: Das Volterra - PrinzipMit Hilfe des klassishen R�auber - Beute - Modells k�onnen nun Ph�anomene der Natur,die auf den ersten Blik unerkl�arlih ersheinen, gedeutet werden. So war in den Jahrennah dem ersten Weltkrieg der Anteil der Raub�she in der Adria deutlih h�oher als inden Jahren vorher. Der Krieg zwishen �Osterreih und Italien hatte den Fishfang weit-gehend unterbrohen. Aber weshalb wirkte sih das auf Raub�she g�unstiger aus als aufBeute�she?Wird ge�sht, so sinkt die Wahstumsrate der Beutetiere auf "1 � k und die Sterberateder Raub�she steigt auf "2 +m.  1 und '2 bleiben unver�andert. Daher ergeben sih dieneuen Mittelwerte "1�k 1 (kleinere Zahl an Raub�shen) und "2+m'2 (gr�o�ere Zahl an Beu-tetieren). Wird der Fishfang eingestellt, nimmt die Anzahl der Raub�she zu, die Gr�o�eder Beutepopulation aber ab.Dieses nah Volterra bezeihnete Prinzip zeigt Bedenklihes bei stetiger Sh�adlingsbek�amp-fung mittels Insektiziden. Die meisten hemishen Mittel wirken sowohl auf Sh�adlinge alsauh auf nat�urlihe Feinde. Das Resultat ist, �ahnlih wie vorhin, eine Vermehrung derSh�adlinge und eine Verminderung ihrer Fressfeinde.5.4.2 R�auber - Beute - Systeme bei innerspezi�sher KonkurrenzDas Modell (5.13) und (5.14) zeigt zwar die in der Natur so oft beobahteten Oszillationenzwishen R�auber- und Beutesystemen, ist allerdings unf�ahig nah St�orungen, wie beispiels-weise Bejagen, zu den urspr�unglihen Shwankungen zur�ukzukehren. Der vielleiht gr�o�teKritikpunkt des Modells ist aber, dass die Gr�o�e der R�auberpopulation auh bei gen�ugen-dem Beutevorrat niht jeden beliebig gro�en Wert annehmen kann. Genauso wenig kanndie Beutepopulation ohne R�auber �uber alle Ma�e anwahsen. Daher sollte in einem ver-besserten Modell die innerspezi�she Konkurrenz ber�uksihtigt werden. Im Folgendenwird angenommen, dass die Wahstumsrate zus�atzlih linear mit der Individuenzahl dereigenen Art abnimmt. _x = ("1 � '1x�  1y)x (5.15)_y = (�"2 + '2x�  2y)y (5.16)Aber auh dieses Modell hat einige Shwahstellen. Zum Beispiel geht keine S�attigung desR�aubers ein. So spaziert ein satter L�owe an einer Zebraherde vorbei, ohne sih die M�uhezu mahen Beute zu rei�en.Zur Stabilit�atsanalyse von (5.15) und (5.16) bestimmt man wieder die Gleihgewihtspunk-te: G1 = (0; 0), G2 = ( "1'1 ; 0) und G3 = (�x; �y) = ( "1 2+"2 1'1 2+'2 1 ; "1'2�"2'1'1 2+'2 1 ). Weiters exisitiertnoh ein vierter Gleihgewihtspunkt, der niht im ersten Quadranten liegt. Man kann39



auh f�ur dieses Modell zeigen, dass f�ur Anfangsbedingungen x(0) > 0 und y(0) > 0 alleIndividuenzahlen f�ur t > 0 positiv sind. G3 liegt nur dann im ersten Quadranten, falls"1'2 > "2'1 ist.Zuerst wird der Fall betrahtet, bei dem keine Koexistenz m�oglih ist, also G3 niht imersten Quadranten liegt ("1'2 < "2'1).� G1: Die Jaobi - Matrix an der Stelle (0; 0)� "1 � 2'1x�  1y � 1x'2y �"2 + '2x� 2 2y �????x=0;y=0 = � "1 00 �"2 �besitzt die Eigenwerte �1 = "1 > 0 und �2 = �"2 < 0. Daher ist G1 ein Sattelpunkt.� G2: Die Matrix der ersten Ableitungen an der Stelle G2 ist gegeben durh: �"1 � "1 1'10 �"2 + "1'2'1 !Wie leiht zu erkennen ist, lauten die Eigenwerte �1 = �"1 < 0 und �2 = �"2 +"1'2'1 < 0. Damit ist G2 ein asymptotish stabiler Knoten.ZUSAMMENFASSUNG: F�ur "1'2 < "2'1 sterben die Raubtiere aus, w�ahrend die Indivi-duenzahl der Beutetiere gegen den Gleihgewihtswert "1'1 streben.
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xAbb. 5.9: R�auber - Beute - Modell mit innerspezi�sher Konkurrenz und "1'2 < "2'1Betrahtet man nun den Fall "1'2 > "2'1, so istG1 analog zu vorher ein Sattelpunkt. AuhG2 ist ein Sattelpunkt, da der zweite Eigenwert des linearisierten Systems im Gegensatzzum vorigen Fall positiv ist. Die Stabilit�atsuntersuhung des dritten Gleihgewihtspunktesergeben unter Ber�uksihtigung, dass "1 � '1�x �  1�y = 0 und �"2 + '2�x �  2�y = 0 ist,folgende Jaobimatrix � �'1�x � 1�x'2�y � 2�y �Diese hat die Eigenwerte�1;2 = �12('1�x+  2�y)� 12p('1�x+  2�y)2 � 4('1 2 + '2 1)�x�y40



Ist der Radikand nihtnegativ, so sind die beide Eigenwerte siher negativ. Falls er aberkleiner null ist, so sind �1 und �2 komplex. Da aber ihr Realteil ebenfalls negativ ist,handelt es sih im ersten Fall um einen stabilen Knoten und im zweiten Fall um einenstabilen Fokus. Jede hinreihend nahe bei G3 beginnende L�osungskurve x = x(t) undy = y(t) strebt mit wahsendem t gegen G3.
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xAbb. 5.10: R�auber - Beute - Modell mit innerspezi�sher Konkurrenz und "1'2 > "2'1BEMERKUNG: Auh f�ur noh so kleine '1 > 0 und  2 > 0 zeigt das System (5.15) und(5.16) ein v�ollig anders Verhalten als das klassishe R�auber - Beute - Modell. Daher kanndas System (5.13) und (5.14) niht sehr robust sein, da kleine �Anderungen zu ganz anderenErgebnissen f�uhren. Solhe strukturell instabile Modelle eigenen sih niht besonders zurBeshreibung von Vorg�angen in der Natur!5.4.3 Ein allgemeines R�auber - Beute - ModellIm Folgenden werden wieder zwei Populationen, die in einem R�auber - Beute - Verh�alt-nis stehen, betrahtet. x(t) bezeihne die Populationsgr�o�e der Beute, y(t) die Anzahlder Individuen in der R�auberpopulation zum Zeitpunkt t. Wie beim allgemeinen Kon-kurrenzmodell wird nun davon ausgegangen, dass die Wahstumsraten der beiden Artendurh (niht notwendigerweise lineare) Funktionen beshreibbar sind. Die �Anderung derBeutepopulation pro Zeiteinheit lautet allgemein:dxdt = _x = xrB(x)� yV (x; y) (5.17)Dabei bezeihne rB(x) die individuelleWahstumsrate der Beutepopulation bei Fehlen desR�aubers. V (x; y) sei die mittlere Zahl der get�oteten Beuteindividuen pro R�auber und proZeiteinheit und wird h�au�g als funktionelle Reaktion bezeihnet. Es wird angenommen,dass V (x; y) mit wahsendem y abnimmt - da sih die R�auber beim Beutefang gegenseitigst�oren - und mit zunehmendem x steigt. Die Di�erentialgleihung, die die �Anderung inder R�auberpopulation angibt, sei von der Gestalt:_y = yrR(x; y) (5.18)rR kann durh vershiedene Formen der innerspezi�shen Konkurrenz um andere Res-souren von y abh�angen. Zus�atzlih wird angenommen, dass rR(x; y) mit steigendem xanwahse.Der Einfahheit halber wird nun die Situation betrahtet, bei der rR(x; y) = rR(x) undV (x; y) = V (x) unabh�angig von der R�auberpopulation sind. Um die Eigenshaften desSystems zu analysieren, betrahtet man am besten die Isoklinen:41



� F�ur die y - Isokline gilt: rR(x) = rR(�x) = 0 (x = �x, da der Gleihgewihtspunkt�x mit dieser Gleihung berehnet wird). �x gibt die Anzahl der Beutetiere an, beider die R�auberpopulation kein Nettowahstum hat. In der (x; y) - Ebene sind diessenkrehte Geraden.� Um die x - Isokline zu bestimmen, muss _x = 0 gesetzt werden. Daraus ergibt sih:y = xrB(x)V (x) . Der Verlauf der x - Isokline h�angt daher von den Funktionen rB(x) undV (x) ab.Trotzdem kann mit Hilfe biologisher �Uberlegungen einiges �uber die Gestalt der x - Isoklinegesagt werden. Im Gleihgewiht muss sih die Zahl der R�auber so einstellen, dass geradesoviel abgesh�opft wird (yV (x)) wie nahw�ahst (xrB(x)). rB wird anderseits aufgrundvon innerspezi�sher Konkurrenz bei gr�o�eren x-Werten an einer Stelle null, n�amlih dortwo die Beutepopulation bei Fehlen der R�auber ihre Kapazit�at K erreiht. V (x) ist aber beigr�o�eren x siherlih von null vershieden, deshalb muss xrB(x)V (x) bei x = K vershwinden.Bei kleinen x gehen f�ur x! 0 beide Funktionen xrB(x) und V (x) gegen null, da rB(x) alsWahstumsrate beshr�ankt ist und auh V (x) bei kleiner werdendem x nah Voraussetzungabnehmen muss. Es h�angt also von den Funktionen ab, ob bei kleiner werdenden Zahlenvon Beuteindividuen ihr Quotient, d. h. die x - Isokline, eine monoton fallende Funktionbleibt oder ein Maximum aufweist.Um die Rihtungen der Phasenkurven zu bestimmen, m�ussen nur die Gleihungen (5.17)und (5.18) betrahtet werden. Oberhalb der x - Isokline nimmt die Populationsgr�o�e x derersten Art ab, da dxdt < 0 ist, unterhalb steigt sie an. D. h., dass unterhalb dieser Kurve dieTrajektorien von links nah rehts, oberhalb von rehts nah links verlaufen. Weiters istklar, dass oberhalb von �x die R�auberpopulation zunimmt. Also m�ussen die Phasenkurvenlinks von der y - Isokline von oben nah unten verlaufen, rehts davon m�ussen sie aufGrund analoger �Uberlegungen aber von unten nah oben verlaufen.F�ur die lokale Stabilit�atsanalyse werden der Einfahheit halber die rehten Seiten derGleihungen (5.17) und (5.18) ersetzt durh:dxdt = xrB(x)� yV (x) = f(x)� yV (x) = f1(x; y) (5.19)dydt = yrR(x) = f2(x; y) (5.20)Der Gleihgewihtspunkt ergibt sih dann aus0 = f1(�x; �y) = f(�x)� �yV (�x) (5.21)0 = f2(�x; �y) = �yrR(�x) (5.22)Nun wird folgende Transformation durhgef�uhrt:u(t) = x(t)� �xv(t) = y(t)� �yIm n�ahsten Shritt wird f1(x; y) und f2(x; y) in der N�ahe von (�x; �y) durh eine lineareFunktion (Taylorreihenentwiklung bis zur ersten Ordnung) angen�ahert.f1(x; y) = f1(�x+ u; �y + v) = f1(�x; �y)| {z }= 0 vgl. (5.21)+�f1�x ���(�x;�y) � u+ �f1�y ���(�x;�y) � vf2(x; y) = f2(�x+ u; �y + v) = f2(�x; �y)| {z }= 0 vgl. (5.22)+�f2�x ���(�x;�y) � u+ �f2�y ���(�x;�y) � v42



Die Ableitungen von u und x bzw. v und y nah der Zeit sind gleih, da �x bzw. �y konstantsind: dudt = a11u+ a12v (5.23)dvdt = a21u+ a22v (5.24)wobei a11 = �f1�x ���(�x;�y), a12 = �f1�y ���(�x;�y), a21 = �f2�x ���(�x;�y) und a22 = �f2�y ���(�x;�y) sind. Gew�ohnliheDi�erentialgleihungssysteme dieser Art k�onnen nun mit folgendem Ansatzu = ûe�tv = v̂e�tgel�ost werden. Wird dies in (5.23) und (5.24) eingesetzt, so erh�alt manû� = a11û+ a12v̂v̂� = a21û+ a22v̂und nah weiteren Umformungen0 = (a11 � �)û+ a12v̂0 = a21û+ (a22 � �)v̂Unter der Voraussetzung, dass a21 6= 0 ist, ergibt sih aus der zweiten Gleihung f�ur û derWert � 1a21 (a22� �)v̂ und nah Einsetzen in die erste Gleihung, wobei zu ber�uksihtigenist, dass v̂ eine Konstante ungleih null ist und daher durh v̂ dividiert werden kann,(a11��)(a22��)�a12a21 = �2� (a11+a22)�+a11a22�a12a21 = 0. � kann daher folgendeWerte annehmen:�1;2 = 12(a11 + a22)�r14(a11 + a22)2 � a11a22 + a12a21(falls �1 und �2 imagin�ar sind, seien der Real- und Imagin�arteil gegeben durh �j =�jR + i!j f�ur j = 1; 2). Die allgemeine L�osung der Gleihungen (5.23) und (5.24) lautetdann u = �e�1t + �e�2tv = e�1t + Æe�2tDabei sind �, �,  und Æ durh die Anfangsbedingungen bestimmt. Falls nun !j 6= 0 und�1R < 0, �2R < 0 sind, dann ergeben sih Oszillationen, deren Amplituden exponentiellabfallen. Sind �1 und �2 reell und negativ, so fallen u1 und u2 exponentiell ab. Allgemeingilt also, dass ein Gleihgewihtspunkt (�x; �y) asymptotish stabil ist, wenn die Realteilevon �1 und �2 negativ sind. Man hat also zwei F�alle zu untersuhen:1. negativer Radikand:a12a21 � a11a22 < �14(a11 + a22)2 < 0 (5.25)Stabilit�at hat man in diesem Fall, wenn die Realteile negativ sind. Daher mussfolgende Ungleihung erf�ullt sein.a11 + a22 < 0 (5.26)43



2. positiver Radikand: a12a21 � a11a22 > �14(a11 + a22)2 (5.27)Damit �j < 0 ist, muss zun�ahst a11 + a22 < 0 (5.28)erf�ullt sein, und der positive Beitrag durh die Wurzel muss kleiner als ja11+ a22j � 12sein. Also muss a12a21 � a11a22 < 0 (5.29)sein.F�ur das oben behandelte allgemeine R�auber - Beute - Modell ergeben sih nun folgendeWerte: a11 = f 0(�x)� �yV 0(�x)a12 = �V (�x)a21 = �yr0R(�x)a22 = rR(�x) = 0Der Verlauf der x - Isokline wird durh die Gleihung y = f(x)V (x) beshrieben. Daher gilt�y dydx ���(�x;�y) = �yf 0(�x)V (�x)� �yV 0(�x)f(�x)V 2(�x)= �y �f 0 �V � �y �V 0 �f�V 2Da aus (5.21) �y �V = �f folgt, vereinfaht sih dies zu�y dydx ���(�x;�y) = �f 0 �f � �y �V 0 �f�V 2= �f�V 2 ( �f 0 � �y �V 0)= �f�V 2a11Daher gilt f�ur die x - Isokline �y dydx ���(�x;�y) = �f�V 2 a11Falls nun dydx < 0 ist, folgt daher notwendigerweise, dass a11 < 0 ist. Je st�arker also dieSteigung der Isokline ist, um so gr�o�er ist der Betrag von a11. Liegt jetzt das Gleihgewiht(�x; �y) weit genug rehts, dann wird ja11j so gro�, dass a12a21�a11a22 < �14(a11+a22)2 < 0(a22 = 0!!!) niht mehr erf�ullt ist und �1 und �2 reell sind. Rehts vom Maximum der x- Isokline ist a11 < 0 (da dydx < 0) und a12a21 < 0. (5.28) und (5.29) sind also erf�ullt. DiePhasenkurven kehren exponentiell ins Gleihgewiht zur�uk, und der Gleihgewihtspunkt(�x; �y) ist asymptotish stabil. N�ahert sih der Gleihgewihtspunkt allerdings einem Ma-ximum der x - Isokline, so gehen die Steigung der Isokline und daher auh a11 gegen null.Dann ist wegen a12a21 < 0 (5.25) auf jeden Fall erf�ullt, sodass ged�ampfte Oszillationenvorliegen. Auf der linken Seite ihres Maximums ist die Steigung der x - Isokline und auha11 > 0. Damit ist (5.26) bzw. (5.28) auf keinen Fall erf�ullt, was auf Instabilit�at von (�x; �y)deutet. 44



Zusammenfassend zeigt die lokale Stabilit�atsanalyse also folgendes Verhalten:� Die Shwingungen sind ged�ampft, sofern die Gerade x = �x rehts des Maximumsder x - Isokline zu liegen kommt oder die Isokline monoton fallend ist.� Liegt x = �x links vom Maximum, dann wahsen die Amplituden an. Dann tritt einerder beiden folgenden F�alle ein: Entweder l�auft die Spirale in einen Grenzzyklus odersie nimmt so stark zu, bis eine Population ausgel�osht ist. Welher der beiden F�alletats�ahlih eintritt, h�angt von den Details des Modells ab.� Be�ndet sih die Gerade x = �x rehts vom Maximum, so ist der Gleihgewihts-punkt (�x; �y) stabil. Falls �x nahe am Maximum liegt, laufen die Phasenkurven inged�ampften Oszillationen zum Gleihgewiht. F�ur gro�e �x nahe bei K n�ahern siesih exponentiell dem Gleihgewihtspunkt.

Abb. 5.11: Allgemeines R�auber - Beute - Modell f�ur zwei untershiedlihe Lagen der y - Isokline(strihliert). Die durhgezogene Kurve stellt die x - Isokline dar und die Pfeile gebendie Rihtung an, in der die L�osungskurven durhlaufen werden. Rehts vom Maximumder x - Isokline ist der Gleihgewihtspunkt (�x; �y) stabil, links davon tritt aber je nahModell entweder ein Grenzzyklus auf, oder die Spirale nimmt so stark zu, dass eine Po-pulation ausstirbt.BEMERKUNG: Verbessern sih nun die Umweltbedingungen f�ur die Beutetiere von K aufK 0, so tritt ein Ph�anomen auf, das als Paradoxon der Anreiherung bezeihnet wird.�x kann aufgrund der Erh�ohung der Kapazit�at von der rehten auf die linke Seite des Maxi-mums gelangen. Dadurh wird das Gleihgewiht instabil. Diese paradoxe Situation trittauf, weil die individuelle Wahstumsrate der R�auber unabh�angig von der R�auberdihteist.
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Abb. 5.12: Verbesserung der Umweltbedingungen von K auf K0. Die durhgezogene Kurve stelltdie x - Isokline zur Kapazit�at K dar. Der urspr�unglih auf der rehten Seite des Maxi-mums liegende Gleihgewihtspunkt (�x; �y) ger�at auf die linke Seite, wodurh er insta-bil wird.
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Kapitel 6AusblikWie bereits zu Beginn des ersten Kapitels erw�ahnt wurde, wirken in �Okosystemen stetseine Vielzahl von Konkurrenz - und R�auber - Beute - Beziehungen zusammen. Nur inAusnahmef�allen wird eine einzige so dominieren, dass ihre Betrahtung allein Auskunft�uber das Gesamtsystem geben kann. Daher wird man im n�ahsten Shritt versuhen ganzeNahrungsnetze zu modellieren.Zum Beispiel kann man die Wirkung einer R�auberpopulation auf zwei in einem Kon-kurrenzverh�altnis stehende Arten betrahten. Nimmt man an, dass die R�auberpopulationkonstant ist und dass sie pro Zeiteinheit stets einen gewissen Bruhteil der Beutepopula-tionen vernihtet, so muss keine Dynamik der R�auberpopulation ber�uksihtigt werden.Wenn dann die bei der Konkurrenz �uberlegene Art einem st�arkeren R�auberdruk ausge-setzt ist, kann die Anwesenheit der R�auber unter geeigneten Bedingungen die Koexistenzbeider Beutearten bewirken. Ist die interspezi�she Konkurrenz beider Arten st�arker alsdie innerspezi�she, so haben die R�auber keinen Einuss auf das Resultat der zwishen-artlihen Konkurrenz (Mehr dazu in [12℄.)Mit Hilfe eines anderen Modells kann man zeigen, dass das Exklusionsprinzip, das wirim Abshnitt 5.3.1 kennengelernt haben, auh f�ur mehr als zwei Populationen gilt. Dielineare Abh�angigkeit von den Ressouren muss allerdings vorausgesetzt werden. In diesemFall �uberleben stets soviele Arten wie vershiedene Nahrungsquellen vorhanden sind.Auh die Modelle (5.9) und (5.10) bzw. (5.17) und (5.18) lassen sih auf mehrere Popu-lationen �ubertragen. Im H�oherdimensionalen treten allerdings Grenzzyklen auf. Dar�uberhinaus kann es shon f�ur dreidimensionale Modelle zu extrem un�ubersihtlihem Lang-zeitverhalten kommen, das auf die geringste �Anderung in den Anfangsbedingungen mitdrastishem Umkippen reagiert.W�ahrend sih die zweidimensionalen Volterra - Lotka - Gleihungen, wenn auh mit ei-nigem Aufwand, vollst�andig klassi�ziern lassen, ist das bei den h�oherdimensionalen Glei-hungen ganz aussihtslos. Es lassen sih nur wenige allgemeing�ultige Aussagen tre�en(vgl. dazu [4℄).6.1 ShlussbemerkungBis heute verh�alt sih der Mensh seiner Umwelt gegen�uber wie ein Parasit. Er nimmt,was er brauht, mit wenig R�uksiht auf das Wohlergehen seines Wirtes. Gro�e St�adtewerden geplant und wahsen heran, ohne die Tatsahe zu ber�uksihtigen, dass sie Pa-rasiten des Landes sind, das sie auf irgendeiner Weise mit Nahrung, Wasser und Luftversorgen muss und ungeheure Mengen an Abfallsto�en abzubauen hat. Der Mensh mussjetzt endlih seine Beziehungen zur Natur zum Mutualismus1 weiterentwikeln, zumal erein abh�angiges Lebewesen ist und seine Kultur mit wahsenden Forderungen nah Res-1Unterbegri� von Symbiose: beide Populationen sind beg�unstigt und vollst�andig voneinander abh�angig47



souren immer abh�angiger wird. Wenn der Mensh es niht lernt, in Mutualismus mit derNatur zu leben, k�onnte er wie der t�orihte oder niht angepasste Parasit seinen Wirt biszur Selbstzerst�orung ausbeuten.
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