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Kurzfassung

Orthomodulare Verbénde spielen in der axiomatischen Quantenmechanik als so-
genannte Quantenlogiken eine bedeutende Rolle. Neben dem allgemeinen alge-
braischen Interesse hat vor allem dieser Aspekt die Untersuchung dieser Struktur
entscheidend vorangetrieben. Monographien wie [Ka|, [PP] und [Be] fassen die
wesentlichen Entwicklungen auf diesem Gebiet in den letzten Jahrzehnten vom
algebraischen Standpunkt aus zusammen.

Die vorliegende Arbeit versteht sich als ein Beitrag zur Theorie orthomodularer
Verbénde und ist von algebraischer Natur. Aufbauend auf bekannte Ergebnisse
werden Kongruenzen eingehend untersucht und der Themenkomplex der symme-
trischen Differenz behandelt. Die erhaltenen Ergebnisse werden immer wieder auf
Unterschiede bzw. Analogien zu verwandten Strukturen wie Booleschen Algebren
und Orthoverbénden ausgelotet.

Die Arbeit gliedert sich in 3 Kapitel. Im ersten Kapitel werden die im weiteren
benotigten Begriffe eingefiihrt und Grundlegendes aus der Theorie der ortho-
modularen Verbiande zusammengestellt. Dariiber hinaus dient dieser Abschnitt
dazu, die Notation vorzustellen und gewisse Abkiirzungen und Schreibweisen zu
erkléren.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit Kongruenzrelationen auf orthomodularen
Verbédnden. Nachdem der bekannte Zusammenhang zwischen Kongruenzen und
den sogenannten p-Idealen, die genau den Kongruenzkernen entsprechen, darge-
stellt wird, {ibertragen wir im Unterabschnitt 2.2 Infimum und Supremum aus
dem Kongruenzverband auf p-Ideale, wobei sich mit Hilfe des Komplexproduktes
sehr einfache Beschreibungen fiir diese Operationen auf den p-Idealen ergeben.
Im Anschlufl wird der Kongruenzverband im Hinblick auf Komplemente unter-
sucht. Dabei gelingt iiber die p-Ideale eine explizite Beschreibung des Pseudo-
komplementes und des relativen Pseudokomplementes, was unter anderem auch
einen einfachen Beweis des bekannten Satzes liefert, der besagt, dafl genau die
Kongruenzen mit einem Hauptideal als Kongruenzkern ein Komplement im Kon-
gruenzverband besitzen. Aufbauend auf diese Ergebnisse werden einige Resultate
betreffend subdirekter und direkter Irreduzibilitédt eines orthomodularen Verban-
des bewiesen. Einige Beispiele runden diese Betrachtungen ab.

In 2.3 werden die einzelnen Kongruenzklassen nédher betrachtet und Darstellun-
gen dieser Klassen mit Hilfe des zugehorigen p-Ideales angegeben. Der Fall, dafl
das p-Ideal ein Hauptideal ist, hebt sich hierbei wesentlich vom allgemeinen Fall
ab. Weiters wird ausgehend von einer beliebigen Kongruenzklasse das zughérige



p-Ideal beschrieben und charakterisiert, welche Teilmengen als Kongruenzklassen
auftreten konnen.

Diese Ergebnisse werden dann in 2.4 dazu beniitzt, die Kongruenzregularitit,
-vertauschbarkeit und -uniformitéit orthomodularer Verbénde zu beweisen, wobei
die ersten beiden Eigenschaften bereits fiir etwas allgemeinere Strukturen auf
anderem Wege hergeleitet wurden und daher bekannt sind. Schlielich wird an
Hand von Beispielen gezeigt, dal Orthoverbédnde im allgemeinen keine der eben
angesprochenen Eigenschaften besitzen.

Im dritten Kapitel werden symmetrische Differenzen auf orthomodularen Verbéan-
den untersucht. Ausgangspunkt ist die Frage, inwieferne die in Booleschen Alge-
bren wohlstudierte Operation der symmetrischen Differenz auf orthomodularen
Verbanden definiert werden kann. Es stellt sich heraus, dafl dies durch Termfunk-
tionen auf 6 verschiedene Arten moglich ist. Es sind dies neben der konjunktiven
und disjunktiven Normalform, im folgenden mit /A und 7 bezeichnet, 4 im all-
gemeinen nicht kommutative Termfunktionen, die in einfacher Weise ineinander
umgeformt werden koénnen.

In den Unterabschnitten 3.2 und 3.3 zeigt sich, da diese symmetrischen Diffe-
renzen ein stark unterschiedliches Verhalten aufweisen. Wéhrend A und 7 weder
regulér noch invertierbar sind, erweisen sich die nicht kommutativen Formen als
einseitig reguldr und einseitig invertierbar. Weiters wird bewiesen, dafl in der
Varietit der orthomodularen Verbénde keine beidseitig regulédren bzw. beidseitig
invertierbaren Termfunktionen existieren. Ist eine der symmetrischen Differenzen
reguldr oder invertierbar, so liegt notwendigerweise eine Boolesche Algebra vor.
In der Folge werden auch Bedingungen fiir die Links- bzw. Rechtskiirzbarkeit
angegeben und sédmtliche Losungen der Gleichungen, die bei der Invertierbarkeit
auftreten fiir jede symmetrische Differenz angegeben.

Die Assoziativitét fiir die symmetrischen Differenzen wird in 3.4 untersucht. Auch
hier erhélt man, dafl eine symmetrische Differenz nur in einer Booleschen Alge-
bra dem Assoziativgesetz geniigt. Des weiteren werden Bedingungen angegeben,
die die Anwendung dieses Gesetzes gestatten, wobei auch hier die Unterschiede
zwischen den einzelnen symmetrischen Differenzen deutlich werden.

In 3.5 wird nachgepriift, ob ein Distributivgesetz fiir eine Schnittoperation bzgl.
einer symmetrischen Differenz besteht. Hier werden nicht nur alle symmetrischen
Differenzen sondern auch alle — in einem néher prézisierbaren Sinne — moglichen
Schnittoperationen betrachtet. Es stellt sich heraus, dafl in einem orthomodularen
Verband, der nicht schon eine Boolesche Algebra darstellt, fiir keine Kombination
aus Schnittoperation und symmetrischer Differenz ein Distributivgesetz allgemei-
ne Giiltigkeit besitzt.
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Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Abschnitt werden einige der in den folgenden Kapiteln stéindig verwen-
deten Begriffe und Notationen eingefiihrt. Vielfach erkldren wir neue Schreibwei-
sen erst bzw. wiederholen bekannte Begriffsbildungen nochmals an der Stelle, an
der sie tatsdchlich verwendet werden.

Unter einer Algebra A verstehen wir, wie in der universalen Algebra iiblich, eine
Menge A, Trégermenge von A genannt, mit einer Familie von endlichstelligen
Operationen auf A. Eine exakte Definition wird z.B. in Definition 1.1.3 in [Ih]
gegeben. Kalligraphische Buchstaben wie £, B, A bezeichnen stets Algebren, die
zugehorigen Tragermengen lauten dann immer L, B, A usw. Wir schreiben z.B.

A = (A, +,0) fiir eine Algebra A mit Triagermenge A und Operationen + und
0.

Ein orthomodularer Verband ist eine Algebra £ = (L, A,V,",0,1) mit folgenden
Eigenschaften:

1. Die Algebra (L, A,V,0,1) ist ein Verband mit kleinstem Element 0 und
grofftem Element 1. Die zugehérige Verbandsordnung wird mit < bezeich-
net.

2. Die einstellige Operation ’ ist ein Orthokomplement, d.h.:

x A2 =0, zva =1 z<y=y <2, 2"==x

3. Es gilt das orthomodulare Gesetz:

r<y = y=zxzV(yAz)
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Sind nur die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, so liegt ein Orthoverband vor. Die
Notation betreffend werden wir uns weitestgehend an der Standardmonographie
[Ka] orientieren, in der alle verwendeten Definitionen und Sétze aus der Theorie
der orthomodularen Verbénde enthalten sind, soferne nicht ein anderes Zitat an-
gegeben ist. £ bezeichnet immer einen orthomodularen Verband (L, A,V,",0,1),
wenn nicht anderes ausdriicklich erwéhnt wird.

Die Symbole A, V und ’ werden in der Folge auch zur Bezeichnung verschiedener
anderer Operationen verwendet. Dies wird an den entsprechenden Stellen noch
genauer ausgefiihrt (siehe z.B. Beginn von Unterabschnitt 2.2). Die Operations-
symbole N, U und \ bleiben den mengentheoretischen Operationen Durchschnitt,
Vereinigung und Mengendifferenz vorbehalten.

C bezeichnet die Kommutatorrelation in einem orthomodularen Verband, d.h.
es gilt aCb < a = (a Ab) V (a AV). Ein paar einfache Eigenschaften fir die
Kommutatorrelation, die an vielen Stellen verwendet werden, lauten:

e aCb < bCa < aCl/,
e a < b oder a <V impliziert aCb,

e der Kommutator eines Elementes a (das sind alle Elemente, die mit a kom-
mutieren) bildet eine vollstéindige Unteralgebra von L.

Das Zentrum von L besteht aus jenen Elementen, die mit allen Elementen von
L kommutieren und wird mit C(L) bezeichnet. C(L) bildet eine vollstandige
Boolesche Unteralgebra von L.

Der Satz von Foulis und Holland (siehe z.B. Satz 1.3.5 in [Ka]) besagt, daf§ der
von den Elementen a,b,c € L erzeugte Unterverband von L distributiv ist, so-
ferne eines dieser drei Elemente mit den beiden iibrigen kommutiert. Dieser Satz
stellt das wesentliche Rechenhilfsmittel dar und wird praktisch in jeder Rechnung
verwendet. Um die Nachvollziehbarkeit bei etwas komplizierteren Umformungen
zu erleichtern, wurde folgende Schreibweise eingefithrt: Wenn ein Element in ei-
ner Rechnung unterstrichen wird, so bedeutet dies, dafl dieses Element mit zwei
weiteren Elementen (die nachfolgen oder vorangegangen sind) kommutiert und
dafl in der néchsten Umformung das Distributivgesetz auf Grundlage des Satzes
von Foulis und Holland angewendet wird. Wir geben dazu ein Beispiel an:

(anb)VeVv(dne)=(aNnb)V ((cvd)A(cVe)).
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Die Voraussetzung dieser Umformung war cC'd und cCe. Man kann also aus dem
umgeformten Ausdruck ersehen, auf welche Elemente der Satz von Foulis und
Holland angewendet wurde.

Unter einem Ideal I wird immer ein Verbandsideal verstanden, d.h. es hat die
Eigenschaften

l.abel=aVbel,

2. aelundr<a=zel

Gilt die erste Eigenschaft nicht, so sprechen wir von einem Ordnungsideal.



Kapitel 2

Kongruenzrelationen auf
orthomodularen Verbinden

2.1 P-Ideale

Einem bekannten Satz aus der Theorie der orthomodularen Verbédnde zu Folge
(vgl. Satz 2.6.6 in [Ka] und [Fi]) besteht eine bijektive Beziehung zwischen der
Menge der Kongruenzrelationen Con(L£) und gewissen Idealen eines orthomodu-
laren Verbandes £, den sogenannten p-Idealen von L. Dabei heifit ein Ideal I
in L ein p-Ideal, wenn es perspektiv abgeschlossen ist: Zwei Elemente a,b € L
heiflen zueinander perspektiv, in Zeichen a ~ b, wenn ein ¢ € L existiert, fiir das
gilt:
aNc=bANc=0, aVec=bVc=1,

also a und b ein gemeinsames Komplement in L besitzen. Die Perspektivitétsre-
lation ist reflexiv und symmetrisch, i.a. aber nicht transitiv. Die transitive Hiille
von ~ wird mit &~ bezeichnet und heifit Projektivitiatsrelation. Ein p-Ideal I ist
daher ein Ideal mit der Eigenschaft

acl, b~a=0bel.

Der angesprochene Zusammenhang zwischen p-Idealen und Kongruenzrelationen
sieht folgendermafien aus (siehe Satz 2.6.6 in [Kal):

Satz 2.1 1. Ist 0 eine Kongruenzrelation, so ist [0]6 ein p-Ideal.
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2. Ist I ein p-Ideal, so ist die Relation 0 festgelegt durch
abb < (aVb)N(dVY)el

eine Kongruenzrelation.

Die in 1. und 2. angegebenen Zuordnungen zwischen Kongruenzrelationen und

p-Idealen sind zueinander invers.

Ein bekannter Satz zur Charakterisierung von p-Idealen lautet wie folgt (vgl. [Be],
Satz V.4.2):

Satz 2.2 Sei I ein Ideal in L. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. I ist ein p-Ideal,
2. firaleiel undx € L gilt x A (iVa)el,

3. firaleiel undx e L gilt (iVa)AN(GEVa)el

2.2 Der Verband der p-Ideale

Es stellt sich die Frage: Wie iibertragen sich die Operationen aus dem Kongruenz-
verband auf die zugehorigen p-Ideale? Die beiden néchsten Propositionen geben

dariiber Aufkunft.

Zunéchst noch eine Bemerkung zur Notation. Operationssymbole wie A, V usw.
werden in der Folge zur Bezeichnung verschiedener Operationen eingesetzt:

1. Auf Elemente von L angewendet entsprechen sie den Operationen in L.

2. Treten diese Symbole im Zusammenhang mit Teilmengen von L auf, so
bezeichnen sie das Komplexprodukt. Sind z.B. A, B C L, so bezeichnet
AV B’ die Menge {a VUV | a€ A, be B}.

3. Auch das Infimum und Supremum im Kongruenzverband wird mit A bzw.
V bezeichnet.

Da die Argumente in den angefiihrten Féllen jeweils verschieden sind, ist in jedem
Fall klar, welche Operation gemeint ist.
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Proposition 2.3 Der mengentheoretische Durchschnit von p-Idealen ist wieder
ein p-Ideal, und es gilt: Iy N 1o = I; A I.

Beweis: Fiiri € I1 N1y gilt © =i At € I1 A I, und umgekehrt gilt klarerweise
fiir i1 € Iy, io € Iy, daBl i1y Aig € 11 N I5. Damit ist Iy A Iy = I; N I, und mit 2.
von Satz 2.2 folgt die perspektive Abgeschlossenheit dieses Ideals sofort.

Uberraschend einfach kann das Supremum angegeben werden:
Proposition 2.4 Fiir zwei p-Ideale Iy und 15 ist I V Iy ein p-Ideal.

Beweis: Zunéichst zeigen wir, dafl I; V I ein Ideal ist: Es ist klar, dafl I; V I,
abgeschlossen bzgl. V ist. Weiters gilt:

Ist x < iy Vig fiir iy € 11, 19 € Iy, so folgt
(A (V) V(A (V) =2 A (i1 V)V (iaVa)) =z A (i Vig V') =z,

el [SP)
also x € I V I, und folglich I V Iy ein Ideal.

I, V I, ist perspektiv abgeschlossen: Sei y € L, i1 € Iy, i3 € I5, dann gilt:
yA( Vi Vy) =y A1 VY )V (iaVy)) = (WA VYY) V(A VY)) € LV D,
woraus nach Satz 2.2 die Abgeschlossenheit bzgl. Perspektivitét folgt.

Bemerkung: Fiir die beiden symmetrischen Differenzen
zAy=@Vy) A VY), avy=@nry)Vv(@ Ay
gilt auch:
[1 \/[2 = [1&[2 = Il \V/ [2

(die Symbole A und 7 sind in der letzten Gleichung ebenfalls als Komplexpro-

dukt zu verstehen).

Beweis: Fiir x L y gilt, wie man leicht nachrechnet, xtAy = 7y = x V 3.

Sei iy € Iy, i9 € I. Nach 3. von Satz 2.2 ist (i1 V ig) A (i1 V iy) € Iy, weiters ist

io N1y € Iy und (17 Vig) A (i3 V 1) L is Ad}. Nach dem orthomodularen Gesetz
|

Im folgenden bezeichne I(L£) die Menge der p-Ideale von L. Da I) A Iy bzw. I; V I
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offensichtlich das grofitmogliche p-Ideal unter bzw. das kleinstmégliche iiber I
und [, darstellt, folgt unmittelbar:

Satz 2.5 Der Kongruenzverband (Con(L),A,V) ist isomorph zum Verband der
p-Ideale (I(L),N\,V), die Abbildung ¢ : Con(L) — I(L), p(0) = [0]0, ist ein

Isomorphismus.

Als néchstes untersuchen wir den Kongruenzverband im Hinblick auf Komple-
mente.

Definition 2.6 FEs sei [ ein Ideal. Dann bezeichne I* = {x € L | Vie I : x <
i'}. I* besteht also aus den unteren Schranken von I'.

Proposition 2.7 Ist I ein p-Ideal, dann auch I*.

Beweis: Als Menge von unteren Schranken ist I* natiirlich ein Ideal. Fiir ¢ € 1
und x € L gilt nach Satz 2.2 zA(ivVa') € I also folgt fiir a € I*, daBa < 2’V (i’ Az)
ist. Das impliziert 2 A (aVa') < zA(2'V (' Az)) = ' Az < 7', also ist I* perspektiv
abgeschlossen.

|

Fiir ein p-Ideal I kann [* auch auf folgende Weise beschrieben werden:
Lemma 2.8 I*={x e L |Viel: o Ni=0}.

Beweis: Wenn x < ¢, dann folgt natiirlich x A7 = 0. Gilt umgekehrt z A7 = 0 fiir
alle ¢ € I, dann gilt auch (Satz 2.2) xA(xA(iVa')) = 0, woraus 2’V (zA(iVa')) = o/
folgt und damit i V 2/ = 2/, also = < ¢’ gilt.

l

Die Notation betreffend erinnern wir daran, da§ C'(£) die Menge der zentralen
Elemente von £ bezeichnet.

Lemma 2.9 Fin Hauptideal [0,c| ist genau dann ein p-Ideal, wenn ¢ € C'(L).

Ein Beweis fiir dieses Lemma 148t sich unmittelbar aus Satz 2.2 ableiten und ist
implizit in Satz 2.6.10 von [Ka] enthalten.

Eine Aussage des letzten Lemmas 148t sich noch verschérfen:
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Proposition 2.10 FEzxistiert das Supremum c eines p-Ideales, dann ist ¢ ein zen-
trales Element.

Beweis: Wenn ¢ =sup [ gilt, dann folgt direkt I* = [0, ], also ist ¢ nach Lem-
ma 2.9 ein zentrales Element und somit auch c.

O

Es ist bekannt (vgl. Korollar I1.3.11 in [Gr]), daf der Kongruenzverband eines
Verbandes pseudokomplementér ist, d.h. es gibt zu jeder Kongruenzrelation 6
eine grofite Kongruenz ¢ mit der Eigenschaft 6 A = A, wobei A die Identitéts-
relation bezeichnet. Dieses 1) heifit Pseudokomplement von 6 und wird mit 6*
bezeichnet. Da die Kongruenzen eines orthomodularen Verbandes (L, A, V,",0,1)
mit den Kongruenzen des Verbandes (L, A, V) iibereinstimmen (vgl. [Kal, S. 74,
Bemerkung vor Lemma 1), ist auch der Kongruenzverband eines orthomodularen
Verbandes pseudokomplementéir. Allgemein kann das Pseudokomplement iiber

0 =\ v

YAI=A

die Formel

angegeben werden.

Proposition 2.11 Fiir jedes p-Ideal I ist I* das Pseudokomplement im Verband
der p-Ideale.

Beweis: Auf Grund der Definition von I* ist die Beziehung I A I* = {0} klar.
Was noch zu zeigen bleibt, ist, daf fiir ein beliebiges p-Ideal J aus I A J = {0}
schon J C I* folgt. Seii € I, j € J,dannist i A (j Vi) e INJ =1ANJ={0},
woraus sich ¢ =4'V (i A (j V') =7 V7, also j <4 ergibt. Damit ist J C I*.

(|

Wenn ein p-Ideal I ein Komplement besitzt, so mufl nach der Definition des Pseu-
dokomplements I* ein Komplement sein. Da zudem der Verband der p-Ideale dis-
tributiv ist (vgl. Satz I1.3.11 in [Gr] und die Bemerkung vor der letzten Proposi-
tion), ist dann I* das einzige Komplement. Mit Hilfe der expliziten Beschreibung
des Pseudokomplements 148t sich nun einfach feststellen, wann ein p-Ideal ein
Komplement besitzt.

Satz 2.12 Ein p-Ideal besitzt genau dann ein Komplement, wenn es ein Haupt-
ideal ist.
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Beweis: Wenn [ = [0, ¢] ein Hauptideal mit ¢ € C(L£) ist, dann ist offensichtlich
I* = [0,] ein Komplement. Gilt umgekehrt I V I* = L, so existieren ¢ € I und
j € I*, sodaBl i V j = 1. Daraus folgt wegen j < i’ nach dem orthomodularen
Gesetz j =i AN (j Vi) =1, was [ = |0,i] zur Folge hat, weil i = 5/ > x fiir alle
x € [ gilt.

U

Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 2 in [Jal.

Unmittelbar einsichtig auf Grund der Definition von I* ist die folgende Aussage:

Lemma 2.13 FEs gilt I* = {0} genau dann, wenn supl = 1, und I* = L genau
dann, wenn I = {0}.

Eine Algebra A = (A, Q) heifit subdirekt irreduzibel, wenn fiir jede Einbettung

¢:A— [l A; mit der Eigenschaft, daf fiir die Projektion m; von [] A; auf A,,
jEA jEA

m; o @ fiir alle ¢ € A surjektiv ist, ein ¢ € A existiert, sodal 7; o ¢ ein Isomorphis-

mus ist. Diese Eigenschaft ist dazu dquivalent, dafl im Kongruenzverband von

A das kleinste Element A genau einen oberen Nachbarn besitzt (siche z.B. [Ih],

Satz 5.2.6).

Unter den Boolschen Algebren sind nur die ein- und die zweielementige Algebra
subdirekt irreduzibel. Bei orthomodularen Verbénden ist die Klasse der subdirekt
irreduziblen Algebren wesentlich gréfler. Sie enthélt natiirlich alle einfachen Alge-
bren, fiir welche im nachfolgenden Lemma ein paar Beispiele angegeben werden.
Zuvor wiederholen wir noch zwei bekannte Begriffsbildungen.

Unter einer horizontalen Summe einer Familie B;, 7 € A, von Booleschen Algebren
ist jener orthomodulare Verband zu verstehen, der entsteht, wenn alle Null- bzw.
Einselemente der B; identifiziert werden und ansonsten die disjunkte Vereinigung
der B; gebildet wird (siehe z.B. Abschnitt 1.4 in [Ka]).

Eine Hilbertraumlogik £(H) ist ein orthomodularer Verband, der als Trager-
menge die Menge der abgeschlossenen linearen Teilrdume eines Hilbertraumes
‘H besitzt, wobei die Inklusion C als Verbandshalbordnung und das orthogonale
Komplement als Komplementbildung fungiert (siche z.B. Abschnitt 1.5 in [Kal).

Lemma 2.14 Die folgenden orthomodularen Verbinde sind einfach:

1. Nichttriviale horizontale Summen von Booleschen Algebren (d.h. mindes-
tens zwei Summanden mit mehr als zwei Elementen)
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2. Hilbertraumlogiken L(H), wobei dimH < oo

Beweis: Was die horizontale Summe von Booleschen Algebren betrifft, sind je
zwei von 0,1 verschiedene Elemente z,y, die in verschiedenen Blocken liegen,
zueinander perspektiv (gemeinsames Komplement '), und aus z V y = 1 folgt
die Einfachheit.

Zwei Unterrdume eines endlichdimensionalen Raumes sind genau dann perspek-
tiv, wenn sie dieselbe Dimension haben. Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt
direkt aus dem Dimensionssatz fiir Unterrdume U; und Us,

umgekehrt konstruiert man leicht fiir zwei Unterrdume mit derselben Dimension
ein gemeinsames Komplement. Wenn also irgendein vom Nullraum verschiedener
Unterraum in einem p-Ideal liegt, dann schon alle Unterrdume mit derselben Di-
mension wie dieser, und wegen der Abgeschlossenheit bzgl. V enthélt das p-Ideal
damit alle Unterrdume, woraus die Einfachheit folgt.

O

Jetzt wird ein Beispiel dafiir angegeben, dafl nicht jeder subdirekt irreduzible
orthomodulare Verband einfach ist.

Lemma 2.15 Der Kongruenzverband des Verbandes der abgeschlossenen Un-
terraume eines unendlichdimensionalen separablen Hilbertraumes ist eine drei-
elementige Kette.

Beweis: Die endlichdimensionalen Teilraume bilden das kleinste p-Ideal iiber
{0} (vgl. Bemerkung in [Ka| nach Satz 2.6.10).

Zu zeigen bleibt also noch, dafl ein p-Ideal I, welches einen unendlichdimen-
sionalen abgeschlossenen Teilraum M des Hilbertraumes H enthélt, schon alle
Teilraume umfafit. In der Folge bezeichne (A) den von einer Teilmenge A von H
erzeugten abgeschlossenen Teilraum und A+ den Orthogonalraum von A. Nehmen
wir vorerst dim M =dim M+ = oo an, und sei M = ({x; | k € 2N}), M+ =
({xr | k € 2N —1}), wobei {z) | k € N} ein vollsténdiges Orthonormalsystem
von H ist. Wir behaupten, dal N = ({z4_1 + 2 | £ € 2N}) ein gemeinsames
Komplement von M und M* ist. Da auch die Mengen {x, | k € 2N} U {zp_; +
x| k € 2N} und {zy | £ € 2N — 1} U {1 + xr | k € 2N} vollsténdige
Orthonormalsysteme sind, folgt MV N = M+V N = H und aus der Eindeutigkeit
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der Darstellung von = € H in der Form > Agzj folgt unmittelbar M A N =
keN

M+ AN = {0}. Also liegen M und M~ in I und damit alle abgeschlossenen
Teilrdume.

Den Fall dim M+ < oo kann man auf den eben behandelten Fall zuriickfiihren, da
dann ein abgeschlossener Teilraum M; mit M; C M und dim M; =dim ]\41L = 00
existiert, also wieder My, M- € I gilt.

O

Bemerkung: Falls H nicht separabel ist, so gibt es noch weitere p-Ideale (siehe
Satz 2 in [Fi]).

Nach diesen Beispielen sollen einige allgemeine Aussagen im Zusammenhang mit
subdirekter Irreduzibilitit gemacht werden.

Proposition 2.16 Wenn L subdirekt irreduzibel ist, so besitzt jede perspektiv ab-
geschlossene Teilmenge von L, die ein Element verschieden von 0 und 1 enthilt,
das Supremum 1 und Infimum 0.

Beweis: Auf Grund der Existenz eines einzigen oberen Nachbarn von {0} im
Verband der p-Ideale folgt I* = {0} und damit sup I = 1 fiir alle p-Ideale I # {0}.
Da das von einem Element a € L erzeugte p-Ideal das von den zu a projektiven
Elementen erzeugte Verbandsideal ist (vgl. Satz 2.6.8 in [Kal), erhélt man daraus
die Behauptung iiber das Supremum einer perspektiv abgeschlossenen Menge.
Wie man sofort einsieht, ist fiir eine perspektiv abgeschlossene Menge P auch P’
perspektiv abgeschlossen, also ist sup P’ = (inf P)’ = 1 und folglich inf P = 0.

O

Ein Element a eines pseudokomplementéiren Verbandes heifit dicht, wenn das
Pseudokomplement a* = 0 ist. Proposition 2.16 sagt also insbesondere, daf} in
einem subdirekt irreduziblen orthomodularen Verband jedes vom Nullideal ver-
schiedene p-Ideal dicht ist. Die Umkehrung kann im folgenden unter einer Zu-
satzbedingung bewiesen werden.

Proposition 2.17 Erfillt der Kongruenzverband von L die absteigende Ketten-
bedingung und ist jedes von {0} wverschiedene p-Ideal dicht, so ist L subdirekt
wrreduzibel.

Beweis: Die dichten Elemente in einem pseudokomplementéren Verband bilden
immer einen Filter (siche z.B. 2.3 in [Kt]). Aus der Kettenbedingung folgt dann,
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daf sie sogar einen Hauptfilter bilden, folglich ist £ subdirekt irreduzibel.
U

In diesem Zusammenhang soll erwahnt werden, dafl sich Proposition 2.10 wie
folgt erweitern 1aft:

Proposition 2.18 Besitzt eine perspektiv abgeschlossene Teilmenge von L ein
Supremum oder Infimum, so ist dies stets ein zentrales Element.

Beweis: Da das von einer perspektiv abgeschlossenen Menge M erzeugte p-Ideal
mit dem von M erzeugten Verbandsideal iibereinstimmt (vgl. Lemma 2.6.7 in
[Kal), folgt die Aussage tiber das Supremum direkt aus Proposition 2.10. Fiir das
Infimum kann man das gleiche Argument angewendet auf M’ heranziehen.

O

Eine Algebra A heifit direkt irreduzibel, wenn aus A = A, x A, folgt, daf
|A1] =1 oder |Ay] = 1.

Korollar 2.19 Ein vollstindiger orthomodularer Verband ist genau dann direkt
irreduzibel, wenn jede perspektiv abgeschlossene Menge, die ein Element x # 0,1
enthdlt, das Supremum 1 und das Infimum 0 besitzt.

Beweis: Ein orthomodularer Verband ist genau dann direkt irreduzibel, wenn
C(L) = {0,1} ist (siehe z.B. Satz 2.6.9 in [Ka]). Die Notwendigkeit der angege-
benen Bedingung folgt daher direkt aus der Vollstdndigkeit und der vorherigen
Proposition. Umgekehrt ist fiir ein zentrales Element ¢ die Menge {c} perspektiv
abgeschlossen, also ist die Bedingung auch hinreichend.

O

Der Kongruenzverband eines jeden Verbandes ist nicht nur pseudokomplementér,
sondern sogar relativ pseudokomplementér (auch Brouwersch genannt), d.h. fiir
jedes Paar 6 und ¢ von Kongruenzen gibt es eine Kongruenz 6 x 1) mit der Ei-
genschaft
OND <Y & < 0%

(siehe z.B. Satz VI.9 in [Bi]). Jeder Brouwersche Verband ist distributiv (siehe
Satz I1.18 in [Bi]). Das Pseudokomplement 6* erhilt man als Spezialfall: 0* = 6x0.
Auch dieses relative Pseudokomplement kann nun einfach beschrieben werden:

Proposition 2.20 Fiir p-Ideale I und J wird das relative Pseudokomplement
I x J gegeben durch
IsJ={xelL|axnICJ}.
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Beweis: Nach dem Beweis von 2.9 in [Kt] gilt, dafl I % J gleich dem Pseudo-
komplement von I im Intervall [I A J, L] ist. Nun ist aber der Verband [I A J, L]
isomorph zum Kongruenzverband der Faktorstruktur £/(I A J) (vgl. Satz 4.2.1
in [Ih]). Bezeichnet [a] die Kongruenzklasse von a in £/(I A J), so bedeutet die
Bedingung z A I C J genau [x] A [i] = [0] fiir alle ¢ € I. Daraus folgt mit Lem-
ma 2.8 die Behauptung.

U

Allgemein gelten folgende Beziehungen in einem Brouwerschen Verband:

Lemma 2.21 1. bva* <axb< (bVa*)™.
2. (axb)* =b"ANa**.

Beweis: Zu 1.: Die linke Ungleichung folgt aus a A (bV a*) =a A b < b.

Gilt umgekehrt aAc < b, so folgt (aVa*)A(cVa*) < bVa*. Bildet man auf beiden
Seiten das zweifache Pseudokomplement (erhélt die Ordnung) und verwendet die
allgemeingiiltigen Beziehungen

so erhdlt man (c V a*)* < (bV a*)™, woraus wegen ¢ < (¢ V a*)** die zweite
Ungleichung folgt.

2. folgt unmittelbar aus 1., weil z < y < 2™ impliziert 2 < y* < z* und damit
Yyt ="

U
Bemerkung: 2. wird auch in Satz IX.2.3 in [BD] bewiesen.

Es wird nun an Hand von Beispielen gezeigt, dafl im Kongruenzverband eines
orthomodularen Verbandes, ja selbst im Kongruenzverband einer Booleschen Al-
gebra keine der beiden in 1. von Lemma 2.21 angegebenen Schranken und auch
das dazwischen liegende Element 0** VV a* nicht in jedem Fall mit a * b {iberein-
stimmen mu#f:

Zunéchst zeigen wir, daf bV a* < 0** Va* < (bV a*)** gilt: Die linke Ungleichung

ist wegen b < b** klar. Da die Funktion x — x* monoton ist, erhédlt man b** <
(bVa*)™ und a* < (bV a*)**, woraus die rechte Ungleichung sofort folgt.

Weiters gilt (siche 2.12 in [Kt]): Ist b abgeschlossen, d.h. es gilt b = b**, dann
folgt a b = (b V a*)™, d.h. das relative Pseudokomplement stimmt mit der
oberen Schranke iiberein.
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Wir betrachten jetzt folgendes Beispiel: Sei B die Boolesche Algebra, die aus den
endlichen Teilmengen der natiirlichen Zahlen N und ihren Komplementdrmengen
besteht und bezeichne N, die Menge der geraden und N,, die Menge der ungeraden
Zahlen. Ist I das Ideal, das alle endlichen Teilmengen von N, enthélt, so besteht
I* genau aus den endlichen Teilmengen von N, und /** = I. Fiir J = I besteht
JVI*=1VI*=T1"VI" genau aus den endlichen Teilmengen von N, wahrend
klarerweise I * J = B gilt. Dieses Beispiel zeigt also insbesondere, dafi J** Vv [* <
I % J gelten kann.

Betrachten wir andererseits irgendein J mit J < J** (z.B. J besteht aus den
endlichen Teilmengen von N) und setzen [ = J**, so gilt I«J < J*VI* = J*V.J*
denn I A (J*V I*) = J" £ J.

Also stimmt keines der Elemente J V I*, J** Vv I*, (J V I*)™ mit dem relativen
Pseudokomplement I * J in jedem Fall {iberein.

2.3 Zusammenhang zwischen den einzelnen
Kongruenzklassen

Nun wenden wir uns konkreten Kongruenzen zu und betrachten die einzelnen
Kongruenzklassen néher.

Zunéchst betrachten wir den Fall, da} das p-Ideal ein Hauptideal ist. Was die
Kongruenzklassen betrifft, verhalten sich diese Kongruenzrelationen wie im Falle
einer Booleschen Algebra:

Proposition 2.22 Sei ¢ € C(L), 6 die dem p-Ideal I = [0,c] entsprechende
Kongruenz. Dann gilt:
[al0 =Jand,aV (]

und alle Kongruenzklassen sind — mit der von L auf Intervalle induzierten ortho-
modularen Struktur — zueinander isomorph, konkret ist

I — [da]d
wa'{x — (aNd)Vz

ein Isomorphismus.

Beweis: Sei a € L beliebig; nach Lemma 2.6.5 in [Ka| gilt af0b < aAb € I, also
folgt daraus:
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bla <= (aVh) N (@ V) <ces (anb)V(dAY) >,

woraus sich durch Bilden des Supremums jeder Seite der ersten Ungleichung mit
a ergibt: a V¢ > aVb>b, also folgt a V¢ = max[a]d wegen (a V c)fa.

Durch Bilden des Infimums jeder Seite der zweiten Ungleichung mit a erhélt man:
aNd <aNb<b, also folgt a A ¢ = min[a]f wegen (a A ¢)fa.

Da jede Kongruenzklasse einen konvexen Unterverband darstellt, ergibt sich [a]0 =
[and,aV .

Nun zeigen wir, dafl ¢, ein Isomorphismus ist:

1) @, ist wohldefiniert: Fiir x € I gilt ((aAd)Va)8((aA1)V0), also (aAd)Va € [a]f.
2) @, ist surjektiv: Sei b € [a]@, d.h. bfa, dann gilt a A ¢ = min[a]d = min[b]d =
bA[d, also folgt b= (bA)V(bAc) = (aNnd)V (bAc)und bAc € I, dh.
wa(bAc) =b.

3) @, ist injektiv: Aus b = (a A ') V x folgt durch Schneiden beider Seiten mit
¢ unter Ausniitzung des orthomodularen Gesetzes, dafl b A ¢ = x ist, also ist x
eindeutig bestimmt.

4) ¢, ist mit den Operationen vertréiglich: Bezeichne * die von £ auf [a A/, a V (]
induzierte Komplementbildung und + jene auf [0, ¢], also

2= (aNd)V(ZA(aVc)),

=2 Ac,

dann erhélt man (p,(x))* = (aAd)V (' AN(@Ve)A(aVe)) = (aNd)V (2 Ne) =
90a<$L)'
Klarerweise gilt ¢q(x) V ¢a(y) = pa(x V y), und da A aus Komplementbildung
und V mit Hilfe der de Morganschen Regeln zusammengesetzt werden kann, ist
damit alles gezeigt.

|

Bemerkungen:

1. Die zu [0, ¢] gehorige Kongruenz 6 kann auch wie folgt charakterisiert wer-
den:
abb=aVe=bVcesahd =bAC .

2. Die Umkehrabbildung zu ¢, ist gegeben durch ¢ ;'(y) = y A ¢, und mit-
tels der Komposition ¢, o ¢ ;' (z) = (z Ac)V (b A ) erhilt man einen
Isomorphismus von [a|6 nach [b]6.
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3. Die Abbildung ¢, : I — [a]d, ¢.(z) = (aV ) Az ist ein dualer Isomorphis-
mus.

4. Mit ¢ € C(L) gilt L =[0,c] x [0,¢], und der Homomorphismus
. { [0,¢] < [0,¢] — [0, ¢
@y =y
hat den Kern [0, ] x {0}; es gilt also £/[0,¢] = [0,].

Beweis: Zu 1.: Wenn a V ¢ = bV ¢, dann folgt af(a V ¢), (bV ¢)0b, also abb.
Die umgekehrte Richtung ist bereits in der vorigen Proposition bewiesen worden.
Entsprechend geht man bei der zweiten Aquivalenz vor.

Zu2.: Firaz <cgilt (xV(aAd))ANec=xAc=z, woraus die Behauptung sofort
folgt.

3. folgt aus @,(x) = (pa(x))*, 4. ist mit Satz 1.3.1 aus [Ka| unmittelbar einsichtig.

O

Nun kommen wir zum Fall, dafl ein beliebiges p-Ideal vorliegt. Es sei bzgl. der No-
tation nochmals daran erinnert, dafl Operationen wie A, V, ' oder A angewendet
auf Teilmengen von L (bei einelementigen Mengen werden die Mengenklammern
weggelassen) das Komplexprodukt mit diesen Operationen bezeichnen.

Proposition 2.23 Sei 0 eine Kongruenzrelation auf L und I das zugehirige
p-Ideal, dann gilt fir alle a € L

a0 = (aVI)ANT
=(anI)VI.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fir die Darstellung [a]6 = (a V I) A I’, die
zweite Gleichung kann auf analoge Weise erhalten werden.

Fiir 4,5 € I gilt ((a Vi) A 7)0((aV0) A1), dh. ((aVi)Aj)ba.
Gelte afb, dann erhélt man durch zweimalige Anwendung des orthomodularen
Gesetzes
b= (aVOANDV(dAV))=(aV((aVb)Ad))ANDV(dAV)) € (aVI)ANT' denn
((avb)ynad)b((aVa)Na)und (bV (' AD))ODV (U AY)).

U
Bemerkung: In Booleschen Algebren hat man die Darstellung [a]d = aAl.
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Diese ist im allgemeinen im orthomodularen Fall nicht moglich, wie das Bei-
spiel des 6-elementigen orthomodularen Verbandes MO, (siehe Diagramm) zeigt:

MO,

Sei 6 die Allrelation, also I = L, und seien a,b erzeugende Elemente von MOs,

dann gilt aAI = {0, a,d’,1} # [a6.

Auch im allgemeinen Fall kann man das zur Kongruenzrelation gehérende p-Ideal
aus einer beliebigen Kongruenzklasse zuriickgewinnen.

Proposition 2.24 Sei 0 eine Kongruenzrelation von L und I das zugehirige
p-Ideal, dann gilt fir alle a € L

1= ([9)2([a)).

Beweis: Wenn afb, dann erhilt man aAb = (aVO)A(a'VV)0(aVa)A(a'Va'),
also (aAb)60.
Fir i € I'ist b := a Vi € [a]d, weiters gilt (bAI)O(BAO), d.h. (bA7)6b,
also bAI € [a]d; nun erhélt man bA(bAL) = DAbDAY) =bA (i V) =i, also
i € ([a]0)A([a)f).

t
Im folgenden soll charakterisiert werden, welche Teilmengen eines orthomodularen

Verbandes Kongruenzklassen darstellen konnen. Fiir Ideale ist diese Aufgabe mit
Satz 2.2 erledigt, und fiir Filter folgt durch Dualisieren unmittelbar:

Proposition 2.25 Fliir einen Filter F' in einem orthomodularen Verband sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. F =[1]0 fir eine Kongruenzrelation 0,
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2. F st perspektiv abgeschlossen,

3. fir allea € F undx € L gilt xV (a N2') € F.

Liegt ein Filter F' mit diesen Eigenschaften vor, so kann eine Kongruenzrelation
0 wie folgt festgelegt werden:

20y & 27y € F.

Auch diese Aussage erhilt man direkt aus der bekannten Bedingung fiir Ideale
(vgl. Satz 2.1).

Fiir Intervalle 148t sich die folgende Charakterisierung angeben:

Proposition 2.26 Seien a,b € L mit a < b. Dann gilt: Das Intervall [a,b] ist
genau dann Klasse einer Kongruenzrelation, wenn b A a' ein zentrales Element
15¢.

Beweis: Ist [a,b] Kongruenzklasse und I das zugehorige p-Ideal, so folgt aus
Proposition 2.24 I = [a,b|Ala,b]. Fir z,y € [a,b] gilt xtAy = (zVy) A (2’ Vy') <
bAa und bAd € I, folglich ist b A @’ das grofite Element von I und daher
notwendigerweise ein zentrales Element (siche Lemma 2.9).

Gilt umgekehrt, dafi ¢ := b A @ ein zentrales Element ist, so erhélt man a A ¢ =
aN(aVV') = aund a < bimpliziert aVe = aV(bAd’) = b. Alsoist [a, b] = [aAc, aV(]
nach Proposition 2.22 eine Kongruenzklasse.

U

Nun aber zu beliebigen Kongruenzklassen. Es ist klar, dal jede Kongruenzklasse
ein konvexer Unterverband sein muf. Fiir Boolesche Algebren ist diese Bedingung
bekanntlich auch hinreichend, was fiir orthomodulare Verbéande, wie schon die
Ergebnisse fiir Ideale und Filter zeigen, nicht der Fall ist. Vorerst sollen zwei
Hilfssétze bewiesen werden.

Lemma 2.27 Ist V' ein konvexer Unterverband von L, so ist VAV ein Ideal.

Beweis: Seien vy, vy € V. Da v1Avg = (v1Vug) A(v1Avg) gilt, kann jedes Element
von VAV in der Form vy A v} mit vy, vy € V, v > vq, dargestellt werden.

Zunéchst zeigen wir, dal VAV ein Ordnungsideal ist: Sei z < vy A v, v1 > vs.
Daraus ergibt sich

va=v A (v Voy) <o Ax = v Ax <oy,
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also ist v; Az € V. Weiters erhélt man
n AN Az) = v Ay Ax') =v A (Vo) =,

folglich gilt z € VAV

Fiir v1 > vy und v3 > vy gilt
(01 AV2) V (v3A04) = (v1 AVh)V (v3AV)) < (V1 Vuz) A(vy Vo) = (v Vo) A(ve Avy),

also ist VAV nach Obigem auch bzgl. V abgeschlossen und damit ein Ideal.
l

Lemma 2.28 Sei V' ein konvexer Unterverband von L, v € V und I = VAV,
Dann gilt V.= (vVI)NT.

Beweis: Seien vy, v, € V. Wegen v < vV (11 Av3) <oV Vo giltovICV,
und aus v A v; Avg < v A (11 Av3)" < v folgt schlieBlich (v VI)AT' C V.

Ist umgekehrt v € V, dann erhalten wir u/A(u Av) = u A (v V') € I, also
vV (uA (W V) =uVoe € vV I. Weiters ist (uVov)Au' = (uVv)Au € I, folglich
uV (v AvV') € I'und damit u = (u Vo)A (uV (' AV)) e (vVI)ANT'.

(|

Mit diesen Ergebnissen kann jetzt folgende Charakterisierung angegeben werden:

Proposition 2.29 FEin konvexer Unterverband V von L ist genau dann die Klas-
se emner Kongruenzrelation von L, wenn fir alle vi,vo € V mit vy > vy und x € L
gilt:

vV (z A (2" V (1 Ay))), v1 A (2 V(2" A (v V))) € V.

Beweis: Mit Hilfe der Substitutionseigenschaft von Kongruenzen zeigt man
sofort, dafl die angegebenen Bedingungen notwendig sind.

Fiir das Hinreichen mufl auf Grund der beiden Lemmata und Proposition 2.23
muf} nur noch gezeigt werden, dafl I = VAV perspektiv abgeschlossen ist.

Sei vi,v9 € V, v1 > vy und x € L. Dann gilt nach Voraussetzung vy :=
vV (zA(Z'V (01 AV)))), vy == vy A(2'V (z A (vaV0]))) € V, also vsAvg = v3Av) € 1.
Weil vz Avly > zA(2'V (v1 Av))), folgt damit aus Lemma 2.27 x A (2'V (vi Avh)) € 1,
also ist I ein p-Ideal.

O
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2.4 Kongruenzvertauschbarkeit, -regularitit,

-uniformitat

In der universalen Algebra wird eine Varietét V kongruenzregulir genannt, wenn
fiir jede Algebra A = (A,Q) € V und Kongruenzrelationen 6,1 € Con(A) aus
der Gleichung [a)0 = [b]¢) fiir a,b € A folgt, dal 6 = ¢ gilt, also mit anderen
Worten jede Kongruenzklasse die Kongruenzrelation eindeutig festlegt.

V heifit kongruenzuniform, wenn unter den gleichen Voraussetzungen wie oben
[[a]0] = |[b]0] fiir alle a,b € A gilt (siehe z.B. [Bt]).

V heifit kongruenzvertauschbar, wenn stets # o = 1) o6 gilt, wobei o hier das Re-
lationenprodukt bezeichnet. Die letzte Bedingung ist bekanntlich zu V) = o
dquivalent. Gilt zusétzlich zur Kongruenzvertauschbarkeit, dal der Kongruenz-
verband distributiv ist, so nennt man V arithmetisch.

Es ist bekannt, da} der Kongruenzverband eines Verbandes distributiv ist. Da
die Kongruenzen eines orthomodularen Verbandes (L, A, V,”,0,1) mit den Kon-
gruenzen des Verbandes (L, A, V) iibereinstimmen (vgl. [Kal, S 74, Bemerkung
vor Lemma 1), ist auch der Kongruenzverband eines orthomodularen Verban-
des distributiv. Weiters folgt aus Satz 3.6 in [Hal|, da8 orthomodulare Verbénde
auch kongruenzregular und kongruenzvertauschbar, also insbesondere arithme-
tisch sind.

Diese Resultate und die Kongruenzuniformitét fiir orthomodulare Verbénde kon-
nen auch in einfacher Weise aus den in Abschnitt 2.3 angegebenen Darstellungen
der Kongruenzklassen abgeleitet werden. Dies soll jetzt durchgefiihrt werden.

Proposition 2.23 in Verbindung mit Proposition 2.24 zeigt, daf} jede beliebige
Kongruenzklasse die Kongruenzrelation eindeutig bestimmt, also gilt:

Satz 2.30 Die Varietdt der orthomodularen Verbinde ist kongruenzreguldr.

Die Darstellung der Kongruenzklassen und die Aussagen iiber das Rechnen mit
p-Idealen liefern auch die Grundlage fiir den folgenden Satz:

Satz 2.31 Die Varietdt der orthomodularen Verbdnde ist arithmetisch.

Beweis: Zunichst zeigen wir, wie einfach die Distributivitidt des Kongruenzver-
bandes eines orthomodularen Verbandes mit Hilfe von p-Idealen einzusehen ist:
Seien [, J, K p-Ideale. Es ist zu beweisen, da8 I A (JV K) C (IAJ)V (I ANK); die
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inverse Relation gilt ja stets. Seii € IA(JV K), alsoi € I und i = j V k fiir ent-
sprechendes j € J, k € K. Daraus folgt iVj' = iVEK' = 1, also j = jA(IV]') € INJ
und k =k A (iVE') € I ANK, woraus sich schlieBlichi = jvk e (IANJ)V(IANK)
ergibt.

Nun zur Vertauschbarkeit: Seien 6,1 Kongruenzen und bezeichne allgemein [y
das zur Kongruenzrelation ¢ gehorende p-Ideal. Zu zeigen ist 8 V ¢ = 6 o ). Da
0V O 6ot immer gilt, reicht es, die umgekehrte Inklusion nachzuweisen:

Fir (z,y) € 0 V¢, d.h. y € [z](0 V 1) folgt nach Proposition 2.23 die Existenz
von 4, j € Ipyy : y = (x Vi) Aj'; da nach Satz 2.5 Iy, = Ip V I gilt, folgt

Jiv, 1 € Lo, d2,J2 € Iy 1 i =11 Vig, J=7j1V Ja
Daraus ergibt sich
(x Viy Vig) A (31 A jdg)b(x Vi VO) A (j; A1)8(x vV O) AL

Der Ausdruck ganz links stimmt mit y iiberein, der ganz rechts mit x, und wir
erhalten (x,y) € Qo 1, also O V) C o).

Jetzt wird die Kardinalitéit der einzelnen Kongruenzklassen untersucht.
Satz 2.32 Die Varietdt der orthomodularen Verbdnde ist kongruenzuniform.

Beweis: Bezeichne 0 eine beliebige Kongruenzrelation und 7 das zu 6 gehorige
p-Ideal.

L.Fall — || ist endlich: Dann ist I nach Lemma 2.9 ein Hauptideal [0,c| mit
c € C(L), und fiir diesen Fall wurde die Gleichméchtigkeit der Kongruenzklassen
schon in Proposition 2.22 nachgewiesen.
2.Fall — |I] ist unendlich: Sei a € L, dann gilt wegen [a]d = (a V I) A I’ die
Ungleichung |[a]d] < |I|? = |I|, und aus I = ([a]0)A([a)f) erhilt man |I| < |[a]6]?,
woraus insgesamt |[a]d| = |I]| folgt.

U
Die Eigenschaft einer Varietét arithmetisch zu sein, kann bekanntlich auch durch
die Existenz gewisser Termfunktionen charakterisiert werden (siche z.B. Satz 6.4.8
in [Th]):
Eine Varietét V ist genau dann arithmetisch, wenn ein dreistelliger Term p(x, y, 2)
(im folgenden Pixley—Term genannt) existiert, soda$ in allen Algebren von V die
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Gleichungen

plx,z,y) = ply, z,y) = ply, z,2) =y
gelten.
Fiir Boolesche Algebren lautet der einfachste Pixley—Term

p(x,y,2) = (@ AY)V(eA2)V (Y Az).

Fiir orthomodulare Verbande wurden in [Ka] in Bemerkung 3 auf Seite 83 zwei
Pixley—Terme angegeben:

p(z,y,2) = (A@VY)V(EAY)A(zAy) V(@ AY)))V
(A VYY) VEAY)A@VY) AR VY))
pa(z,y,2) = (@VyVz)A(@V (@ AY)) ARV (Y A))

Hier wird ein weiterer Pixley—Term angegeben.

Proposition 2.33 Der Term

p(x,y,2) = A (A )AWY V)V (2 A"V Y))

ist fiir orthomodulare Verbinde ein Pixley—Term.

Beweis: Die geforderten Identitdten werden nachgerechnet:

plr,z,2) =N ((xA2)A@' V) V(eAr)=(zA1)V0 =z

p(,2,2) = (A ((A2) D))V (e A2V ) = (A ((ZA2) V)V (EA(E"V ) =
(x/\z)\/(x/\(:r: Vz)) ==

p(x,y,x) = (e (zA \/y')))\/(%A(x'Vy')) = (en @'V (zAY))) V(A (@ VY)) =
(@Ay)V(z A" VY)) =

O

In Proposition 3.18 wird mit Hilfe der in diesem Abschnitt besprochenen sym-
metrischen Differenzen ein Term mit dhnlichen Eigenschaften angegeben.

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl das orthomodulare Gesetz die zentrale Rolle
fiir die Herleitung von Kongruenzvertauschbarkeit, -regularitdt und -uniformitét
spielt. Betrachtet man Orthoverbénde, also beschrinkte Verbdnde mit einer in-
volutorischen Komplementbidung ’, die den de Morganschen Gesetzen geniigt, so
gilt fiir diese Varietét keine der drei genannten Eigenschaften.
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Satz 2.34 Die Varietit der Orthoverbinde ist weder kongruenzvertauschbar, noch
kongruenzreguldr oder -uniform.

Beweis: Wir geben fiir jede der Eigenschaften einen Orthoverband an, der diese
Eigenschaft nicht besitzt.

Zunéchst betrachten wir Og, den kleinstmoglichen Orthoverband, der nicht or-
thomodular ist (siche Diagramm).

1
b a
a b
0
Og

Es seien a,b mit a < b erzeugende Elemente von Og. Fiir die von (a,b) erzeug-
te Kongruenz 6 gilt, wie man sofort einsieht, [0]0 = {0} = [0]A, wobei A die
identische Relation bezeichnet, und |[a]f| = |{a, b}| > |[0]0|, was der Kongruenz-
regularitdt bzw. -uniformitit widerspricht.

Als Gegenbeispiel zur Vertauschbarkeit betrachten wir den Orthoverband L =
{0,a,b,¢,a’,b', ¢, 1} mit a < b < ¢ (siehe Diagramm).

1
C a/
b v
a C,
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Sei 0 die von (a,b) bzw. ¢ die von (b, c) erzeugte Kongruenz. Dann gilt: [a]f =
{a,b}, []0 = {c}, [a]yp = {a} und [c]yp = {b, ¢}, also folgt (a,c) € 6 o 1), aber
(a,¢) g1pod.

|

Zur Kongruenzregularitit ist zu bemerken, dal in jedem komplementéren Ver-
band, insbesondere also in einem Orthoverband, fiir ein beliebiges Element a aus
[a]6 = [a]y die Gleichung [0]6 = [0]¢ gefolgert werden kann (siche [CE], Korol-
lar 2.1), aber nicht umgekehrt, wie der letzte Satz zeigt.

Ein weiterer Unterschied zwischen Orthoverbénden und orthomodularen Verbén-
den besteht in der Tatsache, dal die Kongruenzrelationen eines Orthoverbandes
(L,\,V,,0,1) nicht mit den Kongruenzrelationen des Verbandes (L, A, V) iiber-
einstimmen miissen, wie das Beispiel Og zeigt:

Seien wieder a,b mit a < b erzeugende Elemente von Og, so entspricht der Par-
tition {{0}, {a,b},{a’},{V'},{1}} eine Kongruenz des unterliegenden Verbandes
nicht aber des Orthoverbandes.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dafl sich sehr viele wichtige Ei-
genschaften von Kongruenzrelationen von Booleschen Algebren auf orthomodula-
re Verbéande iibertragen. Bei Booleschen Algebren sind diese Eigenschaften, mit
Ausnahme der Kongruenzdistributivitdt einfache Konsequenzen der Terméqui-
valenz zu Booleschen Ringen, eine Tatsache, auf die man bei orthomodularen
Verbédnden, wie man aus Satz 3.19 ersieht, nicht in vergleichbarer Weise zuriick-
greifen kann. In [Ch] und [DLM] wurden ringéhnliche Varietaten angegeben, die
terméquivalent sind zu orthomodularen Verbédnden und einigen Verallgemeiner-
ungen davon.
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Die symmetrische Differenz auf
orthomodularen Verbanden

3.1 Verschiedene Ausprigungen der symmetri-
schen Differenz

Die Operation der symmetrischen Differenz spielt in der Theorie der Booleschen
Algebren eine grofie Rolle. So sind z.B. Eigenschaften wie Kongruenzvertausch-
barkeit, -uniformitét und -regularitét eine unmittelbare Folge davon, dafl die sym-
metrische Differenz als Termfunktion assoziativ, regular und invertierbar ist.

Wenn man nun die symmetrische Differenz auf orthomodularen Verbénden unter-
suchen mochte, so fillt als erstes auf, dafl verschiedene Terme, die in der Varitét
der Booleschen Algebren auf Grund der Distributivitdt von A und V gleich sind,
im orthomodularen Fall zu verschiedenen Termfunktionen fithren. Betrachtet man
die disjunktive und die konjunktive Normalform

vy = (xANY)V (2 Ny),
xAy=(zVy) A VYY),

und berechnet diese Operationen auf MOy mit erzeugenden Elementen a,b, so
gilt

ayb=ayyb =d<yb=d <70 =0, al\b=alAb =dAb=dAV =1,

fiir die iibrigen Paare (Vertauschungen obiger natiirlich ausgenommen) stimmen
v und A iiberein.

28
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Eine erste Aufgabe ist es daher, festzustellen, wie viele verschiedene durch Terme
induzierte Operationen es auf orthomodularen Verbédnden gibt, die fiir Boolesche
Algebren mit der symmetrischen Differenz iibereinstimmen.

Satz 3.1 Es gibt im freien orthomodularen Verband F(x,y) mit zwei freien Er-
zeugenden genau 6 verschiedene FElemente, die in jeder Booleschen Algebra die
symmetrische Differenz als Termfunktion induzieren. Es sind dies:

7Y (xAY) V(2" Ay)
vy = (@A@ VYY)V AY) = (V@ Ay)A @@ VY)
vy = (@AY)V(@EA(Vy)=(xVy AV (@AY))
r+ry = (@AY)V(@VY)AY) =z AY)Vy) A @@ VY)
r4+py = (VY AyY)V @ Ay)=@Vy A& Ay) VY)
Ay = (xVvy A VY).

Diese Elemente bilden in F(x,y) das Intervall [x<7y, xAy|, welches isomorph zu
M02 1st.

Beweis: Ein Term in zwei Unbestimmten x und y induziert genau dann in
jeder Booleschen Algebra die symmetrische Differenz, wenn er dies fiir die freie
Boolesche Algebra Fp(u,v) mit zwei freien Erzeugenden leistet. Betrachten wir
den Homomorphismus

F(l’,y) - JTB(UJJ)
QY x — u
Y = v

Wir miissen also ¢~ (u7v) = [£7y]0,, d.h. die Kongruenzklasse von 237y bzgl.
der von ¢ induzierten Kongruenz 6, berechnen. Bezeichnet c¢(z,y) = (z A y) V
(xANY)V (2" ANy)V (2" ANy') den Kommutator von x und y, so gilt bekanntlich
(siche z.B. Abschnitt II1.2 in [Be])

F(x,y) = [0, c(z,y)] x [0,¢(z,y)],

wobei [0, ¢(z,y)] = 2% (Boolesche Algebra mit 4 Atomen) und [0, ¢ (z,y)] = MO,
ist. Da MO, einfach, Fp(u,v) = 2* und jede Kongruenz auf einem direkten
Produkt von Verbénden ein direktes Produkt von Kongruenzen ist (vgl. Satz 1.13
in [Gr]), gilt [0]6, = [0, (x, y)] und folglich nach Proposition 2.22

[xyld, = [(xvy) Aclz,y), (x7y) V (2, )]
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Proposition 2.22 liefert auch, daf die Zuordnung ¢ — t V ((z57y) A ¢(z,y)) eine
Bijektion zwischen [0}, und [z<7y]0, ergibt. Nun ist
0]0, = {0, zA @' Vy) A VY), 2" A@Vy A(xVy),
yAN@Vy )N @ VY)Y AeVy) A Vy),
(@Vy) A (VY )A @@ Vy) A VY
und (z7y) A c(z,y) = £y, also erhdlt man der Reihe nach durch mehrfaches
Anwenden des orthomodularen Gesetzes bzw. des Satzes von Foulis und Holland

th = xyy=(xAy)V (' Ay),

te = (@AY)V (@ Ay V(A@ Vy) A@' VY)) =
(@ ANyY)V(xA@'VY))=(xV (@ Ay) A VYY),

ts = (@AY)V@ANYVE A@@VYy A(@VY)) =
(@AY)V (@ A(xVy)=(@Vy A V(zAy)),

ts = @AY)VE AYVYAEVY)A(@EVY)) =
AY)IVyAEVY))=((zAY)Vy A@ VYY),

ts = @AY)VE AY VY A@VY A Vy)) =
(@AY VY AVy)=(@Vy Az Ay VY),

te = (@AY)VE@AYV((@VyA@VY)ANE@ Vy) A@VY)) =
EAY)V(@Vy A@E@ VY A VY))=(@Vy A VYY) =azly.

Damit ist alles gezeigt.

Im folgenden werden unter dem Sammelbegriff symmetrische Differenzen die im
vorigen Satz angegebenen Terme bzw. in konkreten Algebren induzierten Term-
funktionen verstanden.

In der néchsten Proposition werden einige Rechenregeln fiir die symmetrischen
Differenzen zusammengefafit.

Proposition 3.2 1. aAb=0bAa=dAb = (aVb)A(aND)
2. ayb=bya=dgb =(ant)y(d Ab)
3. alAb = (ayV), asyb = (aAb)
4.a+b=b+,a=d +, 0 =0+, d
5.a+b=(aN(dVV))+,(aANb)=(aV (aAb))+, (' V)

6. (a4, b) =da +,b
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Alle Gleichungen kénnen sehr einfach nachgerechnet werden. 4., 5. und 6. wurden
nur fiir +; angefiihrt, entsprechende Gleichungen gelten natiirlich auch fiir +,,
+p und +,.. 1., 2. und 5. und die dquivalenten Formulierungen fiir +,, 4+ und
+,+ zeigen insbesondere, dafl fiir jede symmetrische Differenz + das Element a+b
in der Form x + y mit zwei kommutierenden Elementen x und y geschrieben
werden kann. Da fiir (z,y) mit xCy alle symmetrischen Differenzen denselben
Wert liefern, erhélt man folgendes:

Korollar 3.3 Jede symmetrische Differenz kann durch jede andere ausgedriickt
werden, indem man die Argumente durch entsprechende Terme substituiert.

Nun wird untersucht, inwieferne sich die symmetrischen Differenzen tatséchlich
unterscheiden.

Satz 3.4 FEs sei L ein orthomodularer Verband und a,b € L.

Kommutieren die Elemente a und b, so stimmen fir das Paar (a,b) alle symme-
trischen Differenzen tberein.

Kommutieren die Elemente a und b nicht, so stimmen keine zwei der symmetri-
schen Differenzen in (a,b) tberein.

Beweis: Die erste Behauptung ist unmittelbar einsichtig, da unter der Voraus-
setzung aCb die von a und b erzeugte Unteralgebra eine Boolesche Algebra ist.

Nun wird gezeigt: Fiihren irgendwelche zwei symmetrische Differenzen von a und
b zum selben Ergebnis, so gilt aCb.

Ist (aAD')V (a'AD) = (aN(a’ V)V (a’ Ab), so folgt durch Bilden des Supremums
mit o die Gleichung o' V (a AV) = d' V (a A (d' VV)) = d VIV, und daraus
VAV (anb)) = (a ANV)V (aANY) =1, also aCb. Aus Symmetriegriinden
(ayb = byya = dyb = Vsyd) gilt diese Implikation auch, wenn man die
rechte Seite der Ausgangsgleichung durch +,, 4+, oder +,, ersetzt. Alle anderen
Falle lassen sich durch Bilden des Infimums beider Seiten der Ausgangsgleichung
mit einer entsprechend gewihlten symmetrischen Differenz auf einen dieser Félle
zuriickfithren.

O

Bemerkung: Der zweite Teil dieses Satzes ist im wesentlichen eine Konsequenz
aus der Einfachheit von MQOs.
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Korollar 3.5 Stimmen fiir einen orthomodularen Verband L irgendwelche zwei
der symmetrischen Differenzen iiberein, so ist L eine Boolesche Algebra.

Beweis: Weil aCb fiir alle a,b € L dquivalent dazu ist, daf§ £ eine Boolesche
Algebra ist, folgt diese Behauptung sofort aus dem letzten Satz.

O

Die Gleichungen in 4. von Proposition 3.2 liefern in Kombination mit Korollar 3.5
unmittelbar das folgende Resultat:

Korollar 3.6 Ist irgendeine der Operationen +;, +,, +p oder +,. kommutativ,
so ist L eine Boolesche Algebra.

3.2 Regularitit der symmetrischen Differenzen

In diesem und den folgenden Abschnitten werden die in 3.1 gefundenen sym-
metrischen Differenzen in orthomodularen Verbédnden auf Eigenschaften wie As-
soziativitdt, Regularitit oder Invertierbarkeit hin untersucht, die in Booleschen
Algebren stets gelten.

Als erstes wird die Regularitédt behandelt. Eine binére Operation o auf einer Men-
ge A heifit linksregular oder linkskiirzbar bzw. rechtsregular oder rechtskiirzbar,
wenn fiir alle a,b,c € A aus aob = aoc bzw. boa = coa die Gleichung b = ¢ folgt.
Ist o links- und rechtsregulér, so heifit o regulér. Ein Element a heifit regulér bzgl.
o, wenn fiir das Element a obige Implikationen fiir alle b,c € A gelten.

Es stellt sich heraus, dafl ein direkter Zusammenhang zwischen Kiirzbarkeit bzgl.
A und v/ und der Perspektivitdtsrelation ~ besteht:

Satz 3.7 FEs seien a und b beliebige Elemente in L. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. a~b
2. dr e L: alx =bAx
3. drel: aVer=bVz,aNx=bAx

4. dr € L: ayr=>byx
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Beweis: Wir beweisen die Aquivalenz der ersten drei Aussagen, die vierte Aus-
sage folgt dann leicht aus der Gleichung (yAz) = y72'.

Zur Aquivalenz 1 < 2:

Wenn a ~ b, dann leistet das gemeinsame Komplement ¢ das Gewiinschte:
alNc = bAc=1.

Zunéchst nehmen wir an, es existiert x € L: aAz = bAx = 1. Dann ist x
klarerweise ein gemeinsames Komplement von a und b, also gilt a ~ b.

Den allgemeinen Fall fithren wir jetzt auf den soeben besprochenen Sonderfall
zuriick: Gilt aAzx = bAx mit einem = € L, dann wihlen wir z = (aAzx) Az =
(bAzx)' Az und formen um:

T=((anx)V(d AN YVx)AN(((aVx)A(d VD)) V)= (zV(dAZ))N(d V)=
(xA(dVa))V(d AN,

Bei Verwendung der letzten beiden Ausdriicke fiir z erhélt man

aAZT = (aV(zN(@Na))V(dAN)N(d V(" ANaVa)Vianz))=((aVz)V
(@ N2"))AN (¢’ Va')V(enz)) =1

Analog zeigt man bAZ = 1, also gilt wie oben a ~ b.

Zur dritten Aussage ist zu bemerken, daff aus aAzx = bAz, d.h. (aVz)A(d' V') =
(b Vv x)A (b Va') durch Bilden des Supremums mit x bzw. 2’ die Gleichung
aVr=bVzbzw.d Ve =bVva' dh. alsoaAzx =0bAx folgt. Die Umkehrbarkeit
dieses Schlufles ist offensichtlich.

U
Die Aquivalenz 1 < 2 ist Inhalt von Proposition 3.4 in [DDL].

Man kann das Wesentliche der Aussage von Satz 3.2 auch so formulieren: Die
Perspektivitéatsrelation in einem orthomodularen Verband ist ein Mafl dafiir, in-
wieweit die symmetrischen Differenzen A und 57 regulér sind.

Proposition 3.8 Fin Element ist genau dann requlir bzgl. /\ oder <y, wenn es
ein zentrales Element ist.

Beweis: Sei ¢ ein zentrales Element. Nehmen wir an es gilt cAa = cAb fiir Ele-
mente a,b € L. Bilden wir auf beiden Seiten die symmetrische Differenz A mit
¢, so konnen wir auf beiden Seiten das Assoziativgesetz anwenden, denn auf der
linken Seite rechnet man in der von a und c erzeugten Booleschen Unteralgebra,
rechts in der von b und ¢ erzeugten. Man erhilt also (cAc)Aa = (cAc)Ab, also
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a = b. Da in diesem Beweis die Operation A immer auf kommutierende Elemen-
te angewendet wurde, kann A stets durch vy ersetzt werden, ohne daf§ sich am
Ergebnis etwas édndert. Damit ist gezeigt, dafl ¢ regular bzgl. A und vy ist.

Ist ¢ nicht zentral und kommutiert  nicht mit ¢, soist y := (zV (' Az")) A (2" V )
ein Komplement von ¢, das mit  kommutiert und folglich verschieden von ¢ ist.
Daher gilt cAy = c¢/Ad =1 und cyyy’ = e¢s7c = 0, also ist ¢ nicht regular bzgl. A
und .

|
Wesentlich verschieden zu den Operationen A und vy verhalten sich die iibri-
gen symmetrischen Differenzen. Wir behandeln die Operation +; im Detail, die
Aussagen {iiber die restlichen drei Operationen lassen sich dann sofort iiber die
Gleichungen aus Proposition 3.2 daraus ableiten.

Satz 3.9 Die Operation +; ist rechtsreguldr, im allgemeinen aber nicht linksre-
guldr. Beziglich der Linkskiirzbarkeit gilt fir x,y,z € L:

rHy=cs+tzerAy=xAzunda' Ay=12" Az
Beweis: Zuerst zeigen wir die Rechtsregularitit: Es ist also aus y +jx =2+, 2
zu folgern, dafl y = z gilt. Dazu leiten wir aus y +; x = 2z +; ¢ die Gleichungen
yArx=zAz, yhd' =zA2, yANWYVOANY VLE)=2AE V)N V)
her, woraus dann wegen

y=Az)V(yna
z=(zANz)V(zNZ

< <
TN N
SIS
>

—~~
I\Z\Q\
< <
s 8
> >
TN N
N\Q@\
< <
8,8

die Gleichung y = z folgt.

Sei also (y A (v Va)) V(Y Ax) = (zA(2Va')) V(2 Az). Man beachte, dafl
(Y Nz)C(y A (v Vv 2')) gilt (Analoges fiir die rechte Seite). Daher kann man bei
den folgenden Umformungen der Ausgangsgleichung immer das Distributivgesetz
anwenden: Schneiden mit z’ liefert y A ' = z A 2/, bei Durchschnitt mit x erhélt
man ' Ax = 2’ Az, weiters folgt bei Schnitt mit (y V') = (2 V2') die Gleichung
yN (Y Va')=zA(ZVa'), woraus durch Schneiden mit (v V x) = (' V z) die
dritte der gewiinschten Beziehungen hergestellt ist.

Um schliefflich die erste Gleichung zu erhalten, bilden wir die Vereinigung von
2’ mit der Ausgangsgleichung, wenden auf den linken Ausdruck das Distributiv-
gesetz an, niitzen das orthomodulare Gesetz aus und erhalten auf diese Weise
yVva =Zva alsoyANr=zAx.
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Nun zur Linkskiirzbarkeit: Wie zuvor bekommt man aus der Voraussetzung x +;
y=x-+; 2z, d.h.

(x A @ VY))V(E' Ay)=(xA @ V) V(' A2)

(alle Terme kommutieren mit ) durch Schneiden mit 2’ die Gleichung ' Ay =
2/ Az und durch Vereinigung mit 2’ die Gleichung 2’ Vy' = 2/V2/, also xtAy = xAz.
Umgekehrt ist das Bestehen dieser beiden Gleichungen natiirlich hinreichend fiir
rTH+iy =+ z.
Als Beispiel dafiir, dal +; im allgemeinen nicht linkskiirzbar ist, dient MOy mit
den erzeugenden Elementen a, b. Es gilt, wie man leicht nachrechnet a +;b = a =
a+; 0.

|

Man kénnnte vermuten, dafl die bei der Linksregularitéit erhaltenen Bedingungen
TANYy=1xAz, P ANy=2" Nz (3.1)

einen Zusammenhang mit der Perspektivitétsrelation y ~ z aufweisen. Daf} dies
nicht der Fall ist, zeigen die beiden folgenden Beispiele. Zur Abkiirzung bedeute
y 1 z die Existenz eines Elementes z, sodafl (3.1) gilt.

1. Betrachten wir MOy mit erzeugenden Elementen a,b. Dann gilt a ~ b,
jedoch nicht alb, denn xAa = xAbhat x # a,b, 1 zur Folge und 2’ Aa = 2’ Ab
bewirkt x # o',/ 0.

2. Sei L der orthomodulare Verband mit nachfolgendem Greechie-Diagramm
(siche z.B. Abschnitt 4 in [Ka]) und bezeichnen a,b, x die im Diagramm
angegebenen Elemente (a Koatom bzw. b, z Atome).

a’ b

Dann gilt xtAa = xAb=0und 2’ Aa = 2’ Ab = b, folglich ab. Es gilt jedoch
nicht a ~ b, weil in keinem der drei Blocke ein gemeinsames Komplement
von a und b existiert.
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Was die Linksregularitit eines einzelnen Elementes betrifft, erhdlt man ein zu
Proposition 3.8 analoges Ergebnis.

Korollar 3.10 Fin Element ist genau dann linksrequldr bzgl. +;, wenn es zentral
15t.

Beweis: Ist z € C(L), dann folgt aus (3.1) durch Bilden des Supremums der
linken und rechten Seiten y = z.

Fir z & C(L), y ¢z erhilt man

e A((xAy)V (@ ANy) =z Ny
T A((xAy) V(2" ANy)) =2 Ay,

aber y # (x Ay) V (' Ay), folglich ist x nicht linkskiirzbar.
U
Nun werden die Ergebnisse fiir die restlichen symmetrischen Differenzen zusam-

mengefaflt. Sie lassen sich, wie bereits bemerkt, in einfacher Weise aus den Er-
gebnissen fiir +; ableiten.

Satz 3.11 Die symmetrischen Differenzen +, und +,. sind linksreguldr, +, ist
rechtsrequldar. Was die Kiirzbarkeit auf der jeweils anderen Seite betrifft, gelten
die folgenden Bedingungen:

y+trr=z+,r & xAy=xAzundz' Ny=21" Az,
y+prx=z+ r & xVy=zxVzundzr' Vy=21Vz,
r+py=x+ypz < zVy=zVzundzr'Vy=2a'Vz.

3.3 Invertierbarkeit der symmetrischen
Differenzen

Als néchstes kommen wir zur Eigenschaft der Invertierbarkeit. Eine binére Ope-
ration o auf einer Menge A heifit linksinvertierbar bzw. rechtsinvertierbar, wenn
fiir alle a,b € A ein ¢ € A existiert, sodal coa = b bzw. aoc = b gilt. Ist o links-
und rechtsinvertierbar, so heifit o invertierbar. Ein Element a heifit invertierbar
bzgl. o, wenn die Gleichungen x o a = b und a o x = b fiir alle b € A l6sbar sind.

Satz 3.12 Fiir Elemente a,b € L ist die Gleichung aAx = b bzw. axyxr = b genau
dann lésbar, wenn aC.
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Beweis: Da fiir beliebiges = die Elemente aAz und a7z mit ¢ kommutieren,
ist die Notwendigkeit der Bedingung klar.

Gilt andererseits aC'b, so ist die von a und b erzeugte Unteralgebra eine Boolesche
Algebra und folglich A eingeschrankt auf diese Menge assoziativ. Daraus folgt
alA(ab) = (ala)Ab = b. Fiir die Operation 57 argumentiert man analog.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.6 in [DDL].

Wie alle Losungen der Gleichung aAx = b bzw. asyx = b im Fall aCb aussehen,
werden wir in Satz 3.17 angeben.

Als unmittelbare Konsequenz aus dem letzten Satz ergibt sich folgendes:

Korollar 3.13 FEin Element ist genau dann invertierbar bzgl. /\ odersy, wenn es
ein zentrales Element ist.

Nach den Ergebnissen iiber die Regularitdt der symmetrischen Differenzen ist
es nicht {iberraschend, dafl auch hier die {ibrigen symmetrischen Differenzen ein
anderes Verhalten zeigen.

Satz 3.14 Die Operationen +; und +p sind linksinvertierbar, +, und +, rechts-
wvertierbar. Weiters gilt fiir beliebige Elemente a,b € L:

aCb & dr:a+jz=b&dr: at+pr=0&
dz: z+,a=b<dr: v+, a=0>.

Beweis: Wir beweisen wieder nur die Behauptungen fiir +;, alle iibrigen kénnen
einfach daraus abgeleitet werden.

+, ist linksinvertierbar: Seien a und b beliebige Elemente aus L. Wir zeigen nun,
dafl die Gleichung (b+; a) +; a = b gilt:

b+ia)+a = (BA(@VY)V(aAY)V(an bV (aADb))A(aVDb))A
a Vv (b A@Vb)V(aAD)
A

(@ Vb)) V(ant)V(

(@ A V)V (@nb)) A(aVD))A
)
aAb)) A (a'Vb) =

(b

((@" V) A(d VD))V (aA
(bA(d V)V (aNV)V
bV (aND))A(a VD) =b.

Nun zur Implikation @ +; x = b = aCb: Da (a +; x)Ca fir jedes x € L, ist dies
klar.
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Kommutiert umgekehrt a mit b, so gilt nach Satz 3.4 a +; (a +; b) = aA(aAb)
und wie im Beweis von Satz 3.12 ausgefiihrt ist dann a/A(aAb) = b, also kann
r = a +; b gewahlt werden.

O

Fafit man die Ergebnisse iiber Regularitdt und Invertierbarkeit zusammen, dann
erhélt man folgendes Resultat:

Satz 3.15 Fliir beliebige Elemente a,b € L besitzt jede der Gleichungen
r+,a=0b a+,x=0b  x+4+pa=b, a+.x=0D

genau eine Losung. Diese lautet fir die ersten beiden Gleichungen x =b+;a =
a +,. b, und fiir letzten zwei Gleichungen x =b+y a = a +,+ b.

Beweis: Die Aussagen, die die Operation +; betreffen, wurden bereits in Satz 3.9
und im Beweis von Satz 3.14 hergeleitet. Beachtet man die Identitit u+,v = v+ ju,
so erhélt man daraus unmittelbar die Aussagen fiir +,.

Nun rechnen wir (b+p a) 4y a = b nach, wobei wir die Identitaten u+y v = u'+;0’
und (u +; v)" =« 4, v (siehe Proposition 3.2) verwenden:
(b + a) +ra= (b +u a)/ -+ (1, = (b, -+ CL/), -+ CL/ = (b -+ a’) -+ (Z/ =b.
Unter Beriicksichtigung von u +,» v = v +, u folgen die Behauptungen fiir +,-
sofort.

l

Vertauscht man die Argumente auf den linken Seiten in den im vorigen Satz an-
gefithrten Gleichungen, so besitzen die entstehenden Gleichungen wie auch die
Gleichungen aAz = b und asyx = b genau dann eine Losung, wenn a mit b
kommutiert. Wie einfache Beispiele zeigen, sind diese Losungenn jedoch im allge-
meinen nicht eindeutig festgelegt. Im folgenden werden alle Losungen angegeben.
Zunéchst beweisen wir:

Lemma 3.16 Unter der Voraussetzung aCb gilt:

I.a+jz=bszNha=bANaundxNd =bAd.

2. aNzr=b&axNa=bANaundxrNVa=>bVa.
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Beweis: Zu 1.: Gilt (aV (z Ad')) A (¢’ V &') = b, so erhilt man daraus durch
Schneiden bzw. Vereinigen mit @’ und Anwendung des Distributivgesetzes xAa’ =
bAd bzw. a' Va =bVd, also x Aa = b A a. Gelten umgekehrt diese beiden
Gleichungen, so bekommt man sofort durch Einsetzen unter Beachtung von aC'b
die Beziehung a +; x = b.

Zu 2.: Wie im Beweis zu 1. erhélt man aus (aVz)A(a’' V') = b durch Vereinigung
mit a bzw. a’ die behaupteten Gleichungen. Auch die Umkehrung kann analog zu
1. bewerkstelligt werden.

O

Satz 3.17 Seien a,b € L gegeben, und gelte aCb.

1. Man erhdlt samtliche Lésungen der Gleichung a +; x = b bzw. der dazu
dquivalenten Gleichung x +, a = b nach der Formel

r=yA(@VbVy)A(dVVVy),
wobei y alle Elemente grifier gleich a/Ab durchlduft.

2. Man erhdlt simtliche Losungen der Gleichung a +y x = b bzw. der dazu
dquivalenten Gleichung x 4+, a = b nach der Formel

r=yV (@A ANY)V(d NbNY),
wobei y alle Elemente kleiner gleich axyb durchlduft.
3. Man erhdlt simtliche Losungen der Gleichung aNx = b nach der Formel
r=yA@VIVY)V@ANANY)=(yV (@ ANOAY))A(d VI VY),
wobei y alle Elemente im Intervall [a AV, a V b] durchliuft.
4. Man erhdlt samtliche Lésungen der Gleichung axyx = b nach der Formel
r=wA@VoVy)V(aAbAY)=(yV(aAd AY)A(aVbVY),
wobei y alle Elemente im Intervall [a' Nb,a’ V V| durchliuft.

Beweis: Wir werden 1. und 3. im Detail beweisen, 2. und 4. folgen dann in
einfacher Weise aus den Formeln a +p z = x +, a = d’ +, 2’ und asyz = (' Ax)’.



Kapitel 3 Symmetrische Differenzen 40

Zul:Seiy>alAbundz=yA(aVbVy)A(ad VY Vy). Nach Lemma 3.16 ist
zu zeigen: t Aa=b ANaund z ANa =bAd.
cANa=yNaANV(dVY))=yA({(aAD)V(aA(dVY))).

Um erneut das Distributivgesetz anwenden zu kénnen, zeigen wir, dafl der unter-
strichene Term mit beiden {ibrigen kommutiert: (a A0')Cy gilt wegen y > a/Ab >
anb'. Aus iy < (anb)V(a’'Ab') folgt nach einfacher Rechnung aA(a’'Vy') < (aAb'),
also gilt (a AV)C(a A (' VY')).
zAha=(yANaANV)V((yna)A(dVYy))=anl.

=aAb/ =0

Ganz ahnlich wie oben erhilt man:

e ANd =yANd ANV (aVy)) =yA(dAb)V(dAN@VYy)) = @wyAd ANb)V

=a’A\b

(ynd)A(aVy))=d Ab.

=0

Damit ist gezeigt, dafl alle angegebenen Elemente Losungen der Gleichung a+;x =
b sind. Jetzt mufl noch sichergestellt werden, dafl jede Losung in dieser Form
dargestellt werden kann.

Sei also a +; 2 = b, dh. 2z Aa =V ANaund  Ad = b A d. Daraus folgt
x> (xANa)V(xAd) = alAb und wir kénnen z in der gewiinschten Gestalt
darstellen, wenn wir x an Stelle von y in die Formel einsetzen:

’ / / AN / / / Ny
cA(@VbVa)YN@ Vv Vva)y=xzANBV(aV))AWV (VD)) =z

=aVb/ =a’Vb

Zu3.:Seiy € [aAt,aVvbund x = (yA(d' VI VY))V(dADAY) = (yV (a ADA
y))A(a' V' Vy'). Nach Lemma 3.16 ist zu zeigen: tAa = b’ Aaund xVa = bVa.
Um 2z V a zu berechnen, verwenden wir die erste Darstellung von z, fiir x A a die
zweite.

xVa=(aVyN@VviVvy)))V(dAbAY)=yVaV(dANOAY)=yV ((aVD)A
(aV (' Ny'))).
Wie vorher zeigt man, dafl aus der Bedingung y € [a A b',a V b] die Vertausch-

barkeitsrelationen folgen, welche zur Anwendung des Distributivgesetzes beniitzt
werden.
zVa=(aVbVy A((aVy) V(dANy))=aVb.

————
=aVb =1
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zAa=(aNyV (@ ANbAY)))AN(@VEYVY)=yNaN(dVIVY)=yA((a V)V
(an(@Vy)))=(anNbAy)V((any)AdVy))=aAnl.

=aNb’ =0

Schliellich mufl wieder gezeigt werden, dal mit dieser Formel jede Losung darge-
stellt werden kann.

Sei aAx = b. Dann folgt aus Lemma 3.16 z Aa =V Aa, xVa= bV a und damit
x € [aAb,aVb]. Setzen wir in der ersten Formel fiir die Losungen y = « ein, so
erhalten wir:

(xA(@VENVZ)V(@AOANL)=(@xAW V(@ V)))VOA@AD)) =z
:a’\/b :a’/\b/

Damit ist alles gezeigt.
U

Im Unterabschnitt 2.4 haben wir Pixley—Terme fiir orthomodulare Verbénde an-
gegeben (siehe Proposition 2.33). Ein dreistelliger Term m(z, y, z) heifit Maltsev—
Term fiir eine Varietat V, wenn in allen Algebren von V die Gleichungen

m(z,z,y) = m(y,z,r) =y

gelten. Die Existenz eines Maltsev—Termes ist dquivalent zur Kongruenzvertausch-
barkeit (siehe z.B. Satz 6.4.2 in [Ih]). Mit Hilfe von +; 1a8t sich ein Maltsev—Term
sehr einfach aufbauen:

Proposition 3.18 In der Varietit der orthomodularen Verbinde ist der Term

m(x,y,z) - (CL’ +1 y) + 2

ein Maltsev—Term aber kein Pixley—Term.

Beweis: Die Gleichung m(x,z,y) = y ist wegen (z+,2)+,y = 0+,y = y erfiillt.
Weiters gilt m(y, x, ) = (y +; «) +; ¢ = y nach Satz 3.15.

Es ist m(z,y, z) aber kein Pixley—Term:

m(z,y,x) = (r +1y) fre = (e A @ VY) VI Ay)) Hie =

(A @ VY) V@@ Ay V(@ V(@Ay)A@Vy)AD)A
(@ A(@Vy))V(xAy)Vva)=

(A @' VY))V

( A

(@ Ay) V(" Vv (zAy)) Ne)) A((xAy)Va') =
P Ay V) A((xAy) V') = (2f

' ANy)V(xAy).

gAYV (A ((zAy)Va') =
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Kommutiert also z nicht mit y, so gilt m(x,y,x) # y.
U

Die Operation +; ist rechtsreguldr und linksinvertierbar. Es stellt sich die Frage,
ob nicht auch (beidseitig) regulire oder invertierbare Termfunktionen in ortho-
modularen Verbénden existieren. Der néchste Satz beantwortet dies negativ.

Satz 3.19 In der Varietdt der orthomodularen Verbinde gibt es keinen Term
i zwei Unbestimmten, der in jedem orthomodularen Verband eine requldre oder
wvertierbare Operation induziert.

Beweis: Seit ein beliebiger Term in zwei Unbestimmten und werde auch die von
t im orthomodularen Verband MO, induzierte Termfunktion mit ¢ bezeichnet.
Weiters seien a und b erzeugende Elemente von MOy und bezeichne ¢, :
MOy — MO, die Transpositionen (a a’) und (b0). ¢4, ¢y sind Automorphismen
von MO, und daher mit ¢ vertriglich.

Ist t(a,b) ¢ {a,d’'}, dann gilt t(a,b) = @u(t(a,b)) = t(p.(a), pa(b)) = t(d',b).
Ist t(a,b) ¢ {b,b'}, dann gilt t(a,b) = py(t(a, b)) = t(ws(a), vs(b)) = t(a,b').
Da einer dieser beiden Félle eintreten muf, ist ¢ entweder nicht rechtsregular oder

nicht linksregulér und, weil M O, endlich ist, auch entweder nicht linksinvertierbar
oder nicht rechtsinvertierbar.

Dieser Satz entstammt der Arbeit [DDL] (Satz 3.8).

3.4 Assoziativitit der symmetrischen
Differenzen

Nun gehen wir dazu iiber, die symmetrischen Differenzen auf Assoziativitiat zu
priifen.

Proposition 3.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. aCb
2. (aANb)Ab=a

3. (ayb)vb=a
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4. a (CL—Hb):b

Beweis: Wir beweisen zuerst die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen: Wenn

aCb, so rechnen wir in einer Booleschen Unteralgebra, und es gilt (aAb)Ab =
alA(bAD) = a0 = a.
Zum Beweis der Umkehrung berechnen wir: (aAb)Ab = (((a V b) A (' V) V
DA ((aND)V (@ ANY)VY) = (aVb)A((aAb) VD). Ist dieser Ausdruch gleich
a, so erhalten wir durch Schneiden mit @ und Anwenden des Distributivgesetzes
(@anb)V (aAb) = a und damit aCb.
Die Aquivalenz von 2. und 3. erhilt man sofort aus der Gleichung (a<\7b)7b =
((a' Ab)AD)'.
Zu 1<4: Wenn aCb, so ergibt sich so wie oben die Giiltigkeit von 4. Umgekehrt
berechnen wir wieder: a+;(a+;b) = (aV (¢’ A(aV (' AND))A(a' V) A(d'V(a' A
(aVb))V(aAnb))=(aV(aAb)A(@V(aAD))=(aN(a'V(aAb)))V(dNb) =
(a Ab)V (a' Ab). Stimmt dieser Ausdruck mit b iiberein, so gilt aCb.

(|
Die Aussage 1 < 2 ist in Lemma 3.1 in [DDL] enthalten.
Fiir die iibrigen symmetrischen Differenzen kénnen natiirlich zu 4. verwandte

Gleichungen angegeben werden, die zu aCh dquivalent sind. Damit erhélt man
sofort:

Satz 3.21 Ist irgendeine der symmetrischen Differenzen in L assoziativ, so ist
L eine Boolesche Algebra.

Wir wollen nun auch einige hinreichende Bedingungen dafiir angeben, daf§ fiir
einzelne Elemente das Assoziativgesetz angewendet werden kann.

Proposition 3.22 Wenn b mit a und ¢ kommutiert, dann gelten die Gleichungen

aA(bAc) = (aAb)Ac, as/(bvve) = (ayb)ve.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die erste Gleichung. Da alle auftretenden Ele-
mente mit b kommutieren, reicht es hin zu zeigen, dafl das Infimum der linken
Seite mit b bzw. b’ mit dem Infimum der rechten Seite mit b bzw. b’ {ibereinstimmt.
Die linke Seite lautet:

(aVvV (VAW V)N VB ANV (bAC)).
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Schneiden mit b liefert: ((a Ab) V (DA ) A ((a Ab)V (bAc)).
Schneiden mit o' ergibt: ((a AV)V (0 Ac)) A ((a ANO)V (U AC)).
Die rechte Seite hat die folgende Gestalt:

((aVD)A(d V) Ve)A((d AB)V (and) V).
Durch Schnitt mit b erhdlt man daraus: ((a’ Ab) V (bA¢)) A ((aAb)V (bAC)).

Schneiden mit O fithrt zu ((a AY)V (0 Ac)) A ((a AV)V (U AC)).
Da die entsprechenden Ausdriicke iibereinstimmen, ist damit die erste Gleichung
gezeigt. Mit Hilfe der Umformung

a7 (57¢) = (aAbTE)) = (@AW A))

kann man die Giiltigkeit der zweiten Gleichung auf die der ersten Gleichung
zuriickfithren.

Ein anderer Beweis fiir diesen Satz wurde in [La|, Satz 4.2 angegeben.

Bemerkungen:

1. Die fiir beliebiege a,b giiltige Gleichung a/A(bAa) = (aAb)Aa zeigt, daB

die Implikation in der letzten Proposition nicht umgekehrt werden kann.

2. Aus derselben Voraussetzung wie in der letzten Proposition kann im allge-
meinen nicht a +; (b +; ¢) = (a +; b) 4+, ¢ gefolgert werden, wie folgendes
Beispiel zeigt: Sei £ = MO, x 2!, seien x und y erzeugende Elemente von
MOy, a = (2,0), b = (1,0) und ¢ = (y,0). Dann rechnet man leicht nach,
daB zwar bCa,c, aber a +; (b+; ¢) = a und (a +;b) +; ¢ = (2/,0) # a gilt.

Es gibt jedoch auch fiir +; und die iibrigen symmetrischen Differenzen ein Pro-
position 3.22 vergleichbares Ergebnis.

Proposition 3.23 Wenn a mit b und ¢ kommutiert, dann gelten die Gleichungen

a (b -+ C) = ((1/ -+ b) -+ C, a —+p (b “+p C) = (a “+p b) —+p c,
(c+,b)+,a=c+, (b+,a), (c+m b))+ a=c+. (b+a).
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Beweis: Die Beweismethode ist dieselbe wie in Proposition 3.22, lediglich mit
vertauschten Rollen fiir @ und 6. Wieder beweisen wir nur die erste Gleichung,
die iibrigen folgen unmittelbar daraus. Die linke Seite dieser Gleichung lautet:

(aV(dANBY B A))ABG V)NV O ADVI))V(bAC)) =
(aV(bVUAN)ND V)N G@ NV ANDV))V(DAC)).
Durch Schnitt mit a erhélt man:
aN(@ Vv ANDOVE))VOANC)=(@ANUNDVI))V(aNbAc).
Schneiden mit a’ ergibt:
d NV (@NANDVOA))ANB V)= ((aAb)V(a N Ae))AN((d ANV)V (' A)).
Die rechte Seite lautet:

((an(a' V)V (d AD)V((a'V(anb))A(aVE)N))A((dA(aV))V(anb) V) =
((aAND)V(dAb)V((dVO)A(aVD)ANe)A((d ANV)V (anb) V).

Schneidet man den letzten Ausdruck mit a, so erhélt man:
((anND)YV(aNbAC))AN((aAD)V(and))=aNBV(bAc)ADVI) =
anN((UANDV)V(DAC)=(aNVANDVI))V(aNbAc).

Schneiden mit o liefert: ((a' AD)V (a' AO Ac)) A ((a/ ANV)V (a' A ).

Damit ist a +; (b+; ¢) = (a +; b) +, ¢ gezeigt.

Bemerkungen:

1. Auch hier liefle sich mit der in Satz 4.2 in [La] verwendeten Methode ein
etwas kiirzerer Beweis angeben.

2. Wieder lassen sich einfache Beispiele dafiir finden, daf§ diese Implikation
nicht umgekehrt werden kann und daf sie in dieser Form fiir A und 57 nicht
gilt. Ganz wesentlich fiir die Anwendung des Assoziativgesetzes fiir sym-
metrische Differenzen unter den im Satz angegebenen Voraussetzungen ist
also die Position des Elementes, welches mit den beiden iibrigen Elementen
kommutiert: Wéhrend dieses Element bei A und/in der Mitte stehen muf,
hat es bei +; und -+, links zu stehen, bei +, und -+, rechts.
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3.5 Verschiedene Schnittoperationen und Dis-
tributivitat

Unter einer Schnittoperation wollen wir im folgenden nicht nur die fundamentale
Operation A, sondern auch alle jene durch zweistellige Termfunktionen induzier-
ten Operationen verstehen, die in allen Booleschen Algebren mit der Operation
A ibereinstimmen. Unser Ziel ist dann die Beantwortung der Frage, ob in ei-
nem orthomodularen Verband eine der Schnittoperationen distributiv bzgl. einer
symmetrischen Differenz ist.

Zunéchst werden alle Schnittoperationen ermittelt.
Satz 3.24 FEs gibt im freien orthomodularen Verband F(x,y) mit zwei freien

Erzeugenden genau 6 verschiedene Elemente, die in jeder Booleschen Algebra als
Termfunktion die Durchschnittsoperation A induzieren. Es sind dies:

TAY

rANy = A (@' Vy)

rhoy = (xVY)Ay

rAsy = (@Vy AVy)A @ V(zAy))
tAy = (@Vy A@E Vy) A((zAy) VYY)
rAsy = (xVy) AxVy)A (@ Vy)

Diese Elemente bilden in F(x,y) das Intervall [x Ay, A y|, welches isomorph
zu MQOs ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 3.1. Verwenden wir
dieselben Bezeichnungen wie in jenem Beweis, so gilt es, die Elemente in o~ (u A
v) = [z A ylf, zu berechnen, wobei die Zuordnung ¢t — ¢tV ((z A y) A c(z,y))
eine Bijektion zwischen [0]0, und [z A y|6,, liefert. Es ist (x Ay) Ac(z,y) =z Ay
und folglich erhalten wir die durch die folgenden Termfunktionen induzierten
Schnittoperationen:

ho= (@AY VO=aAy,

ta = (@AYVEA@ VYA VY)) =A@ VyY)

ts = (@AY VYAEVY)IAN(E' VYY) =(@VY)Ay

ts = (@AY VEAVyY)A@VY))=(@Vy A@Vy)A@E V(zAy)

ts = @AYVEHA@VYAE VY)=@Vy A@E@ Vy A(zAy)VY)

teé = (xAyY)V({(zVy) A@Vy)ANE@' Vy) A VY)) =
(@Vy)A(zVy)A (@ Vy)
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Daher ist die Menge der Schnittoperationen gegeben durch [z A y,z A4 y] und
[z Ay, x Asy] = MOs,.
|

Wie bei den symmetrischen Differenzen kann in bezug auf die Verschiedenheit
der Schnittoperationen folgendes ausgesagt werden:

Satz 3.25 FEs sei L ein orthomodularer Verband und a,b € L.

Kommutieren die Elemente a und b, so stimmen fir das Paar (a,b) alle Schnitt-
operationen tiberein.

Kommutieren die Elemente a und b nicht, so stimmen keine zwei der Schnitt-
operationen in (a,b) tberein.

Beweis: Kommutieren a und b, so ist die von {a, b} erzeugte Unteralgebra eine
Boolesche Algebra, woraus die Gleichheit aller Schnittoperationen folgt.
Gilt anb =aAN(a VD) oder aNb = (aVb)A(aV)A(@V(aADb)), so
folgt durch Bilden des Supremums mit b in beiden Féllen (im zweiten Fall ist zu
beachten, dafl (a V b) A (a V') sowohl mit b als auch mit a’ V (a A b) kommutiert)
b= (aVb)A(a VD), also gilt aCb. Alle iibrigen Félle lassen sich wie im Beweis
von Satz 3.4 darauf zuriickfiihren.

U

Wir geben einige unmittelbar einsichtige Figenschaften der Schnittoperationen
an, die in den nachfolgenden Rechnungen verwendet werden.

Lemma 3.26 Fir alle x,y € L gilt:
1.z Nsy=yNsx, TMY=yNox, TN3Yy=yN4T.
2. x Ny und x N\g y kommutieren mit x und y.
3. x Ay und x N3y kommutieren mit x, im allgemeinen aber nicht mit y.

4. x Ny und x Ny y kommutieren mit y, im allgemeinen aber nicht mit x.

Die Schnittoperationen A und A; wurden bereits in [La] auf Distributivitit bzgl.
A und vy untersucht. Wir werden diese Resultate auf alle moglichen Schnitt-
operationen ® und symmetrische Differenzen + verallgemeinern. Zu beachten ist
dabei, dafl die Operationen A1, Ag, A3 und A4 nicht kommutativ sind und daher
die Gleichungen z® (y+2) = (zQy)+(z®z) und (z4+y) Oz = (O 2)+ (y© 2)
gesondert zu untersuchen sind.
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Proposition 3.27 Firx,y € L ist jede der unter 1.-3. angegebenen Gleichungen
dquivalent zu xC'y:

1. ® € {A\, Ns, A1, A3} und + eine beliebige symmetrische Differenz:

O+ (xVy)=(oy) + (@6 (xVy))

2. ® € {N1, A3} und + € {~/, +1, +r, D} :

+@vy)or=yor) +(zVy) O

3. ©€ {/\1,/\3} und + € {+T7+l’}"

(zVvy)+y or=((zVy Oz)+(y©z)

Beweis: Wenn x mit y kommutiert, dann stimmen alle Schnittoperationen mit A
und alle symmetrischen Differenzen mit A {iberein. Alle angegebenen Gleichungen
sind dann Spezialfille des Distributivgesetzes fiir A bzgl. A in der von x und y
erzeugten Booleschen Unteralgebra und liefern den Wert x A y/'.

Wir werden nun der Reihe nach die linken und rechten Seiten (im folgenden zur
Abkiirzung mit L und R bezeichnet) der Gleichungen in 1., 2., und 3. ausrechnen
und dabei sehen, dal wir das Resultat jeweils in der Form x®y’ darstellen kénnen.
Aus der Gleichheit von L und R folgt dann mit Satz 3.25 stets zC'y.

Vorweg noch eine Bemerkungen: Da x mit = V y kommutiert, gelten fiir eine
beliebige symmetrische Differenz + und fiir eine beliebige Schnittoperation ©®
folgende Beziehungen:

y+(@@Vy) =(@Vy +ty=(@Vy Ay, z0@Vy =@@Vyor=xz

(siche Satz 3.4 und Satz 3.25).

Zu 1.: Die rechte Seite der Gleichung lautet (geméf obiger Bemerkung) (x®y)+x.
Da fiir ©® € {A, Ay, A1, A3} gilt, daBl © ® y mit 2 kommutiert (siehe Lemma 3.26),
liefert (x ® y) + x fiir jede symmetrische Differenz + den gleichen Wert. Nun der
Reihe nach zu den einzelnen Schnittoperationen:

[©=A]Llautet z A (y+ (zVy) =z A((zVy) AY) =z AY.

Rergibt (zAy)+z=aA @ VY)=aNY.
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T Ay

R (zAhsy)+x=((zVy A(lzVy)A (@' Vy)lAe =
(2" Vy)))

(V((zVy AEVy)A
(@Vy) AN VY)A @@ V(zAY)

(
O =A]LaA (VY AyY)=zA@ VY A(zVy)=csA@ VYY) =2 Y.

Ri(xNy)+x=(zA (2 \/y))+x=x/\(x’\/(&y’))zx/\y'.

L: z A ((zVy ANY) =
@V A@VyY)A@VYyV (@ AY)AE V@AY AEVy) =
(VY)AN (VY ANLAE V(eAY)) =23y,
(T Asy)+o=((xVy ANzVy)A @ V(eAy))De =
@V (@Vvy) Al Vy) AV (@Ay))A
(@ V(& AY)V (& Ay) V(@A VY))) =
(@Vy AaVy)A@ V(@A @VY))=@Vy)AN@Vy A@' Vy) =
AT
In jedem Fall ergeben die linke und die rechten Seite Schnittoperationen, welche
voneinander verschieden sind.

Zu 2.: In den unter diesem Punkt angegebenen Fillen ist fiir eine feste Schnitt-
operation ® zwar die linke Seite (y+(xVy))®z fiir alle symmetrischen Differenzen
+ identisch, die rechte Seite (y © z) + ((zVy) ©®x) = (y © ) + x muB jedoch fiir
jede symmetrische Differenz separat behandelt werden, da fiir ® € {Ay, A3} das
Element y ® z im allgemeinen nicht mit = kommutiert (siehe Lemma 3.26).

=ML +@Vvy)Mr=((aVy) Ay)Aa=

(Vy) AY)AN((@Z AY)VyVa)=(xVy) ANy =z Ny

R fiir : yMmz)vr= YAy Ve)ve =

(YA V) AZ)V (Y V(g Aa)) Az) = Ay,

Rfir [+ =+ WA@Y V) +io=
YAYV)ANY VyA)Va)) V(Y V(yAL)) Ax)
WA @VY)A (@ VY))V(eAY) =
YV @EAY)A(@VY)A@E VY) =2y
(

R fir [ =+,
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R fiir [+ = Al: (YA @y Va)dz=(zV(yAY V) A@ VY V@ Ay) =
(VYN (EVY)AN @ VY)=zN Y.

Keine der in diesem Fall zu betrachtenden rechten Seiten stimmt also mit der

linken Seite iiberein.

O=Ns|L: (y+@Vvy)hsz=((xVy) Ay) Az =
@V A@Vy)A@E V(Y AYVy)
ANy V @ AY)V(z Ay A(xVy))) =
@VY)A@VyY A VY)A(yV(@Ay) V(@ AY)) =
@VY)ANE@ VY)A YV (@ AY) =2 Ay
R fiir [+ =v]: (yAsz)ve=(@Vy)A@ Vy)AQYV(@Ay))ve =
(@Vy) A Vy) Ay V(zAy) AV
ANEAY)V (@ AY)V (YA VY)))) =
(VY AY AN )V (2 AY)V (e AyA (@' VYY) =xAy.

Fiir nachfolgende Rechnungen halten wir noch ein Ergebnis fest, das bei der

(
(
(
(

letzten Umformung gewonnen wurde:

a:=z A& ANY)V(zAY)V YA VY)) =z Ay

Rﬁir: (zVyY) AN @ VY AW V(eAY))+ o=
(@Vy) A @ Vy) Ay V(@ Ay)A
(@' V(@ Ay)V (l”/\y)\/(y/\(' ¥)))V
@A (@ AY)V(EAY)VYAGEVY))) =

=a= m/\y

((@Vy) A @ Vy) A Y V(@ Ay)A

(zAY) V(@ Vy) A @' VY)Y (zAy) =

(VY AN VY ANY V(@A) A VY)YV (zAY) =

(@vy)A@ Vy) Ay)V(@@Ay)=(@Vy) Ay =z Ny
Fiir das Weitere halten wir zusétzlich fest:

b=2' V(@' ANY)V(@eAY)VyA@E VY)=2"Vy

Rfir [+ =+ (@VYA@VYAYV(@AY)) +ro=

(@A (@ AY)V(@AY)V (AR VY)YV

=a=z\y’

(@' AV (@Vy A Vy) Ay V(xAY))))) =
(@AY)V @ Al Vy) AxVy V(rAy))) =
(@AY)V (@ A(@Vy)AeVvy)) =

@V (@AY)AN (VY AN(@VY)=x Ny
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Aus dieser Rechnung folgt insbesondere:

c=zV (VY A@ VY AYV@AyY)) =(@Vy AV

R fiir [+ = Al: (@Vy) A@ Vy) AWV (zAy)As =

@V {(@Vy) A Vy AY V(e Ay))A
=c=(zVy)A(zVy')
@' V@ ANY)V(@EANY)VyAE VY))) =
=b=z'Vy’
(Vy)AN(xVY)AN @ VY)=x Ny
Zu 3.: Es gelten die Gleichungen

(zVy) +ry) Oz = (y+(zvy)oz
(zVy)or)+. (yoz) = (Yyor)+ ((zVy)Ox)

fiir jede Schnittoperation ®. Die Gleichheit der rechten Seiten dieser beiden Glei-
chungen wurde fiir ® € {A1, Az} bereits in 2. untersucht, also gelten fiir die zu
betrachtenden linken Seiten die gleichen Aussagen. Analoges gilt, wenn man +,
durch +; und +; durch +,, ersetzt.

Damit sind alle Behauptungen bewiesen.
l

Bemerkung: In 2. erhélt man in jedem der beiden Félle ©® = Ay und ® = Ag fiir
die 6 verschiedenen symmetrischen Differenzen 6 verschiedene Ausdriicke fiir die
rechte Seite (y ® ) + x, jeweils in der Form z %y mit x € {A, A1, Ag, A3, Ay, As}
Einer dieser Ausdriicke muf3 also mit der linken Seite iibereinstimmen. Wie man
leicht nachrechnet, gilt:

(y+v(xVy) e = (yhiz)+re
(y+r(xVy) Az = (yAsx)+yx

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Hauptsatz dieses Unterabschnit-
tes beweisen:

Satz 3.28 Gilt in einem orthomodularen Verband L fiir eine Schnittoperation ©
und eine symmetrische Differenz + eines der Distributivgesetze

O y+2)=(o0y) + (z0O=2), (x+y)0z=(r02)+ (y© 2),

so ist L eine Boolesche Algebra.
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Beweis: Wir brauchen lediglich die Ergebnisse aus Proposition 3.27, die ja Spe-
zialfélle der Distributivgesetze behandeln, anzuwenden: 1. zeigt die Behauptung
fir ® € {A, As} und eine beliebige symmetrische Differenz.

Fiir © € {A1, A3} erhélt man aus 1. die Aussage fiir die erste im Satz angegebene
Gleichung, 2. und 3. induzieren dies fiir die zweite Gleichung mit beliebigem +.
Wegen u Ay v = v Ay uund uAyv = v Az u folgen daraus sofort die Behauptungen
fir Ag und A4.

O
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