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Vorwort

Ich habe mich bemiiht die Voraussetzungen fiir diese Diplomarbeit moglichst
niedrig zu halten. Neben den allgemeinen mathematischen Grundlagen be-
nutze ich lediglich noch die funktionentheoretischen Grundlagen, wie sie in
der Vorlesung Komplexe Analysis B an der TU-Wien vermittelt werden. Al-
les dariiber hinausgehende wird moglichst genau erklért und bewiesen.
Begriffe und Symbole die in der einschlégigen Literatur nicht immer einheit-
lich sind, sind im Anhang erldutert.

Der erste Teil dieser Arbeit trigt den Titel ,Elliptische Funktionen“und
beschiéftigt sich mit eben Diesen. Elliptische Funktionen werden als doppelt-
periodische, meromorphe Funktionen eingefiihrt und ihre grundlegendsten
Eigenschaften, die vier Sétze von Liouville, gezeigt.

Neben einer historischen Herleitung von Weierstrafl und einigen Eigenschaf-
ten der p-Funktion dreht sich ein gewichtiger Teil dieses Abschnitts schlief3-
lich um den Aufbau elliptischer Funktionen. Dieser wird von beiden Seiten
beleuchtet, also die Darstellbarkeit einer bestehenden elliptischen Funktion,
sowie die Konstruktionsmoglichkeit bei gewissen vorgegebenen Eigenschaf-
ten.

Im zweiten Teil untersuche ich zunéchst Manigfaltigkeiten von dquivalenten
Gittern. Dies fiithrt auf die sogenannte Modulgruppe und die verschiedenen
Arten der Modulformen, Abbildungen der oberen Halbebene mit einem ge-
wissen Transformationsverhalten.

Deren Struktur und ihre Grundeigenschaften werden untersucht, wie bereits
im ersten Abschnitt gipfelnd in einigen Struktursétzen.

Modulformen sind einerseits gewissermaflien das ,, Tor zur Welt“fiir die el-
liptischen Funktionen, sie erst ermdoglichen die zahlentheoretischen Anwen-
dungen. Andererseits erhdlt man aber auch wieder einiges zuriick, konkret
beweise ich einen wichtigen Satz iiber elliptische Integrale sowie eine sehr
interessante Formel iiber die Nullstellen der p-Funktion.

Im abschlieenden Teil dreht sich alles darum, das bisher gezeigte in den
Dienst der Zahlentheorie zu stellen. Als weiteres Hilfsinstrument kommen
noch die Thetareihen hinzu, als Resultate erwachsen schliefllich zwei Sitze
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iiber Partitionen von Zahlen.

Abschlielend mochte ich noch anmerken, dass sdmtliche in der Entstehung
dieser Arbeit verwendete Software freie Software ist. GNU Emacs und N TEXauf
einem GNU /Linux System waren meine ,,Begleiter.



Teil 1

Elliptische Funktionen



Kapitel 1

Allgemeines

1.1 Periodische Funktionen

In diesem Abschnitt bezeichnet f stets (sofern nicht anders angegeben) eine
komplexe Funktion.

Definition 1 Sei f eine Funktion. Jedes p # 0 welches die Bedingung
f(z+p) = f(?) VzeC

erfillt heifit eine Periode von f. f heifit periodisch, falls es eine Periode
besitzt.

Unmittelbar aus dieser Definition erhilt man folgende triviale Eigen-
schaft:

Satz 1.1.1 Seien p1 und ps Perioden von f. Dann ist auch fiir beliebiges
n,m € Z\ {0} auch np; + mpy eine Periode von f.

Beweis Da p; Periode von f ist, ist wegen
fGa+np) = f((z+(n=1)p1)+p) = f(z+(n—1)p) = --- = f(z+p) = f(2)
auch np; Periode. Weiters gilt
f(z+ (np1 +mp2)) = f((z + np1) + mp2) = f(z +np1) = f(z)
O

Wenn man an periodische Funktionen denkt, so dridngen sich zunéchst die
klassischen trigonometrischen Funktionen sin und cos auf, welche mit den
Perioden 2k7 ausgestattet sind. Es stellt sich also die Frage, wie ,reichhal-
tig“die Menge der Perioden, bezeichnet durch

Q2 := {p € C|p Periode von f},

bei ,,braven“Funktionen sein kann. Die Antwort darauf gibt der folgende
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Satz 1.1.2 Sei f eine nichtkonstante, meromorphe Funktion. Dann besitzt
Q keinen Haufungspunkt, ist also diskret.

Beweis Der Beweis wird indirekt gefithrt. Angenommen p wére ein solcher
Haufungspunkt. Dann gibt es eine Folge von Perioden (p,)nen mit p, — p.
Es gilt:

9(2) = f(z) = f(p) = g(pn) =0
Die Nullstellen von g héufen sich also um p. Da mit f auch g meromorph
ist, muss g die Nullfunktion sein woraus f = f(p) folgt. Widerspruch, da f
als nichtkonstant vorausgesetzt war.

O

Die Menge der Perioden einer meromorphen Funktion liegt also diskret in
der Gaufischen Zahlenebene. Aus diesem Grund bezeichnet man 2 meistens
als Periodengitter von f.

Bemerkung Da ein zweidimensionales Zahlengitter durch mp; + nps
definiert ist, muss man 0 in €2 aufnehmen um daraus ein richtiges Gitter zu
machen. Da 0 aber ohnehin die Periodeneigenschaft f(z +0) = f(z) besitzt
stellt dies keine Probleme dar. In Zukunft bezeichnen wir daher mit ) die
Menge

Q2 := {p € C|p Periode von f} U {0}

Unsere néichste Aufgabe ist aus diesem Gitter Basisperioden auszuwéhlen.
In einer diskreten Menge finden wir sicher eine Periode p; mit minimalem
Betrag. Da mit p; auch —p; Periode ist, ist diese Auswahl sicher nicht ein-
deutig, was aber nicht weiter stért. Nun muss man zwei Félle unterscheiden:

1. Q= {mpilm € Z,m # 0}
f besitzt also aufler den Vielfachen von p; keine weiteren Perioden
mehr, ist also eine Fourierreihe. Mit diesem Fall wollen wir uns nicht
weiter befassen

2. Q besitzt noch weitere Perioden
Unter diesen, von p; linear unabhingigen, Perioden existiert wieder
ein py von minimalem Betrag. Mit dieser Auswahl wollen wir nun
weiterarbeiten

Lemma 1.1.3 Z—f € C\ R d.h. py und p; liegen nicht auf einer homogenen
Geraden.

Beweis Angenommen py = Ap; mit A € R. Dann ist auch mp; 4+ nps =
p1(m + nA) fir m,n € Z Periode. Nun kann man aber m und n so wéhlen,
dass |m + nA| < 1 ist und daher |mp; + np2| < |p1|. Widerspruch zur Wahl
von pj.
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O

Nun kann man py sicherlich so wiihlen, dass die Bedingung %(%) >0
erfiillt ist, die wollen wir auch tun.

Nun kann man noch versuchen weitere linear unabhéngige Perioden zu
suchen, dank des folgenden Lemmas wird man allerdings erfolglos bleiben.

Lemma 1.1.4
Q= {mp1 +np2|m,n € Z\ {0}}

Beweis Sei p € Q beliebig. Dann existiert eine Darstellung p = A1p1 +
Aop2 mit reellen Konstanten Aq, A2. Damit ist auch p’ := (A1 — [M1])p1 + (A2 —
[A2])p2 Periode und es gilt |p’| > |p2| (siche Abbildung 1.1). Verschiebt man
p' nun aber um p; und um py so kommt der Punkt innerhalb des inneren
Kreises zu liegen, also |[p’ — p1 — po| < |p1|.- Widerspruch.

p2

Abbildung 1.1: Keine weiteren Perioden moglich

O

Wir koénnen diesen Abschnitt mit dem folgendem zusammenfassendem
Satz beenden:

Satz 1.1.5 Sei f eine nichtkonstante meromorphe Funktion. Dann gilt:
e f hat hichstens 2 linear unabhingige Perioden

e [s existiert ein sogenanntes primitives Periodenpaar (p1,p2), wobei py
minimalen Betrag unter allen Perioden hat und %(%) > 0 gilt.
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1.1.1 Periodentorus und Fundamentalbereich

Wir kénnen nun auf der GauBschen Zahlenebene folgende Aquivalenzrelation
einfiihren:
r~y:<= x=y (mod pi,p2)

Wenn wir im folgenden Funktionen welche periodisch zu einem Gitter
Q) sind betrachten, wird es nicht notwendig sein dies auf ganz C zu tun, es
geniigt eine kleinere Menge, ein sogenannter Fundamentalbereich (entspre-
chend beispielsweise dem Intervall [0; 27] bei trigonometrischen Funktionen
im eindimensionalen Fall).

Definition 2 Eine Menge R C C heifit Fundamentalbereich einer Aquiva-
lenzrelation ~ auf den komplexen Zahlen wenn gilt:

e R ist offen in C
eV2cC:3(eR: (~z
e Va,be R:axb

Wenn man nun ein Zahlengitter €2 mit den primitiven Perioden p1, po
betrachtet, dann ist die Menge

F = {\ip1 + Aopa| A1, A2 €]0; 1]}

trivialerweise ein Fundamentalbereich der vom Gitter induzierten Aquiva-
lenzrelation. Diesen speziellen Fundamentalbereich, sowie die Gebiete der
Form

Fo=F+a= {CL + Aip1 + )\2p2|)\1, Ao E]O; 1[}, aecC

nennt man auBerdem eine Grundmasche oder ein Periodenparallelogramm
des Gitters Q beziiglich der Basis (p1, p2)

Bildet man nun die Faktorgruppe C/ ~ bzw. C/€, erhiilt man als Aqui-
valenzklassen eines Punktes z

[z] ={CeCl(—2z€Q}

Diese Faktorgruppe wird {iiblicherweise als Periodentorus bezeichnet.
Denn wenn man bei einem Periodenparallelogramm jeweils die gegeniiberlie-
genden Seiten identifiziert, so erhdlt man einen Torus (diese Tatsache kann
man sich leicht mit Hilfe eines Blattes Papier veranschaulichen).

1.2 Die Sitze von Liouville

Definition 3 Eine Funktion f heifit elliptische Funktion : <

e f ist meromorph
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o f ist doppeltperiodisch

Bemerkung In vielen Biichern (z.B. in Riihs (1962)) wird oft anstelle des
Periodenpaares (pi, p2) mit den, ebenfalls 6fters auftretenden, Halbperioden
(wi,w2) (also 2wy = p1,2ws = py) gearbeitet. Die Bequemlichkeit auf der
einen Seite keine %pl schreiben zu miissen erkauft man sich aber auf der
anderen Seite mit zahlreichen 2w;. Welche Variante man vorzieht ist frei-
lich Geschmackssache, ich habe die erste gewihlt, da sie mir natiirlicher
erscheint.

Satz 1.2.1 Seien f und g elliptische Funktionen beziiglich der Perioden
p1,p2. Dann sind auch f+ g, f — g, f - g,g (falls g #£ 0) und f' ellipti-
sche Funktionen beziiglich derselben Perioden.

Die elliptischen Funktionen beziiglich fester Perioden bilden folglich einen
Korper.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der
Periodizitat.

O

Satz 1.2.2 (1. Satz von Liouville) Sei f eine elliptische Funktion. Wenn
f in F keine Pole besitzt, dann ist f konstant.

Beweis Da f in F keine Pole besitzt muss sie in diesem (kompakten)
Bereich beschrinkt sein. Aufgrund der doppelten Periodizitit kann f daher
auch auBerhalb von F keine Pole besitzen und ist auf ganz C beschriinkt.
Aus dem Satz von Liouville (aus der klassischen Funktionentheorie) folgt
nun direkt, dass f konstant sein muss.

O

Bemerkung Liouville bewies diesen Satz 1847 direkt und folgerte spéter
aus ihm seinen berithmten allgemeineren Satz.

Satz 1.2.3 (2. Satz von Liouville) Sei f eine elliptische Funktion. Dann
besitzt f nur endlich viele Pole modulo 2, und dariiberhinaus gilt

Z Resf(c) =0,

wobei ¢ ein beliebiges Reprdsentantensystem von Polen durchlduft.
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Beweis Die Polstellen einer meromorphen Funktion liegen diskret, inner-
halb einer beschrinkten Menge (z.B. F) kénnen also nur endlich viele liegen.
Die Summe kénnen wir mit Hilfe des Residuensatzes durch 27i ) | Resf(c) =
/. oF, f(¢)d¢ berechnen, wobei a so gewihlt ist, dass auf dem Rand von F,
keine Pole von f liegen.

o f(Qd¢ = (/aam+/@i+:1+p2+/@:ip2+/;p2)f(g)dg:

Substituiert man nun im zweiten Integral v = { + p; und im drittem v =
¢ + po so erhélt man:

-/ " poac+ / " fu+ prydu+ [ e [ poa

+p1 a+p2

Wegen der Periodizitét von f heben sich nun das erste und das dritte, bzw.
das zweite und das vierte Integral auf.

O

Satz 1.2.4 (3. Satz von Liouville) Sei f eine nichtkonstante elliptische
Funktion. Dann nimmt f innerhalb eines Fundamentalbereiches jeden Wert
z € C gleich oft an (mit Vielfachheit gezihlt).

Beweis Aus der Funktionentheorie bekannt ist das Null- und Polstellen
zihlende Integral (siche z.B. Freitag and Busam (2000) S.170):

1

, f(2)dz = #Nullstellen - #Polstellen
21t Joa

(jeweils in G, mit Vielfachheit gezihlt). Die Anwendung davon auf die Funk-
tion g := f(z) — ( liefert

1 g 1 I

omi Jog g 2mi Jog F—C
= #( -Stellen von f - #Polstellen von f

Da jede konstante Abbildung elliptisch ist, ist mit f auch ¢ und nach 1.2.1
sogar % eine elliptische Funktion. Nach dem 2. Satz von Liouville und dem
obigen gilt

/
/ 9@, — o=
7 9(2)
= #( -Stellen von f - #Polstellen von f

= #( -Stellen von f = #Polstellen von f V(e C
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O

Lemma 1.2.5 Sei f eine im Gebiet G meromorphe Funktion, g in ganz G
holomorph. Dann gilt:

1 f'(2)

— g9(z)dz = g(a) — 9(b)
oot o 1T 2 O 2
' b Pol von f

Beweis Wenn a eine k-fache Nullstelle von f ist, dann lautet die Laurent-
entwicklung von f7 um a

'(z k >
ff((z)) = Z_@+ch(z—a)n

n=0

Multiplikation mit der Taylorreihe von g, > - an(z — a)", liefert

J;%()) 92 = [ Y enlz = )] - (D an(z —a)'] =
n=0 n>0
— Zagka +0O(1)
Also ist

ResL/g(a) =k x ap = kg(a)
f

Das selbe Verfahren liefert bei einem Pol b k-ter Ordnung von f
Resy (b) = —kg(b).
79

Aus dem Residuensatz folgt nun die Behauptung.

O

Satz 1.2.6 (4. Satz von Liouville) Sei f eine elliptische Funktion mit
den Nullstellen ai,...,a, und den Polen byi,..., b, (jeweils ein Reprdsen-
tantensystem). Dann gilt:
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Beweis Es sei F, wie oben ein Fundamentalbereich ohne Pole von f am
Rand. Nach 1.2.5 gilt:

O
Z“’“‘Z = 5t o 7

k=1
a+p1 a+p1+p2 a+p2 a !
/ / / 4 / 176 g, =
27” a+p1 a-+p1+p2 a+p2 f(2)

- T af(z) () [t
27m “ f(2) f(z+p2) Ydz+
I ER TN G
omi J, f(z+p1) f(z)

L f(7) R OB

= omil), p2f()d +/a e

_ %[_pg In(f(2))|%47" + py In(f(2))[2*72]

Wegen der Periodizitdt von f, konnen sich die Logarithmen an der oberen
und an der unteren Grenze lediglich um 2k7i unterscheiden.

O

Motiviert durch den 3. Satz von Liouville erweist sich die folgende Definition
als sinnvoll

Definition 4 Sei f ein elliptische Funktion. Dann bezeichnet als die Ord-
nung von f die Anzahl der Polstellen von f (mit Vielfachheit gezihlt) in
einem Fundamentalbereich.



Kapitel 2

Die Weierstrafischen
Funktionen

2.1 Die p-Funktion

Die vier Satze von Liouville geben uns wichtige Aussagen iiber die grund-
legende Struktur elliptischer Funktionen. Dennoch haben wir bis jetzt, ab-
gesehen vom Sonderfall der konstanten Abbildungen, noch keine konkrete
derartige Funktion zu Gesicht bekommen. Zunéchst wird man versuchen,
sich eine moglichst einfache Funktion zu konstruieren. Einfach bezieht sich
in diesem Fall auf die Ordnung der Funktion. Ordnung 0 haben lediglich
die konstanten Funktionen (wegen des 1. Liouvillschen Satzes), als néchstes
wiirde Ordnung 1 kommen. Jedoch:

Satz 2.1.1 Es gibt keine elliptische Funktion 1. Ordnung.

Beweis Angenommen f wire eine solche Funktion. Dann hat f genau einen
Pol erster Ordnung (b) und genau eine Nullstelle ebenfalls erster Ordnung
(a) in F. Nach dem vierten Liouvillschen Satz ist

a—b=0 (modp,p2) = a=b (mod p1,p2)
Und da sowohl a als auch b in F liegen, muss a = b gelten. Widerspruch.
O

Also muss das einfachste Beispiel einer nichtkonstanten elliptischen Funk-
tion von Ordnung 2 sei. Hier hat man noch die Wahl zwischen einem Dop-
pelpol oder zwei Einzelpolen. Wir werden im folgenden eine Funktion zum
ersteren Fall konstruieren. Am naheliegendsten ist freilich die Reihe

1
2 Gup

weN

14
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zu betrachten, doch ist diese leider nicht konvergent. Denn fiir den Fall

O =7Z+iZ,w =m + ni wird ist bei z =0 ‘(z_lw)2| = = m2}|-n2 und

[m+ni|?
die Divergenz folgt aus folgendem

Lemma 2.1.2

1
( )6222\{(0 o)}m konvergent <= a > 1

Beweis Nach dem Integralkriterium von Cauchy ist die Summe genau dann
konvergent wenn das Integral

dzdy
I= T
z2+y2>1 (I‘ +y )

konvergiert. Substitution auf Polarkoordinaten liefert

fo'e) 27 0
2
I:/ / gad%"drz/ amrdr
1 o T 1T

Daher gilt: I konvergent «<— 2a—1>1 <= a>1
O

Unsere Suche nach einer Funktion vom obigen Typ ist aber nicht hoff-
nungslos, denn der Satz von Mittag-Leffler garantiert uns die Existenz einer
meromorphen Funktion mit Doppelpolen genau in den vorgegebenen Git-
terpunkten. Wir miissen uns nur noch auf die Suche nach konvergenzerzeu-
genden Summanden machen.

Lemma 2.1.3 Die Reihe .
Z ’w|a
we\ {0}

st konvergent fir o > 2.

2
Beweis Wir betrachten die reelle Funktion f(z,y) = %. Dies ist

eine homogene Funktion (da f(ax,ay) = f(x,y)), daher liegen ihre Minima,
falls vorhanden, auf der Einheitskreislinie S'. S! ist kompakt, f muss als
stetige Funktion auf ihr daher ein Minimum annehmen, nennen wir dieses
0. Da f nur echtpositive Werte annimmt, muss auch § > 0 gelten. Nun gilt:

flz,y) >d>0 = |mp: —|—an]2 > (5(m2 —|—n2)
1 1 1 1

|mpy +np2|?  |w|2 T Sm2 4+ n?
1 1 1
= <N 2
Z |w|* — 52 (m2+n?)2

Fiir a > 2 bildet die rechte Summe nach dem vorigen Lemma eine kon-
vergente Majorante.



KAPITEL 2. DIE WEIERSTRASSSCHEN FUNKTIONEN 16

Lemma 2.1.4 Die Reihe
1 1
ist kompakt konvergent auf C\ €.
Beweis Fiir z € B,(0) (und z ¢ ) und |w| > 2r (also fiir fast alle w) gilt:
|z — 2w| < |z| 4+ 2|w| < 3w

z 1 z 1 z
I A e A L
e e e

| =

1
= |lw—22> Z|w]2

1 1 |z|]z — 2w| |z|3|w] 12 12r
:|(“‘§—‘7W_ < =
z—w) w

= < = [zl—3 <
w?lz = wl* 7wl glw]? Wl 7 Jwl?

Die Reihe konvergiert also absolut fiir alle z ¢ €.

Definition 5 Die Funktion

1 1 1
p(2) = p(z;p1,p2) = p(2; Q) = 2T Z ((72
weR\{0}

)

z—w)?  w?

heifit die Weierstrafische p-Funktion zum Gitter €.

Bemerkung Die beiden Perioden bzw. das Gitter im Argument miissen
nur angegeben werden wenn Verwechslungsgefahr besteht. Ublicherweise ist
das Gitter allerdings fest gegeben, und man kommt mit ,,p(z)“aus.

Aus dem bereits gezeigten folgt, dass p(z) eine meromorphe Funktionen
mit einem Doppelpol genau in den Gitterpunkten von {2 ist. Die Periodizitét
ist allerdings noch zu kléren.

Satz 2.1.5 Die Weierstrafische p-Funktion ist eine elliptische Funktion mit
Ordnung 2 beziiglich des Gitters 2.

Beweis Die Periodizitét direkt aus der Reihendarstellung zu zeigen ist sehr
aufwendig, einfacher ist es den Umweg iiber die Ableitung

oz)=-2) (z—lw)?’



KAPITEL 2. DIE WEIERSTRASSSCHEN FUNKTIONEN 17

zu gehen. Nun gilt aber fiir beliebiges wg € € :

p’(z+w0):—2z

weN

= ¢'(2).

1
(z —w+wp)?

@ ist also eine ungerade elliptische Funktion 3. Ordnung. Als Stammfunk-
tion muss g daher gerade sein. Die Periodizitit von g’ iibertriigt sich nun
direkt auf p da gilt:

Vwg € Q1 (p(z +wo) — p(2)) =0 = p(z+wy) —p(z) =c Vz2eC\Q
1

7= —qwo = p(wo) — p(—wo) =0=c

@ ist also periodisch beziiglich des Gitters (2.

o hat einen Doppelpol in allen Gitterpunkten (folgt unmittelbar aus der
Definition durch die Reihe), ist also mindestens von Ordnung 2. Nachdem
die Reihe allerdings fiir alle iibrigen z € C konvergiert, miissen das auch
bereits alle Pole sein. Damit ist klar, dass die p-Funktion von Ordnung 2
sein muss.

O

2.1.1 Die historische Herleitung der p-Funktion

/
Bemerkung Die Notation H bedeutet, dass der Index alle ganzen Zah-
!/
len mit Ausnahme der 0 durchlauft. Bei H werden alle ganzzahligen

n,m
Paare bis auf (0,0) durchlaufen. Entsprechendes gilt auch fiir die Summen-

/ /
notationen E , g .
n n,m

Die obige direkte Einfiihrung der gp-Funktion ist zwar sehr schén und
unkomopliziert, entspricht aber nicht der historischen Wahrheit.

Die folgende Konstruktion habe ich Weierstral (1893) und Weierstraf
(1915) entnommen.

Als erstes definiert Weierstrafl

we\{0}

die Weierstrafische o-Funktion. Er erklart diese Definition als die einfach-
ste ganze Funktion, die in allen Gitterpunkten verschwindet. Der Ursprung
dieses Produktes beim Versuch eine doppeltperiodische Funktion zu kon-
struieren, ist auch naheliegend. Es ist dies ndmlich eine Verallgemeinerung
der Produktdarstellung des (einfachperiodischen) Sinus:

sin(rx) = mx H/(l - E)e%

n
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Weierstrafl vergroflerte in diesem Produkt die Nullstellenmenge von den
ganzen Zahlen auf ein beliebiges Zahlengitter und fiigte noch die konver-

2
genzerzeugenden Faktoren ef+%572 (laut Produktsatz von Weierstraf$) hin-
Zu.
Im folgenden schreiben wir die Perioden stets als w = mpy + npo.
Zunéchst bildet man nur das Produkt fiir Faktoren mit n = 0 und dem
fithrenden z, also

122

/ L_’.,i
T10= )e™ (2.1)
™ P1

Nun versucht man das Produkt aufzuteilen. Es gilt:

/ 1 22 Z/ 1 22 22 Z/ 1
| | €2m2p% —e m2m2p% :€2p% mom2

m
Aus der Produktdarstellung des Sinus folgt:
sin 2% = 2T (1 = 2 )emm] (2.2)

p1 b1 mpi1

(2.3)
1z
=o)L P 2T
T P
schreiben, die Aufteilung des Produktes ist zuléssig, da beide Einzelprodukte

konvergieren.
Nun miissen wir noch die Faktoren im Produkt der o-Funktion mit n £ 0
hinzufiigen. Ersetzt man in (2.2) z durch z — npsy, erhélt man

p2 . (z—mnpy)m / 2 —mnpy, 2
—sin—— =(z2—n 1——F)e mn 2.4
Zoin C = o [0 ST
Setzt man hier z = 0, folgt
p2 . (np2)m ' npy | —nre
—=—sin =—(n 14+ —)em™n 2.5
sin S = (o) [T [0+ S (2:5)
Dividiert man nun (2.4) durch (2.5), erhdlt man
. (z—np2)m
sin P25 P / P p
- - = 1——= emn 2.6
sip (mp2)m ( npg) H I mp1 + npg) ) (26)

pP1 m
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Der Faktor auf der rechten Seite ist schon fast das gewiinschte, nur die
Exponentialfunktion muss noch angepasst werden. Hierzu verwenden wir
wieder die Formel (2.2). Mit ihrer Hilfe erhalten wir, durch Differentiation
von In sin ;—T,

s zr 1 ! 1 1
—cot — = — + + 2.7
p1 p1 z Z(Z_mpl mp1) 27)
und durch Einsetzen von z = —nps hier in
—n, 1 / 1 1
T cot p2ﬂ:—7+2( +
b1 yai np2 —mpy —npz2 mMp1
T npomT 1 11 1
T ot 12 :—-é-Z(f—i)
p1 pr mpr S~ w  mpy
Q%COt "LZ?'” — e% Hle(%imzl)‘
m

Nun muss man noch diese Gleichung mit (2.6) multiplizieren:

SIHM 2T npam VA z / VA
TR R (- gem [T - 2)ef] =
sin (122)T np2 w

p1 m (2.8)

= [Ti = 2)es)

Damit wére der erste Teil des Exponenten angepasst, jetzt fehlt noch
2
das 1Z;. Wir konnen die rechte Seite von (2.8) als

schreiben. Wenn wir nun das Produkt iiber alle ganzzahligen n bilden,
miissen wir uns noch von der Konvergenz von

22

M= (2.9)

iiberzeugen. Zunéchst wollen wir das Produkt umschreiben. Leitet man (2.7)
ab so ergibt sich:

my2 1 1 ! 1
( ) -2@272_‘_2(
m

z
P1° s ”
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Wie oben setzt man jetzt z = —nps und wendet die Exponentialfunktion
an.

m n
1 ™ p1 + np2)
>
w2
m
D e 122
e Pr1 = H€2 w2
m

=e n ST (2.10)
Unter Benutzung der Eulerschen Formeln

np27T 1 npomi npomi

sin = % (61’1 — e_Pl) = 2i (h” — h_")

yai

pomi
(mit h=e »1 ) kénnen wir die Summe zu

/ 1 / —4 > —8
zn: sin2 n%ﬁ - zn: (hn _ h—n)2 - nZ::l (hn _ h—n)2 -
oo h2n
- —82 (o (2.11)

= —82 h e (2.12)

umschreiben. Nun konvergiert aber (2.11) sicherlich fiir |h| < 1 und (2.12)
fiir |h| > 1. Der letzte ,,gefidhrliche“Fall, ndmlich |h| = 1, kann jedoch ausge-
schlossen werden. Sieht man sich die Definition von h an, dann kann dieses
nur dann auf dem Einheitskreis liegen wenn Z 2 ein Vielfaches von 2 ist. Die
primitiven Perioden waren aber so gewé#hlt, dass \s(gf) > 0 gilt. (2.9) ist
also konvergent. Hinzumultiplikation des Termes fiir n = 0 liefert uns also

2 2 12272 1 . (np2—2)m
P15 2T 35F Yngammam pp | ST ax g nean
o(z)==—e  ?1 sin—e "1 P1 | | — €™ P1
T P1 sin

2t
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Fine letzte Umformung, jeweils die Zusammenfassung der Terme fiir n und
—n, liefert uns schlielich das gewiinschte Resultat

2 2 00 . (np2—2)7 . (npa+z)w
P gng Com sin =~ sin ="
o(z) ==—e€ "1 sin— H — g (2.13)
T P sin® =2~

unter Benutzung der Konstante
g g 6 + 5 ) npamT
n p1

Zur Erinnerung: Wir sind dabei eine doppeltperiodische Funktion zu
konstruieren. Mit dieser Darstellung sind wir jetzt endlich in der Lage, o
auf Periodizitit zu untersuchen.

Satz 2.1.6

—e%1 +b

S

g(z+p1): a, E(C
a,beC

—eP1 +b

S

o(z+p2) =

Bemerkung In alter Literatur (z.B. in Burkhardt (1906)) werden me-
romorphe Funktionen die der obigen Funktionalgleichung geniigen auch als
elliptische Funktionen 3. Art bezeichnet.

Beweis Die erste Gleichung ergibt sich unmittelbar durch einsetzen in
(2.13), die zweite ist daraus jedoch nicht ersichtlich. Wenn man die Her-
leitung dieser Identitéit betrachtet, so erkennt man, dass es kein Problem
darstellt die Positionen von p; und po zu vertauschen. Man erhélt also eine
modifizierte Version von (2.13) aus der der zweite Teil des Satzes folgt.

Korolar 2.1.7
o(z+w) =eto(2) YweQ, (2.14)

wobet k und d von w abhdngen diirfen.
Beweis Iterierte Anwendung des eben bewiesenen Satzes (mp;+nps) liefert
oz +w) = +eMHs(2) YweQ,

Sollte auf der rechten Seite ein Minus auftreten, dann kann dieses jedoch
in der Form —1 = €™ gebracht werden und zur konstanten d hinzugezhlt
werden
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Wir haben also trotz aller Anstrengungen mit der o-Funktion leider kei-
ne periodische Funktion gefunden. Die Miithen waren aber dennoch nicht
umsonst, aus den eben gezeigten Transformationseigenschaften lédsst sich
leicht eine periodische Funktion bestimmen. Um die Exponentialfunktion
loszuwerden wendet man zunéchst auf (2.14) den Logarithmus an

In(o(z+w)) =In(o(2)) + kw + d

und differenziert diesen Ausdruck

o’ o’

— = — k 2.15

(s w) = 2 () + (215)
Die logarithmische Ableitung der o-Funktion bezeichnet man auch als die
Weierstrafische C-Funktion

((2) == —(2)

O_/
o
(nicht zu verwechseln mit der Riemannschen (-Funktion). Sie ist einer el-
liptischen Funktion schon sehr nahe.

Bemerkung Meromorphe Funktionen, die sich bei Addition eines Git-
terpunktes nur um eine Konstante dndern (zur Erinnerung: die Konstante
k in (2.15) ist nur von w, nicht jedoch von z abhéngig) nennt man quasipe-
riodisch oder manchmal auch Elliptische Funktionen 2. Art.

Nun sind wir schon so gut wie am Ziel, nochmaliges differenzieren von
(2.15) lasst die Konstante verschwinden.

Satz 2.1.8 Die Funktion (In(0))"(z) ist elliptisch.

Sucht man nur eine elliptische Funktion dann kann man sich jetzt bereits
entspannt zuriicklehnen, wir wollen allerdings noch den Kreis zum bereits
besprochenen schlief3en.

Satz 2.1.9
(In(0))"(2) = {'(2) = —p(2)

Beweis Um die Aussage zu beweisen, miissen wir die Potenzreihe der
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zweiten logarithmischen Ableitung der o-Funktion bestimmen.

In(o(z)) =In | 2z H (1-— E)eé+%z7 =
weM\ {0}
=Ilnz+ Z [ln(l—z)++122}
we\{0} “ w
1 1
= ((2) = + [— = +ZQ]
we\{0} wos w w
oA [
2 o LEmw)
= —p(2)

O

Der eben beschriebene Weg zur Konstruktion der p-Funktion ist nur
noch von historischer Bedeutung. In allen halbwegs aktuellen Biichern wird
zuerst die p-Funktion direkt eingefiihrt und dann die (-Funktion als deren
Stammfunktion und in weiterer Folge die o-Funktion als deren logarithmi-
sche Stammfunktion (unter passenden Nebenbedingungen) bestimmt. Dieser
Weg ist (wie wir gerade gesehen haben) wesentlich kiirzer und effizienter und
wurde bereits von Weierstrafl selbst in spéteren Veroffentlichungen gegan-
gen.

Die Laurententwicklung der p-Funktion

Betrachtet man die Funktion f(z) := p(z) — Z%, so stellt man zunéchst fest,
dass f bei Z = 0 eine Nullstelle besitzt (durch einsetzen die Reihe). Da f
ebenso wie p eine gerade Funktion sein muss, muss die Laurententwicklung
von f um 0 also von der Form

FE) = g
n=1

sein. Die Bestimmung der Taylorkoeffizienten fiihrt auf:

Fem(0)
a2n =
(2n)!
n n 1
we\ {0}
~ (2n+1)! 1
= 2n = (2n)! Z 02+
weQ\ {0}
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Die Reihe
G, = Z w™™ on>3
we\{0}

bezeichnet man als die n-te Fisensteinreihe. Klarerweise ist G, fiir ungerades
n gleich 0. Wir erhalten also die Laurententwicklung;:

1
p(z) = 5+ Y Gagnrny(2n 4 1)2°"

n>1

Die Halbwerte
Satz 2.1.10 ¢/(¢c) =0 <= c ¢ QAN2ceQ

Beweis < Sei ¢ eine komplexe Zahl welche die der Bedingung geniigt.
= ¢/(c) = p'(c—2c) = ¢'(—c) = —p(c) = ¢'(c) = 0
= Aus dem bereits bewiesen folgt, dass die Stellen

11  pi+p
2p17 2]927 92

Nullstellen von g’ innerhalb von F sind. Da g’ aber nur von Ordnung 3 ist,
kann es keine weiteren Nullstellen geben und keine Nullstelle kann mehrfach
sein.

Definition 6 Die Zahlen

P1 D2 p1+p2
el = @(5), ez := p(= ), e3 == p( )

heiffen die Halbwerte der p-Funktion

Satz 2.1.11 Die Halbwerte sind paarweise verschieden und hdngen nicht
von der Basis (p1,p2) des Gitters ab.

Beweis Da ¢’ (%pl) = 0 gilt, wird e; zweifach angenommen. g ist eine
elliptische Funktion der Ordnung 2, sie nimmt also jeden Wert genau zweimal
an. Der , Vorrat“von e; ist also bereits ausgeschopft, die selbe Uberlegung
fithrt natiirlich auch fiir eo und eg zum Ziel. Die Unabhéngigkeit ergibt sich
aus der Definition der Halbwerte und aus dem vorigen Satz.
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2.2 Der Korper der elliptischen Funktionen

Im folgenden bezeichnet f stets, sofern nicht anders angegeben, eine ellipti-
sche Funktion.

Wir haben bereits festgestellt, dass die elliptischen Funktionen zu einem
vorgegebenen Gitter €2 einen Korper bilden, d.h. Summe, Differenz, Produkt
und Quotient zweier elliptischer Funktionen sind wieder elliptisch.

Definition 7 Der Koérper der elliptischen Funktionen zum Gitter Q0 wird
mit K(§) bezeichnet.

Im folgenden werden wir feststellen, dass dieser Korper eine sehr einfache
Struktur besitzt. Die Abbildung

C — K(Q)

¢ — Konstante Abbildung mit Wert ¢
ist ein injektiver Homomorphismus, also eine Einbettung der komplexen
Zahlen in K (Q2). Wir werden in Zukunft (sofern keine Verwechslungsgefahr
besteht) die Zahl ¢ mit der ihr entsprechenden konstanten Funktion identi-
fizieren, wir kénnen C also als Unterkorper von K (2) betrachten.

Sei P € C[z] ein Polynom. Dann ist die Komposition (P(f))(z) eine

elliptische Funktion die nur dann identisch 0 sein kann, wenn entweder P = 0

gilt, oder f konstant ist. Entsprechendes funktioniert auch fiir die rationale
Funktion R = g mit @ # 0 und die Zusammensetzung R(f).

Lemma 2.2.1 Seien R und S rationale Funktionen dann gilt
R(f)=S(f)=>R=5
Beweis Jede elliptische Funktion ist surjektiv, damit auch f. D.h.
VzeC3I(eC: f(()==

. Und da R(f) und S(f) tibereinstimmen, stimmen auch R und S an
allen Stellen z € C {iberein.

O

Die Abbildung R — R(f) mit festem f stellt also einen Isomorphismus
vom Korper der rationalen Funktionen auf einen Unterkérper von K (€2) dar.
Diesen Unterkorper wollen wir im folgenden mit

C(f) ={glg = R(f), R rationale Funktion}

bezeichnen. Wir werden jetzt Schritt fiir Schritt die Struktur der Funktionen
aus K () bestimmen, beginnend mit dem einfachsten Fall.
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Satz 2.2.2 Sei f € K(QQ) gerade und seien alle Polstellen von f in Q ent-
halten. Dann ist f als Polynom in der o-Funktion darstellbar d.h.:

F(2) = an"™(2) + an19" 7 (2) + . arp(2) + ag
Der Grad dieses Polynoms ist die halbe Ordnung von f, also n = %Ord(f).
Beweis Falls f konstant ist, dann ist die Aussage trivial, wir kénnen also

annehmen, dass f # ¢ gilt. 0 ist Pol von f, die Laurententwicklung lautet
also

Der Beweis kann nun mit Induktion nach n gefiithrt werden.

1
n=1: f(z):a_2?+a0+a222+...

= f(2) — a_2p(z) ist eine elliptische Funktion ohne Pole
= f(z) = a_—2p(2) + ¢
n=n+1: f(Z) = Q,Q(n+1)m + a_gnﬁ
= f(z) — a_2(n+1)p"+1(z) hat Ordnung < 2n
1
= f(z) = 2(nt) 30 ) P(p(2))

wobei P Polynom vom Grad n ist.
O

Wir bleiben noch beim Spezialfall der geraden Funktionen, lassen nun aber
beliebige Pole zu.

Satz 2.2.3 Jeder gerade elliptische Funktion ist als rationale Funktion in
der p-Funktion darstellbar, also f(z) = R(p(z)).

Beweis Sei a ein Pol der nicht in ) enthalten ist. Dann gibt es ein N, so
dass (p(2)—p(a))" f(2) in a eine hebbare Singularitt besitzt. Da f aber nur
endlich viele nichtiquivalente Pole besitzt und damit auch nur endlich viele
auflerhalb von € (bezeichnet durch ay,aqg,...,q;) gilt, dass die Funktion

l

F2) [T(o(2) = plar))™

k=1
keine Pole aulerhalb von 2 besitzt. Nach dem letzten Satz gilt:
l

1) [T (0(2) = plar)™ = P(p(2))

k=1
P(p(2))

(2) TTjea (9(2) — lax)) Ve

z) = =: R(p(z
= f(2) ; (p(2))
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Korolar 2.2.4
{f|If € K(Q), f gerade} = C(p)={R|R rational}

Die Gestalt aller geraden elliptischen Funktionen ist damit geklart. Als
néchstes kommen die ungeraden an die Reihe. Deren Aussehen ldsst sich
allerdings direkt aus dem bereits Bewiesenen ableiten, wie folgender Satz
zeigt.

Satz 2.2.5 Sei f eine ungerade elliptische Funktion zum Gitter Q). Dann
existiert eine rationale Funktion R, so dass f = R(p)g gilt.

Beweis Der Quotient zweier ungerader Funktionen ist gerade, insbesondere
also %. Diese gerade elliptische Funktion lésst sich also als rationale Funkti-
on in der p-Funktion darstellen, Multiplikation mit ¢’ liefert das gewiinschte.

O

Nun miissen wir das Bewiesene nur noch zusammenfiigen, und erhalten
so den

Satz 2.2.6 (Struktursatz fiir K(Q2)) Sei f € K()
= 3R, S rationale Funktionen : f = R(p) + ¢’ S(p)

Beweis Jede beliebige Funktion f kann in der Form

£(2) = () + F(=2) + 5 () = £(=2)

geschrieben werden, also als Summe einer geraden und einer ungeraden
Funktion.

Korolar 2.2.7
K(Q) = C(p) + C(p)¢'

2.2.1 Die Differentialgleichung der p-Funktion

Der eben bewiesene Struktursatz ist nicht nur wunderbar einfach, besonders
schon ist, dass der Beweis hochst konstruktiv ist. Als Anwendung kann man
also z.B. versuchen, eine Darstellung der Funktion g'?(z) zu finden. Dies
ist eine gerade Funktion der Ordnung 6 deren Pole komplett innerhalb von
Q liegen. Sie muss daher eine Darstellung als Polynom 3. Grades in der
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p-Funktion besitzen. Um diese Darstellung zu finden, betrachten wir die
Laurententwicklungen von g, p?, 03, ¢’ und p'2.

o(2) = 272+ 3G422 + 5G4 + ...

differe:>nzieren p(Z)/ _

—2273 4 6G4z + 20G52° + . ..
WA /()2 = 4276 — 24Gy2 2 — 80G + ...

quadrieren von g
s

0(2)? = 271 +6G4 +10G52% + . ..

Multplkation )8 = 276 4+ 9G,22 + 115G + . ..

Nun konnen wir das induktive Beweisverfahren des letzten Abschnittes
Schritt fiir Schritt nachbauen

0 (2)? —4p(2)® = —60G42% — 140G + . . .
0 (2)% — 4p(2)® + 60G4p(2) = —140Gg + . ..

Die rechte Seite ist eine polfreie elliptische Funktion, also eine Konstante
welche gleich —140G¢ sein muss.

Satz 2.2.8 (Differentialgleichung der p-Funktion) Mit den Festsetzun-
gen

g2 =60G; =60 » w
we\{0}

g3 =140Gg =140 >  wS
we\{0}

gilt:
o (2)* = 4p(2)* — gap(z) — g3

Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich, dass jede beliebige Ableitung
der p-Funktion durch eine algebraische Gleichung in p und g’ ausgedriickt
werden kann. Differenzieren und einfache Umformungen liefern etwa

§'(2) = 5(120() - 92)

0" (2) = 12p(2)¢(2)
go(4)(z) = 120p(2)3 — 18gop(2) — 12¢3

Satz 2.2.9 Die Differentialgleichung der o-Funktion ldsst sich in der Form

O =4(p —e1)(p —e2)(p — e3)

schreiben, wobei e1, e und e3 die Halbwerte der p-Funktion sind
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Beweis Man kann die rechte Seite der Differentialgleichung als Polynom
p(z) = 423 — gow — g3 schreiben, dieses muss genau an den Halbwerten
verschwinden.

Bemerkung Die Diskriminante des Polynoms 4z3 — gox — g3 ist A :=
g5 — 27g§. Da die Halbwerte paarweise voneinander verschieden sind, muss
sie ungleich 0 sein, eine Tatsache die im zweiten Teil von grofler Bedeutung
sein wird.

2.2.2 Das Additionstheorem

Satz 2.2.10 (Additionstheorem der Weierstra3schen p-Funktion) Seien
w1 und ug komplexe Zahlen mit den Einschrdinkungen:

o up,up ¢ <2
e uj; #Z uz (mod Q)
e u; # —uy (mod Q)

Dann gilt:

p(ur +ug) = 1 (pl(ul) — @' (u2)

2
4 \Cplun) — plun) ) — p(ur) — p(u2)

Beweis Betrachten wir die Parametrisierung (z,y) = (p(2), ©'(2)) so liefert
uns die Differentialgleichung der p-Funktion die kubische Kurve
y? =4a® — gow — g3 (2.16)

in der komplex-zweidimensionalen Ebene. Wir suchen nun die Verbindungs-
gerade der Punkte P; = (p(u1), 9’ (u1)) und Py = (p(u2), p'(u2)) in dieser
Ebene, d.h man ermittelt Zahlen a, b so, dass

o (u1) = ap(ur) +b
o (u2) = ap(uz) +b

Durch Subtraktion der beiden Zeilen erhalt man:

' (u1) — ¢’ (u2) = a(p(u1) — p(u2))
¢ (u1) — 9’ (u2)
uy) — p(ug)

. o
o(
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Aufgrund der 2. und 3. einschrinkenden Bedingung fiir u; und wuo sind die
Werte von p(up) und p(ug) sicherlich verschieden, die Zahlen a und b exi-
stieren also, die Punkte P;, P» liegen auf der Geraden

y=ar+b (2.17)

bzw. implizit y — ax — b = 0. Setzt man nun fiir (z,y) wieder (p(2), 9’ (2))
ein, so wird dies zu ¢'(z) — ap(z) — b. Dies ist eine elliptische Funktion 3.
Ordnung mit Nullstellen in u1, us und Polen nur in den Gitterpunkten. Nach
dem 4. Satz von Liouville muss fiir die fehlende dritte Nullstelle also

uz = —(u1 +u2) (mod )

gelten, der Punkt P3 = (p(u3), ' (u3)) muss ebenfalls auf der Geraden (2.17)
liegen. Schneidet man nun die Gerade(2.17) mit der Kurve (2.16) so erhélt
man

423 — gox — g3 — (ax + 1) =0

Als algebraische Gleichung betrachtet muss dies drei Nullstellen haben, diese
sind klarerweise p(uq), p(u2), p(us). Es gilt also die Faktorisierung

4z° — gax — g3 — (az +)* = 4(zx — p(u1))(z — p(u2))(z — p(us))
Der Vergleich des Koeffizienten von 2 liefert
—a” = —4(p(u1) + p(uz) + p(u3)),

Einsetzen der berechneten Werte von a und wus liefert uns schliefllich die
Behauptung.

Od
Korolar 2.2.11 (Verdoppelungsformel)
1 (o"(2 (9%(2) + 192)* + 2939(2)
o2 = 1 (5 20100 = o
4\ p'(2) 43 (2) — g29(2) — 93
Beweis Setzt man im Additionstheorem z := u; und bildet den Limes

lim,,_,, dann erhélt man den ersten Teil der Formel (in der Klammer steht,
nach Erweiterung mit (z — ug), der Quotient zweier Differentialquotienten).
Will man die zweite Ableitung der p-Funktion vermeiden, so kann man noch
die Differentialgleichung einsetzen, und erhélt so den zweiten Ausdruck.
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2.2.3 Konstruktion elliptischer Funktionen

Bis jetzt haben wir Eigenschaften bestehender elliptischer Funktionen unter-
sucht, in diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Konstruktion elliptischer
Funktionen mit gewissen Eigenschaften beschéftigen. Konkret wird die die
Frage beantwortet, wann eine elliptische Funktion zu vorgegebenen Null-
und Polstellen existiert, der Existenzbeweis wird dariiberhinaus konstruktiv
gefiihrt.

Ein beliebter Trick in der Theorie der elliptischen Funktionen ist es, Ana-
logien zu den (zumindest ein bisschen) verwandten rationalen Funktionen
zu ziehen.

Betrachtet man eine beliebige rationale Funktion, so ldsst sich diese in
der Form

(Z — al)l’l(z _ a2)1/2 . (Z _ an)un
(Z - bl)’“ (Z - bg)“2 - (z — bm)um

f(Z):C ,Z/Z',/LjGN*
darstellen. Fiihrt man sich vor Augen, dass jeder Nullstelle a; eine Polstelle
in z = oo und umgekehrt jedem Pol b; eine Nullstelle entspricht, so erkennt
man, dass jede rationale Funktion auf der Zahlenkugel C gleich viele Null-
stellen und Polstellen besitzt. Diese Bedingung ist selbstverstéindlich auch
hinreichend fiir die Existenz einer entsprechenden rationalen Funktion.

Wie sieht dies bei den elliptischen Funktionen aus? Da wir periodische
Funktionen betrachten, miissen wir das Verhalten bei z = oo auflen vor
lassen, iibrig bliebe also die Bedingung f hat in C gleich viele Pole wie
Nullstellen wenn man diese jeweils mit Vielfachheit zdhlt.

Dies ist sicher notwendig (wegen des dritten Satzes von Liouville), hin-
reichend kann sie jedoch nicht sein (sonst miisste es eine Funktion erster
Ordnung geben). Betrachtet man den 4. Liouvillschen Satz dann erkennt
man eine stirkere notwendige Bedingung, ndmlich

ap+ag+---+a,=by+ba+---+b, (mod Q)

Dass dieses dariiberhinaus auch hinreichend ist, wurde 1826 von Abel
bewiesen.

Satz 2.2.12 (Abelsches Theorem) Zu den vorgegebenen Nullstellen
ai,ag,...an

und Polstellen
b1,bo,...b,

existiert dann und nur dann eine elliptische Funktion zum Gitter Q) wenn
ar+az+---+a,=b +ba+---+b, (modQ)

gilt, und die a; und die by, paarweise nicht kongruent sind.
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Beweis Es bleibt noch zu beweisen, dass die Bedingung hinreichend
ist. Betrachten wir noch einmal die rationalen Funktionen, dann sieht man,
dass diese aus Faktoren (z — a) aufgebaut sind. Diese Linearfaktoren haben
die Eigenschaft, genau in a eine Nullstelle zu besitzen. Bei der Konstruktion
einer elliptischen Funktion bendtigt man jetzt ein entsprechendes Pendant
mit Nullstellen in allen zu a &dquivalenten Punkten. Eine derartige Funk-
tion kennen wir aber bereits, ndmlich die Weierstrasche o-Funktion. Die

Funktion

_ Ip=io(z—ak)
- Tz o(z = by)
hat auf jeden Fall das gewiinschte Null- und Polstellenverhalten. Wie ist es
aber um die Periodizitéit bestellt? Wir haben bereits gezeigt, dass die o-
Funktion die Transformationseigenschaft o(z + w) = e®*+%g(z) (mit von

z unabhéngigen Zahlen ¢, d,,) besitzt. Daher ist fiir beliebige Gitterpunkte
w

f(z)

Ty et eo(z — a)

Sk -

e~ (z — ay) B

) e~Cwbko(z —by)

e Cw Z?:l ag HZ:l O'(Z — ak) e Cw 27:1 ak
( )

= —oyrn f(2).

Aufgrund der Kongruenzbedingung muss der Bruch gleich 1 sein (da wir die
Représentanten der Null- und Polstellen 0.B.d.A. so wihlen konnen, dass

ay +---+ap, =by + -+ b, gilt, und nicht nur ,=*), daher gilt

fz+w) = f(2)
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Kapitel 3

Die Modulgruppe

3.1 Aquivalente Gitter

Bis jetzt haben wir elliptische Funktionen zu einem bestimmten starren Git-
ter 2 betrachtet. Es liegt jedoch auf der Hand, dass die elliptischen Funk-
tionen beispielsweise der Gitter

Z+iZ und 27+ 2Z

sich nicht sehr stark von einander unterscheiden. Dies fithrt dazu, Aquiva-
lenzklassen von Gittern zu untersuchen.

Definition 8 Zwei Gitter Q,Q in der komplexen Zahlenebene heiffen genau
dann dquivalent, wenn sie durch eine Drehstreckung auseinander hervorge-

hen. D.h.:
A~ Qie= INcCAA0,Q=\0

Satz 3.1.1 Die oben definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis Trivial.

O

Satz 3.1.2 Die elliptischen Funktionen zweier dquivalenter Gitter Q, Q) ent-
sprechen einander eindeutig. D.h.:

Beweis Sei 2 = \Q2'. Dann entspricht jeder Funktion f € K(€') die Funk-
tion g(z) := f(Az) € K(2) und umgekehrt.

34
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Da stets die Umformung
P2
P1Z+ poZ = p1(Z + 2712)

moglich ist, ist jedes Gitter (p1,p2) dquivalent zu einem der Form (1, 7)
mit 7 1= %f. Mehr noch: wenn wir uns erinnern, wie die Basisperioden im
ersten Abschnitt gewihlt Wurden(%(%z) > 0), kann man sogar stets 7 € H
erreichen.

Es stellt sich also die Frage:

Wann sind zwei Gitter der Form 7 + 77 und Z + 7'7Z dquivalent?

Bemerkung Diese Frage mag auf den ersten Blick trivial scheinen. Es
ist jedoch leicht einzusehen, dass die Basis (1,7) eines Gitters alles andere
als eindeutig ist. So sind z.B. die von den Basen (1,7) und (1,141) erzeugten
Gitter sogar gleich und damit insbesondere auch dquivalent.

Laut Definition sind die Gitter genau dann dquivalent, wenn

INeC\{0}:Z+7Z=X\NZ+7T'7)
gilt. Um eine Kriterium dafiir anzugeben, benttigen wir zuerst das folgende

Lemma 3.1.3

/
Z+1Z CMNZ+7'7) «— 3IM e 7>?: (;) :AMC)

Beweis < DaZ+ 7Z C AN(Z + 7'7Z) gilt, muss insbesondere

7= Aat' +b)
1= Mer' +d)

()= 2 )

= Nun gilt nach Voraussetzung

gelten. Also ist

7= Mat' +0)
1= Aer' +d).

Daher gilt fiir jeden Gitterpunkt aus Z + 7Z:

z+yr = aXer’ +d) +yNar’ +b) = A((zd + yb) + (vc + ya)T')
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Sollen die beiden Gitter gleich sein, dann muss auch die umgekehrte
Inklusion gelten, die dann gleichbedeutend ist mit

(3) = 6)

Fiigt man das zusammen, dann erhélt man:

/
Z+17=NZ+1'7) <> (Tl> :N~MG>

=N-M=1
= 1=det(N - M) = det(N)det(M)
= det(N) = det(M) = £1

Dividiert man die beiden Gleichungen

7= Mat' +b)
1= Mer' +d),
so erhalt man
B ar’ +0b
e+ d

Der Ubergang von 7 auf ein #quivalentes ist also eine spezielle Mdbiustrans-
formation. Die Untersuchung des Imaginérteils ergibt:

aT—l—b)_i(aT—i—b_cﬁ—i—b)_i(aT—i—b)(cf—i—d)—(ai—i—b)(CT—i—d)_
er+d  2ier+d cr+d 20 ler + dJ? B
(ad —bc)(r —7)  DI(7)

2iler +d2 Jer +dJ?’

3(

wobei D = (ad — bc) die Determinante ist. Da wir aber fordern, dass 7 je-
denfalls in der oberen Halbebene liegt, muss D positiv sein. Wir haben aber
bereits bestimmt, dass die Determinanten der Transformationsmatrizen nur
+1 sein konnen, es bleibt also als einzige Moglichkeit +1 {ibrig. Zusammen-
fassend erhalten wir also:

Satz 3.1.4 Zwei Gitter Z + 77 und Z + 7'Z sind dann und nur dann dqui-
valent, wenn es eine ganzzahlige Matriz M = (‘CL fl) mit 7 = Mt = ‘C‘:ig

gibt, die dariberhinaus Determinante 1 hat.

Das Aquivalentproblem ist damit gelost, wir sind dabei auf einen spe-
ziellen Typ von Matrizen gestoflen, die Abbildungen der oberen Halbebene
auf sich induzieren.
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Definition 9 Die Menge I' = {( %) € Z**?|ad — bc = 1} heifit die Ellipti-
sche Modulgruppe

Ob T tatséchlich eine Gruppe ist, bleibt freilich noch zu beweisen:

e Das Produkt zweier ganzzahliger Matrizen ist natiirlich wieder eine
ganzzahlige Matrix. Da die Determinantenbildung multiplikativ ist,
bleibt auch diese unveréndert 1. I ist also beziiglich der Multiplikation
abgeschlossen, assoziativ ist sie ohnehin.

e Die Einheitsmatrix hat Determinante 1. I" hat also ein neutrales Ele-
ment

e Die Inverse von (g g) liegt ebenfalls in I', denn es gilt:

a B\ ' [(d -b

c d “\—c a
Bemerkung Die elliptische Modulgruppe I' ist die aus der linearen Alge-
bra bekannteSpecial Linear Group SL(2,Z).

3.2 Eigenschaften der Modulgruppe

Bemerkung Da unser eigentliches Interesse nicht den Matrizen (‘é Z) an
sich, sondern den von ihnen induzierten Abbildungen z — gzzig, den soge-
nannten Elliptischen Modultransformationen, gilt, wollen wir im folgenden
die Matrizen (‘; Z) und (:‘C‘ :Z) (welche derselben Abbildung entsprechen)

miteinander identifizieren.

Satz 3.2.1 Die elliptische Modulgruppe I' wird von den beiden Matrizen

1 1 0 -1
(1) 5= )
erzeugt. Jede Matriz A € T besitzt eine Darstellung A = T™ ST"2S ... T™-18T"k,

mit ganzzahligen n;

Bemerkung Diese Darstellung ist nicht eindeutig.
Beweis Zuerst wollen wir festhalten, dass die Potenzen von S und T die
folgenden Bedingungen erfiillen:

2 niln
S2—_1, T _<0 !
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(ersteres ist trivial, zweiteres kann leicht mittels Induktion nachgewiesen
werden). Wir kénnen 0.B.d.A ¢ > 0 annehmen (da die einmalige Multiplika-
tion mit S? = —I einen Vorzeichenwechsel bewirkt). Nun gehen wir mittels
vollstédndiger Induktion nach d vor:

¢ = 0: Wieder kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass a > 0 gilt.

(i)
=660 D6 )

= 787"

o
I
—_

c=c+1: Da ad — bc = 1 ist, miissen ¢ und d teilerfremd sein. Division
ergibt also
d=cqg+r, 0<r<e.

—q_[(a b 1 —q\ (a —aq+b
AT _(c d><0 1>_<c r =

AT — <—aq +b —a>

T —C

Also gilt:

Da r aber echt kleiner als ¢ ist, konnen wir auf diese Matrix nun die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden.

O

Bemerkung Auf die Modultransformationen umgelegt bedeutet das, dass

alle Abbildungen z — ‘Zjig mit ad — bc = 1 sich aus den beiden Funktionen

z+—z+1und z — —% zusammensetzen lassen.

3.2.1 Ein Fundamentalbereich

Definition 10 FEine Menge R C H heifit Fundamentalbereich der ellipti-
schen Modulgruppe I' wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

e Je zwei verschieden Punkte aus R sind nicht dquivalent:

Ve,ye R:x£y=xody

o Jeder Punkt der oberen Halbebene kann mittels einer Modultransfor-
mation in den Abschluss von R ibergefihrt werden bzw. der Durschnitt
jeder Bahn mit R ist nicht leer, mit dem Inneren von R hichstens ein-
elementig:

VvreH : I eR:7~ 7
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Es stellt sich natiirlich die Frage wie ein derartiger Fundamentalbereich
aussieht. Antwort gibt der folgende

Abbildung 3.1: Fundamentalbereich der elliptischen Modulgruppe

Satz 3.2.2 Die Menge

1 1
F=A{r €H||7| > 1,—5 <R(1) < 5}

ist ein Fundamentalbereich. (siehe Figur 3.2.1)

Beweis Zunéchst zeigen wir, dass je zwei Punkte aus F nicht dquivalent
sind:
Angenommen es gelte 7,7 € F,7/ = Ar = (2b)7, A € T. Wir wissen

— S

bereits, dass 3(7') = ot

1. ¢#0:

gilt. Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:

ler +d)? = (et +d)(cT+d) = AT +cd(t +7)+ d* > 4+ d? — |cd| =

=lc*>1 ,d=0
— (e — [dI)> + Jed] { =1 2
S led 21 40

Nun ist aber 7 = A~ 17 = (_dc _ab)T und daher
(1)

Cx R S

S() | — e’ + al?

< ()
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Dieser Fall kann also nicht eintreten.

2. ¢=0:

e b ;o B B
A_<O i_1>:>T_Tj:b:>b_0:>A_I

7 und 7’ sind also gleich.

Bleibt der zweite Teil: Es ist nun ein beliebiges 7/ € H gegeben, wir bestim-
men uns dazu ein dquivalentes 7 € F. Zunéchst suchen wir uns zum Gitter
7 + 7'Z zwei Basisperioden (p1,p2) und zwar nach demselben Prinzip wie
bereits in ersten Abschnitt. Diese Perioden erfiillen dann die Ungleichungen

Ip1| < |p2l, |p1+p2| > |p2l,  [p1 — p2| > [p2| (3.1)

die letzten beiden deshalb, weil p; + po auch Gitterpunkte sind und po
unter den von p; linear unabhéngigen minimal gewdhlt wurde. Da die Gitter
die von (1,7') und (p1, p2) aufgespannt werden, gleich und damit natiirlich

auch &dquivalent sind, existiert eine Matrix M = (‘; g) mit Determinante

/

eins, so dass <§1> =M (E) gilt. Setzt man jetzt 7 := %j, dann ist dieses
2

P2

wegen o= = M7 zu 7' dquivalent und es gilt (jeweils nach Division der
Ungleichungen aus (3.1) durch |p;]:

11
7| >1, |71 >|7| — 3?(7)6]—5;5[



Kapitel 4

Modulfunktionen und
-formen

4.1 Invariante Ausdriicke

4.1.1 Eisensteinreihen

Im ersten Abschnitt sind wir, im Zuge der Laurententwicklung der p-Funktion
auf die Eisensteinreihen vom Gewicht k

1
we\{0}

gestolen. Diese sind, genau genommen, Funktionen des betrachteten Gitters,
also G (£2). Mit der Festlegung

Gi(1) :=Gp(Z + T2)

erhélt man eine Funktion von der oberen Halbebene in die komplexen Zah-
len:

GkHHC
! 1
aDY (m + nr)F

Dieses Definition weckt die (triigerische) Hoffnung, der Ausdruck dndere sich
beim Ubergang zu einem dquivalenten Gitter nicht; man sieht jedoch leicht,

dass
1

Cw)F

gilt. Wir sind also auf Funktionen mit einem speziellen Transformationsver-
halten gestoflen.

Gi(AQ) = > =27FGL(Q)

we\{0}

41
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Zunichst aber wollen wir einen fiir alle dquivalenten Gitter invarianten Aus-
druck suchen. Dazu beweisen wir als erstes, dass die Eisensteinreihen ana-
lytische Funktionen auf der oberen Halbebene sind.

Lemma 4.1.1 Fir die kompakte Menge K C H mit K = {z e H| |R(z)| <
3,3(z) > &'} mit beliebigen 0,8 > 0 gilt:

Je>0:Ve,y e R,7 € K : |z +yr| > elz +iy| = e/ + y?

Beweis Fiir (z,y) = (0,0) ist die Ungleichung trivial, diesen Fall kénnen
wir im folgenden also ausschlieBen. Wir kénnen x und y sogar noch weiter
einschriinken, namlich 22 + 2 = 1 verlangen (da die Ungleichung beim
Ubergang (z,y) — (tz,ty) unverindert bleibt. Die Ungleichung vereinfacht
sich daher zu

|z +y7| > €.

Es gilt:

[+ yrl* = (2 +yR(1))* + (4S(7)* = (@ +yR(1))? + (y9')* =
= |z 4+ y(R(r) +id")?

Die Funktion
f(@,y,0) = |v +y(c+id")]|

ist stetig, nimmt also auf der kompakten Menge, definiert durch
2 +y* =1, | <4,

ein positives Minimum ¢ an.

Wir koénnen die Eisensteinreihen also gleichméfig in K abschétzen:

/ 1 / 1 _ .
2 Gy = 2 Gy OO

Da jede kompakte Teilmenge in H von einem Bereich K umschlossen wird,
ist die Reihe kompakt konvergent und es gilt:

Satz 4.1.2 Die Eisensteinreihe vom Gewicht k mit k > 3, definiert durch
Gp,:H—-C
! 1
T Z (m +nt)k

st eine holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene.
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Im Zuge der Bestimmung der algebraischen Differentialgleichung der
Weierstrafischen @-Funktion sind wir auf die Konstanten go = 60G4 und
g3 = 140G gestoflen. Im neuen Licht dieses Abschnittes, in dem die Eisen-
steinreihen keine Konstanten, sondern Abbildungen auf der oberen Halb-
ebene sind, konnen wir diese nun ebenfalls als Funktionen betrachten:

g2(7) := 60G4(7)
g3(7) := 140Gg(7)
Beim Ubergang zu einem #quivalenten Gitter haben diese dann die Eigen-

schaft
@A) = A1 (Q) bzw. g3(AQ) = A 0g3(Q)

Um die unterschiedlichen Potenzen bei der Transformation dieser bei-
den Funktionen in den Griff zu bekommen, betrachtet man ein Linearkom-
bination aus go(7)% und g3(7)2. Hier bietet sich die, ebenfalls im Zuge der
Differentialgleichung aufgetretene Diskriminante

A(T) == ga(7)3 — 27g3(7)?
mit
ANQ) = AT2A(Q)

an. Nun sind wir dem gesuchten invarianten Ausdruck schon sehr nahe. Die
durch

g2(7)°
g2(7)3 — 27g3(7)?

() =
definierte Absolute Invariante bzw. Kleinsche j-Funktion erfiillt

JOQ) = §(Q) VA £0.

Satz 4.1.3 Die Funktionen go(7),g3(7), A(T),j(7) sind analytische Funk-
tionen auf der oberen Halbebene.

Beweis Die Funktionen g2(7), g3(7) und A(7) gehen durch Linearkombina-
tion aus Potenzen der holomorphen Funktionen Gy (7) hervor, miissen also
selbst holomorph auf H sein. Bei der j-Funktion kénnte noch ,,Gefahr“von
Seiten des Nenners herrithren. A(7) ist jedoch die Diskriminante der Glei-
chung

2® — gox — g3 = 0,

wobei go, g3 die Konstanten zum Gitter Z+77Z sind. Und diese ist, das haben
wir in Kapitel 2.2.1 festgestellt, ungleich 0.
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4.2 Fixpunkte unter Modultransformationen

Definition 11 FEine komplexe Zahl p € H heif$t Elliptischer Fizpunkt dann
und nur dann, wenn es eine Matriz M aus der Modulgruppe I' gibt mit
M # +I und Mp = p. Die Menge I'y, := {M € TI'|Mp = p} heifit der
Stabilisator von p. Die Ordnung von p € H ist definiert durch

e(p) = S #T)

Bemerkung Das ; in der Definition von e(p) ist deshalb sinnvoll, da

M und —M ja dieselben Transformationen implizieren, die Menge I', also
immer eine gerade Kardinalitéit besitzt, es gilt also e(p) € Z (sofern sie end-
lich ist, was noch zu zeigen ist). Da jedes p € H Fixpunkt von I und —1 ist,
gilt immer e(p) > 1

Wir wollen im folgenden die Ordnung aller Punkte der oberen Halbebe-
ne studieren. Um uns ein wenig Arbeit zu ersparen, zeigen wir zunichst
folgendes

Lemma 4.2.1 VM €T',p € H: e(p) = e(Mp).
Beweis Sei N €I',. Dann gilt:

Np=p

N(M~'M)p=p
M(NM~*M) = Mp
(MNM~")(Mp) = Mp

fir alle M € I'. Daher ist 'y, = MFprl, und da M regulér ist, muss
#I'p = #1' vp gelten.

O

Die Ordnung aller unter I' &quivalenter Punkte ist also gleich, wir kénnen
uns also darauf beschréinken, die Punkte aus dem Repréasentantensystem F
zu betrachten. Dazu fangen wir zunéchst mit dem charakteristischen Punkt
0= 3 = % + @z (dies ist der Schnittpunkt der rechten Geraden und des
Kreisbogens in der Modulfigur) an, und fragen uns, fiir welche Modultrans-
formationen er Fixpunkt ist, d.h. wann

ap+b
co+d

gilt. Zunichst stellen wir fest, dass

' =—0=0-1
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gilt. Weiters gilt:

ap+b

co+d 0 ag + co” +do

< ap+b=co—c+do=(c+d)po—c
< a=c+dNb=—c

(die letzte Zeile ergibt sich durch Vergleich von Real- und Imaginérteil).

Folglich ist
_f(c+d —c
= ( D)

und
detM =1=c*+d* + cd.
Die einzigen ganzzahligen Losungen dieser Gleichung sind

(c,d) = £(-1,1)
(c,d) = +(1,0)
(Ca d) =

iy

9

Also ergibt sich:

Lemma 4.2.2
Mop=p <> Me{i(? _1>,i<1 01>,j:[}:1“9

Die direkte Folgerung davon ist:

Lemma 4.2.3
9 0 1 1 0 1 -1
Mo=op @Me{i(_l 0 ,+ 11 , 0 1 }
0 1 11 1 0
2
o are (0 ()

-1 1 1
Mo = ¢* Me{j:((l) 1>,i<_1 0>,i1}
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Beweis Es gilt die Identitit o? = —% = ((1) _01 )g Folglich gilt:

0 -1 0 —1
‘:’<1 O)M(l 0>Q_Q

Die Aussage ergibt sich jetzt durch einfache Matrizenmultiplikation.

Die Losung fiir unser Problem gibt uns schliellich der folgende

Satz 4.2.4 Sei M € T und die Menge R(M) = MFNF sei nichtleer. Dann
tritt einer der folgenden 4 Fille ein:

1. M =4I (R(M) = F)

2. M ==(}1) oder M =£(} ') (R(M) ist die rechte bzw. linke Kante
von F)

8. M==x(23") (R(M) ist der Kreisbogen von F)

4. R(M) = {0} oder R(M) = {0*}. Die zugehirigen Matrizen kann man
den beiden vorigen Lemmata entnehmen fir Mo = o, Mo®> = o bzw.
Mo = ¢*, Mg* = ¢°.

Beweis Es gilt 0.B.d.A. ¢ # 0 (sonst ist M = +1, und wir befinden
uns im Fall 1). Fiir alle Paare von ganzen Zahlen (¢, d) ungleich (0, 0), also
insbesondere fiir die untere Zeile einer Modulmatrix M und alle z € F gilt:

lcz + d* = (cz 4+ d)(cZ + d) = 2|2)* + 2cdR(2) + d* >
> 4 d* + 2cdR(2) >
- {02+d2+2cd:(c+d)2 ,ed <0
|+ d? - 2cd ,ed >0
>1

Nun muss aber zusitzlich auch noch Mz in F liegen, und daher

MY Mz) = (_dc _ab> (Mz) e F
b 1
:>]—cMz+a\:\—caz+ +al =| | >1
cz+d cz+d

=lez+d <1
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gelten. Zusammengefasst ergibt sich also
z€FAMzeF=|cz+d =1
Mit der Bezeichnung z = x + iy gilt

1=|cz+d|? = (cx + d)? + *y?
= 0= c*2? +2cdr +d* + Py* — 1 (4.1)

Jetzt miissen wir zwel Falle unterscheiden:
e d#0:

(4.1) = A2+ 9?) + 2cdr + d? — 1> 2 +d*> — 1 + 2cdx >
ed>0: A+d*—1—cd
> >
cd<0: A+d®—1+cd

- (c—d)?+ecd—1 >cd—1
“e+d)?—cd—1 >—cd—1 —

cd <1 =cd=1
—cd<1l = —cd=1
=c==1,d==+1

o d=0:
c2x2+02y27120271:>02§1:>c::|:1

Die beiden Matrixeintridge ¢ und d sind also sicherlich aus {—1,0,1}. Da
wir dieselbe Argumentation wie oben auch fiir die inverse Matrix M ! =
(_dc _ab) fithren konnen, muss auch a € {—1,0,1} gelten. Offen ist damit
nur noch b. Betrachtet man die Determinantengleichung ad — bc = 1, so
erkennt man, dass b nur aus der Menge {—2,—1,0,1,2} stammen kann.
Wire b = +2, dann kommen (wieder aufgrund der Determinantengleichung)
nur die Matrizen +( 1 %), :l:(% :%) in Frage. Untersucht man die davon

induzierten Abbildungen, erhélt man die Abschéitzungen

z+2 1 1 Rz+1
= —_ —_ = — —_ —_— = — —7<_
8Ce(—z—l) R(-1 z—l—l) ! §R(Z+1) |z + 112 — !
z—2 1 1 Rz -1
= — — — = -] - — >
§R(Z—l) (1 z—l) ! %(z—l) |z — 1)2 21

Diese beiden Transformationen haben also sicherlich eine leere Menge R(M ).
Folglich kommen als mo6gliche Eintrége fiir a, b, ¢, d nur noch 0, 1 und —1 in
Frage. Stellt man alle moglichen Matrizen mit diesen Eintrdgen und Deter-
minante eins auf, dann erhéilt man genau die im Satz angegebenen.
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O

Mogliche elliptische Fixpunkte miissen also durch diese Transformatio-
nen entstehen. Die Untersuchung von moglichen Fixpunkten liefert:

1.
2.
3.
4.

Die identische Transformation.

Verschiebung um +1 hat natiirlich keine Fixpunkte

2

Loy = 1=z

Pl

— z=1i(Rz>0)

Hier haben wir klarerweise die Fixpunkte o und ¢? mit jeweils zwei
nichttrivialen Transformationen.

Zusammenfassend erhalten wir also:

Korolar 4.2.5 Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen (unter der Modulgrup-
pe) von elliptischen Fizpunkten, ndmlich [i] und [o]. Auferdem gilt V7 € H:

T~Q0

3,
e(r) =< 2, T~
1, sonst

4.3 Meromorphe Modulformen

Sei

f:Hg — C(bzw.C)

eine holomorphe Funktion mit Periode p. Dann existiert bekanntlich eine
Fourierentwicklung

27 -
f(Z) _ ane?ﬂlnzj

n=—oo

2miz

der unter der Festsetzung ¢ = e » die Laurententwicklung

2nC
in der punktierten Kreisscheibe mit Radius e » entspricht. Nun kénnen
wir die folgenden Begriffe einfiihren:

Definition 12 f hat eine auflerwesentliche Singularitit bei ico : <—= ¢
hat eine auflerwesentliche Singularitit bei 0.
f st reguldr in ico : <= ¢ hat in 0 héchstens eine hebbare Singularitdt
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Definition 13 f heifst meromorphe Modulform vom Gewicht k € Z dann
und nur dann, wenn:

o f:H — C ist eine meromorphe Funktion.

e Die Bedingung f(MZ) = f(%ig) = (cz +d)*f(2) ist V2 € H,VYM =
(28) €T erfilit.

e Fs existiert eine reelle Konstante C > 0, so dass f im Bereich Heo
holomorph ist.

e f hat eine auferwesentliche Singularitit bei ico.

Unmittelbar aus der Definition lassen sich die folgenden Eigenschaften
ableiten:

Satz 4.3.1 Sei f eine meromorphe Modulform vom Gewicht k. Dann gilt:
1. f ist 1-periodisch.

2. f besitzt eine Fourierentwicklung

(0.9}
f(z) = Z anq"
n=-—o0o
mit ¢ = 2™ und nur endlich vielen a, # 0 fiir n < 0.

3. Wenn k ungerade ist, dann verschwindet f identisch.
4. Falls f £ 0 gilt, dann besitzt f nur endlich viele Null- und Polstellen.
Beweis

1.
z+1

0z+1

fz+1) = f( ) =1%f(2) = f(2)
2. Die Entwicklung folgt aus 1. Da f bei 700 nur eine auflerwesentliche
Singularitdt besitzt, konnen fiir negatives n nur endlich viele a, un-

gleich 0 sein (min{n|a, # 0} = ord(f;ico)

—24+0

) = (D) = FE A+ (D) =0

f(z) = [(
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4. Mit z = x + 1y gilt

00 oo ' 0o _
f(Z): Z anq" = Z ane%mzn: Z an627rn(—y+wc)

n=—oo n=—oo n=—oo

Nun muss es ein D > 0 geben, sodass f in Hp keine Nullstellen besitzt
(andernfalls wiirden sich die Nullstellen von f(¢) um 0 h#dufen und
f wire identisch Null). Die Menge {z € F|S(z) < maz(C, D)} ist
kompakt und enthélt daher nur endlich viele Pole und Nullstellen,
auBerhalb konnen jedoch auch keine weiteren mehr liegen.

4.3.1 Die k/12-Formel

Bei der Erforschung der elliptischen Funktionen haben wir mit den wichti-
gen Struktursédtzen, den Sdtzen von Liouville, begonnen. Im 2. Satz haben
wir, um einen ersten Eindruck von der Verteilung der Null- und Polstellen
zu gewinnen, das Null- und Polstellenzihlende Integral auf ein Fundamen-
talparallelogramm angewandt.

Dies war ein beschrénkter Bereich, der von jeder Klasse dquivalenter Punkte
genau einen Reprisentanten (abgesehen vom Rand) enthélt. Es ist nahelie-
gend dasselbe Verfahren jetzt auch auf eine Modulform anzuwenden. Nun
betrachten wir aber Modultransformationen, die im Gegensatz zur Perioden-
verschiebung nicht kommutativ ist.

Diese Tatsache hatte zur Folge, dass der von uns konstruierte Fundamen-
talbereich der Modulgruppe, die Modulfigur, unbeschréankt ist. Der letzte
Satz hilft uns an dieser Stelle aber weiter, da wir nun wissen, dass die Ima-
ginérteile aller Null- und Polstellen beschrinkt bleiben. Wir kénnen also
entlang der Kurve ~ (siehe 4.3.1) das Integral

1 FQ)
2mi J, £(Q)

berechnen, sofern wir voraussetzen, dass f auf v keine Pole und keine Null-
stellen besitzt, abgesehen von vielleicht 4, o und o?. Die kleinen Kreisbogen
um o, 0*> und i haben Radius ¢ > 0. Lisst man ¢ gegen 0 streben, dann
konvergiert das Integral 4.2 gegen

Zord(f;a)

a

¢ (4.2)

wobei @ ein einen Repriisentanten jeder Aquivalenzklasse unter I' durchliuft,
abgesehen von [i] und [p]. Es bleibt uns also noch, den Wert des Integrals
zu berechnen:
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Abbildung 4.1: Integrationsweg ~y

e Die Kante von A’ nach A:
Unter der Substitution ¢ = e?™¢ wird aus dem Integrationsweg A’ —
A — 1 der in negativer Richtung durchlaufene Kreis B, 2rs(4)(0). f
besitzt die Fourierentwicklung

FQ) =" ane®™ = " ang" = g(q),

und wegen
16 = @5 = £ = g ayg = £ = 10
folgt: N
Q. 9'(q)
. f(c) dC — /BS%S(A) (0) g(q) dq. (4.3)

Und da S(A) so groB gewéhlt ist, dass innerhalb dieses Kreises, ab-
gesehen vom Ursprung, keine Null- oder Polstellen von g mehr liegen,
ist

(4.3) = —2mi(ord(g; 0) — 0) = —2mwiord(f;ic0)

e Die beiden Vertikalkanten:
f ist 1-periodisch und die Kanten werden in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen. Die beiden Integralteile heben sich also, genau wie
beim Beweis des zweiten Satzes von Liouville, gegenseitig auf.
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e Die beiden Kreisbogen um o und o?:
Es besteht die Laurententwicklung um p:

§/é§; :b—l(zig)+b0+b1(2_9)+b2(2—g)2—|—“_

wobei b_1 = ord(fTI; 0) ist. Nun ist % - b,l(z%g in einer Umgebung
von g analytisch, im Grenziibergang € — 0 geht das Integral dariiber

also gegen 0. Folglich ist

B’ g B’
lim I3 4. — tim b, / dz
e—0 c’ f(Z) e—0 12— 0

Direkte Rechnung zeigt, dass das Integral [ % entlang eines positiv

durchlaufenen Kreissegmentes mit Offnungswinkel ¢ gleich i¢ ist. Wie

Abbildung 4.2:

30°

die Skizze 4.3.1 zeigt, ist der Grenzwert dieses Offnungswinkels g
Insgesamt bedeutet dies:

T ) U B | _
o Lo o) ¥ T am iy = mgordlie)

Mit demselben Verfahren erhélt man auch das Integral fiir den zweiten
Kreisbogen, es ergibt sich sogar derselbe Wert, also

1 (9 f)

e—0 271 B f(z)

1
dz = —cord(f; o)
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e Der Kreisbogen um i:
Auch hier kann dasselbe Schema wie eben angewandt werden. Diesmal
ist der Winkel aber nicht § sondern =, also erhélt man:

1P

e—02mi Jp f(Z)

dz = —%ord(f; i)

e Die beiden Kreissegmente CD und D'C’:
Durch die Transformation z +— —% werden die beiden Kurventeile auf-
einander abgebildet (mit jeweils vertauschter Durchlaufungsrichtung).
D.h, wenn
a:[0,1] - C
t— aft)

eine Parametrisierung des Kreisbogens CD ist, dann ist

a:[0,1]—C
P
()
eine Parametrisierung des Kreisbogen C’'D’. Um Vereinfachungen aus-
zuniitzen, miissen wir die Transformation der Funktion h(z) := J;/((ZZ))
unter dieser Transformation betrachten Es gilt:
=) =G = (=) = F1E) + k()
= h(—%) = 2°h(2) + kz
Damit ergibt sich:
D 1
[ 10 = [ hiatma’ta
c 0
c’ 1 ~
| moac=- [ naw@a - (44)
D’ 0
1
_ / h(a(t))o! (t)dt =
0
1 /
== [ Pame) + k30) St = (49
0 BA(1)
I L B(t)
—— [ onen) + w5
g 0
=— h(¢)d¢ — k d
J, moac—r [ g
1, [P o k
= 27”(/0 h(C)dC—i—/l h(¢)d¢) = —%(logD —log C) (4.6)
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Fiir € — 0 gehen C und D gegen p? respektive 4. Bildet man also den
Grenzwert des Integrals in (4.4), erhilt man

k
— " (logi—logp?) = ——(i=— —iZ") =
m.(ogz 0g o) ﬂ.(l i—)

Zusammengefasst erhélt man daraus die

Satz 4.3.2 (k/12-Formel) Sei f eine nichtverschwindende meromorphe
Modulform vom Gewicht k. Dann gilt

Z Onig; %) + ord(f;i00) = %

wobei die Summe tber ein Reprdsentantensystem aller Null- und Polstellen
(modulo T') von f liuft.

a

Beweis Fassen wir die bereits gezeigte Auswertung des Integrals zusammen,
dann erhélt man:

PO S ot fa) -

a7a7(jl7g

= —ord(f;io0) — ém‘d(f; o) - ém‘d(f; 0%) — %Ord(f; i)+ %

Da ¢? durch die Transformation z — _71, unter der f invariant ist, aus o
hervorgeht, gilt ord(f; o) = ord(f; ¢*). Bringt man nun die , Ordnungssum-
manden“auf die Seite der Summe, dann erhélt man die k/12-Formel.

Ganz fertig sind wir allerdings noch nicht. Wir haben bis jetzt unter der
Voraussetzung gearbeitet, auf v wiirden weder Null- noch Polstellen von
f liegen. Tun sie das aber doch, dann ist das leicht zu beheben. Da mit
jedem Pol (bzw. jeder Nullstelle) auf der Kurve auch eine entsprechende
zweite Stelle ,im Weg“ist (und es klarerweise nur endlich viele davon geben
kann), konnen wir unseren Integrationsweg wie in Skizze 4.3.1 modifizieren.
Die jeweils zusammengehorigen Kreise gehen durch die Transformationen
z— z4+1bzw. z — *71, unter denen f invariant ist, hervor und werden in
gegengesetzter Richtung durchlaufen. Die Integrale dariiber heben sich also
auf, unser Resultat bleibt unveréindert.

4.4 Modulfunktionen

Definition 14 Fine meromorphe Modulform f vom Gewicht 0 heifit Mo-
dulfunktion bzw. modular
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Abbildung 4.3: Modifizierter Integrationsweg fiir die k/12-Formel

,,Gewicht 0“bedeutet die Invarianz unter Modultransformationen, und da
die Modulgruppe bekanntlich von den beiden Matrizen S und T aufgebaut
wird, ergibt sich folgende Charakterisierung:

Satz 4.4.1 Eine Funktion f : H — C ist modular dann und nur dann wenn:
o f ist meromorph
o f(=1) = f(z) und f(z +1) = f(z) Vz € H
e Die Fourierentwicklung von f hat die Form

f(Z) — i aneZﬂ'inz

n=—~k

fiir ein k € N.

Beweis 1 und 2 sind klar, die Fourierentwicklung ist gleichbedeutend
damit, dass f an ioco einen Pol der Ordnung & hat, sprich eine aulerwesent-
liche Singularitat.

Korolar 4.4.2 Die Kleinsche j-Funktion ist eine Modulfunktion.

Satz 4.4.3 Sei f eine nichtverschwindende Modulfunktion. Dann hat f in

H/T'U{ico} gleich viele Nullstellen wie Pole, wenn man diese mit Vielfach-

heit zahlt und mit der Gewichtung ﬁ versieht.
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Beweis Direkte Folgerung aus der k/12-Formel (k = 0).

O

Korolar 4.4.4 Sei f eine nichtkonstante Modulfunktion. Dann nimmt f
jeden komplexen Wert in H/T' U {icc} (mit Vielfachheit und Gewichtung
gezihlt) gleich oft an.

Beweis Mit f ist auch f — ¢ Modulfunktion. Wendet man Satz 4.4.3 auf
f — ¢ an, dann erhilt man die Aussage

Korolar 4.4.5 Jede beschrinkte Modulfunktion ist eine Konstante.

Beweis Wenn f beschrankt ist, wird ein Wert nicht angenommen, was im
Widerspruch zum eben Bewiesenen steht.

O

Bemerkung Anhand der Satze 4.4.3 bis 4.4.5 wird nocheinmal die Ver-
wandtschaft der k/12-Formel mit den Liouvillschen Sétzen offensichtlich.

4.4.1 Die Kleinsche j-Funktion

Zur Erinnerung: Wir haben die Kleinsche j-Funktion oder Absolute Invari-
ante durch

i) = 95(7)
93(1) — 27g3(7)
eingefiithrt, und gezeigt, dass es sich dabei um eine in H polfreie Funktion
handelt, die nicht nur unter Modultransformationen invariant ist, sondern
sogar fiir alle dquivalenten Gitter konstant bleibt.
Die beiden Sétze geben uns fiir die Werteverteilung dieser Funktion nur
noch zwei Moglichkeiten:

e j(7) ist konstant.
e j(7) ist surjektiv.

Um zweiteres zu beweisen, miissen wir zeigen, dass j(7) nicht beschrénkt
ist.

Lemma 4.4.6 Firk e N, k> 2 gilt:

lim  Goy(7) = 2¢(2k) =2> n~ "
n=1

S(1)—00
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Bemerkung In dieser Formel handelt es sich bei ( um die Riemannsche
C-Funktion.

Beweis Im Beweis von 4.1.1 haben wir gezeigt, dass die Eisensteinreihen
mit Gewicht > 3 in Bereichen der Form

R(P)|<C A S()>D

gleichméfig konvergieren. Wir kénnen also den angegebenen Grenziibergang

/
an der Summe g m im Bereich

R(T)| <=, Q(r)>1

| =

gliedweise vollziehen. Fiir m # 0 gilt

. 1
lim =0
3(1)—oc0 M + NT
und daher:
lim Gop(1) = lim (U S Z m~2k =
S(1)—00 S(1)—00 (m+07)% o
— 2¢(2k)
Od
Lemma 4.4.7
lim A(r)=0
J(1)—00

Beweis Fiir die Werte der Riemannschen (-Funktion an den geraden
natiirlichen Zahlen 2k > 2 besteht die bekannte Formel

C(2k) = o o

wobei By die k-te Bernoullizahl ist (siehe z.B. Drmota (2001)). Fiir uns
ergibt sich daher (die Werte von B4 und Bg sind leicht zu errechnen):

o 6
C(4):%: 4(6):%
und daher
lim  A(r) = (60 - 214)3 —27(140 - 2”—6)2 =0
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Satz 4.4.8 Die Kleinsche j-Funktion ist surjektiv.

Beweis Wegen

lim A(1)=0

S(1)—00

muss

(\(li)m |7(7)] = o0

gelten. j(7) ist also nicht beschrinkt, folglich nicht konstant. 4.4.4 tut dann
das iibrige.

4.4.2 Der Korper der Modulfunktionen

Dass die Modulfunktionen, genau wie die elliptischen Funktionen, einen
Korper bilden (in dem die komplexen Zahlen iiber die konstanten Abbildun-
gen eingebettet werden), ist offensichtlich. Genau wie bei den elliptischen
Funktionen gibt es auch hier einen einfachen Struktursatz.

Satz 4.4.9 FEine Funktion f ist genau dann modular, wenn sie eine ratio-
nale Funktion in der j-Funktion ist.

Beweis Dass eine rationale Funktion der j-Funktion modular ist, ist klar,
es bleibt die Umkehrung zu beweisen.

Sei f ein Modulfunktion und aq, ..., a, und by, ..., b, Vertretersysteme ihrer
Null- bzw. Polstellen. Die Funktion

i) —dan)
90 =11 G =5a

m=1

hat die selben Null- und Polstellen wie f, folglich hat 5 keines von beiden,
ist also eine Konstante.

O

4.5 Ganze Modulformen

Definition 15 FEine meromorphe Modulform f heifit Ganze Modulform,
wenn f in allen Punkten z € HU {ico} reguldr ist.
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Bemerkung Anstelle von ,,Ganze Modulform*“sagt man oft auch einfach
nur Modulform.

Beispielsweise sind die bereits bekannten Eisensteinreihen
/
Ge(r)=> (m+nr)* k>3

ganze Modulformen vom Gewicht k, die Diskriminante A(7) ist eine Modul-
form vom Gewicht 12.

Lemma 4.5.1 Sei f eine Modulform vom Gewicht k. Dann gilt:
1. k<0=f=0
2. k=0=f=ceC

Beweis

1. Ist k negativ, dann steht auf der rechten Seite der k/12-Formel ein
echtnegativer Wert, auf der linken Seite jedoch ein positiver (da f auf
ganz H holomorph ist und daher keine Pole besitzt, sind alle Summan-
den > 0). Die Voraussetzung der k/12-Formel, f # 0, kann also nicht
erfiillt sein.

2. Man betrachte die k/12-Formel fiir den Fall £ = 0. Da f keine Pole
besitzt, stehen auf der linken Seite nur positive Summanden die sich zu
Null aufaddieren, also selbst nicht von Null verschieden sein kénnen.
Folglich kann f keine Nullstellen besitzen.

Wendet man dies nun auf die Funktion g(z) = f(2) — f(a) (e € H
beliebig) an, die ebenfalls eine Modulform vom Gewicht 0 ist, dann
ergeben sich zwei Moglichkeiten: Entweder g verschwindet identisch
(und f ist damit konstant) oder g hat in H keine Nullstellen, das heifit
Az e H: f(z) = f(a), was klarerweise ein Unsinn ist.

O

Wenn wir im folgenden von einer Modulform mit Gewicht+# 0 sprechen,
dann sei die Nullabbildung stets ausgeschlossen.

Satz 4.5.2 Jede ganze Modulform vom Gewicht k € N* besitzt in HU {ioco}
mindestens eine Nullstelle.

Beweis Die Modulform f kann nicht konstant sein (sonst wire ihr Gewicht
0). Angenommen f besitzt keine Nullstellen. Dann ist g(z) := ﬁ eine ganze
Modulform vom Gewicht —k < 0. Nach dem eben bewiesenen Lemma ist

also g = 0. Widerspruch.
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Korolar 4.5.3 Es gibt keine ganze Modulform vom Gewicht 2.

Beweis Eine derartige Modulform miisste in H U {ioco} eine Nullstelle be-
sitzen, sei diese mit ¢ bezeichnet. Nach der k/12-Formel wiirde dann aber

k1 ord(f;a) y ord(f;¢) _ 1
12—6—;6((1)+0rd(f,zoo)2€(023

gelten. (Fiir den Fall ( = ioco, muss e(ico) = 1 gesetzt werden)
O

Fiir Modulformen von kleinem Gewicht lassen sich die Nullstellen einfach
bestimmen.

Satz 4.5.4 1. Alle Nullstellen der Modulformen vom Gewicht 4 sind ein-
fach und an den (unter T') zu o dquivalenten Punkten zu finden.

2. Alle Nullstellen der Modulformen vom Gewicht 6 sind einfach und an
den (unter I') zu i dquivalenten Punkten zu finden.

3. Alle Nullstellen der Modulformen vom Gewicht 8 sind doppelt und an
den (unter T') zu o dquivalenten Punkten zu finden.

4. Alle Nullstellen der Modulformen vom Gewicht 10 sind einfach und an
den (unter T') zu o und zu i dquivalenten Punkten zu finden.

Beweis Wieder kann man die Aussage einfach aus der k/12-Formel herlei-
ten. Im Fall £ = 4 muss sich % als Summe von (positiven) Dritteln, Halben
und Ganzen ergeben, die einzige Moglichkeit dafiir ist der einzelne Summand
%. Dieser Term ergibt sich aber nur im Fall « = g und Ordnung 1. Dasselbe
Argument fithrt auch in den anderen Fillen zum Ziel.

O

Fiir £ > 12 konnen aber bereits Nullstellen an beliebigen Orten der oberen
Halbebene auftreten, eine Bestimmung aller Nullstellen ist mit dieser Me-
thode also leider nicht mehr moglich. Sehr wohl kann man daraus allerdings
noch folgendes ableiten:

Satz 4.5.5 Sei f eine Modulform vom Gewicht k. Dann gilt
e 3 fk=V(~p:f(()=0
e 4 fk=V(~i:f(()=0
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4.5.1 Darstellung ganzer Modulformen

Die Modulformen vom (festen) Gewicht & bilden einen Vektorraum iiber den
komplexen Zahlen. Nachdem wir bereits fiir die elliptischen Funktionen und
die Modulfunktionen sehr einfache Strukturséitze erhalten haben, kénnen
wir hoffen, einen ebensolchen auch fiir die ganzen Modulformen zu erhalten.
Die Stelle t00 bezeichnet man als Spitze einer Modulform.

Definition 16 FEine Modulform f fir die

lim f(z) =: f(ico) =0

S(z)—o0
gilt heif$t Spitzenform

Die Spitzenformen bilden klarerweise einen Unterraum in den Modulformen.
Thre Bedeutung fiir die gesuchte Struktur zeigt der folgende

Satz 4.5.6 Sei h eine beliebige Nichtspitzenform vom Gewicht k. Dann exi-
stiert fiir alle Modulformen f vom Gewicht k eine Spitzenform fo und eine
Konstante ¢ mit

f(2) = fo(z) + ¢ h(z)

Beweis Die Festsetzung

definiert eine Spitzenform. Umgeschrieben bedeutet dies:

_ f(io0)

= fo(z) + ¢- h(z)

h(z)

O

Bevor wir zum gewiinschten Struktursatz kommen, noch ein vorberei-
tendes

Lemma 4.5.7 Jede Spitzenform vom Gewicht k ldsst sich als Produkt einer
Modulform vom Gewicht k — 12 mit der Diskriminante A darstellen.

Beweis Wir haben in 4.4.7 bereits gezeigt, dass A in der Spitze verschwin-
det. Nach der k/12-Formel muss diese Nullstelle einfach sein, und es kann
keine weiteren geben (bis auf Aquivalenz). Ist nun f eine Spitzenform vom
Gewicht k, dann ist

9:= %
eine ganze Modulform vom Gewicht k£ — 12.
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O

Bemerkung Fiir £ < 12 verschwinden alle Spitzenformen identisch
(folgt aus der k/12-Formel), die Aussage gilt also auch dann.

Satz 4.5.8 Die Menge
My := {G3G%a,b € N, 4a + 6b = k}

ist eine Basis des Vektorraumes der ganzen Modulformen vom Gewicht k.
Das heif§t: jede derartige Funktion f lisst sich in der Form

b
f = E Ca,bGZGﬁ
a,beN
4a+6b=k

schreiben.

Beweis Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion. Der Induktions-
anfang fiir £ = 0 ist trivial, da alle Modulformen vom Gewicht 0 konstant
sind. Sei nun f eine Modulform vom Gewicht k > 4. Die gerade Zahl k lasst
sich sicher in der Form k = 4a + 6b darstellen. Nun ist f — ¢ - G¢GY fiir
passendes ¢ € C sicher eine Spitzenform und lisst sich daher in der Form
A - g schreiben, wobei g eine Modulform vom Gewicht k& — 12 ist. Fiir g
existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Darstellung in der gewiinschten
Form. Das selbe gilt aber auch fiir A - g, da bekanntlich

A = (60G4)? — 27(Gg)?
ist. Es gilt also

f=cGiaGl+ > caplDg)GIGY

a,BEN
4a+PB=k—12

O

Korolar 4.5.9 Der Vektorraum der ganzen Modulformen vom Gewicht k
st endlichdimensional.



Kapitel 5

Folgerungen

5.1 Elliptische Integrale

In der Mathematik stoft man oft auf Integrale der Form

z
1
dt
/a Vagtt + agt’ + asxt? + art + ag

Sofern das im Nenner stehende Polynom keine mehrfachen Nullstellen auf-
weist, ist dieses Integral nicht elementar berechenbar, man bezeichnet es
dann als elliptisches Integral (erster Art). Bei der Untersuchung dieser In-
tegrale hat man unter Anderem auch deren Umkehrfunktionen betrachtet
und ist dabei auf eine interessante Eigenschaft gestofien: Sie sind doppeltpe-
riodisch. Dies ist der historische Ursprung der elliptischen Funktionen, dem
sie zugleich ihren Namen verdanken. Bevor wir uns dem Beweis zuwenden,
wollen wir zunéchst prézisieren, was wir mit ,,Umkehrfunktion“meinen.

Definition 17 FEine Funktion f heifft Umkehrfunktion des elliptischen In-

tegrals erster Art
/Z dC
a /p(C) 7

VG c CG Gebiet, f auf G umkehrbar,g :== f~ auf G

wenn:

Lemma 5.1.1 Sei f Umkehrfunktion des elliptischen Integrals f; d¢

V)’

M = (‘cl Z) mit det M = 1 und g eine lokale Umkehrfunktion von f. Dann
qgilt:

az+b
cz+d

9(2) = 9( )

63
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ist eine lokale Umkehrfunktion der elliptischen Funktion

iy .. d-f(z) =0
J(2):= —c-f(z)+a’

welche Umkehrfunktion des elliptischen Integrals

[
@ ¢+ ayp(h)

1st.

Beweis Einfaches Einsetzen zeigt, dass f~1 = g ist, Differenzieren liefert
1

7(z) =
V(e + dyp(eth)

O

Lemma 5.1.2 Sei p(z) ein beliebiges Polynom 4. Grades ohne mehrfache
Nullstellen. Dann existiert eine Matriz M = (‘CL 2) mit det M = 1, so dass

)

ein Polynom dritten Grades ohne quadratischen Term ist.

az+b
cz+d

(cz + d)*p(

Bemerkung Die Matrix M muss keine ganzzahligen Eintrdge haben,
stammt also iiblicherweise nicht aus I'.

Beweis Das Polynom p besitzt keine mehrfachen Nullstellen, verschwindet
also sicher an einer Stelle n # 0. Die Anwendung der Matrix

(i 2)

auf den Linearfaktor (z — n) liefert

nz -1

n= )
z+1 2+ 1

n n

nach Multiplikation mit (z 4+ %) ergibt sich also eine Konstante, die {ibrigen
drei Linearfaktoren liefern ein Polynom dritten Grades. Nun miissen wir
noch den quadratischen Term zum Verschwinden bringen. Die Anwendung
der Transformation
1 k
(o)

auf das Polynom az3 4 bz? + cz + d liefert als Koeffizient des quadratischen
Terms 3ak + b. Wahlt man nun k = g—é’, dann verschwindet der quadrati-
sche Term (a # 0 muss gelten, da das urspriingliche Polynom sonst eine
(zumindest) doppelte Nullstelle bei n hétte).
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O

Wir kénnen also jedes Polynom p(z) dritten oder vierten Grades mit lauter
verschiedenen Nullstellen in die Form

az+b

Cz+d)=4z3—gzz—g3

k- (cz+d)*p(

bringen (mit g3 — 27¢3 # 0), die sogenannte Weierstrafische Normalform.

Lemma 5.1.3 Seien go, g3 beliebige komplexe Zahlen mit g3 — 27g§ # 0.
Dann existiert ein Gitter Q@ mit go = g2(2) und g3 = g3(2).

w

Beweis Zunichst definieren wir uns die Werte A := g3 —27¢2 und j := %

aus unseren gegebenen Werten. Da die Kleinsche j-Funktion surjektiv ist,
existiert ein Gitter €y mit j(€;) = j. Setzt man

dann gilt
A(a) =a PAQ) = A

Da j beim Ubergang auf fiquivalente Gitter invariant ist, haben wir damit
ein Gitter 29 := a - 1 gefunden mit

A(Qz) = A und ](QQ) = ]

Nun gilt
. 92(202)°  g2(22)?
Q p— p—
3
__ 9%
= g5 = g2(Q)°
und wegen

gg(Qg)B — 27g3(92)2 = A(QQ = A = g% — 27932’

Die Werte g2, g3 unterscheiden sich also nur noch héchstens um eine 3. bzw.
2. Einheitswurzel von ihren Pendants des Gitters Qo. Falls g3 = ¢g3(€Q2)
konnen wir Q3 := o unverdndert lassen, im Falle g3 = —g3(2) liefert
uns Q3 := i - Qo das gewiinschte (i® = —1 und g2(23) bleibt wegen i* = 1
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unverédndert). Multiplizieren wir das Gitter {23 jetzt noch mit einer 6. Ein-
heitswurzel w, #ndert sich gs(w-3) nicht, jedoch ist go(w-Q3) = w™ g2 (23).
Mit w durchliuft w™* samtliche 3. Einheitswurzeln, es existiert also sicher
ein passendes w, sodass mit € := w - ()3
92(Q2) = g2 und g3(Q?) = g3

gilt.

O
Satz 5.1.4 Seip(z) ein Polynom dritten oder vierten Grades mit lauter ver-

schiedenen Nullstellen. Dann existiert eine nichtkonstante elliptische Funk-
tion f, die Umkehrfunktion des elliptischen Integrals

| %

1st.

Beweis Dank der beiden bereits bewiesenen Lemmata geniigt es, den Satz
fir Polynome in der WeierstraBlischen Normalform zu zeigen, wir kénnen
also 0.B.d.A annehmen, dass p(z) = 423 — goz — g3 gilt. Da g5 — 27¢3 # 0
sein muss (sonst hétte p mehrfache Nullstellen), existiert ein Gitter {2 mit
g2(22) = g2 und g3(Q) = g3. Die Behauptung lautet nun, dass die p-Funktion
zu diesem Gitter Q die gesuchte Umkehrfunktion ist. Denn wenn g(z) eine
lokale Umkehrfunktion von p(z) ist, dann ist wegen der Differentialgleichung

9'(2)? = 4p(2)° — g20(2) — g3
der Weierstraflschen p-Funktion:
1 1
B Vo) VAP 9(2) — 920(9(2)) — 5

g'(2)

p(z)

5.2 Die Nullstellen der p-Funktion

Wir haben im ersten Teil die Weierstra3sche p-Funktion als ,,einfachste“el-
liptische Funktion eingefiihrt und tatséchlich haben wir sehr viele sehr einfa-
che Eigenschaften an ihr finden kénnen. Eines der ersten Probleme welches
sich bei der Untersuchung von Funktionen stellt konnte bisher noch nicht
beantwortet werden - die Nullstellen. Tatséchlich war dies eine sehr lange
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ungeloste Frage, erst 1982 wurde in den Mathematischen Annalen (Zagier
D. and Eichler M. (1982)) eine entsprechende Formel publiziert.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur die kanonischen Repridsentanten
jeder Aquivalenzklasse von Gittern, das heifit die p-Funktion zum Gitter
Z + 7Z. Um Missversténdnissen vorzubeugen werden wir auch den Parame-
ter 7 immer ,,mitschleppen®, wir schreiben also:

1 / 1 1
pz,7) = §+ Z ((z— (m +nT))? B (m+n7')2)

Die gp-Funktion hat in jedem Fundamentalbereich genau 2 Nullstellen
(mit Vielfachheit gezihlt), die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden.
Wenn zy(7) also eine Nullstellen von ¢(z, 7) ist, dann ergibt sich klarerweise

p(z,7) =0 <= z==29(7) (mod (Z+ 77))

20(7) ist also eine mehrdeutige Funktion auf der oberen Halbebene, fiir die
wir eine geschlossene Darstellung finden miissen. Die einzelnen Zweige von
zp unterscheiden sich hochsten um das Vorzeichen sowie einen linearen Term.
Den linearen Term wird man durch zweimaliges differenzieren los, das Vor-
zeichen durch quadrieren. Daraus folgt:

Satz 5.2.1 z{(7)? ist eine eindeutige Funktion.

5.2.1 Transformationsverhalten von z;

Lemma 5.2.2
z ar+b 9
A L d
o T = (er + )Pz, 7)
Beweis
z ar+b 1 at +0b Z 9k
o , )= =5 + 2 Ck+1)Gappa(——)( )=
cr+d et +d (Gg)? kz>0 P er+d er +d
— (er +d)? > 4 > 2k + 1) (er + d)%”iz% =
22 (cT + d)?k

k>0
= (er +d)*p(z, 7)

O

Satz 5.2.3 Die Funktion z{j(7)? ist eine meromorphe Modulform vom Ge-
wicht 6.
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Beweis Aus der Definition von zg und der Stetigkeit von p(z,7) in beiden
Argumenten folgt, dass z{j (7)? zumindest meromorph ist, es bleibt also noch
die Transformationseigenschaft zu zeigen. Es gilt:

z at +b Zz ar+b 9
=4 = po(—— = d
ct+d ZO(CT+d) =0 p<c7‘+d’c7‘—|—d) (em +d)"p(z,7)
— p(2,7) =0 <= z==x2z(7)
b b
= (T2 er + d) = 420(7) = 20(YTE2) = ter + d) T 2o(7)

et +d ct +d

Wenn wir nun die Aquivalenzrelation auflésen bekommen wir:

at +b
= 20(7) —m+n7:t(cr+d)zo(c7_+d)
+b ar +b
! — j: at —1
= z)(1)=n (020(0T+d)+(cr+d) zO(CT-i-d))

ar+b

ct+d
ar—i—b)
ct+d

= 20(1) = (e + d)_?’zg(

)

= z(')'(T)2 = (eT + d)_ng(

5.2.2 Uberschneidungen

Auf den ersten Blick konnte man meinen, dass 2§ (7)? nicht nur eine mero-
morphe, sondern sogar eine ganze Modulform handelt. Da diese jedoch aus
einer mehrdeutigen Funktion erwachsen ist, muss man auf Uberschneidun-
gen der einzelnen Zweige achtgeben.

Die daraus entstehenden Probleme kann man sich z.B. an der einfache-
ren Funktion des arcsin iiberlegen. Auch er ist nur bis auf Vorzeichen und
einen Summanden von k7 eindeutig. Die zugehorige Eindeutige Funktion
arcsin’(z)? besitzt jedoch offensichtlich einen Pol bei +1, den Schnittpunk-
ten der einzelnen Zweige.

Satz 5.2.4 Durch jede stelle ( € C gehen héchstens zwei Zweige von zg.
Zwei Zweige treffen sich genau dann, wenn p(C,T) eine doppelte Nullstel-
le fiir passendes T ist. Dieses T muss unter der elliptischen Modulgruppe
dquivalent zu i sein.

Beweis Zunichst sieht man leicht, dass sich Zweige mit gleichem Vorzeichen
nie treffen konnen (Aus zo(7) = 20(7) + m + n7 folgt m = n = 0). Bei
unterschiedlichen Vorzeichen erhélt man:

m-+n
20(7) = —20(7) + m+nT <= 2o(7) = 5 T

m—+nt
2

= o ,7) =0
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Diese Nullstelle muss nach dem 4. Satz von Liouville doppelt sein. Fiir dop-
pelte Nullstellen erhilt man auflerdem:

©(z,7) hat in ¢ eine doppelte Nullstelle = ¢/({,7) =0

= 0=¢'(¢(,7)* =4p(¢,7)% — g2(1) (¢, 7) — g3(7) = —g3(7)
=g3(1) =0=Ge(1) =0=7~1i (mod ()

Mehr als zwei Zweige konnen sich nie treffen, da sonst mindestens zwei
Zweige mit gleichem Vorzeichen dabei wiren.

O

Sei nun 7 ein solcher Schnittpunkt zweier Zweige. Dann erhélt man aus
der Struktur der zugehorigen Riemannschen Fliche die Reihenentwicklung

1 1 >
ZQ(T) = §m+ 5717’:1: kZ_OCk(T — To)kJr%, Co 75 0

Durch ableiten und quadrieren erhélt man

o0

() =Y alr—m), @#0

k=-3
Damit bekommt man:

Satz 5.2.5 z{(7)? besitzt genau fir jene T Pole, fiir die p(z,7) doppelte
Nullstellen besitzt. Diese Pole haben die Ordnung 3.

Beweis Die angegebenen Pole haben wir eben gezeigt, weiter kénnen tri-
vialerweise nicht auftreten.

O

Eine einfache Darstellungsmdoglichkeit kennen wir allerdings nur fiir ganze
Modulformen, wir miissen also noch ein bisschen ,tricksen“.

Satz 5.2.6 Die Funktion f(1) = (2{?G})(7) ist eine ganze Modulform vom
Gewicht 24. Ihre einzige Nullstelle liegt in 100 und ist von Ordnung 2.

Beweis Wir haben bereits gezeigt, dass die Pole von z(’)’z mit den Nullstellen

von Gg zusammenfallen, diese Nullstellen von Gg sind von Ordnung 1. Da
2l 2 keine weiteren Pole besitzt, und auch Gg in ganz H analytisch ist muss f
eine holomorphe Abbildung der oberen Halbebene sein. Das korrekte Trans-
formationsverhalten ist trivial, als Gewicht bekommt man 6 + 3 -6 = 24.
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Nach der k/12-Formel besitzt f daher in einem Fundamentalgebiet Null-
stellen mit Gesamtordnung 2 (inklusive Vielfachheit und mit elliptischer
Ordnung gewichtet). Wegen

lim z(7) = lim =(er +d)32)(

S(1)—00 S(1)—o00 cT+d

besitzt f in ioco eine Nullstelle mit Ordnung > 2. Mehr ist aber schon nicht
mehr moglich.

Korolar 5.2.7 FEs gilt:

() = iCO;(T)
6

Beweis Die obige Funktion f besitzt die selben Nullstellen und das selbe
Gewicht wie A2, ihr Quotient ist also eine ganze Modulform vom Gewicht
0, also eine Konstante.

O
Lemma 5.2.8 Sei f(z) eine integrierbare Funktion mit Nullstelle inn. Dann
qilt:

2 n
- / Ft)(t - =)t

Beweis Zweimaliges differenzieren nach Leibniz liefert:

f(z)

o [ s 2= [

82
022

n
[ s -2 =0+ £) = 102
Anwendung davon liefert schlie3lich:

Satz 5.2.9 Fir die Nullstellen der Weierstrafischen o-Funktion gilt:

Zo(T):Cl—I-CQT:l:Co/ #t)(t—T)dt

G¢ (t)
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5.2.3 Bestimmung der Konstanten

Satz 5.2.10 FEs gelten die Fourierentwicklungen:
A(r) 1

67'
1 T S 2
(2Wi>2@(277)—c_2_%+12+(€' 2 C)qu€9((1)

mit ¢ = 2™ und ¢ = ¥,

Beweis

1. Im n#chsten Abschnitt wird eine Fourierentwicklung fiir die Eisent-
steinreihen bestimmt, aus der diese Entwicklung leicht berechnet wer-
den kann.

2. Ein weiterer Vorgriff auf den néchsten Abschnitt: Dort zeigen wir die

Darstellung
o0 5 5 27miz
nz (z +n)? (2mi) 7; ne = (2mi) (1 — e2miz)2
Daraus folgt:
1 1
ple7) = 22 + m;EZ (z — (m + nT1))? - (m+n1)2
1
=" Z ) Z W"F
mGZ\{O} meZ\{0}
1
+ Z Z 2 2] =
ne (0} me?, z+nT)—m) (nT+m)
. ¢ 2
= (2mi)? —-2—
e et
+ Z (27‘-2)2(2 keQﬂi(z-l—nT)k N Z ke27rin7’k) _
nezZ\{0} k>1 k>1
= (2mi)’ & C + S @2 (Y kEg™ = kg™) =
a-q nez\{0} k>1 k>1
. 12 +@r(C—2- D+ O) -
(1-¢?* 3 ¢
1 1 1
=) (——— = — 4+ ((—2— - O(q?
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O

Wir miissen nun unsere Darstellung von zo(7) irgendwo auswerten. Doch
dummerweise sind die die einzigen Werte von 7 fiir die die Nullstellen einfach
bestimmbar sind, genau die Pole von zp. Also versuchen wir es mit ioco.
Aufgrund der Reihenentwicklung gilt:

3 lim zo(7) fiir einen Zweig
(1) —00
<~ lim gp(z,7)=0

S(1)—00

1
—2——-=-12
<~ ( c

= (=-5+2V/6=—(5+2V6)F = —F!

1
= —log(—e*!) = —+—1 Z
=z -log(—e™7) m+2 5 6> m €

wobei mit In der Hauptzweig des natiirlichen Logarithmus bezeichnet sei.
Jeder dieser Werte z ist der Grenzwert eines Zweiges von z(7) fiir 7 — ioco.
Da Z +1Z = Z + (7 + 1)Z ist, ist zp(7) 1-periodisch und wir koénnen fiir
jeden dieser Zweige die Fourierentwicklung ermitteln:

1 1 ~ 1 1
—m4 -+ —Ine+ A N —mt -+ —(Ine+ A 2
20(7) m+2i2m, ne + Aq+ O(q”) m+2i2m,(n€+ q+0(q%))

Der zugehorige (-Wert lautet:

e

— e (ATO@N T — _F (1 4 Ag+ O(g2))F!

¢ = e27rizo(7') _ e27rim L) (€1n6+Aq+O(q2))il _

Wobei man letztere Reihe erhélt durch:

limeA9+0@®) — 1
q—0

Ag+0(d®) _q
IimE—— T4
q—0 q

Dieses ¢ miissen wir nun noch in unsere Entwicklung von g einsetzen, Null-
setzen und ein Koeffizientenvergleich tut das tibrige. Dazu verwenden wir
noch ein kleines

Lemma 5.2.11

1 1 b )
arb+ 0@ o @?TO)
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Beweis

lmg— 1
a—0a+bg+0O(¢*) a

TSRS S | SIS Y2 ek ek Rk Ui L
¢—0q a+bg+0(¢?) a’ a-0g" a+bg+O(¢?) a?

Nun setzen wir ein:

1 1 1
(—2+- =—e(1+Ag+0(¢*) -2

c T el+ Ag+ O(@)
1
= —e(1+ A9+ 0(¢") =2 - (1 - Ag+ O(¢")) =
1 A
—(—e—2— g) + (—Ae + ;)Q+O(q2) =
= —12 — 4AV6q + O(¢?)
1 1 AV6 2
1 AV6 1 2
= p(2,7) = (— 35 + 5o 0) + 73 + (12— 44VE)g + O() =
V6
= (@ —12)g+ 0(¢*) =0
AV6
VT 12 =
~ 736 0
= A=172V6

Der Faktor von 7 ist bei diesen Zweigen offensichtlich 0, der Koeffizienten-
vergleich ergibt damit:

11 C,
20(r) =m+ 5 & o —(Ine + 7260 + 0(¢*)) = C1 ¥ (r;;q +0(q))
1 Ine
= -4+ —
= CGi=m+gEos
2
Cyp = ;72*/,6479 = +144V67i
e

Da sich die einzelnen Zweige bekanntlich nur um einen linearen Term unter-
scheiden ergibt sich zusétzlich noch:

Co=nez

Abschlielend erhalten wir also unsere gewiinschte Formel:
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Satz 5.2.12 Die Nullstellen der Weierstrafischen g-Funktion zum Gitter
Z + 77 sind fir T 4 i (unter I') gegeben durch:

Gs()?

1 1
z=-+m+nr+ (ﬂ In(5 4+ 2V6) + 1447ri\/6/ (t —7)dt)
™ T

2

Im Fall von T ~ i verschwindet ©(z,7) in den Stellen

2m+1+2n—|—1
Zz =
2 2

T, m,n €
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Kapitel 6

Hilfsmittel

6.1 Fourierentwicklungen

6.1.1 Fourierentwicklung der Eisensteinreihen

Die Eisensteinreihen

Gi(z) = Z’(l vk > 2

m+ nz)k

sind ganze Modulformen und daher sicherlich 1-periodisch und besitzen da-
her eine Fourierentwicklung der Form
o0
Gr(z) = Z cnq", q= e’
n=-—00

Um diese Entwicklung zu bestimmen, geht man den Umweg iiber Winkel-
funktionen, die den Eisensteinreihen dhnliche Entwicklungen besitzen. Die
(bekannte) Laurententwicklung des Kotangens liefert uns

e}

meot(nz) = Z !

z2+n

n=—oo

Wenn wir also die Fourierreihe dieses Kotangens aufstellen konnen, so er-
halten wir durch Differentiation jene der Reihen der Gestalt

o0

1
2GR

n=-—o00
welche den Eisensteinreihen schon recht dhnlich sind.

Lemma 6.1.1 FEs gilt:

o0

1 o
meot(mz) = Z s i — 27 Z q"
z+n

n=—oo n=0

mit ¢ = 2™ fiir z € H.

76
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Beweis
oS 8i7rz+e—i7rz 1
meot(mz) = m— (m2) =T = m’q+ =
sin(7z) eroe qg—1
2w - f: n
=i — =i — 27
1- q n=0 !

Da z € H ist, ist |¢| < 1, und die Reihe konvergiert absolut.

7

O

Durch mehrmaliges Differenzieren, erhélt man aus dieser Darstellung nun

o0

1 1% re= b1n
2 z+n)k (12;—)1)!(2“)kzlnk a

n=—oo

fiir £ > 2 und schliefBlich:

Satz 6.1.2 Fir gerades k mit k > 4 gilt:

2mi)k & n
Eﬂ — )1)! Zlak—l(n)q

Gr(z) = 2¢(k) + 2(

Bemerkung Die im Satz auftretende Funktion oy ist die bekannte

zahlentheoretische Funktion definiert durch
ox(n) =Y d",
dln
also die Summe der k-ten Potenzen aller Teiler von n.

Beweis

(m,n)#0 m=1 n=1 m=

< 2mi)k & ,
= 2(k) + 2;[(; u )1)! n;mmezmmz} _

(27’[‘Z)k — k—1 _nm

2¢ (k) (k_l)!zlzl ¢ =
(2mi)k ad .

2C(k>+2(k—1)!§:1( Z d )q =

" 1§dc|l§n
T kX
2(6) + 20 > o
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6.1.2 Die Eisensteinreihe vom Gewicht 2

Wir haben festgestellt, dass die Reihe

/ 1
2 Gar P

nicht konvergiert (was auch aus der Tatsache ersichtlich ist, dass es kei-
ne ganze nichtverschwindende Modulform von Gewicht 2 gibt). Die oben
verwendete Methode kann aber benutzt werden, um dennoch eine Eisen-
steinreihe vom Gewicht 2 zu definieren.

Satz 6.1.3 Durch

o0

= 1 X )

m=—00 nez
(m,n)#(0,0)
w2 >
_ 2
=5 - 47 321 o1(n)g"

wird eine in der oberen Halbebene analytische Funktion, die Eisensteinreihe
vom Gewicht 2, definiert.
Beweis Die gleichen Umformungen wie in Satz 6.1.2 fithren auf

o0

0= 3 [ X gy

m=—00 neZ

(m,n)#(0,0)

Ti)?
—2¢(2) +2 ((22_ i)! 23102_1(n)q”

2 o0
.m 9
=5 - 47 nEZI o1(n)q"” (6.1)

Um den Satz zu beweisen, miissen wir zeigen, dass (6.1) gleichméfig fiir
alle z € H, also gleichbedeutend fiir alle ¢ = €2™* mit |¢| < 1, absolut
konvergiert. (6.1) konvergiert genau dann absolut, wenn

oo o0
> > Ing™|
m=1n=1
konvergiert, was genau dann der Fall ist, wenn

S ) 62)

n=1 dn
1<d<n
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konvergiert. Wegen

Zd<n

dln
1<d<n

ist
oo

> nlql”
n=1

eine konvergente Majorante fiir (6.2).

O

Was fiir Eigenschaften hat nun diese eben eingefithrte Funktion Ga(2)?
Sie ist holomorph in ganz H und unmittelbar aus der Definition ist ersicht-
lich, dass

GQ(Z + 1) = GQ(Z)
Andererseits kann G aber keine Modulform vom Gewicht 2 sein, es gilt also
sicher

Ga(—-) # 2°Ga(2)

Wie transformiert also Gy unter der zweiten elementaren Modultrans-
formation? Es gilt:

1
z

G-)= Y [ X guoapl-

m=—o00 nez
(m,n)#(0,0)

:Zzi[ Z (mzl_n)z]z

m=—00 nez

(m,n)#(0,0)

:Zzi[ ) W]:

m=—00 neL

(m.n)#(0,0)
=: 22G3(2)

wobei G35 der Reihe G mit vertauschter Summationsreihenfolge entspricht.

Satz 6.1.4 .
T
Ga(z) — G5(2) = —

z
Beweis Man betrachte die beiden Hilfsreihen

H(z):mz_:oo[ nz_:oo mz—l—n—l_mz—i—n]
(m,n)#(0,0),(0,1)
H(z)—n;m[ m;oo mz—i—n—l_mz—i-n]

(m,n)#(0,0),(0,1)
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und die Differenz

:Z[Z 1 I 1 B

Moo ne—eo MZ +n—-1 mz+n (m+ nz)Q]
(m,n)#(0,0)
(m,n)#(0,1)
1

(02412
o0 oo

1
- Z [ Z (mz—i—n)Q(mz—{—n—l)]_l (6.3)

T m00)
(mom)£(0,1)

Nun ist aber sicher iz +n)2(1mz ) O(m), und die absolute Kon-

/
vergenz der Reihe Z m, welche eine Majorante von (6.3) darstellt,

haben wir bereits bewiesen. Wir kénnen in (6.3) also die Summationsrei-
henfolge vertauschen und damit gilt:

Ga(z) — H(2)
= Ga(z) — G5(2)

G5(z) — H™(2)
H(z) — H*()

Wir haben unser Problem also auf die Differenz zweier Teleskopreihen zuriick-

gefithrt, deren Summe wir uns relativ einfach ausrechnen kénnen. Falls
m #£ 0 ist, gilt:

00 0

Z 1 1 :(ZJFi)( 1 1 -
" mz+n—1 mz+n = mz+n—1 mz+n

=—00 n=—oo

lim (— ) -l ()
= lim - im (— =
n——oco - mz+mn—1 mz+0 n—oocc' mz+n mz+1—1

=0

und fiir m = 0 erhalten wir:

< 1 L N | 1
o= (2 D))=
n=—oo n=—oo n=2
n#0
n#l
1 1
=7ty 17?2

und damit ergibt sich
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Bei der Reihe H* kann man die Teleskopeigenschaft nicht direkt ausniitzen,
ein wenig mehr Rechenaufwand ist hier vonnoten.

. B oo oo 1 - 1 B
H(z)_nz_:oo[ mz_:oo mz+n—1 mz—|—n]_
(m,n)#(0,0),(0,1)
N o) 1 1
:z\}floon:;vﬂ[ mz_:oo mz+n—1_mz+n] -
(m,n)#(0,0),(0,1)
00 N 1 1
:]\}Enoo Z [ Z mz+n—1_mz+n]:

m=—o00 n=—N-+1
(m,n)#(0,0),(0,1)

00 N 1 1
p— 1‘ -
Nl—rgo [ Z mz+n—1 mz+n}+
m=—00 n=—N+1
m#0

+( i +Z)(Oz+1nl _Ozin) -

n=—N+1 n=2

oy °°[1 1}+1 LR S
T N m:—N mz+N' N 1 1 N _
m=—o0
m#0
o
1 1
NI [mz—N mz+N]+
m=—o0
m=0
(0.9}
1 1
=24+ lim 2 - =
+N£noo [mz—N mz+N]
m=1
2 = 1 1
Noooz imym—7o m+ 3
oo
1 1
+Ng>nooz Z m—ﬂ N
m=—0o0 z
—aN N
— z e =z
=24 lim —-wcot(r—) =2+ lim —mi—x——5 =
N—oo 2 z N—oo Z2 =77 _ e
2 2 2
=2+ lim “mi(l— - )= -
N—oo 2 ez —1 z
i
= Gh(2) — G3(=) = H(z) - H'(2) = —
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6.2 Thetareihen

Wo immer die Rede von elliptischen Funktionen ist, treten notgedrungen
Thetareihen auf. Die erste derartige Reihe wurde von Jacobi, dem eigent-
lichen ,, Schopfer“der elliptischen Funktionen, in seinem berithmten Werk
Jacobi (1829) in der Form

™

6(0)

= A{1 — 2gcos 2z + 2¢* cos 4z — 2¢° cos 6z + 2¢*% cos 8z — ...}

aufgestellt (genaugenommen ist das nicht die ganze Wahrheit, eingefiihrt
wurde die Funktion iiber ein Integral, die Reihenentwicklung ist nur ein
Resultat). Eine der heute iiblichen Varianten ist es, die Reihen

Jo(zq) = Y (~1)g¥ e*mine
n=—00
191(2’,(]) =—1 Z (-1)nq(n+%)2eﬂ'i(2n+l)z
192(Z,q) = Z q(n+%)2eﬂ'i(2n+1)z
193(27 Q) = Z aneQﬂ'inz

(mit ¢ = €™ und 7 € H) zu betrachten. In diesem Bereich herrscht in
der einschligigen Literatur allerdings Wildwuchs. Wenn man n verschie-
dene Biicher hernimmt, wird man zumeist n verschiedene Definitionen der
Thetareihen bekommen. Da sie jedoch stets mehr oder weniger von gleichen
Typus sind, kann man sie stets (unter anderem) zu folgenden praktischen
Dingen verwenden

e Darstellung elliptischer Funktionen

e insbesondere die Konstruktion der Jacobischen Elliptischen Funktio-
nen

e Konstruktion von Modulformen

e numerische Berechnung von elliptischen Funktionen (die Thetareihen
haben offensichtlich, eine schnelle Konvergenz, wiahrend die Reihe der
p-Funktion nur kriechend konvergiert)

Diese (auch sehr interessanten Aspekte) werde ich im folgenden jedoch nicht
behandeln, hierfiir sei beispielsweise auf Riihs (1962), Whittaker and Watson
(1902) oder Hurwitz and Courant (1925) verwiesen.
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Im folgenden betrachten wir die Thetareihe

19(2,7Q)(: 15(2,7')) = Z qn2€27rinz

und zwar speziell als Funktion von 7 bei festem z.

Satz 6.2.1 Die Reihe

00
9 .
§ : qn 827rznz

n=—oo

ist kompakt konvergent fiir (z,7) € C x H.

Beweis Sei 7 aus dem Rechteck mit den Eckpunkten —A +ie, A +ie, A+
il,—A+il mit A,e > 0 und z € Bg(0). Dann gilt sicher

|qn2627rinz| < |q|n2627riR <C- (e—wa)n2

Der rechte Ausdruck ist von z und 7 unabhéngig, und die Summe dariiber
ist eine Teilreihe der geometrischen Reihe.

Lemma 6.2.2 Auch die Reihe

o0

Z e7ri(n+z)2’r

n=—oo

ist kompakt konvergent fir (z,7) € C x H.
Beweis Es gilt die Abschéitzung
S((n+2)%71) = R((n+ 2)>)I() + S((n+ 2)H)R(1) > Cn? +0- R(r) = Cn?

und damit

R(mi(n+z)%r) _ e*ﬂ'%((ﬂﬁ*Z)QT) < 676'71%2

7ri(n+z)27'| —e

e
O

Satz 6.2.3 (Jacobische Thetatransformationsformel) Fir alle (z,7) €
C x H gilt:

[e.9]

~ 1 =12 : Z — : 2
ﬁ(z,—;): § : T 2minz ; § : em(n+z) T

n=—oo n=—oo

wobei die Wurzel durch den Hauptzweig des Logarithmus definiert ist.
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Beweis

1. Zuné&chst zeigen wir:

—1
/OO €7ri7':1:2dm — \/?
PSS 7
Fiir den Fall 7 = iy liefert die Substitution ¢ = z,/y:
/OO eTl'iT:Ezdx _ /OO em‘(iy)% Ldt —
—o0 —o0 VY

-1
1 o0
= —5 / 6_7rt2dt = \/;
VER S t

Da die beiden Seiten der Behauptung holomorphe Funktionen sind,
geniigt es nach dem Identitdtssatz bereits, dass wir die Aussage fiir
reinimaginéres 7 bewiesen haben.

2. Die Funktion

[e.0]

g(z) — Z em’(nJrz)QT

n=—oo

(bei festem 7) ist offensichtlich 1-periodisch, wir kénnen sie also in eine
Fourierreihe der Form

oo
g(z) — Z an€2m'nz
n=-—oo
entwickeln. Die Fourierkoeffizienten bestimmen sich durch

1 0 1
ay = / g(ac + iy)e—27rik(x+zy)dx _ Z / em(n—f—(gc+iy))27—2mk(a:+iy)d:E —
0 0

n=—oo

© -nt+l ) )
= (Substitujere u=ux+ n) = Z / e7rz(u+zy)27——27rzk(u—n+zy)du _
-n

_ /OO omi(22T=2kz2) 1, — /oo eTri‘r(z_é)Q_édu _
k2 [0 k
— e i / ™ du = ((Wiihle S(2) = S(2)) =

. ik [ a2
= (Translation von u) =e "'~ / e du =
—0o0

Z*l
132
— em’Tk z

1
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Nun haben wir das nétige Riistzeug um die fiir uns im néchsten Kapitel
relevante spezielle Thetareihe

o

O(r) == 9(0,7) = Z T Z ¢

n=—oo n=—oo

zu charakterisieren. Zunéchst stellen wir einige Eigenschaften der Thetareihe
zusammen.

Lemma 6.2.4 Die Thetareihe 15(2,7‘) hat die Transformationseigenschaf-
ten:

1. 9(z+1,7) =9(z,7)

(2, 7)) =0 = z=%i+ir+m+nr, meZneN

Beweis
1.
n2 .
19 Z—|—1 7_ E : q 27rzn (2+1) 2 q 627rmz 2min _
n=-—o00 n=-—0o
=9(z,71)
2.
00 0o
@(Z—FT, 7_) _ 2 : en27ri7627rm(z+7') _ § : €n27ri7'+27rinz+27rim' _
n=—00 n=-—o00
00
_ § : e(n+1)27ri7—+27rinz—7ri7-:
n=—00

oo
Z 6(n+1)27ri7'+27ri(n+1)z77ri"r727riz _

n=—oo

_ e—i7r'r—27rizq§(z 7_)
9

Eine Nullstelle ist sicherlich durch % + %7‘ gegeben wegen:

oo o0

9 1 1 3 ; ; i .
’19(5 + 57’, T) = Z elﬂ7n2+z7rn+wrrn — e F Z (_1)nez7r7'(n+%)2 _

n=—oo n=—oo
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Und die Summanden a,, erfiilllen wegen

1 1 1
— 1 — 2 = —_ = 2 = (— — 2
(=1 +3)°=(—3)°=(-n+3)
die Rekursion
a—pn = —0n-1.

Die Summe verschwindet daher.

3. Elementares Differenzieren der Eigenschaft 2 liefert

0 Lz, T)
zt+77) _d1)

Hz+7,7) Wz, T)

Sei nun « der positiv durchlaufene Rand des Parallelogramms mit den
Eckpunkten (a,a + 1,a+ 14 7,a + 7). Dann gilt:

L [n), 1 [ en) detTr)

—
R

2mi 5 O(z,7) T 2mi J, Iz 1) I z+7,7)
1o Iz, 1) B Iz + 1,7‘)’)dz B
210 Jogr U(z,7) Dz +1,7)
1 a+1
2mi J,

Da 1§(z, 7) in der ganzen oberen Halbebene analytisch ist, liegt in jedem
solchen Parallelogramm genau eine Nullstelle, die Transformationsei-
genschaften sagen uns wo die restlichen liegen.

O

Satz 6.2.5 Die Thetareihe 9(z) besitzt in der oberen Halbebene keine Null-
stellen.

Beweis Laut Definition ist ¥(z) = 19(0, z). Eine eventuelle Nullstelle miisste

also wegen dem vorigen Lemma die Gestalt

0=t 4 iztmet
—2 22 m nz

haben, und damit miisste auch

3(0)=0= %(% + %z%—m%—nz) =3((n+ %)z) =(n+ %)%(z) >0

gelten.
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Satz 6.2.6 Die Thetareihe 9(z) = 3. e™°% hat die Eigenschaften:
1. 9(z+2) =9(2)

2. 9(=1) = \/Z0(2)

. —1 —=miz
4. limg () oo y/Z €7 O(1— %) =2
Beweis
1. Trivial

2. Dies ist eine Spezialisierung der Thetatransformationsformel.

3. Wegen der gleichmifligen Konvergenz kénnen Grenziibergang und Sum-
mation vertauscht werden, alle Summanden bis auf den fiir n = 0
verschwinden.

2 1 7 L e & 1
A (I N L min®(1-1) _
VioeEan- D=y e

n=—oo

Z_l oo
—Tiz ; 2 i 2 1
= \/7 e 4 E eZﬂ-n eﬂ"L’I’L (_;) =
1

Beim Grenziibergang liefern nur die Summanden fiirn = Qund n = —1
einen Beitrag von jeweils 1.

O

Y¥(z) hat also einer Modulform nicht unéhnliche Transformationseigen-
schaften. Es gibt zwei Mo6glichkeiten, den Begriff der meromorphen Modul-
form zu verallgemeinern:

1. Man verlangt die Transformationseigenschaften nur beziiglich einer
Untergruppe von I'.
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2. Man erlaubt mehr Gewichte als ganzzahlige Werte (sogenannte Halb-
ganze Gewichte)

In beiden Féllen wird die Situation rasch sehr kompliziert (siehe z.B. Freitag
and Busam (2000)). Wir benétigen fiir unsere Zwecke zum Gliick nur einen
Spezialfall des ersten Punktes.

6.2.1 Die Thetagruppe

Definition 18 Die Untergruppe I'y der elliptischen Modulgruppe I' welche
von den beiden Matrizen

1 2 0 -1
erzeugt wird, heifit die Thetagruppe.

Bemerkung Die beiden erzeugenden Matrizen entsprechen den Transfor-
mationen

Z2—2+2
1
Z > ——
z

Satz 6.2.7 Fir jede Matriz M = (‘é g) €'y gilt, dass a4+ b+ c+d gerade
15t.

Beweis Die Matrizen Sy (inklusive ihrer Potenzen) sowie
1 2k
k _
Ty = (0 1 ) , keZ

erfiillen die Geradheitsbedingung. Sei nun M = (‘CZ 3) eine Matrix mit a +

b+ ¢+ d =2l dann gilt:

gk _ (@ b)Y (1 2k\ _[(a 2ka+Db
MTQ_(C d) (0 1) \e¢ 2kc+d

=a+ (2ka+0b)+c+ (2kc+d) =a+ b+ c+d+ 2k(a+ c) gerade

wes=(20)-(0 )= %)

=a—a+d—c=a+b+c+d—2(a+c) gerade

Durch vollstédndige Induktion nach der Anzahl der Matrizen ergibt sich dar-
aus die Bedingung fiir alle Matrizen der Thetagruppe.
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O

Korolar 6.2.8 Die Thetagruppe ist eine echte Untergruppe der Modulgrup-

pe.
11
(6 1)er

kann wegen 1 + 1+ 0+ 1 = 3 nicht in I'y liegen.

Beweis Die Matrix

Satz 6.2.9 FEin Fundamentalbereich der Thetagruppe ist gegeben durch
F={reHr|>1AR()| <1}
Beweis

1. Jedes T ist #iquivalent zu einem 7’ € F:
Durch Addition/Subtraktion von 2k kann man den Realteil in den
Streifen —1 < R < 1 bringen. Falls der Betrag noch kleiner als 1 ist,
wendet man noch einemal die Transformation 7 — —% an, und man

befindet sich in F

2. Je zwei Elemente aus F sind nicht dquivalent:
Hier konnen genau dieselben Argumente, wie bei der vollen Modul-
gruppe verwendet werden.

O

Definition 19 FEine meromorphe Funktion f : H — C heifst Modulfunktion
zur Thetagruppe wenn:

1.

b
D s, v [l ) et

2. alle Pole von f einen beschrinkten Imagindrteil haben.
3. f in ico hdchstens einen Pol hat.
4. f stetig nach 1 fortgesetzt werden kann.

Bemerkung Die letzte Bedingung ist dquivalent mit der Existenz des

Grenzwertes )

li 1—-).

%(zl)rgoo f( Z)
Diese Existenz ist notwendig, da bei der Thetagruppe der Rand des Funda-
mentalbereichs bereits den Rand des Definitionsbereiches von f schneidet.

Man nennt 1 und —1, ein Analogon zu 0o, Spitzen.
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Satz 6.2.10 Sei f £ 0 eine Modulfunktion zur Thetagruppe. Dann gilt:

Z ord(f;a) + %Ord(f;i) + ord(f;i00) =0
a€H/~
agti

Bemerkung Hierbei handelt es sich (wie auch im Beweis offensichtlich
wird) um eine Variante der k/12-Formel.
Beweis Wie im Beweis der k/12-Formel integrieren wir g(z) = fT/(z) iiber

Abbildung 6.1: Integrationsweg

den positiv orientierten Rand von F mit kleinen Kreisen um 1,—1 und 4
(siehe Skizze).

1. Die beiden Vertikalkanten:
Wegen der 2-Periodizitdt von g(z) heben sich die Integrale iiber dieses
Kanten gegenseitig auf.

2. Die Horizontalkante:
f und g besitzt eine Fourierentwicklung in der Form

9(z) = i an€™  bzw. f(z) = i by, e

n=—00 n=—*k
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woraus sich fiir das Integral ergibt:

A—2 o0 A-2
g(z)dz = an/ e dz = —2ag =
[Ca 5]

A =
= —2¢g(ic0)
B Z;:O:_k bnemnz B Z;:O:—k bnewi(n+k)z
g(Z) a e Zzoz—k nbnemnz n T Z;:O:_k nbnewi(n+k)z
—kmib_
= lim g(z) = # = —kmi = ord(f;i0c0)mi
Z—100 _k

3. Die Kreisbogen um 1 und —1:
Wir kénnen g in 1 bzw —1 hinein fortsetzen, deshalb kénnen wir hier
genauso verfahren wie mit den Kreisbogen um ¢ in der k/12-Formel.
Da die Vertikalkanten Tangenten des Kreisbogens sind, geht der Off-
nungswinkel mit dem Radius gegen 0, das Integral dariiber damit auch.

4. Der Kreisbogen um 1:
Analog zum entsprechenden Integral bei der k/12-Formel erhélt man
hier
—mi - ord(f;1)

5. Die beiden Kreissegmente auf dem Einheitskreis:
Die beiden Kreissegmente (bezeichnen wir sie mit v und +') werden
durch die Transformation z — —% ineinander iibergefiihrt (bei ver-
tauschter Orientierung). Durch Differenzieren erhilt man g(—21) =

22g(2). Sei 3:[0,1] — C eine Parametrisierung von . Dann folgt:

! 1 1.
Lm@mz—éghmyvmﬂmn-

_ [ 20y L
== [ a0z

1
——Agwwm@&——émaw

Die beiden Integrale heben sich also gegenseitig auf.

Fasst man diese Resultate zusammen, so erhélt man die gewiinschte Formel.
Es kann nur noch der Sonderfall auftreten, dass auf dem Integrationsweg
Pole oder Nullstellen liegen. Da dies hochstens endlich viele sein kénnen
(der Rand ist kompakt), konnen wir diese mit jeweils zwei Kreisen ,,umge-
hen*(vergleiche auch hier den entsprechenden Abschnitt beim Beweis der
k/12-Formel.
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Korolar 6.2.11 Jede auf ganz H analytische Modulfunktion f zur The-
tagruppe ist konstant.

Beweis Sei f eine entsprechende Funktion. Sie kann wegen des eben Be-
wiesenen keine Nullstellen besitzen. Mit f ist auch g(z) = f(z)— f(a), a € H
beliebig, eine analytische Modulfunktion zur Thetagruppe, sie besitzt daher
auch keine Nullstellen, es existiert also keine Stelle o’ € H mit f(a’) = f(a).
Da dies nicht stimmen kann, kann der obige Satz fiir g(z) nicht gelten, es
ist also g = 0 und damit f(z) = c.



Kapitel 7

Additive Zahlentheorie

Die additive Zahlentheorie ist jenes Teilgebiet der Zahlentheorie, welches
sich mit Partitionen von Zahlen befasst. Das heifit, es wird gefragt, auf wie
viele Arten sich eine natiirliche Zahl n in der Form

n=a+as+---+ag

schreiben lésst, wobei die a; aus einer gewissen Klasse von Zahlen stammen.

7.1 Summe von Quadraten

Wir wollen uns im speziellen mit der Summe von Quadraten befassen, das
heiflt wir suchen die Zahlen der Form

Ap(n) == #{(a1,...,a) € Z¥|a? + a3 + - - - + a2 = n}

Hierbei handelt es sich Wohlgemerkt um eine sehr ,grofiziigige“Art der
Zahlung. Verschiedene Reihenfolgen der Summanden, vorzeichenbehaftete
Summanden sowie auftretende Nullen werden allesamt mitgezéhlt. So ist
beispielsweise bereits

Az(1) = #{(£1,0), (0, £1)} =4

Der Trick den wir zur Berechnung dieser Zahlen (wenigstens zweier sol-
cher Werte) anwenden wollen ist der folgende. Man betrachte die Potenzreihe

2
E : m
n=-—00 !

bzw. deren Potenzen, die wir (im Falle gleichméBiger Konvergenz) durch
formales Ausmultiplizieren erhalten

[e.9]

( Z qm2)k _ Z qu—i-.‘.—s—mi _ ZAk(n)qn
n=0

n=-—00 m;EZL
i=1,....k

93
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Dabei haben wir noch keinerlei Voraussetzungen fiir ¢ gemacht, abge-
sehen von einer hinreichenden Konvergenz. Wohin der Weg fiihrt, ist jetzt
offensichtlich: Wir wéhlen

q= eﬂ'iz

erhalten so eine Thetareihe und miissen ,,nur noch“die Fourierentwicklung
von deren Potenzen bestimmen.

Satz 7.1.1 Die Zahlen Ay (n) sind die n-ten Fourierkoeffizienten von 9(z)F

7.1.1 Potenzen der Thetareihe

Mit Hilfe des letzten Abschnittes, konnen wir diese Potenzen sehr gut cha-
rakterisieren:

Satz 7.1.2 Seir € Z und f : H — C holomorph mit den Figenschaften:
. f(z+2) = f(2)

o f(=2) =7 f()
° hm%(z)—n)o f(Z) =CeC

—r —Tirz

o Elhmg(z)_,oo % e 4 ﬂ(l — %)

Dann gilt:
f(z)=C-7'(2)

Beweis Die beiden Grenzwerte sichern das richtige Verhalten von A in den
Spitzen, wegen den ersten beiden Eigenschaften hat

o= 50

die Transformationseigenschaften

h(z +2) = h(z)
1
h(==)=h
(—1) = h(z),
ist also eine Modulfunktion zur Thetagruppe. Da ¥(z) (und damit auch
9" (z)) keine Nullstellen in H besitzt, ist h(z) sogar holomorph auf H, folglich
eine konstante Abbildung. Diese Konstante muss gleich dem Ergebnis des
Grenzwertes fiir z — 700 sein.
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7.1.2 Summen von 8 Quadraten

Unsere Aufgabe ist es also nun, eine Funktion f zu finden mit den Eigen-
schaften

f(z+2) = f(2)

1
f(-3) =4

: 1
3 lim e 2™ (1 - o)
S(z)—o0 z

Erster Kandidat ist natiirlich G4, die Eisensteinreihe vom Gewicht 4.
Die beiden Transformationsbedingungen sind erfiillt, auch der erste Grenz-
wert ist uns schon bekannt (limg(,) .o G4(2) = 2¢(4)), doch beim zweiten
Grenzwert haben wir kein Gliick:

Ga(l— %) _ G4(—§) — AG4(2)

. 1 .
= e—2mzz—4G4(1 . 7) _ e—27rzzG4(Z)
z
und dieser Ausdruck ist fiir 3(z) — oo unbeschrankt.
Als zweiten Versuch betrachten wir die Funktion

)

- +1
Ga(2) = Ga(=

Lemma 7.1.3 FEs gilt:

Gy(z) = 2* Z (m +nz)™*

(m,n)#(0,0)
m+neNy

Beweis

Galz) = Galzle+ 1) = Y m+ o tn) ™ =

=924 Z/((2m +n)+nz)t =

=21 Z (m+nz)™t =
(m,n)#(0,0)
m—neNy
=21 Z (m +nz)™

(m,n)#(0,0)
m+neNy
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Untersuchen wir nun, ob G4 unseren Anspriichen geniigt

1.
- +3 +1 N
Galz+2) = Gy(Z )= Ga(Z T+ 1) =Cu(2)
2.
G-Yy=a = —ai ) =
4 I N PR
/ z—1 _
= Z (m+n o )t =
= 2)' Y (@m )z —n)t =
=22 Y (m+nz)F=
(m,n)#(0,0)
m+n€Ny
= 21Gy(2)
3. ]
(\(li)m Ga(z) = <\(li)m Ga(z) =2¢(4)
4,
- 1 22— 1 1
Ga(l = ~) = Ga(——) = Gal=5 ) = (22)7Ga(22)
A - 1 A
= e 271G (1 — —) = 272 Gy(22) — oo,

z

wobei der lezte Grenziibergang fiir S(z) — oo gebildet wird.
Also wieder nichts. Wo liegt denn genau das Problem? Diese beiden betrach-
teten Reihen besitzen den scheinbaren Nachteil, dass ihre Fourierentwicklung
flir )

Af(1= ) =ao+arg+axg’ + -

einen nichtverschwindenden O-ten Koeffizienten besitzt (bei der Grenzwert-
bildung multiplizieren wir ja noch mit ¢=!). Des Ritsels Losung ist es also
eine passende Linearkombination dieser beiden Reihen zu verwenden, pas-
send so, dass die Fourierentwicklung erst mit ¢' beginnt.

Satz 7.1.4 Es existieren Konstanten A, i so, dass
f(2) == AGy(2) + uGu(z) = C - 98(2)

1st.
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Beweis Zuniichst ist offensichtlich, dass f die Transformationseigenschaften
von G4 und G4 ,erbt“. Wir miissen noch die Existenz der beiden kritischen
Grenzwerte verifizieren. Der erste ist wieder kein Problem es gilt

lim  f(2) = 207 + p)C(4)

Aulerdem gilt:

=1y = G2 + 160G (22))

— N

= e P (1= 2) = ¢ (MGa(2) + 16pGa(22) =
=q '\ Z ang" + 164 Z amg*™) =

n>0 m>0
= ¢ " (Aag + 16pag + O(q))

Unterwirft man also (A, u) der Einschrankung
A+ 160 =0

dann verschwindet der 0-te Koeffizient der rechtsstehenden Fourierreihe, der
gewiinschte Grenzwert existiert.

O

Aus dieser groffien Menge von passenden Faktoren wahlen wir uns jetzt noch
die geeignetsten aus:

Korolar 7.1.5

48 3 z+1
80, —
) (Z) = gG;l(Z) — FG4(T)
Beweis Aus dem obigen Satz und unserer Charakterisierung wissen wir:
+1
C - 98(2) = AGa(2) + uGa(Z —)
. z+1
C= (\(h)m AGy(2) + MG4( 2 ) =2(A+p)¢(4)

Beriicksichtigt man nun, dass A = —16p und ((4) = g—é dann folgt

4
m
C=—(—
5 (=1)
Setzt man nun beispielsweise C' = 1 oder y = —1 dann erhélt man daraus

die iibrigen Koeffizienten.
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Nun kennen wir aber die Fourierentwicklung der Eisensteinreihen bereits,
es ergibt sich:

4 o0
98(2) = %(32{( ) + 321677T Zag(n)e%mz—
—2(( 167T ZO' 7mn Z+1)) —

=1+ 16> Z o3(n)e”™™* — 16 Z(—wag(n)em
n=1 n=1

Nun miissen wir noch die Koeffizienten ablesen, dafiir treffen wir eine Fall-
unterscheidung:

e n=0:
Einfacher Vergleich (oder direkte Uberlegung) zeigt: Ag(0) = 1

e 1 ungerade:
Ungerade Potenzen kénnen nur in der rechten Summe auftreten, das
ergibt:
Ag(n) = —1603(n)(—1)" = 1603(n)

e n gerade:
Hier muss man beide Summen in Betracht ziehen.

1
Ag(n) = 16203(5 n) — 1603(n) = 16 16Zd3 ZdS

=16(2) (2d)* =) d*) =16(2 Zd3 Zd3

a5 dln din dn
deN,
=16(>_ d*— > d*) =16 (—1)"
din dn dn
deN, deN,

Betrachtet man die Resultate der ersten beiden Félle, dann erkennt man,
dass diese ebenfalls die Formel fiir den geraden Fall erfiillt. Schlussendlich
bekommt man:

Satz 7.1.6
Ag(n) =16(-1)"(>_d* = Y d*)=> (-1)"4d?
dn dn dn
deNg deNy,

firmn >1
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7.1.3 Summen von 4 Quadraten

Hier gestaltet sich die Situation etwas komplizierter als im ,,8 Quadrate“-
Fall. Das liegt daran, dass die fiir die Konstruktion unserer Funktion ver-
wendete Reihe G nicht so einfach zu behandeln ist wie die gewdhnlichen
FEisensteinreihen. Interessant ist dieser Fall besonders wegen:

Satz 7.1.7 (Satz von Lagrange) Jede Zahl ist als Summe von 4 Quadra-
ten darstellbar. Mit kleineren Summen kann man nicht jede natiirliche Zahl
darstellen. Also formell:

4 = min{k € N*|Vn € N: Ai(n) > 0}

Beweis Dass jede Zahl als Summe von vier Quadraten darstellbar ist,
werden wir am Ende dieses Abschnittes sehen.

AuBlerdem kann man durch einfaches Probieren feststellen, dass 7 nicht als
Summe von einem, zwei oder drei Quadraten darstellbar ist.

O

Bemerkung Dies ist bereits ein sehr alter Satz. Er wurde erstmals im Jahr
1770 on Lagrange bewiesen.

Wir suchen also eine 2-periodische Funktion f mit

4
f- =2 i =—25)

fiir die die beiden Grenzwerte existieren. Wir erinnern uns, dass die von uns
konstruierte Reihe G5 unter z — —% das Verhalten

1
Gg(—;) = 2°Gy(2) — 2miz

besitzt. Damit fillt jedenfalls schon ein Ansatz wie im letzten Abschnitt
der Form AGa(z) + uGa(#42) flach (wegen des falschen Vorzeichens). Wir
miissen es daher mit einem anderen Ansatz versuchen.

Satz 7.1.8 Es existieren Konstante X\, i, mit:
z
9(z) = AGa(3) + nGa(22)

Beweis Sei f := AG2(5) + nG2(22)
Wieder miissen wir die 4 Bedingungen durchrechnen:

1.

F+2) = AGa (S +1) + puGa(2 +4) = £(2)
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2.
1 _ 2 .
Gg(——2z) = 42°G2(2z) — 4miz
2 _1 2 2V
Ga( ;) =17 G2<2) iz

1 1
= f(—;) = 4A22Gy(22) — dATiz + /LZzQGQ(g) — pmiz =
= 22(ANGa(22) + %GQ(g)) — (4\ + p)miz

Um den linearen Term loszuwerden, muss man nun klarerweise 4\ =
—p wahlen. Setzt man diese Beziehung auch noch zweimal in den er-
sten Summanden ein, dann bekommt man:

1(-1) = 2 a0 + P60 = —P(uGs(22) +26x(0)) =

= —21(2)

Die Funktion .
f(z) = )\(Gz(g) —4G2(22))

hat also das gewiinschte Transformationsverhalten.

3. Direkt aus Definition von G5 erhalten wir

lim Ga(z) =2¢(2) = W—z

F(z)—o00 3

und daraus
lim  f(z) = —6A((2) = — A2
S(z)—o0
4. Und schlussendlich noch der kompliziertere Grenzwert:

1 1 Z z .
Go(2(1 — ;)) = G2(—2;) = (5)2G2(§) — miz

Die Matrix (% j) liegt in I' und damit liegt QZZ__ll in H falls z € H.

Daher gilt:
z—1 2z — 1.9 2z —1 2z —1
Golo,—7) = (1) Galo )+ 2mi—
22— 1.9 1 2z—1
(z—l) 2( z—1)+ 7mz—l
2z—1 (22 —1)2
= (22 — 1)?Ga(z — 1) + 2mi 1 2771(2:_1) =
= (22 — 1)?Ga(2) — 2mi(4z — 2)
z+1
z —
2
1-1 z+1

GQ( B Z) = ZZGQ(

5 ) — 4miz
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Fasst man diese zwei Resultate zusammen, so erhélt man:

221 - %) =226 s - (P Go(}) — miz)) =
= NG~ 6a(5) =

= M(ag — arh + O(h?)) — (ag + arh + O(h?))) =
= A(—2a1h + O(h?))

wobei die a; die Koeffizienten der Fourierreihe Ga(z) = > ang™ sind,
q = e¥™* und h = ™%, Fiir unseren Grenzwert ergibt sich also:

; 1
lim 2727 f(1 — —) = 2a; = 87
z

Es ist also f = Cv%.

Korolar 7.1.9 FEs gilt:
4 1 2
(2) = 5 (4G2(22) — Ga(3))
T 2
Beweis Aus dem obigen Satz wissen wir:
1
MGa(52) = 4G5 (22)) = Co(2)

Wiéhlen wir nun A = 1 und bilden fiir beide Seiten den Grenzwert fiir 3(z) —
oo dann erhilt man C = —7? und nach einmaligem Dividieren bekommt
man die Aussage.

O

Jetzt miissen wir nur noch die Koeffizienten aus der Reihenentwicklung
ablesen

94(2) =14 80> o1(n)e™ —4) " oy (n)e’™"?)

n>1 n>1

Wir unterscheiden drei Falle:

e n=20:
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e 7 ist durch 4 teilbar:

Ay(n) = 8(a1(n) — 401(%) =8() d-4Y d) =

dn d|y
=80 d- Y () =8> d Y (4d)) =
djn 2 djn 4d|n
=8> d-> d)=8> d
dln d|n dln
4|d 414

Wie man leicht iiberpriift gilt die letzte Formel auch fiir die ersten beiden
Falle, wir erhalten also:

Satz 7.1.10
Ag(n) =8 d
d|

n
4|4
firn>1



Anhang A

Symbolverzeichnis

€1,€2,€3
Gr(7)
92(7-)5 95(7-)

die erweiterten komplezen Zahlen (bzw. die Rie-
mannsche Zahlenkugel), also C U {oco}
Fundamentalbereich eines Periodengitters
k , ¢ ist k-fache Nullstelle von f
ord(f;c) = ¢ —k , cist k-fache Polstelle von f
0 , sonst
offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und Ra-
dius r

ZnGZ bzw. HnEZ

n#0 n#0
E(n,m)EZ2 bzw. H(n,m)EZ2
n#(0,0) n#(0,0)

{z € C|3(z) > 0}, Die obere Halbebene

{z € C|S(2) > C}

Weierstrafische p - Funktion

Halbwerte, e1 = p(ip1), e2 = p(3p2), e3 =
p(m;rpz )

Eisensteinreihe vom Gewicht k € Z
Gitterkonstante, g2(7) = 60G4(7), g3(1) =

14006 (7‘)
Diskriminante der Differentialgleichung der g -
Funktion, A(7) = go(7)3 — 27G3(7)?

3

Kleinsche j - Funktion, j(7) = %(7)
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