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Einleitung

So eine Arbeit wird eigentlich nie fertig,
man muss sie fiir fertig erkldren,
wenn man nach Zeit und Umstdnden das Mogliche getan hat.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Italienische Reise.

Die vorliegende Arbeit behandelt verschiedene Aspekte von Polynomidealen in der Com-
puteralgebra. Dabei steht vor allem die algorithmische Umsetzung im Vordergrund. Jedes
beschriebene Verfahren und jeder beschriebene Test wird als Algorithmus mit genauer Spe-
zifikation der Ein- und Ausgabewerte formuliert, dessen Termination und Korrektheit be-
wiesen und mit einem Beispiel dessen Verwendung illustriert. Dariiber hinaus findet sich im
Anhang eine Implementierung aller Algorithmen in MAPLE 8.

Die Arbeit ist in fiinf grole Teile gegliedert, die inhaltlich wie folgt aufgebaut sind:

Der erste Teil enthilt alle wichtigen und grundlegenden Definitionen, die in den weiteren
Kapiteln benétigt werden. Insbesondere werden Grobnerbasen und deren wichtigste Eigen-
schaften eingefiihrt und erldutert. In diesem Zusammenhang wird auch der BUCHBERGER-
Algorithmus angefiihrt, der dazu dient, eine Grobnerbasis eines vorgegebenen Polynom-
ideals zu berechnen. Grobnerbasen werden in weiterer Folge fiir die Implementierung aller
behandelten Algorithmen verwendet.

Im zweiten Teil wird gezeigt, wie verschiedene Tests auf Polynomidealen mit Hilfe von
Grobnerbasen algorithmisch durchgefiihrt werden konnen. Auflerdem werden in diesem Teil
zwei Algorithmen zur Berechnung des Durchschnitts und des Quotienten zweier Ideale vor-
gestellt.

Der dritte Teil behandelt eine der Hauptanwendungen von Grobnerbasen: Systeme von Po-
lynomgleichungen. Dabei werden Tests fiir die folgenden Fragestellungen formuliert und
implementiert: hat ein vorgegebenes Polynomgleichungssystem Losungen, haben zwei vor-
gegebene Polynomgleichungssysteme die selben Losungen und wie viele Losungen hat ein
vorgegebenes Polynomgleichungssystem maximal. Aulerdem wird gezeigt, wie man alle
Losungen eines Systems von Polynomgleichungen berechnen kann, sofern die Losungsmen-
ge endlich ist.

Im vierten Teil werden Systeme linearer Gleichungen mit Koeffizienten in Polynomringen
behandelt. Statt der Ideale, die in den bisherigen Teilen die zentrale algebraische Struktur




EINLEITUNG

waren, haben dort die Moduln diese Rolle. Es zeigt sich, dass die meisten Begriffe und Sétze
aus dem ersten Teil analog iibernommen werden konnen.

Der fiinfte Teil zeigt, dass jedes Ideal in einem noetherschen Ring in sogenannte primire
Ideale zerlegt werden kann. Diese Primirzerlegung ist auerdem in einem gewissen Sinn
eindeutig.

Anhang (Al beinhaltet die Implementierung s@mtlicher behandelter Algorithmen aus den er-
sten drei Teilen in MAPLE 8.

In Anhang [B] finden sich die Implementierungen der Funktionen und Algorithmen, die im
vierten Teil behandelt werden.

Bemerkung: Es hat sich gezeigt, dass der MAPLE-Befehl gbasis, der eigentlich eine redu-
zierte Grobnerbasis (siehe Abschnitt[2.6]ab Seite[I8]) zuriickliefern sollte, nicht immer gemaB
seiner Spezifikation funktioniert: MAPLE normiert in gewissen Fillen die zuriickgelieferte
Grobnerbasis nicht richtig, sodass der Leitkoeffizient nicht immer 1 ist. gbasis diirfte in
MAPLE so implementiert sein, dass alle Koeffizienten in Z liegen.

Beispiel:

fl:=x1#xX2+x1"2*x2+xX2*x3:

f2:=x1*x2"24+x2"2+x1*x3:

f3:=x1+x1*x2"2+x3:

F:={fl1l,f2,£f3}:

B:=gbasis (F, tdeg(x1l,x2,x3)):

leadcoeff (B[4],tdeg(x1l,x2,x3));
2
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Grundlagen und Grobnerbasen




GRUNDLAGEN UND GROBNERBASEN

Im 1.Teil werden die Grundlagen fiir die weiteren Kapitel behandelt.

Dabei werden im 1.Kapitel Polynomringe iiber einem Korper K und Ideale (spezielle Un-
terringe eines Rings R) definiert. Dann wird der fiir die ganze Arbeit zentrale Begriff der
noetherschen Ringe eingefiihrt und der ebenso wichtige HILBERTsche Basissatz formuliert
und bewiesen.

Im 2.Kapitel wird auf den spezielleren Fall der Ideale eines multivariaten Polynomrings ein-
gegangen. Nach der Einfiihrung von Begriffen wie Termordnung, Leitterm und Division mit
Rest werden Grobnerbasen definiert und deren wichtigste Eigenschaften behandelt. Zum Ab-
schluss dieses Kapitels wird gezeigt, dass zu jedem Polynomideal eine eindeutig bestimmte
reduzierte Grobnerbasis existiert.

Wie Grobnerbasen berechnet werden konnen, wird im 3.Kapitel gezeigt. Der Algorithmus,
der dabei zum Einsatz kommt, ist der BUCHBERGER-Algorithmus. Auflerdem wird gezeigt,
wie dieser Algorithmus erweitert werden kann, um aus einer beliebigen Grobnerbasis eines
Polynomideals dessen reduzierte Grobnerbasis zu berechnen.




Kapitel 1

Grundlagen

Die Grundlage ist das Fundament der Basis.

LE CORBUSIER

In diesem Kapitel werden wichtige Begriffe und Notationen definiert und eingefiihrt, von
denen in den weiteren Kapiteln hiufig Gebrauch gemacht wird. Aulerdem wird der
HILBERTsche Basissatz, der in der Theorie der Grobnerbasen (siehe Kapitel [2] ab Seite
eine zentrale Rolle spielt, formuliert und bewiesen.

1.1 Polynome

Aus kleinem Anfang entspringen alle Dinge.

MARcUS TULLIUS CICERO

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.
Definition 1.1 Seien

R[l’] = {CLO+(11I+ coeFapa” | n € NZO;GZ’ € R},

R[x] x R[z] — R[z]
T Soap® + 3 bk — S (ag, + by)a®
k=0 k=0 k=0
und
R[z] X R[x] — R]x]
n n 2n  k
> apat Y bt = 30 (30 abe—)at
k=0 k=0 k=0 i=0
Dann heif3t R[x] mit den gerade definierten Operationen + und - Polynomring in z iiber R.

Lemma 1.1 R[z] ist ein kommutativer Ring mit Einselement.
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Beweis: trivial. [J

Definition 1.2 Sei f(z) = Y. ayz® € R[z] mit a,, # 0. Dann heifit n der Grad von f(x)
k=0
(in Zeichen n = grad(f(x))) und a,, heift der fithrende Koeffizient von f(x).

Definition 1.3 Allgemein wird der Polynomring in n Variablen x, ..., x, mitn > 1 iiber
einem Ring R induktiv definiert durch

(1) n=1: R[x1] := R]z],
(2) n>2: Rlxy,...,x,) = (R[x1, ..., Tp1])[Tn)-

Satz 1.1 Mit der Konvention V1 < i <n: x? =1 gilt

Rlzy, ... x| = { Z ail,,,inxzf coex Im e N, a4, € R}.

0<iy,..sin<m

Beweis: Durch vollstidndige Induktion nach n. U

Definition 1.4 Seien m € N und 0 # f(x1,...,2,) = > Uiy g Tt €

0<i1 . in<m "
Rlzy, ..., x,). Dann ist der Grad von f(xy,...,x,) definiert als:
n

grad(f(xy,...,x,)) = max {Zm iy F 0}.

0<iy,..sin<m
k=1

1.2 Ideale

Ideale sind wie Sterne.

Wir erreichen sie niemals,

aber wie die Seefahrer auf dem Meer,
richten wir unseren Kurs nach ihnen.

CARL SCHURZ

Definition 1.5 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und ) # I C R. Dann heift I
ein Ideal von R (in Zeichen I < R) genau dann, wenn

(1) Ya,bel:a+0bel.

(2) Vae l,re R:ar € I.

Lemma 1.2 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I ein Ideal von R.
Dann gilt: 1 € I < [ =R.

Beweis: trivial. [
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Satz 1.2 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, a € R und
(a)g := {ar | r € R}.
Dann ist (a)r das kleinste Ideal von R, welches a enthiilt.

Beweis: (a) ist ein Ideal: Seien ry, ro € R. ary,ary € (a)g = ary + arg = a(ry +1rq) €
(a); fureinr € Ristr(ary) = a(rry) € (a)g.

Da jedes Ideal, welches a enthilt, alle ar mit » € R und damit (a)g enthalten muss, ist (a)r
das kleinste Ideal, welches a enthilt. [

Bemerkungen:
(1) I < Ristein Unterring von R.
(2) (a)g heiBt das von a erzeugte Ideal von R.

(3) Analog bezeichnet

(ay,...,ap)r :={ayr1+ -+ apry, | r1,...,7 € R}

das von a4, ..., a, erzeugte Ideal von R und ist das kleinste Ideal von R, welches
ai,...,a, enthilt. Das Ideal (ay, ..., a,)r heifit dann endlich erzeugt und a4, ..., a,
heifit endliches Erzeugendensystem von (ay, . .., G, ).

(4) Sei A C R. Dann heif3t
(A)g == {Zam |n €Nsg,7 € Runda; € Afirl <i< n}
i=1

das von A erzeugte Ideal von R und ist das kleinste Ideal von R, welches A ent-
hilt. Ist A endlich, dann heift das Ideal (A)r endlich erzeugt und A heifit endliches
Erzeugendensystem von (A)g.

(5) Wenn klar ist, in welchem Ring R gerechnet wird, wird fiir (ay,. .., a,)r bzw. (A)r
abkiirzend (ay, . .., a,) bzw. (A) geschrieben.

Definition 1.6 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I,, I, < R.

(1) 1 + I, :={a+0b|a€ I1,b € Iy} hei}t Summe der Ideale /; und /5.
k

2) I - I = { S aghi | ai € I, b € I,k € N>0} heifft Produkt der Ideale 7, und I.
=1

(3) I:Iy :={r € R| Vb€ I: rb € I} heifst Quotient der Ideale /; und /.

Lemma 1.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Fiir a; € R gilt: {(ay,...,a,) =
(ar) + -+ (an).




KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Beweis: trivial. [J

Satz 1.3 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I, [, < R. Dann gilt:

(1) I +1, 4R,
(2) L1 NI, 4R,
(3) I, - I, < Rund
(4) I,:I, <R.

Beweis: (1)-(3): trivial.

(4): Seien 71,79 € I1:1,. Dannist Vb € Iy : (r; + ro)b = rib+1b € I;,da Vb € I :
rib,rob € I7. Also: 1 + 1y € I1:15.

Seir € R.Vbe Iy: (rr)b=r(rb) € I. Also: rry € I1:1,. O

Lemma 1.4 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I, I5, I3 < R. Dann gilt:
Ili(IQ + [3) = (111[2) N (11[3)

Beweis: C: Seia € I;:(Iy+ I3). Dann gilt: Yas € I3, a3 € I3: a(az+a3) € I;. Insbesondere:
VYas € Is: aas € Iy und Vag € I3: aas € I;,da0 € I, und 0 € I3. Daher gilt: a € [1:15 und
a < 112]3 — a < (112[2) N (]12]3).

D:Seia € (I1:I5) N (11:13). Dann gilt: Vay € Io: aas € Iy A Vaz € I3: aas € 1.

= Vay € I5,a3 € I5: a(ag + ag) =aas+aaz €11 = a € ]12([2 + [3) Ol

1.3 Noethersche Ringe

Wie weit diese Methoden reichen werden,
muss erst die Zukunft zeigen.

EMMY NOETHER

Definition 1.7 Ein kommutativer Ring mit Einselement R heif3t noethersch, wenn alle Idea-
le von R endlich erzeugt sind. Also:¥I < R : Jay,...,a € R: 1 = (ay,...,ax)r.

Satz 1.4 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

(1) R ist noethersch.

(2) Jede echt aufsteigende Folge von Idealen in R ist endlich,
d.h.: Sind I, I, ... Ideale von Rmit Iy C I, C ..., dann gilt: 3k € N : I}, maximal
in R.
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(3) Fiir alle Teilmengen F' C R gibt es endliche Teilmengen E C F mit (E) = (F).

Beweis: (1)=(2): Sei I; C I, C ... eine echt aufsteigende Folge von Idealen. Dann ist

I=\Jr

J=1

ein Ideal. Nach (1) gibtes ay,...,ar € Rmit [ = (ay,. .., a)r. Nach Definition von [ gibt
es ein m so, dass ay,...,a; € I,,. Also gilt I = I, und I, ist das letzte Element der Folge
Il _g _[2 g e

(2)=(3): Sei F' C R. Wihle ay,as,as,... € F'so,dass ay ¢ (ay),as & {(ay,as),....Dann
ist (a1) € (a1,a9) < ... eine echt aufsteigende Folge von Idealen. Nach (2) gibt es ein & so,
dass (aq,...,ar) = (F).

(3)=-(1): trivial. [J

Satz 1.5 (HILBERTscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Wenn
R noethersch ist, dann ist auch R[z1, . .., x,] noethersch.

Beweis: Vollstindige Induktion nach n. Fiir n = 1: Annahme: Sei I < R[z4] ein Ideal, das
nicht endlich erzeugt wird. Dann ist I nicht das von 0 erzeugte Ideal.

Man definiert nun eine Folge (f;);>1 von Elementen aus / induktiv wie folgt: Wihle f, € [
mit minimalem Grad d; und f; # 0. Seien f1, ..., f; € I bereits gewihlt, so wihle f;,; €
I\ {f1,..., ;) mit minimalem Grad d; .

Dann giltd; < dy < ....

Sei nun ¢; € R der fithrende Koeffizient von f;. Weil R noethersch ist, gibt es ein &k € N mit:
(€1, yek)r ={C1y -+, Chs1)R-

Wihle rq,...,r, € R so, dass
k

Ck+1 = E riC;

=1

und definiere

k
g = Z ril'dk+l_difi _ fk-l—l
N - _ N
E(f15e5Sk) eN(f1, k)
Dann gilt: g € I\ (f1,..., fx) (Denn wire g € (fi, ..., fr), wiirde aus der Definition von g
folgen, dass auch fy1 € (f1,..., fi). Das wire ein Widerspruch zur Konstruktion der Folge
(f).)und grad(g) < diy1 = grad(fr+1). Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitit von

iy 1.
Firn > 1: Rlzy,...,2,] = (R[z1,...,2n-1])[zs]. R|x1,...,T,—1] ist noethersch nach In-
duktionsannahme und daher nach Fall n = 1 auch (R[xy, ..., 2,—1])[x,]. O

Bemerkung: Jeder Hauptidealring (also auch jeder Korper) ist noethersch und somit auch
Polynomringe iiber diesen. Beispiele dafiir sind Z[z1, ..., x,], Q[z1, ..., x,], Clxy, ..., ]
und Z,[21, . . ., @,
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1.4 Moduln

Be wise! Generalize!

PICCAYNE SENTINEL

Definition 1.8 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein R-Modul V' ist eine kom-
mutative Gruppe, deren Verkniipfung mit + bezeichnet wird, zusammen mit einer Skalarmul-
tiplikation

?

..{RXV—>V

(ryv) —r1-v
die fiir alle r, s € Rund v,v" € V die folgenden Axiome erfiillt:
(1) 1-v=nw.
(2) (rs)-v=r-(s-v).
(3) (r+s)-v=r-v+s-v.
(4) r-(v+v)=r-v4+r-v.

Moduln sind also eine Verallgemeinerung von Vektorrdumen auf Ringe; ein /'-Modul iiber
einem Korper K ist ein K -Vektorraum.

Definition 1.9 Ein Untermodul eines R-Moduls V' ist eine nichtleere Teilmenge von V', die
unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

Definition 1.10 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und n € N~ . Dann heif3t der
R-Modul R™ freier Modul iiber R.
Satz 1.6 Die Untermoduln des R-Moduls R sind die Ideale von R.

Beweis: Nach Definition ist ein Ideal eine nichtleere Teilmenge von R, die unter Addition
und Multiplikation mit Elementen von R abgeschlossen ist. []

10



Kapitel 2

Grobnerbasen

Nun ging mir eine neue Welt auf.
Ich néiherte mich den Gebirgen,
die sich nach und nach entwickelten.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Italienische Reise.

In diesem Kapitel wird nun auf Polynomideale eingegangen. Dabei werden vor allem Grob-
nerbasen (das sind spezielle Erzeugendensysteme eines Ideals) behandelt. Grobnerbasen sind
Grundlage fiir alle Algorithmen in den nichsten Kapiteln. Auerdem wird der Algorithmus
MULTIVARDIV formuliert, der eine Verallgemeinerung des Euklidischen Algorithmus auf
den multivariaten Fall darstellt. Am Ende dieses Kapitels wird gezeigt, wie fiir jedes Poly-
nomideal eine eindeutige reduzierte Grobnerbasis konstruiert werden kann.

Es seien in diesem und allen folgenden Kapiteln K" ein Korper und fiir n € N5o K [z] :==
Klxy,...,x,). AuBerdem sei fir i = (iy,...,i,) € N* : 2’ := z'z---z'» und |i| :=

i+t g

2.1 Termordnungen

Gebraucht der Zeit, sie geht so schnell von hinnen,
doch Ordnung lehrt Euch Zeit gewinnen.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Faust I.

Definition 2.1 Die Menge P C K|z| der Potenzprodukte (oder Terme) in K|[z| ist defi-
niert durch ‘
P:={z'|ieN;ne Ny}

Bemerkung: P ist eine K-Vektorraumbasis von K [z]; d.h. f € K[z] = f = ) ¢,p mit
peEP
¢y € K und nur endlich viele ¢, sind ungleich null.

11



KAPITEL 2. GROBNERBASEN

Definition 2.2 Eine Totalordnung < auf P heift Termordnung :<—-
(1) Vpe P\ {1} : 1 <p,

(2) Vp,q,r € P:p<q=1p<T1q.
Beispiele:

(1) Lexikographische Ordnung mit z; > x93 > - -+ > x,:
2' < 27 <= Jk € Nygso, dass iy = ji, %9 = Jo, ..., 0 = jr und ij41 < Jrp1.

lex

Beispiel: 1 < z,, < 22 < 21 < 27 und 231503 < rixo7h < rixd.
lex lex " lex lex
(2) Graduiert-lexikographische Ordnung mit x1 > z9 > - -+ > x,:
2 < @l e i < ||V (i] = ] A 2f<ad).
glex lex
Beispiel: 2223 g< 397l g—jz rixoxs.

3) Graduiert invers-lexikographische Ordnung mit z; > x9 > -+ > x,:

z' l—<x9 <= |i] < 7|V (|i| = |j| A 3k € N5o : zk>]kundzk+1—jk+1,...,in:
e

Jn)-

Beispiel: 1 < 23 < @y < 7 < 23 < Towz < X973 < x5 < xjund

ilex ilex ilex ilex ilex ilex ilex ilex

T1XoT3TE < T a3THTI.
ilex

Definition 2.3 Seien < eine Termordnung auf P, 0 # f = > ¢,p € K[z] und F C K|z].

peP
(1) supp(f) :={p € P | ¢, # 0} heifpit Triiger von f.

(2) 1t(f) = max supp(f) heifit Leitterm von f (beziiglich <).
(3) IK(f) := cu (s heift Leitkoeffizient von f (beziiglich <).
(4) 1(F) :={le(f) | f € F\{0}}.

Lemma 2.1 Seien p,q € P und p | q. Dann gilt: p < q.
Beweis: p|g=—= Jdre P:1rAq=p-r=p=p-r=¢q.0

Lemma 2.2 Seien f,g € K|z] \ {0}. Dann gilt 1t(f g) = 1t(f) It(g).
Insbesondere: p € P = 1t(p f) = p1t(f).

Beweis: Seien f = > ¢,pund g = > d,¢. Dannistlt(f g) = max {rq| >_ dvcs #0}.

peP qeP rs=pq

Seien p € supp(f) \ {It(f)} und ¢ € supp(g) \ {lt(¢)}, dann gllt. p < 1t(f) und g < 1t(g).
Daher: p g < 1It(f) ¢ < 1t(f) lt(g). Das Maximum wird also fiir p = 1t(f) und ¢ = lt(g)
angenommen. []

12
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Satz 2.1 Sei Q) C P, p € P. Dann gilt
pe(Q) <= Jqe€Q:q|p

Beweis: p € () <= 3(f,)4eco in K[z] so, dass p = > f,q. Wegen f, € K[z] gilt
qeqQ
fo= >, cutmitcy € K.Da P eine K-Basis von K [z] ist, gilt nun
te€supp(fy)

pzz Z cptq <= FHecP:p=tq 0O

q€Q tesupp(fq)

Satz 2.2 Jede absteigende Folge in P ist endlich. Insbesondere: Jede Teilmenge von P ent-
hdilt ein kleinstes Element.

Beweis: Sei p; > p, = p3 >~ ... eine absteigende Folge in P. Dann ist die Folge (p;) C
(p1,p2) S (p1,p2,p3) S ... aufsteigend, denn nach Lemma (Seite wird p; von

P1s...,pi—1 nicht geteilt; also folgt aus Satz2.1|p; & (p1, ..., pi—1). Nach Satz[1.5|(Seite [9)
und Satz [I.4] (Seite[§)) ist diese Folge endlich. OJ

Satz 2.3 (Division mit Rest) I sei eine endliche Teilmenge von K [x]\{0}, < sei eine Term-
ordnung auf P C K|z und g € K|z]. Dann gibt es eine Familie (hy) sep in K[z| so, dass

entweder
g=> hf

fer

oder

g # thf und lt(g—zhff> ¢ (1t(F))xal

feF feF
gilt. AufSerdem gilt max {It(hef) | f € F,hy # 0} =1t(g).
Beweis: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus MULTIVARDIV (Sei-
te [14)). O
Definition 2.4 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Satz[2.3| Dann heif3t
ro(g. F)i=g—=> hyf
fer

ein Rest von g nach Division durch F bzgl. <.

Bemerkungen:

(1) r<(g, F) ist durch g, F' und < nicht eindeutig bestimmt.

(2) Wenn klar oder unbedeutend ist, bzgl. welcher Termordnung < der Rest zu berechnen
ist, wird fiir r< (g, F) abkiirzend r(g, F') geschrieben.

Beispiel: fi = zy20 + 1, fo := 23 — 1, <i= < mitx; > 2o und g = 3173 — 1.

lex

g=zo- fi+0- fot (-1 —22) = 7129, {f1, fo}) = —21 — 20.
g=0-fitzi-fot+t0 = r(g,{f1,fo}) =0.

13
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2.2 Der Algorithmus MULTIVARDIV

Der Algorithmus MULTIVARDIV berechnet einen Rest von g nach Division durch F' bzgl.
einer Termordnung <.

Ahnlich der univariaten Division wird dabei ein f € F gesucht, fiir das 1t(f) | 1t(g) gilt.
Wird so ein f gefunden, wird die Reduktion g — ¢ - lt(gg f mit einem geeignet gewihlten

Koeffizienten ¢ € K durchgefiihrt und das Ergebnis analog weiter reduziert.

Spezifikation: ((qq,...,q),r) <« MULTIVARDIV(g,F,<)
Fiihrt die Division von g durch F" aus.

Eingabe: g € K[z], F' = (f1,..., fi) mit f; € Kz] \ {0} und eine Termordnung <.
Ausgabe: ¢y, ..., qp,r € K[z]so,dass g = q1.f1 + -+ + qifx + 7 und max {It(q fi) |

1<i<k,q#0}=1tg)

begin
h«—g
for 1 <:<kdo ¢; <0

while h # 0 do
red «false
for 1 <i<kdo
if 16(f;) | 1t(h) then
h e b — KWtk fz, Qi < @i + g K(RICR) o« true

k(f)I6(f, Ik(fi)lt(f3)”
goto A
end
end
A:if red=false then return ((q¢i,...,qx),h)
end
return ((qi,...,qx),h)

end

Algorithmus 1: MULTIVARDIV

k
Korrektheit: Terminiert der Algorithmus, so ist entweder h = g — > ¢;f; = 0 oder
i=0

VIS < () FI0) = 19— 32 af) (= (g — 3 aif) ¢ ((F)). O

Termination: Existiert kein ¢ mit 1 < ¢ < k so, dass 1t(f;) | lt(h), so terminiert der Al-

gorithmus.

Existiert so ein 4, so gilt 1t(h — ( Pl (h) 7.fi) < 1t(h). Nach Satz (Seite tritt dann in
L]

e (f:)
endlich vielen Schritten der Fall A = 0 ein und der Algorithmus terminiert.

Beispiel: K = Q, F := (2%, m120 + 1), g := 2125 + 1175 + 2305.
((zo, 3 + 23), —23 — 23) «— MULTIVARDIV (g, F, l%).

14
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2.3 Normalformen

Die Notwendigkeit schalfft die Form.

WASSILY KANDINSKY

Satz 2.4 Sei F eine endliche Teilmenge von Klz| \ {0} und g € K|z|. Dann gibt es eine
Familie (h¢) ser in K|x] so, dass

supp(g — > hyf) N (16(F) ke = 0

fer

und die Potenzprodukte p - 1t(f) mit p € supp(hy) und f € F paarweise verschieden sind.

normalf (g, F, <) := g — thf
fer

heif3t dann eine Normalform von g bzgl. F' und < und kann mit dem Algorithmus
NORMALF berechnet werden.

Beweis: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus NORMALEF. [

Beispiel: ' := {z,} C Q[x1, 3], g := 21 + 3.
r< (9, F) =g
glex

normalf(g, F, <) = 2.

glex

Bemerkung: normalf(g, F, <) ist durch g, F' und < im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt.

Beispiel: f1 := 22, fo :i= w20 + 1, F := {f1, fo} C Qa1, 22], g := 2229 + 1.
Sowohl g — x2 f1 = 1 als auch g — x; f, = —x1 + 1 sind Normalformen von ¢ bzgl. F' und

<.
glex

2.4 Der Algorithmus NORMALF

Korrektheit: trivial. [

Termination: Es gilt max (supp(r — clk(f)™'pf) N (It(F))) < max (S); also folgt aus
< <
Satz [2.2](Seite [I3)), dass NORMALF terminiert. [

Beispiele:

(1) fi:=x122 + @2,
fo 1= 2123 + 2129 + 27,
g = 2x}x5 + 1125 4 2735 + T2,
—ZI% + Q;% + 229 NORMALF<97 {f17f2}’ f )
glex

15
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Spezifikation: » «— NORMALF(g,F',<)
Berechnet eine Normalform von g bzgl. F' und <.
Eingabe: g € K|z], eine endliche Menge F' C K|z] \ {0} und eine Termordnung <.
Ausgabe: Eine Normalform normalf(g, F, <).
begin
reg
repeat
S «— supp(r) N (It(F))
if S # () then
Wihle f € Fund p € P so, dass plt(f) = max S.
Sei ¢ der Koeffizient von r bei p 1t(f).
rer—clk(f)pf
end
until S = ()
return r
end

Algorithmus 2: NORMALF

(2) fi:= x5+ s,
fo = a3 + wou3,
g :=T1Z2 + x% + Toxs.
((0, O), 1T + ZL‘% + Igl’g) — MULTIVARDIV(Q, (fl, fQ), l_< ),

T1To < NORMALF(Q, {fl, fg}, l:jx).

2.5 Grobnerbasen

Erst dann, wenn sich der Mensch
neue Begriffe formt, befreit er sich.

ANTOINE DE SAINT-EXUPERY, Gesammelte Schriften.

Der in Abschnitt[2.2](Seite[I4)) vorgestellte Algorithmus fiir eine multivariate Division hat im
Vergleich zum Divisionsalgorithmus fiir univariate Polynome zwei entscheidende Nachteile:

(1) Der Rest bei der multivariaten Division gemif Definition [2.4] (Seite [I3)) ist nicht ein-
deutig bestimmt.
Bemerkung: Der Algorithmus MULTIVARDIV ist dennoch deterministisch, da dort
F' als Tupel iibergeben wird und immer mit jenem der moglichen Polynome f; redu-
ziert wird, das den kleinsten Index 7 hat.

(2) Ist der Divisionsrest (g, F) gleich null, so gilt g € (F). Die Umkehrung dieser Aus-
sage gilt jedoch im allgemeinen nicht, wie das Beispiel nach der Definition (Seite

16



KAPITEL 2. GROBNERBASEN

zeigt. Die zweite Berechnung liefert dort, dass g € (F); anhand der ersten Berech-
nung sieht man jedoch, dass g € (F) keine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass der
Divisionsrest null ist.

Es stellen sich nun die Fragen, ob und wie man diese Probleme 16sen kann. Die Antwort
liegt in der Wahl eines ,,giinstigen* Erzeugendensystems des Ideals, einer Grobnerbasis.

< sei eine Termordnung auf P.

Definition 2.5 Eine endliche Teilmenge F eines Ideals I < K|x| heifit genau dann Grob-
nerbasis von / (beziiglich <), wenn

(I6(F )k = 16())x(a)-

Eine endliche Teilmenge F von K |x] heifit genau dann Grobnerbasis (beziiglich <), wenn
F eine Grobnerbasis von (F)gy) ist.

Bemerkungen:

(1) Grobnerbasen sind nicht eindeutig: F' C F’ C I, F' endlich; F ist Grobnerbasis von [
= F" ist Grobnerbasis von 1.

(2) Jedes Ideal besitzt eine Grobnerbasis: Wihle ein endliches Erzeugendensystem M C
P von (1t(]))x) (HILBERTscher Basissatz, Satz Seite [9), wiihle eine endliche
Menge G C [ so, dass It(G) = M. Dann ist G eine Grobnerbasis von /.

(3) Furein f € K|z] ist die Normalform normalf( f, G, <) fiir eine Grobnerbasis G bzgl.
< eindeutig bestimmt.

Lemma 2.3 Sei F' eine Grobnerbasis eines Ideals I < K [x]. Dann ist F ein Erzeugenden-
system von I, d.h.: (F)y = 1.

Beweis: Die Inklusion ,,C* ist klar, da /' C . Sei nun g € [. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage tri-
vial. Sei also g # 0. Es gilt: 1t(g) € (It(])). Da F eine Grobnerbasis von [ ist, gilt auerdem
1t(g) € (It(F)). Daher existiert ein f € F mit1t(f) | 1t(g).

1.Fall: f | g: Dann gilt g € (F).

2.Fall: f 1 ¢g:Danngilt: 3p € P : lt(g —p f) < lt(g9). Dag — p f € I, kann man nun
mit g — p f genauso verfahren wie mit g. Wegen Satz[2.2] (Seite tritt nach endlich vielen
Schritten der 1.Fall ein. [J

Lemma 2.4 Sei F eine endliche Teilmenge von I < K [x]. Dann gilt:

(I6(F))e) = W)k == () = P - 16(F).

17
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Beweis: —: C:p e lt(l) = p e (t(I)) = p e W(F)) = If € F : It(f)|p =
dge P:1t(f) - gq=p=pe PIt(F).

D: trivial.

<—: C: trivial.

D:ge(t(l)) = g € (PIt(F)). Wegen P C Klz]| folgt g € (It(F)). O

Das Problem (1), das zu Beginn dieses Abschnittes angefiihrt wurde, wird von der Normal-
form bzgl. einer Grobnerbasis geldst (sieche Bemerkung (3) auf Seite[17)). Dass Grobnerbasen
auch das Problem (2) 16sen, zeigt der folgende

Satz 2.5 F sei eine Grobnerbasis eines Ideals I < K|[z|. Dann gilt:
Fiir alle g € I sind alle Reste von g nach Division durch F' gleich null.

Beweis: Sei r := g — ) hyf ein Rest von g € [ nach Division durch F. Dann ist r € I,
fer
also giltr = 0 oder It(r) € 1t(I). Wegen 1t(r) ¢ P1t(F) und P1t(F) = 1t(I) (siche Lemma

), gilt 1t(r) ¢ 1t(), alsor = 0. O

2.6 Reduzierte Grobnerbasen

Lieber weniger, aber besser.

WLADIMIR ILJITSCH LENIN

Definition 2.6 Seien < eine Termordnung auf P und ) # F eine endliche Teilmenge von
K[z] \ {0}. F heifit genau dann reduzierte Grobnerbasis, wenn gilt:

(1) Fist eine Grobnerbasis.
(2) Vfe F:1k(f) =1
(3) Vf € F:normalf(f, F\ {f}, <) = f.
Bemerkungen: Sei [’ eine reduzierte Grobnerbasis. Dann gilt:

(1) Vf € F:supp(f) N16((F)) = {16(/f)}-

(2) Die Leitterme von F’ sind paarweise verschieden.

Satz 2.6 Jedes Ideal I # {0} in K|x] hat genau eine reduzierte Grobnerbasis. Diese kann
in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Beweis: Existenz: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus REDGB
(Seite [23).

Eindeutigkeit: Annahme: Seien F' und F’ zwei verschiedene reduzierte Grobnerbasen von
I. Sei f ein Element aus der symmetrischen Differenz F' A F” so, dass lt(f) in It(F A
F’) minimal ist. O.B.d.A. sei f € F \ F'. Wegen r(f, F') = 0 existiert ein f' € F’ mit

e )It(f).

18
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Da F eine reduzierte Grobnerbasis ist und f # [/, gilt f' € F'\ FF C F' A F’; denn wire
"€ FnF', sowire wegen 1t(f)|1t(f) normalf(f, F \ {f},<) < f. Da f minimal in
F A F' gewihlt wurde, folgt aus 1t(f")[1t(f), dass 1t(f") = 1t(f) gilt.

Wegen Bemerkung (2) nach Definition gibt es daher fiir jedes f € F' ein eindeutig
bestimmtes f € F” so, dass 1t(f) = lt(f’). Daher existiert eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den Elementen von F' und F”; insbesondere gilt: |F'| = |F"|.

Seien nun f und f’ wie oben gewihlt:

f#=0#[f—-f el = UI(f—f) €lt(l). Aber supp(f’ —1t(f’)) S supp(f —
16(f)) Usupp(f’ — It(f")) = Sund SNIt(I) = 0, also It(f — f) ¢ 1t(I). Das ist ein
Widerspruch zu 1t(f — f') € lt( ). O
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Kapitel 3

Berechnung von Grobnerbasen
(BUCHBERGER-Algorithmus)

Es ist nicht genug, zu wissen, man muss auch anwenden,
es ist nicht genug, zu wollen, man muss auch tun.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE

In diesem Kapitel wird ein Verfahren behandelt, mit dem Grébnerbasen algorithmisch be-
rechnet werden konnen. Das entscheidende Kriterium dabei liefert Satz (Seite 21)), der
einerseits aussagt, ob ein Erzeugendensystem eines Ideals eine Grobnerbasis ist (siehe Algo-
rithmus ISTGROBNER), und andererseits auch eine Moglichkeit zeigt, wie Grobnerbasen
schrittweise berechnet werden konnen (siehe Algorithmus BUCHBERGER). Satz [3.1] und
der nach ihm benannte Algorithmus stammen von BRUNO BUCHBERGER. Die behandel-
te Implementierung des BUCHBERGER-Algorithmus ist dabei einfach und recht ineffizient.
Abschnitt [3.4] (ab Seite [23) zeigt eine erste Verbesserungsmoglichkeit. Weitere effizientere
Varianten finden sich in [[1/] und [5].

AuBerdem wird in diesem Kapitel gezeigt, wie aus einer gegebenen Grobnerbasis eine redu-
zierte Grobnerbasis berechnet werden kann (siehe Algorithmus REDGB).

< sei eine Termordnung auf P.

Definition 3.1 Fiir ¢, 57 € N" seien

kgV(f,f) — $rlnax(z1,J1)x12nax(z2,Jz) N .ajglax(lnﬂn)
und
oo (2!, 2’) = a;rlnm(u,ﬂ)x;nm(zzm) .. 'x?m(ln’]"),

Definition 3.2 Fiir f,g € K|x] \ {0} sei

S(f,9) =1k(g)-p-f=1k(f)-q-g

wobei p,q € P so, dass p-1t(f) = q-1t(g) = keV(1t(f),1t(g)).
S(f, g) heifit S-Polynom von f und g.
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Hilfssatz 3.1 Seien k € Ny, cq,...,c, € K mit i ¢, =0, f; € Klz]\ {0} und p; € P so,
dass 1k(f;) = 1L und lt(p; f;) = lt(plfl) 1<5< k:

Dann gibt es d; € K, q; € P so, dass Z cipifi = z d;q;S(fj, fi+1)

undVj € {1,2,..., k —1}:1t(q;S (f],fj+1)) < lt(plfl)

Beweis: Wegen 1t(p; f;) = lt(pi+1fis1) gibtes ein g; € P so, dass 1t(p; fi) =
qlkg\/(lt(fl), lt(fZJrl)) Dann ist

S(fis fir1) = @i - (Bfi — Afi1)
mit p, ¢ so, dass
¢ pIt(fi) = ¢ qIt(fis1) = @ kgV(IL(f:), 16(fir1)) = W(pifi) = W(pit fis)-
Daraus folgt wegen Lemma [2.2] (Seite [T2))
gp=p; und qq=pi1.

Es giltalsofiralle 1 < < k — 1:

¢S (fis fiv1) = vifi — Dit1 figr

A
Definiert man d; := ) ¢,,, so erhilt man

m=1

k
Yo cpifi = _c1 (prfi—paf2)+(c1 +ca)(pafo—psfs)+- -+ (c1 + -+ cho1) (Ph—1 fr—1—
j=1 ~ —— ~ -~

~

dy da dk,1

k -1
prfr) + ch prfe = Z:ldejS(fjvfjJrl)-D
=1

°{

Satz 3.1 F sei eine endliche Teilmenge von K|[z| \ {0}. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) F ist eine Grobnerbasis.
(2) Fiir alle f,g € F ist ein Rest von S(f,g) nach Division durch F' gleich null.

Bemerkung: Wenn I eine Grobnerbasis ist, so sind gemiB Satz (Seite alle Reste
von S(f, g) bei Division durch F gleich null.

Beweis: (1)=>(2): folgt aus Satz[2.5|(Seite[18), da S(f, g) € (F).
(2)=-(1): O.B.d.A. giltVf € F :1k(f) = 1.Sei 0 # h € (F). Zeige: It(h) € (It(F)).
Seild := {(cpf)pep lcpr €K, >, cpspf=h}
peP, feF
Wegen h € (F) istU # 0.
Sei

U— P
A (cp.f) > max {t(p f)lep.s # 0}

pEP
fer
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A(U) C P enthilt ein kleinstes Element m. Man wihle (¢, ¢),c » € U so, dass
fer

)‘((Cnf)PE p) =m.
fer
Seien
h' = Z oD f und B = Z Cprpf-
o, f o, f
lt(p f)=m It(p f) < m

Dannist h = k' + h".
Fall 1: 1t(h') = m = lt(h) = lt(h') = m € (It(F)).

Fall 2: 1t(h') # m. Dannist Y. ¢, = 0. Nach dem Hilfssatz [3.1] (Seite [21)) gibt es da-

p, f € P
1 f) = m
her eine Familie (d(q, f,9))scr in K so, dass b’ = > d(q, f,9)qS(f,g) und fir alle
hoeF a.f,9

q, [,gmitd(q, f,g) # 0istlt(q.S(f,g)) < m.Nach (2): Fur alle f, g € F gibt es Familien
(b(r,e, f,g))cer in K so, dass S(f,g) = >_b(r,e, f,g) r e und entweder S(f,g) = 0 oder
reP e

max {It(r¢)|b(r.c. f.g) # 0} = (S(f.g).
Somit gilt:

h: h/+h,/ - Z d(Qa f,g)b(’f’, e,f,g)(qr)e + Z cp7fpf
f

q, 7 €P P,
e, f,g€F It(pf) < m

:Z (Zd(Qa f, g)b(r, e, f, g))te + B

teP f,g,qr
e€e F qr =t

J/

-_
=:at,e

und max {lt(te)|a.. # 0} < m. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitit von m. [J
<

3.1 Der Algorithmus BUCHBERGER

Der Algorithmus BUCHBERGER niitzt die Aussage des letzten Satzes, um aus einer end-
lichen Menge F' schrittweise eine Grobnerbasis von (F') zu berechnen. Der Algorithmus
BUCHBERGER ist nach seinem Erfinder BRUNO BUCHBERGER benannt.

Korrektheit: Bei Termination des Algorithmus gilt S = (). Daher ist die Aussage (2) aus
Satz[3.1] erfiillt und G eine Grobnerbasis. [

Termination: Sei G die Menge GG und Sy, die Menge S nach dem k-ten Durchlauf beider
for-Schleifen. Ist Sy, = (), so terminiert der Algorithmus.

Andernfalls gilt Gy = G U S, = G € G, = (It(Gy)) € (1t(Gry1)). Da K[z]
noethersch ist, bricht diese echt aufsteigende Kette von Idealen nach Satz|1.4|(Seite(8)) ab. [

Beispiel: K = Q, F := {z; + z9, 7123 + 1}.
{o1+ 22,2103 + 1,23 — 1} « BUCHBERGER(F, <).
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Spezifikation: G «— BUCHBERGER(F',<)
Berechnet eine Grobnerbasis von (F') bzgl. <.

Eingabe: F' = {fi,..., fr} € K[z] und eine Termordnung <.
Ausgabe: Eine Grobnerbasis von (F') bzgl. <.

begin
G— (fi,--s fx)
repeat
S — 0
Sei G = (g1, 9s)-
for 1 <i<sdo
for i+1<j7<sdo
(Q,r) — MULTIVARDIV(S(¢;, 9;), G, <)
if »#0then S «— SU{r}
end
end
if S # () then
Sei S = {s1,...,5}
G <— (g1, s, S1y---,5t)
end
until S =0
return {gi,...,9s}
end

Algorithmus 3: BUCHBERGER

3.2 Der Algorithmus ISTGROBNER

Der Algorithmus ISTGROBNER beniitzt die Aussage des Satzes (Seite , um festzu-
stellen, ob eine gegebene Menge I’ eine Grobnerbasis ist.

Korrektheit: Folgt aus Satz[3.1] (Seite 21) und der Bemerkung nach diesem Satz. [
Termination: trivial. [

Beispiel: K = Q, F := {x| + zo, v123 + 1}, G := {x1 + 9, 125 + 1,25 — 1}.
false — ISTGROBNER(F, l<).

true «+ ISTGROBNER(G, = ).

3.3 Der Algorithmus REDGB

Der Algorithmus REDGB berechnet die reduzierte Grobnerbasis eines Ideals. Sowohl im
Korrektheits- als auch im Terminationsbeweis wird folgendes Lemma benotigt:
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GROBNERBASEN

Spezifikation: b < ISTGROBNER(F,<)
Testet, ob F' eine Grobnerbasis bzgl. < ist.

Eingabe: F' = {fi,..., fi} € K|z] und eine Termordnung <.
Ausgabe: true, wenn F' eine Grobnerbasis bzgl. < ist, sonst false.

begin
for 1 <i<kdo
for i+1<j<kdo
(Q,r) < MULTIVARDIV (S(f;, f;), (f1,---, fx), <)
if 7 # 0 then return false
end
end
return true
end

Algorithmus 4: ISTGROBNER

Lemma 3.1 Seien G eine Gribnerbasis bzgl. < und g € G mit h := normalf(g, G \ {g}, <
) # 0. Dann gilt: 1t(h) = 1t(g).

Beweis: Durch indirekten Beweis wird die dquivalente Aussage Vg € G \ {g} : 1t(g) 1 1t(g)
gezeigt.

Annahme: 3¢’ € G\ {g} : It(¢') | 1t(9).

Daraus folgt: 3p € P : p-1t(¢') = It(g) = PIt(G) = PIt(G \ {

eine Grobnerbasis. Daher gilt: (g, G \ {g}) = 0 = normalf(g, G\ {g}, <) =
jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung h # 0. O

Korrektheit: Eigenschaften (2) und (3) aus Definition (Seite gelten nach Terminati-
on des Algorithmus trivialerweise. Zu zeigen bleibt, dass GG nach jedem Schleifendurchlauf
immer noch eine Grobnerbasis ist.

1.Fall: h = 0. Daraus folgt: 3¢’ € G\{g} : 1t(¢) | 1t(g). Daher gilt: P1t(G) = P1t(G\{g}).
Wegen Lemma 2.4] (Seite[L7) ist daher auch G \ {g} eine Grébnerbasis.

2.Fall: h # 0. Wegen Lemma[3.1 gilt 1t(h) = 1t(g). Daher gilt 1t(G) = 1t((G \ {g}) U{h}),
und (G \ {g}) U {h} ist ebenfalls eine Grobnerbasis. (]

Termination: Bezeichne G/,
Behauptung: |G}, | = [G'] — 1.
Beweis: 1.Fall: h = 0. Daraus folgt: 3¢’ € G\{g} : It(¢) | It(g). Daher gilt: G7,., = G"\{g}.

2.Fall: h # 0. Aus Lemma [3.1] folgt: 1t(G) = 1t((G \ {g}) U {h}). Daher gilt hier ebenfalls
Ghew = G \{g}. O

die Menge GG’ im néchsten Schleifendurchlauf.

Beispiel: K = Q, F := {231y + 1, 1109 + o + T3, 71 + 73}
{1+ 3, —Ty — 3 + ToT3, 2 + To, T2 + 73} — REDGB(F, ﬁ)'
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GROBNERBASEN

Spezifikation: G «— REDGB(F',<)
Berechnet eine reduzierte Grobnerbasis von (F) bzgl. <.

Eingabe: Eine endliche Menge F' C K[z] und eine Termordnung <.
Ausgabe: Eine reduzierte Grobnerbasis von (F') bzgl. <.

begin
H — BUCHBERGER(F, <)
G — {%\h € H}
repeat
G' — {g € G [normalf(g, G\ {g}, <) # g}
if G’ # () then
Wihle ein g € G'.
G —G\{g}
h < normalf(g, G, <)
if h#0then G — GU {5}
end
until G’ = ()
return G
end

Algorithmus 5: REDGB

3.4 Verbesserung des BUCHBERGER-Algorithmus
Le mieux est I’ennemi du bien.
(Das Bessere ist der Feind des Guten.)

VOLTAIRE

Der Algorithmus BUCHBERGER aus Abschnitt (Seite ist nicht sehr effizient. Das
Aufwiindigste dabei ist die Durchfiihrung der zahlreichen Polynomdivisionen mittels
MULTIVARDIV. Es ist daher ein Ziel, die Anzahl der S-Polynome, die durch G dividiert
werden, zu senken. Eine erste Moglichkeit dies umzusetzen ist das Erste BUCHBERGER
Kriterium, das im folgenden behandelt wird.

Definition 3.3 Die Terme p und q aus P heifSen disjunkt, wenn ggT(p, q) = 1 bzw. gleich-
bedeutend kgV (p, q) = p - q gilt.

Satz 3.2 (Erstes BUCHBERGER Kriterium) Seien f,g € K|[x| mit disjunkten Leittermen
und < eine Termordnung. Dann gilt:

normalf(S(f,g),{f,g9}, <) =0.

Beweis: Sei

K !
f=) api und g=> b
i=1 j=1
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GROBNERBASEN

mit a;,b; € K, a;,b; # Ound p;,q; € P. O.B.d.A.seip; > py > --- > prund ¢; > go >
-+» > ¢. Dap; und ¢; disjunkt sind, ist kgV(p1, ¢1) = p1¢: und daher

k !
() S(fu 9) =biqif —aiprg =biqa Zaipi — a1p1 ijQj'

i=2 j=2

Die beiden Summen in (x) haben keine gemeinsamen Terme, denn wire p;q; = p1¢; fiir ein
tund ein g mit 2 < ¢ < kund 2 < 57 < [, so wire p;q; (ein gemeinsames Vielfaches von
p1 und ¢q) durch kgV(p1, q1) = p1¢q teilbar und es wiirde p1q; < p;q; und daraus p; < p;
folgen.

Weiters gilt, dass jeder Term der 2. Summe durch 1t(f) = p; teilbar ist.

Man kann daher die Darstellung auf der rechten Seite von (x) weiter reduzieren: Im ersten
Reduktionsschritt addiert man b;q; f. Dies ergibt:

k [
iy > aipi —aipr Y big; + g f
i=2 =2

k l k
=biq Z a;P; — a1P1 Z ijj + lez(alpl + Z Clz'pz‘)
i=2 j=2 i=2
-1 k

k
=biq1 D a;ip; —arpr Y biq; + big Y ap;.
i=2 =2 2

1=

Im néchsten Schritt wird b;_1¢;_; f addiert usw. bis im letzten Schritt byq, f addiert wird.
Jede dieser Additionen ist auch wirklich ein Reduktionsschritt, denn fiir alle j mit 2 < 5 <
gilt: nach der Addition von b;q; f + - - - 4 b;q; f sind immer noch alle Terme piq;_1, ..., p1¢2
présent, da jeder dieser Terme echt grofler ist als jeder Term in byq; f + - - - + b;q; f.

Am Ende dieser [ — 1 Reduktionsschritte erhélt man:

k ! k k
biq: Z a;p; — Z bjCIj Z a;p; = g Z ;P -
=2 =2 =2 =2
Ein weiterer Reduktionsschritt modulo g ergibt den Rest null. [

Aus dem Ersten BUCHBERGER Kriterium folgt also, dass zwei Polynome mit disjunkten
Leittermen im BUCHBERGER-Algorithmus nicht weiter betrachtet werden miissen, da ihr
S-Polynom modulo jedes Erzeugendensystems verschwindet. Wiirde man fiir diese zwei Po-
lynome die Polynomdivision dennoch durchfiihren, so wiirde diese nicht notwendigerweise
den Rest null ergeben, und der Rest wiirde daher unnétigerweise in die Grobnerbasis aufge-
nommen werden.

Das Zweite BUCHBERGER Kriterium, das eine weitere Effizienzsteigerung des
BUCHBERGER-Algorithmus ermdglicht, und eine algorithmische Umsetzung des Ersten und
Zweiten BUCHBERGER Kriteriums findet man in [[1]] und [5]].
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Teil 11

Operationen auf Polynomidealen
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OPERATIONEN AUF POLYNOMIDEALEN

Im 2.Teil werden wichtige Operationen auf Polynomidealen behandelt, die mit Hilfe von
Grobnerbasen durchgefiihrt werden konnen. Unter anderem werden dabei ein Idealgleich-
heitstest, der mittels der reduzierten Grobnerbasen iiberpriift, ob zwei endliche Mengen von
Polynomen ein Erzeugendensystem des selben Ideals bilden, und ein Idealmitgliedschaft-
stest, der feststellt, ob ein gegebenes Polynom in dem von einer Menge von Polynomen er-
zeugten Ideal liegt, vorgestellt. AuBerdem werden Algorithmen zur Berechnung des Durch-
schnitts und des Quotienten zweier Ideale angegeben.

Der Radikalmitgliedschaftstest, der ebenfalls in diesem Teil behandelt wird, findet im 3.Teil
Verwendung.
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Kapitel 4

Idealgleichheitstest

Gleich und gleich gesellt sich gern.

MARcUS TuLLIUS CICERO, Cato maior.

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus behandelt werden, der iiberpriift, ob zwei endliche
Teilmengen von K [x] das gleiche Ideal erzeugen.

Nach Satz (Seite hat jedes Ideal eine eindeutige reduzierte Grobnerbasis. Aus dieser
Eigenschaft lidsst sich nun ein Test auf Idealgleichheit formulieren, der in endlich vielen
Schritten feststellt, ob zwei Ideale gleich sind: zwei Ideale sind genau dann gleich, wenn
ihre reduzierten Grobnerbasen gleich sind.

4.1 Der Algorithmus IDEALGLEICHHEIT

Spezifikation: b < IDEALGLEICHHEIT(F,G)
Testet, ob (F) = (G).

Eingabe: I und G, zwei endliche Teilmengen von K [z].
Ausgabe: true, wenn (F') = (G), sonst false.

begin
Sei < eine Termordnung.
if REDGB(F, <) = REDGB(G, <) then return true
else return false

end

Algorithmus 6: IDEALGLEICHHEIT
Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz [2.6] (Seite[18]). ]

Termination: Folgt aus der Termination von REDGB. ]

Beispiel: K = Q.
true < IDEALGLEICHHEIT ({z%x3 + x1, 7173 + ®9, 23}, {71, 22, 23}).
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Kapitel 5

Idealmitgliedschaft

Dabei sein ist alles.

Olympisches Motto

In diesem Kapitel werden 2 Probleme zur Idealmitgliedschaft mittels Grobnerbasen geldst:
einerseits wird gezeigt, wie mit Grébnerbasen iiberpriift werden kann, ob ein gegebenes
Polynom ¢ Element eines Ideals [ ist; andererseits wird gezeigt, wie man eine Darstellung
des Elementes g beziiglich eines vorgegebenen Erzeugendensystems von / berechnen kann.

5.1 Idealmitgliedschaftstest

Drum priife, wer sich ewig bindet,
ob sich das Herz zum Herzen findet!

FRIEDRICH SCHILLER, Das Lied von der Glocke.

Dieser Abschnitt erortert die Frage, wie festgestellt werden kann, ob ein Element g € K|[z]
in einem gegebenen Ideal / < K'[z] liegt. Dabei sei F' ein endliches Erzeugendensystem von
1.

Es ist klar, dass aus r(g, F) = 0 g € (F) folgt. (g, F') = 0 ist zwar eine hinreichende
Bedingung fiir die Idealmitgliedschaft von g, aber keine notwendige, wie das Beispiel zur
Definition [2.4] (Seite [13) zeigt.

Es gilt jedoch der folgende

Satz 5.1 Es seien g € K [z] und F eine Grobnerbasis eines Ideals I 1 K [z] bzgl. der Term-
ordnung <. Dann gilt:
gel < ri(g9,F)=0.

Bemerkung: Diese Aquivalenz ist so zu verstehen, dass im Falle g € I alle Reste von g bei
Division durch F' verschwinden; d.h., wenn F' eine Grobnerbasis ist, kommt es bei der Be-
rechnung von 7 (g, F') nicht mehr auf die Reduktionsreihenfolge an und alle Reste 7~ (g, F')
sind gleich null.

Ist (g, ') # 0, sind nicht alle Reste gleich, sondern nur die Normalform normalf(g, F, <)
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

ist eindeutig bestimmt.

Beweis: —>: Ist dquivalent zu Satz[2.5] (Seite [I8]).
<= trivial. U

5.2 Der Algorithmus IDEALMITGLIED

Aus Satz [5.1|folgt, dass nach Berechnung einer Grobnerbasis von F' (mittels
BUCHBERGER, siehe Seite[23) nur mehr ein beliebiger Rest der Division von g durch £ be-
rechnet werden muss (mittels MULTIVARDIYV, siehe Seite [[4), um die Idealmitgliedschaft
von g in (F) zu entscheiden.

Spezifikation: b « IDEALMITGLIED(g,F)
Testet, ob g € (F).

Eingabe: g € K[z] und eine endliche Menge ' C K|[z].
Ausgabe: true, wenn g € (F'), sonst false.

begin
Sei < eine Termordnung.
G < BUCHBERGER(F, <)
Sei G = {g1,...,9s}
(Q,r) < MULTIVARDIV (g, (¢1,- - -, 9s), <)
if » = 0 then return true
else return false
end

Algorithmus 7: IDEALMITGLIED
Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz[5.1] O
Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER und MULTIVARDIV. [

Beispiel: K = Q, g := x123 — 21, F = {21 + 29, z123 + 1}.
true «— IDEALMITGLIED(g, F).
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

5.3 Darstellung bzgl. eines Erzeugendensystems

Ist dies schon Tollheit, hat es doch Methode.

WILLIAM SHAKESPEARE, Hamlet.

Sei v € K|[z]| und F eine endliche Teilmenge von K|[z|. Gilt v € (F), so gibt es eine Fa-

milie (hy)sep in K[z] so, dass v = ) hyf. In diesem Abschnitt wird behandelt, wie der
fer
BUCHBERGER-Algorithmus adaptiert werden kann, um diese Familie (h¢) ser zu berechnen.

Sei G eine Grobnerbasis von (F') und alle as, € K|[z] so, dass fir g € G
() 9=> asl.
fer

Dividiert man nun v € (F') mit Rest durch G, so ist der Rest wegen Satz 5.1] (Seite [30)) null,
und man erhélt

(%) V= Z byg
geG

mit einer Familie (b,) ¢ in K[z].

Insgesamt also:

(k%) v:ZZbgafgf:Z(Zbgafg)f:thf.

9€G feF feF ge@ feF
——
=:h;
Die Darstellung (xx) kann mit Hilfe des Algorithmus MULTIVARDIV berechnet werden.
Zur Berechnung der a4 in (x) muss der Algorithmus BUCHBERGER etwas erweitert wer-
den: Zu jedem Element g der als Ergebnis gelieferten Grobnerbasis G soll ein Vektor ¢, €
K[z]¥! so mitberechnet werden, dass c, die Koeffizienten von g bzgl. des Erzeugendensy-
stems £ von (F') enthilt.
Fir G = {q1,...,gs} liefert die Zeile

(Q,7) < MULTIVARDIV(S(g:, ), (91, - - -, gs), <)
im Algorithmus BUCHBERGER (Seite[23)) die Darstellung (@ sei {1, - - ., ¢s})

r=5(9i,95) — Zngk = hifi+hjf; — Zngk
k=1 k=1

mit h; = lk(gj)w und h; = —lk(gi)%;;’)“(gj)). Ist 7 # 0 und kennt man
die Darstellung aller g; bzgl. des Erzeugendensystems F', so liefert dies die Darstellung des

neuen Elements r bzgl. F":

S
Ccr := hicy, + hjey, — qucgk.
k=1
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5.4 Der Algorithmus IDEALBASIS

Die im vorigen Abschnitt gemachten Uberlegungen kénnen nun dazu verwendet werden,
den Algorithmus BUCHBERGER so zu erweitern, dass die Koeffizientenvektoren c, mitbe-
rechnet werden. Zusitzlich wird am Ende des Algorithmus die Formel (x * *) ausgewertet,
um die Familie (h¢) fer zu berechnen.

Korrektheit: Folgt aus der Korrektheit des Algorithmus BUCHBERGER und Abschnitt
O

Termination: Folgt aus der Termination des Algorithmus BUCHBERGER. [

Beispiel: K = Q, F := (23xy + 21, 1123 + 1, 212073).
(.1'2, —33'1) — IDEALBASIS($1$2 — T, F, l-<).
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

Spezifikation: b <— IDEALBASIS(v,(f1, ..., fx))
Berechnet die Koordinaten von v € ({fi, ..., fi}) bzgl. (f1,...

Eingabe: v € ({fi,..., fx}) und ein Tupel (fi, ..., fx) mit f; € K[z].
k

Ausgabe: b = (by,...,b;) mitb; € K[z] so,dassv = >_ b, f;. Astv & ({f1,...
i=1

so bricht der Algorithmus mit abort ab.)

begin

Sei < eine Termordnung.
G (fi,. o)
C — ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) € {0, 1}F>F
repeat

S0

Sei G = (g1,...,9s)-

for 1 <i<sdo

for 1 +1<j5<sdo

kgV (1t(g;),lt(g;
hl - 1k<g]) g (é?gz) (95))

hg - —lk(gl) kgv(lié?;?)lt(gj))
((q1, . .-, qs),r) < MULTIVARDIV (hyg; + hag;, G, <)
if 7 # 0 then

Seien S = (s1,...,8n)und C' = (c1,...,¢y).

S — (S1,-+y8m,T)

C «— (017"'70w7h10i+h2cj - > qa)
=1

end
end
end
if S # () then
Sei S = (s1,...,8¢).
G<—(g1,---,9s,51,--,5t)
end
until S = ()

((q1,---,9s),7) < MULTIVARDIV (v, G, <)
if 7 # 0 then abort

Sei C' = ((611,...,Clk>,...,(Csl,...,Csk)).

return (> qici1, ..., Y ¢iCik)
=1 =1

end

7fk)

7fk}>’

Algorithmus 8: IDEALBASIS
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Kapitel 6

Radikalmitgliedschaftstest

Radikal sein ist die Sache an der Wurzel fassen.

KARL MARX, Kritik der Hegelschen Rechtsphilosophie.

In diesem Kapitel wird zuerst fiir ein Polynomideal I das Radikal Rad(7), das ein spezi-
elles Oberideal von [ ist, definiert. Dann wird gezeigt, wie die Radikalmitgliedschaft eines
beliebigen Elementes aus dem Polynomring mit einem Idealmitgliedschaftstest entschieden
werden kann.

Definition 6.1 Sei I ein Ideal von K|z|. Dann heifst
Rad(I) :={f € K[z] | Jee N: f¢ eI}
das Radikal von /.

Bemerkung: Es gilt: I C Rad(]).

Lemma 6.1 Sei [ < K[z|. Dann gilt: Rad(]) < K|z].

Beweis: f1, fo € Rad(/) = Iny,no e N: fi* € I A fi? € I.
1+n2—1

(fl + f2)n1+n2*1 — " Z (n1+22*1)f{c 2nl+nz—1—k.
0

k=
Dabei gilt fiiralle k mit0 < & < ny+ngs—1: kK > ny Vng +ny —1—k > ny. Daher ist jeder
Summand Element von I und daher auch die Summe selbst. Also gilt: f; + f» € Rad([]).
Seig € K[z]. (9f1))™ =g fi" € I = gf1 € Rad(]).O

Beispiele:
(1) f=ffs? - for € Kla], f; irreduzibel; Rad((f)) = (fifo -+ fa)-
(2) Rad((z®,")) = (z,y), mita,b € Nx.

(3) Rad((z?, zy)) = (z).
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KAPITEL 6. RADIKALMITGLIEDSCHAFTSTEST

Satz 6.1 Seien g € K|x]) und I < K|z]. Dann gilt:
g € Rad(l) <= (IU{gt — 1} )k = Kz, 1].

Beweis: Sei J := (I U {gt — 1}) < K|z, ].
—=:g€Rad(l/) = FJe e N:g°c ] = (gt)° = g°t° € J.

1= (gt)¢ — ((gt)c —1) €J=J=Kzt]
= -

(gt — 1) ( > (gt)i)eJ
H/—/ 1=0

eJ

= J = Klz,t]| = 3(hy(x,t))rer € K[z, t] und 3h(2,t) € K|z, 1] so, dass

1= hy(z,t)f + h(z,t)(gt — 1).

fel

Ersetze t durch é:

L= 3yl ) +0,

fel

Wihle e € Ny so,dass Vf € [ : hy(z, é) - g¢ € K|z]. Dann gilt:

e 1 e
g°=> hp(z,=)g" fel. O
fEIH,g_/
€K|[z]

Satz 6.2 Seien F' C K|z] endlich, g € K|[z| und G eine Grébnerbasis von (FU{gt —1}) <
K|z, t] (bzgl. einer beliebigen Termordnung). Dann gilt:

g€ Rad((F)) < GN(K\{0}) #£0.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz O

6.1 Der Algorithmus RADIKALMITGLIED

Aus Satz[6.2]14sst sich nun unmittelbar der Algorithmus RADIKALMITGLIED zum Radi-
kalmitgliedschaftstest ableiten.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz[6.2]. [J
Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. [J

Beispiel: K = Q, g := 29 — 22 + 1, F := {x 23 + 222 2} — 222 + 1}.
true < RADIKALMITGLIED(g, F).
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Spezifikation: b < RADIKALMITGLIED(g,F)
Testet, ob g € Rad((F)).

Eingabe: ¢ € K[z] und eine endliche Menge ' C K|[z].
Ausgabe: true, wenn g € Rad((F)), sonst false.

begin
Sei < eine Termordnung auf den Termen von K[z, t].
G — BUCHBERGER(F U {gt — 1}, <)
if GN(K\{0})# (0 then return true
else return false
end

Algorithmus 9: RADIKALMITGLIED
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Kapitel 7

Berechnung von Idealschnitt und
Idealquotient

In nichts zeigt sich der Mangel an mathematischer Bildung mehr
als in einer iibertrieben genauen Rechnung.

CARL FRIEDRICH GAUSS

In diesem Kapitel wird behandelt, wie Grobnerbasen fiir den Schnitt und den Quotienten von
Idealen berechnet werden konnen.

Satz 7.1 Fiiralle i mit 1 < i < k sei I; :== (fi1,-.., fim,;) ein Ideal von K|x]. Auferdem

sel
S = <y1f1,1, 7y1f1,m17
y2f2,1, 7y2f2,m27
k
ykfk,lv s 7yk‘fl€,mka 1- Z yz>
i=1

ein Ideal in K[z, y1, ..., yx] = K[z,y].
k
Dann gilt: ( I; = S N Klz].
i=1
k

Beweis: C: Sei f € () ;. Dann ist wegen
i=1

k k
f:(l_zyi)f‘|‘ Zyif

=1 =1

€S Vi: y; feyi [;CS

fesnKlz|.
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KAPITEL 7. BERECHNUNG VON IDEALSCHNITT UND IDEALQUOTIENT

DO:Sei f € SN KJz]. Dann ist
kK my k
F=Y gii(@wuitig+9lzy) (1= u)
i=1 j=1 i=1

mit g(z,y), 9:5(z,y) € K[z,y. Firalle 1 <i < ksetzey; = 1und y; = 0 fiir i # j. Das
ergibt:

f:ng(g,(),...,0,1,0,...,0)fi7j el,, O
j=1
Lemma 7.1 Seien [} < K[z|und I, = (f1, ..., fs) < K[z]. Dann gilt:
[12]2 = m[1<fl>
=1

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma 1.3 (Seite [7) und Lemma [I.4](Seite [§). OJ

Bei der Berechnung des Quotienten /; : (f1, ..., fs) reicht es daher, die Quotienten I : (f;)
zu betrachten und diese dann zu schneiden.

Satz 7.2 Seien I Q K|x] und f € K|x]. Dann gilt:
h "
1IN = (hy, . hy) = I:(f):<—1 —>.

Beweis: Sei g € I:(f). Dann gilt: gf € I N (f).
Seih € IN(f). Dann existiertein ¢ € I : (f) so, dass h = ¢- f. Daraus folgt: % el:(f).O

7.1 Der Algorithmus IDEALSCHNITT

Aus Satz [7.1] (Seite [38) und mit Hilfe von Satz [T1.1] (Seite [52)) ldsst sich der Algorithmus
IDEALSCHNITT formulieren, der eine Grobnerbasis (bzgl. der lexikographischen Term-
ordnung, siehe Satz eines Schnittideals berechnet: berechne eine Grobnerbasis (bzgl.
der lexikographischen Termordnung) von S (Bezeichnung aus Satz und entferne daraus
alle Polynome, die von einem y; abhingig sind.

Korrektheit: Folgt aus Satz[7.1] (Seite [38)). O
Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. [

Beispiel: K = Q, Fy := {a? + 23, 1120}, Fy := {x? — 23},
{2229 — 23, 23 — 2123} « IDEALSCHNITT(F}, F3).
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KAPITEL 7. BERECHNUNG VON IDEALSCHNITT UND IDEALQUOTIENT

Spezifikation: G < IDEALSCHNITT(F1, ..., F})
k
Berechnet eine Grobnerbasis bzgl. < mit z; > -+ > x,, von [ (F}).

lex i=1

Eingabe: F; = {f,1,..., fim,} C Klz] firl <i < k.
Ausgabe: Eine Grobnerbasis bzgl. = des Ideals (Fy) N --- N (Fy).

begin
Sei < die lexikographische Termordnung auf den Termen von K[z, 3] mit

lex -

Y1 > Yy > > Y > T1 > > Ty
k
M—{1-y—yo—- =y} U Uwifir, - Yifim}
i=1
B — BUCHBERGER(M, <)

return B N K|[z]
end

Algorithmus 10: IDEALSCHNITT

7.2 Der Algorithmus IDEALQUOT

Aus Satz [7.2) (Seite 39) und mit Hilfe des Algorithmus IDEALSCHNITT lisst sich der Al-

gorithmus IDEALQUOT zur Berechnung einer Grobnerbasis (bzgl. der lexikographischen
Termordnung) des Quotienten zweier Ideale formulieren.

Korrektheit: Folgt aus Lemmal([7.1] (Seite und Satz [7.2](Seite[39)). O

Termination: Folgt aus der Termination von IDEALSCHNITT. [

Beispiel: K = Q, [ := {2? + 23, x120}, Fy = {a? — 23}
{I'l, 132} — IDEALQUOT(Fl, FQ)
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KAPITEL 7. BERECHNUNG VON IDEALSCHNITT UND IDEALQUOTIENT

Spezifikation: G «— IDEALQUOT(F,Q)
Berechnet eine Grobnerbasis bzgl. = mit x; > --- > x, von (F) : (Q).

Eingabe: Eine endliche Menge F' C Kz|und Q = {q1,...,qs} C K|z].
Ausgabe: Eine Grobnerbasis bzgl. = des Ideals (F) : (Q).

begin
for 1 <i<sdo
H < IDEALSCHNITT(F, {¢;})
M; — {q—}z | he H}
end
return IDEALSCHNITT (M, ..., M)
end

Algorithmus 11: IDEALQUOT
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Teil 111

Systeme von Polynomgleichungen
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SYSTEME VON POLYNOMGLEICHUNGEN

In diesem Teil werden Polynomgleichungssysteme der Form

fl(l'l,...,flfn) = O
fg(,ﬁl}’l,...,ﬂfn) = O

fol(z1, . x,) = 0
mit f; € K[z] behandelt.
Sei X die Menge aller Losungen dieses Systems, d.h.
X ={(c1,...,cn) e K"|V1<i<m: fi(c1,...,c,) =0}

Dann verschwindet auch jede Linearkombination g f; + - -+ + g, [, mit g; € K|[z] auf X.
Daher ist X die Nullstellenmenge des ganzen Ideals (f1, ..., fi)-

Wihlt man nun ein anderes Erzeugendensystem hq, . .., h; dieses Ideals, sodass also
<f17'--7fm> — <h1,...,hk>
gilt, dann haben die beiden Polynomgleichungssysteme f; = --- = f,,, =0und h; = --- =

hi. = 0 die gleiche Nullstellenmenge X.

In den folgenden Kapiteln werden algorithmische Tests entwickelt, um folgende Fragen zu
beantworten: wann besitzt ein vorgegebenes Polynomgleichungssystem iiberhaupt Losun-
gen, wann hat es endlich viele Losungen und wann haben zwei vorgegebene Polynomglei-
chungssysteme die gleiche Losungsmenge. Aulerdem wird gezeigt, wie alle Losungen eines
Polynomgleichungssystems iiber einem Korper K berechnet werden konnen, sofern dies
endlich viele sind und alle Nullstellen aller univariaten Polynome iiber & berechnet werden
konnen.
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Kapitel 8
Test: N (F) = ()

Manche Menschen haben einen Gesichtskreis
vom Radius null und nennen ihn ihren Standpunkt.

DAVID HILBERT

In diesem Kapitel wird die Frage nach der Existenz von Losungen eines Polynomgleichungs-
systems behandelt. Im Mittelpunkt steht dabei der HILBERTsche Nullstellensatz, mit dem
diese Frage auf einen Idealmitgliedschaftstest zuriickgefiihrt werden kann.

Definition 8.1 Es seien K ein Korper, n € Nug und F C K [x]. Dann heifst
N(F):={ae K"|Vf€F: f(a) =0}
die Menge der gemeinsamen Nullstellen von F' in K".
Definition 8.2 K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom aus
K|[x] in K eine Nullstelle hat.

Beispiele: Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen; Q:={a € C | a algebraische Zahl}
und C sind algebraisch abgeschlossen.

Satz 8.1 (Schwacher HILBERTscher Nullstellensatz) K sei algebraisch abgeschlossen
und F' C K|z|. Dann gilt:

N(F)=0 < (F)=K|z].
Bemerkung: Nach Lemma [I.2](Seite [6)) gilt daher: N (F) =) < 1 € (F).

Beweis: Findet sich in [1]] und [5]. Fiir den Spezialfall X' = C ist ein Beweis in [2] zu finden.
O

Die Frage, ob das Polynomgleichungssystem F' Losungen hat, kann also auf einen Idealmit-
gliedschaftstest zuriickgefiihrt werden.
AuBerdem gilt der folgende
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KAPITEL 8. TEST: N (F) =0

Satz 8.2 Sei K algebraisch abgeschlossen, F' C K|[x] eine endliche Menge und G eine
Grébnerbasis von (F'). Dann gilt:

N(F)=0 < Gn (K \{0}) #0.
Beweis: Nach Lemma [2.4] (Seite[17) und SatzR.1|gil: N(F) =0 <= 1€ (F) < 1¢
It((F)) <= 1€ PIt(G) <= 1€ lt(G) <= GNK\{0} #0.0
8.1 Der Algorithmus KEINELSG

Aus Satz @] lasst sich nun unmittelbar der Algorithmus KEINELSG ableiten, um auf
N (F) = 0 zu testen.

Spezifikation: b < KEINELSG(F)
Testet, ob N (F') = 0.

Eingabe: Eine endliche Menge F' C K[z] (K sei algebraisch abgeschlossen).
Ausgabe: true, wenn N(F) = (), sonst false.

begin
Sei < eine Termordnung.
G <— BUCHBERGER(F, <)
if GN (K \{0})# 0 then return true
else return false
end

Algorithmus 12: KEINELSG
Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz[8.2] O
Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. [J

Beispiel: K = C, I := {22 — 1,22 — 1, 7175 }.
true «— KEINELSG(F).
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Kapitel 9
Test: V' (F') = N(G)

Das Ideal der Gleichheit ist deshalb so schwer,
weil die Menschen Gleichheit nur mit jenen wiinschen,
die iiber ihnen stehen.

JOHN B. PRIESTLEY

In diesem Kapitel soll behandelt werden, wann zwei vorgegebene Polynomgleichungssyste-
me die selben Nullstellen haben.

Generell gilt fir F,G C K[z]: (F) = (G) = N(F) = N(G). Die Umkehrung gilt aber
im allgemeinen nicht: N ({z1}) = N({z3}), aber (z;) # (x%).

Definition 9.1 Sei M C K™. Dann heifst
I(M) :={f e Klz] | M CN(f)}
das Ideal von M.
Bemerkungen:
() I(M) 4 Klz].
(2) Rad(Z(M)) =Z(M).

(3) Fir M = N(F) mit I C KJz]: Z(M) ist die Menge aller Polynome, die zu dem
durch F' gegebenen Gleichungssystem dazugenommen werden konnen, ohne die Lo-
sungsmenge zu verdndern.

Satz 9.1 (Starker HILBERTscher Nullstellensatz) K sei algebraisch abgeschlossen und
F C K|z]. Dann gilt:
I(N(F)) = Rad((F)).

Beweis: D: trivial.

C:Seig € Klz], N(F) C N({g}). Zeige: g € Rad((F)).

Sei J:=(F U {gt — 1})xwy < K[z, t]. Dann ist N'(J) = 0; denn wiren a € K™, b € K
so, dass (a,b) € N'(J) C K", dann wiire @ € N'(F) und g(a)b — 1 = 0. Wegen g(a) = 0
(folgt aus a € N (F) C N({g})) wiirde dies jedoch zum Widerspruch —1 = 0 fiihren.

Aus Satz [8.1] (Seite [44) folgt J = K|[z,t] und nach Satz [6.1] (Seite [36) also g € Rad(({F)).
0
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KAPITEL 9. TEST: N'(F) = N(G)

Satz 9.2 Seien K algebraisch abgeschlossen, I, ' AK|[z| und F,G endliche Teilmengen von
K|z]. Dann gilt:

(1) N(I) =N(I') <= Rad(I) = Rad(l').
(2) N(F) =N(G) <= (F C Rad((G))) A (G C Rad({F))).
Beweis: (1): =>: NV'(I) = N(I') = Z(N(1)) = Z(N(I")) "2 Rad(]) = Rad(I").
<—: trivial wegen N (I) = N (Rad(I)).
2): =1 N(F) = N(G) 22 Rad((F)) = Rad((G)).
—_—

2(F) 2(G)

= (F) C Rad({G)) = N(G) C N(F), (G) C Rad({F)) = N(F) C N(G). O

9.1 Der Algorithmus LSGMENGENGLEICH

Aus Satz ldasst sich nun unmittelbar der Algorithmus LSGMENGENGLEICH ableiten,
um auf N (F') = N(G) zu testen.

Spezifikation: b < LSGMENGENGLEICH(F,G)
Testet, ob N (F) = N(G).

Eingabe: F' und G, zwei endliche Teilmengen von K [x] (K sei algebraisch abge-
schlossen).
Ausgabe: true, wenn N (F) = N (G), sonst false.

begin
Seien F' = {f1,..., fm}und G = {g1,..., g%}

for 1 <i:<mdo
if "-RADIKALMITGLIED(f;,G) then return false
end

for 1 <i<kdo
if " RADIKALMITGLIED(g;,F) then return false
end
return true
end

Algorithmus 13: LSGMENGENGLEICH
Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz[9.2] (2). O
Termination: Folgt aus der Termination von RADIKALMITGLIED. U]

Beispiel: K = C, F := {2}, G := {23}.
true «— LSGMENGENGLEICH(F, G).
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Kapitel 10
Schranke fiir | N (F)|

Nichts ist mdichtiger
als eine Idee zur richtigen Zeit.

VICTOR HUGO

In diesem Kapitel wird behandelt, wann ein gegebenes Polynomgleichungssystem F' nur
endlich viele Losungen hat. Auerdem wird im Fall der Endlichkeit eine obere Schranke fiir
|IN(F)| angegeben. Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE berechnet diese Schranke.

Hilfssatz 10.1 Es seien V ein K-Untervektorraum von K[z|, F C V und 0 ¢ F. Falls
It(F) = 1t(V), ist F' ein K-Erzeugendensystem von V. Fiir g € V kann dann eine Familie

(cf)fer in K mit g = fZ;: cy f wie folgt berechnet werden:
€

(x) Wiihle f € F so, dass 1t(f) = lt(g) € V. Setze c¢; := lk(g)Ik(f)™'. Wenn g # ¢;f,
ersetze g durch g — cy f und gehe zu ().

Beweis: Zeige: Das Verfahren zur Berechnung der cf, f € F, liefert nach endlich vielen
Schritten das gewiinschte Ergebnis.

Wegen lk(cy f) = Ik(g)lk(f)'1k(f) = lk(g) ist entweder g = c; f oder 1t(g — c; f) < 1t(g).
Nach Satz [2.2|(Seite [13)) tritt nach endlich vielen Schritten der Fall g = ¢ f ein. O

Hilfssatz 10.2 Es seien I < K[z]| und G eine Grobnerbasis von I bzgl. einer Termordnung
<. Aupferdem gelte I # K|z|. Die folgenden Aussagen sind iiquivalent:

(1) dimg(K[z]/I) € N,
(2) [P\ t(I)| € N.
(3) V1<i<n:de €Nyg:z elt(]).
(4) V1<i<n:3e €Nyl €lt(G).
Gelten (1)-(4), dann ist dimg (K[z]/I) = [P\ It(I)|.
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KAPITEL 10. SCHRANKE FUR |N (F)|

Beweis: (1) <= (2): Sei B ein K-Erzeugendensystem von [ mit 1t(B) = 1t(/). Nach Satz
10.1]ist dann B U (P \ 1t(/)) ein K -Erzeugendensystem von K[z], also

=@Prr o H Kp=1I0o @Kp

beB peP\It(I) peP\It(I
N——
I

Daher gilt: K[z]/] = @ Kp (als K-Vektorraumisomorphismus).

peP\It(I)
(2) <= (3): =: Annahme: Ji; : Ve € N : zf ¢ 1t([). Daraus folgt: Ve € N : 7§ €
P\1It(I) = |P\ 1t()| ¢ N. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung von (2).

..., 2% € 1t(I). Wegen Lemma 2.2](Seite [12)) gilt daher fiir alle k mit 1 < k < n:
{z% .. xk R x;kjll ey, k1 Ty -0 € Ny s > e} CIE(T).

Daher sind fast alle Terme Elemente von 1t(7). Daraus folgt: |P \ 1t(7)| € N.

(3) <= (4): =>: Sei i fest gewihlt. Dann gilt: Je; € N : 2 € It(]) = 2" € Plt(I) =
PI(G) 2L 3¢ e N: 2% € It(G).

<=: analog. []

Lemma 10.1 Sei G eine Grobnerbasis eines Ideals I < K [z] bzgl. einer Termordnung < mit
I # Klz]. Auferdem gelte ¥ < i < n:3g; € G : 1t(g;) = ' fiir ein e; € N<o. Dann folgt:

IP\1t(I)]| <e1---ep.

Beweis: Nach dem Beweis von Satz[10.2]ist P \ 1t(/) eine Basis eines Vektorraums, der K -
isomorph zu K[z]/I ist. Firalle i mit 1 <4 < ngilt: Vp € P\1t(I): (p = 27" -+ - 2™ —>
m; < e;). Es gibt genau e; - - - e, Terme, die diese Bedingung fiir alle i erfiillen. [J

Hilfssatz 10.3 Es sei I < K[x]. Dann gilt:
dimg (K[z]/I) € N <= dimg(K[z]/Rad(])) € N.
Beweis: —>: Wegen I C Rad(7) ist 7 mit

{ Klz]/T — K[z]/Rad([)
T
f=f

wohldefiniert und surjektiv.

e dimg (K[z]/Rad(l)) € N 282 v1 < i < n 3e; € N: 2% € lt(Rad(])). Sei
fi € Rad([) so, dass 1t(f;) = x;*. Dann gibt es ein m; € N so, dass f/"* € I und It(f™") =
x;" e 1t(1). Mit Satz (3)=(1)) folgt nun dim (Kz]/I) € N.O

Hilfssatz 10.4 Es seien K algebraisch abgeschlossen, I < K|[z| und E eine endliche Teil-
menge von N (I).
Der Algebrahomomorphismus

[ Klz] — Abb(E, K)
w.{ f e Jer fe)
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KAPITEL 10. SCHRANKE FUR |N (F)|

ist wohldefiniert und surjektiv. Aufierdem gilt Rad(I) C Kern(v).
Insbesondere: Der Algebrahomomorphismus

Y K[z]/Rad(I) — Abb(E, K)
ist wohldefiniert und surjektiv, also |E| < dimg (K[z]/Rad([)).

Beweis: Lagrange-Interpolation: Fiir e, ¢’ € E mit e # ¢’ sei f. . € K|z] so, dass

grad(fee) =1, feer(e) = 1und f o (¢/) = 0.

Setze g := [] fee € Klz]. Danngiltfiralle ¢’ € E \ {e}: g.(¢) = 1 und g(¢’) = 0.
¢'cE\{e}

Ist h € Abb(E, K), dann ist h = (> h(e)g.), also ist ¢ surjektiv. (]

eckE

Satz 10.1 Es seien K algebraisch abgeschlossen und I < K|z|. Dann gilt:
N(I) endlich < P \ 1t(I) endlich.

Ist N'(I) endlich, gilt auferdem |N(I)| < |P \ 1t(I)|.

Beweis: P\ 1t(I) endlich 2222 dim (K [z] /1) endlich 2% dim (K [z] /Rad(I)) endlich
HAA A7 (T) endlich.

Falls A/(I) (und daher P \ 1t(7)) endlich ist, gilt:
V()] TE Qim e (K [2]/Rad (1)) < dimg (K[2]/1) TZ2 P\ 1t(1)]. O

Korollar 10.1 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Lemma (Seite H9) und
N (I) sei endlich. Dann ist [N'(I)| < e; - ep.

Beweis: : Folgt unmittelbar aus Lemma (Seite[d9) und Satz O

Beispiel: K = C.

f1:= 2} — 2m 2323 + 2423 — 37,

fo =3 + 2203x3 — 73,

f3=w3 — a3 — 22— 13 — 2,

F = {fi1, f2, f3}, F ist Grobnerbasis bzgl. <.

lex
16(F) = {1, 23, 3}
Fiir K = C gilt: [N(F)| <5-3-4 = 60.

10.1 Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE

Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE berechnet eine Schranke fiir |V (F')| und un-
terscheidet zusitzlich zwei Sonderfille. Die moglichen Riickgabewerte dieses Algorithmus
sind:

(1) Ist N(F)=0, so ist der Riickgabewert 0 (siehe Kapitel [8lund Algorithmus
KEINELSG).
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KAPITEL 10. SCHRANKE FUR |N (F)|

Spezifikation: s — LSGMENGESCHRANKE(F)
Berechnet eine Schranke fiir [A/(F)].

Eingabe: Eine endliche Menge F' C K|[z] (K sei algebraisch abgeschlossen).
Ausgabe: 0, wenn N (F') = (), und oo, wenn N (F') nicht endlich ist; sonst wird eine
obere Schranke fiir [N (F')| geliefert.

begin
Sei < eine Termordnung.
G «— BUCHBERGER(F, <)
if GN(K\{0})# 0 then return 0
if {z',..., 25} CIt(G) then
return []e;
=1
then return oo
end

Algorithmus 14: LSGMENGESCHRANKE

(2) Ist N(F') unendlich, so ist der Riickgabewert oc.
(3) Sonst ist der Riickgabewert eine Schranke fiir | N (F)|.

Korrektheit: Ist G N (K \ {0}) # 0, so ist nach Satz [8.2] (Seite #3)) N (F) = (), und der
Riickgabewert ist daher 0.

Ist {z{',...,z%} C It(G), dann gilt Korollar[10.1] (Seite [50). Andernfalls ist N'(F') wegen
Hilfssatz [[0.2] (Seite [48]) und Satz [I0.1] (Seite [50) unendlich. [J

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. [J

Beispiel: K = C, F' := {2} — 2z x3x3 + 423 — 37, 23 + 22303 — 23 o4 — 23 — 22 — 23— 2}.
60 — LSGMENGESCHRANKE(F).
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Kapitel 11

Berechnung von N\ (F)

Das also war des Pudels Kern!

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Faust I.

In diesem Kapitel wird fiir den Fall, dass N'(F) endlich ist, ein Algorithmus behandelt, der
die Losungen des Polynomgleichungssystems F' (also die Elemente von A/(F')) berechnet.
Es ist zu beachten, dass fiir das in diesem Kapitel behandelte Verfahren zur Losungsberech-
nung immer die lexikographische Termordnung vorausgesetzt wird und davon ausgegangen
wird, dass alle Losungen aller univariaten Polynome iiber K berechnet werden konnen.

Satz 11.1 I sei ein Ideal von K|x] und G sei eine Grobnerbasis von I bzgl. der lexikogra-
phischen Ordnung l—< mit x1 > xo > - > x,. Fiir 1 <k <n gilt dann:

Wenn I N Klxy,...,z,) # {0}, dann ist G N K|z, ..., x,| eine Grobnerbasis von I N
Klzg, ..., ).

Beweis: Es sei h € I N Kzg,...,x,]. Dannist 1t(h) € Klzg,...,x,]. Weil G eine Grob-
nerbasis ist, gibt es eine Familie (h,)4e in Kz] mith = > hyg und

geG
lt(h) = max {lt(hyg) | g € G, hyg # 0}.

Zeige: hy # 0= g€ GN K[z, ..., x,].
Sei hy # 0. Dann ist 1t(g) <1t(hyg) <X1t(h) € K|zy, ..., z,]. Weil = die lexikographische
lex lex ex

Ordnung mit z; > x9 > - -+ > x, ist, folgt: 1t(g) € Kz, ...,x,)Jund g € Kzg, ..., x,). O

Bemerkungen:

(1) Dieldeale I N K[xy, ..., z,| I K[z, ..., 2,], 1 <k < n,heiBen Eliminationsideale
von /.

(2) Wenn I N K|x,] = {0}, dann gibt es in I \ {0} kein Polynom, das nur von z,, abhéngig
ist.

(3) Wenn I N K[x,] # {0} und G eine Grobnerbasis von I bzgl. der lexikographischen
Ordnung mit z; > -+ > x, ist, dann wird I N K[z,] von G N K|xz,] erzeugt, also:
10 Kla] = (ggT(G N K[2a]) i)

52



KAPITEL 11. BERECHNUNG VON N (F)

(4) Beziiglich der lexikographischen Termordnung gilt: Wenn P \ 1t(7) endlich ist, dann
ist I N Kx,] # {0}. Denn wire I N K [x,,] = {0}, so wiirde {x,,, 22,22, ...} ¢ It(I)
gelten und P \ 1t(7) wire nicht endlich.

11.1 Der Algorithmus LSG

Mit Hilfe von Satz[IT.Tjund den darauf folgenden Bemerkungen ldsst sich nun ein Algorith-
mus zur Losungsberechnung formulieren: Gibt es nur endlich viele Losungen, so existiert in
jeder Grobnerbasis bzgl. der lexikographischen Termordnung ein Polynom f,,, das nur von
x, abhingig ist, ein Polynom f,,_;, das nur von z,, und x,,_; abhingig ist, usw. Zuerst wer-
den nun alle Nullstellen von f,, berechnet. Dann wird in alle Polynome der Grobnerbasis fiir
x,, der Wert der ersten Nullstelle eingesetzt und mit der so erhaltenen Grobnerbasis rekursiv
weiterverfahren. Danach wird mit den weiteren Nullstellen von f,, (falls solche existieren)
genauso vorgegangen.

Wenn ein Polynomgleichungssystem nur endlich viele Losungen hat und man iiber K alle
Nullstellen eines univariaten Polynoms berechnen kann, so kann man auf diese Weise alle
Nullstellen des Polynomgleichungssystems berechnen.

Spezifikation: £ «— LSG(G,j)
Berechnet N (G) in K[zy, ..., z;].

Eingabe: Eine Grobnerbasis G C K|[xy, ..., z;] bzgl. der lexikographischen Ordnung
< mit z; > x3 > --- > x; und LSGMENGESCHRANKE(G) ¢ {0, co}.

lex

Ausgabe: Alle Losungen des Polynomgleichungssystems G iiber K, sofern alle Null-
stellen aller auftretenden univariaten Polynome in K berechnet werden kénnen.

begin
N — N({ggT(GNKlzj,...,za])})
if N = ( then return ()
Sei N = {nq,...,ns}.

if 7 = 1 then
return |J {{(z1,n;)}}
i=1
end
L0
for 1 <i<sdo

L —LSG(G',j—1)
£—L£u U {D0{(.n)})
Lec
end
return L
end

Algorithmus 15: LSG
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KAPITEL 11. BERECHNUNG VON N (F)

Korrektheit: Wegen der Voraussetzung LSGMENGESCHRANKE(G) ¢ {0, 00} und Be-
merkung (3) auf Seite[52]ist GN Kz, ..., z,] # {0} und N daher in jedem Schritt endlich.
U

Termination: Die Rekursion terminiert trivialerweise. [J

Beispiel: K = Q, G := {2} — 2w 23x3 + 2322 — 37, 23 + 20323 — 23, 2§ — 23 — 22 — 23— 2}.
true — ISTGROBNER (G, <).

60 — LSGMENGESCHRANKE(G).
{{(1,2), (z2,1), (23, —1)}} < LSG(G, 3).
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Teil IV

Systeme linearer Gleichungen mit
Koeffizienten in Polynomringen
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SYSTEME LIN. GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN IN POLYNOMRINGEN

In diesem Teil wird die folgende Situation behandelt:

Seien m € N, F eine endliche Teilmenge von K[z]" = Klzi,...,2,]™ und fo =
(fors---s fom) € K[z]™ mit fy, € K[z].

Gesucht ist eine Familie (hy) sep in K[z] so, dass

> hif = fo

fer

Mit anderen Worten: Man berechne das Urbild von f, unter der K[z]-linearen Abbildung

K(z]" — Klz]™
P (yf)feF'—)f;yff :

Dazu muss zuerst iiberpriift werden, ob f iiberhaupt im Bild von ¢ (also dem von F’ erzeug-
ten K [xz]-Untermodul von K [x]™) enthalten ist. Wenn dies der Fall ist, berechnet man ein
Urbild u von fj und ein endliches Erzeugendensystem £ von Kern(yp).

Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist dann

{u+Zcee | CGGK[Q]} C K[z]".

eelk

In den Kapiteln und (14 werden zuerst die Grundlagen dieses Teils erdrtert. Danach
wird im Kapitel [I5] gezeigt, wie man alle Losungen eines Systems linearer Gleichungen mit
Koeffizienten in K'[z]| bestimmt.

Die in diesem Teil behandelte Theorie ist sehr analog zu jener aus Teil |IL. Deshalb werden in
den folgenden Kapiteln die Beweise nicht immer vollstindig ausformuliert, sondern auf den
entsprechenden Beweis aus Teil [l verwiesen.

AuBerdem werden die Algorithmen, die zu denen aus den Teilen [] und [[I] analog sind, hier
nicht nochmals angefiihrt. Beniitzt ein in diesem Teil neu vorgestellter Algorithmus so einen
analogen Algorithmus, so wird dem Namen zur Unterscheidung das Prifix ,,M* (fiir Modul)
vorgestellt.

In Anhang [B] (ab Seite 88) finden sich die MAPLE-Implemtierungen sowohl der im folgen-
den neu vorgestellten Algorithmen, als auch jener, die analog zu einem Algorithmus aus Teil
M sind.
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Kapitel 12
Noethersche Moduln

Alles kommt zwar wieder,
aber auf eine andere Weise.

SOREN KIERKEGAARD

R sei ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 12.1 Ein R-Modul heifit noethersch, wenn alle seine R-Untermoduln endlich
erzeugt sind.

Beispiele:
(1) Sei K ein Korper. Dann ist jeder endlichdimensionaler K -Vektorraum noethersch.

(2) Ristals Ring genau dann noethersch, wenn R als 2-Modul noethersch ist.

Lemma 12.1 Sei V' ein noetherscher R-Modul und W ein R-Untermodul von V. Dann ist
auch V /W noethersch.

Beweis: Die Abbildung

V= U

kan:{v_)V/W

ist R-linear und surjektiv.
Sei M <z V/W.Dannist V/:=kan"'(M) ein R-Untermodul von V. Also gibt es
U1, ..., € Vso,dass V' = (vy,...,vp)g. Dannist M = (vy, ..., k). O

Satz 12.1 Sei R noethersch. Dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul noethersch.
Insbesondere: Endlich erzeugte K [x]-Moduln sind noethersch.

Beweis: Sei V' = (vq, ..., v;) ein R-Modul. Vollstindige Induktion iiber :
Sei k = 1: Die Abbildung

{R—>V:Rv1
o

r = TUg
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KAPITEL 12. NOETHERSCHE MODULN

ist surjektiv, und daher gilt R/Kern(a) = V. Nach Lemma (Seite[57) ist R/Kern(a)
noethersch und daher auch V.
Sei k& > 1: Die Abbildung

V= U

. { V — V/Ruy

ist surjektiv und R-linear. V// Rvy = (01, ..., Ux_1)g ist nach Induktionsannahme noethersch.

Sei W <pg V. Dann ist kan(W) endlich erzeugt und es gibt wy, ..., w; € W mit kan(W) =

(w1, ..., w)g. Es gibt ein endliches Erzeugendensystem w1, . . . , u,, von (Rv,) "W <g Ruy

(Fall £ = 1). Dann ist W = (uy, ..., Up,wy,...,w)g, denn: w € W = J¢; € R : w =
!

(2

! !
;= 3Ad € R:w=> c;w; +dv, = dvy = w — Y cqw; € W N (Rug). Insgesamt
=1 i=1 i=1
l m
giltdaher: 3d; € R:w =) cyw; + > dyu;. O
i=1 i=1
Bemerkung: Aus Satz folgt: Seien R ein noetherscher Ring, m, n € Ny und ¢ :
R™ — R eine R-lineare Abbildung. Dann ist Kern(y) ein endlich erzeugter R-Untermodul
von R™. Mit anderen Worten: Der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssy-

stems mit Koeffizienten in einem noetherschen Ring ist endlich erzeugt.
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Kapitel 13

Termordnungen

Zum zehnten Mal wiederholt, wird es gefallen.

QuINTUS FLACCUS HORAZ

Fiir die nun folgenden Kapitel gelten folgende Bezeichnungen:
(1) K istein Korper, n € Nog, K[z] = Klz1,...,2,].
() o' =22l - aiomiti = (iy,...,i,) € N
3) P:={z']ie N2y, n € Nxo}.
(4) V ist ein freier, endlich erzeugter K [x]-Modul und B eine Basis von V..
5) U :={pb|pe Pbe B}.

Bemerkung: I/ ist eine K-Basis von V,dh. Vo € V : 3(cy)ucy € KY : v = > cuu.
ueU

Definition 13.1 Eine Totalordnung < auf U heifit Termordnung <—-
(1) Vbe BYpe P:b=<pb,
(2) YVu,v eUVp € P: (u < v=>pu < pv).
Beispiel: Seien B = {by,...,b,,} und <p eine Termordnung auf P. Dann ist durch
pbi <qbj = ((t>7)V(i=jAp=<prq)

eine Termordnung auf U/ gegeben.
Diese Termordnung heif3t lexikographisch bzw. graduiert-lexikographisch, wenn <p die le-
xikographische bzw. graduiert-lexikographische Ordnung ist.

Im weiteren sei < eine Termordnung auf .
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KAPITEL 13. TERMORDNUNGEN

Definition 13.2 Sei 0 # v = > c,u € V und F C V. Dann sind die Begriffe supp(v),
ucl

1t(v), Ik(v) und 1t(F) analog wie in Definition 2.3|(Seite [12)) definiert.

Beispiel: Seien V = Q[zy, 2%, B := {e; := (1,0,0),e3 := (0,1,0),e3 := (0,0,1)} und

<:= < mitz; > zound e; > ey > €s.
glex

f1 = 223wy + 222 — 3, 2170, 11 + T9),

f2:= (z123 + 123, 0,0),

fy = (0,0, —22, +3).

fi = 2222901 + 2226 — 3e; + xiT00s + 1103 + Toes.
supp(f1) = {zixqer, 23e1, €1, xiwa60, T1€3, ToC3},
lt(fl) = a:lxgel, lk(fl) = 2.
lt(fg) = x1x261
lt( ) TI1€s.

Satz 13.1 Jede absteigende Folge in U ist endlich.
Beweis: Analog zu Satz[2.2](Seite [I3). OJ

Satz 13.2 (Division mit Rest) [ sei eine endliche Teilmenge von V \ {0}, < sei eine Term-
ordnung auf U undv € V.
Dann gibt es eine Familie (hy) ;e in K[z] so, dass entweder

v=> hef
fer

oder

v S hif und <v - thf) ¢ (1t(F))(a-

fer feF
Auferdem gilt max {It(hsf) | f € F,hy # 0} = 1t(v).

Beweis: Analog zu Satz[2.3](Seite [I3). OJ
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Kapitel 14

Grobnerbasen von Untermoduln

Strukturen sind die Waffen der Mathematiker.

NICOLAS BOURBAKI

Definition 14.1 Seien V' ein freier, endlich erzeugter K|z]-Modul und < eine Termordnung
auf U. Eine endliche Teilmenge F' eines Untermoduls W <gi,1 V' heif3t genau dann Grob-
nerbasis von I (beziiglich <), wenn

I6(F )k = WV ))r(-

Definition 14.2 Fiir v,w € V \ {0} seien s,t € P und b,c € B so, dass 1t(v) = sb und
It(w) = tc. Dann heif3t

S(v,w) = 0 falls b # ¢
T k() VD k(o) YDy falls b= ¢

S

der S-Vektor von v und w.

Beispiel: Seien V = Q[zy, 2%, B := {e; := (1,0,0),¢e3 := (0,1,0),e3 := (0,0,1)} und

<:= < mitz; > zound e; > ey > es.
glex

fl = (.CL'% + 1, 0, 1), f2 = (.’L‘lxg + Zo, O, 0), fg = (0, 0, $1$2).
W= (fi, f2;f3>@[z] < Q[ml,xg]S.
Dann ist S(f1, f3) = S(f2, f3) = 0und S(f1, f2) = 22 f1 — 21 fo = (—2122 + 22,0, 22).

Die Aussagen fiir Grobnerbasen von Idealen gelten analog fiir Grobnerbasen von Untermo-
duln. Insbesondere gilt der folgende

Satz 14.1 Sei I eine endliche Teilmenge von W <y[y) V. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) F'ist eine Grobnerbasis von W,

(2) Fiir alle v,w € F ist ein Rest von S(v,w) nach Division durch F gleich null.

Beweis: Analog zu Satz[3.1] (Seite [21)). O
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Kapitel 15

Lineare Gleichungen mit Koeffizienten in
Klz]

Du wolltest doch Algebra,
da hast du den Salat.

JULES VERNE

In diesem Kapitel gelten folgende Bezeichnungen:

(1) V := KJ[z|™ mit der Basis B := {e; := (1,0,...,0),e9 :=(0,1,0,...,0),..., e, =
(0,...,0,1)}.

(2) F isteine endliche Teilmenge von V.
3) foeV.
(4) Die Abbildung ¢ sei definiert durch

Klz]f' -V
@ { Ys)rer = D2 yrf -
feF

(5) G ist eine Grobnerbasis von p(K[z]") = (F)kp; auBerdem gilt fiir g € G : g =
Y. clg)yf mite(g)y € Klzl.

fer

(6) Die Abbildung ~ sei definiert durch

{ K[z]¢ -V
o

(yg)geG = Z Yg9 -
geG

Satz 15.1 Das durch ¢ und f, gegebene Gleichungssystem hat genau dann eine Losung
(also fo € (F)k[q)), wenn ein Rest (oder alle Reste) von fy nach Division durch G null ist.

Existiert eine Losung und ist fo = ) dyg, dann ist
geG

( Z C(g»dg) fer

geG
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KAPITEL 15. LINEARE GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN IN K [z]

eine Losung.

Beweis: Der Beweis des ersten Teils des Satzes ist analog zum Beweis von Satz [2.5| (Seite
[L8).
fo= 3 dog = Yelghdyf = 3 (3 elgkdy) f. O

geG feF feEF geG
geG

Beispiel: V' = @[%,902]2, fi:=(m +I2,$%9€2), fo = ($1—$2,$1$3>’ f3:= (0, 2122+ 1),
fo=(0,mm0), Fi={f1,..., fu}, fo:= (227 + 223, 2122).

G:={q,...,g3} mit g; := (221,0), g2 := (222,0) und g3 := (0, z1) ist eine Grobnerbasis
von (F) bzgl. <.

lex
AuBerdem gilt?
g = fH + fo — (mizeta3)fs + (wim2+23)fu
g = hH — fo + (@3-mz)fs + (2129 —23)fu,
g3 = f3 = 1.

((z1,72,22),0) <~ MMULTIVARDIV( fo, (91, 92, 93); f )-
glex

Das liefert fiir f; die Darstellung:

fo = 2191 + 292 + Tagz = (T1 + Ta) f1 + (v1 — x2) fo + (23 + 29 — 2229 — 20123) f3 +
(2229 + 21122 — 23 — 13) fy.

Also ist (71 + @9, 1 — T, T3 + 19 — 23wy — 22123, 3wy + 21175 — T3 — x4) eine Losung
des durch ¢ und f, gegebenen inhomogenen Gleichungssystems.

Satz 15.2 O.B.d.A. gelte Vg € G : 1k(g) = 1. Fiir g1, g2 € G mit1t(g1) = p1b, 1t(g2) = pac
(p1,p2 € P, b,c € B)und b=c seien p(g1,92),q(g1, g2) € Pund t(g1, g2)n € K|[z] so, dass

S(g1, 92) = plg1, 92)91 — 491, 92)92 = Y t(gn, g2)uh
heG

mit 1t(S (g1, g2)) = max {It(t(g1,92)nh) | h € G,t(g1, g2)nh # 0}. Weiters sei u(gy,g2) =

(u(g1, 92)n) e mit

t(gla 92)91 - p(gh 92) ,falls h = g1
uw(gr, g2)n =4 t(91,92)9, +q(g1,92) ,falls h =gy
t(g1, g2) , sonst.

Dann ist {u(g1, 92) | 91,92 € G} ein K|z]-Erzeugendensystem von Kern(v), d.h. ein K [z|-
Erzeugendensystem des durch G gegebenen homogenen Gleichungssystems.

Beweis: Sei W := (u(g1,92) | 91, 92 € G)ka)-
Zu zeigen ist dann: W = Kern(7).

Wegen > u(g, g2)nh = > t(g1,92)nh — p(91,92)91 + q(g1,92)92 = 0 ist W <gpy

heG geG

Kern(7).
Annahme: W # Kern(7y).
Wihle v = (vp)neq € Kern(y) \ W so, dass fiir alle v" € (Kern(y) \ W) \ {v} entweder

M(v) := max {lt(vph) | h € G,uph # 0} < M (V')
oder

M@)=M@") AN  AWw):=|{h € G|v,h # 0,1t(v,h) = M(v)}| < A(V')
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KAPITEL 15. LINEARE GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN IN K [z]

gilt.

Wegen v € Kern(y) ist ) vyh = 0. Also gibt es g1, g2 € G mit g; # go und lt(vy,91) =
heG

lt(vg,92) = M(v). Dann gibt es ein z € P so, dass z - p(g1,92) - t(g1) = 2 - ¢(g1, 92) -

It(g2) = M(v). Es sei nun w := v + lk(v,,) zu(g1, g2). Wegen v € Kern(y) \ W und

u(f,g) € W < Kern(y) ist w € Kern() \ W.

Es ist
wh = (v +1k(vg,) 2u(g1, 92))n
Vg, +1k(vg,) 28(91,92)g — Tk(vg,) 2p(g1, 92) ,falls h = gy
= Vgy + 1k<vgl) Zt(gla g2>92 + lk<U91> z Q(gh 92) ) falls h = 92
v +1k(vg, ) 2 (g1, 92)n , sonst.

Dann gilt: 1t (wyh) < M(v) fir h # ¢g; und
lt(w!hgl) = IIISJX {1t<<vgl - lk(vm) Zp(gla 92))1t(91)27 t(Zt<gl7 92)91 gl)} = M(”)

(.

-~ ~~

<M(v) <1t(z p(g1,92) 91)
Also gilt: M(w) < M(v) VvV (M(w) = M(v) A A(w) < A(v)). Das ist jedoch ein
Widerspruch zur Minimalitit von v. [

Beispiel: Seien V', G und F' wie in dem Beispiel auf Seite 63| definiert.

Dann ist 5(91792) = T2g1 — 7192 = 0 und 5(91793) = 5(92,93) = 0.
Also ist u(gy, g2) = (w2, —x1,0) und Kern(vy) = ((x2, =21, 0))qa)-

Lemma 15.1 Fiir f € F sei f = ) d(f),9. Auflerdem sei z(f) := (Z(f)h>heF € K[z
geG
mit
z2(f)n = Zd(f)gc<g)h —dfh

geG
Dann gilt: z(f) € Kern(yp).

Beweis: Wegen g = > c(g)sfist f = 3 d(f), > clohh = 3 (3 d(f)elghn )

fer geqG heF heF ™ geG
Da f= ¥ dahsist X2 (D2 d(f)gelohn — bpn )1 = 0.0
heF heF geq

S

~~

z( )h

Lemma 15.2 Sei u := (uy)geq € Kern(y). Auferdem sei y(u) := (y(u)p)

y(Wn =) ugc(g)n:

geG

hep € Klz]" mit

Dann gilt: y(u) € Kern(y).

Beweis: 0= 3 g = 3 uy X c(g)pf = X (D ugelo)s )£ 0

gea 9eG  feF feF NG
—_—
y(u)y
Satz 15.3 Es gelten die gleichen Bezeichnungen wie in den Lemmata und E sei
ein endliches Erzeugendensystem von Kern(7).
Dann ist {z(f)|f € F} U{y(u)|u € E} ein K[z|-Erzeugendensystem von Kern(y).

64



KAPITEL 15. LINEARE GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN IN K [z]

Beweis: Sei v € Kern(y). Dannist Y vy f = 0 und daher gilt > ( Y vpd(f),)g = 0. Es
fer geG feF

gibt daher Polynome b, € K|[z] mit ( Y d(f)gvy) o = > but.
fer g wEE

Behauptung: v = > b,y(u) — > vez(f).

ek jer
Beweis: <u§3 buy(u) — f; Ufz(f)>h
= u;ﬂ by g;; uge(g)n — f; (g;c d(f)gc(g)n — dfn)vy
= g;} c(9)n u;ﬂ butlg — g%%; c(g9)n f; d(f)gvs + vn
— gezGc(g)h(u;E byug — f;d(f)gvf) + vy,
= g% C(Q)h(f; d(f)gvr — f; d(f)gvy) + v
=uv, U

In den folgenden Abschnitten werden die in den Sitzen [15.1] [15.2] und [15.3] gezeigten Be-
rechnungsverfahren als Algorithmen formuliert. Um diese mdoglichst einfach zu notieren,
werden dabei die meisten Berechnungen mit Matrizenmultiplikationen durchgefiihrt.

Der im folgenden verwendete Algorithmus MODULBASIS entspricht dabei dem Algorith-
mus IDEALBASIS aus Abschnitt[5.4] (Seite [33).

15.1 Der Algorithmus INHOMOGENELSG

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus INHOMOGENELSG behandelt, der eine Losung
des durch ¢ und f, gegebenen inhomogenen Gleichungssystems berechnet.

Bemerkung: Die Berechnung einer Grobnerbasis mittels BUCHBERGER-Algorithmus und
die Berechnung der Darstellung der g; bzgl. F' (in der for-Schleife mittels MODULBASIS)
konnen zur Effizienzsteigerung algorithmisch in einem Schritt durchgefiihrt werden, in-
dem der BUCHBERGER-Algorithmus etwas erweitert wird. Dies ist in der MAPLE-Funktion
MbuchbergerKoeff in Anhang [B|(ab Seite [88]) durchgefiihrt.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz (Seite[62). O

Termination: Folgt aus der Termination von MBUCHBERGER, MODULBASIS und
MMULTIVARDIV. O

Beispiel: Seien F' und f, wie in dem Beispiel auf Seite 63| definiert.
(1422, T1—To, T3+To— 2209 — 20123, B3 29+221 75— 15— 15 - INHOMOGENELSG(F, fo).

15.2 Der Algorithmus KERNGAMMA

Der Algorithmus KERNGAMMA berechnet geméf} Satz [15.2] (Seite [63) ein Erzeugenden-
system von Kern(7).
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Spezifikation: v < INHOMOGENELSG(F, fy)
Berechnet eine Losung des durch F' und f; gegebenen
inhomogenen Gleichungssystems.

Eingabe: Eine endliche Teilmenge ' von V = K|[z]™ und fy € V.
Ausgabe: v = (vf) pep mit > vef = fo.
feF

begin
Sei < eine Termordnung.
G «— MBUCHBERGER(F <)
Seien G = {g1,..., s} und C' = (c;5)

for 1 <i<sdo
(Cits .-, ¢ipy) < MODULBASIS(g;, F)
end
((dy,...,ds),r) < MMULTIVARDIV( fo, (91, - -, gs), <)
return (d,...,d;)-C
end

Algorithmus 16: INHOMOGENELSG

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz (Seite[63). O
Termination: Folgt aus der Termination von MMULTIVARDIV. [

Beispiel: Sei G wie in dem Beispiel auf Seite [63] definiert.
{(=z2,71,0)} «— KERNGAMMA(G, < ).

glex

15.3 Der Algorithmus KERNPHI

Der Algorithmus KERNPHI berechnet gemif Satz [15.3] (Seite [64) ein Erzeugendensystem
von Kern(y).

Bemerkungen:
(1) I, ist die m x m Einheitsmatrix.

(2) Die Berechnung einer Grobnerbasis mittels BUCHBERGER-Algorithmus und die Be-
rechnung der Darstellung der g; bzgl. F' (in der for-Schleife mittels MODULBASIS)
konnen zur Effizienzsteigerung algorithmisch in einem Schritt durchgefiihrt werden,
indem der BUCHBERGER-Algorithmus etwas erweitert wird. Dies ist in der MAPLE-
Funktion MbuchbergerKoeff in Anhang[BJ(ab Seite [88)) durchgefiihrt.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz (Seite[64). O
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Spezifikation: £ — KERNGAMMA(G,<)
Berechnet ein Erzeugendensystem von Kern(7).

Eingabe: Eine Grobnerbasis G = {g1,..., g} € V = K[z]™ bzgl. der Termordnung
<.

Ausgabe: Ein Erzeugendensystem von Kern(+y), d.h. ein Erzeugendensystem der Lo-
sungsmenge des durch G gegebenen homogenen Gleichungssystems.

begin
E«—0
for 1 <i:<kdo
for i+1<j5<kdo
Seien It(g;) = siem, und 1t(g;) = sjem, mit s;,5; € P, ey, €, € B.

if m; = m; then
kgV (si,s;
p  lk(gy) Vo)
q— 1k(gi)kg\/(ji7sj)

((t1,...,tx),r) < MMULTIVARDIV (pg; — qg;, (91, - - -+ Gr), <)
E«— EBEU{(ty,....ti_i,ti —pytist, o tji,t; — @, b, - te)}
end
end
end
return £
end

Algorithmus 17: KERNGAMMA

Termination: Folgt aus der Termination von MBUCHBERGER, MODULBASIS,
MMULTIVARDIV und KERNGAMMA. O

Beispiel: Sei /" wie in dem Beispiel auf Seite [63] definiert.
{((0,0, 22, —x9—1), (21— T2, —T1 — 22, 201 T2+ 23— 19, —23—221+1))} «— KERNPHI(F).
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Spezifikation: £/ «— KERNPHI(F)
Berechnet ein Erzeugendensystem von Kern(yp).

Eingabe: Eine endliche Teilmenge F' von V' = K|z|™.

Ausgabe: Ein Erzeugendensystem von Kern(yp), d.h. ein Erzeugendensystem der Lo-

sungsmenge des durch F' gegebenen homogenen Gleichungssystems.

begin
Sei < eine Termordnung.
G «— MBUCHBERGER(F <)
Seien G = {g1,...,9s} und C' = (czj)ié

for 1 <i<sdo
end

s

12

ININ

for 1 <i<|F|do
((di1,...,d;s),7) < MMULTIVARDIV(f;, (91, --,9s), <)

n —D-C—1Ip

E—{(zi1,-..,zim) | 1 < i < [F[}

E. «— KERNGAMMA (G, <)

if 2, # () then
Seien B, = {(a;1,...,a;)¢) | 1 <1 <t,t € Nyg}und A = (a;5),
(yij)ISiSt —A-C

1<j<IF

return EU {(yi1,...,vim) | 1 <@ <t}
end
return £
end

Algorithmus 18: KERNPHI
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Teil V

Primirzerlegung von Idealen
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TEIL V, PRIMARZERLEGUNG VON IDEALEN

In diesem Teil wird gezeigt, dass jedes Ideal eines noetherschen Rings als endlicher Durch-
schnitt sogenannter primérer Ideale (sieche Definition [I5.3] auf Seite dargestellt werden
kann. Diese Aussage wird dann noch verstirkt: Jedes Ideal hat eine sogenannte Primérzerle-
gung (siehe Definition [I5.5] auf Seite [72)), bei der noch Anforderungen an die Radikale der
einzelnen Ideale des Durchschnitts gestellt werden.

Dieser Teil bietet nur eine Einfithrung in die Primirzerlegung von Idealen. Anwendungen
der hier vorgestellten Theorie, Erweiterungen und deren algorithmische Umsetzungen fin-
den sich in [2] und vor allem in [1]].
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Sei R ein noetherscher Ring.

Definition 15.1 Ein Ideal I < R heif}t prim, wenn
I#RAN(NVrseR:(rsel=relVsel))
gilt.

Definition 15.2 Ein Ideal I < R heift reduzibel, wenn zwei Ideale I,, I, < R so existieren,
dass
]:]1ﬂIQ und Il,jg%l.

Andernfalls heifst I irreduzibel.
Satz 15.4 Jedes Ideal I < R ist ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen.

Beweis: Sei /V die Menge aller Ideale, die nicht ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen
Idealen sind.

Annahme: N # ().

Jedes I € N ist reduzibel, da es sonst selbst ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen
Idealen wire. Daher gibt es Ideale I; und I so, dass I = I; N Iy und I, Is # I. Zumindest
eines der beiden Ideale /; und I5 ist nun selbst wiederum Element von /N, da sonst I; N[5 ein
endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen wiire, was zu einem Widerspruch zu I € N
fiihren wiirde. O.B.d.A. sei I; € N. Mit [; wird nun genauso verfahren. Dies fiihrt zu ei-
ner unendlichen, echt aufsteigenden Folge von Idealen I; C Io C I3 C ...in R.Da R
noethersch ist, ist dies ein Widerspruch zu Satz (Seite . O

Definition 15.3 Ein Ideal I < R heif}t priméir, wenn
Vr,seR:((rselAr¢l)=3IneN:s"el)
gilt.

Das folgende Lemma liefert eine symmetrischere Formulierung dieser Definition.

Lemma 15.3 Ein Ideal I < R ist genau dann primdr, wenn
Vr,s € R: ((TSE INr,s¢ )= dInmeN:r" s" EI)
gilt.

Beweis: trivial. [J

Lemma 15.4 Ist [ < R primdir, so ist Rad([]) ein primes Ideal.

Beweis: Sei rs € Rad(/) und 0.B.d.A. s € Rad([). Dann gilt: 3n € N : (rs)" = r"s" € I
und im e N:sm e I.Dal primdr ist, folgt daraus r" € I, also r € Rad([). O

71



TEIL V, PRIMARZERLEGUNG VON IDEALEN

Definition 15.4 Ist I ein primdres Ideal mit Rad(I) = J, so heifit I J-primér und J das
assoziierte Primideal von /.

Satz 15.5 Ein irreduzibles Ideal ist primdir.

Beweis: Annahme: Sei / < R ein irreduzibles Ideal, das nicht primér ist. Dann gilt:
Ja,b€ R\IT:(abe )N (Pn,m e N:a" " € I).

Man betrachte nun die aufsteigende Folge der Ideale I : (b'),I: (b?),1:(b*),.... Da R
noethersch ist, folgt aus Satz [I.4] (Seite [§), dass diese Folge endlich ist; d.h. es gibt ein
n € N so, dass I:(b") = I:(b"™!). Daa,b™ ¢ I, gilt: [ + {a), [ + (b") D I.

Fiir einen Widerspruch zur Irreduzibilitéit von I zeigt man nun: (I + (a)) N (I + (b)) = I.
Seir € (I+(a))N(I+(b™)),dannistr = ¢; +ria = ga+r2b" mitqy, g2 € Tundry, 79 € R.
Multiplikation mit b ergibt: rb = q1b + riab = qob + rob" L. Aus ab, ¢;b € I folgt rb € I
und aus g2 € I folgt bt € I. Daher gilt: 5 € I:(b"*!) = I:(b"); also: rob™ € I. Daraus
folgt: r = qo + 100" € 1. [

Satz 15.6 Seien I, und I, J-primdr, dann ist auch 1, N Iy J-primdr.

Beweis: Sei ab € I; N [ und 0.B.d.A. a ¢ I; N I5. O.b.d.A. sei a ¢ I;. Da I; primir ist,
existiert ein m € N so, dass ™ € I;. Aus I; C Rad(I;) = Rad(I,) folgt, dass ein n € N so
existiert, dass (b™)" € I N I,. O

Satz 15.7 Jedes Ideal eines noetherschen Rings ist ein endlicher Durchschnitt von primdren
Idealen.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Sitzen [15.4] [15.5|und [15.6] OJ

Definition 15.5 Seien I A Rund I, ..., I, primdre Ideale von R. Dann heifsen die I; eine
Primérzerlegung von /, wenn

() I=01L
=1

2) pie{l,....r}: NLCI,

1

<A

Jj<
S
(3) Die assoziierten Primideale der I; sind paarweise verschieden.

gilt. Die I; heifsen dann primidre Komponenten von /.

Satz 15.8 Jedes Ideal I C R hat eine Primdrzerlegung.

Beweis: Seien / = [;N---N [, und J; := Rad([;). Man kann nun alle Komponenten in die-
ser Zerlegung zusammensammeln, deren Radikal .J; ist. Der Durchschnitt aller dieser Ideale
sei das J;-primére Ideal I;. Analog verfihrt man fiir die anderen Radikale. So erhiilt man die
Zerlegung I = I, N --- N I, wobei jedes I; J;-primir ist und die Radikale der I; paarweise
verschieden sind. Wenn man jetzt alle I; entfernt, die den Durchschnitt der ibrigen Ideale
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enthalten, so erhélt man eine Primérzerlegung des Ideals 7. []

Beispiel: Sei 7 = I, N [, mit I; := (z) und I, := (2%, y); I, und I, sind primir. I; besteht
aus allen Polynomen, bei denen das konstante Glied und die Koeffizienten aller Potenzen von
y gleich null sind. /5 besteht aus allen Polynomen, bei denen das konstante Glied und der
Koeffizient bei = gleich null sind. Daher gilt: I = I; N I, = (22, zy). Dieses Ideal ist nicht
primér. Eine andere Primérzerlegung von [ ist [ = (z) N (z?, xy, y?). Fiir beide Zerlegungen
gilt: Die Anzahl der primidren Komponenten ist zwei und die assoziierten Primideale sind
jeweils (z) und (z, y).

Die Primirzerlegung eines Ideals ist also nicht eindeutig. Dass die Situation aus diesem
Beispiel jedoch kein Zufall war und eine gewisse Art der Eindeutigkeit sehr wohl besteht,
zeigt der néichste Satz.

Lemma 15.5 Sei r € N.; und seien I, ..., I, eine Primdrzerlegung eines Ideals I < R.

;
Dann ist I = (1 I; nicht primir.
i=1

Beweis: Fiir 1 < < rsei J; := Rad([;).

Annahme: [ ist primar.

O.B.d.A. sei J; unter den assoziierten Primidealen .J; minimal bzgl. der Inklusion. Daher
existieren ag, ...,a, € Rmita; € J; \ J; furalle 2 < i < r. AuBerdem gilt: V2 < i < r:
dn; e N:a € I,.

Es gilt I C I;, da sonst jedes /; auBer I; den Schnitt der iibrigen primédren Komponenten
enthalten wiirde. Sei a € I; \ /. Man betrachte

(*) a-(ap?---apr)e(\Li=1

Trivialerweise liegt der erste Faktor @ nicht in /. Auch der zweite Faktor liegt nicht in 7, da
sonst ein m € N mit
(&32"'G?T)m el g Il Q Jl

existieren wiirde und daher fiir ein ¢ mit 2 < ¢ < r gelten wiirde: a; € J;. Daher steht die
Eigenschaft (x) im Widerspruch dazu, dass I primar ist. [J

Satz 15.9 Seien I = I, N---N 1. = I N---N I, zwei Priméirzerlegungen von I mit J; :=
Rad(/;) und J; := Rad([}) fiiralle 1 < i < rund1 < j < s. Dann gilt: {Jy,...,J,} =
{J1,...,J.} und insbesondere r = s.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion iiber 7.

Istr = 1,dannist s = 1, [y = I] und J; = J|, da sonst ein Widerspruch zu Lemma [15.5]
auftreten wiirde.

Sei nun r > 1. Unter den Idealen Ji, ..., J,, Ji, ..., J. existiert ein maximales bzgl. der In-
klusion. Die Behauptung, die nun gezeigt wird, ist, dass dieses bzgl. der Inklusion maximale
Ideal in beiden Primédrzerlegungen auftritt. O.B.d.A. sei J; dieses Ideal in der Zerlegung
I = I1,N---NI. Es wird nun durch indirekten Beweis gezeigt, dass eines der Ideale J;
gleich Jj ist.
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Annahme: J; # J]’- firallel < j <s.
Um diese Annahme auf einen Widerspruch zu fiihren, wird folgende Gleichheit gezeigt:

=2 j=1

Wiire diese Gleichung n@mlich erfiillt, ergédbe sich ein Widerspruch zu Eigenschaft (2) einer

Primérzerlegung (Definition[15.5] Seite[72)).

Die Inklusion ,,0* ist trivial. Seien nun a € (] /; und 1 < j < s. Wegen der Voraussetzung
i=2

tiber J; existiert ein b; € J; \ J]’~. AuBerdem existiert ein m € N so, dass b;” € [;. Daher gilt:

ab" € (L C I

i=1

Daraus folgt: a € I}, da b; ¢ J; und daher keine Potenz von b; in I liegt.
Also ist der Widerspruch gezeigt und 0.B.d.A. sei J; = J;. Um den Induktionsbeweis abzu-

schliefen, wird nun noch
NL=1
i=2 j=2

gezeigt. Aus Symmetriegriinden reicht es, nur eine der beiden Inklusionsrichtungen zu zei-
T
gen. Seien also @ € (] [; und 2 < j < s. Da die assoziierten Primideale J; paarweise
=2
verschieden sind und J; = J{ maximal bzgl. der Inklusion ist, gibt es ein b; € J; \ J;. Nun
kann man analog wie oben beweisen, dass a € [ j’ O

Definition 15.6 Eine primdre Komponente I; eines Ideals I heif3t isoliert, wenn das assozi-
ierte Primideal von I; kein assoziiertes Primideal einer anderen primdren Komponente von
1 enthdilt. Andernfalls heifit I; eingebettet.

Beispiel: Sei I := (22 zy) und I = (x) N (2% y) eine Primérzerlegung von I. Wegen
Rad({x)) = (z) C (z,y) = Rad((z,y)) ist () eine isolierte Komponente und (z?,y) eine
eingebettete Komponente. Eine andere Primirzerlegung von [ ist I = (z) N (2%, zy, y?).

Beide Zerlegungen haben also die selbe isolierte Komponente und der nédchste Satz zeigt,
dass das kein Zufall war. Zuerst wird noch ein Lemma angefiihrt, das fiir den Beweis dieses
Satzes notwendig ist.

Lemma 15.6 Seien I, 1,,..., 1, Ideale von R mit J; := Rad(l;) fiir alle 1 < i < r. Au-
Jerdem sei P ein primes Ideal von R, das keines der Ideale J; (1 < i < r) enthdlt. Dann
existiert einb € (I, ---I,) \ P.

Beweis: Sei b; € J; \ P fiir alle 1 < ¢ < r. Dann existieren n;, € Ny so, dass 0] € [; fiir
alle 1 <i <r.Daher gilt: b := b --- 0 € I, --- I,. Es giltaber b ¢ P, da sonst zumindest
ein b; in P liegen wiirde. []

Satz 15.10 Seien I < R und P das assoziierte Primideal einer isolierten, primdren Kompo-
nente von 1. Dann existiert ein primdres Ideal Ip < R so, dass in jeder Primdrzerlegung von
I das primdre Ideal, dessen assoziiertes Primideal P ist, gleich Ip ist.
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,
Beweis: Sei [ = QN [ I; eine Primérzerlegung und sei @) eine isolierte Komponente, deren

i=1
assoziiertes Primideal P ist. Ist » = 0, dann ist die Aussage des Satzes trivialerweise erfiillt.
Andernfalls sei M := R\ P und

Iy:={a€R|3ImeM:ame I}

Behauptung: Q) = I),. In diesem Fall wire ) eindeutig durch P und / bestimmt.
Beweis: Sei a € (). Da P und die Ideale Rad(/;) paarweise verschieden sind und () isoliert

ist, gilt wegen Lemma [15.6}
Ime (L L)\ P=(-1)NM.
Daraus folgt

amEQﬂh[l-:[
i=1

und daher a € I,;. Sei andererseits a € [y und sei m € M so, dass am € I. Dann ist
am € ( und da keine Potenz von m in @) liegt (da sonst m € P), gilta € Q). J

Bemerkung: Satz besagt mit anderen Worten: Die isolierten, primiren Komponenten
einer Primérzerlegung sind eindeutig.
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Anhang A

Algorithmen in MAPLE

In Anhang [A] werden die MAPLE-Implementierungen der Algorithmen aus den Teilen
und angefiihrt. Alle Algorithmen setzen dabei das Einbinden des Paketes Groebner
voraus:

with (Groebner) :

A.1 Der Algorithmus MULTIVARDIV

multivardiv:=proc(g,F,tord,q) local h,i,red,gh;

h:=g;
g:=array (l..nops(F));

for 1 from 1 to nops(F) do
qli]:=0;
end; #for

while h<>0 do
red:=false;

for i from 1 to nops(F) do
if divide(leadterm(h,tord), leadterm(F[i],tord),’  quot’)
then
gh:=leadcoeff (h,tord) /leadcoeff (F[1], tord) rquot;
h:=expand (h—-gh*F[i]);
alil:=q[i]+gh;
red:=true;
break;
end 1if;
end; #for

if not (red) then
return h;
end if;
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od: #while

return O;
end:

Beispiel:

fl:=x"2:
f2:=xxy+1l:
g:=x*y MA+x*y 3+ 2y :
multivardiv (g, [f1l,f2],plex(x,y),’q"):
rest:=expand (%) ;

rest := -y*"2-y"3
print (q);

ly, y"3+y~2]

A.2 Der Algorithmus NORMALF

Fiir die Implementierung des Algorithmus NORMALF in MAPLE wird die Hilfsfunktion
suppL definiert.
supplL (£) gibt supp(f) als Liste zuriick.

suppL:=proc(f) local i,s,h,t;

if f£f=0 then
return [];
end 1if;
if type(f,monomial) then
return [f/lcoeff(f)];
end 1if;

h:=[op (expand(£f))];
s:=[1];

for 1 from 1 to nops(h) do
s:=[op(s),h[i]/1lcoeff(h[i])];
end; #for i

return s;
end:

nf:=proc(g,F,tord) local G,i,j,n,Sp,m,q,c,p, f;

G:=[1;

for i from 1 to nops(F) do
G:=[op(G),leadterm(F[i], tord)];

end; #for i
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n:=gy
while 1<>2 do
Sp:=suppL(n) ;
m:=-1;
for 1 from 1 to nops(Sp) do
for j from 1 to nops(G) do
if divide (Spl[il,G[3j],"g’") then
if m=-1 then
m:=Sp[i];
p:i=q;
c:=lcoeff (n,p*G[J]);
f:=F[J];
break;
else
if testorder (m,Spl[i],tord) then
m:=Sp[i];
p:i=g;
c:=lcoeff(n,p*xG[]]);
f:=F[]];
break;
end 1f;
end if;
end 1if;
end; #for j
end; #for 1

if m=-1 then
return n;
end if;

n:=simplify(n-(c/leadcoeff (f,tord)) +rpxf);
if type(n,’complex’) then
return n;
end if;
od; #while

end:
Beispiel:

g:=x1"3*x2+x1*xx2:

fl:=x1*x2+x2:

f2:=x1%x2"2+x1*x2+x1"2:

nf (g, {fl,f2},tdeg(x1l,x2));
—2*X2
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A.3 Der Algorithmus BUCHBERGER

buchberger:=proc (F,tord) local G,i,3j,r,S;

G:=F;
S:={1};

while nops (S)<>0 do
S:={};
for 1 from 1 to nops(G) do
for j from i+l to nops(G) do
r:=reduce (spoly(G[i],G[]j],tord),G,tord);
if r<>0 then
S:=S union {r};
end 1f;
end; #for ]
end; #for i
G:=G union S;
od; #while

return Gj;
end:

Beispiel:

fl:i=x"2xy+x:

f2:=xxy"2+1:

buchberger ({f1l, f2},plex (x,Vv));
{—x-1,x*y—X,X"2*xy+x,xxy"2+1,y-1, -x"2-x,-y+1,-y"2+1}

A.4 Der Algorithmus ISTGROBNER

IstGroebner:=proc(F,tord) local i, j,r,S;
if nops(F)=0 then return false;end if;

for i from 1 to nops(F) do
for j from i+l to nops (F) do
if reduce(spoly (F[i],F[]J],tord),F,tord)<>0 then
return false;
end 1if;
end; #for j
end; #for i

return true;
end:
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Beispiel:

IstGroebner ({x"2xy+x, xxy"2+1, y*x—x,x+x"2,1+x,1-y,1-y"2},
plex(x,v));
true

A.5 Der Algorithmus REDGB
redGB:=proc (F,tord) local H,G,i,g,h, found;

H:=buchberger (F, tord) ;
G:={};

for i from 1 to nops(H) do
G:=G union {H[i1]/leadcoeff (H[1i],tord) };
end; #for i

found:=false;
while 1<>2 do

found:=false;
for 1 from 1 to nops(G) do

h:=normalf (G[i],G minus {G[i]},tord);

if h<>G[i] then found:=true;break;end if;
end; #for i

if found then
G:=G minus {G[i]l};
if (h<>0) then

G:=G union {h/leadcoeff (h,tord)};

end 1if;

else
break;

end 1if;

od; #while

return Gj;
end:

Beispiel:

fli=x1+x2+x1+*x3:

f2:=x1#x2+x2+x3+x1:

f3:=x1+x2+x1*x3+x3:

redGB ({f1l,f2,f3},tdeg(x1,x2,x3,x4));
{x3, x272, x2+x1}
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A.6 Der Algorithmus IDEALGLEICHHEIT
idealgleich:=proc(F1l,F2) local vars,Gl,G2;

vars:=indets (F) union indets (G);
Gl:=gbasis (F1l,plex(op(vars)));
GZ2:=gbasis (F2,plex (op(vars)));

return evalb ({op(Gl) }={op (G2) });
end:

Beispiel:

fl:=x1#x2+x1*x3:
f2:=x1+x2+x2+x3+x1:
£f3:=x1#x2+x1*x3+x3:
G:=redGB({fl,f2,f3},plex(x1l,x2,x3)):
idealgleich ({f1l,f2,£f3},G);

true

A.7 Der Algorithmus IDEALMITGLIED

idealmitglied:=proc(g,F,vars) local G;

G:=gbasis (F,plex (op(vars)));
return evalb (reduce (g, G,plex(op(vars)))=0);
end:

Beispiel:

fl:i=xxy+1:

f2:=y*2-1:

g:=x*xy"2-x:

idealmitglied(g, [f1,£f2], [x,V]);
true

A.8 Der Algorithmus IDEALBASIS

idealbasis:=proc(v,F,vars) local G,tord,i, j,r,S,
cl,c2,1t1,1t2,1,C,h;

G:=F;
tord:=tdeg (op (vars)) ;
C:=[seq([],1i=1..nops(G))1;

for i from 1 to nops(G) do
Cli]:=[seqg (0, j=1..nops(G))1;
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Cli][i]:=1;
end; #for i

while nops (S)<>0 do
S:=[];
for 1 from 1 to nops(G) do
for j from i+l to nops(G) do

ltl:=leadterm(G[i], tord);
1lt2:=leadterm(G[]j],tord);
h:=lcm(1ltl, 1t2);
cl:=leadcoeff (G[J],tord)+h/1t1;
c2:=—leadcoeff (G[]j],tord) xh/1t2;

r:=multivardiv (expand (clxG[i]+c2*xG[]]),G,tord, " q");
if r<>0 then
h:=evalm(evalm(cl*C[i]) &t+tevalm(c2«C[]]) &+
evalm(add (expand (-g[l]*C[1l]),1=1..nops(G))));

for 1 from 1 to nops(F) do
h[l]:=expand(h[1]);
end; #for 1

S:=[op(S),r];
C:=[op(C),evalm(h)];
end if; #r<>0
end; #for jJ
end; #for i
G:=[op(G),op(S)];
od; #while

r:=multivardiv (v, G,tord, ' q");

if r<>0 then
error "v not in ideal"
end 1if;

hi=[1;
for 1 from 1 to nops(F) do

h:=[op (h),add (expand(gq[j]1*C[J][1]), J=1..nops(G))];
end; #for i

return h;
end:

Beispiel:

fl:i=x"2*xy+x:
f2:=xxy"2+1:
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B:=idealbasis (x*y-x, [f1, £2], {x,v});

B := [y, —x]
expand (B[1]*xf1+B[2]*f2);
X*yY—X

A.9 Der Algorithmus IDEALSCHNITT

idealschnitt:=proc(Fs,vars) local Y,G,1i,]j,GB,Yseq;

G:={};
for 1 from 1 to nops(Fs) do #ueber alle Ideale
for j from 1 to nops(Fs[i]) do #ueber alle Elemente der
#i-ten Idealbasis
G:=G union {Y[i]*Fs[i][31};
end; #for J
end; #for i

G:=G union {add(Y[i],i=1..nops(Fs))-1};
Yseqg:=seq(Y[i],i=1..nops (Fs));
GB:=gbasis (G,plex (Yseq,op(vars)));
GB:=remove (has, GB, {Yseq}) ;

return {op (GB) };

end:

Beispiel:

Fl:={x"2+y"2,x*y}:

F2:={x"2-y"2}:

idealschnitt ({F1,F2});
{(x"2xy-y"3, x"3-y"2*x}

A.10 Der Algorithmus IDEALQUOT

idealquot:=proc(¥F,Q,vars) local i,H,M, j,qg;

M:=[seqg({},1=1..nops(Q))];
for i from 1 to nops(Q) do
H:=idealschnitt ({F, {Q[i]}},vars);
for j from 1 to nops(H) do
divide (H[J],Q[1],"gq");
M[i]:=M[i] union {g};
end; #for j
end; #for i

return idealschnitt ({op (M)}, vars);
end:

83



ANHANG A. ALGORITHMEN IN MAPLE

Beispiel:

Fl:={x"2+y"2,x*xy}:

F2:={x"2-y"2}:

idealquot (F1,F2);
{x, vy}

A.11 Der Algorithmus KEINELSG

keinelsg:=proc (F,vars) local G;

G:=gbasis (F,plex(op(vars)));
return (evalb(G=[11));
end:

Beispiel:

fl:=x"2-1:

f2:=y"2-1:

fl3i=xxy:

keineLsg ({£f1l,£f2,£3}, {x,v});
true

A.12 Der Algorithmus RADIKALMITGLIED

radikalmitglied:=proc (g, F,vars) local G;

G:=gbasis (F union {g*t-1},plex(op(vars),t));
return (evalb(G=[11));
end:

Beispiel:

fli=xxy"242xy"2:
f2:=x"4-2+«x"2+1:

g:=y-x"2+1:
radikalmitglied (g, {f1,£f2}, [x,v]);
true

A.13 Der Algorithmus LSGMENGENGLEICH
lsgmengengleich:=proc (F,G,vars) local ij;
for 1 from 1 to nops(F) do

if not (radikalmitglied(F[i],G,vars)) then
return false;
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end 1f;
end; #for i

for i from 1 to nops(G) do
if not (radikalmitglied(G[i],F,vars)) then
return false;
end 1f;
end; #for i

return true;
end:

Beispiel:

F:={x}:

G:={x"2}:

lsgmengengleich (F, G, [x]);
true

A.14 Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE

LsgSchranke:=proc (F,vars) local G,1i,schranke,lt,var, count;
G:=gbasis (F,plex (op(vars)));

if evalb(G=[1]) then
return 0; #keine Loesung
end 1f;

if nops (G)<nops (vars) then
return infinity; #unendlich viele Loesungen
end 1if;

schranke:=1;
count :=0;

for 1 from 1 to nops(G) do
lt:=leadterm(G[i],plex(op(vars)));
if nops(indets(lt) intersect {op(vars)})=1 then
if nops(lt)>1 then #ist nops(lt)=1, zB x1, so wirde nur
#der Faktor 1 dazu
#kommen (Exponent von x1)
schranke:=schrankexop (2, 1t);
end 1f;
count :=count+1;
end 1if;
end; #for i
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if count<nops (vars) then
return infinity; #unendlich wviele Loesungen
end 1if;

return schranke;
end:

Beispiele:

fl:=x1"5-2+x1*xX2"2*xx3+x2"4*xx3"2-37:
f2:=x2"34+2xx2"2xx3-x3"3:
£f3:=x3"4-x3"3-x3"2-x3-2:
LsgSchranke ({f1,f2,f3}, [x1,x2,x3]);

60
gl:=x+y-1:
g2:=x+ty+1l:
LsgSchranke ({gl}, [x,v]);
00

LsgSchranke ({gl, g2}, [x,vy]);
0

A.15 Der Algorithmus LSG

#Voraussetzung: G ist Grdbnerbasis bzgl. der
#lexikographischen Ordnung mit vars[l]>vars[2]>...
Lsg:=proc(G,vars) local i,s,E,v,qg,N,L,Gs,loesung, j;

v:=vars [nops (vars) ];
E:={};

for 1 from 1 to nops(G) do

if (indets(G[i]) intersect {op(vars)})={v} then
E:=E union {G[i]};
end if;

end; #for i

if nops(E)=1 then

g:=E[1];
else
g:=E[1];

for 1 from 2 to nops(E) do
g:=gcd(g,E[1]);
end; #for i
end 1if;
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N:=[solve (g=0,0p (v))];

if N=[] then
return {};
end if;

if nops(vars)=1 then
L:={};
for i from 1 to nops(N) do
if (not(type(N[i],Root0Of))) and
L:=L union {{[op(v),N[i]]}};
end 1if;
end; #for i
return L;
end if;

L:={};

for i from 1 to nops(N) do

if (Im(N[1i])=0) and (not(type(N[i],RootOf)))

Gs:=simplify (G, {op(v)=N[i]});
Gs:={op(Gs)} minus {0};
loesung:=Lsg(Gs,vars[l..-2]);

for j from 1 to nops(loesung) do

L:=L union {loesung[j] union {[op (V)

end; #for ]
end 1if;
end; #for i

return L;
end:

Beispiel:

f1:=x1"5-2*x1*xxX2"2xx3+x2"4+xx3"2-37:
f2:=x2"34+2xx2"2xx3-x3"3:
£f3:=x3"4-x3"3-x3"2-x3-2:
Lsg({fl,f2,£f3}, [x1,x2,x3]);

{{[x1, 21, [x2, 1], [x3, -11}}

(Im(N[1i])

0) then

then

(N[1TT}}
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Anhang B

Funktionen und Algorithmen in MAPLE
zu Teil IV

Anhang [B| besteht aus 2 Teilen: Zuerst werden Funktionen angefiihrt, die zum Grofteil
entweder an Funktionen aus dem Paket Groebner angelehnt sind oder andere praktische
Funktionalititen erfiillen. Danach werden die MAPLE-Implementierungen der Algorithmen,
die im Teil [V]behandelt wurden, angefiihrt. Um dabei die Algorithmen, die analog zu jenen
aus Anhang [A| sind, von diesen unterscheiden zu konnen, ist dem Namen das Prifix ,M*
(fiir Modul) vorgestellt.

B.1 Die Funktion Mbasecoeffindex

Mbasecoeffindex bestimmt den minimalen Index der Basisvektoren e[1], die in £
auftreten.

Mbasecoeffindex:=proc(f) local 1ij;

i:=1;

while not (has(f,e[i])) do
i:=i+1;

end;

return i;

end:

Beispiel:
Mbasecoeffindex (x1"2*xe[3]+x2"2*xe[2]);

2

B.2 Die Funktion Mtestorder

Diese Funktion liefert genau dann t rue, wenn t 1 kleiner oder gleich t 2 bzgl. tord ist.

Mtestorder:=proc(tl,t2,tord) local i;
#true <=> tl "kleiner gleich" t2
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i:=1;
while 1<>2 do
if has(tl,e[i]) then
if has(t2,e[i]) then
return testorder (lcoeff(tl,e[i]),lcoeff(t2,e[i]),tord);
else
return false;
end 1if;
else
if has(t2,e[i]) then
return true;
end 1if;
end if;
i:=1i+1;
end; #while

return true;
end:

Beispiele:

Mtestorder (x1xe[3],x2xe[2],plex (x1,x2));
true

Mtestorder (x1lxe[2],x2*e[2],plex (x1l,x2));
false

B.3 Die Funktion Msupp

Diese Funktion liefert den Triger von v als Menge. Die verwendete Funktion suppL ist in
Abschnitt[A.2](Seite[77) definiert.

Msupp:=proc(v) local i,S,H, j;
S:={};
for 1 from 1 to nops(v) do
if v[1]<>0 then
H:=suppL(vI[i]);
for j from 1 to nops(H) do
:=S union {H[]Jl=*xel[i]};
end; #for ]
end 1if;
end; #for i

return S;
end:

Beispiel:
Msupp ([x1*x2,x1,x2*xx3]);
{x1xe,, x1*x2*xe;,x2xx3%e3}
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B.4 Die Funktion MsuppL

Diese Funktion liefert den Triger von v als Liste. Die verwendete Funktion suppL ist in
Abschnitt[A.2](Seite[77) definiert.

MsuppL:=proc(v) local i,S,H, j;

S:=[1;
for i from 1 to nops(v) do
if v[i]<>0 then
H:=suppL(v[i]);
for j from 1 to nops(H) do
S:=[op(S),el1]*H[J]];
end; #for j
end 1if;
end; #for 1

return S;
end:

Beispiel:
MsuppL ([x1*x2,x1,x2%*x3]) ;
[x1xx2%e;,x1xey, x2xx3*e3]

B.5 Die Funktion Mleadterm
Diese Funktion liefert den Leitterm von f bzgl. der Termordnung tord.

Mleadterm:=proc (f,tord) local i,m,s;

s:=Msupp (f) ;
m:=s[1];
for i from 2 to nops(s) do
if Mtestorder (m,s[i],tord) then
m:=s[1i];
end 1f;
end; #for i

return m;
end:

Beispiel:
Mleadterm([x1*x2,x1,x2xx3],plex (x1,x2,x3));
x1*x2*eq,
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B.6 Die Funktion Mleadcoeff

Diese Funktion liefert den Leitkoeffizienten von f bzgl. der Termordnung tord.

Mleadcoeff:=proc(f,tord) local 1t,i;
lt:=Mleadterm(f, tord);
i:=Mbasecoeffindex (1lt) ;
if type(f[i],numeric) then

return f[i];
else

return lcoeff (f[i],lcoeff(lt,e[di]));
end 1if;
end:

Beispiel:

Mleadcoeff ([4*x1*xx2,x1,x2*x3],plex (x1,x2,x3));
4

B.7 Die Funktion Msvector
Diese Funktion liefert den S-Vektor von v und w bzgl. der Termordnung tord.

Msvector:=proc(v,w,tord) local i, Jj,ltv,ltw,
coeff 1tv,coeff ltw,h;

ltv:=Mleadterm(v, tord) ;
ltw:=Mleadterm(w, tord)
i:=Mbasecoeffindex (1ltv);
j:=Mbasecoeffindex (1tw)

4

14

if i<>j then
return [seq(0,i=1..nops(v))];
end 1if;

coeff ltv:=lcoeff (ltv,e[i]);
coeff ltw:=lcoeff(ltw,e[]]);
h:=lcm(coeff_ltv,coeff_ltw);
return
expand (Mleadcoeff (w, tord) *h/coeff_ltvxv-
Mleadcoeff (v, tord) xh/coeff ltwx*w);

end:

Beispiele:
fl:=[x1724+1,0,17:
f2:=[x1*x2+x2,0,07:
£f3:=[0,0,x1xx2]:
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Msvector (fl, £2,plex (x1,x2));
[-x1*x2+x2, 0, x2]
Msvector (fl, £3,plex (x1,x2));

[0, 0, 0]
Msvector (£2, £3,plex(x1,x2));
[0, 0, 0]

B.8 Die Funktion Msvector?2

Diese Funktion liefert den S-Vektor von v und w bzgl. der Termordnung t ord und die dabei
berechneten Koeffizienten; d.h. Msector?2 (v, w, tord, ' cv’,’ cw’) liefert cv und cw
so, dass der S-Vektor gleich cv+v+cwxw ist.

Msvector2:=proc (v, w, tord, cv, cw)
local i, j,1ltv,1ltw,coeff_ltv,coeff_ltw,h,_cv,_cw;

’

ltv:=Mleadterm (v, tord)
ltw:=Mleadterm (w, tord)
i:=Mbasecoeffindex (ltv
j:=Mbasecoeffindex (1ltw

.
’

)i
)
if i<>7j then

cv:=0;

cw:=0;

return [seqg(0,i=1..nops(v))]1;
end 1if;

coeff ltv:=lcoeff (ltv,el[i]);
coeff ltw:=lcoeff(ltw,e[]]);

h:=lcm(coeff_ltv,coeff_ 1ltw);
_cv:=Mleadcoeff (w,tord) xh/coeff 1ltv;
_cw:=—Mleadcoeff (v,tord) xh/coeff ltw;
CV:=_CV;

CW:=_CW;

return expand (_Cv*V+_Cwx*Ww) ;
end:

Beispiele:

fl:=[x1"2+1,0,1]:

f2:=[x1xx2+x2,0,07:

£f3:=[0,0,x1xx2]:

Msvector2 (fl, f2,plex(x1,x2),’'cv’, " cw’);
[-x1*x2+x2, 0, x2]

print (cv);
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X2
print (cw) ;
-x1

B.9 Der Algorithmus MMULTIVARDIV
Mmultivardiv:=proc(g,F,tord,q) local h,i,red,gh,null;

h:=g;
null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]1))1;
g:=array(l..nops (F));

for i from 1 to nops(F) do
qli]:=0;
end; #for i

while h<>null do
red:=false;

for i from 1 to nops(F) do
if divide (Mleadterm(h,tord),Mleadterm(F[i],tord),’  quot’)
then
gh:=Mleadcoeff (h, tord) /Mleadcoeff (F[i], tord) *quot;
h:=expand (h—-gh*F[i]);
alil:=qgl[i]+gh;
red:=true;
break;
end 1if;
end; #for

if not (red) then
return h;
end if;
od:

return null;
end:

Beispiel:

fl:=[x1"2+1,0,17:

f2:=[x1x»x2+x2,0,07:

£f3:=[0,0,x1*x2]:

Mmultivardiv ([x1*x2,x2,0], [f1,£f2,£3],plex(x1,x2),"q");
[-x2, x2, 0]

print (q);
[0, 1, O]
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B.10 Der Algorithmus MNORMALF

Mnormalf:=proc(g,F,tord) local G,i,j,n,Sp,m,q,c,p, £, m_Jj,ei;

G:=[1;

for i from 1 to nops(F) do
G:=[op(G) ,Mleadterm(F[i],tord)];

end; #for i

n:=gy

while 1<>2 do
Sp:=MsuppL (n) ;
m:=-1;

for 1 from 1 to nops(Sp) do
for j from 1 to nops(G) do
if divide (Spl[il,G[3j],"g’") then
if m=-1 then
m:=Sp[i];
p:i=g;
m_Jj:=3j;
break;
else
if Mtestorder (m,Sp[i],tord) then
m:=Sp[il;
p:i=g;
m_Jj:=3j;
break;
end if;
end if;
end 1f;
end; #for j
end; #for i

if m=-1 then
return n;
end 1if;

ei:=Mbasecoeffindex (m);
c:=lcoeff(nf[ei],m/e[el]);
f:=F[m_3j];

n:=expand (n- (c/Mleadcoeff (f,tord)) p*f);
if type(n,’complex’) then

return n;
end 1f;
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od; #while
end:

Beispiel:

Mnormalf ([x172,x1xx2], [[x1*x2,0], [x1,x2]],plex(x1,x2));
[0, 0]

B.11 Der Algorithmus MBUCHBERGER
Mbuchberger:=proc (F, tord) local G,i, j,r,S,null,qg;

null:=[seqg(0,i=1..nops (F[1]1))];
G:=F;
S:={1};
while nops (S)<>0 do
S:={};

for i from 1 to nops(G) do
for 3 from i+l to nops(G) do
r:=Mmultivardiv (Msvector (G[i],G[Jj],tord),G,tord,’'q");
if r<>null then
S:=S union {r};
end 1if;
end; #for j
end; #for i

G:=G union S;
od; #while

return Gj;
end:

Beispiel:

Mbuchberger ({ [x1xx2,0], [x1,x2]},plex(x1,x2));
{[Xl*XZ, O]r [Xlr XZ]/ [Or _X2A2]}

B.12 Die Funktion MbuchbergerKoeff

Diese Funktion ist eine Erweiterung des Algorithmus MBUCHBERGER. Sie liefert nicht
nur eine Grobnerbasis von F zuriick, sondern in cv auch die Koeffizienten der Darstellung
der gelieferten Grobnerbasis bzgl. F.

MbuchbergerKoeff :=proc(F, tord,cv) local G,i,j,r,S,sp,cl,c2,
1,k,_cv,null, ch;
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G:=F;

null:=[seqg(0,i=1..nops (F[11))];

_cv:=[seq([],1=1..nops(G))];

for 1 from 1 to nops(G) do
_cv[i]:=[seq(0,J=1..nops(G))];
_cv[i][i]:=1;

end; #for i

k:=nops (G) ;
while nops (S)<>0 do
S:=[1;
k:=0;
for i from 1 to nops(G) do
for j from i+l to nops(G) do
sp:=Msvector2 (G[i],G[]J],tord, ' cl’,"c2");
r:=Mmultivardiv (sp,G,tord,"q’);
if r<>null then
S:=[op(S),r];
k:=k+1;

ch:=[seq (0, J=1..nops (G)) 1;
ch:=evalm(add (expand (-g[l]*_cv[1l]),1=1..nops(G)));
ch:=evalm(ch&+evalm(cl*_cvi[i]));
ch:=evalm(ch&t+evalm(c2*_cv[jl));
_cv:=[op(_cv),convert (evalm(ch),list)];
for 1 from 1 to nops(F) do
_cv[nops (G)+k] [1] :=expand(_cv[nops (G)+k][1l]);
end; #for 1
end if; #r<>0
end; #for J

end; #for i

G:=[op (G),o0p(S)];

od; #while

CV:=_cCV;
return Gj;
end:

Beispiel:

MbuchbergerKoeff ({ [x1*x2,0], [x1,x2]},plex(x1,x2),’ cv");
{[x1*xx2, 0], [x1, x2], [0, —-x2721}

print (cv);
(rx, o1, o, 11, [1, -x2]]
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B.13 Der Algorithmus MISTGROBNER

MistGroebner:=proc (F,tord) local i, j,r,S,null,qg;
if nops(F)=0 then return false;end if;

null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]1))1;
for 1 from 1 to nops(F) do

for j from i+l to nops(F) do

if Mmultivardiv (Msvector (F[i],F[]j],tord),F,tord,’ g’ )<>null

then
return false;

end 1f;

end; #for j
end; #for i

return true;
end:

Beispiel:

MistGroebner ({[x1, x2], [0, x272]},plex(x1,x2));
true

B.14 Der Algorithmus MREDGB
MredGB:=proc (F,tord) local null,H,G,i,qg,h, found;

null:=[seq(0,i=1..nops (F[1]))];
H:=Mbuchberger (F, tord) ;
G:={1};

for 1 from 1 to nops(H) do
G:=G union {H[1]/Mleadcoeff (H[i],tord)};
end; #for i

found:=false;
while 1<>2 do

found:=false;
for i from 1 to nops(G) do

h:=Mnormalf (G[i],G minus {G[i]},tord);

if h<>G[i] then found:=true;break;end if;
end; #for i

if found then
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G:=G minus {G[i]};
if h<>null then
G:=G union {h/Mleadcoeff (h,tord)};

end 1if;

else
break;

end 1f;

od; #while

return G;
end:

Beispiel:

MredGB ({ [x1*x2,0], [x1,x2]},plex (x1,x2));
{[x1, x2], [0, x272]}

B.15 Der Algorithmus INHOMOGENELSG
MInhomLsg:=proc (F, £0,vars) local G,c,d;

G:=MbuchbergerKoeff (F,plex (op(vars)),’'c’);
Mmultivardiv (£0,G,plex (op(vars)),’ 'd");
return evalm(d&+matrix(c));

end:

Beispiel:

fO:=[2+x1"242+x2"2,x1%x2] :
fl:=[x1+x2,x1"2*xx2]:
f2:=[x1-x2,x1*x2"2]:
£f3:=[0,x1+x2+x1]:
f4:=[0,x1%xx2]:

[f1,f2,£f3,f4]:
MInhomLsg (F, £0, [x1,x2]);

L = [2%x1, —2%*x2, 2%X2"2-2xx2, —-2*x172+3]
expand (add (L[k]*«F[k],k=1..4));
[2xx17°2+2%x272, X1*xx2]

F:=
L:=

B.16 Der Algorithmus KERNGAMMA

MKernGamma :=proc (G, tord) local i,3j,S,cl,c2,t,u,E;

E:={};
for i from 1 to nops(G) do
for j from i+l to nops(G) do
S:=Msvector2(G[i],G[]],tord,’ cl’,’"c2");
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if (cl<>0) or (c2<>0) then
Mmultivardiv (S, G, tord,’ t’);
u:=[seqg(tl[k],k=1..nops(G))];
uli]:=t[i]-cl;
uljl:=t[j]l-c2;
E:=E union {u};

end 1f;

end; #for j
end; #for i

return E;

end:
Beispiel
gl:=[x1,0]
g2:=[x2,0]
g3:=[0,x1]
G:=[gl,g2,93]:
E:=MKernGamma (G, tdeg (x1,x2) ) ;
E := {[-x2, x1, 0]}
expand (add (G[k]*E[1] [k],k=1..nops(G)));

(0, 0]

B.17 Der Algorithmus KERNPHI

MKernPhi:=proc(F,vars) local G,c,i,h,d,Egamma, Ephi, cMtx,
zMtx, yMtx;

G:=MbuchbergerKoeff (F,plex (op(vars)),’'c’);

d:=[seqg([],1i=1..nops(F))];

for 1 from 1 to nops(F) do
Mmultivardiv(F[i],G,plex (op(vars)),’'h’);
h:=convert (h,list);
d[i] :=evalm(h);

end; #for i

cMtx:=matrix(c);
zMtx:=evalm(matrix (d) &xcMtx-Matrix (1..nops(F),1..nops (F),
Vector ([seqg(l,i=1..nops (F))]1),shape=diagonal)) ;
Ephi:={op (convert (zMtx, listlist)) };

Egamma : =MKernGamma (G, plex (op (vars)) ) ;
if nops(Egamma)>0 then
yMtx:=evalm (matrix ([op (Egamma) ]) &*cMtx) ;

Ephi:=[op (expand (Ephi union {op(convert (yMtx,listlist))})
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minus {[seq(0,i=1..nops(F))1})1;
end 1f;

#Zusaetzlich: Leitkoeffizient jedes Elementes von Ephi > 0;
#eliminiert Elemente, die sich nur durch den Faktor (-1)

#unterscheiden

for i from 1 to nops (Ephi) do
h:=Mleadcoeff (Ephi[i],plex (op(vars)));
if h<0 then
Ephi[i]:=(-1)+*Ephi[i];
end 1f;
end; #for i

return {op (Ephi) };

end:

Beispiel:
fl:=[x1+x2,x1"2xx2]:
f2:=[x1-x2,x1*xx2"2]:
£3:=[0,x1*x2+x1]:
f4:=[0,x1*x2]:

F:=[fl,f2,£f3,£f4]:
E:=MKernPhi (F, [x1,x2]);
E = {[x1-x2, —x1-x2, 2*x1*xx2+x2"2-x2,
[0, 0, x2, —-1-x2]}
expand(add(E[1] [k]*F[k],k=1..nops(F)));
[0, O]
expand(add(E[2] [k]*F[k],k=1..nops(F)));
[0, O]

-x17"2-2*xx1+1],
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