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Einleitung

So eine Arbeit wird eigentlich nie fertig,
man muss sie für fertig erklären,

wenn man nach Zeit und Umständen das Mögliche getan hat.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Italienische Reise.

Die vorliegende Arbeit behandelt verschiedene Aspekte von Polynomidealen in der Com-
puteralgebra. Dabei steht vor allem die algorithmische Umsetzung im Vordergrund. Jedes
beschriebene Verfahren und jeder beschriebene Test wird als Algorithmus mit genauer Spe-
zifikation der Ein- und Ausgabewerte formuliert, dessen Termination und Korrektheit be-
wiesen und mit einem Beispiel dessen Verwendung illustriert. Darüber hinaus findet sich im
Anhang eine Implementierung aller Algorithmen in MAPLE 8.

Die Arbeit ist in fünf große Teile gegliedert, die inhaltlich wie folgt aufgebaut sind:

Der erste Teil enthält alle wichtigen und grundlegenden Definitionen, die in den weiteren
Kapiteln benötigt werden. Insbesondere werden Gröbnerbasen und deren wichtigste Eigen-
schaften eingeführt und erläutert. In diesem Zusammenhang wird auch der BUCHBERGER-
Algorithmus angeführt, der dazu dient, eine Gröbnerbasis eines vorgegebenen Polynom-
ideals zu berechnen. Gröbnerbasen werden in weiterer Folge für die Implementierung aller
behandelten Algorithmen verwendet.

Im zweiten Teil wird gezeigt, wie verschiedene Tests auf Polynomidealen mit Hilfe von
Gröbnerbasen algorithmisch durchgeführt werden können. Außerdem werden in diesem Teil
zwei Algorithmen zur Berechnung des Durchschnitts und des Quotienten zweier Ideale vor-
gestellt.

Der dritte Teil behandelt eine der Hauptanwendungen von Gröbnerbasen: Systeme von Po-
lynomgleichungen. Dabei werden Tests für die folgenden Fragestellungen formuliert und
implementiert: hat ein vorgegebenes Polynomgleichungssystem Lösungen, haben zwei vor-
gegebene Polynomgleichungssysteme die selben Lösungen und wie viele Lösungen hat ein
vorgegebenes Polynomgleichungssystem maximal. Außerdem wird gezeigt, wie man alle
Lösungen eines Systems von Polynomgleichungen berechnen kann, sofern die Lösungsmen-
ge endlich ist.

Im vierten Teil werden Systeme linearer Gleichungen mit Koeffizienten in Polynomringen
behandelt. Statt der Ideale, die in den bisherigen Teilen die zentrale algebraische Struktur

1



EINLEITUNG

waren, haben dort die Moduln diese Rolle. Es zeigt sich, dass die meisten Begriffe und Sätze
aus dem ersten Teil analog übernommen werden können.

Der fünfte Teil zeigt, dass jedes Ideal in einem noetherschen Ring in sogenannte primäre
Ideale zerlegt werden kann. Diese Primärzerlegung ist außerdem in einem gewissen Sinn
eindeutig.

Anhang A beinhaltet die Implementierung sämtlicher behandelter Algorithmen aus den er-
sten drei Teilen in MAPLE 8.
In Anhang B finden sich die Implementierungen der Funktionen und Algorithmen, die im
vierten Teil behandelt werden.

Bemerkung: Es hat sich gezeigt, dass der MAPLE-Befehl gbasis, der eigentlich eine redu-
zierte Gröbnerbasis (siehe Abschnitt 2.6 ab Seite 18) zurückliefern sollte, nicht immer gemäß
seiner Spezifikation funktioniert: MAPLE normiert in gewissen Fällen die zurückgelieferte
Gröbnerbasis nicht richtig, sodass der Leitkoeffizient nicht immer 1 ist. gbasis dürfte in
MAPLE so implementiert sein, dass alle Koeffizienten in Z liegen.

Beispiel:

f1:=x1*x2+x1^2*x2+x2*x3:
f2:=x1*x2^2+x2^2+x1*x3:
f3:=x1+x1*x2^2+x3:
F:={f1,f2,f3}:
B:=gbasis(F,tdeg(x1,x2,x3)):
leadcoeff(B[4],tdeg(x1,x2,x3));

2
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Teil I

Grundlagen und Gröbnerbasen
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GRUNDLAGEN UND GRÖBNERBASEN

Im 1.Teil werden die Grundlagen für die weiteren Kapitel behandelt.
Dabei werden im 1.Kapitel Polynomringe über einem Körper K und Ideale (spezielle Un-
terringe eines Rings R) definiert. Dann wird der für die ganze Arbeit zentrale Begriff der
noetherschen Ringe eingeführt und der ebenso wichtige HILBERTsche Basissatz formuliert
und bewiesen.
Im 2.Kapitel wird auf den spezielleren Fall der Ideale eines multivariaten Polynomrings ein-
gegangen. Nach der Einführung von Begriffen wie Termordnung, Leitterm und Division mit
Rest werden Gröbnerbasen definiert und deren wichtigste Eigenschaften behandelt. Zum Ab-
schluss dieses Kapitels wird gezeigt, dass zu jedem Polynomideal eine eindeutig bestimmte
reduzierte Gröbnerbasis existiert.
Wie Gröbnerbasen berechnet werden können, wird im 3.Kapitel gezeigt. Der Algorithmus,
der dabei zum Einsatz kommt, ist der BUCHBERGER-Algorithmus. Außerdem wird gezeigt,
wie dieser Algorithmus erweitert werden kann, um aus einer beliebigen Gröbnerbasis eines
Polynomideals dessen reduzierte Gröbnerbasis zu berechnen.

4



Kapitel 1

Grundlagen

Die Grundlage ist das Fundament der Basis.

LE CORBUSIER

In diesem Kapitel werden wichtige Begriffe und Notationen definiert und eingeführt, von
denen in den weiteren Kapiteln häufig Gebrauch gemacht wird. Außerdem wird der
HILBERTsche Basissatz, der in der Theorie der Gröbnerbasen (siehe Kapitel 2 ab Seite 11)
eine zentrale Rolle spielt, formuliert und bewiesen.

1.1 Polynome
Aus kleinem Anfang entspringen alle Dinge.

MARCUS TULLIUS CICERO

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 1.1 Seien

R[x] := {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N≥0, ai ∈ R},

+ :

 R[x]×R[x]→ R[x]
n∑
k=0

akx
k +

n∑
k=0

bkx
k 7→

n∑
k=0

(ak + bk)x
k

und

· :


R[x]×R[x]→ R[x]
n∑
k=0

akx
k ·

n∑
k=0

bkx
k 7→

2n∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i)x
k .

Dann heißt R[x] mit den gerade definierten Operationen + und · Polynomring in x über R.

Lemma 1.1 R[x] ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

5



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Beweis: trivial. �

Definition 1.2 Sei f(x) =
n∑
k=0

akx
k ∈ R[x] mit an 6= 0. Dann heißt n der Grad von f(x)

(in Zeichen n = grad(f(x))) und an heißt der führende Koeffizient von f(x).

Definition 1.3 Allgemein wird der Polynomring in n Variablen x1, . . . , xn mit n ≥ 1 über
einem Ring R induktiv definiert durch

(1) n = 1: R[x1] := R[x],

(2) n ≥ 2: R[x1, . . . , xn] := (R[x1, . . . , xn−1])[xn].

Satz 1.1 Mit der Konvention ∀1 ≤ i ≤ n : x0
i = 1 gilt

R[x1, . . . , xn] =
{ ∑

0≤i1,...,in≤m

ai1...inx
i1
1 · · ·xinn | m ∈ N, ai1...in ∈ R

}
.

Beweis: Durch vollständige Induktion nach n. �

Definition 1.4 Seien m ∈ N und 0 6= f(x1, . . . , xn) =
∑

0≤i1,...,in≤m
ai1...inx

i1
1 · · ·xinn ∈

R[x1, . . . , xn]. Dann ist der Grad von f(x1, . . . , xn) definiert als:

grad(f(x1, . . . , xn)) := max
0≤i1,...,in≤m

{ n∑
k=1

ik| ai1...in 6= 0
}
.

1.2 Ideale
Ideale sind wie Sterne.

Wir erreichen sie niemals,
aber wie die Seefahrer auf dem Meer,
richten wir unseren Kurs nach ihnen.

CARL SCHURZ

Definition 1.5 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und ∅ 6= I ⊆ R. Dann heißt I
ein Ideal von R (in Zeichen I ER) genau dann, wenn

(1) ∀a, b ∈ I : a+ b ∈ I .

(2) ∀a ∈ I, r ∈ R : ar ∈ I .

Lemma 1.2 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I ein Ideal von R.
Dann gilt: 1 ∈ I ⇐⇒ I = R.

Beweis: trivial. �
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Satz 1.2 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, a ∈ R und

〈a〉R := {ar | r ∈ R}.

Dann ist 〈a〉R das kleinste Ideal von R, welches a enthält.

Beweis: 〈a〉R ist ein Ideal: Seien r1, r2 ∈ R. ar1, ar2 ∈ 〈a〉R =⇒ ar1 + ar2 = a(r1 + r2) ∈
〈a〉R; für ein r ∈ R ist r(ar1) = a(rr1) ∈ 〈a〉R.
Da jedes Ideal, welches a enthält, alle ar mit r ∈ R und damit 〈a〉R enthalten muss, ist 〈a〉R
das kleinste Ideal, welches a enthält. �

Bemerkungen:

(1) I ER ist ein Unterring von R.

(2) 〈a〉R heißt das von a erzeugte Ideal von R.

(3) Analog bezeichnet

〈a1, . . . , an〉R := {a1r1 + · · ·+ anrn | r1, . . . , rn ∈ R}

das von a1, . . . , an erzeugte Ideal von R und ist das kleinste Ideal von R, welches
a1, . . . , an enthält. Das Ideal 〈a1, . . . , an〉R heißt dann endlich erzeugt und a1, . . . , an
heißt endliches Erzeugendensystem von 〈a1, . . . , an〉R.

(4) Sei A ⊆ R. Dann heißt

〈A〉R :=
{ n∑

i=1

airi | n ∈ N>0, ri ∈ R und ai ∈ A für 1 ≤ i ≤ n
}

das von A erzeugte Ideal von R und ist das kleinste Ideal von R, welches A ent-
hält. Ist A endlich, dann heißt das Ideal 〈A〉R endlich erzeugt und A heißt endliches
Erzeugendensystem von 〈A〉R.

(5) Wenn klar ist, in welchem Ring R gerechnet wird, wird für 〈a1, . . . , an〉R bzw. 〈A〉R
abkürzend 〈a1, . . . , an〉 bzw. 〈A〉 geschrieben.

Definition 1.6 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I1, I2 ER.

(1) I1 + I2 := {a+ b | a ∈ I1, b ∈ I2} heißt Summe der Ideale I1 und I2.

(2) I1 · I2 :=
{ k∑
i=1

aibi | ai ∈ I1, bi ∈ I2, k ∈ N>0

}
heißt Produkt der Ideale I1 und I2.

(3) I1:I2 := {r ∈ R | ∀b ∈ I2 : rb ∈ I1} heißt Quotient der Ideale I1 und I2.

Lemma 1.3 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Für ai ∈ R gilt: 〈a1, . . . , an〉 =
〈a1〉+ · · ·+ 〈an〉.

7



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Beweis: trivial. �

Satz 1.3 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I1, I2 ER. Dann gilt:

(1) I1 + I2 ER,

(2) I1 ∩ I2 ER,

(3) I1 · I2 ER und

(4) I1:I2 ER.

Beweis: (1)-(3): trivial.
(4): Seien r1, r2 ∈ I1 :I2. Dann ist ∀b ∈ I2 : (r1 + r2)b = r1b + r2b ∈ I1, da ∀b ∈ I2 :
r1b, r2b ∈ I1. Also: r1 + r2 ∈ I1:I2.
Sei r ∈ R. ∀b ∈ I2 : (rr1)b = r(r1b) ∈ I1. Also: rr1 ∈ I1:I2. �

Lemma 1.4 Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement und I1, I2, I3 ER. Dann gilt:

I1:(I2 + I3) = (I1:I2) ∩ (I1:I3).

Beweis:⊆: Sei a ∈ I1:(I2 +I3). Dann gilt: ∀a2 ∈ I2, a3 ∈ I3 : a(a2 +a3) ∈ I1. Insbesondere:
∀a2 ∈ I2 : aa2 ∈ I1 und ∀a3 ∈ I3 : aa3 ∈ I1, da 0 ∈ I2 und 0 ∈ I3. Daher gilt: a ∈ I1:I2 und
a ∈ I1:I3 =⇒ a ∈ (I1:I2) ∩ (I1:I3).
⊇: Sei a ∈ (I1:I2) ∩ (I1:I3). Dann gilt: ∀a2 ∈ I2 : aa2 ∈ I1 ∧ ∀a3 ∈ I3 : aa3 ∈ I1.
=⇒ ∀a2 ∈ I2, a3 ∈ I3 : a(a2 + a3) = aa2 + aa3 ∈ I1 =⇒ a ∈ I1:(I2 + I3). �

1.3 Noethersche Ringe
Wie weit diese Methoden reichen werden,

muss erst die Zukunft zeigen.

EMMY NOETHER

Definition 1.7 Ein kommutativer Ring mit EinselementR heißt noethersch, wenn alle Idea-
le von R endlich erzeugt sind. Also: ∀I ER : ∃a1, . . . , ak ∈ R : I = 〈a1, . . . , ak〉R.

Satz 1.4 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Die folgenden Aussagen sind äqui-
valent:

(1) R ist noethersch.

(2) Jede echt aufsteigende Folge von Idealen in R ist endlich,
d.h.: Sind I1, I2, . . . Ideale von R mit I1 ( I2 ( . . ., dann gilt: ∃k ∈ N : Ik maximal
in R.
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(3) Für alle Teilmengen F ⊆ R gibt es endliche Teilmengen E ⊆ F mit 〈E〉 = 〈F 〉.

Beweis: (1)=⇒(2): Sei I1 ( I2 ( . . . eine echt aufsteigende Folge von Idealen. Dann ist

I :=
⋃
j≥1

Ij

ein Ideal. Nach (1) gibt es a1, . . . , ak ∈ R mit I = 〈a1, . . . , ak〉R. Nach Definition von I gibt
es ein m so, dass a1, . . . , ak ∈ Im. Also gilt I = Im und Im ist das letzte Element der Folge
I1 ( I2 ( . . . .
(2)=⇒(3): Sei F ⊆ R. Wähle a1, a2, a3, . . . ∈ F so, dass a2 /∈ 〈a1〉, a3 /∈ 〈a1, a2〉, . . . . Dann
ist 〈a1〉 ( 〈a1, a2〉 ( . . . eine echt aufsteigende Folge von Idealen. Nach (2) gibt es ein k so,
dass 〈a1, . . . , ak〉 = 〈F 〉.
(3)=⇒(1): trivial. �

Satz 1.5 (HILBERTscher Basissatz) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Wenn
R noethersch ist, dann ist auch R[x1, . . . , xn] noethersch.

Beweis: Vollständige Induktion nach n. Für n = 1: Annahme: Sei I E R[x1] ein Ideal, das
nicht endlich erzeugt wird. Dann ist I nicht das von 0 erzeugte Ideal.
Man definiert nun eine Folge (fi)i≥1 von Elementen aus I induktiv wie folgt: Wähle f1 ∈ I
mit minimalem Grad d1 und f1 6= 0. Seien f1, . . . , fi ∈ I bereits gewählt, so wähle fi+1 ∈
I \ 〈f1, . . . , fi〉 mit minimalem Grad di+1.
Dann gilt d1 ≤ d2 ≤ . . . .
Sei nun ci ∈ R der führende Koeffizient von fi. Weil R noethersch ist, gibt es ein k ∈ N mit:
〈c1, . . . , ck〉R = 〈c1, . . . , ck+1〉R.
Wähle r1, . . . , rk ∈ R so, dass

ck+1 =
k∑
i=1

rici

und definiere

g :=
k∑
i=1

rix
dk+1−difi︸ ︷︷ ︸

∈〈f1,...,fk〉

− fk+1︸︷︷︸
∈I\〈f1,...,fk〉

.

Dann gilt: g ∈ I \ 〈f1, . . . , fk〉 (Denn wäre g ∈ 〈f1, . . . , fk〉, würde aus der Definition von g
folgen, dass auch fk+1 ∈ 〈f1, . . . , fk〉. Das wäre ein Widerspruch zur Konstruktion der Folge
(fi).) und grad(g) < dk+1 = grad(fk+1). Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalität von
dk+1.
Für n > 1: R[x1, . . . , xn] = (R[x1, . . . , xn−1])[xn]. R[x1, . . . , xn−1] ist noethersch nach In-
duktionsannahme und daher nach Fall n = 1 auch (R[x1, . . . , xn−1])[xn]. �

Bemerkung: Jeder Hauptidealring (also auch jeder Körper) ist noethersch und somit auch
Polynomringe über diesen. Beispiele dafür sind Z[x1, . . . , xn], Q[x1, . . . , xn], C[x1, . . . , xn]
und Zm[x1, . . . , xn].

9



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.4 Moduln
Be wise! Generalize!

PICCAYNE SENTINEL

Definition 1.8 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein R-Modul V ist eine kom-
mutative Gruppe, deren Verknüpfung mit + bezeichnet wird, zusammen mit einer Skalarmul-
tiplikation

· :
{
R× V → V
(r, v) 7→ r · v ,

die für alle r, s ∈ R und v, v′ ∈ V die folgenden Axiome erfüllt:

(1) 1 · v = v.

(2) (rs) · v = r · (s · v).

(3) (r + s) · v = r · v + s · v.

(4) r · (v + v′) = r · v + r · v′.

Moduln sind also eine Verallgemeinerung von Vektorräumen auf Ringe; ein K-Modul über
einem Körper K ist ein K-Vektorraum.

Definition 1.9 Ein Untermodul eines R-Moduls V ist eine nichtleere Teilmenge von V , die
unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

Definition 1.10 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und n ∈ N>0. Dann heißt der
R-Modul Rn freier Modul über R.

Satz 1.6 Die Untermoduln des R-Moduls R sind die Ideale von R.

Beweis: Nach Definition ist ein Ideal eine nichtleere Teilmenge von R, die unter Addition
und Multiplikation mit Elementen von R abgeschlossen ist. �

10



Kapitel 2

Gröbnerbasen

Nun ging mir eine neue Welt auf.
Ich näherte mich den Gebirgen,

die sich nach und nach entwickelten.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Italienische Reise.

In diesem Kapitel wird nun auf Polynomideale eingegangen. Dabei werden vor allem Gröb-
nerbasen (das sind spezielle Erzeugendensysteme eines Ideals) behandelt. Gröbnerbasen sind
Grundlage für alle Algorithmen in den nächsten Kapiteln. Außerdem wird der Algorithmus
MULTIVARDIV formuliert, der eine Verallgemeinerung des Euklidischen Algorithmus auf
den multivariaten Fall darstellt. Am Ende dieses Kapitels wird gezeigt, wie für jedes Poly-
nomideal eine eindeutige reduzierte Gröbnerbasis konstruiert werden kann.

Es seien in diesem und allen folgenden Kapiteln K ein Körper und für n ∈ N>0 K[x] :=
K[x1, . . . , xn]. Außerdem sei für i = (i1, . . . , in) ∈ Nn : xi := xi11 x

i2
2 · · ·xinn und |i| :=

i1 + · · ·+ in.

2.1 Termordnungen
Gebraucht der Zeit, sie geht so schnell von hinnen,

doch Ordnung lehrt Euch Zeit gewinnen.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Faust I.

Definition 2.1 Die Menge P ⊆ K[x] der Potenzprodukte (oder Terme) in K[x] ist defi-
niert durch

P := {xi | i ∈ Nn
≥0, n ∈ N>0}.

Bemerkung: P ist eine K-Vektorraumbasis von K[x]; d.h. f ∈ K[x] =⇒ f =
∑
p∈P

cpp mit

cp ∈ K und nur endlich viele cp sind ungleich null.

11



KAPITEL 2. GRÖBNERBASEN

Definition 2.2 Eine Totalordnung ≺ auf P heißt Termordnung :⇐⇒

(1) ∀p ∈ P \ {1} : 1 ≺ p,

(2) ∀p, q, r ∈ P : p ≺ q =⇒ rp ≺ rq.

Beispiele:

(1) Lexikographische Ordnung mit x1 > x2 > · · · > xn:
xi ≺

lex
xj :⇐⇒ ∃k ∈ N>0 so, dass i1 = j1, i2 = j2, . . . , ik = jk und ik+1 < jk+1.

Beispiel: 1 ≺
lex
xn ≺

lex
x2
n ≺
lex
x1 ≺

lex
x2

1 und x2
1x2x

2
3 ≺
lex
x2

1x2x
3
3 ≺
lex
x2

1x
2
2.

(2) Graduiert-lexikographische Ordnung mit x1 > x2 > · · · > xn:
xi ≺

glex
xj :⇐⇒ |i| < |j| ∨ (|i| = |j| ∧ xi≺

lex
xj).

Beispiel: x2
1x

2
2 ≺
glex

x2
1x2x

2
3 ≺
glex

x2
1x2x

3
3.

(3) Graduiert-invers-lexikographische Ordnung mit x1 > x2 > · · · > xn:
xi ≺

ilex
xj :⇐⇒ |i| < |j| ∨ (|i| = |j| ∧ ∃k ∈ N>0 : ik > jk und ik+1 = jk+1, . . . , in =

jn).
Beispiel: 1 ≺

ilex
x3 ≺

ilex
x2 ≺

ilex
x1 ≺

ilex
x2

3 ≺
ilex

x2x3 ≺
ilex

x2x
2
3 ≺
ilex

x3
2 ≺
ilex

x4
3 und

x1x2x
4
3x

2
4 ≺
ilex

x1x
2
2x

3
3x

2
4.

Definition 2.3 Seien ≺ eine Termordnung auf P , 0 6= f =
∑
p∈P

cpp ∈ K[x] und F ⊆ K[x].

(1) supp(f) := {p ∈ P | cp 6= 0} heißt Träger von f .

(2) lt(f) := max
≺

supp(f) heißt Leitterm von f (bezüglich ≺).

(3) lk(f) := clt(f) heißt Leitkoeffizient von f (bezüglich ≺).

(4) lt(F ) := {lt(f) | f ∈ F \ {0}}.

Lemma 2.1 Seien p, q ∈ P und p | q. Dann gilt: p � q.

Beweis: p | q =⇒ ∃r ∈ P : 1 � r ∧ q = p · r =⇒ p � p · r = q. �

Lemma 2.2 Seien f, g ∈ K[x] \ {0}. Dann gilt lt(f g) = lt(f) lt(g).
Insbesondere: p ∈ P =⇒ lt(p f) = p lt(f).

Beweis: Seien f =
∑
p∈P

cp p und g =
∑
q∈P

dq q. Dann ist lt(f g) = max
≺
{p q |

∑
rs=pq

drcs 6= 0}.

Seien p ∈ supp(f) \ {lt(f)} und q ∈ supp(g) \ {lt(g)}, dann gilt: p ≺ lt(f) und q ≺ lt(g).
Daher: p q ≺ lt(f) q ≺ lt(f) lt(g). Das Maximum wird also für p = lt(f) und q = lt(g)
angenommen. �
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Satz 2.1 Sei Q ⊆ P , p ∈ P . Dann gilt

p ∈ 〈Q〉 ⇐⇒ ∃q ∈ Q : q | p.

Beweis: p ∈ 〈Q〉 ⇐⇒ ∃(fq)q∈Q in K[x] so, dass p =
∑
q∈Q

fq q. Wegen fq ∈ K[x] gilt

fq =
∑

t∈supp(fq)

cqtt mit cqt ∈ K. Da P eine K-Basis von K[x] ist, gilt nun

p =
∑
q∈Q

∑
t∈supp(fq)

cqt t q ⇐⇒ ∃t ∈ P : p = tq. �

Satz 2.2 Jede absteigende Folge in P ist endlich. Insbesondere: Jede Teilmenge von P ent-
hält ein kleinstes Element.

Beweis: Sei p1 � p2 � p3 � . . . eine absteigende Folge in P . Dann ist die Folge 〈p1〉 (
〈p1, p2〉 ( 〈p1, p2, p3〉 ( . . . aufsteigend, denn nach Lemma 2.1 (Seite 12) wird pi von
p1, . . . , pi−1 nicht geteilt; also folgt aus Satz 2.1 pi /∈ 〈p1, . . . , pi−1〉. Nach Satz 1.5 (Seite 9)
und Satz 1.4 (Seite 8) ist diese Folge endlich. �

Satz 2.3 (Division mit Rest) F sei eine endliche Teilmenge vonK[x]\{0},≺ sei eine Term-
ordnung auf P ⊆ K[x] und g ∈ K[x]. Dann gibt es eine Familie (hf )f∈F in K[x] so, dass
entweder

g =
∑
f∈F

hff

oder
g 6=

∑
f∈F

hff und lt
(
g −

∑
f∈F

hff
)
/∈ 〈lt(F )〉K[x]

gilt. Außerdem gilt max
≺
{lt(hff) | f ∈ F, hf 6= 0} = lt(g).

Beweis: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus MULTIVARDIV (Sei-
te 14). �

Definition 2.4 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.3. Dann heißt

r≺(g, F ) := g −
∑
f∈F

hff

ein Rest von g nach Division durch F bzgl. ≺.

Bemerkungen:

(1) r≺(g, F ) ist durch g, F und ≺ nicht eindeutig bestimmt.

(2) Wenn klar oder unbedeutend ist, bzgl. welcher Termordnung ≺ der Rest zu berechnen
ist, wird für r≺(g, F ) abkürzend r(g, F ) geschrieben.

Beispiel: f1 := x1x2 + 1, f2 := x2
2 − 1, ≺:= ≺

lex
mit x1 > x2 und g := x1x

2
2 − x1.

g = x2 · f1 + 0 · f2 + (−x1 − x2) =⇒ r≺(g, {f1, f2}) = −x1 − x2.
g = 0 · f1 + x1 · f2 + 0 =⇒ r≺(g, {f1, f2}) = 0.

13
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2.2 Der Algorithmus MULTIVARDIV
Der Algorithmus MULTIVARDIV berechnet einen Rest von g nach Division durch F bzgl.
einer Termordnung ≺.
Ähnlich der univariaten Division wird dabei ein f ∈ F gesucht, für das lt(f) | lt(g) gilt.
Wird so ein f gefunden, wird die Reduktion g − c · lt(g)

lt(f)
· f mit einem geeignet gewählten

Koeffizienten c ∈ K durchgeführt und das Ergebnis analog weiter reduziert.

Spezifikation: ((q1, . . . , qk), r)←MULTIVARDIV(g,F ,≺)
Führt die Division von g durch F aus.

Eingabe: g ∈ K[x], F = (f1, . . . , fk) mit fi ∈ K[x] \ {0} und eine Termordnung ≺.
Ausgabe: q1, . . . , qk, r ∈ K[x] so, dass g = q1f1 + · · ·+ qkfk + r und max

≺
{lt(qifi) |

1 ≤ i ≤ k, qi 6= 0} = lt(g).

begin
h← g
for 1 ≤ i ≤ k do qi ← 0

while h 6= 0 do
red←false
for 1 ≤ i ≤ k do

if lt(fi) | lt(h) then
h← h− lk(h)lt(h)

lk(fi)lt(fi)
fi, qi ← qi + lk(h)lt(h)

lk(fi)lt(fi)
, red←true

goto A
end

end
A: if red=false then return ((q1, . . . , qk), h)

end
return ((q1, . . . , qk), h)

end

Algorithmus 1: MULTIVARDIV

Korrektheit: Terminiert der Algorithmus, so ist entweder h = g −
k∑
i=0

qifi = 0 oder

∀1 ≤ i ≤ k : lt(fi) - lt(h) = lt(g −
k∑
i=0

qifi) (⇐⇒ lt(g −
k∑
i=0

qifi) /∈ 〈lt(F )〉). �

Termination: Existiert kein i mit 1 ≤ i ≤ k so, dass lt(fi) | lt(h), so terminiert der Al-
gorithmus.
Existiert so ein i, so gilt lt(h − lk(h)lt(h)

lk(fi)lt(fi)
fi) ≺ lt(h). Nach Satz 2.2 (Seite 13) tritt dann in

endlich vielen Schritten der Fall h = 0 ein und der Algorithmus terminiert. �

Beispiel: K = Q, F := (x2
1, x1x2 + 1), g := x1x

4
2 + x1x

3
2 + x2

1x2.
((x2, x

3
2 + x2

2),−x3
2 − x2

2)← MULTIVARDIV(g, F, ≺
lex

).
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2.3 Normalformen
Die Notwendigkeit schafft die Form.

WASSILY KANDINSKY

Satz 2.4 Sei F eine endliche Teilmenge von K[x] \ {0} und g ∈ K[x]. Dann gibt es eine
Familie (hf )f∈F in K[x] so, dass

supp(g −
∑
f∈F

hff) ∩ 〈lt(F )〉K[x] = ∅

und die Potenzprodukte p · lt(f) mit p ∈ supp(hf ) und f ∈ F paarweise verschieden sind.

normalf(g, F,≺) := g −
∑
f∈F

hff

heißt dann eine Normalform von g bzgl. F und ≺ und kann mit dem Algorithmus
NORMALF berechnet werden.

Beweis: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus NORMALF. �

Beispiel: F := {x1} ⊆ Q[x1, x2], g := x1 + x2
2.

r ≺
glex

(g, F ) = g.

normalf(g, F, ≺
glex

) = x2
2.

Bemerkung: normalf(g, F,≺) ist durch g, F und ≺ im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt.

Beispiel: f1 := x2
1, f2 := x1x2 + 1, F := {f1, f2} ⊆ Q[x1, x2], g := x2

1x2 + 1.
Sowohl g − x2f1 = 1 als auch g − x1f2 = −x1 + 1 sind Normalformen von g bzgl. F und
≺
glex

.

2.4 Der Algorithmus NORMALF
Korrektheit: trivial. �

Termination: Es gilt max
≺

(supp(r − c lk(f)−1pf) ∩ 〈lt(F )〉) ≺ max
≺

(S); also folgt aus
Satz 2.2 (Seite 13), dass NORMALF terminiert. �

Beispiele:

(1) f1 := x1x2 + x2,
f2 := x1x

2
2 + x1x2 + x2

1,
g := 2x3

1x
2
2 + x1x

3
2 + x2

1x2 + x2.
−2x4

1 + x2
1 + 2x2 ← NORMALF (g, {f1, f2}, ≺

glex
).

15



KAPITEL 2. GRÖBNERBASEN

Spezifikation: r ← NORMALF(g,F ,≺)
Berechnet eine Normalform von g bzgl. F und ≺.

Eingabe: g ∈ K[x], eine endliche Menge F ⊆ K[x] \ {0} und eine Termordnung ≺.
Ausgabe: Eine Normalform normalf(g, F,≺).

begin
r ← g
repeat

S ← supp(r) ∩ 〈lt(F )〉
if S 6= ∅ then

Wähle f ∈ F und p ∈ P so, dass p lt(f) = max
≺

S.

Sei c der Koeffizient von r bei p lt(f).
r ← r − c lk(f)−1 p f

end
until S = ∅
return r

end

Algorithmus 2: NORMALF

(2) f1 := x2
2 + x3,

f2 := x3
2 + x2x

2
3,

g := x1x2 + x3
2 + x2x3.

((0, 0), x1x2 + x3
2 + x2x3)← MULTIVARDIV(g, (f1, f2), ≺

lex
),

x1x2 ← NORMALF (g, {f1, f2}, ≺
lex

).

2.5 Gröbnerbasen
Erst dann, wenn sich der Mensch

neue Begriffe formt, befreit er sich.

ANTOINE DE SAINT-EXUPÉRY, Gesammelte Schriften.

Der in Abschnitt 2.2 (Seite 14) vorgestellte Algorithmus für eine multivariate Division hat im
Vergleich zum Divisionsalgorithmus für univariate Polynome zwei entscheidende Nachteile:

(1) Der Rest bei der multivariaten Division gemäß Definition 2.4 (Seite 13) ist nicht ein-
deutig bestimmt.
Bemerkung: Der Algorithmus MULTIVARDIV ist dennoch deterministisch, da dort
F als Tupel übergeben wird und immer mit jenem der möglichen Polynome fi redu-
ziert wird, das den kleinsten Index i hat.

(2) Ist der Divisionsrest r(g, F ) gleich null, so gilt g ∈ 〈F 〉. Die Umkehrung dieser Aus-
sage gilt jedoch im allgemeinen nicht, wie das Beispiel nach der Definition 2.4 (Seite

16



KAPITEL 2. GRÖBNERBASEN

13) zeigt. Die zweite Berechnung liefert dort, dass g ∈ 〈F 〉; anhand der ersten Berech-
nung sieht man jedoch, dass g ∈ 〈F 〉 keine hinreichende Bedingung dafür ist, dass der
Divisionsrest null ist.

Es stellen sich nun die Fragen, ob und wie man diese Probleme lösen kann. Die Antwort
liegt in der Wahl eines „günstigen“ Erzeugendensystems des Ideals, einer Gröbnerbasis.

≺ sei eine Termordnung auf P .

Definition 2.5 Eine endliche Teilmenge F eines Ideals I E K[x] heißt genau dann Gröb-
nerbasis von I (bezüglich ≺), wenn

〈lt(F )〉K[x] = 〈lt(I)〉K[x].

Eine endliche Teilmenge F von K[x] heißt genau dann Gröbnerbasis (bezüglich ≺), wenn
F eine Gröbnerbasis von 〈F 〉K[x] ist.

Bemerkungen:

(1) Gröbnerbasen sind nicht eindeutig: F ⊆ F ′ ⊆ I, F ′ endlich; F ist Gröbnerbasis von I
=⇒ F ′ ist Gröbnerbasis von I .

(2) Jedes Ideal besitzt eine Gröbnerbasis: Wähle ein endliches Erzeugendensystem M ⊆
P von 〈lt(I)〉K[x] (HILBERTscher Basissatz, Satz 1.5, Seite 9), wähle eine endliche
Menge G ⊆ I so, dass lt(G) = M . Dann ist G eine Gröbnerbasis von I .

(3) Für ein f ∈ K[x] ist die Normalform normalf(f,G,≺) für eine Gröbnerbasis G bzgl.
≺ eindeutig bestimmt.

Lemma 2.3 Sei F eine Gröbnerbasis eines Ideals I EK[x]. Dann ist F ein Erzeugenden-
system von I , d.h.: 〈F 〉K[x] = I .

Beweis: Die Inklusion „⊆“ ist klar, da F ⊆ I . Sei nun g ∈ I . Für g = 0 ist die Aussage tri-
vial. Sei also g 6= 0. Es gilt: lt(g) ∈ 〈lt(I)〉. Da F eine Gröbnerbasis von I ist, gilt außerdem
lt(g) ∈ 〈lt(F )〉. Daher existiert ein f ∈ F mit lt(f) | lt(g).
1.Fall: f | g: Dann gilt g ∈ 〈F 〉.
2.Fall: f - g: Dann gilt: ∃p ∈ P : lt(g − p f) ≺ lt(g). Da g − p f ∈ I , kann man nun
mit g − p f genauso verfahren wie mit g. Wegen Satz 2.2 (Seite 13) tritt nach endlich vielen
Schritten der 1.Fall ein. �

Lemma 2.4 Sei F eine endliche Teilmenge von I EK[x]. Dann gilt:

〈lt(F )〉K[x] = 〈lt(I)〉K[x] ⇐⇒ lt(I) = P · lt(F ).
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Beweis: =⇒: ⊆: p ∈ lt(I) =⇒ p ∈ 〈lt(I)〉 =⇒ p ∈ 〈lt(F )〉 =⇒ ∃f ∈ F : lt(f)|p =⇒
∃q ∈ P : lt(f) · q = p =⇒ p ∈ P lt(F ).
⊇: trivial.
⇐=: ⊆: trivial.
⊇: g ∈ 〈lt(I)〉 =⇒ g ∈ 〈P lt(F )〉. Wegen P ⊆ K[x] folgt g ∈ 〈lt(F )〉. �

Das Problem (1), das zu Beginn dieses Abschnittes angeführt wurde, wird von der Normal-
form bzgl. einer Gröbnerbasis gelöst (siehe Bemerkung (3) auf Seite 17). Dass Gröbnerbasen
auch das Problem (2) lösen, zeigt der folgende

Satz 2.5 F sei eine Gröbnerbasis eines Ideals I EK[x]. Dann gilt:
Für alle g ∈ I sind alle Reste von g nach Division durch F gleich null.

Beweis: Sei r := g −
∑
f∈F

hff ein Rest von g ∈ I nach Division durch F . Dann ist r ∈ I ,

also gilt r = 0 oder lt(r) ∈ lt(I). Wegen lt(r) /∈ P lt(F ) und P lt(F ) = lt(I) (siehe Lemma
2.4), gilt lt(r) /∈ lt(I), also r = 0. �

2.6 Reduzierte Gröbnerbasen
Lieber weniger, aber besser.

WLADIMIR ILJITSCH LENIN

Definition 2.6 Seien ≺ eine Termordnung auf P und ∅ 6= F eine endliche Teilmenge von
K[x] \ {0}. F heißt genau dann reduzierte Gröbnerbasis, wenn gilt:

(1) F ist eine Gröbnerbasis.

(2) ∀f ∈ F : lk(f) = 1.

(3) ∀f ∈ F : normalf(f, F \ {f},≺) = f .

Bemerkungen: Sei F eine reduzierte Gröbnerbasis. Dann gilt:

(1) ∀f ∈ F : supp(f) ∩ lt(〈F 〉) = {lt(f)}.

(2) Die Leitterme von F sind paarweise verschieden.

Satz 2.6 Jedes Ideal I 6= {0} in K[x] hat genau eine reduzierte Gröbnerbasis. Diese kann
in endlich vielen Schritten berechnet werden.

Beweis: Existenz: Siehe Terminations- und Korrektheitsbeweis des Algorithmus REDGB
(Seite 23).
Eindeutigkeit: Annahme: Seien F und F ′ zwei verschiedene reduzierte Gröbnerbasen von
I . Sei f ein Element aus der symmetrischen Differenz F 4 F ′ so, dass lt(f) in lt(F 4
F ′) minimal ist. O.B.d.A. sei f ∈ F \ F ′. Wegen r(f, F ′) = 0 existiert ein f ′ ∈ F ′ mit
lt(f ′)|lt(f).

18



KAPITEL 2. GRÖBNERBASEN

Da F eine reduzierte Gröbnerbasis ist und f 6= f ′, gilt f ′ ∈ F ′ \ F ⊆ F 4 F ′; denn wäre
f ′ ∈ F ∩ F ′, so wäre wegen lt(f ′)|lt(f) normalf(f, F \ {f},≺) ≺ f . Da f minimal in
F 4 F ′ gewählt wurde, folgt aus lt(f ′)|lt(f), dass lt(f ′) = lt(f) gilt.
Wegen Bemerkung (2) nach Definition 2.6 gibt es daher für jedes f ∈ F ein eindeutig
bestimmtes f ′ ∈ F ′ so, dass lt(f) = lt(f ′). Daher existiert eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den Elementen von F und F ′; insbesondere gilt: |F | = |F ′|.
Seien nun f und f ′ wie oben gewählt:
f 6= f ′ =⇒ 0 6= f − f ′ ∈ I =⇒ lt(f − f ′) ∈ lt(I). Aber supp(f ′ − lt(f ′)) ⊆ supp(f −
lt(f)) ∪ supp(f ′ − lt(f ′)) =: S und S ∩ lt(I) = ∅, also lt(f − f ′) /∈ lt(I). Das ist ein
Widerspruch zu lt(f − f ′) ∈ lt(I). �

19



Kapitel 3

Berechnung von Gröbnerbasen
(BUCHBERGER-Algorithmus)

Es ist nicht genug, zu wissen, man muss auch anwenden;
es ist nicht genug, zu wollen, man muss auch tun.

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE

In diesem Kapitel wird ein Verfahren behandelt, mit dem Gröbnerbasen algorithmisch be-
rechnet werden können. Das entscheidende Kriterium dabei liefert Satz 3.1 (Seite 21), der
einerseits aussagt, ob ein Erzeugendensystem eines Ideals eine Gröbnerbasis ist (siehe Algo-
rithmus ISTGRÖBNER), und andererseits auch eine Möglichkeit zeigt, wie Gröbnerbasen
schrittweise berechnet werden können (siehe Algorithmus BUCHBERGER). Satz 3.1 und
der nach ihm benannte Algorithmus stammen von BRUNO BUCHBERGER. Die behandel-
te Implementierung des BUCHBERGER-Algorithmus ist dabei einfach und recht ineffizient.
Abschnitt 3.4 (ab Seite 25) zeigt eine erste Verbesserungsmöglichkeit. Weitere effizientere
Varianten finden sich in [1] und [5].
Außerdem wird in diesem Kapitel gezeigt, wie aus einer gegebenen Gröbnerbasis eine redu-
zierte Gröbnerbasis berechnet werden kann (siehe Algorithmus REDGB).

≺ sei eine Termordnung auf P .

Definition 3.1 Für i, j ∈ Nn seien

kgV(xi, xj) := x
max(i1,j1)
1 x

max(i2,j2)
2 · · ·xmax(in,jn)

n

und
ggT(xi, xj) := x

min(i1,j1)
1 x

min(i2,j2)
2 · · ·xmin(in,jn)

n .

Definition 3.2 Für f, g ∈ K[x] \ {0} sei

S(f, g) := lk(g) · p · f − lk(f) · q · g,

wobei p, q ∈ P so, dass p · lt(f) = q · lt(g) = kgV(lt(f), lt(g)).
S(f, g) heißt S-Polynom von f und g.
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GRÖBNERBASEN

Hilfssatz 3.1 Seien k ∈ N>1, c1, . . . , ck ∈ K mit
k∑
i=1

ci = 0, fj ∈ K[x] \ {0} und pj ∈ P so,

dass lk(fj) = 1 und lt(pjfj) = lt(p1f1), 1 ≤ j ≤ k.

Dann gibt es dj ∈ K, qj ∈ P so, dass
k∑
j=1

cjpjfj =
k−1∑
j=1

djqjS(fj, fj+1)

und ∀j ∈ {1, 2, . . . , k − 1}: lt(qjS(fj, fj+1)) ≺ lt(p1f1).

Beweis: Wegen lt(pifi) = lt(pi+1fi+1) gibt es ein qi ∈ P so, dass lt(pifi) =
qikgV(lt(fi), lt(fi+1)). Dann ist

qi · S(fi, fi+1) = qi · (p̄fi − q̄fi+1)

mit p̄, q̄ so, dass

qi p̄ lt(fi) = qi q̄ lt(fi+1) = qi kgV(lt(fi), lt(fi+1)) = lt(pifi) = lt(pi+1fi+1).

Daraus folgt wegen Lemma 2.2 (Seite 12)

qip̄ = pi und qiq̄ = pi+1.

Es gilt also für alle 1 ≤ i ≤ k − 1:

qiS(fi, fi+1) = pifi − pi+1fi+1.

Definiert man di :=
i∑

m=1

cm, so erhält man

k∑
j=1

cjpjfj = c1︸︷︷︸
d1

(p1f1−p2f2)+(c1 + c2)︸ ︷︷ ︸
d2

(p2f2−p3f3)+· · ·+(c1 + · · ·+ ck−1)︸ ︷︷ ︸
dk−1

(pk−1fk−1−

pkfk) +
( k∑
i=1

ci︸ ︷︷ ︸
0

)
pkfk =

k−1∑
j=1

djqjS(fj, fj+1). �

Satz 3.1 F sei eine endliche Teilmenge von K[x] \ {0}. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(1) F ist eine Gröbnerbasis.

(2) Für alle f, g ∈ F ist ein Rest von S(f, g) nach Division durch F gleich null.

Bemerkung: Wenn F eine Gröbnerbasis ist, so sind gemäß Satz 2.5 (Seite 18) alle Reste
von S(f, g) bei Division durch F gleich null.

Beweis: (1)=⇒(2): folgt aus Satz 2.5 (Seite 18), da S(f, g) ∈ 〈F 〉.
(2)=⇒(1): O.B.d.A. gilt ∀f ∈ F : lk(f) = 1. Sei 0 6= h ∈ 〈F 〉. Zeige: lt(h) ∈ 〈lt(F )〉.
Sei U := {(cp,f )p ∈ P

f ∈ F

| cp,f ∈ K,
∑

p∈P,f∈F
cp,f p f = h}.

Wegen h ∈ 〈F 〉 ist U 6= ∅.
Sei

λ :

{
U → P
(cp,f )p ∈ P

f ∈ F

7→ max
≺
{lt(p f)|cp,f 6= 0}.
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GRÖBNERBASEN

λ(U) ⊆ P enthält ein kleinstes Element m. Man wähle (cp,f )p ∈ P
f ∈ F

∈ U so, dass

λ((cp,f )p ∈ P
f ∈ F

) = m.

Seien
h′ :=

∑
p,f

lt(p f)=m

cp,f p f und h′′ :=
∑
p,f

lt(p f)≺ m

cp,f p f .

Dann ist h = h′ + h′′.
Fall 1: lt(h′) = m =⇒ lt(h) = lt(h′) = m ∈ 〈lt(F )〉.

Fall 2: lt(h′) 6= m. Dann ist
∑

p, f ∈ P
lt(p f) = m

cp,f = 0. Nach dem Hilfssatz 3.1 (Seite 21) gibt es da-

her eine Familie (d(q, f, g))q ∈ P
f, g ∈ F

in K so, dass h′ =
∑
q,f,g

d(q, f, g) q S(f, g) und für alle

q, f, g mit d(q, f, g) 6= 0 ist lt(q S(f, g)) ≺ m. Nach (2): Für alle f, g ∈ F gibt es Familien
(b(r, e, f, g))e ∈ F

r ∈ P

in K so, dass S(f, g) =
∑
r,e

b(r, e, f, g) r e und entweder S(f, g) = 0 oder

max
≺
{lt(r e)|b(r, e, f, g) 6= 0} = lt(S(f, g).

Somit gilt:

h = h′ + h′′ =
∑

q, r ∈ P
e, f, g ∈ F

d(q, f, g)b(r, e, f, g)(qr)e +
∑
p, f

lt(pf) ≺ m

cp,f p f

=
∑
t ∈ P
e ∈ F

(∑
f, g, q, r
qr = t

d(q, f, g)b(r, e, f, g)

︸ ︷︷ ︸
=:at,e

)
te+ h′′

und max
≺
{lt(te)|at,e 6= 0} ≺ m. Das ist ein Widerspruch zur Minimalität von m. �

3.1 Der Algorithmus BUCHBERGER
Der Algorithmus BUCHBERGER nützt die Aussage des letzten Satzes, um aus einer end-
lichen Menge F schrittweise eine Gröbnerbasis von 〈F 〉 zu berechnen. Der Algorithmus
BUCHBERGER ist nach seinem Erfinder BRUNO BUCHBERGER benannt.

Korrektheit: Bei Termination des Algorithmus gilt S = ∅. Daher ist die Aussage (2) aus
Satz 3.1 erfüllt und G eine Gröbnerbasis. �

Termination: Sei Gk die Menge G und Sk die Menge S nach dem k-ten Durchlauf beider
for-Schleifen. Ist Sk = ∅, so terminiert der Algorithmus.
Andernfalls gilt Gk+1 = Gk ∪ Sk =⇒ Gk+1 * Gk =⇒ 〈lt(Gk)〉 ( 〈lt(Gk+1)〉. Da K[x]
noethersch ist, bricht diese echt aufsteigende Kette von Idealen nach Satz 1.4 (Seite 8) ab. �

Beispiel: K = Q, F := {x1 + x2, x1x
2
2 + 1}.

{x1 + x2, x1x
2
2 + 1, x3

2 − 1} ← BUCHBERGER(F, ≺
lex

).
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KAPITEL 3. BERECHNUNG VON GRÖBNERBASEN

Spezifikation: G← BUCHBERGER(F ,≺)
Berechnet eine Gröbnerbasis von 〈F 〉 bzgl. ≺.

Eingabe: F = {f1, . . . , fk} ⊆ K[x] und eine Termordnung ≺.
Ausgabe: Eine Gröbnerbasis von 〈F 〉 bzgl. ≺.

begin
G← (f1, . . . , fk)
repeat

S ← ∅
Sei G = (g1, . . . , gs).
for 1 ≤ i ≤ s do

for i+ 1 ≤ j ≤ s do
(Q, r)← MULTIVARDIV(S(gi, gj), G,≺)
if r 6= 0 then S ← S ∪ {r}

end
end
if S 6= ∅ then

Sei S = {s1, . . . , st}.
G← (g1, . . . , gs, s1, . . . , st)

end
until S = ∅
return {g1, . . . , gs}

end

Algorithmus 3: BUCHBERGER

3.2 Der Algorithmus ISTGRÖBNER
Der Algorithmus ISTGRÖBNER benützt die Aussage des Satzes 3.1 (Seite 21), um festzu-
stellen, ob eine gegebene Menge F eine Gröbnerbasis ist.

Korrektheit: Folgt aus Satz 3.1 (Seite 21) und der Bemerkung nach diesem Satz. �

Termination: trivial. �

Beispiel: K = Q, F := {x1 + x2, x1x
2
2 + 1}, G := {x1 + x2, x1x

2
2 + 1, x3

2 − 1}.
false← ISTGRÖBNER(F, ≺

lex
).

true← ISTGRÖBNER(G, ≺
lex

).

3.3 Der Algorithmus REDGB
Der Algorithmus REDGB berechnet die reduzierte Gröbnerbasis eines Ideals. Sowohl im
Korrektheits- als auch im Terminationsbeweis wird folgendes Lemma benötigt:

23
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Spezifikation: b← ISTGRÖBNER(F ,≺)
Testet, ob F eine Gröbnerbasis bzgl. ≺ ist.

Eingabe: F = {f1, . . . , fk} ⊆ K[x] und eine Termordnung ≺.
Ausgabe: true, wenn F eine Gröbnerbasis bzgl. ≺ ist, sonst false.

begin
for 1 ≤ i ≤ k do

for i+ 1 ≤ j ≤ k do
(Q, r)← MULTIVARDIV(S(fi, fj), (f1, . . . , fk),≺)
if r 6= 0 then return false

end
end
return true

end

Algorithmus 4: ISTGRÖBNER

Lemma 3.1 Seien G eine Gröbnerbasis bzgl. ≺ und ḡ ∈ G mit h := normalf(ḡ, G \ {ḡ},≺
) 6= 0. Dann gilt: lt(h) = lt(ḡ).

Beweis: Durch indirekten Beweis wird die äquivalente Aussage ∀g ∈ G \ {ḡ} : lt(g) - lt(ḡ)
gezeigt.
Annahme: ∃g′ ∈ G \ {ḡ} : lt(g′) | lt(ḡ).
Daraus folgt: ∃p ∈ P : p · lt(g′) = lt(ḡ) =⇒ P lt(G) = P lt(G \ {ḡ}) =⇒ G \ {ḡ} ist
eine Gröbnerbasis. Daher gilt: r≺(ḡ, G \ {ḡ}) = 0 =⇒ normalf(ḡ, G \ {ḡ},≺) = 0. Das ist
jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung h 6= 0. �

Korrektheit: Eigenschaften (2) und (3) aus Definition 2.6 (Seite 18) gelten nach Terminati-
on des Algorithmus trivialerweise. Zu zeigen bleibt, dass G nach jedem Schleifendurchlauf
immer noch eine Gröbnerbasis ist.
1.Fall: h = 0. Daraus folgt: ∃g′ ∈ G\{g} : lt(g′) | lt(g). Daher gilt: P lt(G) = P lt(G\{g}).
Wegen Lemma 2.4 (Seite 17) ist daher auch G \ {g} eine Gröbnerbasis.
2.Fall: h 6= 0. Wegen Lemma 3.1 gilt lt(h) = lt(g). Daher gilt lt(G) = lt((G \ {g}) ∪ {h}),
und (G \ {g}) ∪ {h} ist ebenfalls eine Gröbnerbasis. �

Termination: Bezeichne G′neu die Menge G′ im nächsten Schleifendurchlauf.
Behauptung: |G′neu| = |G′| − 1.
Beweis: 1.Fall: h = 0. Daraus folgt: ∃g′ ∈ G\{g} : lt(g′) | lt(g). Daher gilt:G′neu = G′\{g}.
2.Fall: h 6= 0. Aus Lemma 3.1 folgt: lt(G) = lt((G \ {g}) ∪ {h}). Daher gilt hier ebenfalls
G′neu = G′ \ {g}. �

Beispiel: K = Q, F := {x2
1x2 + x1, x1x2 + x2 + x3, x1 + x3}.

{x1 + x3,−x2 − x3 + x2x3, x
2
3 + x2, x

2
2 + x3} ← REDGB(F, ≺

lex
).

24
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Spezifikation: G← REDGB(F ,≺)
Berechnet eine reduzierte Gröbnerbasis von 〈F 〉 bzgl. ≺.

Eingabe: Eine endliche Menge F ⊆ K[x] und eine Termordnung ≺.
Ausgabe: Eine reduzierte Gröbnerbasis von 〈F 〉 bzgl. ≺.

begin
H ← BUCHBERGER(F,≺)
G← { h

lk(h)
|h ∈ H}

repeat
G′ ← {g ∈ G | normalf(g,G \ {g},≺) 6= g}
if G′ 6= ∅ then

Wähle ein g ∈ G′.
G← G \ {g}
h← normalf(g,G,≺)
if h 6= 0 then G← G ∪ { h

lk(h)
}

end
until G′ = ∅
return G

end

Algorithmus 5: REDGB

3.4 Verbesserung des BUCHBERGER-Algorithmus
Le mieux est l’ennemi du bien.

(Das Bessere ist der Feind des Guten.)

VOLTAIRE

Der Algorithmus BUCHBERGER aus Abschnitt 3.1 (Seite 22) ist nicht sehr effizient. Das
Aufwändigste dabei ist die Durchführung der zahlreichen Polynomdivisionen mittels
MULTIVARDIV. Es ist daher ein Ziel, die Anzahl der S-Polynome, die durch G dividiert
werden, zu senken. Eine erste Möglichkeit dies umzusetzen ist das Erste BUCHBERGER

Kriterium, das im folgenden behandelt wird.

Definition 3.3 Die Terme p und q aus P heißen disjunkt, wenn ggT(p, q) = 1 bzw. gleich-
bedeutend kgV(p, q) = p · q gilt.

Satz 3.2 (Erstes BUCHBERGER Kriterium) Seien f, g ∈ K[x] mit disjunkten Leittermen
und ≺ eine Termordnung. Dann gilt:

normalf(S(f, g), {f, g},≺) = 0.

Beweis: Sei

f =
k∑
i=1

aipi und g =
l∑

j=1

bjqj
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mit ai, bj ∈ K, ai, bj 6= 0 und pi, qj ∈ P . O.B.d.A. sei p1 > p2 > · · · > pk und q1 > q2 >
· · · > ql. Da p1 und q1 disjunkt sind, ist kgV(p1, q1) = p1q1 und daher

(∗) S(f, g) = b1q1f − a1p1g = b1q1

k∑
i=2

aipi − a1p1

l∑
j=2

bjqj.

Die beiden Summen in (∗) haben keine gemeinsamen Terme, denn wäre piq1 = p1qj für ein
i und ein j mit 2 ≤ i ≤ k und 2 ≤ j ≤ l, so wäre piq1 (ein gemeinsames Vielfaches von
p1 und q1) durch kgV(p1, q1) = p1q1 teilbar und es würde p1q1 � piq1 und daraus p1 � pi
folgen.
Weiters gilt, dass jeder Term der 2. Summe durch lt(f) = p1 teilbar ist.
Man kann daher die Darstellung auf der rechten Seite von (∗) weiter reduzieren: Im ersten
Reduktionsschritt addiert man blqlf . Dies ergibt:

b1q1
k∑
i=2

aipi − a1p1

l∑
j=2

bjqj + blqlf

= b1q1
k∑
i=2

aipi − a1p1

l∑
j=2

bjqj + blql(a1p1 +
k∑
i=2

aipi)

= b1q1
k∑
i=2

aipi − a1p1

l−1∑
j=2

bjqj + blql
k∑
i=2

aipi.

Im nächsten Schritt wird bl−1ql−1f addiert usw. bis im letzten Schritt b2q2f addiert wird.
Jede dieser Additionen ist auch wirklich ein Reduktionsschritt, denn für alle j mit 2 ≤ j ≤ l
gilt: nach der Addition von blqlf + · · ·+ bjqjf sind immer noch alle Terme p1qj−1, . . . , p1q2
präsent, da jeder dieser Terme echt größer ist als jeder Term in blqlf + · · ·+ bjqjf .
Am Ende dieser l − 1 Reduktionsschritte erhält man:

b1q1

k∑
i=2

aipi −
l∑

j=2

bjqj

k∑
i=2

aipi = g
k∑
i=2

aipi.

Ein weiterer Reduktionsschritt modulo g ergibt den Rest null. �

Aus dem Ersten BUCHBERGER Kriterium folgt also, dass zwei Polynome mit disjunkten
Leittermen im BUCHBERGER-Algorithmus nicht weiter betrachtet werden müssen, da ihr
S-Polynom modulo jedes Erzeugendensystems verschwindet. Würde man für diese zwei Po-
lynome die Polynomdivision dennoch durchführen, so würde diese nicht notwendigerweise
den Rest null ergeben, und der Rest würde daher unnötigerweise in die Gröbnerbasis aufge-
nommen werden.

Das Zweite BUCHBERGER Kriterium, das eine weitere Effizienzsteigerung des
BUCHBERGER-Algorithmus ermöglicht, und eine algorithmische Umsetzung des Ersten und
Zweiten BUCHBERGER Kriteriums findet man in [1] und [5].
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Teil II

Operationen auf Polynomidealen
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OPERATIONEN AUF POLYNOMIDEALEN

Im 2.Teil werden wichtige Operationen auf Polynomidealen behandelt, die mit Hilfe von
Gröbnerbasen durchgeführt werden können. Unter anderem werden dabei ein Idealgleich-
heitstest, der mittels der reduzierten Gröbnerbasen überprüft, ob zwei endliche Mengen von
Polynomen ein Erzeugendensystem des selben Ideals bilden, und ein Idealmitgliedschaft-
stest, der feststellt, ob ein gegebenes Polynom in dem von einer Menge von Polynomen er-
zeugten Ideal liegt, vorgestellt. Außerdem werden Algorithmen zur Berechnung des Durch-
schnitts und des Quotienten zweier Ideale angegeben.
Der Radikalmitgliedschaftstest, der ebenfalls in diesem Teil behandelt wird, findet im 3.Teil
Verwendung.
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Kapitel 4

Idealgleichheitstest

Gleich und gleich gesellt sich gern.

MARCUS TULLIUS CICERO, Cato maior.

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus behandelt werden, der überprüft, ob zwei endliche
Teilmengen von K[x] das gleiche Ideal erzeugen.
Nach Satz 2.6 (Seite 18) hat jedes Ideal eine eindeutige reduzierte Gröbnerbasis. Aus dieser
Eigenschaft lässt sich nun ein Test auf Idealgleichheit formulieren, der in endlich vielen
Schritten feststellt, ob zwei Ideale gleich sind: zwei Ideale sind genau dann gleich, wenn
ihre reduzierten Gröbnerbasen gleich sind.

4.1 Der Algorithmus IDEALGLEICHHEIT

Spezifikation: b← IDEALGLEICHHEIT(F ,G)
Testet, ob 〈F 〉 = 〈G〉.

Eingabe: F und G, zwei endliche Teilmengen von K[x].
Ausgabe: true, wenn 〈F 〉 = 〈G〉, sonst false.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
if REDGB(F,≺) = REDGB(G,≺) then return true
else return false

end

Algorithmus 6: IDEALGLEICHHEIT

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 2.6 (Seite 18). �

Termination: Folgt aus der Termination von REDGB. �

Beispiel: K = Q.
true← IDEALGLEICHHEIT({x2

1x2 + x1, x1x3 + x2, x3}, {x1, x2, x3}).
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Kapitel 5

Idealmitgliedschaft

Dabei sein ist alles.

Olympisches Motto

In diesem Kapitel werden 2 Probleme zur Idealmitgliedschaft mittels Gröbnerbasen gelöst:
einerseits wird gezeigt, wie mit Gröbnerbasen überprüft werden kann, ob ein gegebenes
Polynom g Element eines Ideals I ist; andererseits wird gezeigt, wie man eine Darstellung
des Elementes g bezüglich eines vorgegebenen Erzeugendensystems von I berechnen kann.

5.1 Idealmitgliedschaftstest
Drum prüfe, wer sich ewig bindet,

ob sich das Herz zum Herzen findet!

FRIEDRICH SCHILLER, Das Lied von der Glocke.

Dieser Abschnitt erörtert die Frage, wie festgestellt werden kann, ob ein Element g ∈ K[x]
in einem gegebenen Ideal I EK[x] liegt. Dabei sei F ein endliches Erzeugendensystem von
I .
Es ist klar, dass aus r(g, F ) = 0 g ∈ 〈F 〉 folgt. r(g, F ) = 0 ist zwar eine hinreichende
Bedingung für die Idealmitgliedschaft von g, aber keine notwendige, wie das Beispiel zur
Definition 2.4 (Seite 13) zeigt.
Es gilt jedoch der folgende

Satz 5.1 Es seien g ∈ K[x] und F eine Gröbnerbasis eines Ideals I EK[x] bzgl. der Term-
ordnung ≺. Dann gilt:

g ∈ I ⇐⇒ r≺(g, F ) = 0.

Bemerkung: Diese Äquivalenz ist so zu verstehen, dass im Falle g ∈ I alle Reste von g bei
Division durch F verschwinden; d.h., wenn F eine Gröbnerbasis ist, kommt es bei der Be-
rechnung von r≺(g, F ) nicht mehr auf die Reduktionsreihenfolge an und alle Reste r≺(g, F )
sind gleich null.
Ist r≺(g, F ) 6= 0, sind nicht alle Reste gleich, sondern nur die Normalform normalf(g, F,≺)
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

ist eindeutig bestimmt.

Beweis: =⇒: Ist äquivalent zu Satz 2.5 (Seite 18).
⇐=: trivial. �

5.2 Der Algorithmus IDEALMITGLIED
Aus Satz 5.1 folgt, dass nach Berechnung einer Gröbnerbasis von F (mittels
BUCHBERGER, siehe Seite 23) nur mehr ein beliebiger Rest der Division von g durch F be-
rechnet werden muss (mittels MULTIVARDIV, siehe Seite 14), um die Idealmitgliedschaft
von g in 〈F 〉 zu entscheiden.

Spezifikation: b← IDEALMITGLIED(g,F )
Testet, ob g ∈ 〈F 〉.

Eingabe: g ∈ K[x] und eine endliche Menge F ⊆ K[x].
Ausgabe: true, wenn g ∈ 〈F 〉, sonst false.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← BUCHBERGER(F,≺)
Sei G = {g1, . . . , gs}.
(Q, r)← MULTIVARDIV(g, (g1, . . . , gs),≺)
if r = 0 then return true
else return false

end

Algorithmus 7: IDEALMITGLIED

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 5.1. �

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER und MULTIVARDIV. �

Beispiel: K = Q, g := x1x
3
2 − x1, F := {x1 + x2, x1x

2
2 + 1}.

true← IDEALMITGLIED(g, F ).
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

5.3 Darstellung bzgl. eines Erzeugendensystems
Ist dies schon Tollheit, hat es doch Methode.

WILLIAM SHAKESPEARE, Hamlet.

Sei v ∈ K[x] und F eine endliche Teilmenge von K[x]. Gilt v ∈ 〈F 〉, so gibt es eine Fa-
milie (hf )f∈F in K[x] so, dass v =

∑
f∈F

hff . In diesem Abschnitt wird behandelt, wie der

BUCHBERGER-Algorithmus adaptiert werden kann, um diese Familie (hf )f∈F zu berechnen.

Sei G eine Gröbnerbasis von 〈F 〉 und alle afg ∈ K[x] so, dass für g ∈ G

(∗) g =
∑
f∈F

afgf.

Dividiert man nun v ∈ 〈F 〉 mit Rest durch G, so ist der Rest wegen Satz 5.1 (Seite 30) null,
und man erhält

(∗∗) v =
∑
g∈G

bgg

mit einer Familie (bg)g∈G in K[x].

Insgesamt also:

(∗∗∗) v =
∑
g∈G

∑
f∈F

bg afg f =
∑
f∈F

(∑
g∈G

bgafg

)
︸ ︷︷ ︸

=:hf

f =
∑
f∈F

hff.

Die Darstellung (∗∗) kann mit Hilfe des Algorithmus MULTIVARDIV berechnet werden.
Zur Berechnung der afg in (∗) muss der Algorithmus BUCHBERGER etwas erweitert wer-
den: Zu jedem Element g der als Ergebnis gelieferten Gröbnerbasis G soll ein Vektor cg ∈
K[x]|F | so mitberechnet werden, dass cg die Koeffizienten von g bzgl. des Erzeugendensy-
stems F von 〈F 〉 enthält.
Für G = {g1, . . . , gs} liefert die Zeile

(Q, r)← MULTIVARDIV(S(gi, gj), (g1, . . . , gs),≺)

im Algorithmus BUCHBERGER (Seite 23) die Darstellung (Q sei {q1, . . . , qs})

r = S(gi, gj)−
s∑

k=1

qkgk = hifi + hjfj −
s∑

k=1

qkgk

mit hi = lk(gj)
kgV(lt(gi),lt(gj))

lt(gi)
und hj = −lk(gi)

kgV(lt(gi),lt(gj))

lt(gj)
. Ist r 6= 0 und kennt man

die Darstellung aller gi bzgl. des Erzeugendensystems F , so liefert dies die Darstellung des
neuen Elements r bzgl. F :

cr := hicfi
+ hjcfj

−
s∑

k=1

qkcgk
.
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

5.4 Der Algorithmus IDEALBASIS
Die im vorigen Abschnitt gemachten Überlegungen können nun dazu verwendet werden,
den Algorithmus BUCHBERGER so zu erweitern, dass die Koeffizientenvektoren cg mitbe-
rechnet werden. Zusätzlich wird am Ende des Algorithmus die Formel (∗∗∗) ausgewertet,
um die Familie (hf )f∈F zu berechnen.

Korrektheit: Folgt aus der Korrektheit des Algorithmus BUCHBERGER und Abschnitt 5.3.
�

Termination: Folgt aus der Termination des Algorithmus BUCHBERGER. �

Beispiel: K = Q, F := (x2
1x2 + x1, x1x

2
2 + 1, x1x2x

2
2).

(x2,−x1)← IDEALBASIS(x1x2 − x1, F, ≺
lex

).
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KAPITEL 5. IDEALMITGLIEDSCHAFT

Spezifikation: b← IDEALBASIS(v,(f1, . . . , fk))
Berechnet die Koordinaten von v ∈ 〈{f1, . . . , fk}〉 bzgl. (f1, . . . , fk).

Eingabe: v ∈ 〈{f1, . . . , fk}〉 und ein Tupel (f1, . . . , fk) mit fi ∈ K[x].

Ausgabe: b = (b1, . . . , bk) mit bi ∈ K[x] so, dass v =
k∑
i=1

bifi. (Ist v /∈ 〈{f1, . . . , fk}〉,

so bricht der Algorithmus mit abort ab.)

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← (f1, . . . , fk)
C ← ((1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)) ∈ {0, 1}k×k
repeat

S ← ()
Sei G = (g1, . . . , gs).
for 1 ≤ i ≤ s do

for i+ 1 ≤ j ≤ s do
h1 ← lk(gj)

kgV(lt(gi),lt(gj))

lt(gi)

h2 ← −lk(gi)
kgV(lt(gi),lt(gj))

lt(gj)

((q1, . . . , qs), r)← MULTIVARDIV(h1gi + h2gj, G,≺)
if r 6= 0 then

Seien S = (s1, . . . , sm) und C = (c1, . . . , cw).
S ← (s1, . . . , sm, r)

C ← (c1, . . . , cw, h1 ci + h2 cj −
s∑
l=1

qlcl)

end
end

end
if S 6= () then

Sei S = (s1, . . . , st).
G← (g1, . . . , gs, s1, . . . , st)

end
until S = ()

((q1, . . . , qs), r)← MULTIVARDIV(v,G,≺)
if r 6= 0 then abort
Sei C = ((c1 1, . . . , c1 k), . . . , (cs 1, . . . , cs k)).

return (
s∑
i=1

qici 1, . . . ,
s∑
i=1

qici k)

end

Algorithmus 8: IDEALBASIS
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Kapitel 6

Radikalmitgliedschaftstest

Radikal sein ist die Sache an der Wurzel fassen.

KARL MARX, Kritik der Hegelschen Rechtsphilosophie.

In diesem Kapitel wird zuerst für ein Polynomideal I das Radikal Rad(I), das ein spezi-
elles Oberideal von I ist, definiert. Dann wird gezeigt, wie die Radikalmitgliedschaft eines
beliebigen Elementes aus dem Polynomring mit einem Idealmitgliedschaftstest entschieden
werden kann.

Definition 6.1 Sei I ein Ideal von K[x]. Dann heißt

Rad(I) := {f ∈ K[x] | ∃e ∈ N : f e ∈ I}

das Radikal von I .

Bemerkung: Es gilt: I ⊆ Rad(I).

Lemma 6.1 Sei I EK[x]. Dann gilt: Rad(I)EK[x].

Beweis: f1, f2 ∈ Rad(I) =⇒ ∃n1, n2 ∈ N : fn1
1 ∈ I ∧ fn2

2 ∈ I .

(f1 + f2)
n1+n2−1 =

n1+n2−1∑
k=0

(
n1+n2−1

k

)
fk1 f

n1+n2−1−k
2 .

Dabei gilt für alle k mit 0 ≤ k ≤ n1 +n2−1: k ≥ n1∨n1 +n2−1−k ≥ n2. Daher ist jeder
Summand Element von I und daher auch die Summe selbst. Also gilt: f1 + f2 ∈ Rad(I).
Sei g ∈ K[x]. (gf1)

n1 = gn1fn1
1 ∈ I =⇒ gf1 ∈ Rad(I). �

Beispiele:

(1) f := f e11 f
e2
2 · · · f en

n ∈ K[x], fi irreduzibel; Rad(〈f〉) = 〈f1f2 · · · fn〉.

(2) Rad(〈xa, yb〉) = 〈x, y〉, mit a, b ∈ N>0.

(3) Rad(〈x2, xy〉) = 〈x〉.
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KAPITEL 6. RADIKALMITGLIEDSCHAFTSTEST

Satz 6.1 Seien g ∈ K[x] und I EK[x]. Dann gilt:

g ∈ Rad(I) ⇐⇒ 〈I ∪ {gt− 1}〉K[x,t] = K[x, t].

Beweis: Sei J := 〈I ∪ {gt− 1}〉EK[x, t].
=⇒: g ∈ Rad(I) =⇒ ∃e ∈ N : ge ∈ I =⇒ (gt)e = gete ∈ J .
1 = (gt)e︸︷︷︸

∈J

− ((gt)e − 1)︸ ︷︷ ︸
(gt− 1)︸ ︷︷ ︸

∈J

( e−1∑
i=0

(gt)i
)
∈J

∈ J =⇒ J = K[x, t].

⇐=: J = K[x, t] =⇒ ∃(hf (x, t))f∈I ⊆ K[x, t] und ∃h(x, t) ∈ K[x, t] so, dass

1 =
∑
f∈I

hf (x, t)f + h(x, t)(gt− 1).

Ersetze t durch 1
g
:

1 =
∑
f∈I

hf (x,
1

g
)f + 0.

Wähle e ∈ N>0 so, dass ∀f ∈ I : hf (x,
1
g
) · ge ∈ K[x]. Dann gilt:

ge =
∑
f∈I

hf (x,
1

g
) ge︸ ︷︷ ︸

∈K[x]

f ∈ I. �

Satz 6.2 Seien F ⊆ K[x] endlich, g ∈ K[x] und G eine Gröbnerbasis von 〈F ∪{gt−1}〉E
K[x, t] (bzgl. einer beliebigen Termordnung). Dann gilt:

g ∈ Rad(〈F 〉) ⇐⇒ G ∩ (K \ {0}) 6= ∅.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 6.1. �

6.1 Der Algorithmus RADIKALMITGLIED
Aus Satz 6.2 lässt sich nun unmittelbar der Algorithmus RADIKALMITGLIED zum Radi-
kalmitgliedschaftstest ableiten.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 6.2 . �

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. �

Beispiel: K = Q, g := x2 − x2
1 + 1, F := {x1x

2
2 + 2x2

2, x
4
1 − 2x2

1 + 1}.
true← RADIKALMITGLIED(g, F ).
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Spezifikation: b← RADIKALMITGLIED(g,F )
Testet, ob g ∈ Rad(〈F 〉).

Eingabe: g ∈ K[x] und eine endliche Menge F ⊆ K[x].
Ausgabe: true, wenn g ∈ Rad(〈F 〉), sonst false.

begin
Sei ≺ eine Termordnung auf den Termen von K[x, t].
G← BUCHBERGER(F ∪ {gt− 1},≺)
if G ∩ (K \ {0}) 6= ∅ then return true
else return false

end

Algorithmus 9: RADIKALMITGLIED
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Kapitel 7

Berechnung von Idealschnitt und
Idealquotient

In nichts zeigt sich der Mangel an mathematischer Bildung mehr
als in einer übertrieben genauen Rechnung.

CARL FRIEDRICH GAUSS

In diesem Kapitel wird behandelt, wie Gröbnerbasen für den Schnitt und den Quotienten von
Idealen berechnet werden können.

Satz 7.1 Für alle i mit 1 ≤ i ≤ k sei Ii := 〈fi,1, . . . , fi,mi
〉 ein Ideal von K[x]. Außerdem

sei
S := 〈 y1f1,1, . . . , y1f1,m1 ,

y2f2,1, . . . , y2f2,m2 ,
...

ykfk,1, . . . , ykfk,mk
, 1−

k∑
i=1

yi〉

ein Ideal in K[x, y1, . . . , yk] =: K[x, y].

Dann gilt:
k⋂
i=1

Ii = S ∩K[x].

Beweis: ⊆: Sei f ∈
k⋂
i=1

Ii. Dann ist wegen

f = (1−
k∑
i=1

yi)f︸ ︷︷ ︸
∈S

+
k∑
i=1

yif︸ ︷︷ ︸
∀i: yif∈yiIi⊆S

f ∈ S ∩K[x].
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KAPITEL 7. BERECHNUNG VON IDEALSCHNITT UND IDEALQUOTIENT

⊇: Sei f ∈ S ∩K[x]. Dann ist

f =
k∑
i=1

mi∑
j=1

gi,j(x, y)yifi,j + g(x, y) (1−
k∑
i=1

yi)

mit g(x, y), gi,j(x, y) ∈ K[x, y]. Für alle 1 ≤ i ≤ k setze yi = 1 und yj = 0 für i 6= j. Das
ergibt:

f =

mi∑
j=1

gi,j(x, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)fi,j ∈ Ii. �

Lemma 7.1 Seien I1 EK[x] und I2 = 〈f1, . . . , fs〉EK[x]. Dann gilt:

I1 :I2 =
s⋂
i=1

I1 :〈fi〉.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma 1.3 (Seite 7) und Lemma 1.4 (Seite 8). �

Bei der Berechnung des Quotienten I1 : 〈f1, . . . , fs〉 reicht es daher, die Quotienten I1 : 〈fi〉
zu betrachten und diese dann zu schneiden.

Satz 7.2 Seien I EK[x] und f ∈ K[x]. Dann gilt:

I ∩ 〈f〉 = 〈h1, . . . , ht〉 =⇒ I : 〈f〉 =
〈h1

f
, . . . ,

ht
f

〉
.

Beweis: Sei g ∈ I :〈f〉. Dann gilt: gf ∈ I ∩ 〈f〉.
Sei h ∈ I∩〈f〉. Dann existiert ein q ∈ I : 〈f〉 so, dass h = q ·f . Daraus folgt: h

f
∈ I : 〈f〉.�

7.1 Der Algorithmus IDEALSCHNITT
Aus Satz 7.1 (Seite 38) und mit Hilfe von Satz 11.1 (Seite 52) lässt sich der Algorithmus
IDEALSCHNITT formulieren, der eine Gröbnerbasis (bzgl. der lexikographischen Term-
ordnung, siehe Satz 11.1) eines Schnittideals berechnet: berechne eine Gröbnerbasis (bzgl.
der lexikographischen Termordnung) von S (Bezeichnung aus Satz 7.1) und entferne daraus
alle Polynome, die von einem yi abhängig sind.

Korrektheit: Folgt aus Satz 7.1 (Seite 38). �

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. �

Beispiel: K = Q, F1 := {x2
1 + x2

2, x1x2}, F2 := {x2
1 − x2

2}.
{x2

1x2 − x3
2, x

3
1 − x1x

2
2} ← IDEALSCHNITT(F1, F2).
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Spezifikation: G← IDEALSCHNITT(F1, . . . , Fk)

Berechnet eine Gröbnerbasis bzgl. ≺
lex

mit x1 > · · · > xn von
k⋂
i=1

〈Fi〉.

Eingabe: Fi = {fi,1, . . . , fi,mi
} ⊆ K[x] für 1 ≤ i ≤ k.

Ausgabe: Eine Gröbnerbasis bzgl. ≺
lex

des Ideals 〈F1〉 ∩ · · · ∩ 〈Fk〉.

begin
Sei ≺

lex
die lexikographische Termordnung auf den Termen von K[x, y] mit

y1 > y2 > · · · > yk > x1 > · · · > xn.

M ← {1− y1 − y2 − · · · − yk} ∪
k⋃
i=1

{yifi,1, . . . , yifi,mi
}

B ← BUCHBERGER(M, ≺
lex

)

return B ∩K[x]
end

Algorithmus 10: IDEALSCHNITT

7.2 Der Algorithmus IDEALQUOT
Aus Satz 7.2 (Seite 39) und mit Hilfe des Algorithmus IDEALSCHNITT lässt sich der Al-
gorithmus IDEALQUOT zur Berechnung einer Gröbnerbasis (bzgl. der lexikographischen
Termordnung) des Quotienten zweier Ideale formulieren.

Korrektheit: Folgt aus Lemma 7.1 (Seite 39) und Satz 7.2 (Seite 39). �

Termination: Folgt aus der Termination von IDEALSCHNITT. �

Beispiel: K = Q, F1 := {x2
1 + x2

2, x1x2}, F2 := {x2
1 − x2

2}.
{x1, x2} ← IDEALQUOT(F1, F2).
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Spezifikation: G← IDEALQUOT(F ,Q)
Berechnet eine Gröbnerbasis bzgl. ≺

lex
mit x1 > · · · > xn von 〈F 〉 : 〈Q〉.

Eingabe: Eine endliche Menge F ⊆ K[x] und Q = {q1, . . . , qs} ⊆ K[x].
Ausgabe: Eine Gröbnerbasis bzgl. ≺

lex
des Ideals 〈F 〉 : 〈Q〉.

begin
for 1 ≤ i ≤ s do

H ← IDEALSCHNITT(F, {qi})
Mi ← { hqi | h ∈ H}

end
return IDEALSCHNITT(M1, . . . ,Ms)

end

Algorithmus 11: IDEALQUOT
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Teil III

Systeme von Polynomgleichungen
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SYSTEME VON POLYNOMGLEICHUNGEN

In diesem Teil werden Polynomgleichungssysteme der Form

f1(x1, . . . , xn) = 0
f2(x1, . . . , xn) = 0

...
fm(x1, . . . , xn) = 0

mit fi ∈ K[x] behandelt.
Sei X die Menge aller Lösungen dieses Systems, d.h.

X = {(c1, . . . , cn) ∈ Kn | ∀1 ≤ i ≤ m : fi(c1, . . . , cn) = 0}.

Dann verschwindet auch jede Linearkombination g1f1 + · · · + gmfm mit gi ∈ K[x] auf X .
Daher ist X die Nullstellenmenge des ganzen Ideals 〈f1, . . . , fm〉.
Wählt man nun ein anderes Erzeugendensystem h1, . . . , hk dieses Ideals, sodass also

〈f1, . . . , fm〉 = 〈h1, . . . , hk〉

gilt, dann haben die beiden Polynomgleichungssysteme f1 = · · · = fm = 0 und h1 = · · · =
hk = 0 die gleiche Nullstellenmenge X .

In den folgenden Kapiteln werden algorithmische Tests entwickelt, um folgende Fragen zu
beantworten: wann besitzt ein vorgegebenes Polynomgleichungssystem überhaupt Lösun-
gen, wann hat es endlich viele Lösungen und wann haben zwei vorgegebene Polynomglei-
chungssysteme die gleiche Lösungsmenge. Außerdem wird gezeigt, wie alle Lösungen eines
Polynomgleichungssystems über einem Körper K berechnet werden können, sofern dies
endlich viele sind und alle Nullstellen aller univariaten Polynome über K berechnet werden
können.
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Kapitel 8

Test: N (F ) = ∅

Manche Menschen haben einen Gesichtskreis
vom Radius null und nennen ihn ihren Standpunkt.

DAVID HILBERT

In diesem Kapitel wird die Frage nach der Existenz von Lösungen eines Polynomgleichungs-
systems behandelt. Im Mittelpunkt steht dabei der HILBERTsche Nullstellensatz, mit dem
diese Frage auf einen Idealmitgliedschaftstest zurückgeführt werden kann.

Definition 8.1 Es seien K ein Körper, n ∈ N>0 und F ⊆ K[x]. Dann heißt

N (F ) := {a ∈ Kn | ∀f ∈ F : f(a) = 0}

die Menge der gemeinsamen Nullstellen von F in Kn.

Definition 8.2 K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom aus
K[x] in K eine Nullstelle hat.

Beispiele: Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen; Q̄:={a ∈ C | a algebraische Zahl}
und C sind algebraisch abgeschlossen.

Satz 8.1 (Schwacher HILBERTscher Nullstellensatz) K sei algebraisch abgeschlossen
und F ⊆ K[x]. Dann gilt:

N (F ) = ∅ ⇐⇒ 〈F 〉 = K[x].

Bemerkung: Nach Lemma 1.2 (Seite 6) gilt daher: N (F ) = ∅ ⇐⇒ 1 ∈ 〈F 〉.

Beweis: Findet sich in [1] und [5]. Für den SpezialfallK = C ist ein Beweis in [2] zu finden.
�

Die Frage, ob das Polynomgleichungssystem F Lösungen hat, kann also auf einen Idealmit-
gliedschaftstest zurückgeführt werden.
Außerdem gilt der folgende
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Satz 8.2 Sei K algebraisch abgeschlossen, F ⊆ K[x] eine endliche Menge und G eine
Gröbnerbasis von 〈F 〉. Dann gilt:

N (F ) = ∅ ⇐⇒ G ∩ (K \ {0}) 6= ∅.

Beweis: Nach Lemma 2.4 (Seite 17) und Satz 8.1 gilt:N (F ) = ∅ ⇐⇒ 1 ∈ 〈F 〉 ⇐⇒ 1 ∈
lt(〈F 〉) ⇐⇒ 1 ∈ P lt(G) ⇐⇒ 1 ∈ lt(G) ⇐⇒ G ∩K \ {0} 6= ∅. �

8.1 Der Algorithmus KEINELSG
Aus Satz 8.2 lässt sich nun unmittelbar der Algorithmus KEINELSG ableiten, um auf
N (F ) = ∅ zu testen.

Spezifikation: b← KEINELSG(F )
Testet, ob N (F ) = ∅.

Eingabe: Eine endliche Menge F ⊆ K[x] (K sei algebraisch abgeschlossen).
Ausgabe: true, wenn N (F ) = ∅, sonst false.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← BUCHBERGER(F,≺)
if G ∩ (K \ {0}) 6= ∅ then return true
else return false

end

Algorithmus 12: KEINELSG

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 8.2. �

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. �

Beispiel: K = C, F := {x2
1 − 1, x2

2 − 1, x1x2}.
true← KEINELSG(F ).
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Kapitel 9

Test: N (F ) = N (G)

Das Ideal der Gleichheit ist deshalb so schwer,
weil die Menschen Gleichheit nur mit jenen wünschen,

die über ihnen stehen.

JOHN B. PRIESTLEY

In diesem Kapitel soll behandelt werden, wann zwei vorgegebene Polynomgleichungssyste-
me die selben Nullstellen haben.
Generell gilt für F,G ⊆ K[x]: 〈F 〉 = 〈G〉 =⇒ N (F ) = N (G). Die Umkehrung gilt aber
im allgemeinen nicht: N ({x1}) = N ({x2

1}), aber 〈x1〉 6= 〈x2
1〉.

Definition 9.1 Sei M ⊆ Kn. Dann heißt

I(M) := {f ∈ K[x] |M ⊆ N (f)}

das Ideal von M.

Bemerkungen:

(1) I(M)EK[x].

(2) Rad(I(M)) = I(M).

(3) Für M = N (F ) mit F ⊆ K[x]: I(M) ist die Menge aller Polynome, die zu dem
durch F gegebenen Gleichungssystem dazugenommen werden können, ohne die Lö-
sungsmenge zu verändern.

Satz 9.1 (Starker HILBERTscher Nullstellensatz) K sei algebraisch abgeschlossen und
F ⊆ K[x]. Dann gilt:

I(N (F )) = Rad(〈F 〉).

Beweis: ⊇: trivial.
⊆: Sei g ∈ K[x], N (F ) ⊆ N ({g}). Zeige: g ∈ Rad(〈F 〉).
Sei J := 〈F ∪ {gt − 1}〉K[x,t] E K[x, t]. Dann ist N (J) = ∅; denn wären a ∈ Kn, b ∈ K
so, dass (a, b) ∈ N (J) ⊆ Kn+1, dann wäre a ∈ N (F ) und g(a)b− 1 = 0. Wegen g(a) = 0
(folgt aus a ∈ N (F ) ⊆ N ({g})) würde dies jedoch zum Widerspruch −1 = 0 führen.
Aus Satz 8.1 (Seite 44) folgt J = K[x, t] und nach Satz 6.1 (Seite 36) also g ∈ Rad(〈F 〉).
�
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KAPITEL 9. TEST: N (F ) = N (G)

Satz 9.2 SeienK algebraisch abgeschlossen, I, I ′EK[x] und F ,G endliche Teilmengen von
K[x]. Dann gilt:

(1) N (I) = N (I ′) ⇐⇒ Rad(I) = Rad(I ′).

(2) N (F ) = N (G) ⇐⇒ (F ⊆ Rad(〈G〉)) ∧ (G ⊆ Rad(〈F 〉)).

Beweis: (1): =⇒: N (I) = N (I ′) =⇒ I(N (I)) = I(N (I ′))
Satz 9.1
=⇒ Rad(I) = Rad(I ′).

⇐=: trivial wegen N (I) = N (Rad(I)).

(2): =⇒: N (F ) = N (G)
(1)

=⇒ Rad(〈F 〉)︸ ︷︷ ︸
⊇〈F 〉

= Rad(〈G〉)︸ ︷︷ ︸
⊇〈G〉

.

⇐=: 〈F 〉 ⊆ Rad(〈G〉) =⇒ N (G) ⊆ N (F ), 〈G〉 ⊆ Rad(〈F 〉) =⇒ N (F ) ⊆ N (G). �

9.1 Der Algorithmus LSGMENGENGLEICH
Aus Satz 9.2 lässt sich nun unmittelbar der Algorithmus LSGMENGENGLEICH ableiten,
um auf N (F ) = N (G) zu testen.

Spezifikation: b← LSGMENGENGLEICH(F ,G)
Testet, ob N (F ) = N (G).

Eingabe: F und G, zwei endliche Teilmengen von K[x] (K sei algebraisch abge-
schlossen).
Ausgabe: true, wenn N (F ) = N (G), sonst false.

begin
Seien F = {f1, . . . , fm} und G = {g1, . . . , gk}.

for 1 ≤ i ≤ m do
if ¬RADIKALMITGLIED(fi,G) then return false

end

for 1 ≤ i ≤ k do
if ¬RADIKALMITGLIED(gi,F) then return false

end
return true

end

Algorithmus 13: LSGMENGENGLEICH

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 9.2, (2). �

Termination: Folgt aus der Termination von RADIKALMITGLIED. �

Beispiel: K = C, F := {x1}, G := {x2
1}.

true← LSGMENGENGLEICH(F,G).
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Kapitel 10

Schranke für |N (F )|

Nichts ist mächtiger
als eine Idee zur richtigen Zeit.

VICTOR HUGO

In diesem Kapitel wird behandelt, wann ein gegebenes Polynomgleichungssystem F nur
endlich viele Lösungen hat. Außerdem wird im Fall der Endlichkeit eine obere Schranke für
|N (F )| angegeben. Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE berechnet diese Schranke.

Hilfssatz 10.1 Es seien V ein K-Untervektorraum von K[x], F ⊆ V und 0 /∈ F . Falls
lt(F ) = lt(V ), ist F ein K-Erzeugendensystem von V . Für g ∈ V kann dann eine Familie
(cf )f∈F in K mit g =

∑
f∈F

cff wie folgt berechnet werden:

(∗) Wähle f ∈ F so, dass lt(f) = lt(g) ∈ V . Setze cf := lk(g)lk(f)−1. Wenn g 6= cff ,
ersetze g durch g − cff und gehe zu (∗).

Beweis: Zeige: Das Verfahren zur Berechnung der cf , f ∈ F , liefert nach endlich vielen
Schritten das gewünschte Ergebnis.
Wegen lk(cff) = lk(g)lk(f)−1lk(f) = lk(g) ist entweder g = cff oder lt(g− cff) ≺ lt(g).
Nach Satz 2.2 (Seite 13) tritt nach endlich vielen Schritten der Fall g = cff ein. �

Hilfssatz 10.2 Es seien I EK[x] und G eine Gröbnerbasis von I bzgl. einer Termordnung
≺. Außerdem gelte I 6= K[x]. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) dimK (K[x]/I) ∈ N.

(2) |P \ lt(I)| ∈ N.

(3) ∀ 1 ≤ i ≤ n : ∃ei ∈ N>0 : xei
i ∈ lt(I).

(4) ∀ 1 ≤ i ≤ n : ∃e′i ∈ N>0 : x
e′i
i ∈ lt(G).

Gelten (1)-(4), dann ist dimK (K[x]/I) = |P \ lt(I)|.
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KAPITEL 10. SCHRANKE FÜR |N (F )|

Beweis: (1) ⇐⇒ (2): Sei B ein K-Erzeugendensystem von I mit lt(B) = lt(I). Nach Satz
10.1 ist dann B ∪ (P \ lt(I)) ein K-Erzeugendensystem von K[x], also

K[x] =
⊕
b∈B

Kb︸ ︷︷ ︸
I

⊕
⊕

p∈P\lt(I)

Kp = I ⊕
⊕

p∈P\lt(I)

Kp.

Daher gilt: K[x]/I ∼=
⊕

p∈P\lt(I)
Kp (als K-Vektorraumisomorphismus).

(2) ⇐⇒ (3): =⇒: Annahme: ∃i0 : ∀e ∈ N : xei0 /∈ lt(I). Daraus folgt: ∀e ∈ N : xei0 ∈
P \ lt(I) =⇒ |P \ lt(I)| /∈ N. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung von (2).
⇐=: xe11 , . . . , x

en
n ∈ lt(I). Wegen Lemma 2.2 (Seite 12) gilt daher für alle k mit 1 ≤ k ≤ n:

{xi11 · · ·x
ik−1

k−1 · x
s
k · x

ik+1

k+1 · · ·x
in
n | i1, . . . , ik−1, ik+1, . . . , in ∈ N, s ≥ ek} ⊆ lt(I).

Daher sind fast alle Terme Elemente von lt(I). Daraus folgt: |P \ lt(I)| ∈ N.
(3) ⇐⇒ (4): =⇒: Sei i fest gewählt. Dann gilt: ∃ei ∈ N : xei

i ∈ lt(I) =⇒ xei
i ∈ P lt(I) =

P lt(G)
1/∈G
=⇒ ∃e′i ∈ N : x

e′i
i ∈ lt(G).

⇐=: analog. �

Lemma 10.1 SeiG eine Gröbnerbasis eines Ideals IEK[x] bzgl. einer Termordnung≺ mit
I 6= K[x]. Außerdem gelte ∀ ≤ i ≤ n : ∃gi ∈ G : lt(gi) = xei

i für ein ei ∈ N>0. Dann folgt:

|P \ lt(I)| ≤ e1 · · · en.

Beweis: Nach dem Beweis von Satz 10.2 ist P \ lt(I) eine Basis eines Vektorraums, der K-
isomorph zu K[x]/I ist. Für alle i mit 1 ≤ i ≤ n gilt: ∀p ∈ P \ lt(I) : (p = xm1

1 · · · xmn
n =⇒

mi < ei). Es gibt genau e1 · · · en Terme, die diese Bedingung für alle i erfüllen. �

Hilfssatz 10.3 Es sei I EK[x]. Dann gilt:

dimK (K[x]/I) ∈ N ⇐⇒ dimK (K[x]/Rad(I)) ∈ N.

Beweis: =⇒: Wegen I ⊆ Rad(I) ist π mit

π :

{
K[x]/I → K[x]/Rad(I)
f̄ 7→ f̄

wohldefiniert und surjektiv.

⇐=: dimK (K[x]/Rad(I)) ∈ N Satz 10.2
=⇒ ∀1 ≤ i ≤ n ∃ei ∈ N : xei

i ∈ lt(Rad(I)). Sei
fi ∈ Rad(I) so, dass lt(fi) = xei

i . Dann gibt es ein mi ∈ N so, dass fmi
i ∈ I und lt(fmi

i ) =
xmiei
i ∈ lt(I). Mit Satz 10.2 ((3)=⇒(1)) folgt nun dimK (K[x]/I) ∈ N. �

Hilfssatz 10.4 Es seien K algebraisch abgeschlossen, I E K[x] und E eine endliche Teil-
menge von N (I).
Der Algebrahomomorphismus

ψ :

{
K[x]→ Abb(E,K)
f 7→ [e 7→ f(e)]
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KAPITEL 10. SCHRANKE FÜR |N (F )|

ist wohldefiniert und surjektiv. Außerdem gilt Rad(I) ⊆ Kern(ψ).
Insbesondere: Der Algebrahomomorphismus

ψ : K[x]/Rad(I)→ Abb(E,K)

ist wohldefiniert und surjektiv, also |E| ≤ dimK (K[x]/Rad(I)).

Beweis: Lagrange-Interpolation: Für e, e′ ∈ E mit e 6= e′ sei fe,e′ ∈ K[x] so, dass
grad(fe,e′) = 1, fe,e′(e) = 1 und fe,e′(e′) = 0.
Setze ge :=

∏
e′∈E\{e}

fe,e′ ∈ K[x]. Dann gilt für alle e′ ∈ E \ {e}: ge(e) = 1 und g(e′) = 0.

Ist h ∈ Abb(E,K), dann ist h = ψ(
∑
e∈E

h(e)ge), also ist ψ surjektiv. �

Satz 10.1 Es seien K algebraisch abgeschlossen und I EK[x]. Dann gilt:

N (I) endlich ⇐⇒ P \ lt(I) endlich.

Ist N (I) endlich, gilt außerdem |N (I)| ≤ |P \ lt(I)|.

Beweis: P \ lt(I) endlich HS10.2⇐⇒ dimK (K[x]/I) endlich HS10.3⇐⇒ dimK (K[x]/Rad(I)) endlich
HS10.4⇐⇒ N (I) endlich.
Falls N (I) (und daher P \ lt(I)) endlich ist, gilt:
|N (I)| HS10.4

= dimK (K[x]/Rad(I)) ≤ dimK (K[x]/I)
HS10.2

= |P \ lt(I)|. �

Korollar 10.1 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 10.1 (Seite 49) und
N (I) sei endlich. Dann ist |N (I)| ≤ e1 · · · en.

Beweis: : Folgt unmittelbar aus Lemma 10.1 (Seite 49) und Satz 10.1. �

Beispiel: K = C.
f1 := x5

1 − 2x1x
2
2x3 + x4

2x
2
3 − 37,

f2 := x3
2 + 2x2

2x3 − x3
3,

f3 := x4
3 − x3

3 − x2
3 − x3 − 2,

F := {f1, f2, f3}, F ist Gröbnerbasis bzgl. ≺
lex

.

lt(F ) = {x5
1, x

3
2, x

4
3}.

Für K = C gilt: |N (F )| ≤ 5 · 3 · 4 = 60.

10.1 Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE
Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE berechnet eine Schranke für |N (F )| und un-
terscheidet zusätzlich zwei Sonderfälle. Die möglichen Rückgabewerte dieses Algorithmus
sind:

(1) Ist N (F )=∅, so ist der Rückgabewert 0 (siehe Kapitel 8 und Algorithmus
KEINELSG).
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KAPITEL 10. SCHRANKE FÜR |N (F )|

Spezifikation: s← LSGMENGESCHRANKE(F )
Berechnet eine Schranke für |N (F )|.

Eingabe: Eine endliche Menge F ⊆ K[x] (K sei algebraisch abgeschlossen).
Ausgabe: 0, wenn N (F ) = ∅, und ∞, wenn N (F ) nicht endlich ist; sonst wird eine
obere Schranke für |N (F )| geliefert.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← BUCHBERGER(F,≺)
if G ∩ (K \ {0}) 6= ∅ then return 0
if {xe11 , . . . , xen

n } ⊆ lt(G) then

return
n∏
i=1

ei

then return ∞
end

Algorithmus 14: LSGMENGESCHRANKE

(2) Ist N (F ) unendlich, so ist der Rückgabewert∞.

(3) Sonst ist der Rückgabewert eine Schranke für |N (F )|.

Korrektheit: Ist G ∩ (K \ {0}) 6= ∅, so ist nach Satz 8.2 (Seite 45) N (F ) = ∅, und der
Rückgabewert ist daher 0.
Ist {xe11 , . . . , xen

n } ⊆ lt(G), dann gilt Korollar 10.1 (Seite 50). Andernfalls ist N (F ) wegen
Hilfssatz 10.2 (Seite 48) und Satz 10.1 (Seite 50) unendlich. �

Termination: Folgt aus der Termination von BUCHBERGER. �

Beispiel: K = C, F := {x5
1−2x1x

2
2x3 +x4

2x
2
3−37, x3

2 +2x2
2x3−x3

3, x
4
3−x3

3−x2
3−x3−2}.

60← LSGMENGESCHRANKE(F ).
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Kapitel 11

Berechnung von N (F )

Das also war des Pudels Kern!

JOHANN WOLFGANG VON GOETHE, Faust I.

In diesem Kapitel wird für den Fall, dass N (F ) endlich ist, ein Algorithmus behandelt, der
die Lösungen des Polynomgleichungssystems F (also die Elemente von N (F )) berechnet.
Es ist zu beachten, dass für das in diesem Kapitel behandelte Verfahren zur Lösungsberech-
nung immer die lexikographische Termordnung vorausgesetzt wird und davon ausgegangen
wird, dass alle Lösungen aller univariaten Polynome über K berechnet werden können.

Satz 11.1 I sei ein Ideal von K[x] und G sei eine Gröbnerbasis von I bzgl. der lexikogra-
phischen Ordnung ≺

lex
mit x1 > x2 > · · · > xn. Für 1 ≤ k ≤ n gilt dann:

Wenn I ∩ K[xk, . . . , xn] 6= {0}, dann ist G ∩ K[xk, . . . , xn] eine Gröbnerbasis von I ∩
K[xk, . . . , xn].

Beweis: Es sei h ∈ I ∩K[xk, . . . , xn]. Dann ist lt(h) ∈ K[xk, . . . , xn]. Weil G eine Gröb-
nerbasis ist, gibt es eine Familie (hg)g∈G in K[x] mit h =

∑
g∈G

hgg und

lt(h) = max
≺
{lt(hgg) | g ∈ G, hgg 6= 0}.

Zeige: hg 6= 0 =⇒ g ∈ G ∩K[xk, . . . , xn].
Sei hg 6= 0. Dann ist lt(g)�

lex
lt(hgg)�

lex
lt(h) ∈ K[xk, . . . , xn]. Weil ≺

lex
die lexikographische

Ordnung mit x1 > x2 > · · · > xn ist, folgt: lt(g) ∈ K[xk, . . . , xn] und g ∈ K[xk, . . . , xn].�

Bemerkungen:

(1) Die Ideale I ∩K[xk, . . . , xn]EK[xk, . . . , xn], 1 ≤ k ≤ n, heißen Eliminationsideale
von I .

(2) Wenn I∩K[xn] = {0}, dann gibt es in I \{0} kein Polynom, das nur von xn abhängig
ist.

(3) Wenn I ∩ K[xn] 6= {0} und G eine Gröbnerbasis von I bzgl. der lexikographischen
Ordnung mit x1 > · · · > xn ist, dann wird I ∩ K[xn] von G ∩ K[xn] erzeugt, also:
I ∩K[xn] = 〈ggT(G ∩K[xn])〉K[x].
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KAPITEL 11. BERECHNUNG VON N (F )

(4) Bezüglich der lexikographischen Termordnung gilt: Wenn P \ lt(I) endlich ist, dann
ist I ∩K[xn] 6= {0}. Denn wäre I ∩K[xn] = {0}, so würde {xn, x2

n, x
3
n, . . .} * lt(I)

gelten und P \ lt(I) wäre nicht endlich.

11.1 Der Algorithmus LSG
Mit Hilfe von Satz 11.1 und den darauf folgenden Bemerkungen lässt sich nun ein Algorith-
mus zur Lösungsberechnung formulieren: Gibt es nur endlich viele Lösungen, so existiert in
jeder Gröbnerbasis bzgl. der lexikographischen Termordnung ein Polynom fn, das nur von
xn abhängig ist, ein Polynom fn−1, das nur von xn und xn−1 abhängig ist, usw. Zuerst wer-
den nun alle Nullstellen von fn berechnet. Dann wird in alle Polynome der Gröbnerbasis für
xn der Wert der ersten Nullstelle eingesetzt und mit der so erhaltenen Gröbnerbasis rekursiv
weiterverfahren. Danach wird mit den weiteren Nullstellen von fn (falls solche existieren)
genauso vorgegangen.
Wenn ein Polynomgleichungssystem nur endlich viele Lösungen hat und man über K alle
Nullstellen eines univariaten Polynoms berechnen kann, so kann man auf diese Weise alle
Nullstellen des Polynomgleichungssystems berechnen.

Spezifikation: L ← LSG(G,j)
Berechnet N (G) in K[x1, . . . , xj].

Eingabe: Eine Gröbnerbasis G ⊆ K[x1, . . . , xj] bzgl. der lexikographischen Ordnung
≺
lex

mit x1 > x2 > · · · > xj und LSGMENGESCHRANKE(G) /∈ {0,∞}.
Ausgabe: Alle Lösungen des Polynomgleichungssystems G über K, sofern alle Null-
stellen aller auftretenden univariaten Polynome in K berechnet werden können.

begin
N ← N ({ggT(G ∩K[xj, . . . , xn])})
if N = ∅ then return ∅
Sei N = {n1, . . . , ns}.
if j = 1 then

return
s⋃
i=1

{
{(x1, ni)}

}
end
L ← ∅
for 1 ≤ i ≤ s do

G′ ← {f|xj=ni
|f ∈ G} \ {0}

L′ ← LSG(G′, j − 1)
L ← L ∪

⋃
L′∈L′

{
L′ ∪ {(xj, ni)}

}
end
return L

end

Algorithmus 15: LSG
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Korrektheit: Wegen der Voraussetzung LSGMENGESCHRANKE(G) /∈ {0,∞} und Be-
merkung (3) auf Seite 52 ist G∩K[xj, . . . , xn] 6= {0} und N daher in jedem Schritt endlich.
�

Termination: Die Rekursion terminiert trivialerweise. �

Beispiel: K = Q, G := {x5
1−2x1x

2
2x3 +x4

2x
2
3−37, x3

2 +2x2
2x3−x3

3, x
4
3−x3

3−x2
3−x3−2}.

true← ISTGRÖBNER(G, ≺
lex

).

60← LSGMENGESCHRANKE(G).
{{(x1, 2), (x2, 1), (x3,−1)}} ← LSG(G, 3).
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Teil IV

Systeme linearer Gleichungen mit
Koeffizienten in Polynomringen
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SYSTEME LIN. GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN IN POLYNOMRINGEN

In diesem Teil wird die folgende Situation behandelt:

Seien m ∈ N>0, F eine endliche Teilmenge von K[x]m = K[x1, . . . , xn]m und f0 =
(f0,1, . . . , f0,m) ∈ K[x]m mit f0,i ∈ K[x].

Gesucht ist eine Familie (hf )f∈F in K[x] so, dass∑
f∈F

hff = f0.

Mit anderen Worten: Man berechne das Urbild von f0 unter der K[x]-linearen Abbildung

ϕ :

{
K[x]F → K[x]m

(yf )f∈F 7→
∑
f∈F

yff .

Dazu muss zuerst überprüft werden, ob f0 überhaupt im Bild von ϕ (also dem von F erzeug-
ten K[x]-Untermodul von K[x]m) enthalten ist. Wenn dies der Fall ist, berechnet man ein
Urbild u von f0 und ein endliches Erzeugendensystem E von Kern(ϕ).
Die Lösungsmenge des Gleichungssystems ist dann{

u+
∑
e∈E

cee | ce ∈ K[x]
}
⊆ K[x]F .

In den Kapiteln 12, 13 und 14 werden zuerst die Grundlagen dieses Teils erörtert. Danach
wird im Kapitel 15 gezeigt, wie man alle Lösungen eines Systems linearer Gleichungen mit
Koeffizienten in K[x] bestimmt.

Die in diesem Teil behandelte Theorie ist sehr analog zu jener aus Teil I. Deshalb werden in
den folgenden Kapiteln die Beweise nicht immer vollständig ausformuliert, sondern auf den
entsprechenden Beweis aus Teil I verwiesen.
Außerdem werden die Algorithmen, die zu denen aus den Teilen I und II analog sind, hier
nicht nochmals angeführt. Benützt ein in diesem Teil neu vorgestellter Algorithmus so einen
analogen Algorithmus, so wird dem Namen zur Unterscheidung das Präfix „M“ (für Modul)
vorgestellt.
In Anhang B (ab Seite 88) finden sich die MAPLE-Implemtierungen sowohl der im folgen-
den neu vorgestellten Algorithmen, als auch jener, die analog zu einem Algorithmus aus Teil
I sind.
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Kapitel 12

Noethersche Moduln

Alles kommt zwar wieder,
aber auf eine andere Weise.

SØREN KIERKEGAARD

R sei ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 12.1 Ein R-Modul heißt noethersch, wenn alle seine R-Untermoduln endlich
erzeugt sind.

Beispiele:

(1) Sei K ein Körper. Dann ist jeder endlichdimensionaler K-Vektorraum noethersch.

(2) R ist als Ring genau dann noethersch, wenn R als R-Modul noethersch ist.

Lemma 12.1 Sei V ein noetherscher R-Modul und W ein R-Untermodul von V . Dann ist
auch V/W noethersch.

Beweis: Die Abbildung

kan :

{
V → V/W
v 7→ v̄

ist R-linear und surjektiv.
Sei M≤RV/W . Dann ist V ′ :=kan−1(M) ein R-Untermodul von V . Also gibt es
v1, . . . , vk ∈ V so, dass V ′ = 〈v1, . . . , vk〉R. Dann ist M = 〈v̄1, . . . , v̄k〉R. �

Satz 12.1 Sei R noethersch. Dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul noethersch.
Insbesondere: Endlich erzeugte K[x]-Moduln sind noethersch.

Beweis: Sei V = 〈v1, . . . , vk〉 ein R-Modul. Vollständige Induktion über k:
Sei k = 1: Die Abbildung

α :

{
R→ V = Rv1

r 7→ rv1
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KAPITEL 12. NOETHERSCHE MODULN

ist surjektiv, und daher gilt R/Kern(α) ∼=R V . Nach Lemma 12.1 (Seite 57) ist R/Kern(α)
noethersch und daher auch V .
Sei k > 1: Die Abbildung

kan :

{
V → V/Rvk
v 7→ v̄

ist surjektiv undR-linear. V/Rvk = 〈v̄1, . . . , v̄k−1〉R ist nach Induktionsannahme noethersch.
Sei W ≤R V . Dann ist kan(W ) endlich erzeugt und es gibt w1, . . . , wl ∈ W mit kan(W ) =
〈w̄1, . . . , w̄l〉R. Es gibt ein endliches Erzeugendensystem u1, . . . , um von (Rvk)∩W ≤R Rvk
(Fall k = 1). Dann ist W = 〈u1, . . . , um, w1, . . . , wl〉R, denn: w ∈ W =⇒ ∃ci ∈ R : w̄ =
l∑

i=1

ciw̄i =⇒ ∃d ∈ R : w =
l∑

i=1

ciwi + dvk =⇒ dvk = w−
l∑

i=1

ciwi ∈ W ∩ (Rvk). Insgesamt

gilt daher: ∃di ∈ R : w =
l∑

i=1

ciwi +
m∑
i=1

diui. �

Bemerkung: Aus Satz 12.1 folgt: Seien R ein noetherscher Ring, m, n ∈ N>0 und ϕ :
Rm → Rn eineR-lineare Abbildung. Dann ist Kern(ϕ) ein endlich erzeugterR-Untermodul
von Rm. Mit anderen Worten: Der Lösungsraum eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems mit Koeffizienten in einem noetherschen Ring ist endlich erzeugt.
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Kapitel 13

Termordnungen

Zum zehnten Mal wiederholt, wird es gefallen.

QUINTUS FLACCUS HORAZ

Für die nun folgenden Kapitel gelten folgende Bezeichnungen:

(1) K ist ein Körper, n ∈ N>0, K[x] = K[x1, . . . , xn].

(2) xi = xi11 x
i2
2 · · ·xinn mit i = (i1, . . . , in) ∈ Nn.

(3) P := {xi | i ∈ Nn
≥0, n ∈ N≥0}.

(4) V ist ein freier, endlich erzeugter K[x]-Modul und B eine Basis von V .

(5) U := {p b | p ∈ P, b ∈ B}.

Bemerkung: U ist eine K-Basis von V , d.h. ∀v ∈ V : ∃(cu)u∈U ∈ KU : v =
∑
u∈U

cuu.

Definition 13.1 Eine Totalordnung ≺ auf U heißt Termordnung :⇐⇒

(1) ∀b ∈ B ∀p ∈ P : b � p b,

(2) ∀u, v ∈ U ∀p ∈ P : (u ≺ v =⇒ pu ≺ pv).

Beispiel: Seien B = {b1, . . . , bm} und ≺P eine Termordnung auf P . Dann ist durch

p bi ≺ q bj :⇐⇒ ((i > j) ∨ (i = j ∧ p ≺P q))

eine Termordnung auf U gegeben.
Diese Termordnung heißt lexikographisch bzw. graduiert-lexikographisch, wenn ≺P die le-
xikographische bzw. graduiert-lexikographische Ordnung ist.

Im weiteren sei ≺ eine Termordnung auf U .

59



KAPITEL 13. TERMORDNUNGEN

Definition 13.2 Sei 0 6= v =
∑
u∈U

cuu ∈ V und F ⊆ V . Dann sind die Begriffe supp(v),

lt(v), lk(v) und lt(F ) analog wie in Definition 2.3 (Seite 12) definiert.

Beispiel: Seien V = Q[x1, x2]
3, B := {e1 := (1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0), e3 := (0, 0, 1)} und

≺:= ≺
glex

mit x1 > x2 und e1 > e2 > e3.

f1 := (2x2
1x2 + 2x2

1 − 3, x4
1x2, x1 + x2),

f2 := (x1x
3
2 + x1x

2
2, 0, 0),

f3 := (0, 0,−2x1 + 3).
f1 = 2x2

1x2e1 + 2x2
1e1 − 3e1 + x4

1x2e2 + x1e3 + x2e3.
supp(f1) = {x2

1x2e1, x
2
1e1, e1, x

4
1x2e2, x1e3, x2e3},

lt(f1) = x2
1x2e1, lk(f1) = 2.

lt(f2) = x1x
3
2e1.

lt(f3) = x1e3.

Satz 13.1 Jede absteigende Folge in U ist endlich.

Beweis: Analog zu Satz 2.2 (Seite 13). �

Satz 13.2 (Division mit Rest) F sei eine endliche Teilmenge von V \ {0}, ≺ sei eine Term-
ordnung auf U und v ∈ V.
Dann gibt es eine Familie (hf )f∈F in K[x] so, dass entweder

v =
∑
f∈F

hff

oder
v 6=

∑
f∈F

hff und lt
(
v −

∑
f∈F

hff
)
/∈ 〈lt(F )〉K[x].

Außerdem gilt max
≺
{lt(hff) | f ∈ F, hf 6= 0} = lt(v).

Beweis: Analog zu Satz 2.3 (Seite 13). �
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Kapitel 14

Gröbnerbasen von Untermoduln

Strukturen sind die Waffen der Mathematiker.

NICOLAS BOURBAKI

Definition 14.1 Seien V ein freier, endlich erzeugter K[x]-Modul und ≺ eine Termordnung
auf U . Eine endliche Teilmenge F eines Untermoduls W ≤K[x] V heißt genau dann Gröb-
nerbasis von W (bezüglich ≺), wenn

〈lt(F )〉K[x] = 〈lt(W )〉K[x].

Definition 14.2 Für v, w ∈ V \ {0} seien s, t ∈ P und b, c ∈ B so, dass lt(v) = sb und
lt(w) = tc. Dann heißt

S(v, w) :=

{
0 , falls b 6= c

lk(w)kgV(s,t)
s

v − lk(v)kgV(s,t)
t

w , falls b = c

der S-Vektor von v und w.

Beispiel: Seien V = Q[x1, x2]
3, B := {e1 := (1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0), e3 := (0, 0, 1)} und

≺:= ≺
glex

mit x1 > x2 und e1 > e2 > e3.

f1 := (x2
1 + 1, 0, 1), f2 := (x1x2 + x2, 0, 0), f3 := (0, 0, x1x2).

W := 〈f1, f2, f3〉Q[x] ≤ Q[x1, x2]
3.

Dann ist S(f1, f3) = S(f2, f3) = 0 und S(f1, f2) = x2f1 − x1f2 = (−x1x2 + x2, 0, x2).

Die Aussagen für Gröbnerbasen von Idealen gelten analog für Gröbnerbasen von Untermo-
duln. Insbesondere gilt der folgende

Satz 14.1 Sei F eine endliche Teilmenge vonW ≤K[x] V . Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(1) F ist eine Gröbnerbasis von W .

(2) Für alle v, w ∈ F ist ein Rest von S(v, w) nach Division durch F gleich null.

Beweis: Analog zu Satz 3.1 (Seite 21). �
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Kapitel 15

Lineare Gleichungen mit Koeffizienten in
K[x]

Du wolltest doch Algebra,
da hast du den Salat.

JULES VERNE

In diesem Kapitel gelten folgende Bezeichnungen:

(1) V := K[x]m mit der Basis B := {e1 := (1, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , em :=
(0, . . . , 0, 1)}.

(2) F ist eine endliche Teilmenge von V .

(3) f0 ∈ V .

(4) Die Abbildung ϕ sei definiert durch

ϕ :

{
K[x]F → V
(yf )f∈F 7→

∑
f∈F

yff .

(5) G ist eine Gröbnerbasis von ϕ(K[x]F ) = 〈F 〉K[x]; außerdem gilt für g ∈ G : g =∑
f∈F

c(g)ff mit c(g)f ∈ K[x].

(6) Die Abbildung γ sei definiert durch

γ :

{
K[x]G → V
(yg)g∈G 7→

∑
g∈G

ygg .

Satz 15.1 Das durch ϕ und f0 gegebene Gleichungssystem hat genau dann eine Lösung
(also f0 ∈ 〈F 〉K[x]), wenn ein Rest (oder alle Reste) von f0 nach Division durch G null ist.
Existiert eine Lösung und ist f0 =

∑
g∈G

dgg, dann ist(∑
g∈G

c(g)fdg

)
f∈F
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KAPITEL 15. LINEARE GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN INK[x]

eine Lösung.

Beweis: Der Beweis des ersten Teils des Satzes ist analog zum Beweis von Satz 2.5 (Seite
18).
f0 =

∑
g∈G

dgg =
∑

f ∈ F
g ∈ G

c(g)fdgf =
∑
f∈F

( ∑
g∈G

c(g)fdg
)
f . �

Beispiel: V = Q[x1, x2]
2, f1 := (x1 +x2, x

2
1x2), f2 := (x1−x2, x1x

2
2), f3 := (0, x1x2 +x1),

f4 := (0, x1x2), F := {f1, . . . , f4}, f0 := (2x2
1 + 2x2

2, x1x2).
G := {g1, . . . , g3} mit g1 := (2x1, 0), g2 := (2x2, 0) und g3 := (0, x1) ist eine Gröbnerbasis
von 〈F 〉 bzgl. ≺

glex
.

Außerdem gilt:
g1 = f1 + f2 − (x1x2 + x2

2)f3 + (x1x2 + x2
2)f4,

g2 = f1 − f2 + (x2
2 − x1x2)f3 + (x1x2 − x2

2)f4,
g3 = f3 − f4.
((x1, x2, x2), 0)← MMULTIVARDIV(f0, (g1, g2, g3), ≺

glex
).

Das liefert für f0 die Darstellung:
f0 = x1g1 + x2g2 + x2g3 = (x1 + x2)f1 + (x1 − x2)f2 + (x3

2 + x2 − x2
1x2 − 2x1x

2
2)f3 +

(x2
1x2 + 2x1x

2
2 − x3

2 − x2)f4.
Also ist (x1 + x2, x1 − x2, x

3
2 + x2 − x2

1x2 − 2x1x
2
2, x

2
1x2 + 2x1x

2
2 − x3

2 − x2) eine Lösung
des durch ϕ und f0 gegebenen inhomogenen Gleichungssystems.

Satz 15.2 O.B.d.A. gelte ∀g ∈ G : lk(g) = 1. Für g1, g2 ∈ G mit lt(g1) = p1b, lt(g2) = p2c
(p1, p2 ∈ P , b, c ∈ B) und b=c seien p(g1, g2), q(g1, g2) ∈ P und t(g1, g2)h ∈ K[x] so, dass

S(g1, g2) = p(g1, g2)g1 − q(g1, g2)g2 =
∑
h∈G

t(g1, g2)hh

mit lt(S(g1, g2)) = max
≺
{lt(t(g1, g2)hh) | h ∈ G, t(g1, g2)hh 6= 0}. Weiters sei u(g1, g2) :=(

u(g1, g2)h
)
h∈G mit

u(g1, g2)h :=


t(g1, g2)g1 − p(g1, g2) , falls h = g1

t(g1, g2)g2 + q(g1, g2) , falls h = g2

t(g1, g2) , sonst.

Dann ist {u(g1, g2) | g1, g2 ∈ G} ein K[x]-Erzeugendensystem von Kern(γ), d.h. ein K[x]-
Erzeugendensystem des durch G gegebenen homogenen Gleichungssystems.

Beweis: Sei W := 〈u(g1, g2) | g1, g2 ∈ G〉K[x].
Zu zeigen ist dann: W = Kern(γ).
Wegen

∑
h∈G

u(g1, g2)hh =
∑
g∈G

t(g1, g2)hh − p(g1, g2)g1 + q(g1, g2)g2 = 0 ist W ≤K[x]

Kern(γ).
Annahme: W 6= Kern(γ).
Wähle v = (vh)h∈G ∈ Kern(γ) \W so, dass für alle v′ ∈ (Kern(γ) \W ) \ {v} entweder

M(v) := max
≺
{lt(vhh) |h ∈ G, vhh 6= 0} ≺M(v′)

oder

M(v) = M(v′) ∧ A(v) := |{h ∈ G | vhh 6= 0, lt(vhh) = M(v)}| < A(v′)
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gilt.
Wegen v ∈ Kern(γ) ist

∑
h∈G

vhh = 0. Also gibt es g1, g2 ∈ G mit g1 6= g2 und lt(vg1g1) =

lt(vg2g2) = M(v). Dann gibt es ein z ∈ P so, dass z · p(g1, g2) · lt(g1) = z · q(g1, g2) ·
lt(g2) = M(v). Es sei nun w := v + lk(vg1) z u(g1, g2). Wegen v ∈ Kern(γ) \ W und
u(f, g) ∈ W ≤ Kern(γ) ist w ∈ Kern(γ) \W .
Es ist

wh = (v + lk(vg1) z u(g1, g2))h

=


vg1 + lk(vg1) z t(g1, g2)g1 − lk(vg1) z p(g1, g2) , falls h = g1

vg2 + lk(vg1) z t(g1, g2)g2 + lk(vg1) z q(g1, g2) , falls h = g2

vh + lk(vg1) z t(g1, g2)h , sonst.

Dann gilt: lt(whh) �M(v) für h 6= g1 und
lt(wg1g1) � max

≺
{lt((vg1 − lk(vg1) z p(g1, g2))lt(g1))︸ ︷︷ ︸

≺M(v)

, lt(z t(g1, g2)g1 g1)}︸ ︷︷ ︸
≺lt(z p(g1,g2) g1)

�M(v).

Also gilt: M(w) ≺ M(v) ∨ (M(w) = M(v) ∧ A(w) < A(v)). Das ist jedoch ein
Widerspruch zur Minimalität von v. �

Beispiel: Seien V , G und F wie in dem Beispiel auf Seite 63 definiert.
Dann ist S(g1, g2) = x2g1 − x1g2 = 0 und S(g1, g3) = S(g2, g3) = 0.
Also ist u(g1, g2) = (x2,−x1, 0) und Kern(γ) = 〈(x2,−x1, 0)〉Q[x].

Lemma 15.1 Für f ∈ F sei f =
∑
g∈G

d(f)gg. Außerdem sei z(f) :=
(
z(f)h

)
h∈F ∈ K[x]F

mit
z(f)h :=

∑
g∈G

d(f)gc(g)h − δf h.

Dann gilt: z(f) ∈ Kern(ϕ).

Beweis: Wegen g =
∑
f∈F

c(g)ff ist f =
∑
g∈G

d(f)g
∑
h∈F

c(g)hh =
∑
h∈F

( ∑
g∈G

d(f)gc(g)h

)
h.

Da f =
∑
h∈F

δf hh, ist
∑
h∈F

(∑
g∈G

d(f)gc(g)h − δf h︸ ︷︷ ︸
z(f)h

)
h = 0. �

Lemma 15.2 Sei u := (ug)g∈G ∈ Kern(γ). Außerdem sei y(u) :=
(
y(u)h

)
h∈F ∈ K[x]F mit

y(u)h :=
∑
g∈G

ugc(g)h.

Dann gilt: y(u) ∈ Kern(ϕ).

Beweis: 0 =
∑
g∈G

ugg =
∑
g∈G

ug
∑
f∈F

c(g)ff =
∑
f∈F

(∑
g∈G

ugc(g)f︸ ︷︷ ︸
y(u)f

)
f . �

Satz 15.3 Es gelten die gleichen Bezeichnungen wie in den Lemmata 15.1 und 15.2. E sei
ein endliches Erzeugendensystem von Kern(γ).
Dann ist {z(f)|f ∈ F} ∪ {y(u)|u ∈ E} ein K[x]-Erzeugendensystem von Kern(ϕ).
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Beweis: Sei v ∈ Kern(ϕ). Dann ist
∑
f∈F

vff = 0 und daher gilt
∑
g∈G

( ∑
f∈F

vfd(f)g
)
g = 0. Es

gibt daher Polynome bu ∈ K[x] mit
( ∑
f∈F

d(f)gvf
)
g∈G =

∑
u∈E

buu.

Behauptung: v =
∑
u∈E

buy(u)−
∑
f∈F

vfz(f).

Beweis:
( ∑
u∈E

buy(u)−
∑
f∈F

vfz(f)
)
h

=
∑
u∈E

bu
∑
g∈G

ugc(g)h −
∑
f∈F

( ∑
g∈G

d(f)gc(g)h − δf h
)
vf

=
∑
g∈G

c(g)h
∑
u∈E

buug −
∑
g∈G

c(g)h
∑
f∈F

d(f)gvf + vh

=
∑
g∈G

c(g)h
( ∑
u∈E

buug −
∑
f∈F

d(f)gvf
)

+ vh

=
∑
g∈G

c(g)h
( ∑
f∈F

d(f)gvf −
∑
f∈F

d(f)gvf
)

+ vh

= vh �

In den folgenden Abschnitten werden die in den Sätzen 15.1, 15.2 und 15.3 gezeigten Be-
rechnungsverfahren als Algorithmen formuliert. Um diese möglichst einfach zu notieren,
werden dabei die meisten Berechnungen mit Matrizenmultiplikationen durchgeführt.
Der im folgenden verwendete Algorithmus MODULBASIS entspricht dabei dem Algorith-
mus IDEALBASIS aus Abschnitt 5.4 (Seite 33).

15.1 Der Algorithmus INHOMOGENELSG
In diesem Abschnitt wird der Algorithmus INHOMOGENELSG behandelt, der eine Lösung
des durch ϕ und f0 gegebenen inhomogenen Gleichungssystems berechnet.

Bemerkung: Die Berechnung einer Gröbnerbasis mittels BUCHBERGER-Algorithmus und
die Berechnung der Darstellung der gi bzgl. F (in der for-Schleife mittels MODULBASIS)
können zur Effizienzsteigerung algorithmisch in einem Schritt durchgeführt werden, in-
dem der BUCHBERGER-Algorithmus etwas erweitert wird. Dies ist in der MAPLE-Funktion
MbuchbergerKoeff in Anhang B (ab Seite 88) durchgeführt.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 15.1 (Seite 62). �

Termination: Folgt aus der Termination von MBUCHBERGER, MODULBASIS und
MMULTIVARDIV. �

Beispiel: Seien F und f0 wie in dem Beispiel auf Seite 63 definiert.
(x1+x2, x1−x2, x

3
2+x2−x2

1x2−2x1x
2
2, x

2
1x2+2x1x

2
2−x3

2−x2)←INHOMOGENELSG(F, f0).

15.2 Der Algorithmus KERNGAMMA
Der Algorithmus KERNGAMMA berechnet gemäß Satz 15.2 (Seite 63) ein Erzeugenden-
system von Kern(γ).
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Spezifikation: v ← INHOMOGENELSG(F ,f0)
Berechnet eine Lösung des durch F und f0 gegebenen
inhomogenen Gleichungssystems.

Eingabe: Eine endliche Teilmenge F von V = K[x]m und f0 ∈ V .
Ausgabe: v = (vf )f∈F mit

∑
f∈F

vff = f0.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← MBUCHBERGER(F,≺)
Seien G = {g1, . . . , gs} und C =

(
cij
)

1 ≤ i ≤ s
1 ≤ j ≤ |F|

.

for 1 ≤ i ≤ s do
(ci 1, . . . , ci |F|)← MODULBASIS(gi, F )

end
((d1, . . . , ds), r)← MMULTIVARDIV(f0, (g1, . . . , gs),≺)
return (d1, . . . , ds) · C

end

Algorithmus 16: INHOMOGENELSG

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 15.2 (Seite 63). �

Termination: Folgt aus der Termination von MMULTIVARDIV. �

Beispiel: Sei G wie in dem Beispiel auf Seite 63 definiert.
{(−x2, x1, 0)} ← KERNGAMMA(G, ≺

glex
).

15.3 Der Algorithmus KERNPHI
Der Algorithmus KERNPHI berechnet gemäß Satz 15.3 (Seite 64) ein Erzeugendensystem
von Kern(ϕ).

Bemerkungen:

(1) Im ist die m×m Einheitsmatrix.

(2) Die Berechnung einer Gröbnerbasis mittels BUCHBERGER-Algorithmus und die Be-
rechnung der Darstellung der gi bzgl. F (in der for-Schleife mittels MODULBASIS)
können zur Effizienzsteigerung algorithmisch in einem Schritt durchgeführt werden,
indem der BUCHBERGER-Algorithmus etwas erweitert wird. Dies ist in der MAPLE-
Funktion MbuchbergerKoeff in Anhang B (ab Seite 88) durchgeführt.

Korrektheit: Folgt unmittelbar aus Satz 15.3 (Seite 64). �
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Spezifikation: E ← KERNGAMMA(G,≺)
Berechnet ein Erzeugendensystem von Kern(γ).

Eingabe: Eine Gröbnerbasis G = {g1, . . . , gk} ⊆ V = K[x]m bzgl. der Termordnung
≺.
Ausgabe: Ein Erzeugendensystem von Kern(γ), d.h. ein Erzeugendensystem der Lö-
sungsmenge des durch G gegebenen homogenen Gleichungssystems.

begin
E ← ∅
for 1 ≤ i ≤ k do

for i+ 1 ≤ j ≤ k do
Seien lt(gi) = siemi

und lt(gj) = sjemj
mit si, sj ∈ P, emi

, emj
∈ B.

if mi = mj then
p← lk(gj)

kgV(si,sj)

si

q ← lk(gi)
kgV(si,sj)

sj

((t1, . . . , tk), r)← MMULTIVARDIV(pgi − qgj, (g1, . . . , gk),≺)
E ← E ∪ {(t1, . . . , ti−1, ti − p, ti+1, . . . , tj−1, tj − q, tj+1, . . . , tk)}

end
end

end
return E

end

Algorithmus 17: KERNGAMMA

Termination: Folgt aus der Termination von MBUCHBERGER, MODULBASIS,
MMULTIVARDIV und KERNGAMMA. �

Beispiel: Sei F wie in dem Beispiel auf Seite 63 definiert.
{((0, 0, x2,−x2−1), (x1−x2,−x1−x2, 2x1x2+x2

2−x2,−x2
1−2x1+1))} ← KERNPHI(F ).
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KAPITEL 15. LINEARE GLEICHUNGEN MIT KOEFFIZIENTEN INK[x]

Spezifikation: E ← KERNPHI(F )
Berechnet ein Erzeugendensystem von Kern(ϕ).

Eingabe: Eine endliche Teilmenge F von V = K[x]m.
Ausgabe: Ein Erzeugendensystem von Kern(ϕ), d.h. ein Erzeugendensystem der Lö-
sungsmenge des durch F gegebenen homogenen Gleichungssystems.

begin
Sei ≺ eine Termordnung.
G← MBUCHBERGER(F,≺)
Seien G = {g1, . . . , gs} und C =

(
cij
)

1 ≤ i ≤ s
1 ≤ j ≤ |F|

.

for 1 ≤ i ≤ s do
(ci 1, . . . , ci |F|)← MODULBASIS(gi, F )

end

Sei D =
(
dij
)

1 ≤ i ≤ |F|
1 ≤ j ≤ s

.

for 1 ≤ i ≤ |F | do
((di 1, . . . , di s), r)← MMULTIVARDIV(fi, (g1, . . . , gs),≺)

end(
zij
)

1 ≤ i ≤ |F|
1 ≤ j ≤ |F|

← D · C − I|F |

E ← {(zi 1, . . . , zi |F|) | 1 ≤ i ≤ |F |}

Eγ ← KERNGAMMA(G,≺)
if Eγ 6= ∅ then

Seien Eγ = {(ai 1, . . . , ai |G|) | 1 ≤ i ≤ t, t ∈ N>0} und A =
(
aij
)

1 ≤ i ≤ t
1 ≤ j ≤ s

.(
yij
)

1 ≤ i ≤ t
1 ≤ j ≤ |F|

← A · C
return E ∪ {(yi 1, . . . , yi |F|) | 1 ≤ i ≤ t}

end
return E

end

Algorithmus 18: KERNPHI
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Teil V

Primärzerlegung von Idealen
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TEIL V, PRIMÄRZERLEGUNG VON IDEALEN

In diesem Teil wird gezeigt, dass jedes Ideal eines noetherschen Rings als endlicher Durch-
schnitt sogenannter primärer Ideale (siehe Definition 15.3 auf Seite 71) dargestellt werden
kann. Diese Aussage wird dann noch verstärkt: Jedes Ideal hat eine sogenannte Primärzerle-
gung (siehe Definition 15.5 auf Seite 72), bei der noch Anforderungen an die Radikale der
einzelnen Ideale des Durchschnitts gestellt werden.
Dieser Teil bietet nur eine Einführung in die Primärzerlegung von Idealen. Anwendungen
der hier vorgestellten Theorie, Erweiterungen und deren algorithmische Umsetzungen fin-
den sich in [2] und vor allem in [1].
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Sei R ein noetherscher Ring.

Definition 15.1 Ein Ideal I ER heißt prim, wenn

I 6= R ∧ (∀r, s ∈ R : (rs ∈ I =⇒ r ∈ I ∨ s ∈ I))

gilt.

Definition 15.2 Ein Ideal I ER heißt reduzibel, wenn zwei Ideale I1, I2 ER so existieren,
dass

I = I1 ∩ I2 und I1, I2 6= I.

Andernfalls heißt I irreduzibel.

Satz 15.4 Jedes Ideal I ER ist ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen.

Beweis: Sei N die Menge aller Ideale, die nicht ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen
Idealen sind.
Annahme: N 6= ∅.
Jedes I ∈ N ist reduzibel, da es sonst selbst ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen
Idealen wäre. Daher gibt es Ideale I1 und I2 so, dass I = I1 ∩ I2 und I1, I2 6= I . Zumindest
eines der beiden Ideale I1 und I2 ist nun selbst wiederum Element vonN , da sonst I1∩I2 ein
endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen wäre, was zu einem Widerspruch zu I ∈ N
führen würde. O.B.d.A. sei I1 ∈ N . Mit I1 wird nun genauso verfahren. Dies führt zu ei-
ner unendlichen, echt aufsteigenden Folge von Idealen I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ . . . in R. Da R
noethersch ist, ist dies ein Widerspruch zu Satz 1.4 (Seite 8). �

Definition 15.3 Ein Ideal I ER heißt primär, wenn

∀r, s ∈ R :
(
(rs ∈ I ∧ r /∈ I) =⇒ ∃n ∈ N : sn ∈ I

)
gilt.

Das folgende Lemma liefert eine symmetrischere Formulierung dieser Definition.

Lemma 15.3 Ein Ideal I ER ist genau dann primär, wenn

∀r, s ∈ R :
(
(rs ∈ I ∧ r, s /∈ I) =⇒ ∃n,m ∈ N : rn, sm ∈ I

)
gilt.

Beweis: trivial. �

Lemma 15.4 Ist I ER primär, so ist Rad(I) ein primes Ideal.

Beweis: Sei rs ∈ Rad(I) und o.B.d.A. s ∈ Rad(I). Dann gilt: ∃n ∈ N : (rs)n = rnsn ∈ I
und @m ∈ N : sm ∈ I . Da I primär ist, folgt daraus rn ∈ I , also r ∈ Rad(I). �
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Definition 15.4 Ist I ein primäres Ideal mit Rad(I) = J , so heißt I J-primär und J das
assoziierte Primideal von I .

Satz 15.5 Ein irreduzibles Ideal ist primär.

Beweis: Annahme: Sei I ER ein irreduzibles Ideal, das nicht primär ist. Dann gilt:

∃a, b ∈ R \ I : (ab ∈ I) ∧ (@n,m ∈ N : an, bm ∈ I).

Man betrachte nun die aufsteigende Folge der Ideale I : 〈b1〉, I : 〈b2〉, I : 〈b3〉, . . .. Da R
noethersch ist, folgt aus Satz 1.4 (Seite 8), dass diese Folge endlich ist; d.h. es gibt ein
n ∈ N so, dass I:〈bn〉 = I:〈bn+1〉. Da a, bn /∈ I , gilt: I + 〈a〉, I + 〈bn〉 ⊃ I .
Für einen Widerspruch zur Irreduzibilität von I zeigt man nun: (I + 〈a〉) ∩ (I + 〈bn〉) = I .
Sei r ∈ (I+〈a〉)∩(I+〈bn〉), dann ist r = q1 +r1a = q2 +r2b

n mit q1, q2 ∈ I und r1, r2 ∈ R.
Multiplikation mit b ergibt: rb = q1b + r1ab = q2b + r2b

n+1. Aus ab, q1b ∈ I folgt rb ∈ I
und aus q2b ∈ I folgt r2bn+1 ∈ I . Daher gilt: r2 ∈ I:〈bn+1〉 = I:〈bn〉; also: r2bn ∈ I . Daraus
folgt: r = q2 + r2b

n ∈ I . �

Satz 15.6 Seien I1 und I2 J-primär, dann ist auch I1 ∩ I2 J-primär.

Beweis: Sei ab ∈ I1 ∩ I2 und o.B.d.A. a /∈ I1 ∩ I2. O.b.d.A. sei a /∈ I1. Da I1 primär ist,
existiert ein m ∈ N so, dass bm ∈ I1. Aus I1 ⊆ Rad(I1) = Rad(I2) folgt, dass ein n ∈ N so
existiert, dass (bm)n ∈ I1 ∩ I2. �

Satz 15.7 Jedes Ideal eines noetherschen Rings ist ein endlicher Durchschnitt von primären
Idealen.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Sätzen 15.4, 15.5 und 15.6. �

Definition 15.5 Seien I E R und I1, . . . , Ir primäre Ideale von R. Dann heißen die Ii eine
Primärzerlegung von I , wenn

(1) I =
r⋂
i=1

Ii,

(2) @i ∈ {1, . . . , r} :
⋂

1 ≤ j ≤ r
j 6= i

Ij ⊆ Ii,

(3) Die assoziierten Primideale der Ii sind paarweise verschieden.

gilt. Die Ii heißen dann primäre Komponenten von I .

Satz 15.8 Jedes Ideal I ( R hat eine Primärzerlegung.

Beweis: Seien I = I1 ∩ · · · ∩ Ir und Ji := Rad(Ii). Man kann nun alle Komponenten in die-
ser Zerlegung zusammensammeln, deren Radikal J1 ist. Der Durchschnitt aller dieser Ideale
sei das J1-primäre Ideal Ī1. Analog verfährt man für die anderen Radikale. So erhält man die
Zerlegung I = Ī1 ∩ · · · ∩ Īt, wobei jedes Īi Ji-primär ist und die Radikale der Īi paarweise
verschieden sind. Wenn man jetzt alle Īi entfernt, die den Durchschnitt der übrigen Ideale
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enthalten, so erhält man eine Primärzerlegung des Ideals I . �

Beispiel: Sei I = I1 ∩ I2 mit I1 := 〈x〉 und I2 := 〈x2, y〉; I1 und I2 sind primär. I1 besteht
aus allen Polynomen, bei denen das konstante Glied und die Koeffizienten aller Potenzen von
y gleich null sind. I2 besteht aus allen Polynomen, bei denen das konstante Glied und der
Koeffizient bei x gleich null sind. Daher gilt: I = I1 ∩ I2 = 〈x2, xy〉. Dieses Ideal ist nicht
primär. Eine andere Primärzerlegung von I ist I = 〈x〉∩ 〈x2, xy, y2〉. Für beide Zerlegungen
gilt: Die Anzahl der primären Komponenten ist zwei und die assoziierten Primideale sind
jeweils 〈x〉 und 〈x, y〉.

Die Primärzerlegung eines Ideals ist also nicht eindeutig. Dass die Situation aus diesem
Beispiel jedoch kein Zufall war und eine gewisse Art der Eindeutigkeit sehr wohl besteht,
zeigt der nächste Satz.

Lemma 15.5 Sei r ∈ N>1 und seien I1, . . . , Ir eine Primärzerlegung eines Ideals I E R.

Dann ist I =
r⋂
i=1

Ii nicht primär.

Beweis: Für 1 ≤ i ≤ r sei Ji := Rad(Ii).
Annahme: I ist primär.
O.B.d.A. sei J1 unter den assoziierten Primidealen Ji minimal bzgl. der Inklusion. Daher
existieren a2, . . . , ar ∈ R mit ai ∈ Ji \ J1 für alle 2 ≤ i ≤ r. Außerdem gilt: ∀2 ≤ i ≤ r :
∃ni ∈ N : ani

i ∈ Ii.
Es gilt I ( I1, da sonst jedes Ii außer I1 den Schnitt der übrigen primären Komponenten
enthalten würde. Sei a ∈ I1 \ I . Man betrachte

(∗) a · (an2
2 · · · anr

r ) ∈
r⋂
i=1

Ii = I.

Trivialerweise liegt der erste Faktor a nicht in I . Auch der zweite Faktor liegt nicht in I , da
sonst ein m ∈ N mit

(an2
2 · · · anr

r )m ∈ I ( I1 ⊆ J1

existieren würde und daher für ein i mit 2 ≤ i ≤ r gelten würde: ai ∈ J1. Daher steht die
Eigenschaft (∗) im Widerspruch dazu, dass I primär ist. �

Satz 15.9 Seien I = I1 ∩ · · · ∩ Ir = I ′1 ∩ · · · ∩ I ′s zwei Primärzerlegungen von I mit Ji :=
Rad(Ii) und J ′j := Rad(I ′j) für alle 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ j ≤ s. Dann gilt: {J1, . . . , Jr} =
{J ′1, . . . , J ′s} und insbesondere r = s.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollständiger Induktion über r.
Ist r = 1, dann ist s = 1, I1 = I ′1 und J1 = J ′1, da sonst ein Widerspruch zu Lemma 15.5
auftreten würde.
Sei nun r > 1. Unter den Idealen J1, . . . , Jr, J

′
1, . . . , J

′
s existiert ein maximales bzgl. der In-

klusion. Die Behauptung, die nun gezeigt wird, ist, dass dieses bzgl. der Inklusion maximale
Ideal in beiden Primärzerlegungen auftritt. O.B.d.A. sei J1 dieses Ideal in der Zerlegung
I = I1 ∩ · · · ∩ Ir. Es wird nun durch indirekten Beweis gezeigt, dass eines der Ideale J ′j
gleich J1 ist.
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Annahme: J1 6= J ′j für alle 1 ≤ j ≤ s.
Um diese Annahme auf einen Widerspruch zu führen, wird folgende Gleichheit gezeigt:

r⋂
i=2

Ii =
s⋂
j=1

I ′j.

Wäre diese Gleichung nämlich erfüllt, ergäbe sich ein Widerspruch zu Eigenschaft (2) einer
Primärzerlegung (Definition 15.5, Seite 72).

Die Inklusion „⊇“ ist trivial. Seien nun a ∈
r⋂
i=2

Ii und 1 ≤ j ≤ s. Wegen der Voraussetzung

über J1 existiert ein bj ∈ J1 \J ′j . Außerdem existiert ein m ∈ N so, dass bmj ∈ I1. Daher gilt:

a bmj ∈
r⋂
i=1

Ii ⊆ I ′j.

Daraus folgt: a ∈ I ′j , da bj /∈ J ′j und daher keine Potenz von bj in I ′j liegt.
Also ist der Widerspruch gezeigt und o.B.d.A. sei J1 = J ′1. Um den Induktionsbeweis abzu-
schließen, wird nun noch

r⋂
i=2

Ii =
s⋂
j=2

I ′j

gezeigt. Aus Symmetriegründen reicht es, nur eine der beiden Inklusionsrichtungen zu zei-

gen. Seien also a ∈
r⋂
i=2

Ii und 2 ≤ j ≤ s. Da die assoziierten Primideale J ′j paarweise

verschieden sind und J1 = J ′1 maximal bzgl. der Inklusion ist, gibt es ein bj ∈ J1 \ J ′j . Nun
kann man analog wie oben beweisen, dass a ∈ I ′j . �

Definition 15.6 Eine primäre Komponente Ii eines Ideals I heißt isoliert, wenn das assozi-
ierte Primideal von Ii kein assoziiertes Primideal einer anderen primären Komponente von
I enthält. Andernfalls heißt Ii eingebettet.

Beispiel: Sei I := 〈x2, xy〉 und I = 〈x〉 ∩ 〈x2, y〉 eine Primärzerlegung von I . Wegen
Rad(〈x〉) = 〈x〉 ⊆ 〈x, y〉 = Rad(〈x, y〉) ist 〈x〉 eine isolierte Komponente und 〈x2, y〉 eine
eingebettete Komponente. Eine andere Primärzerlegung von I ist I = 〈x〉 ∩ 〈x2, xy, y2〉.

Beide Zerlegungen haben also die selbe isolierte Komponente und der nächste Satz zeigt,
dass das kein Zufall war. Zuerst wird noch ein Lemma angeführt, das für den Beweis dieses
Satzes notwendig ist.

Lemma 15.6 Seien I, I1, . . . , Ir Ideale von R mit Ji := Rad(Ii) für alle 1 ≤ i ≤ r. Au-
ßerdem sei P ein primes Ideal von R, das keines der Ideale Ji (1 ≤ i ≤ r) enthält. Dann
existiert ein b ∈ (I1 · · · Ir) \ P .

Beweis: Sei bi ∈ Ji \ P für alle 1 ≤ i ≤ r. Dann existieren ni ∈ N>0 so, dass bni
i ∈ Ii für

alle 1 ≤ i ≤ r. Daher gilt: b := bn1
1 · · · bnr

r ∈ I1 · · · Ir. Es gilt aber b /∈ P , da sonst zumindest
ein bi in P liegen würde. �

Satz 15.10 Seien I ER und P das assoziierte Primideal einer isolierten, primären Kompo-
nente von I . Dann existiert ein primäres Ideal IP ER so, dass in jeder Primärzerlegung von
I das primäre Ideal, dessen assoziiertes Primideal P ist, gleich IP ist.
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Beweis: Sei I = Q∩
r⋂
i=1

Ii eine Primärzerlegung und sei Q eine isolierte Komponente, deren

assoziiertes Primideal P ist. Ist r = 0, dann ist die Aussage des Satzes trivialerweise erfüllt.
Andernfalls sei M := R \ P und

IM := {a ∈ R | ∃m ∈M : am ∈ I}.

Behauptung: Q = IM . In diesem Fall wäre Q eindeutig durch P und I bestimmt.
Beweis: Sei a ∈ Q. Da P und die Ideale Rad(Ii) paarweise verschieden sind und Q isoliert
ist, gilt wegen Lemma 15.6:

∃m ∈ (I1 · · · Ir) \ P = (I1 · · · Ir) ∩M.

Daraus folgt

am ∈ Q ∩
r⋂
i=1

Ii = I

und daher a ∈ IM . Sei andererseits a ∈ IM und sei m ∈ M so, dass am ∈ I . Dann ist
am ∈ Q und da keine Potenz von m in Q liegt (da sonst m ∈ P ), gilt a ∈ Q. �

Bemerkung: Satz 15.10 besagt mit anderen Worten: Die isolierten, primären Komponenten
einer Primärzerlegung sind eindeutig.

75



Anhang A

Algorithmen in MAPLE

In Anhang A werden die MAPLE-Implementierungen der Algorithmen aus den Teilen I, II
und III angeführt. Alle Algorithmen setzen dabei das Einbinden des Paketes Groebner
voraus:

with(Groebner):

A.1 Der Algorithmus MULTIVARDIV
multivardiv:=proc(g,F,tord,q) local h,i,red,qh;

h:=g;
q:=array(1..nops(F));

for i from 1 to nops(F) do
q[i]:=0;

end; #for

while h<>0 do
red:=false;

for i from 1 to nops(F) do
if divide(leadterm(h,tord),leadterm(F[i],tord),’quot’)
then
qh:=leadcoeff(h,tord)/leadcoeff(F[i],tord)*quot;
h:=expand(h-qh*F[i]);
q[i]:=q[i]+qh;
red:=true;
break;

end if;
end; #for

if not(red) then
return h;

end if;
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od: #while

return 0;
end:

Beispiel:

f1:=x^2:
f2:=x*y+1:
g:=x*y^4+x*y^3+x^2*y:
multivardiv(g,[f1,f2],plex(x,y),’q’):
rest:=expand(%);

rest := -y^2-y^3
print(q);

[y, y^3+y^2]

A.2 Der Algorithmus NORMALF
Für die Implementierung des Algorithmus NORMALF in MAPLE wird die Hilfsfunktion
suppL definiert.
suppL(f) gibt supp(f) als Liste zurück.

suppL:=proc(f) local i,s,h,t;

if f=0 then
return [];

end if;
if type(f,monomial) then

return [f/lcoeff(f)];
end if;

h:=[op(expand(f))];
s:=[];
for i from 1 to nops(h) do

s:=[op(s),h[i]/lcoeff(h[i])];
end; #for i

return s;
end:

nf:=proc(g,F,tord) local G,i,j,n,Sp,m,q,c,p,f;

G:=[];
for i from 1 to nops(F) do

G:=[op(G),leadterm(F[i],tord)];
end; #for i
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n:=g;
while 1<>2 do

Sp:=suppL(n);
m:=-1;
for i from 1 to nops(Sp) do

for j from 1 to nops(G) do
if divide(Sp[i],G[j],’q’) then
if m=-1 then
m:=Sp[i];
p:=q;
c:=lcoeff(n,p*G[j]);
f:=F[j];
break;

else
if testorder(m,Sp[i],tord) then

m:=Sp[i];
p:=q;
c:=lcoeff(n,p*G[j]);
f:=F[j];
break;

end if;
end if;

end if;
end; #for j

end; #for i

if m=-1 then
return n;

end if;

n:=simplify(n-(c/leadcoeff(f,tord))*p*f);
if type(n,’complex’) then
return n;

end if;
od; #while

end:

Beispiel:

g:=x1^3*x2+x1*x2:
f1:=x1*x2+x2:
f2:=x1*x2^2+x1*x2+x1^2:
nf(g,{f1,f2},tdeg(x1,x2));

-2*x2
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A.3 Der Algorithmus BUCHBERGER
buchberger:=proc(F,tord) local G,i,j,r,S;

G:=F;
S:={1};

while nops(S)<>0 do
S:={};
for i from 1 to nops(G) do

for j from i+1 to nops(G) do
r:=reduce(spoly(G[i],G[j],tord),G,tord);
if r<>0 then

S:=S union {r};
end if;

end; #for j
end; #for i
G:=G union S;

od; #while

return G;
end:

Beispiel:

f1:=x^2*y+x:
f2:=x*y^2+1:
buchberger({f1,f2},plex(x,y));

{-x-1,x*y-x,x^2*y+x,x*y^2+1,y-1,-x^2-x,-y+1,-y^2+1}

A.4 Der Algorithmus ISTGRÖBNER
IstGroebner:=proc(F,tord) local i,j,r,S;

if nops(F)=0 then return false;end if;

for i from 1 to nops(F) do
for j from i+1 to nops(F) do
if reduce(spoly(F[i],F[j],tord),F,tord)<>0 then
return false;

end if;
end; #for j

end; #for i

return true;
end:
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Beispiel:

IstGroebner({x^2*y+x,x*y^2+1,y*x-x,x+x^2,1+x,1-y,1-y^2},
plex(x,y));

true

A.5 Der Algorithmus REDGB
redGB:=proc(F,tord) local H,G,i,g,h,found;

H:=buchberger(F,tord);
G:={};

for i from 1 to nops(H) do
G:=G union {H[i]/leadcoeff(H[i],tord)};

end; #for i

found:=false;
while 1<>2 do

found:=false;
for i from 1 to nops(G) do
h:=normalf(G[i],G minus {G[i]},tord);
if h<>G[i] then found:=true;break;end if;

end; #for i

if found then
G:=G minus {G[i]};
if (h<>0) then
G:=G union {h/leadcoeff(h,tord)};

end if;
else

break;
end if;

od; #while

return G;
end:

Beispiel:

f1:=x1*x2+x1*x3:
f2:=x1*x2+x2+x3+x1:
f3:=x1*x2+x1*x3+x3:
redGB({f1,f2,f3},tdeg(x1,x2,x3,x4));

{x3, x2^2, x2+x1}
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A.6 Der Algorithmus IDEALGLEICHHEIT
idealgleich:=proc(F1,F2) local vars,G1,G2;

vars:=indets(F) union indets(G);
G1:=gbasis(F1,plex(op(vars)));
G2:=gbasis(F2,plex(op(vars)));

return evalb({op(G1)}={op(G2)});
end:

Beispiel:

f1:=x1*x2+x1*x3:
f2:=x1*x2+x2+x3+x1:
f3:=x1*x2+x1*x3+x3:
G:=redGB({f1,f2,f3},plex(x1,x2,x3)):
idealgleich({f1,f2,f3},G);

true

A.7 Der Algorithmus IDEALMITGLIED
idealmitglied:=proc(g,F,vars) local G;

G:=gbasis(F,plex(op(vars)));
return evalb(reduce(g,G,plex(op(vars)))=0);
end:

Beispiel:

f1:=x*y+1:
f2:=y^2-1:
g:=x*y^2-x:
idealmitglied(g,[f1,f2],[x,y]);

true

A.8 Der Algorithmus IDEALBASIS
idealbasis:=proc(v,F,vars) local G,tord,i,j,r,S,

c1,c2,lt1,lt2,l,C,h;

G:=F;
tord:=tdeg(op(vars));
C:=[seq([],i=1..nops(G))];

for i from 1 to nops(G) do
C[i]:=[seq(0,j=1..nops(G))];
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C[i][i]:=1;
end; #for i

while nops(S)<>0 do
S:=[];
for i from 1 to nops(G) do

for j from i+1 to nops(G) do
lt1:=leadterm(G[i],tord);
lt2:=leadterm(G[j],tord);
h:=lcm(lt1,lt2);
c1:=leadcoeff(G[j],tord)*h/lt1;
c2:=-leadcoeff(G[j],tord)*h/lt2;

r:=multivardiv(expand(c1*G[i]+c2*G[j]),G,tord,’q’);
if r<>0 then

h:=evalm(evalm(c1*C[i])&+evalm(c2*C[j]) &+
evalm(add(expand(-q[l]*C[l]),l=1..nops(G))));

for l from 1 to nops(F) do
h[l]:=expand(h[l]);

end; #for l

S:=[op(S),r];
C:=[op(C),evalm(h)];

end if; #r<>0
end; #for j

end; #for i
G:=[op(G),op(S)];
od; #while

r:=multivardiv(v,G,tord,’q’);

if r<>0 then
error "v not in ideal"

end if;

h:=[];
for i from 1 to nops(F) do

h:=[op(h),add(expand(q[j]*C[j][i]),j=1..nops(G))];
end; #for i

return h;
end:

Beispiel:

f1:=x^2*y+x:
f2:=x*y^2+1:
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B:=idealbasis(x*y-x,[f1,f2],{x,y});
B := [y, -x]

expand(B[1]*f1+B[2]*f2);
x*y-x

A.9 Der Algorithmus IDEALSCHNITT
idealschnitt:=proc(Fs,vars) local Y,G,i,j,GB,Yseq;

G:={};
for i from 1 to nops(Fs) do #ueber alle Ideale

for j from 1 to nops(Fs[i]) do #ueber alle Elemente der
#i-ten Idealbasis

G:=G union {Y[i]*Fs[i][j]};
end; #for j

end; #for i

G:=G union {add(Y[i],i=1..nops(Fs))-1};
Yseq:=seq(Y[i],i=1..nops(Fs));
GB:=gbasis(G,plex(Yseq,op(vars)));
GB:=remove(has,GB,{Yseq});
return {op(GB)};
end:

Beispiel:

F1:={x^2+y^2,x*y}:
F2:={x^2-y^2}:
idealschnitt({F1,F2});

{x^2*y-y^3, x^3-y^2*x}

A.10 Der Algorithmus IDEALQUOT
idealquot:=proc(F,Q,vars) local i,H,M,j,q;

M:=[seq({},i=1..nops(Q))];
for i from 1 to nops(Q) do

H:=idealschnitt({F,{Q[i]}},vars);
for j from 1 to nops(H) do

divide(H[j],Q[i],’q’);
M[i]:=M[i] union {q};

end; #for j
end; #for i

return idealschnitt({op(M)},vars);
end:
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Beispiel:

F1:={x^2+y^2,x*y}:
F2:={x^2-y^2}:
idealquot(F1,F2);

{x, y}

A.11 Der Algorithmus KEINELSG
keineLsg:=proc(F,vars) local G;

G:=gbasis(F,plex(op(vars)));
return (evalb(G=[1]));
end:

Beispiel:

f1:=x^2-1:
f2:=y^2-1:
f3:=x*y:
keineLsg({f1,f2,f3},{x,y});

true

A.12 Der Algorithmus RADIKALMITGLIED
radikalmitglied:=proc(g,F,vars) local G;

G:=gbasis(F union {g*t-1},plex(op(vars),t));
return (evalb(G=[1]));
end:

Beispiel:

f1:=x*y^2+2*y^2:
f2:=x^4-2*x^2+1:
g:=y-x^2+1:
radikalmitglied(g,{f1,f2},[x,y]);

true

A.13 Der Algorithmus LSGMENGENGLEICH
lsgmengengleich:=proc(F,G,vars) local i;

for i from 1 to nops(F) do
if not(radikalmitglied(F[i],G,vars)) then

return false;
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end if;
end; #for i

for i from 1 to nops(G) do
if not(radikalmitglied(G[i],F,vars)) then

return false;
end if;

end; #for i

return true;
end:

Beispiel:

F:={x}:
G:={x^2}:
lsgmengengleich(F,G,[x]);

true

A.14 Der Algorithmus LSGMENGESCHRANKE
LsgSchranke:=proc(F,vars) local G,i,schranke,lt,var,count;

G:=gbasis(F,plex(op(vars)));

if evalb(G=[1]) then
return 0; #keine Loesung

end if;

if nops(G)<nops(vars) then
return infinity; #unendlich viele Loesungen

end if;

schranke:=1;
count:=0;

for i from 1 to nops(G) do
lt:=leadterm(G[i],plex(op(vars)));
if nops(indets(lt) intersect {op(vars)})=1 then
if nops(lt)>1 then #ist nops(lt)=1, zB x1, so würde nur

#der Faktor 1 dazu
#kommen (Exponent von x1)

schranke:=schranke*op(2,lt);
end if;
count:=count+1;

end if;
end; #for i
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if count<nops(vars) then
return infinity; #unendlich viele Loesungen

end if;

return schranke;
end:

Beispiele:

f1:=x1^5-2*x1*x2^2*x3+x2^4*x3^2-37:
f2:=x2^3+2*x2^2*x3-x3^3:
f3:=x3^4-x3^3-x3^2-x3-2:
LsgSchranke({f1,f2,f3},[x1,x2,x3]);

60

g1:=x+y-1:
g2:=x+y+1:
LsgSchranke({g1},[x,y]);

∞

LsgSchranke({g1,g2},[x,y]);
0

A.15 Der Algorithmus LSG
#Voraussetzung: G ist Gröbnerbasis bzgl. der
#lexikographischen Ordnung mit vars[1]>vars[2]>...
Lsg:=proc(G,vars) local i,s,E,v,g,N,L,Gs,loesung,j;

v:=vars[nops(vars)];
E:={};

for i from 1 to nops(G) do
if (indets(G[i]) intersect {op(vars)})={v} then
E:=E union {G[i]};

end if;
end; #for i

if nops(E)=1 then
g:=E[1];

else
g:=E[1];
for i from 2 to nops(E) do

g:=gcd(g,E[i]);
end; #for i

end if;
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N:=[solve(g=0,op(v))];

if N=[] then
return {};

end if;

if nops(vars)=1 then
L:={};
for i from 1 to nops(N) do

if (not(type(N[i],RootOf))) and (Im(N[i])=0) then
L:=L union {{[op(v),N[i]]}};

end if;
end; #for i
return L;

end if;

L:={};

for i from 1 to nops(N) do
if (Im(N[i])=0) and (not(type(N[i],RootOf))) then

Gs:=simplify(G,{op(v)=N[i]});
Gs:={op(Gs)} minus {0};
loesung:=Lsg(Gs,vars[1..-2]);

for j from 1 to nops(loesung) do
L:=L union {loesung[j] union {[op(v),N[i]]}};

end; #for j
end if;

end; #for i

return L;
end:

Beispiel:

f1:=x1^5-2*x1*x2^2*x3+x2^4*x3^2-37:
f2:=x2^3+2*x2^2*x3-x3^3:
f3:=x3^4-x3^3-x3^2-x3-2:
Lsg({f1,f2,f3},[x1,x2,x3]);

{{[x1, 2], [x2, 1], [x3, -1]}}
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Anhang B

Funktionen und Algorithmen in MAPLE
zu Teil IV

Anhang B besteht aus 2 Teilen: Zuerst werden Funktionen angeführt, die zum Großteil
entweder an Funktionen aus dem Paket Groebner angelehnt sind oder andere praktische
Funktionalitäten erfüllen. Danach werden die MAPLE-Implementierungen der Algorithmen,
die im Teil IV behandelt wurden, angeführt. Um dabei die Algorithmen, die analog zu jenen
aus Anhang A sind, von diesen unterscheiden zu können, ist dem Namen das Präfix „M“
(für Modul) vorgestellt.

B.1 Die Funktion Mbasecoeffindex
Mbasecoeffindex bestimmt den minimalen Index der Basisvektoren e[i], die in f
auftreten.

Mbasecoeffindex:=proc(f) local i;

i:=1;
while not(has(f,e[i])) do

i:=i+1;
end;
return i;
end:

Beispiel:

Mbasecoeffindex(x1^2*e[3]+x2^2*e[2]);
2

B.2 Die Funktion Mtestorder
Diese Funktion liefert genau dann true, wenn t1 kleiner oder gleich t2 bzgl. tord ist.

Mtestorder:=proc(t1,t2,tord) local i;
#true <=> t1 "kleiner gleich" t2
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i:=1;
while 1<>2 do

if has(t1,e[i]) then
if has(t2,e[i]) then
return testorder(lcoeff(t1,e[i]),lcoeff(t2,e[i]),tord);

else
return false;
end if;

else
if has(t2,e[i]) then
return true;

end if;
end if;
i:=i+1;

end; #while

return true;
end:

Beispiele:
Mtestorder(x1*e[3],x2*e[2],plex(x1,x2));

true
Mtestorder(x1*e[2],x2*e[2],plex(x1,x2));

false

B.3 Die Funktion Msupp
Diese Funktion liefert den Träger von v als Menge. Die verwendete Funktion suppL ist in
Abschnitt A.2 (Seite 77) definiert.

Msupp:=proc(v) local i,S,H,j;
S:={};
for i from 1 to nops(v) do

if v[i]<>0 then
H:=suppL(v[i]);
for j from 1 to nops(H) do
S:=S union {H[j]*e[i]};

end; #for j
end if;

end; #for i

return S;
end:

Beispiel:
Msupp([x1*x2,x1,x2*x3]);

{x1*e2,x1*x2*e1,x2*x3*e3}
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B.4 Die Funktion MsuppL
Diese Funktion liefert den Träger von v als Liste. Die verwendete Funktion suppL ist in
Abschnitt A.2 (Seite 77) definiert.

MsuppL:=proc(v) local i,S,H,j;

S:=[];
for i from 1 to nops(v) do

if v[i]<>0 then
H:=suppL(v[i]);
for j from 1 to nops(H) do
S:=[op(S),e[i]*H[j]];

end; #for j
end if;

end; #for i

return S;
end:

Beispiel:
MsuppL([x1*x2,x1,x2*x3]);

[x1*x2*e1,x1*e2,x2*x3*e3]

B.5 Die Funktion Mleadterm
Diese Funktion liefert den Leitterm von f bzgl. der Termordnung tord.

Mleadterm:=proc(f,tord) local i,m,s;

s:=Msupp(f);
m:=s[1];
for i from 2 to nops(s) do

if Mtestorder(m,s[i],tord) then
m:=s[i];

end if;
end; #for i

return m;
end:

Beispiel:
Mleadterm([x1*x2,x1,x2*x3],plex(x1,x2,x3));

x1*x2*e1,
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B.6 Die Funktion Mleadcoeff
Diese Funktion liefert den Leitkoeffizienten von f bzgl. der Termordnung tord.

Mleadcoeff:=proc(f,tord) local lt,i;
lt:=Mleadterm(f,tord);
i:=Mbasecoeffindex(lt);
if type(f[i],numeric) then

return f[i];
else

return lcoeff(f[i],lcoeff(lt,e[i]));
end if;
end:

Beispiel:

Mleadcoeff([4*x1*x2,x1,x2*x3],plex(x1,x2,x3));
4

B.7 Die Funktion Msvector
Diese Funktion liefert den S-Vektor von v und w bzgl. der Termordnung tord.

Msvector:=proc(v,w,tord) local i,j,ltv,ltw,
coeff_ltv,coeff_ltw,h;

ltv:=Mleadterm(v,tord);
ltw:=Mleadterm(w,tord);
i:=Mbasecoeffindex(ltv);
j:=Mbasecoeffindex(ltw);

if i<>j then
return [seq(0,i=1..nops(v))];

end if;

coeff_ltv:=lcoeff(ltv,e[i]);
coeff_ltw:=lcoeff(ltw,e[j]);
h:=lcm(coeff_ltv,coeff_ltw);
return

expand(Mleadcoeff(w,tord)*h/coeff_ltv*v-
Mleadcoeff(v,tord)*h/coeff_ltw*w);

end:

Beispiele:

f1:=[x1^2+1,0,1]:
f2:=[x1*x2+x2,0,0]:
f3:=[0,0,x1*x2]:
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Msvector(f1,f2,plex(x1,x2));
[-x1*x2+x2, 0, x2]

Msvector(f1,f3,plex(x1,x2));
[0, 0, 0]

Msvector(f2,f3,plex(x1,x2));
[0, 0, 0]

B.8 Die Funktion Msvector2
Diese Funktion liefert den S-Vektor von v und w bzgl. der Termordnung tord und die dabei
berechneten Koeffizienten; d.h. Msector2(v,w,tord,’cv’,’cw’) liefert cv und cw
so, dass der S-Vektor gleich cv*v+cw*w ist.

Msvector2:=proc(v,w,tord,cv,cw)
local i,j,ltv,ltw,coeff_ltv,coeff_ltw,h,_cv,_cw;

ltv:=Mleadterm(v,tord);
ltw:=Mleadterm(w,tord);
i:=Mbasecoeffindex(ltv);
j:=Mbasecoeffindex(ltw);

if i<>j then
cv:=0;
cw:=0;
return [seq(0,i=1..nops(v))];

end if;

coeff_ltv:=lcoeff(ltv,e[i]);
coeff_ltw:=lcoeff(ltw,e[j]);

h:=lcm(coeff_ltv,coeff_ltw);
_cv:=Mleadcoeff(w,tord)*h/coeff_ltv;
_cw:=-Mleadcoeff(v,tord)*h/coeff_ltw;
cv:=_cv;
cw:=_cw;

return expand(_cv*v+_cw*w);
end:

Beispiele:

f1:=[x1^2+1,0,1]:
f2:=[x1*x2+x2,0,0]:
f3:=[0,0,x1*x2]:
Msvector2(f1,f2,plex(x1,x2),’cv’,’cw’);

[-x1*x2+x2, 0, x2]
print(cv);
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x2
print(cw);

-x1

B.9 Der Algorithmus MMULTIVARDIV
Mmultivardiv:=proc(g,F,tord,q) local h,i,red,qh,null;

h:=g;
null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]))];
q:=array(1..nops(F));

for i from 1 to nops(F) do
q[i]:=0;

end; #for i

while h<>null do
red:=false;

for i from 1 to nops(F) do
if divide(Mleadterm(h,tord),Mleadterm(F[i],tord),’quot’)
then
qh:=Mleadcoeff(h,tord)/Mleadcoeff(F[i],tord)*quot;
h:=expand(h-qh*F[i]);
q[i]:=q[i]+qh;
red:=true;
break;

end if;
end; #for

if not(red) then
return h;

end if;
od:

return null;
end:

Beispiel:

f1:=[x1^2+1,0,1]:
f2:=[x1*x2+x2,0,0]:
f3:=[0,0,x1*x2]:
Mmultivardiv([x1*x2,x2,0],[f1,f2,f3],plex(x1,x2),’q’);

[-x2, x2, 0]
print(q);

[0, 1, 0]
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B.10 Der Algorithmus MNORMALF
Mnormalf:=proc(g,F,tord) local G,i,j,n,Sp,m,q,c,p,f,m_j,ei;

G:=[];
for i from 1 to nops(F) do

G:=[op(G),Mleadterm(F[i],tord)];
end; #for i

n:=g;
while 1<>2 do

Sp:=MsuppL(n);
m:=-1;

for i from 1 to nops(Sp) do
for j from 1 to nops(G) do
if divide(Sp[i],G[j],’q’) then
if m=-1 then
m:=Sp[i];
p:=q;
m_j:=j;
break;

else
if Mtestorder(m,Sp[i],tord) then

m:=Sp[i];
p:=q;
m_j:=j;
break;

end if;
end if;

end if;
end; #for j

end; #for i

if m=-1 then
return n;

end if;

ei:=Mbasecoeffindex(m);
c:=lcoeff(n[ei],m/e[ei]);
f:=F[m_j];

n:=expand(n-(c/Mleadcoeff(f,tord))*p*f);

if type(n,’complex’) then
return n;

end if;
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od; #while

end:

Beispiel:

Mnormalf([x1^2,x1*x2],[[x1*x2,0],[x1,x2]],plex(x1,x2));
[0, 0]

B.11 Der Algorithmus MBUCHBERGER
Mbuchberger:=proc(F,tord) local G,i,j,r,S,null,q;

null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]))];
G:=F;
S:={1};
while nops(S)<>0 do

S:={};

for i from 1 to nops(G) do
for j from i+1 to nops(G) do
r:=Mmultivardiv(Msvector(G[i],G[j],tord),G,tord,’q’);
if r<>null then
S:=S union {r};

end if;
end; #for j

end; #for i

G:=G union S;
od; #while

return G;
end:

Beispiel:

Mbuchberger({[x1*x2,0],[x1,x2]},plex(x1,x2));
{[x1*x2, 0], [x1, x2], [0, -x2^2]}

B.12 Die Funktion MbuchbergerKoeff
Diese Funktion ist eine Erweiterung des Algorithmus MBUCHBERGER. Sie liefert nicht
nur eine Gröbnerbasis von F zurück, sondern in cv auch die Koeffizienten der Darstellung
der gelieferten Gröbnerbasis bzgl. F.

MbuchbergerKoeff:=proc(F,tord,cv) local G,i,j,r,S,sp,c1,c2,
l,k,_cv,null,ch;
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G:=F;
null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]))];
_cv:=[seq([],i=1..nops(G))];

for i from 1 to nops(G) do
_cv[i]:=[seq(0,j=1..nops(G))];
_cv[i][i]:=1;

end; #for i

k:=nops(G);
while nops(S)<>0 do

S:=[];
k:=0;
for i from 1 to nops(G) do

for j from i+1 to nops(G) do
sp:=Msvector2(G[i],G[j],tord,’c1’,’c2’);
r:=Mmultivardiv(sp,G,tord,’q’);
if r<>null then

S:=[op(S),r];
k:=k+1;

ch:=[seq(0,j=1..nops(G))];
ch:=evalm(add(expand(-q[l]*_cv[l]),l=1..nops(G)));
ch:=evalm(ch&+evalm(c1*_cv[i]));
ch:=evalm(ch&+evalm(c2*_cv[j]));
_cv:=[op(_cv),convert(evalm(ch),list)];
for l from 1 to nops(F) do
_cv[nops(G)+k][l]:=expand(_cv[nops(G)+k][l]);

end; #for l
end if; #r<>0

end; #for j
end; #for i
G:=[op(G),op(S)];

od; #while

cv:=_cv;
return G;
end:

Beispiel:

MbuchbergerKoeff({[x1*x2,0],[x1,x2]},plex(x1,x2),’cv’);
{[x1*x2, 0], [x1, x2], [0, -x2^2]}

print(cv);
[[1, 0], [0, 1], [1, -x2]]
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B.13 Der Algorithmus MISTGRÖBNER
MistGroebner:=proc(F,tord) local i,j,r,S,null,q;

if nops(F)=0 then return false;end if;

null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]))];
for i from 1 to nops(F) do
for j from i+1 to nops(F) do
if Mmultivardiv(Msvector(F[i],F[j],tord),F,tord,’q’)<>null
then
return false;

end if;
end; #for j

end; #for i

return true;
end:

Beispiel:

MistGroebner({[x1, x2], [0, x2^2]},plex(x1,x2));
true

B.14 Der Algorithmus MREDGB
MredGB:=proc(F,tord) local null,H,G,i,g,h,found;

null:=[seq(0,i=1..nops(F[1]))];
H:=Mbuchberger(F,tord);
G:={};

for i from 1 to nops(H) do
G:=G union {H[i]/Mleadcoeff(H[i],tord)};

end; #for i

found:=false;

while 1<>2 do

found:=false;
for i from 1 to nops(G) do
h:=Mnormalf(G[i],G minus {G[i]},tord);
if h<>G[i] then found:=true;break;end if;

end; #for i

if found then
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G:=G minus {G[i]};
if h<>null then
G:=G union {h/Mleadcoeff(h,tord)};

end if;
else

break;
end if;

od; #while

return G;
end:

Beispiel:

MredGB({[x1*x2,0],[x1,x2]},plex(x1,x2));
{[x1, x2], [0, x2^2]}

B.15 Der Algorithmus INHOMOGENELSG
MInhomLsg:=proc(F,f0,vars) local G,c,d;

G:=MbuchbergerKoeff(F,plex(op(vars)),’c’);
Mmultivardiv(f0,G,plex(op(vars)),’d’);
return evalm(d&*matrix(c));
end:

Beispiel:

f0:=[2*x1^2+2*x2^2,x1*x2]:
f1:=[x1+x2,x1^2*x2]:
f2:=[x1-x2,x1*x2^2]:
f3:=[0,x1*x2+x1]:
f4:=[0,x1*x2]:
F:=[f1,f2,f3,f4]:
L:=MInhomLsg(F,f0,[x1,x2]);

L := [2*x1, -2*x2, 2*x2^2-2*x2, -2*x1^2+3]
expand(add(L[k]*F[k],k=1..4));

[2*x1^2+2*x2^2, x1*x2]

B.16 Der Algorithmus KERNGAMMA
MKernGamma:=proc(G,tord) local i,j,S,c1,c2,t,u,E;

E:={};
for i from 1 to nops(G) do

for j from i+1 to nops(G) do
S:=Msvector2(G[i],G[j],tord,’c1’,’c2’);
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if (c1<>0) or (c2<>0) then
Mmultivardiv(S,G,tord,’t’);
u:=[seq(t[k],k=1..nops(G))];
u[i]:=t[i]-c1;
u[j]:=t[j]-c2;
E:=E union {u};

end if;
end; #for j

end; #for i

return E;
end:

Beispiel:

g1:=[x1,0]:
g2:=[x2,0]:
g3:=[0,x1]:
G:=[g1,g2,g3]:
E:=MKernGamma(G,tdeg(x1,x2));

E := {[-x2, x1, 0]}
expand(add(G[k]*E[1][k],k=1..nops(G)));

[0, 0]

B.17 Der Algorithmus KERNPHI
MKernPhi:=proc(F,vars) local G,c,i,h,d,Egamma,Ephi,cMtx,

zMtx,yMtx;

G:=MbuchbergerKoeff(F,plex(op(vars)),’c’);

d:=[seq([],i=1..nops(F))];
for i from 1 to nops(F) do

Mmultivardiv(F[i],G,plex(op(vars)),’h’);
h:=convert(h,list);
d[i]:=evalm(h);

end; #for i

cMtx:=matrix(c);
zMtx:=evalm(matrix(d)&*cMtx-Matrix(1..nops(F),1..nops(F),
Vector([seq(1,i=1..nops(F))]),shape=diagonal));
Ephi:={op(convert(zMtx,listlist))};

Egamma:=MKernGamma(G,plex(op(vars)));
if nops(Egamma)>0 then

yMtx:=evalm(matrix([op(Egamma)])&*cMtx);
Ephi:=[op(expand(Ephi union {op(convert(yMtx,listlist))})
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minus {[seq(0,i=1..nops(F))]})];
end if;

#Zusaetzlich: Leitkoeffizient jedes Elementes von Ephi > 0;
#eliminiert Elemente, die sich nur durch den Faktor (-1)
#unterscheiden

for i from 1 to nops(Ephi) do
h:=Mleadcoeff(Ephi[i],plex(op(vars)));
if h<0 then
Ephi[i]:=(-1)*Ephi[i];

end if;
end; #for i

return {op(Ephi)};
end:

Beispiel:

f1:=[x1+x2,x1^2*x2]:
f2:=[x1-x2,x1*x2^2]:
f3:=[0,x1*x2+x1]:
f4:=[0,x1*x2]:
F:=[f1,f2,f3,f4]:
E:=MKernPhi(F,[x1,x2]);

E := {[x1-x2, -x1-x2, 2*x1*x2+x2^2-x2, -x1^2-2*x1+1],
[0, 0, x2, -1-x2]}

expand(add(E[1][k]*F[k],k=1..nops(F)));
[0, 0]

expand(add(E[2][k]*F[k],k=1..nops(F)));
[0, 0]
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