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1 Einfiihrung

Nicht-erneuerbare Ressourcen sind schon lange ein vieldiskutiertes Thema und spielen in
der Wirtschaft eine sehr wichtige Rolle. Diese Arbeit beschiiftigt sich mit mathematischen

Modellen, die nicht-erneuerbare Ressourcen als Grundlage haben. Alle in dieser Arbeit
betrachteten Modelle nehmen eine(n) zentrale(n) Planer(in) an, die/der den Gesamt-
output maximieren méchte. Speziell wird der Frage nachgegangen welche Modelle die
bisherige Entwicklung entscheidender Gréfen im Zusammenhang mit nicht-erneuerbaren
Ressourcen gut beschreiben kénnen. Diese wichtigen Gréfen sind vor allem der Verlauf
des Abbaus, die Produktion, der Konsum und der Preis.

Betrachtet man den Abbau der meisten nicht-erneuerbaren Ressourcen, sieht man, dass
dieser im Laufe der Zeit einen klaren Anstieg vorzuweisen hat, was eng mit einem, eben-
falls zu beobachtenden, Anstieg der Produktion verbunden ist.

Der Preis der meisten nicht-erneuerbaren Ressourcen weist ebenfalls einen steigenden
Trend auf. Betrachtet man jedoch den Realpreis, kann bei vielen ein konstantes Preisni-
veau vermutet werden.

Wir wollen diese Behauptungen nun mit einer Grafik anschaulich machen. In den Ab-
bildungen [If und 2| aus dem Paper von Stiirmer und Schwerhoff (2012) kann man den
bisherigen Verlauf von Primérproduktion und Preisniveau von nicht-erneuerbaren Res-
sourcen erkennen. Als Primérproduktion versteht man jegliche Art der Gewinnung von
nicht-erneuerbaren Ressourcen aus einer natiirlichen Quelle bis zu einer verwendbaren
Form.

In Abbildung [I] kann man gut erkennen, dass sowohl das weltweite BIP, als auch die
Primérproduktion aller angefiihrten nicht-erneuerbarer Ressourcen im Laufe der Zeit an-
steigt.

Betrachtet man Abbildung [2] liegt die Vermutung nahe, dass die Realpreise der hier be-
trachteten nicht-erneuerbaren Ressourcen im Laufe der Zeit auf einem konstanten Niveau
bleiben.

Diese Aussagen iiber das BIP, die Primérproduktion und die Preise der nicht-erneuerbaren
Ressourcen kénnen auch mittels statistischer Tests bestitigt werden (siehe dazu Stiirmer
und Schwerhoff (2012)).

Die wichtigste Frage, im Zuge dieser Arbeit ist, ob es mdglich ist, dass diese Entwicklun-
gen noch lange so weitergeht, oder ob bald der Punkt gekommen ist, an dem der Abbau
wieder sinken wird? Wenn das passieren sollte, welche Auswirkungen wird das auf die

Produktion und das Preisniveau haben?
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Abbildung 1: Primarproduktion und weltweites BIP in logarithmischer Darstellung
Quelle: Stiirmer und Schwerhoff (2012, S. 25)
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Abbildung 2: Preise verschiedener nicht-erneuerbarar Ressourcen in 1980-82 US-Dollar

in logarithmischer Darstellung
Quelle: Stiirmer und Schwerhoff (2012, S. 24)

Ziel ist es daher, Modelle zu finden, die den bisherigen Verlauf der Wirtschaft, nicht-
erneuerbare Ressourcen betreffend, relativ gut beschreiben und zu sehen, was diese fiir
die Zukunft voraussagen. Dabei spielt endogenes technologisches Wachstum eine sehr
wichtige Rolle und der Fokus wird auf Modelle gelegt in denen ein solches angenommen

wird.



Zunichst wollen wir im Kapitel 2 einen kurzen Uberblick iiber die bisherigen Modelle
in der Literatur zum Thema nicht-erneuerbare Ressourcen bekommen. Dieses Kapitel
basiert auf dem Paper von Groth (2007). Wir werden zunéchst das Standard-Hotelling-
Modell betrachten und dieses zuerst um exogenes und schliefslich um endogenes technolo-
gisches Wachstum erweitern. Wir werden sehen, dass die meisten Modelle in dieser Sparte
einen monoton fallenden Abbau der Ressource und einen ansteigenden Ressourcenpreis
voraussagen.

In den darauffolgenden Kapiteln widmen wir uns zwei Modellen, deren optimale L&-
sungspfade keine monoton steigenden Preise und keinen monoton fallenden Abbau der
Ressource voraussagen. Dies ist einerseits das Modell von Stiirmer und Schwerhoff (2012)
und andererseits das Modell von Tahvonen und Salo (2001).

Tahvonen und Salo erginzen ein endogenes Wachstumsmodell fiir nicht-erneuerbare Res-
sourcen um eine erneuerbare Ressource. Das fiihrt dazu, dass keine nicht-erneuerbaren
Ressourcen benutzt werden beziehungsweise deren Nutzung gegen Null geht, wenn die-
se zu selten, und damit deren Abbau zu teuer wird. Dieses Modell wird in Kapitel 4

vorgestellt.



2 Literaturiiberblick

Dieses Kapitel basiert auf dem Paper von Groth (2007). Beginnend mit dem Standard-
Hotelling-Modell wollen wir bisherige Beitridge in der Literatur zum Thema nicht-erneuerbare
Ressourcen vorstellen und besprechen. In all diesen Modellen wurde das Hotelling-Modell
als Grundlage verwendet und jeweils abgedndert und ergidnzt. Das wichtigste Modell fiir
diese Arbeit ist das zum Schluss vorgestellte endogene Wachstumsmodell, da auch die Mo-
delle der Kapitel 3 und 4 auf einem solchen basieren. Von einigen wichtigen angefiihrten

Modellen werden in diesem Kapitel auch die Losungen présentiert.

2.1 Das Standard-Hotelling-Modell

Zuerst betrachten wir das Standard-Hotelling-Modell, dieses war das erste Modell, dass
die Thematik nicht-erneuerbarer Ressourcen in einem kontrolltheoretischen Rahmen be-

handelte.

max /00 e PU(R)dt (2.1)

S=-R (2.2)
| ro<s: (23

Maximiert wird hier, wie in allen in dieser Arbeit vorgestellten Modellen, eine abdiskon-

tierte Nutzenfunktion (U). Fiir diese wird, wie auch bei allen folgenden Modellen, eine

R'79—1
1-0

isoelastische Nutzenfunktion verwendet. Diese lautet U(R) = und héngt positiv
von der verwendeten Ressource (R) ab. Fiir den Parameter § muss 0 < 6 < 1 gelten.
Ist 8 nahe Null, bedeutet das eine fast lineare Entwicklung der Nutzenfunktion. Je gro-
fser 6 ist, desto schneller nimmt der Grenznutzen bei steigendem Konsum ab. Gleichung
beschreibt, dass sich der noch vorhandene Ressourcenstock (S) um die abgebaute
beziehungsweise benutzte Menge an Ressourcen verringert. Weiters muss natiirlich S > 0
gelten, was dquivalent mit der angegebenen Bedingung ist. Die Gesammtmenge an
abgebauten Ressourcen darf den Anfangswert des Ressourcenstocks (Sp) nicht iiberstei-

gen. Diese Bedingung hat zur Folge, dass fiir die Ressourcen in jedem Fall lim;_,., R(t) = 0



erfiillt sein muss. Abbaukosten werden in diesem Modell, wie auch in den folgenden Mo-

dellen dieses Kapitels, vernachlassigt.

Die Hamilton-Funktion dieses Modells lautet:

H=U(R) - AR

Mittels dieser erhélt man unter Anwendung des Pontryagischen Maximumprinzips:

OH )
ﬁ_U(R)—A_o
S =R (2.4)
OH
A= s
A

Eine grofse Bedeutung in der Kontrolltheorie wird bei 6konomischen Modellen den soge-
nannten “Balanced Growth Equilibria“ (BGE) zugeschrieben. Diese sind definiert als ein
Losungspfad, bei dem die Wachstumsraten der Variablen gy := % konstant sind. Dabei

konnen eine oder mehrere dieser auch negativ sein.

Nun wollen wir das BGEdes Hotelling-Modells untersuchen. Aus Gleichung (£2.2)) folgt:
S
gs = =35 = —u (2.6)

Die Konstante u beschreibt die Rate der Verringerung der Ressource. Klarerweise gilt uv >
0. Aus 1} folgt, dass mit gg auch % konstant sein muss und somit deren Wachstumsraten
iibereinstimmen miissen gg = gg = —u.

Aus den Gleichungen 1} und 1} folgt (g5 =)gr = % = —%% = —% und daraus u = £.
Der Abbau der Ressource sinkt also im Laufe der Zeit mit der gleichen Rate wie der
Ressourcenstock, diese lautet u = £.
Da aus 1} auch u = g—g folgt, gilt fiir den Anfangswert des Ressourcenabbaus Ry = £.Sp.
Daraus ergeben sich folgende Entwicklungen der Funktionen:
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R(t) = gsoe_gt)\(t) - gSoept (2.8)

Um zu sehen, dass diese Losung auch zuldssig ist, muss man noch zeigen, dass die Glei-
chung (2.3) erfiillt ist. Man erhilt:

/ R(t) = / P Spett = 5,
0 0

Diese ist daher im Optimum sogar mit Gleichheit erfiillt.

Aus den Gleichungen (2.7) und erkennt man, dass sowohl der Ressourcenstock,
als auch der Abbau fiir jedes fixe t € R grofer als Null ist, fiir ¢ — oo jedoch gegen Null
strebt.

Die Ableitung der Nutzenfunktion U’(R) entspricht, wie auch der Schattenpreis A, dem
Realpreis der Ressource. Diese beiden Grofen miissen daher iibereinstimmen (siehe dafiir
auch Gleichung ) Die Wachstumsrate des Realpreises ist daher wegen gleich
dem Abzinsfaktor p.

2.2 Das DHSS-Modell

Als néchstes wollen wir das DHSS-Modell (Dasgupta-Heal-Solow-Stiglitz-Modell) vorstel-
len. Dieses wird in Groth (2007) auf den Seiten 133-139 behandelt und basiert auf den
Artikeln von Dasgupta und Heal (1974), Solow (1974) sowie Stiglitz (1974a, 1974b). In
all diesen Papers wird ein Modell mit einem Produktionssektor betrachtet, welches wie

folgt aussieht:

max /OO e U (c)dt (2.9)



K=Y —-C-/0K (2.10)
S=-R (2.11)
Y = (aK? + ALY + yR¥)¥ a, B,y > 01 < 1 (2.12)

(t) = Loe™ = g, =n

L
/OOO R(t) < S

Als Nutzenfunktion wird wieder eine isoelastische Nutzenfunktion verwendet. Diese ist in
diesem, und auch in den noch folgenden, Modellen jedoch vom pro-Kopf -Konsum (c) (und
nicht mehr von der Ressource) abhingig (U(c) = %) Die Verdnderung des Kapitals
(K) setzt sich aus der Produktion minus dem Konsum und dem Wertverlust des Kapitals
zusammen. Es wird eine CES-Produktionsfunktion (Y) angenommen, die vom Kapital,
von der Arbeitskraft (L), sowie von der nicht-erneuerbaren Ressource abhéngt. Die Be-
volkerung, die der Arbeitskraft entspricht, wichst mit der Rate n. Der gesamte Konsum
ist das Produkt aus dem pro-Kopf-Konsum und der Bevélkerungsgrofe (C' = cL). Die an-
deren Gleichungen bzw. Variablen sind ident mit denen des Standard-Hotelling Modells.
Betrachten wir nun die Entwicklung der Produktion, kommt es dabei stark auf den Pa-

rameter ¢ an. Gilt 0 < ¢ < 1, so folgt:
limpo(aK? + BLY + vRY)¥ = (aK¥ + BLY)¥

Die Ressource ist in diesem Fall nicht essentiell fiir den Output. Es kann daher einen
positiven Output geben, obwohl die nicht-erneuerbare Ressource nicht verwendet wird.
Als néchstes wollen wir den Fall ¢ < 0 betrachten. Fiir den Output pro Einheit der

Ressource gilt:

HAORIONS)

Dieses Verhaltnis strebt fiir R — 0 gegen 7% und ist daher nach oben beschrankt. Weiters

gilt limp oY = limRﬁo%R = 0. Die Ressource ist daher essentiell. Gilt R = 0 kann also
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kein positiver Output vorliegen.

Der jetzt noch zu betrachtende Fall ist v = 0. Fiir diesen Wert ist die obige Funkti-
on nicht definiert, es kann jedoch gezeigt werden, dass die CES-Produktionsfunktion fiir
1) — 0 gegen eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion, also gegen K®L° R strebt. In die-
sem Fall ist die Ressource essentiell, da limp_,o K*L°RY = 0 gilt. Jedoch ist der Output
pro Einheit an Ressource % = K*LPR ! nicht beschrinkt und strebt fiir R — 0 gegen
Unendlich. Hier ist die Frage ob ein steigender Output beziehungsweise Konsum moglich

ist daher nicht so einfach zu beantworten.

Im néchsten Modell werden wir uns genau dieser Frage widmen. Auferdem werden wir
das Modell um exogenes technologisches Wachstum erweitern, die neue Produktionsfunk-
tion lautet also AK*LP RY mit A(t) = Age™. Man beachte, dass man die Ergebnisse auch
fiir das Modell ohne das exogenes Wachstum ablesen kann, indem man 7 gleich Null setzt.
Dieses Modell, das unter anderem im Paper von Solow (1974) sowie von Stiglitz (1974a,

1974b) untersucht wurde, sieht wie folgt aus:

max/ e U (c)dt (2.13)
0
K=Y —-C-/0K (2.14)
S=-R (2.15)
Y = AK*(L)°R? (2.16)

L(t) = Loe™ = g, =n
Aty =A™ = ga =1

| roy<s,



Proposition 1. Im BGE des obigen Modells gilt:

1-0)r+[(1—a—=p5)0+pn—(1—a)p

= gg = 6.1
Jr = gs [ ——— (6.1)
T+(B+0y)n—p
=gy =gx = 6.2
gc = 9y = 9K l—a—~+0 (6.2)
T+ (a+B+v—1)n—"p
ge = ( ) (6.3)
l—a—7vy+~0
T+ (a+B8+v—1)n—
=0 ( 1 Y—1n—9p (6.4)
—a—y+70
9o =1p (6.5)
Beweis. Siehe Anhang O

Als Minimalvoraussetzung fiir die Parameter, nehmen wir 1 — o« — v + v > 0 an. Der
Nenner aller Wachstumsraten ist daher positiv.

Betrachten wir zunéchst die Wachstumsrate des Abbaus der Ressource. Diese ist positiv
abhingig vom technologischen Fortschritt und vom Bevolkerungswachstum. Ein negati-
ver Zusammenhang besteht zur Diskontierungsrate des Nutzens (p).

Als néchstes wollen wir die Wachstumsrate der Produktion (gy) betrachten. Diese ist po-
sitiv vom Parameter 7, welcher das technologische Wachstum beschreibt, und vom Bevdl-
kerungswachstum (n) abhéingig. Eine negative Korrelation besteht mit dem Abzinsfaktor
p. Die Wachstumsrate der Produktion ist also genau dann positiv, wenn 7+ (8+60v)n > vp
gilt. Die einzige Schlussfolgerung, die man unabhingig der Parameter ziehen kann, ist die,
dass in einem Modell ohne technologischem Wachstum (7 = 0) und ohne Bevolkerungs-
wachstum (n = 0) die Produktion im Laufe der Zeit sinkt.

Nun wollen wir uns der Entwicklung des pro-Kopf-Konsums (c¢) widmen. Dieser wird
positiv von 7 und negativ von p beeinflusst. Um den Einfluss des Bevolkerungswachs-
tums zu bestimmen, muss man zwischen den verschiedenen Skaleneffekten unterscheiden.
Nimmt man sinkende Skalenertrige (o + 5 + v < 1) an, hat das Bevolkerungswachs-
tum einen negativen Einfluss auf den pro-Kopf-Konsum. Bei konstanten Skalenertrégen
(v + B8+~ = 1) ist der pro-Kopf-Konsum unabhéingig vom Bevélkerungswachstum. Bei
steigenden Skalenertriagen (o + 3 + v > 1) liegt ein positiver Einfluss vor.

Nehmen wir nun vollstindigen Wettbewerb an, entspricht der Nominalpreis der nicht-
erneuerbaren Ressource, hier p; genannt, der Ableitung der Produktionsfunktion nach R.

Es gilt p; := % = ’y%. Die Wachstumsrate des Nominalpreises ist daher:

10



T+B40n—yp [A=07+[0A-a=F0+Fn—(1—a)

9py = 9y —3JgrR =

l—a—~vy+~0 l—a—~vy+~0
- 0+ (a+BH+y—1)n+(1—a—9)p
Io = l1—a—7vy+~0

Setzt man die realistische Parameterrestriktion o + v < 1 voraus, kann ein sinkender
Nominalpreis nur vorliegen, wenn es abnehmende Skalenertrage und ein hohes Bevolke-
rungswachstums gibt. Ansonsten steigt der Nominalpreis an.

Fiir den Realpreis (py) der Ressource betrachtet man entweder den Schattenpreis dieser,
also ¢, oder man multipliziert den Nominalpreis (p;) mit dem Schattenpreis des Kapitals

(M), um den Preis beziiglich des Konsums, also ebenfalls den Realpreis zu erhalten:

Gpy = Gp = P

beziehungsweise

ps = Gaps = 9Gr + Gp, =
B —97—(a+ﬁ+7—1)9n+7p9+07+(a+5+’y—1)0n+(1—a—7)p
l—a—~vy+10 l—a—~vy+10

Der Realpreis der Ressource hat daher positives Wachstum, dieses entspricht der Abzins-
faktor p. Steigt also im Laufe der Zeit an. Man beachte, dass dieser nicht von der Produkti-
onsfunktion abhingig ist. Diese Uberlegung gilt also auch wenn eine CES-Produktionsfunktion

verwendet wird.

2.3 Das um endogenes Wachstum erweiterte Hotelling-Modell

Als néchstes wollen wir ein Modell betrachten, in dem das technologische Wachstum
endogenisiert wird, wie es zum Beispiel auch von Suzuki (1976) untersucht wurde. In

Groth (2007) wird dieses Modell auf den Seiten 139-145 behandelt.

max/ e U (c)dt (2.17)
0

11



K=Y —-C—-1,-0K (2.18)
S=-R (2.19)
A=1T4—06,4A (2.20)

(2.21)

Y = AKY(LYR"  a+pf+y=1 «aB,7>0
L(t) = Loe™ = g, =n
At) =A™ = ga =T

/OOOR@) < S

Das Modell wurde also um die Gleichung (22.20]) erweitert. Diese beschreibt die Entsicklung
des technologischen Wachstums. Die Verédnderung von diesem entspricht der Differenz
zwischen der Investition in solches (14) und der Abschreibung (94 A4).

Die Hamilton-Funktion dieses Modells lautet:
H =u(C) + MAKLPR — C — Iy — 0K] — ¢R + v(I4 — 54 A)

Um das Modell etwas zu vereinfachen, nehmen wir nun 64 = ¢ an. Weiters betrachten

wir hier nur den Fall in dem konstante Skalenertrige (o + 8 + v = 1) vorliegen.

Die marginale Produktivitit des Kapitals ist g%; = a%
oy _ .Y
A A

wird das verfiighare Kapital hinflieen. Das hat ein Sinken dieser zur Folge, welches

und jene von Forschung gleich

Es ist entscheidend welche dieser marginalen Produktivitdten hoher ist, dort

so lange geschieht, bis beide marginalen Produktivitaten gleich sind. Ab diesem Zeit-
punkt ist man indifferent, wo das verfiigbare Kapital hinfliefst. Es wird nun immer so
verteilt, dass beide marginalen Produktivititen gleich bleiben. Gilt also zum Beispiel
aKLO > GA% © % > 7, dann wird in Kapital und nicht in Forschung investiert werden.
Es gilt also I4 = 0, solange bis & = § & % = £ gilt. Danach bleibt dieses Verhaltnis
konstant. Ab dem Zeitpunkt, bei dem Gleichheit gilt kann man daher A = £K setzen.
Wir betrachten nun das Modell erst ab dem Zeitpunkt, ab dem die marginalen Produk-
tivitdten gleich sind. Die Summe beider Investitionsmoglichkeiten wollen wir als K :=
K + A = 2K definieren. Auferdem definieren wir & = a + €.

Dies setzen wir in das obige Modell ein und erhalten ein neues, vereinfachtes Modell:

12



max/ e U (c)dt (2.22)
0

K=K+A=Y -C-§¢K (2.23)
$=_R (2.24)
Y =~ K%L)’R" = BK°LPR (2.25)

Da dieses Modell von der Struktur nun dem vorigen Modell entspricht, kbnnen wir aus
Proposition [I| und den beiden Gleichungen o+ 8+ v =1 und & = « + € folgen, dass fiir
die Variablen folgende Wachstumsraten gelten (man beachte hierbei, dass 7 = 0 gilt, weil

B eine Konstante ist):

Jr = g5 = G ci0 (2.26)
go=gv =g = L ; _QZ)Z ;Hw (2.27)
9o ;ﬁ ;329 (2.28)

g =0 ﬁe—ne;—://;e (2.20)

9o =P (2.30)

Wie beim vorigen Modell nehmen wir als Minimalvoraussetzung fiir die Parameter an,
dass die Nenner positiv sind, also 8 — € + v0 > 0, und untersuchen das BGE.

Der Zusammenhang der Wachstumsrate des Abbaus der Ressource mit dem Bevolke-
rungswachstum (n) und dem Diskontierungsfaktor des Nutzens (p) kann nicht genau
bestimmt werden. Nimmt man allerdings 1 —a —¢e > 0 und (y —€)f — 8 < 0 an, ist die
Wachstumsrate immer negativ und ist kleiner je gréfser n und p sind.

Die Wachstumsrate der Produktion ist genau dann positiv, wenn (5 + 6v)n > 7p gilt.

Man benétigt daher ein Bevolerungswachstum um einen Anstieg in der Produktion zu

13



gewéhrleisten. Fiir dieses muss n > —L—p gelten.

10
Der Wachstumsrate des pro—Kopf—Kfnsgins (c) ist positiv von € und n und negativ von
~v und p abhdngig und genau dann positiv, wenn en > yp gilt. Um einen ansteigenden
pro-Kopf-Konsum zu ermdéglichen ist daher ebenfalls ein positives Bevolkerungswachstum
erforderlich.
Fiir den Nominalpreis (p;) und den Realpreis (py) der Ressource gilt durch die gleichen

Uberlegungen wie zuvor:

en+ (B —¢€)p
B—e+~0

9oy = 9y —9gr =

Gpy = P

Hierbei ist § > € eine hinreichende Bedingung, damit ein Anstieg des Nominalpreises

vorliegt. Diese wird zu einer notwendigen Bedingung, wenn man eine gleichbleibende Be-

(e=B)y

volkerungsgroke annimmt. Ansonsten bendtigt man die schwichere Bedingung n > ~—

um einen Anstieg des Nominalpreises folgern zu konnen.
Mit den gleichen Uberlegungen wie im vorigen Modell erkennt man, dass der Realpreis

der Ressource wieder mit dem Abzinsfaktor p ansteigt.

Da wir uns in den néchsten beiden Kapiteln ebenfalls mit endogenen Wachstumsmo-
dellen beschiftigen, ist das letzte Modell ein wichtiger Ausgangspunkt fiir Vergleiche mit
den Modellen, die wir in den néchsten beiden Kapiteln untersuchen werden. Zuerst wollen
wir noch die Ergebnisse dieses Modells mit den realen Entwicklungen vergleichen.

Der Abbau der meisten Ressourcen stieg in der Realitédt bis jetzt immer an. Dies ist sehr
kontrér zu den Ergebnissen dieses Modells. Betrachtet man jedoch das Modell aufer-
halb des BGEs, so ist ein steigender Abbau durchaus im Bereich des Moglichen. Dieser
hitte allerdings zur Folge, dass die Ressourcen in endlicher Zeit aufgebraucht sind, und
ab diesem Zeitpunkt der Ressourcenstock sowie die Produktion gleich Null sind. Danach
konnte daher nur noch vorhandenes Kapital konsumiert werden, und der Konsum wiirde
fiir t — oo gegen Null streben. Dies ist, vor allem wenn man Wert auf intergenerationelle
Gerechtigkeit legt, kein wiinschenswertes Ergebnis.

Die Produktion in den meisten Sektoren mit nicht-erneuerbaren Ressourcen nimmt, allei-
ne schon wegen des steigenden Abbaus, in der Wirklichkeit ebenfalls stetig zu. Im Modell

kann, im BGE, eine steigende Produktion nur durch Bevolkerungswachstum erreicht wer-
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den. Dies ist also ebenfalls kein sehr optimistischer Ausblick fiir die Zukunft, da man nicht
von einem andauernden exponentiellen Bevolkerungswachstum ausgehen kann.

Fiir den pro-Kopf-Konsum gelten dhnliche Uberlegungen. In der Realitit nimmt dieser
bis jetzt stetig zu. Im Modell kann dies jedoch nur durch positives Bevolkerungswachstum
ermoglicht werden.

Bei der Preisentwicklung ist vor allem der Realpreis entscheidend, da dieser den wirk-
lichen Wert der Ressource, also den beziiglich des Nutzens, angibt. Wie in Kapitel 1
gesehen, bleibt dieser im Laufe der Zeit anndhernd konstant. Im Modell steigt er jedoch,
unabhéngig ob wir uns im BGE befinden oder nicht, mit gleichbleibender Rate p an.
Man sieht daher, dass dieses Modell kein sehr optimistisches ist, da sowohl die Produkti-
on, als auch der pro-Kopf-Konsum nur durch Bevilkerungswachstum ansteigen konnen.
Nimmt man, wie in den beiden noch folgenden Modellen, eine gleichbleibende Bevolke-
rungsrate an, so sind im BGE die Entwicklungen aller fiir uns relevanten Werte genau
entgegengestetzt wie in der Realitdt. Ein Erklarungsversuch, dieses Modell benutzend,
wiare von gleichbleibenden Wachstumsraten abzuweichen und steigenden Abbau der Res-
source anzunehmen. Bis auf den Realpreis wiirden sich dann alle Variablen wie gewiinscht
entwickeln. Wie bereits oben erwihnt hitte das aber die Auswirkung, dass ab einem ge-
wissen Zeitpunkt keine Ressourcen mehr vorhanden wéaren und somit der Konsum auf
Null sinken wiirde. Glaubt man also diesem Modell, und bezieht die realen bisherige Ent-
wicklung der relevanten Grofen mit ein, wiirde daher irgendwann der Zeitpunkt kommen

bei dem alle Ressourcen aufgebraucht sind.
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3 Das Modell von Stiirmer und Schwerhoff

Dieses Kapitel basiert auf dem Modell von Stiirmer und Schwerhoff (2012). Ein wichti-
ger Punkt in deren Paper ist, dass sie den in der Realitit vorkommenden Anstieg der
Ressourcenstocke vieler nicht-erneuerbarer Ressourcen in ein mathematisches Modell in-
tegrieren. Es wird also angenommen, dass nicht-erneuerbaren Ressourcen, im Gegensatz
zur allgemeinen Annahme, quasi unerschopflich sind.

Dies soll deshalb so sein, weil man immer neue Technologien entwickelt, um Vorkommen
der Ressourcen mit immer kleinerem Erzgehaltﬂ abzubauen und somit die Reservenﬂ der
Ressourcen zu erhdhen.

Es wird ein endogenes Wachstumsmodell verwendet, und um eine nicht-erneuerbaren
Ressource, sowie technologischen Fortschritt im Abbau dieser, erginzt.

In Abbildung [3| aus dem Paper von Stiirmer und Schwerhoff (2012), sieht man die Ent-
wicklung der Reserven von Ol bzw. von Kupfer. Diese soll verdeutlichen, warum die An-
nahme der steigenden Reserven der Ressourcen durch neue Technologien getroffen wurde.

Wie man sieht sind sowohl die Ol- als auch die Kupferreserven im Laufe der Zeit an-

Million tons

@
8

Billion bartels

[
1980 1885 1980 1895 2000 2005 2010 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

(a) Olreserven (b) Kupferreserven

Abbildung 3: Entwicklung von Ol- und Kupferreserven
Quelle: Stiirmer und Schwerhoff (2012, S. 26f)

gestiegen. Dies kann auch bei vielen anderen nicht-erneuerbaren Ressourcen beobachtet

werden.

!Erzgehalt beschreibt den Gehalt eines Gesteins an Erzen; der Begriff wird hier allerdings auch fiir
Ol verwendet, wobei dies so zu verstehen ist, dass ein niedrigerer Erzgehalt schwerer zu erreichende

Olvorkommen beschreibt.
2Reserven sind hier als die Menge definiert, die mit dem derzeitigen Stand der Technik abgebaut

werden kann.
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3.1 Das Modell

Als Modell wird, wie bereits erwihnt, ein endogenes Wachstumsmodell um eine nicht-
erneuerbare Ressource erweitert. Fiir den Output gibt es drei essenzielle Input-Faktoren,
ndmlich die Ressource (R), das Kapital (K) und die Arbeitskraft (L). Weiters hingt der
Output vom Stand der Technik (B) ab. Dieser hat einen positiven Einfluss auf die Produk-
tionsfunktion und ist nicht zu verwechseln mit den neuen Technologien, die Ressourcen
mit geringerem Erzgehalt abbaubar machen.

Bevor wir uns dem Wachstumsmodell widmen, wollen wir uns noch der Kostenfunkti-
on fiir den Abbau der Ressource, sowie jener fiir die Erforschung neuer Abbautechniken
zur Erhéhung des Ressourcenstockes, zuwenden. Hier gilt es vor allem zu zeigen, dass,
unabhéngig vom derzeitigem Technologiestand, die Kosten fiir die Erhchung des Ressour-

censtockes um eine Einheit, konstant sind.

3.1.1 Die Kostenfunktionen

Wir wollen mit der Kostenfunktion fiir den Abbau der Ressource beginnen. Entscheidend
ist hierbei, wie weit die Technologien schon fortgeschritten sind bzw. wie viel Kapital
in diese bis zum aktuellen Zeitpunkt investiert wurde. Daher wird M; als das bis zum
Zeitpunkt t investierte Kapital in Technologien (zum Abbau der Ressource) definiert. Um
die Notation zu erleichtern wird der Zeitindex ab jetzt weggelassen.

Es wird angenommen, dass die Kosten fiir den Abbau der Ressource (®,s) nicht vom
Erzgehalt (0 < g < 1) abhéngig sind. Allerdings kénnen Vorkommen mit einem Erz-
gehalt unter einem gewissen Wert nicht abgebaut werden. Dies bringt uns zu folgender

Kostenfunktion fiir den Abbau der Ressource:

E, wenn g > hy
Pu(g) =
oo, wenn g < hy

Liegt ein Erzgehalt iiber hj; vor, sind die Abbaukosten konstant gleich E. Vorkommen
mit einem Erzgehalt kleiner als hjy; kdnnen, beim derzeitigen Stand der Technik, nicht
abgebaut werden. Die Funktion nimmt daher den Wert oo an. Um diese abbaubar zu
machen, miisste man das investierte Kapital M erh6hen, was eine Verringerung von hj,

zur Folge hitte.
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Die nachfolgende Funktion erklért den Zusammenhang zwischen den getitigten Inves-
titionen in Abbautechnologien und dem zum Abbau zur Verfiigung stehenden Erzgehalt.
Je niedriger der Erzgehalt, desto teurer wird es, diesen weiter zu senken. Beispielsweise
kann man sich vorstellen, dass eine Senkung von 30 Prozent auf 29 Prozent noch ver-

gleichsweise giinstig im Gegensatz zu einer Senkung von 1,5 auf 0,5 Prozent ist. Daher

bedient man sich einer negativen Exponentialfunktion:

V1,2 >0 (3.1)

h(M) = 716772]\/[7

Um die abbaubare Menge der Ressource in Bezug auf den Erzgehalt zu ermitteln wurde

folgende Formel verwendet:

D(g) = —5lln(52g), (5172 >0 (32)

Diese entspricht, so lange der Erzgehalt nicht zu klein wird, relativ gut der Realitit. Wird

dieser sehr klein, geht die abbaubare Menge wieder gegen Null.

Diese beiden Funktionen sind in Abbildung {4|illustriert.
Um nun die abbaubare Menge der Ressource in Abhéngigkeit von der in Technologie

Abbildung 4
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getitigten Investitionen zu erhalten setzt man die Gleichung (3.1) in (3.2)) ein und erhalt:

D(M) = —51ln(52716_72M) == —51ln(5271) + 51’}/2M (33)

Betrachtet man nun die Ableitung nach M, so erkennt man, dass diese konstant ist:

dD(M)
oM

Also erhoht sich die Menge der Ressource pro investierter Geldeinheit um 6;7,. M6chte

man nun wissen wieviele Geldeinheiten (F) man investieren muss, um den Ressourcen-
1
d1v2°

stock um eine Einheit zu erhéhen, rechnet man 4,7y, - F/ = 1 und somit gilt F' =

Die Kosten fiir die Produktion einer Ressourcen-Einheit setzen sich aus den Kosten fiir
den Abbau der Ressource (E), sowie den Kosten fiir die Investitionen in neue Technolo-
gien (F) zusammen.

Der Ressourcenstock zum Zeitpunkt t beim derzeitigen Stand der Technologie wird mit
X; bezeichnet. Der durch neue Technologien zusétzlich verfiighare Ressourcenstock wird
S; genannt und die Menge der Ressourcen, die zum Zeitpunkt t abgebaut wird, R;. Es
wird angenommen, dass alle diese Werte nichtnegativ sind. Den Zusammenhang kann

man wie folgt darstellen:

Xt - St - Rt
Xt>St7Rt Z 0

Die Veranderung des Ressourcenstocks ist also die Differenz des durch neue Technologien
zusétzlich verfiigbaren Ressourcenstocks und den abgebauten Recourcen.

Da nach den getroffenen Annahmen sowohl die Kosten fiir den Abbau der Ressource, wie
auch die Kosten fiir die Investitionen in neue Technologien konstant sind, kann man die

Gesamtkosten fiir die Ressourcenproduktion zum Zeitpunkt t als
R, -E+S,-F (3.5)

darstellen.
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3.1.2 Das Wachstumsmodell

Die Autoren verwenden ein Standard Schumpeterianisches Wachstumsmodell. Es wird

auch in diesem Modell eine isoelastische Nutzenfunktion verwendet:

cte—1
u(C) = ——, e>0
1—e€
verwendet. Diese bringt uns zu einem Gesamtnutzen von

o Cle—1
W = / e Pt —dt, p,e>0
0 1 — €

Als Produktionsfunktion verwenden die Autoren eine spezielle Form der Cobb-Douglas

Produktionsfunktion:
Y = K*BY"“LPR", a+B+v=1 a,fp,v>0

Die gesamte Produktion setzt sich also aus dem Kapital K, dem Qualitdtsparameter B,
der Arbeitskraft I. sowie der Ressource R zusammen. Der Parameter B gibt an wie effizient
gearbeitet wird, und kann durch Investitionen in neue Technologien (nicht zu verwechseln
mit der Investition in Technologien zur Erhéhung des Ressourcenstocks) erhéht werden.
Der Parameter a beschreibt die Produktionselastizitit des Kapitals, da g%g = « gilt. Aus
den gleichen Uberlegungen ist 3 die Produktionselastizitit der Arbeitskra?t und v die der
Ressource.

Die gesamte Arbeitskraft wird als konstant angenommen und auf Eins normalisiert. Diese
kann in Arbeitskraft fiir den Output (L) und Arbeitskraft fiir Technologieentwicklung zur
Steigerung der Produktivitit (n) aufgeteilt werden. Daher gilt L +n = 1.

Die Verdnderung des Qualititsparameters hingt von dessen momentaner Grofe (B), von
der dafiir Verwendeten Arbeitskraft (n), von einem Parameter, der die Grofe der je-
weiligen Innovation beschreibt (o) und von einem Parameter, der den Poisson-Prozess

beziiglich des Erscheinens neuer Innovationen angibt (), ab:

B =onnB

Um die Verdnderung des Kapitals zu beschreiben, wird der Gesamtoutput (Y) minus des
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Konsums (C), der Kosten fiir den Abbau der Ressource (E - R) und der Kosten fiir neue

Innovationen zur Erhéhung des Ressourcenstocks (F'-.S) gerechnet:

K=Y -C—-E-R-F-S

Das gesamte Modell sieht daher wie folgt aus:

00 - tc«l—e -1
max W = max e —dt (3.6)
Cn,R Cn,R 0 1—¢
K =K*B*™(1—-n)’R"-C - ER—-FS (3.7)
B = onnB (3.8)
Unter den Nichtnegativitatsbedingungen:
Xt7 St7 Rt Z 0

Mit folgenden Einschrankungen fiir die Parameter:

p,e>0
o,n>0
a+p+rv=1

a,B,v>0

Um das Modell zu vereinfachen, bedient man sich folgender Proposition (siehe Stiirmer
und Schwerhoff (2012, S. 14)).

Proposition 2. Bei einem positiven Ressourcenstock wird nicht in Abbau-Technologie
wnvestiert. Ist der Ressourcenstock erschopft, wird so viel investiert, dass der neue Res-

sourcenstock der Abbau-Menge entspricht:
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X >0 =S5=0

Beweis. Sieche Anhang O

Wenn also der Anfangsbestand (X) gleich Null ist, werden immer alle Ressourcen, die
in dieser Periode neu zur Verfiigung stehen, abgebaut, beziehungsweise es wird genau so
viel in neue Technologien investiert, dass die neu zum Abbau zur Verfiigung stehenden
Ressourcen genau der geplanten Abbaumenge entsprechen.

Ist der Anfangsbestand (X) grofer Null, so gibt es solange keine Investition in neue Ab-

bautechnologien, solange der Ressourcenstock positiv ist.

Mit diesem Wissen wird ein neues Modell aufgestellt, bei dem man annimmt, dass zum
Beginnzeitpunkt X=0 gilt. Wenn es also einen positiven Ressourcenstock gegeben hat,
ist dieser bereits abgebaut.

Daraus ergibt sich folgendes vereinfachtes Modell (X=0 und S=R), welches wir nun ge-

nauer analysieren werden:

o cte—1
rnax/ e ———dt (3.10)
Cn.R [y 1—e€
K = K*B'*™(1 —n)’R" —C — (E+ F)R (3.11)
B = onnB (3.12)

Mit den selben Einschriankungen fiir die Parameter:

p,e>0
o,n>0
a+pf+rv=1

a,B,v >0
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3.2 Ergebnisse

Die Hamilton-Funktion dieses vereinfachten Modells lautet:

H =u(C) + A\K*B*™ (1 -n)’R" — C — (E + F)R] + pnoBn

Mittels des Pontryaginschen Maximumsprinzips erhilt man folgende Optimalitdtsbedin-

gungen:

oH

SA=0"°

H
%— = —ABK*B*™(1 —n)’'R" + unoB = 0
n

S pu=M3Y(1-n)"'(noB)™*
oH _ AMvK*B'"™(1 —n)’R" - (E+F))=0
OR B

14

Y
E+F

& R =

- OH

A=p\— —

ST

& A= pA— K 'B%(1 —n)’R"

. Y
A= pA—da—
& ) o

Vo
A=pu= o5

&= pp— M1 —a)K*B™*(1 —n) R — unon

Y
<:>/l:pu—)\<1—a§>—;man

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Nun wollen wir das BGE dieses Modells untersuchen. Die Variablen Y, K, C, R und B

sollen also gleichbleibende Wachstumsraten aufweisen.

Durch die Gleichungen (3.13)-(3.17)) erhélt man folgende Zusammenhénge:
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gr = —€gc (3.18)

9y =9x+ 9y — 9B (3.19)
9r = gy (3.20)
A aY

=—=p— — 3.21
N=EXEPT L (3.21)

[ 11—« v
gu=—=p— o+ —g 3.22
W 1 P 3 n 3 B ( )

Auferdem erhalten wir wegen der Produktionsfunktion:

gy = agg + (1 —a)gs +vgr (3.23)

Um zur Gleichung zu gelangen, setzt man in Gleichung fiir p die Gleichung
3.14) ein und benutzt (3.12) um fiir non gleich % = gp einzusetzen. Nun driickt man
sich g, aus, und erhélt die Gleichung (3.22)). Die Gleichungen (3.18)-(3.21)) erhilt man
unmittelbar aus den Gleichungen (3.13))-(3.16)).

Aus den Gleichungen (3.18)), (3.22) und (3.12) kann man sofort folgern, dass auch g,,

g, und n konstant sein miissen.

Aufgrund von (3.20) sehen wir, dass die Wachstumsrate des Ressourcenabbaus gleich
jener der Produktion ist. Als nédchstes mochten wir zeigen, dass im BGE auch fiir die
Wachstumsraten von Produktion, Kapital und Konsum Gleichheit gilt.

Da sowohl g, als auch die Parameter p und « konstant sind, muss wegen Gleichung
auch der Ausdruck % konstant sein. Daher muss gy = gx gelten.

Um zu zeigen, dass auch C die selbe Wachstumsrate hat, dividieren wir die Gleichung

(3.11)) durch K, und erhalten:

—(E+F>§

=)=
=1

9Kk =

Die Wachstumsrate von K ist konstant. Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind sowohl
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die Parameter E und F, als auch % und % konstant (weil, wie oben gezeigt gy = gx = gr

gilt). Also muss auch £ konstant sein. Daher gilt:

9gc =9k =9y = 9gr (3.24)

Nun wollen wir die Gleichungen (3.18)-(3.22) dazu benutzen, um die Wachstumsraten
der Variablen zu erhalten.

Setzt man die Gleichungen ({3.19) und gleich, setzt fiir gy gleich —egy ein (siehe
Gleichungen (3.18) und (3.24)) und driickt sich gp aus, so erhilt man:

gB=(1—6)<1f)a>gy—(%)p+no (3.25)

Wegen (3.24) kann man in (3.23) gx und gg mit gy ersetzen. Driickt man sich dann gy

aus, und verwendet die Parametervoraussetzung o + 8 + v = 1 ergibt sich:

gy = (1 ; a) 95 (3.26)

Setzt man das nun in die Gleichung (3.25)) ein und driickt sich gg aus, erhilt man:

9B 1(770— Bp) (3.27)

:Z 11—«

Setzt man (3.27)) nun in (3.26)) ein, erhilt man fiir die Wachstumsrate von Y und wegen
Gleichung ([3.24) auch fiir R, K und C:

9y (= 9r =9k = gc) = % (1 ;ana — p) (3.28)

Siehe dazu auch Stiirmer und Schwerhoff (2012, S.14).
Obwohl die Wachstumsraten fiir B und Y unterschiedlich sind, sind beide genau dann

positiv, wenn no > l—é% gilt. Setzt man dies voraus, sind die Wachstumsraten von B und
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Y, und somit auch jene von R, K und C, negativ vom Parameter ¢, der Produktionselas-
tizitdten des Kapitals «, der Produktionselastizititen des technologischen Fortschrittes
und der Diskontierungsrate p abhéngig.

Ein positiver Zusammenhang besteht zwischen den Wachstumsraten und den Parametern
1, o und, wegen des negativen Zusammenhangs zu o und $ und a+ g+ v = 1, auch zur
Produktionselastizitdt der Ressource v.

Sind also die Haufigkeit (1) und die Grofe (o) der Innovationen, sowie die Produktions-
elastizitit der Ressource (v), grok genug, beziehungsweise die Diskontierungsrate (p) klein
genug, ist ein kontinuierliches Wachstum von Abbau, Produktion, Konsum und techno-

logischem Wachstum mdoglich.

Fiir n erhalten wir wegen (3.12]):

n—=——

gp _ 1 (1 By )
no € no(l— «)

Die Variable n ist daher nicht-negativ, wenn die Parametereinschriankung no > 1[’;—'2 gilt.
Man beachte, dass diese Voraussetzung daher eine notwenige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz eines BGEs ist, da n den Teil der Arbeitskraft beschreibt, der fiir
den technologischen Fortschritt verwendet wird, und dieser klarerweise nicht negativ sein
kann. Wegen (3.27)) und sind daher, falls ein BGE existiert, dort keine negativen
Wachstumsraten moglich.

Im Fall no = ﬁ—pa ist n gleich Null. Die gesamte Arbeitskraft wird daher fiir die Produk-
tion verwendet. Auferdem gilt gy = gr = gk = gc = g = 0 und somit sind in diesem
Fall alle betrachteten Variablen konstant.

Ist no > fi—pa, so gilt n, gy, gr, 9k, 9o, g > 0. Es liegen also positive Wachstumsraten vor.
Nimmt man auch hier vollstindigen Wettbewerb an, setzt sich der nominelle Preis der
Ressource aus den Kosten fiir die Investitionen, um diese abbaufiahig zu machen, und dem
eigentlichen Abbau zusammen. Da diese beiden Werte konstant gleich E beziehungsweise
F sind (siche Gleichung (3.5))), gilt fiir den nominellen Preis p; = E + F und dieser ist
somit konstant.

Den Realpreis, also den Preis der Ressource beziiglich des Nutzens, erhilt man, wenn

man den nominellen Preis mit dem Schattenpreis des Kapitals multipliziert, da dieser
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den Wert des Kapitals im Sinne des Nutzens beschreibt. Anders gesagt, um denn Real-
preis zu erhalten, muss man den Nominalpreis mit dem Nutzen einer Geldeinheit, also
dem Schattenpreis des Kapitals, multiplizieren: p, = Ap; = AM(E + F). Da go > 0 gilt,
folgt aus , dass gy < 0 gelten muss. Der Realpreis ist daher, wie A, ebenfalls mono-
ton fallend.

3.2.1 Fortfithrende Analyse

Die Analysen von Stiirmer und Schwerhoff (2012) beschrinken sich auf das BGE des Mo-
dells. Wir wollen dieses nun auferhalb des BGEs etwas genauer betrachten und analysie-
ren. Zu diesem Zweck werden wir es um eine Dimension verkleinern und die Verhaltnisse

der Variablen zueinander betrachten.

Das am Leichtesten zu berechnende Verhaltnis ist der Anteil der Ressource R am Gesamt-
output Y. Durch die Gleichung (3.20)) erkennt man, dass der Abbau bzw. die Nutzung

der Ressource mit der selben Rate wie der Gesamtoutput wichst. Wegen (3.15) gilt fiir

dieses Verhéltnis: % = gop- Dieser Zusammenhang gilt nicht nur im BGE, sondern fiir

jeden optimalen Losungspfad.

Das Verhaltnis % wird also positiv durch v beeinflusst. Je grober also die Produktions-
elastizitdt der Ressource, desto groker wird R im Vergleich zu Y. Negativ wird dieses
Verhéltnis von E und F beeinflusst. Je teurer es ist neue Ressourcen abbaubar zu machen
und je teurer der eigentliche Abbau der Ressource ist, desto geringer ist R im Vergleich

zu Y.

Um Genaueres iiber die anderen Verhéltnisse zu erfahren, definieren wir zwei neue Va-
riablen, x := % und z := %

Ziel ist es nun, ein Differentialgleichungssystem mit diesen beiden Variablen aufzustellen,
um das Verhéltnis von Y zu K und C zu K genauer analysieren zu kénnen. Da im BGE
des Modells — sowohl % als auch % konstant sind, sollte dieses mit einem
stationdren Punkt, dessen beide Koordinaten positiv sind, des nun folgenden Modells
iibereinstimmen.

Fiir x und z gilt folgender Zusammenhang;:
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) YK-YKK Y K
— B — 2
K? Y v K N (3:29)

818
|
===l

Durch die selben Uberlegungen erhilt man fiir z:

z
S =g ax (3.30)
Daher muss man zuerst die Wachstumsraten gy, gx und gco berechnen.
Aus Gleichung (3.21)) erhalten wir:
(3.31)

gh=p—azr

Setzt man das in die Gleichung (3.18) ein und formt nach gc um, erhilt man fiir die

Wachstumsrate von C:

9o = %(m —p) (3.32)

Um zu g zu gelangen, dividiert man die Gleichung (3.11)) durch K und setzt fiir R gleich

Y ein (siehe (3.15)). Nach dem Kiirzen erhilt man:

gr=(1-v)r—=z (3.33)

Setzt man die Gleichungen (3.19) und (3.22)) gleich und benutzt (3.31) um g, zu elimi-
nieren, ergibt sich:

l—« v
p—ar+gy —gg =p— 3 7]0'+EQB

Ba

B
SI=1,9 T 1, (3.34)

T+ no
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Setzt man nun die Gleichungen (3.20) und (3.33)) in (3.23)) ein und driickt sich gy aus,

erhalt man:

gy = ar — z+ 9B (3.35)

@ o (3.36)

Der Vollstédndigkeit halber berechnen wir nun, mittels der Gleichungen ({3.34)) und (3.36]),

auch noch gg:

z (3.37)

Setzt man die Gleichungen (3.32)), (3.33) und (3.36]) in (3.29) und (3.30) ein, erhélt man

folgendes Differentialgleichungssystem, das wir nun analysieren mé&chten:

ana} 2 (6.39)
z‘z[—(l—g—l/)x—i—z—B}z (6.40)

hat unter der Parameterrestriktion

(1-2—-v)(1—a)noe
af

vier stationdre Punkte mit folgenden Figenschaften:

FEinen Sattelpunkt Sy = (0/0) mit den charakteristischen Richtungen

p>— (6.41)
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1 0
11 = und T12 = .
<0> ( )

Einen abstoffenden Knoten Sy = / ) mit den charakteristischen Richtungen
1
To1 = 1-2—p und Ty =
Einen anziehenden Knoten S5 = 770/0 ) mit den charakteristischen Richtungen

1 0
T31 = und T32 = .

Einen Sattelpunkt Sy = (2*/2*) = (12 — 770/ u)(l a)

no +2) mit den charakteristischen

_ 1 0
Richtungen 141 = (1—2—v)2(1—a)noet(1— 2 —v)paf und Ty = ( )
(1—a)Bnoct(1-2—)(1—ayoctpad 1

Gilt umgekehrt

(1—-2—v)(1—amoe
af

so st Sy ein Sattelpunkt und Sy ewn anziehender Knoten. Bei den anderen stationdren

p<— (6.42)

Punkten dandert sich nichts.
Beweis. Siehe Anhang O

Wir méchten nun zeigen, dass der stationire Punkt Sy, der, wie in Proposition |3| gezeigt

wird, der einzige stationire Punkt mit zwei positiven Koordinaten ist, wirklich dem BGE

des Modells (3.10)-(3.12) entspricht.

Setzt man nun z* und z* in die Wachstumsraten g¢, gx, gy und gp ein, erhilt man, wie

erwartet, die selben Ergebnisse wie fiir das BGE des Modells (3.10)-(3.12)) (siehe (3.28)

und (3.27)):

g=9v(=9r =9k = gc) =

1l -«

( E ”"‘”)
(r-+2a0)
o — TP

Nun wollen wir das gesamte Vektorfeld betrachten. Wir beschrianken uns auf den Fall

9B =

A= o=

no > 5 , was positive Wachstumsraten der Variablen zur Folge hat.

Zuerst nehmen wir fiir die Parameter folgende Werte an:
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a=pf=v=

Man beachte, dass die Parameterrestriktion (6.41)) in diesem Fall erfiillt ist. Das dadurch
erhaltene Vektorfeld sieht man in Abbildung [5

04r

035

03r

025

02

015

[

0.05

Abbildung 5: a = =v = %,77: %,U: %,e: %,p: 1—10
Auf der Abszissenachse ist die Variable x = % und auf der Ordinatenachse die Variable
z = % aufgetragen. Betrachtet man die vier Trajektorien, die direkt im Sattelpunkt S,

beginnen, beziechungsweise dort enden, erkennt man, dass die zwei senkrechten Trajakto-
rien instabil sind, da diese zum positiven Eigenwert gehoren. Diese streben also von Sy
weg. Die anderen beiden Trajektorien gehoren zum negativen Eigenwert und gehen daher
in Richtung des Punktes S, (stabile Trajektorien). Daraus kann man folgern, dass sich die
Variable x, unabhéngig von ihrem Startwert, immer dem Wert x* anndhert. Das Verhéalt-
nis von Y zu K strebt also, unabhéngig von den Anfangswerten, immer nach x* = 16’—07770.
Das bedeutet, dass Y im Verhéltnis zu K fiir ¢ — oo grofer ist, je kleiner o und S sind,
beziehungsweise je grofer v, n und o sind. Je hoher also die Produktionselastizitit der
Ressource, sowie die Haufigkeit und Grofe der auftretenden Innovationen ist, desto gro-
fser ist die Produktion im Vergleich zu dem vorhandenen Kapital.

Beziiglich der zweiten Variable ist es entscheidend, ob man ober, unter oder auf dem
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stabilen Ast des Sattelunktes Sy liegt. Liegt der Anfangswert auf diesen Trajektorien,
strebt das System, in Richtung des Sattelpunktes S4, und somit das Verhéltnis von C zu
K gegen 2* = WWJ—l— £. Befindet er sich unterhalb der Trajektorien, so strebt %
gegen Null. In diesem Fall wachst das Kapital also schneller als der Konsum. Startet man
oberhalb der Trajektorien, strebt das Verhiltnis gegen Unendlich, was gleichbedeutend

damit ist, dass der Konsum schneller als das Kapital wachst.

Mit den vorher gewahlten Parametern gilt 1 — ¢ —v = —% < 0. Wir wollen nun heraus-
finden wie sich das Phasenportrait dndert, wenn 1 — ¢ — v > 0 gilt. Diese Annahme hat
zur Folge, dass die oben angenommene Parameterbeschrankung immer erfiillt ist.
Das Phasendiagramm dazu ist in Abbildung[6]zu sehen. Die verwendeten Parameter sind

unter der Abbildung zu finden.

0.35 K
A
03} :

N o2 \ ]
015 T
01 %Sy \\\ ]
0.05 \\\H__R__ﬁ_

S1 _RER\ S3
(] Bl ~g-
0 02 04 086 08 1 12

AbbildungG:a:%,ﬂ:%V:%,n:%p:%,e:%,p:m

Die auffallendste Anderung des Phasenportraits ist die, dass der z-Wert des Punktes S,
nun groker als der des Punktes S, ist (gilt 1 — 2 — v = 0 liegen beide auf gleicher Hohe).
Befinden wir uns in einem Anfangspunkt, der kleiner als x* ist und auf der stabilen
Trajektorie von Sy liegt, steigt, im Unterschied zur vorherigen Parameterwahl (Abbil-
dung , das Verhiltnis % an. Der Konsum wéchst daher in diesem Fall schneller als das
Kapital. Bei obiger Parameterwahl ist genau die umgekehrte Entwicklung (das Kapital
wichst schneller als der Konsum) zu beobachten. Da entscheidend ist, wie grof der Term
1 — 2 — v ist, kann man folgern, dass (falls der Anfangspunkt auf besagter Trajektorie
liegt) der Konsum im Vergleich zum Kapital schneller wéchst, je grofer der Parameter e

beziehungsweise je kleiner die Produktionselastizititen des Kapitals  und die Produkti-

32



onselastizitdten der Ressource v sind.
Die Struktur, also welche Art der stationdren Punkte vorliegt, dndert sich nicht, da die
Parametereinschrankung (6.41) bei den gewéhlten Parametern ebenfalls gilt. Fiir ¢ — oo

gelten daher die selben Uberlegungen wie zuvor.

(17%71/)(1701)770’6
ap
Wie bereits erwahnt gilt in diesem Fall z* < 0, der stationdre Punkt Sy liegt also unter

[}
K

Wir wollen nun iiberlegen was passiert, wenn p < — gilt.

der x-Achse. Daraus folgt, dass = in diesem Fall negativ ist. Bei gegebenem Ky > 0 muss
also Cy < 0 gewdhlt werden, um gleichbleibende Wachstumsraten zu ermoglichen. Will
man daher positiven Konsum im BGE garantieren, muss man die Parameterrestriktion

(6.41)) voraussetzen. Dies fiihrt zu folgender Proposition:

Proposition 4. Um im BGE sowohl positiven Konsum, als auch positive Wachstumsra-
ten in Kapital, Produktion und Konsum zu garantieren, muss fiir den Diskontierungsfak-

tor

(1—-2—v)(1—a)noe _ no(l — a)

€

- of =7 5

(6.46)

gelten.

. (1-%-v)(1-a)noe
af

existiert immer ein p, fir das 0 < p < 1 gilt und das die Restriktion erfillt.

Setzt man auflerdem < 1 wvoraus und firiert alle Parameter aufler p,

Beweis. siche Anhang O

3.3 Diskussion

Stiirmer und Schwerhoff (2012) bringen mit dem Einbeziehen von steigenden Ressourcen-
stocken einen vollig neuen Gedanken in Modelle, die nicht-erneuerbare Ressourcen be-
trachten. Beim analysieren des endogenen Wachstumsmodells konnen die genauen Wachs-
tumsraten aller relevanten Variablen berechnet werden. Allerdings bedarf es einiger Para-
metereinschrankungen, dass sowohl positiver Konsum, als auch ein positives Wachstum
von diesem (und auch von den anderen Variablen) moglich ist. Da im Paper iiber die
Wahl der Parameter keine Angaben gemacht werden, kann man keine Aussagen dariiber
treffen, ob die notwendigen Parameterrestriktionen realistisch sind, oder nicht.

Ein weiterer ungekldrter Punkt ist die Funktion D(g), welche die abbaubare Menge der

Ressource in Abhingigkeit vom Erzgehalt beschreibt. Wie im Paper erwihnt wird, und
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bei meiner Arbeit in Abbildung illustriert ist, geht die Funktion fiir geringe Erzge-
halte wieder gegen Null. Wird der Erzgehalt also klein, trifft die im Modell verwendete
Funktion D(g) = 61ln(d2g) in der Realitédt nicht mehr zu. Die Frage, die sich in diesem
Zusammenhang nun stellt, ist, bei welchem Erzgehalt dieser “Einbruch“ der Funktion
stattfindet, beziehungsweise ob dieser in einem relevanten Zeitraum erreicht wird, oder
nicht.

Nimmt man an, dass sowohl die Parametereinschrinkungen in der Realitét erfiillt sind,
und auch der “Einbruch® der Funktion D(g) keine Rolle spielt, sagt das Modell eine ex-
ponentielle Steigerung vom Abbau der Ressource, von der Produktion und dem Konsum
voraus, was auch in der Realitdt beobachtet werden kann. Dieses Wachstum wiirde sich,
laut des Modells, auch in Zukunft unbeschrinkt weiter fortsetzen.

Weiters kann man aus dem Modell auf einen konstanten Nominalpreis, sowie einen fallen-
den Realpreis schliefen. Diese Entwicklung steht nicht ganz mit der Realitit im Einklang,
da, wie bereits erwdhnt, bis jetzt steigende Nominalpreise und nahezu konstante Real-
preise bei vielen nicht-erneuerbaren Ressourcen zu beobachten waren.

Natiirlich kann kein Modell die Realitit perfekt beschreiben, und das Modell von Stiirmer
und Schwerhoff (2012) ist, wie bereits erwiihnt, das Erste, das den Ressourcenstock nicht
als konstant ansieht und bringt somit einen wichtigen neuen Aspekt in die Thematik

nicht-erneuerbarer Ressourcen in der optimalen Kontrolltheorie.
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4 Das Modell von Tahvonen und Salo

Als néchstes wollen wir das Paper von Tahvonen und Salo (2001) néher untersuchen. In
diesem Paper werden zwei Modelle behandelt. Da sich diese Arbeit mit der Untersuchung
und dem Vergleich von Modellen mit endogenem technologischem Wachstum beschéftigt,
werden wir das Modell ohne endogenem technologischem Fortschritt hier nicht betrachten
und uns auf jenes konzentrieren in dem technologisches Wachstum angenommen wird.
Im Unterschied zum Modell von Stiirmer und Schwerhoff (2012) werden die nicht-erneuer-
baren Ressourcen (=nicht-erneuerbare Energiequellen) nicht als unerschépflich angenom-
men, sondern es gibt, wie bei den Modellen in Kapitel 2, einen fixen Ressourcenstock.
Weiters beriicksichtigen die Autoren die Moglichkeit erneuerbare Energiequellen, wie un-
ter anderem Windrader, Wasserkraftwerke oder Solarenergie, zu benutzen.

Ein wichtiger Unterschied dieses Modells zu den meisten anderen endogenen Wachstums-
modellen, die sich mit nicht-erneuerbaren Ressourcen beschiftigen, ist der, dass die Au-
toren die Abbaukosten fiir die nicht-erneuerbaren Ressourcen im Modell einbeziehen.
Wie wir spéter sehen werden fiihrt dies dazu, dass es optimal sein kann erneuerbare und
nicht-erneuerbare Ressourcen gleichzeitig zu verwenden und, aufgrund steigender Ab-
baukosten bei verringertem Ressourcenstock, das Modell keinen vollstdndiger Abbau der

nicht-erneuerbaren Ressourcen voraussagt.

4.1 Das Modell

Auch bei diesem Modell wird wieder die Existenz eines iibergeordneten Planers angenom-
men und iiber einen unendlichen Zeitraum maximiert. Wie auch im Modell von Stiirmer

und Schwerhoff (2012) wird dabei eine konstante Bevolkerungsgrofe angenommen:

max W (zo, ko) = max/ exp(—ot)U(c)dt (4.1)
4,8 U
k = P(k7 s+q, n?) —C— qc(xanbn?) - F(S’ nQ) (42)
T =—q (4.3)
q=>0
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unter den Anfangswertbedingungen

Die Zustandsvariablen sind hierbei das Kapital (k), sowie der Ressourcenstock der nicht-
erneuerbaren Ressource (x). Die Kontrollvariablen sind der Konsum (c), der Abbau der
nicht-erneuerbaren Ressource (q), sowie die Verwendung der erneuerbaren Ressource (s).
Die Summe von q und s ergibt die insgesamt verwendeten Ressourcen und wird mit e
bezeichnet.

Die Nutzenfunktion (U(c)) soll {iber einen unendlichen Zeitraum maximiert werden.
Die Verdinderung des Kapitals (k) ergibt sich indem man von der Produktionsfunkti-
on (P(k,e)) den Konsum (c), die Kosten fiir den Abbau der nicht-erneuerbaren Ressource
(qC(x)) und die Kosten fiir die erneuerbare Ressource (F(s)) abzieht. Es wird hierbei
angenommen, dass F'(0) < C(zo) gelten muss. Das bedeutet, dass die Kosten fiir die
erste Einheit an erneuerbaren Energiequellen kleiner oder gleich der Kosten der ersten
Einheit an nicht-erneuerbaren Energiequellen ist. Dies hat einen stets positiven Wert von
s zur Folge.

Die Anderungsrate des Ressourcenstocks (i) entspricht dem Abbau der nicht-erneuerbaren
Ressource.

Um den technologischen Fortschritt zu beschreiben, werden folgende Gleichungen ver-

wendet:

Ny =q (4.4)
ng = (4.5)

Es wird zwischen technologischem Fortschritt aufgrund von Wissen durch den Abbau
der nicht-erneuerbaren Ressource (n;) und technologischem Fortschritt aufgrund von ho-
herem Kapital (ny) unterschieden. Hierbei beeinflusst n; die Abbaukosten der nicht-
erneuerbaren Ressource und ns ebenfalls die Abbaukosten, sowie die Kosten fiir erneuer-
bare Energiequellen und die Produktionsfunktion.

Die Variable n; ist zu Beginn gleich Null. Je mehr des nicht-erneuerbaren Rohstoffes ab-

gebaut wurde, desto grofer das technologische Wissen {iber diesen Vorgang. Daher setzt
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man n; = ¢. Die Abbaukosten sind von diesem Wissen negativ abhingig, es gilt also
Cn, <0.

Der Variable ny wird ein linearer Zusammenhang mit dem Kapital unterstellt, siche Barro
und Sala-i-Martin (2004). Mit geeigneten Einheiten kann man daher ny = &k annehmen.
Dieses vom Kapital abhingige Wissen beeinflusst sowohl die Abbaukosten als auch die
Kosten fiir erneuerbare Energiequellen negativ (C,, < 0, F,,, < 0). Die Produktionsfunk-

tion wird von diesem Wissen positiv beeinflusst (£,, > 0).

Die Effekte des technologischen Fortschrittes werden als Externalititen angenommen,
deshalb werden die Gleichungen (4.4) und (4.5)) als Nebenbedingungen in das Modell in-
tegriert. Der Planer schenkt also dem Einfluss der Variablen n; und ny auf die Funktionen

fiir den Maximierungsprozess keine Beachtung.

4.2 Ergebnisse

Nun wollen wir die optimale Losung herleiten und berechnen dazu die Hamiltonfunktion:

H = U(C) + /\<P(e7 k»n2) —C— qC’(m,k‘,nl,ng) - F(S7n2>> - ¢q+ vq

Hierbei ist A\ der Schattenpreis des Kapitals, ¢ der Schattenpreis der nicht-erneuerbaren
Ressource und v der Lagrangeparameter fiir die Nichtnegativitatsbedingung ¢ > 0.

Es ergeben sich folgende Optimalitidtsbedingungen:

OH

S = U0 = (4.6)
%—Z:Pe—Fs:o (4.7)
%—Z:A(Pe—(j)—¢+l/:0 (4.8)
vg=0, v>0
A:&—%—ZI (4.9)
ézé(b—%—fj (4.10)
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Wir werden nun die Einfliisse des technologischen Fortschrittes mittels der Variablen k

und x direkt in den verwendeten Funktionen beschreiben, um die Nebenbedingungen (|4.4))

und (4.5) zu eliminieren.

Auch in diesem Modell wird wieder eine isoelastische Nutzenfunktion verwendet:

Ule) = ——— (4.11)

Um die Produktion zu beschreiben wird eine Cobb-Douglas-Funktion verwendet:

P(k,q+5) :=k%(q+s)™ (4.12)

Die Input-Faktoren sind das Kapital und die Ressourcen. Fiir die Produktionselastizitét
des Kapitals (%% = ) muss 0 < a < 1 gelten. Die Produktionselastizitat der Ressourcen
entspricht 1 — o. Tahvonen und Salo (2001) abstrahieren vom Einfluss des gesteigerten
Wissens durch erhohtes Kapital auf die Produktionsfunktion, um das Modell einfacher
zu halten.

Die Kostenfunktion fiir die Benutzung erneuerbarer Energiequellen lautet:

F(s,n9) = F(s,k) :==s7(u+ k') (4.13)

Wobei 0 > 1 gelten muss. Wird eine grofsere Menge der erneuerbaren Energiequelle
verwendet, erhShen sich die Kosten pro Einheit. Diese Annahmen werden deshalb so ge-
troffen, weil je mehr Energie man aus erneuerbaren Quellen bezieht, desto ineffizientere
Orte miissen beispielsweise fiir Windriader oder Wasserkraftwerke verwendet werden. Bei
einem o nahe Eins ist dieser Effekt relativ gering, je héher ¢ angenommen wird, desto
stirker tritt dieser Effekt auf. Die Variable k beschreibt den Einfluss von ny auf die Kos-
tenfunktion (siehe Gleichung (4.5))). Der Parameter ; beschreibt den Teil der Kosten, der
unabhangig vom technologischen Fortschritt ist.

Fiir die Funktion F gilt F'(0,k) = 0. Es werden also keine Fixkosten fiir die Energiege-
winnung aus erneuerbaren Ressourcen angenommen.

Die Kostenfunktion fiir die nicht-erneuerbare Ressource lautet:
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&)
Cg+k

C(z,ny,n9) = C(x, k) = % + i+ (4.14)

Der Term 2 beschreibt die steigenden Kosten bei sinkendem Ressourcenstock, da der Ab-
bau der Ressource dann schwieriger wird. Der zweite Term beschreibt den technologischen
Fortschritt und somit eine Kostenreduktion im Abbau aufgrund von Erfahrung und so-
mit den Einfluss von n; auf die Kostenfunktion. Je kleiner daher der Ressourcenstock ist,
desto kleiner wird dieser. Der letzte Term beschreibt den Einfluss von n, auf die Kosten-

funktion (siehe Gleichung (4.5)). Steigt das Kapital und mit ihm no, verringert sich dieser.

Setzt man nun die Funktionen (4.11))-(4.14) in die Gleichungen (4.7)-(4.10) ein, erhélt

man folgende Optimalitdtsbedingungen:

OH ,
St A= (4.15)
0H
— =P, —F, =
as e S 0
k: “ o—1 1—o\ __
<:>(1—0z)<q+8> —0s” (u+k7%)=0 (4.16)
0H
— = AP, — — =
94 (P.—C)—¢+v=0
k “ Co C2 o
@A((l—a)(q+s> —<;+01$+C3+k))—¢+V—0 (4.17)
vg=0, v>0
‘ OH
)\—(5)\—%

e A= (5—a(qzs)la) (4.18)

- OH
0=
S d=060—C,
S d=0p— (Aj;/‘“) (4.19)



Man beachte, dass hierbei einige Variablen beziehungsweise Terme durch das technologi-
sche Wachstum in die Funktionen einfliefen und somit nicht fiir den Maximierungsprozess
beachtet werden. Dies ist die Variable k bei den Kostenfunktionen fiir die erneuerbaren
und auch fiir die nicht-erneuerbaren Ressourcen, sowie der Term c;x bei der Kostenfunk-
tion der nicht-erneuerbaren Ressourcen. Bei den Ableitungen der Hamiltonfunktion nach
k beziehungsweise nach x werden diese Funktionen beziehungsweise Terme daher nicht
beriicksichtigt. Wir wollen in diesem Kapitel nun zwei Falle unterscheiden. Zum Einen,
wenn der technologische Fortschritt der die Kostenfunktion der nicht-erneuerbaren Ener-
giequellen beeinflusst zur Génze vom Kapital abhéingt (4 = 0) und zum Anderen wenn

dies nicht der Fall ist (1 > 0).

4.2.1 Der Fall 41 =0

Wir wollen zuerst den Fall betrachten, in dem es keinen Teil der Kosten fiir die er-
neuerbaren Energiequellen gibt, der nicht durch technologischen Fortschritt vom Ka-
pital beeinflusst wird. Die Kostenfunktion fiir erneuerbare Ressourcen kann daher als

F(s,k) = s°k'~7 angeschrieben werden.

Wir werden spéter zeigen, dass Verldufe existieren, bei denen keine nicht-erneuerbaren
Ressourcen verwendet werden. Deshalb beginnen wir mit der Untersuchung des Systems,
wenn ¢ = 0 gilt.

Wir wollen nun, mittels der Gleichungen (4.2)), und (4.15)-(4.19) ein Differential-
gleichungssystem in ¢ und k aufstellen.

Driickt man sich aus der Gleichung (4.16)) s aus, erhilt man, wenn man ¢ = 0 setzt:

A=
=i (420 (4.20

o

1
Das Verhéltnis 7 ist daher konstant gleich (570‘) ote-l,

Aus (4.15)) folgt, % = —af und damit aus (4.18):

o))

Benutzt man nun noch (4.20) um s in diese Gleichung zu eliminieren, ergibt sich:
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1 1— Tty
ézc—(a( Oz)+ —5)
a o

Wegen Gleichung 1) und 1) ergibt sich fiir &:

/%:P(k:,s—l—q)—c—qC(x)—F(s):

— kaslfa - Saklfcr —c=

1= o) 7ract 1 — o o7aT1
:kakla( O[) _ka( O[) /{7170—0:
o o
:k<(1_a)alﬁfil_(1_a>a+i_1) L
o o

E(( - )75 (0755 — (1 - a)g 7)) e =

k ((1 — a)ﬁg—ﬁ(a +a— 1)) —c

11—«

Definieren wir hier A := + <a (=9) T _ (5) und B := o~ %=1 (0 + o — 1)(1 — o) 7+a-1

konnen wir das obige Differentialgleichungssystem als

¢ = Ac (4.21)
k= Bk —c (4.22)

anschreiben.

A kann, abhéngig von der Parameterwahl, grofer, kleiner oder gleich Null sein. B ist,
aufgrund der Annahmen fiir die Parameter, immer grofser als Null.

Wir wollen nun das Vektorfeld dieses Differentialgleichungssystems untersuchen. Es ist
relativ leicht zu erkennen, dass, wenn A # 0 gilt, der einzige stationdre Punkt (0/0) ist,
da aus ¢ = 0 sofort ¢ = 0 und anschliefend aus k& = 0 unmittelbar k& = 0 folgt.

Ist A = 0, ergeben sich unendlich viele stationire Punkte (Bko, ko), da ¢ immer Null ist
und k genau dann, wenn Bk = c ist.

Die Jakobimatrix des Systems lautet:

¢ o¢
J= (67; @) _ (A 0)
ok Ok
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Als Eigenwerte ergeben sich daher A\; = A und Ay = B. Da B > 0 gilt, ist Ay immer
positiv. A, und somit auch Ay, ist genau dann grofer als Null, wenn die marginale Pro-
duktivitat des Kapitals (P, = « (ﬁ)ﬁ) groker als die Diskontierungsrate ¢ ist. Der
stationdre Punkt S(0/0) ist in diesem Fall also ein abstofsender Knoten.

[st umgekehrt die Diskontierungsrate grofer als die marginale Produktivitat des Kapitals,
ist Ay = A kleiner Null und der stationdre Punkt ist ein Sattelpunkt. Die Eigenvektoren

zu den Eigenwerten sind in beiden Féllen die Losungen der Gleichungen:

A 0 :
T = Ti\; 1=1,2 (4.23)
-1 B

Daher erhdlt man:

Es sind nun noch 2 Spezialfille zu untersuchen. Zuerst betrachten wir den Fall A = B.
In diesem Fall ist A = A(= B) ein doppelter Eigenwert. Da, wie bereits erwihnt, immer
B > 0 gelten muss, ist der Eigenwert \; ebenfalls grofier als Null. Der stationare Punkt
ist daher ein abstofender Knoten. Es gibt, wegen des doppelten Eigenwertes, nur eine
charakteristische Richtung. Diese ist wieder die Losung von Gleichung und lautet

0
deshalb 7 = <1>

Der zweite Spezialfall ist A = 0. In diesem Fall gibt es, wie bereits erwihnt, unendlich
viele stationdre Punkte die alle auf der Geraden Bk = c liegen. Da die Jakobimatix

unabhéngig von ¢ und k ist, ist die charakteristische Richtung fiir alle stationdren Punk-
te (Bko/ko) gleich. Man erhélt diese wieder durch Losen der Gleichung (4.23)), was zu

0
T = ( ) fiihrt. Die Trajektorien sind daher die horizontale Geraden durch den jeweili-
1

gen stationdren Punkt. Da B > 0 gilt, laufen diese Geraden von den stationdren Punkten

weg, also horizontal nach 400 beziehungsweise —oo.

Wir wollen nun die optimale Losung des Systems berechnen. Wegen (4.21)) erhilt man
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fiir den Konsum:

c(t) = coe™

Die Berechnung von k(t) ist etwas komplizierter. Aus (4.22) folgt:
Khom = be!
Mittels Variation der Konstanten kann man nun die Partikuldrlosung berechnen:

kpat = b(t)@Bt
= b(t)eP" + b(t)BePt = Bb(t)ePt — ¢

& b(t)ePt = —cpe™

& b(t) = —coe B
(A-B)t
Cp€
=b(t) = ———
) =—F—
o
B—-A
_ S At
~B_A°

Setzt man die homogene Losung und die Partikuldrlosung zusammen ergibt sich:

Bt Co At
— . 4.24
k(t) = be”" + B—Ae ( )

Um nun noch herauszufinden welchen Wert b hat, fixiert man den Anfangswert des Ka-

pitals, setzt also k(0) = ko:

%_um:b+B?A
Co

k(1) = (kg — =0 ) Bt o 0 a0 4.25

= k()= (ko— 5= | ¥ + 5 e (4.25)



Wir wollen nun vier mégliche Entwicklungen des Konsums und des Kapitals, in Abhén-

gigkeit von den Parametern A und B, unterscheiden:
e Andauerndes Wachstum in Konsum und Kapital ist mdglich

e Das System hat einen stationdren Punkt, gleichbleibender Konsum und Kapital ist

daher moglich
e Der Konsum ist streng monoton fallend, aber ¢(t), k(t) > 0 V¢ > 0 ist moglich
e Steigender Konsum ist moglich, das Kapital wird jedoch irgendwann gleich Null

Man beachte, dass dies nicht unbedingt eine Reihung entsprechend des Gesamtnutzens
ist. Allerdings ist es wiinschenswert, dass nicht irgendwann der Zeitpunkt kommt, zu dem
das Kapital gleich Null wird, da, wenn dies passiert, immer k(t) — —oo fiir t — oo gilt.
Diese Entwicklung soll, wenn moglich, vermieden werden.

Zuerst mochten wir den Fall A < 0 betrachten, den man in Abbildung [7] sieht. Die

gewéhlten Parameter sind, wie auch bei den noch folgenden Phasendiagrammen, unter
der Abbildung zu finden.

150
100
S
a
(o]
< A
m_
or =
| 1
0 5

Konsum

Abbildung 7: « =0,25,0 =1,5,0 =0,2,a=0,5= A= —-0.15,B=0.25
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Befinden wir uns hier unterhalb der Trajektorie die in den Ursprung fiihrt, ist das Kapital
in endlicher Zeit gleich Null, diesen Fall méchten wir also vermeiden. Befinden wir uns
auf, oder iiber dieser Trajektorie, sinkt der Konsum unabhéngig vom Kapital. Es ist also
optimal, bei gegebenem kg, ¢y moglichst grof zu wihlen, sodass der Anfangspunkt jedoch
nicht unterhalb besagter Trajektorie liegt. Die optimale Entscheidung ist daher ein Punkt
auf der Trajektorie, die in den Ursprung fiihrt, also ¢g = (B — A)kg. Somit erhalten wir

fiir fiir Konsum und Kapital:

c(t) = (B — A)koe™
k(t) = koe

Man erkennt, dass in diesem Fall der Konsum streng monoton fallend ist, c(t), k(t) >

0 Vt > 0 ist jedoch moglich.

Der Fall A = 0 ist in Abbildung [§ dargestellt. Man erhélt, wie bereits erwéhnt, unendlich
viele stationiire Punkten, die alle auf der Geraden Bk = c liegen, die in Abbildung
durch die rot strichlierte Linie dargestellt ist. Beginnt man mit einem Anfangswert ab-
seits dieser stationdren Punkte fiihren die Trajektorien horizontal von den stationdren

Punkten weg.

Bei gegebenem ky ist ¢o daher so zu wéhlen, dass (co/ko) einer dieser stationiren Punkte
ist. Wahlt man den Anfangswert namlich kleiner, ist auch der gesamte Konsum gerin-
ger und wahlt man ihn gréfer, wird das Kapital irgendwann gleich Null. Man muss also

co = Bk setzen, und erhéilt:

c(t) = Bk
k(t) = ko

In diesem Fall ist also ein gleichbleibender Konsum und gleichbleibendes Kapital moglich.
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Kapital
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Konsum

Abbildung 8: a = 0,25, = 2,6 = 34 — (0 1387...,a = 0,5 = A = 0, B = 0.3469..

Als néchstes wollen wir den Fall A = B betrachten, der in Abbildung [9] veranschau-
licht ist.

In diesem Fall sieht schon die Partikuldrlosung des Differentialgleichungssystems (4.21)
und (4.22)) anders aus:

kpar = b(t)e"!

b(t) = —coe P = —¢q
54 b(t) = —cot
= kpat = —coteP?

Fiir die Gesamtlosung k ergibt sich in diesem Fall

k(t) = beP' — coteP = (b — cot)e®!
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Konsum

Abbildung 9: a = 0,75,0 = 2,6 = 3Y18 4 = 0,5 = A = B = 0,6501..

32

und aus ko = k(0) = b schlieflich:

l{f(t) = (k’o — Cgt)eBt

Wir sehen, dass hier ein steigender Konsum vorliegt, jedoch das Kapital irgendwann gleich
Null wird, da, egal wie klein ¢y gewahlt wird, ¢yt irgendwann gréfer als kg wird.

Dasselbe gilt fiir den Fall A > B, der in Abbildung [10]illustriert ist. In diesem Fall ist der
zweite Summand in (4.25) negativ und wegen des Faktors e’ und A > B wiichst dieser

betragsmafig schneller als der erste Summand.

Der Fall B > A > 0 ist in Abbildung [I1] veranschaulicht.

In diesem Fall gibt es ein andauerndes positives Wachstum beider Variablen, wenn, bei
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Kapital
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Konsum

Abbildung 10: « =0,75,0 =2,0 =0,2,a=0,5= A=0,7144.., B = 0,6501..

gegebenem kg, ¢y so gewahlt wird, dass

Co
B—-A
&Sy < (B — A)]{?() (426)

ko >

gilt.
Da der Gesamtnutzen hoher ist, je grofser der Anfangswert des Konsums ist, wiahlt man

co so grok wie moglich, dass die Ungleichung (4.26)) erfiillt ist, und erhélt co = (B — A)kg

sowie die beiden Funktionen fiir ¢ und k:

c(t) = (B — A)kge™
k(t) = ke

Dies ist der einzige Fall in dem der Konsum und das Kapital mit konstanten Wachstums-

raten ansteigen, fiir diese gilt:
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Abbildung 11: @ = 0,5,0 = 2,6 =0,2,a = 0,5 = A = 0,2299.., B = 0,4724..

Ji 1 1— q\ 7ret
=g = — = A=~ Y 4.27
b= <a( ) ) (4.27)

Gilt also ¢ = 0 muss fiir ein monotones Wachstum von Konsum und Kapital B > A >
0 ogotat(oc+a—1)(1— a)% > 1 (a (%)# - 5> > 0 gelten.

Um gleichbleibenden Konsum und gleichbleibendes Kapital (also einen stationére Punkt)
zu erhalten, ist die Restriktion A = 0 notwendig.

Fallender Konsum, jedoch ¢(t), k(t) > 0 V¢t > 0 erhélt man, wenn A < 0 gilt.

Im Fall A > B steigt der Konsum, jedoch das Kapital wird irgendwann gleich Null.

Man sieht, dass A genau dann positiv ist, wenn die marginale Produktivitit des Ka-
pitals (P, = « (%)%) grofer ist als die Diskontierungsrate 6 und umgekehrt. Wenn
diese beiden Grofen iibereinstimmen, gilt A = 0.

B ist nur von der Produktionselastizitit des Kapitals («) und der Kostenelastizitit der

erneuerbaren Ressource (o) abhéingig.
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Nun wollen wir iiberlegen, wann die nicht-erneuerbare Ressource verwendet wird (¢ > 0)
und wann nicht (¢ = 0). Es gilt ¢ > 0 genau dann, wenn die marginale Produktivitit der
Energie hoher ist als die Kosten pro Einheit der nicht-erneuerbaren Ressource (P, > C).
Beziehungsweise kénnte man auch so argumentieren, dass der Preis fiir eine Einheit der
nicht-erneuerbaren Ressource kleiner sein muss als der Preis fiir die teuerste verwendete
Einheit der erneuerbaren Ressource, wenn also C' < Fj ist.

Da wegen Gleichung P, = F, gilt, fithren diese beiden Uberlegungen zum selben
Ergebnis. Namlich, dass ein Wechsel von ¢ = 0 zu ¢ > 0 genau dann erfolgt, wenn

folgendes gilt:

GQZ:FS—CZO

P -C=0
k [0
< (1—a) (—) —-C =
S
o (1 - a)Ffatigerat — (%“1’”0321@) ~0 (4.28)

Die letzte Aquivalenz erhilt man indem man fiir s einsetzt.

Die Kurve Go(k,z) = 0 gibt also genau jene Kombinationen von k und x an, bei denen
ein Wechsel von ¢ = 0 zu ¢ > 0 erfolgt. Den Preis der nicht-erneuerbaren Ressource, bei
dem dieser Wechsel stattfindet, also P, wollen wir, in Ermangelung einer verniinftigen
Ubersetzung, wie im Englischen, als “choke price* bezeichnen. Dieser ist konstant gleich
p=(1- a)%aﬁ. Klarerweise stimmt dieser mit den Abbaukosten pro Einheit
(C(x)) iiberein, wenn Gy = 0 gilt.

Man kann durch Umformen der Gleichung k als Funktion in x definieren:

C2

klg,—o0 = —c3

pP—2L -z

Diese Funktion strebt gegen Unendlich, wenn p— —c;x gegen Null geht. Setzt man diesen

5 /52 _
Ausdruck gleich Null und formt nach x um, erhilt man x = pi+146001. Diese Grenzen

. p—4/P?—4coct = P/ P2 —4coct
wollen wir als x := und 7 = —

= —— = bezeichnen. Da alle Parameter
positiv sind, reicht die Voraussetzung p* > 4cgc; aus, um zu garantieren, dass sowohl x, als

2cq

auch Z groker als Null und Elemente der reellen Zahlen sind. Die obigen Uberlegungen sind

20



in Tahvonen und Salo (2001, S. 1392) zu finden und bringen uns zu folgender Proposition:

Proposition 5. Nimmt man fir die Parameter p> > 4coci an, erlaubt also nur positive

Werte unter der Wurzel bei der Definition der Schranken, gilt:

—€) =400 (6.47)

81

limeok|a,—o(

lime_ok|gy=o(z + €) = +00 (6.48)

Die Funktion Gy strebt also von oben gegen (z,4+00) und von unten gegen (z,+00). Wenn

x diese Grenzen verldsst, gilt p — % — 1z < 0 und somit auch k|g,—o < 0.
Beweis. Siehe Anhang O

Betrachten wir nur den Bereich in dem k > 0 gilt, liegt die Funktion Go(k,z) = 0 in der
k-x-Ebene zwischen den beiden Schranken und ist dort u-férmig. Dies ist in Abblildung
illustriert. Die rot strichlierten Linien entsprechen den beiden Schranken x und z, an
die sich die Funktion anndhert. Die angenommenen Parameterwerte sind wieder unter
der Abbildung zu finden.

Beginnen wir mit der Analyse, wenn man sich zwischen den beiden Schranken befindet
(x < 29 < ). Die Kurve Gy(k, z) = 0 teilt die durch x und Z begrenzte k-x-Ebene in zwei
Bereiche (siehe Abbildung . Da % = (Cgi—zk)Q > ( gilt, die Funktion G5 also streng
monoton wachsend in k ist, gilt auf der linken Seite der Kurve Gy (k, z) = 0, dass G dort
kleiner als Null ist. Der choke price ist dort also kleiner als die Abbaukosten pro Einheit
der nicht-erneuerbaren Ressourcen. s wird daher nur die erneuerbare Ressource verwen-
det. Weil C) < 0 gilt, sinkt mit steigendem k der Preis fiir den Abbau der Ressource.
Ist k schlieflich so grof, dass die Funktion Go(k,z) = 0 iiberschritten wird und wir uns
dann auf der rechten Seite der Kurve Go(k,z) = 0 befinden, gelten natiirlich genau die
umgekehrten Uberlegungen. Dort ist G4 groker als Null und der choke price daher grofer
als die Abbaukosten pro Einheit der nicht-erneuerbaren Ressource. Es werden daher auch
nicht-erneuerbare Ressourcen verwendet (g > 0).

Ist der Startwert von x unterhalb der unteren Grenze (z¢ < x), oder oberhalb der Oberen
Grenze, also xy > T (diese Grenzen sind in Abbildung [12|als die beiden rot strichlierten
Linien eingezeichnet), so ist der choke price ebenfalls kleiner als die Abbaukosten fiir eine
Einheit der nicht-erneuerbaren Ressourcen. Allerdings kann der choke price, egal wie grofs
k wird, in diesem Fall nie grofer als die Abbaukosten werden. Daher gilt in diesen beiden

Fallen (xp < x und zp > ), dass zu keinem Zeitpunkt nicht-erneuerbare Ressourcen
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Ressourcenstock
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Kapital
Abbildung 12: Die Funktion G5 =0
Parameterwerte: a = 0,5, 0 =2,¢co = 1,¢1 =0,01,¢c0 =0,8,¢c3 =1

= p=0,7937..,x = 1,2805..,7 = 78,0894..
verwendet werden (q(t) = 0Vt).

Adaptierung der Kostenfunktion

Wir wollen uns in diesem Abschnitt dem Problem annehmen, dass es keine Erkldrung
dafiir gibt, dass der Ressourcenstock nur grof genug sein muss um einen Abbau der
nicht-erneuerbaren Ressource auszuschlieben. Wir werden daher in diesem Abschnitt ei-
ne andere Funktion fiir die Abbaukosten vorschlagen, als jene, die in Tahvonen und Salo
(2001) verwendet wurde.

In der vorher angegebenen Form C := < + cix + —=5 beschreibt der Term c;z die

c3+k
Kostenverringerung aufgrund von durch den Abbau erhaltenes Wissen. Dieser Term hat

allerdings zur Folge, dass wie oben erwihnt, bei sehr hohem Anfangsstock, die Kosten
fiir den Abbau der nicht-erneuerbaren Ressourcen sehr hoch sind und somit kein Abbau
stattfindet. Ziel wéire also, dass dieser Term, wenn noch kein Abbau stattgefunden hat
gleich Null ist, also tatsfchlich vom Abbau und nicht vom Ressourcenstock abhingig ist.

Die adaptierte Kostenfunktion lautet daher:
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Co

c
C::;—cl(xo—x)—l— 2

Cg+l€

Setzt man wieder Go(= Fs — C) gleich Null, berechnet sich also, wann ein Wechsel von

g = 0 zu g > 0 stattfindet, erhélt man:

ﬁ—(%—cl(xo—x)—i— = )zO

Cg—i—/{?

Formt man dies wieder nach k um, ergibt sich:

C2

— D+ ci(z — )

klG,—0 = 5 —c3

Diese Funktion ist wieder Unendlich, wenn der Nenner gleich Null wird, daher sind die

beiden Schranken die Losungen der Gleichung
c
p— 2 am =) =0

und somit

_ }3 + Cc1xg — \/(]7 + 01330)2 — 46061

X

- 201

i . ]3 + C12¢ -+ \/(]7 + clx0)2 — 40001
N 2C1

Nimmt man nun fiir die Parameter p* + 2pc;z¢ > 4cpe; an (man beachte, dass dies eine
schwéchere Annahme als im vorigen Kapitel ist), sind beide Losungen reell. Mit den sel-
ben Uberlegungen wie im Beweis zu Proposition , kann man folgern dass die Funktion
G5 wieder u-formig zwischen diesen Grenzen liegt und dass sie von oben gegen (x, +00)

und von unten gegen (T, +00) strebt.

Fiir die obere Schranke gilt:

Dt azo+ /D + 2pcizo + ad — Acocy -
2C1
D+ c19 + /2l D
Prafrvak 2 (4.30)

— 4+ T > T
261 201 0 0

Kl

(4.29)
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Die obere Grenze liegt daher immer oberhalb von xy, kann also nicht erreicht werden. Das
hat zur Folge, dass ¢(t) = 0 V¢ > 0 nur eintreten kann, wenn der Anfangsstock zu klein ist
(o < x), nicht jedoch wenn dieser zu grof ist, da die obere Grenze von z, abhéngig, und
immer groker als der anfingliche Ressourcenstock ist. Dies ist in Abbildung [I3]illustriert.
Zusétzlich zu den selben Parametern wie in Abbildung [12| wird hierbei 2y = 100 gewihlt,
dies wiirde bei der vorher gew#hlten Kostenfunktion ¢(t) = 0 V¢ > 0 zur Folge haben.
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Kapital
Abbildung 13: Die Funktion G5 = 0 bei adaptierter Kostenfunktion
Parameterwerte: a« = 0,5,0 =2,¢co = 1,¢1 = 0,01,¢0 =0,8,¢c3 = 1,29 = 100

= p=0,7937..,x = 0,5592.., 7 = 178,8107..

Die rot strichlierten Linien geben wieder die beiden Schranken an. Man kann erkennen,
dass fiir die adaptierte Kostenfunktion die obere Schranke deutlich iiber dem Anfangswert
xo (gepunktete Linie) liegt.

Man beachte, dass diese neue Kostenfunktion die Uberlegungen, wie sich das Modell fiir
q = 0 entwickelt, nicht beeinflusst. Verandert werden der Zeitpunkt des Wechsels auf beide
Energiequellen, sowie der Verlauf, wenn sowohl erneuerbare als auch nicht-erneuerbare
Ressourcen verwendet werden. Die Struktur des Verlaufes, also dass, wenn man sich auf

der linken Seite von G5 befindet, q gleich Null ist, und auf der rechten Seite von G5 ¢ > 0
gilt, bleibt jedoch unveréndert.
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4.2.2 Der Fall >0

In diesem Abschnitt wollen wir die Untersuchungen von Tahvonen und Salo (2001) er-
weitern, indem wir auch den Fall y > 0 genauer untersuchen. Der technische Fortschritt,
der die Kosten fiir erneuerbare Energie beeinflusst héingt nun also zusétzlich von dem Pa-
rameter p ab. Der Unterschied zum vorigen Abschnitt ist also, dass die Kostenfunktion
nun F(s, k) = s7(u+ k'79) statt F(s, k) = s°k'~7 lautet.

Zuerst betrachten wir wieder das Modell, wenn keine nicht-erneuerbaren Ressourcen ver-
wendet werden (¢ = 0).

Ziel ist es nun wieder ein Differentialgleichungssystem in ¢ und k aufzustellen.

Driickt man sich aus der Gleichung s aus, ergibt sich:

k: (03
0=(1-a) (—) — 087 Hu+ k')
s
1 TFa=T
e ( w) BT (14 KA0) T
o
1— o)\ 77aT .
&5 = < a) k(uk?™t 4 1) oFa1 (4.31)
o

Dies setzt man nun in (4.18) ein und erhdlt man mit Hilfe von (4.15):

: 1— o\ 7T .
A=A [(5 — ( O‘) kO (k™ 4 1)‘0%1/&1]

g

]_ - ﬁ 1—a
a < O‘) (kL 1) a1 — 5] (4.32)

g

Setzt man (4.31)) in die Gleichung (4.2) ein, ergibt sich:

i{ _ k,oasl—oa _ SU(M+k1—U) —c

. 1 — o'+:xoil 1—a 1 — ot+a—1 1—a
& k=k"k"" ( O‘) (k' + 1) 70T — ( O‘) KO (pk? ™t 4+ 1) o1k — ¢
o o
_ 1— o\ 7racT 1—q) oFa=t -
shk=k [( O‘) —( O‘) ](uk"1+1)‘o+a—1 —c
o o
o k=k(1- a)ff;il o o a1 (g 4+ o — 1) (uko + 1)_0;(; —c (4.33)
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Proposition 6. Das Gleichungssystem

11—«

1 1— TFa—1 —a

¢c=c— |a ( a) (pk® ' + 1)7;%&*1 -0 (6.49)
a o

i = k(1 — q)mvaio w1 (0 + o — 1) (k" 4+ 1) 74T — ¢ (6.50)

hat die beiden stationdren Punkte S1(0/0) und Sg(DﬁEu_ﬁ/Dﬁ/[ﬁ).
ota—1

Wobei D = (2) 7+ L2 —1und E = (0 +a—1) gilt.

Setzt man o > 2 voraus, gilt auflerdem:

Die beiden Figenwerte von Si sind:

1 1—q\ orat
A= - [a ( O‘) —5 (6.51)
a o
A2 = (1 — a)etocio 7 1 (g + a — 1) (6.52)
Die Eigenvektoren zu diesen Figenwerten lauten:
e o 11—
(1—)7teiog sFat(oc+a—1)—= [a (L=2) et — (5]
1 =
1
<0>
Ti2 =
1
Die Eigenwerte von Sy sind die Losungen der Gleichung:
5 —1 S 5\ e
0:/\2_{M_{<g>1 04_1](0—1)<—) }/\
ao ) o «
g — 1 o U‘lh—lojl 1 — o ot+l—a
— - —1la Tef 1o 6.53
a |:< 5) o :| @ ( )
Beweis. Siehe Anhang O

Wie im vorigen Abschnitt ist es entscheidend, ob die marginale Produktivitit des Kapitals
(Py) grofer als die Diskontierungsrate (9) ist. Unter anderem bestimmt dies, ob D gréfser

oder kleiner als Null ist:
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l1—a

o ot+a—1
) >0

<:>Pk>(5

@

o

(1—04)”0‘ o1
o

Durch die selben Umformungen kann man folgern, dass auch
D<0& P, <6

und
D=0 P, =96

gilt.

Betrachten wir zuerst den Fall P, > §. Dieser ist (mit den Parametern o = 0,5,0 =
2,0 =0,2,a=0,5,4=1) in Abbildung[14a] zu sehen.

In diesem Fall ist Ay; positiv. Ajs ist immer grofer als Null. S; ist also ein abstofender
Knoten.

Nun wenden wir uns dem zweiten stationdren Punkt zu. Da sowohl D als auch E grofer
als Null sind, hat SQ(DﬁEu_ﬁ/Dﬁu_ﬁ) zwel positive Eintrige.

Fiir die Konstante der quadratischen Gleichung gilt:

ot+a—1
et 1 — ot+l—a

T e e <o

Wendet man nun die kleine Losungsformel <$1,2 =4,/ (g) — c) auf diese Gleichung

an, ist daher die Wurzel der Diskriminante immer gréfer als der Term davor (—% <

(%’) —¢), da ¢ < 0 gilt. Somit gilt immer Ay; < 0 und Ags > 0. Es handelt sich bei Sy

daher um einen Sattelpunkt.
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Betrachtet man Abbildung kann man erkennen, dass die Trajektorien die in den
Punkt S5 fiihren das Phasenportrait in zwei Bereiche teilen. Ist der Anfangspunkt unter
diesen, wird das Kapital in endlicher Zeit Null, was, wie bereits erwdhnt, nicht erwiinscht
ist. Startet man {iber diesen Trajektorien strebt das Kapital gegen Unendlich, der Kon-
sum strebt jedoch fiir ¢ — oo gegen Null. Bei vorgegebenem Anfangskapital kg ist ¢
daher so zu wahlen, dass man sich auf der Trajektorie befindet, die in den stationéren
Punkt Sy fiihrt, da dies die einzige Moglichkeit ist, dass weder das Kapital in endlicher
Zeit gleich Null wird, noch der Konsum fiir ¢ — oo gegen Null strebt.

%MMM’ .

wE,

2.5

?/—Vﬂ}

15

Kapital
Kapital
Kapital

0.5

e w w w o E e w e v S me |

=]

Konsum

Konsum

(a) P > 6 (c) Py =10

Abbildung 14: Phasenportraits fiir © > 0

Gilt P, < ¢ folgt unmittelbar A;; < 0. Der Eigenwert A5 ist, wie auch im anderen Fall,
positiv. Sp ist somit ein Sattelpunkt. Sy hat in diesem Fall, wegen D < 0, zwei negative
Eintrédge und ist daher fiir die hier durchgefiihrten Untersuchungen nicht entscheidend.
Das Phasenportrait fiir diesen Fall (mit der Parameterwahl o« = 0,25,0 =2,0 = 0,2,a =
0,5, = 1) ist in Abbildung illustriert.

Ist P, =6, gibt es, weil D = 0 gilt, nur einen stationdren Punkt S(0/0). Die Eigenwerte

von diesem sind A\ = 0 und Ay = (1 — a)v}r;lil o 7%a=1(0 + a — 1) und der Eigenvektor

0
T = ( ) Man kann daraus schlieffen, dass zwei Trajektorien senkrecht vom Ursprung
1
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Richtung +o0o und —oo wegfiihren (da A\; = 0 und Ay > 0 ist). Der gesamte Verlauf des
Systems (mit den Parameterwerten oo = 0,25,0 = 2, = *5/1—? =0,1387..,a=0,5,u = 1)

ist in Abbildung zu sehen.

Sowohl im Fall P, < & (Abbildung [14D)), als auch im Fall P, = ¢ (Abbildung

nimmt der Konsum mit der Zeit immer ab. Befinden wir uns unter der Trajektorie, die

in den Ursprung fiihrt, wird das Kapital in endlicher Zeit gleich Null. Befindet man sich

auf, oder iiber besagter Trajektorie, ist der Konsum nicht vom Kapital abhingig. Es ist

also der Anfangswert des Konsums, bei gegebenem kg so zu wihlen, dass er mdoglichst

grofs ist, jedoch nicht unter der Trajektorie liegt, was damit gleichzusetzen ist, dass er

genau darauf liegt.

In diesen beiden Fillen sinkt der Konsum also im Laufe der Zeit, allerdings kann ¢(t), k(t) >

0 Vt > 0 erreicht werden.

Fixiert man alle Parameter aufter u, dndert sich nur der zweite stationdre Punkt, weil
die Eigenwerte, und somit klarerweise auch die Eigenvektoren, nicht von p abhingig
sind. Sy wird auf einer Geraden, die durch den Ursprung geht, verschoben, da sich die
c-Koordinate und die k-Koordinate um den selben Faktor dndern. Passt man also die

Skalierung an, bleibt das Phasenportrait unverdndert.

In der k-x-Ebene gelten fiir den Wechsel vom Fall ¢ = 0 auf den Fall ¢ > 0 die selben
Uberlegungen wie im vorigen Abschnitt. Auch hier findet dieser statt wenn die Funktion
G5 = 0 geschnitten wird. Links von der Funktion gilt wieder ¢ = 0 und rechts davon

q > 0.

4.2.3 Okonomische Folgerungen

Wir werden in diesem Abschnitt nur den bestméglichen Fall, auf den sich auch Tahvonen
und Salo (2001) beschrénken, also ;4 = 0 und B > A > 0, betrachten. Es ist also auch
ohne Verwendung der nicht-erneuerbaren Ressource ein andauerndes Wachstum in Kon-
sum und Kapital moglich.

Weiters nehmen wir fiir den Anfangswert der Ressourcen x < xp < Z an. Man befindet
sich also entweder schon auf der rechten Seite von Gy = 0, oder gelangt durch folgen des
Wachstumspfades, unter ausschlieflicher Verwendung der erneuerbaren Ressource, und

daraus resultierendem Anstieg von k, nach endlicher Zeit dorthin. Daher kommt in die-
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sem Fall immer ein Zeitpunkt, ab dem beide Energiequellen gleichzeitig benutzt werden.
Fiir ¢ — oo bleibt der Abbau der nicht-erneuerbaren Ressourcen positiv, strebt jedoch
gegen Null, da die optimale Losung die Funktion G5 nicht unterschreiten kann, weil diese
von oben (mit negativer Steigung) gegen die Grenze x strebt. Der Ressourcenstock bleibt
daher immer groker als x (siehe dazu Tahvonen und Salo (2001, S. 1393, Fig. 2(a))).

Das Kapital und der Konsum sind schon im Fall ¢ = 0 monoton steigend. Dies ist auch im
Fall ¢ > 0 der Fall. Sieche dazu Tahvonen und Salo (2001, S.1393, Fig. 2(b) und Fig. 2(c)).
Unabhéngig ob die nicht-erneuerbare Ressource verwendet wird, steigen diese beiden Va-

riablen also monoton an. Gilt ¢ = 0 kann man die genauen Wachstumsraten berechnen
(siehe (4.27))).

Wir wollen nun die Preisentwicklung betrachten, wenn am Beginn ¢ = 0 gilt, die Kosten
pro Einheit der nicht-erneuerbaren Ressource also den choke price {ibersteigen.

Nimmt man wieder vollstiandigen Wettbewerb an, entspricht der nominelle Preis der Ab-
leitung der Produktionsfunktion nach der Energie. Fiir ¢ = 0 erhélt man also (mittels
(4.20]):

P=(1-a) (ﬁ)

o—1

& P, =(1—a)7teigetad

Der nominelle Preis ist also zu Beginn fiir ¢ = 0 konstant gleich (1 — «) #ta1gra~1. Fin-
det schliefllich ein Wechsel zu ¢ > 0 statt, so sinkt der nominelle Preis, solange ¢ steigt.
Sinkt q schlieflich wieder (¢ < 0), was irgendwann passieren muss, da ja lim;_,o, q(t) =0

gilt, steigt der nominelle Preis an und strebt fiir ¢ — oo wieder gegen (1 — a)ﬂigil goTa T,

Der Realpreis (AF,), also der Preis der Ressource beziiglich des Nutzens, ist fiir ¢ = 0
monoton fallend, da A monoton fallend und P, konstant ist. Findet dann der Wechsel zu
q > 0 statt, sinkt der Realpreis, solange q wichst, weiter an (da nun sowohl A als auch
P, fallend sind). Sinkt q schlieflich wieder, ist die genaue Entwicklung ad hoc nicht so
leicht ersichtlich, fiir ¢ — oo muss der Realpreis jedoch wieder fallen, da P, dann gegen
(1-— a)%aﬁ strebt und A weiter fiillt. Die genauen Entwicklungen sind in Tahvo-
nen und Salo (2001, S. 1393, Fig. 2(e)) zu finden.

60



4.3 Diskussion

Im Modell von Tahvonen und Salo (2001) kann ein andauerndes Wachstum des Konsums
nur dann erreicht werden, wenn dieses auch ohne die Benutzung von nicht-erneuerbaren
Ressourcen moglich ist. Um dies zu garantieren, bedarf es Einschrinkungen fiir die Pa-
rameter. Vor allem, dass ;1 = 0 gelten muss, es also keinen Teil der Kostenfunktion gibt,
der nicht vom technologischen Fortschritt abhangt, ist eine starke Annahme. Allgemein
gibt es keine Informationen im Paper, wie die Parameterwahl zustande kam. Es ist also
ohne weitere Untersuchungen schwierig zu sagen, ob diese Restriktionen realitdtsnah sind
oder nicht.

Setzen wir die notigen Parametereinschrinkungen jedoch voraus, kann das Modell die
bisherige Entwicklungen im Bereich der nichterneuerbaren Energiequellen gut beschrei-
ben. Der Konsum steigt kontinuierlich an. Der Abbau steigt zu Beginn des Modells an,
bis irgendwann der Zeitpunkt kommt, in dem der Ressourcenabbau wieder abnimmt
und schlieflich gegen Null strebt. Anders als in vielen anderen Modellen bleibt der Res-
sourcenstock hier jedoch positiv, da das Modell die Abbaukosten der nicht-erneuerbaren
Energiequellen miteinbezieht. All diese Entwicklungen findet man auch in der Realitit
wieder, wenn man annimmt, dass der Zeitpunkt zu dem der Abbau der nicht-erneuerbaren
Ressource wieder abnimmt noch nicht erreicht ist.

Den Sachverhalt, den das Modell von Tahvonen und Salo (2001) auch unter den Para-
meterrestriktionen nicht ganz realitdtsgetreu darstellen kann, ist die Preisentwicklung.
Wie schon im Modell von Stiirmer und Schwerhoff (2012) ist auch hier ein fallendes
Realpreisniveau zu beobachten, wogegen in der Realitét die Realpreise der meisten nicht-
erneuerbaren Ressourcen, wie bereits erwihnt, anndhernd konstant sind. Trotz dieser
Diskrepanz ist die Preisentwicklung dieses Modells ndher an der Realitit als ein expo-
nentielles Wachstum der Preise, welches unter anderem von den Modelle in Kapitel 2

impliziert wird.
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5 Konklusion

Sowohl das Modell von Stiirmer und Schwerhoff (2012), als auch jedes von Tahvonen und
Salo (2001) bringen neue Ansétze in das Modellieren mit nicht-erneuerbaren Ressourcen
und bieten somit neue Einblicke in diesen Themenbereich. Das Modell von Stiirmer und
Schwerhoff (2012) bezieht die in der Realitit zu beobachtenden steigenden Ressourcensto-
cke mit ein und in Tahvonen und Salo (2001) werden, zusétzlich zu den nicht-erneuerbaren
Ressourcen, auch erneuerbare Energiequellen miteinbezogen. Ein weiterer Unterschied zu
vielen anderen Modellen in diesem Themenbereich, wie auch zu dem von uns in Kapitel
2 vorgestellten Modellen ist, dass beide Modelle die Abbaukosten der nicht-erneuerbaren
Ressourcen miteinbeziehen.

Beide Modelle kénnen die Entwicklungen der fiir uns wichtigen Variablen besser beschrei-
ben als die klassischen Modelle, die sich mit nicht-erneuerbaren Energiequellen beschéfti-
gen. Das von uns in Kapitel 2 betrachtete um endogenes Wachstum erweiterte Hotelling-
Modell sagt, zumindest wenn wir uns im Balanced Growth Equilibrium befinden und
eine gleichbleibende Bevdilkerungsgrofle voraussetzen, sinkenden Ressourcenabbau, sin-
kende Produktion und sinkenden Konsum voraus. Die Preise steigen, egal ob wir uns im
Balanced Growth Equilibrium befinden oder nicht, laut des Modells exponentiell an. Bei
den beiden in Kapitel 3 und 4 betrachteten Modellen ist jedoch ein Anstieg des Abbaus,
der Produktion und des Konsums, zumindest zu Beginn, moglich. Einzig das Realpreis-
niveau kann bei beiden Modellen nicht ganz realitatsgetreu beschrieben werden. Jedoch
sind die in beiden Modellen sinkenden Realpreise wahrscheinlich realitdtsndher als die
exponentiell steigenden Preise der Modelle in Kapitel 2.

Die Prognosen beider Modelle sind relativ unterschiedlich. Wahrend im Modell von Stiir-
mer und Schwerhoff (2012), dank des steigenden Ressourcenstocks, ein gleichmikig an-
steigender Abbau der Ressource moglich ist, nimmt im Modell von Tahvonen und Salo
(2001) der Abbau ab einem bestimmten Zeitpunkt wieder ab und strebt fiir ¢ — oo ge-
gen Null, der Ressourcenstock bleibt jedoch positiv. Da aber in diesem Modell auch die
Benutzung erneuerbarer Ressourcen miteinflieft, ist dennoch, wie auch im Modell von
Stiirmer und Schwerhoff (2012), ein steigender Konsum moglich.

Schétzungen fiir die Parameter zu finden, beziehungsweise zu iiberpriifen, ob die gewéhl-
ten Parameter realistisch sind oder nicht, ist nicht Bestandteil dieser Arbeit. Es wire

jedoch interessant, diesen Punkt in spéteren Arbeiten zu betrachten.
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6 Anhang

6.1 Beweise zu Kapitel 2

Proposition 1. Im BGE des obigen Modells gilt:

(L=0)r+[(1—a—B)0+8n—(1-a)p

= gg = 6.1
9gr = Gs l—a—~y+6 (6.1)
T+ (B+0)n—p
= = = 6.2
gc = 9y = 9k l—a—~+0 (6.2)
T+((a+p+y—1)n—
g — (a+B8+y—1n—1p (6.3)
l—a—vy+~0
T+Ha@+B+v—1)n—
P (a+B+7—1n—1p (6.4)
l—a—vy+0
9o =P (6.5)

Beweis. Zuerst wollen wir noch einmal das Modell betrachten:

max /OO e U (c)dt (6.6)
K=Y —-C—-0K (6.7)
S=-R (6.8)
Y = AK*(L)°R? (6.9)

L(t) = Loe™ = g, =n
Aty =A™ = ga=T1

| roy<s,

Dies fiihrt uns zu folgender Hamilton-Funktion:
H =u(C) + \N[AK*(L)’R" — C — §K] — ¢R
Mittels des Pontryaginschen Maximumsprinzips erhélt man folgende Optimalitatsbedin-

gungen:
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50 W(C)—A=0

> A=0C" (6.10)

Z—Z:w%—d)zo (6.11)
A:M—g—g:Ap—A(%—(S) (6.12)
ézmb—%—];:/xb (6.13)

Da fiir die Wachstumsraten von Funktionen Q und P; der Zusammenhang
Q = aP Py>.. POt Por (6.14)

= 9 = % = a1gp, + aogp, + ... + 1gp, , + angp, (6.15)

gilt, erhdlt man mittels der Gleichungen (2.14))-(2.16)) sowie (6.10)-(6.13)):

gr = —0g. = 0n — Ogc (6.16)
Yy «C
gK_?_?_(s (6.17)
R
S
gy =T +agk + Bn+gr (6.19)
Ir=09x+ 9y — gy (6.20)
Y
gA:p+6—E (6.21)
9o =P (6.22)

Bei Gleichung benutzt man die Tatsache, dass aus C' = ¢L unmittelbar g. = go —n
folgt.

Da die Wachstumsraten konstant sind, und somit in auch die rechte Seite konstant
sein muss, folgt gy = gx. Mit dem selben Argument folgt aus und (9y =)9rx = 9¢
sowie aus gs = gg.

Benutzt man diese Gleichheiten und auferdem die Gleichung erhilt man mittels

der Gleichungen ((6.19) und (6.20)):
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v T+ Bn
9021 gr +
— 1l—«

gr=(1—0)gc+0n—p

Lost man dieses Gleichungssystem, erhélt man:

L-0r+[(1—a—-pF0—pBn—(1—a)

9r(= 95) = l—a—vy+~0
gel(=gy =g ):T+(ﬂ+97)n—7p
c Y K I —a—~7+0

Daraus folgt durch g. = g — n und (6.16):

_(a+B+y—Dn—1p

gec =

l—a—vy+~0
T+(a+p+y—1n—p
gr=—10"
l—a—~v+~0

6.2 Beweise zu Stiirmer und Schwerhoff (2012)

Proposition 2. Bei einem positiven Ressourcenstock wird nicht in Abbau-Technologie
investiert. Ist der Ressourcenstock erschopft, wird so viel investiert, dass der neue Res-

sourcenstock der Abbau-Menge entspricht:

X >0 =S =

X=0 = S=R

Beweis. Das zu maximierende Modell sieht wie folgt aus:

* Cl<—1
max/ e ———dt (6.23)
Cn,R J 1—c¢
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K = K*B'*™(1 —-n)’R" —C —ER—FS

B =ommB
X:Rt—St

Xtvst 2 0

(6.24)
(6.25)
(6.26)

R; > 0 wird bei den Nichtnegativitdtsbedingungen weggelassen, da die Ressource ein

essentieller Input der Produktionsfunktion ist.

Man erhélt daher folgende Hamilton-Funktion:

H =u(C) + ANK*B*™(1—n)’R" —C — ER— FS] + unoBn + ¢(S — R) + w1 S + wy X

Daraus erhélt man mittels des Pontryaginschen Maximumprinzips folgende Optimalitéts-

bedingungen:
H
%—Z = —A\BK°B*™ (1 —n)’ 'R + uno B = 0
H
g—R = AvK*B™@(1-n)’R"™—E)—¢$=0
H

g—S:—)\F+¢+W1 =0

- OH

AT OR

& A= p\—AaK* 1B (1 —n)’R"

. Y
@)\—p)\—)\a?

Vo O
p=pr=op

& p=pp— M1 —a)K*B~*(1 —n)’R" — unon

. Y
S = pp— Ml —a)p — umon
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OH

¢ = po— 8_X
& 6= po— ws (6.33)
wi S =0 (6.34)
WX =0 (6.35)
wi,wy >0

Betrachten wir nun die Gleichung (6.30)) und dividieren aufserdem die Gleichungen (6.31])
und (6.33)) durch A bzw ¢, um die Wachstumsraten von A (g,) und von ¢ (g,) zu erhalten:

“AF +¢+w =0 (6.36)
A Y

Ir = X.: p—ags (6.37)
¢ %)

— T ,_ = 6.38

96 =3P (6.38)

Weiters verwenden wir die Nichtnegativitatsbedingungen:

CL)1>O, w15:0

CUQEO, CUQX:O

Betrachtet man nun den Ressourcenstock, kann man zwei Fille unterscheiden:

1.Fall: X > 0

Daraus folgt, dass ws = 0 gilt. Wére nun w; ebenfalls gleich 0, kann man aus
folgen, dass die Wachstumsraten iibereinstimmen (g = g,). Dann wiirde aus und
folgen, dass % = 0 ist. Daher wiirde auch Y = 0 gelten, was im Gleichgewicht
nicht moéglich ist. Daher schliefen wir w; > 0 und daher S = 0. Man erhélt:

X>0=5=0
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2.Fall: X =0

Gilt X = 0, wird nur soviel der nicht-erneuerbaren Ressource abbaubar gemacht, wie
auch wirklich abgebaut wird. Dies ist deshalb der Fall, weil der Preis fiir die Erhohung
des Ressourcenstocks konstant ist (die Erh6hung um eine Einheit kostet immer S Geld-
einheiten). Es macht daher ckonomisch keinen Sinn Ressourcen, die man nicht abbauen

mochte, abbaubar zu machen. Daher gilt:

X=0=S5=R
O]
Proposition 3. Das Gleichungssystem
1—
{—ﬁx + ana] x (6.39)
z’z[—(l—g—y>x+z—qz (6.40)
€ €
hat unter der Parameterrestrikiion
12 _ 1—
o V)(1 - a)oe a1

vier stationdre Punkte mit folgenden Figenschaften:

Finen Sattelpunkt S; = (0/0) mit den charakteristischen Richtungen

1 0
T11 = und T12 =
<0> ( >

Einen abstoffenden Knoten Sy = / ) mit den charakteristischen Richtungen
1
T21 = -2y und Ty =
T
Einen anziehenden Knoten S5 = B =%no /0) mit den charakteristischen Richtungen

1 0
T31 — und T32 = .

Einen Sattelpunkt Sy = (2*/2%) = (12 — 770/ u)(l a)

no +2) mit den charakteristischen

_ 1 0
Richtungen ty = (12 )21 a)noet(1— 2 —v)paf und Tyo = ( )
(1-a)Bnoe+(1— < —v)(1-a)noet+paf 1

Gilt umgekehrt

(6.42)



so st Sy ein Sattelpunkt und Sy ewn anziehender Knoten. Bei den anderen stationdren

Punkten dandert sich nichts.

Beweis. Die stationfiren Punkte erhilt man, indem man

1l -«

i = {—593 + 770} =0 (6.43)

«

z‘z[—(l—g—y>x+z—§}z:o (6.44)

€
setzt. Aus der ersten Gleichung erhalten wir x = 0 oder = = lﬁ’—aana. Fir z = 0 ergibt

sich aus der zweiten Gleichung z = 0 oder z = 2. Im anderen Fall ergibt sich z = 0 oder
(1-2-v)(1-a)

z = 5o

no + 2. Daher erhalten wir folgende stationdren Punkte:

S1 = (0/0)

s~ 0%

5= ()

S, = <x*/z*) _ <15_ am/(l _e _62)(1 - a)m+ g)

Nun berechnen wir die Jakobimatrix des obigen Differentialgleichungssystems:

(5 &\ L (et e 0
25/ \-0-2-vr —(Q-¢-va+2-1

Wir beginnen mit der Untersuchung des Punktes S;. Setzt man diesen in die Jakobimatrix

e 0
J:(aw
0o et

Als néchstes berechnen wir die Eigenwerte, da diese angeben welche Art von stationdrem

ein, erhilt man:

Punkt vorliegt. Die Eigenwerte dieser Matrix sind die Losung der Gleichung




Daraus ergibt sich:

11—«
Al = no

0%
P
€

Az = —

Der erste Eigenwert ist grofer als Null und der zweite kleiner, daher ist der erste statio-
ndren Punkt ein Sattelpunkt.
Die charakteristischen Richtungen der stationdren Punkte entsprechen den Eigenvekto-

ren, sind also die Lésungen der Gleichung:
JTij = TijNij (6.45)

Fiir den ersten stationdren Punkt ist der Eigenvektor zum positiven Eigenwert daher

1 0
gleich 71, = (O) und der zum negativen Eigenwert 75 = <1>

Als nachstes betrachten wir den Punkt S5. Setzt man diesen in die Jakobimatrix ein,

ergibt sich:

Beide Eigenwerte sind grofier als Null, daher liegt ein abstofender Knoten vor.

Die charakteristischen Richtungen, also die Eigenvektoren, erhilt man wieder mittels der
Gleichung . Man erkennt hier, dass beim ersten Eigenwert beide Eintridge ungleich
Null sein miissen. Da bei den Eigenvektoren nur die Richtung entscheidend ist, kann man

die x-Koordinate gleich 1 setzen und erhalt:
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1
T21 = (1-%-v)pa
pa—(l—a)noe
()
To2 =
1

Setzt man den dritten Punkt S5 in die Jakobimatrix ein, erhélt man:

l—«
Agp = — no
L =2-ni-a)
32 = no — —
af

Klarerweise ist A3; immer kleiner als Null. Der zweite Eigenwert ist kleiner Null, falls

(1-2—v)(1—-a)noe
af

gilt. Dreht man das Ungleichheitszeichen um, ist dieser grofer als Null. Bei S5 handelt es

p >

sich daher um einen anziehenden Knoten, falls obige Restriktion erfiillt ist. Gilt umgekehrt

(1_%_2(51_06)77“ ist S5 ein Sattelpunkt.

Die Eigenvektoren sind in jedem Fall:

p <

Setzt man nun noch Sy = (z*/z*) in die Jakobimatrix ein, ergibt sich:
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; _laano. 0
= -2 )2 (1-« —2)(l-«
_%004_(1_&_”)5 Qoevlze), \ v

e Ba e
Definieren wir nun v := %ﬁ(l_a)na + (1 — % — )2 erhélt man:
(5 )
v z*
Die Eigenwerte sind somit \3; = —1%‘“7}0 und A3s = z*. A3; ist laut Definition immer

kleiner als Null. A3y = 2* ist grober als Null, wenn

gilt. Der stationdre Punkt S ist somit unter dieser Voraussetzung ein Sattelpunkt. Gilt
bei der obigen Ungleichung umgekehrtes Ungleichheitszeichen, so ist S; ein anziehender
Knotenpunkt.

Mit gleichen Uberlegungen wie beim Punkt S, erhilt man fiir die Eigenvektoren:

1 1
Ta1 = v | _(-2—v)2(-a)noe+(1-2—v)pas
e (I—a)Bnoct(1- ¢ —v)(I-a)noctpap

-0

Proposition 4. Um im BGFE sowohl positiven Konsum, als auch positive Wachstumsra-

]

ten in Kapital, Produktion und Konsum zu garantieren, muss fiir den Diskontierungsfak-

tor

€

- of =7 5

(1-¢-v)(-ajpoe __no(l—a) (6.46)

gelten.

(1_%_V;;1_Q)WE < 1 woraus und fiziert alle Parameter aufer p,

existiert immer ein p, fir das 0 < p <1 gilt und das die Restriktion erfullt.

Setzt man auflerdem —
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Beweis. Der erste Teil der Ungleichungskette ist genau die Parametereinschriankung ,
aus der man z* > 0 und somit auch positiven Konsum folgern kann. Den zweiten Teil
erhdlt man, wenn man die Parametereinschrankung no > %, die positive Waschstums-
raten garantiert, nach p umformt.

Weiters gilt

af B
1—2 —ve
<:>—( = ) <1
«Q
@1—5—5 1
Q Q
Srv<l

Da v < 1 immer gilt, stimmt auch die oberste Ungleichung und aus dieser kann man
sofort folgern, dass ein p existiert, das die Restriktion (6.46) erfiillt.

Da unabhéngig von der Parameterwahl immer w > 0 und laut Voraussetzung
(1—%—1/)(1—0&)770’6

— oF < 1 gilt, findet man sogar ein p fiir das 0 < p < 1 gilt, und welches
die Restriktion (6.46)) erfiillt. O

6.3 Beweise zu Tahvonen und Salo (2001)

Proposition 5. Nimmt man fir die Parameter p> > 4coci an, erlaubt also nur positive

Werte unter der Wurzel bei der Definition der Schranken, gilt:

ISl

—¢)

lime_ok|c,—0(z+ €) = 400 (6.48)

lime—sok|cy—of +o0 (6.47)

Die Funktion G strebt also von oben gegen (z,4+00) und von unten gegen (z,+00). Wenn

z diese Grenzen verldsst, gilt p — < — cjx < 0 und somit auch k|g,—o < 0.

Beweis. Wir wollen zuerst zeigen, dass fiir x < x < Z immer p — 2 — ¢y > 0 gilt. Da
k|G, in der Néhe der beiden Grenzen entweder gegen 400 oder gegen —oo streben muss,
folgen daraus unmittelbar die Gleichungen k|¢,—(Z —€) = +00 und k|g,=o(x+€) = +o0.

Um zu berechnen wann p — < — ¢z > 0 gilt, brauchen wir folgende Aquivalenz:
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4 pr4+qg<0

@<m+ﬁ>2<<ﬂ>2—

P\ 2
= i (—)
2
p)2 (5)
Sr<—= = Vr>-—=—/(z] —
x + 2 qVzx 5 q
Daraus kann man folgern:
C
D — L cix >0
I —
o p? - £:zc + “© <0
C1 C1
P 29 + \/p — 40001 —\/P? — 4cpcy
4] 21

Dies sind genau die vorher betrachteten Grenzen. p— < — ¢z ist also genau dann positiv,
wenn x zwischen der unteren Grenze (x)und der oberen Grenze () liegt. Daher gilt fiir

die Funktion k|g,:

kZ|G2:0(.7:J — 6) = +00

klg,—o(x + €) = 400

Liegt x nicht zwischen diesen Grenzen, muss daher p — < — ¢jx < 0 und somit auch

k|lg,—0 < 0 gelten. O

Proposition 6. Das Gleichungssystem

l—a
1 1— o) 7ot 1o
¢=c— | ( a) (pk® ' +1) 751 —§ (6.49)
a o
i =k(l — q)ra o mai(o+ o — 1) (k" + 1) 7T — ¢ (6.50)

1

hat die beiden stationdren Punkte 51(0/0) und Sg(DﬁEu_ﬁ/Dﬁpfﬁ).
ot+a—1
Wobei D = (%) = =2 —1und E= 2 (0 +a—1) gil.
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Setzt man o > 2 voraus, gilt auflerdem:

Die beiden Figenwerte von Si sind:

l1—a
1 1— TFa-1
Mlz—[a( a) —6 (6.51)
a o
A = (1 — @)7rasio 7 et (0 + o — 1) (6.52)
Die Figenvektoren zu diesen Figenwerten lauten.:
(]_ — a) ai;(il o'fa+271 (O' + o — ].) - % |:Oé (ITTO{) U+;(i1 — 5:|
™ =
1
(0)
T2 =
1
Die Figenwerte von Sy sind die Lisungen der Gleichung:
5 —1 et 1 — S\ 1=
ozkz_{w_{@) O‘—l]("‘”(_) }A
ao 0 o Q@
c—1[/a\TF5 1 -« o _otl-a
_ — — 1 _ﬁ5 l-—a 653
a {( 5) o 1 “ (6.53)

Beweis. Um die stationdren Punkte zu berechenen, setzen wir zuerst ¢ gleich Null. Es

ergeben sich folgende zwei Moglichkeiten:

c=0 (6.54)

oder

-«

1_ cta—1 _ 1«

Im Fall ¢ = 0 folgt, nach dem Einsetzen in k=0, dass auch k = 0 gelten muss.

Dies bringt uns zum ersten stationdren Punkt:

$1(0/0) (6.56)
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Im zweiten Fall erhédlt man durch Ausdriicken von k aus der Gleichung (6.55):

6 R o

Eine Folgerung die wir nun 6fters brauchen ist, wenn

ot+a—1

=[] e

gilt, dann folgt daraus:

(k" +1) = [(%) e - e 1} % 1= (%) = (6.58)

Setzt man nun 1) in die Gleichung k = 0 ein, erhilt man, unter der Benutzung von
(6.58):

¢ = k(1 = ) T0™ T (0 + o= (k! + 1)

11—«

d+f;1 ]_ —_ o—1 —a o 5 1 - T o—a—
Sce= [(%) ' Ua—l] /fﬁ(l—a)ma_m(a—l—a—l)a aa 1
0+i";1 1 _ o—1 5
e [0 22 Lo o o5
1) o oo
ota—1

Definiert man nun D := (2) % £=2_—1und £ := 2 (0 +a—1) kann man den zweiten

IR

stationdren Punkt als:
So(D7T By~ 71 /D71y~ 71 )

anschreiben.
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Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen des Gleichungssystems und erhalten:

11—«

| 1—a) a1 1-a
8025[&( a) (pk® ' +1) 71 —§

de o

- 1 [l1-a\7a1 1— .
oc¢ BN ( Oé) ( —Oé> (ngf1 + 1)—m(0 _ 1)/‘]#772 _

ok a o Cota—1
= _—05(1 _ U) (1 — Oé) J+g_1 O'_o-lk;(il MC]{‘072(,U/I€0.71 —+ 1)_0-1kg(il
alc+a—1)
Ok
hdba—1
dc
ak 11— o l—«
o= (1= Q)70 (g — 1)k 1)
l—« o 1 — g
— k(1 = a)otaTg oFa1 D) (k1) Fe 1 (o — Dk’ =
(1 —a)7e-To 7T (0 + o )0+&_ﬁu +1) 7T (0 = Dpu

= (1= ) T0™ 7 (0 +a = (k7 + 1)

1— 7Fa=T -
(— O‘) (0 — D)k (pko =" + 1) 7=

o
& o
Setzt man nun zuerst S1(0/0) in die Jakobimatrix J = gz g’z ein, ergibt sich:
5c Ok
11—«
Flo (57— 0
_]_ (1 _a)ai;(ilo'_a—kg—l (0'+05_ 1)

Man beachte, dass hier % nur dann gleich Null ist, wenn die angenommene Voraussetzung
o > 2 eingehalten wird.

Die beiden Eigenwerte von S; sind also:

l1—«
1 1 — ot+a—1
AL = — [Oé ( a) -0
a o

)\12 = (1 —a)ﬁg—ﬁ(fj—i—a— 1)

Da die Eigenvektoren die Losungen der Gleichung J7; = 7;A1; sind, lauten diese:
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(1 - a)atio 51 (o o — 1) - & [a (52) 77 — )
1

11 =

-

Um die Jakobimatrix im Punkt S, zu erhalten, setzt man (6.57)) und (6.59) in die parti-

ellen Ableitungen des Systems ein und erhélt, wieder unter Verwendung von (|6.58)):

9 1] [1—a\7=T fa\-1 (1 —a)\ 7T
ve _ a _s5l =
Jc [a( o ) (5) ( o > ]

a
1
= —[—4=0
oé aloc—1) o __l-a a\ T -« =3 1
_:_—1— ot+a—1 ot+a—1 J— —]_ —_— —1 o—1
Ok a(a—l—a—l)( a)TretoT e u[(é) o } a0(0+a n

ota—1

{ a\ T 1 -« T [\ [\ e
(@) e 8 :
6 g o o

ot+a—1 1 —a ytla

o [ e e

ok o

1— a7t o\ l—a S\ [1—a\ 7rat
A (O OB A

ot+a—1 1 -

_dota—-1) [(g) o

ao 1)

ak 1—a _ o (e -1 1 — 7%
=(1—a)stetg stei(c+a—1) (3) ( )
1

Die Jakobimatrix im Punkt S, ist daher:




Die Eigenwerte dieser Matrix sind die Losungen der Gleichung

—A{—5(0+aj_1) _ {(%)+ 3 1;()‘—1} (o —1) (g)lga—A}
0

o'+a 1

|G R e

@AQ—{—‘S("Z?_D - {(%)+ 2 1(_70‘—1} (0—1) (g)}/\

ool [(ﬁ)”“” 1oa —1] st

g
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