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Kurzfassung

Bei zahlreichen Untersuchungen wurde festgestellt, dass es bei Briicken mit kurzen Spannweiten (bis
zu 10 m) zu signifikanten Abweichungen der im Feld gemessenen und durch gingige Rechenmodelle
bestimmten Ergebnisse kommt [24]. Um eine bessere Ubereinstimmung mit den gemessenen Ergeb-
nissen zu erzielen, soll in dieser Arbeit der Einfluss des Untergrunds an den Auflagerbereichen des
Tragwerks sowie die Einspannwirkung auf den Briickentréger, die durch die durchlaufenden Schienen
erzeugt wird, untersucht werden. Zur Abbildung dieser Effekte wird das Tragwerksmodell des beid-
seitig gelagerten Biegebalkens an den Auflagern um Wegfedern mit der Steifigkeit K, zusétzlichen
Knotenmassen M, und Drehfedern mit der Steifigkeit K, erweitert. Zudem wird iiber das Lehrsche
Déampfungsmaf (p die dimpfende Wirkung des Untergrunds beriicksichtigt.

Im Zuge der Diplomarbeit wird zunéchst das erweiterte Tragwerk basierend auf der Finiten Elemente
Methode programmiert. Im Anschluss werden Abschétzungen fiir die Kennwerte des Untergrunds K.,
M5 und (p sowie fiir die Einspannwirkung der Schiene K, getroffen. Mit Hilfe der modalen Analyse
erfolgt schlussendlich die Berechnung der Systemantwort fiir ein gegebenes Briickentragwerk mit einer
Spannweite von 4 m zufolge der Uberfahrt zweier gekoppelter Taurus-Lokomotiven. Als Lastmodell
dient das Modell der Einzelkréfte. Die lastverteilende Wirkung durch die Schienen wird dabei durch
eine vereinfachte Methode nach Eurocode berticksichtigt.

Beim Vergleich der Ergebnisse des erweiterten Rechenmodells und der an dem Tragwerk durchgefiihr-
ten Messung lésst sich ein deutlicher Einfluss der neu implementierten Parameter feststellen. Es kann
gezeigt werden, dass vor allem das Mitwirken des Untergrunds einen wesentlichen Einfluss auf das
Schwingungsverhalten des untersuchten Tragwerks hat. Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Modell
des Biegetragers mit Randmassen und -Federn und gleichzeitiger Beriicksichtigung der lastverteilen-
den Wirkung nach Eurocode, ist es moglich den gemessenen Verlauf des Tragwerks mit ausreichender

Genauigkeit abzubilden.
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Abstract

In numerous tests it was found that for bridges with short spans (up to 10 m) there are significant
deviations of the measured field results and the results determined by commercially available computer
models [24]. In order to achieve a better agreement with the measured results, it is the main goal of
this thesis to investigate the influence of the subsoil at the supports on the structure and the clamping
effect on the bridge girder, caused by the continuous rails. To represent these effects the structural
model of the simply supported beam is going to be extended at the supports by springs with the
stiffness K., additional nodal masses M,s and rotational springs with the stiffness K. In addition
the damping effect of the subsoil is considered by the damping ratio (.

At the beginning of this thesis the extended structure is going to be programmed based on the Finite
Element Method. Afterwards assumptions will be given for the characteristic values of the subsoil
K., M., and (g and for the clamping effects of the rails K. Finally the system response will be
calculated with the modal analysis for a given bridge structure with the span of 4m and loaded by two
coupled Taurus-locomotives. As load model, the model of the concentrated loads is used. The load
distribution through the rails is taken into account by a simplified method according to Eurocode.
When comparing the results of the extended calculation model and those carried out on the structural
measure, a clear influence of the newly implemented parameters can be determined . It can be shown
that especially the involvement of the subsoil has a significant influence on the vibration behavior
of the examined structure. With the model of the beam with masses and springs at the supports
developed in this work and simultaneous consideration of the load-distributing effect according to

Eurocode, it is possible to depict the measured curve of the structure with sufficient accuracy.
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Kapitel 1

Einleitung

Das dynamische Verhalten von Eisenbahnbriicken ist ein intensiv bearbeitetes Thema im Bauinge-
nieurswesen. Vor allem durch den massiven Ausbau und die Anpassung des Streckennetzes auf Hoch-
geschwindigkeitsziige wurde die dynamische Wirkung auf Briickentragwerke genauer untersucht. Die
Studien haben gezeigt, dass es bei Uberfahrtsgeschwindigkeiten von 200 km /h zu iiberméfigen Vibra-
tionen zufolge Resonanz kommen kann [1I]. Des Weiteren fiihren auch einmalige oder wiederkehrende
Stofkimpulse, die speziell durch die Lokomotiven erzeugt werden, zu hohen Tragwerksbeschleunigungen.
Auf Grund dieser ungiinstigen dynamischen Effekte, kann es zu diversen Problemen am Briickentrag-
werk kommen. Hohe Vertikalbeschleunigungen von mehr als 10 m/s? konnen eine ,Verfliissigung” des
Schotterbettes und eine Gleisdestabilisierung verursachen [I7]. Um diesen Problemen vorzubeugen,
schreiben die Normen, unter gewissen Voraussetzungen, eine dynamische Analyse des Briickentrag-
werkes vor und definieren Grenzwerte fiir die Nachweisfithrung. Fiir Tragwerke mit Schotterbett er-
geben sich maximal zuléissige Beschleunigungswerte von 3,5 m/s? fiir neu errichtete Briicken (gemif
ONORM EN 1990/A1) und 6 m/s? fiir bereits bestehende Briicke (gemif der ONORM Regel ONR
24008).

Bei zahlreichen Untersuchungen wurde nun festgestellt, dass es vor allem bei Briicken mit kurzen
Spannweiten bis zu 10 m zu signifikanten Abweichungen der im Feld gemessenen und durch beste-
hende Rechenmodellen bestimmten Ergebnisse kommt [24]. Die bis dato géngigen Programme liefern
einerseits deutlich hohere Werte als die Messungen und iiberschreiten andererseits die in den Regula-
rien definierten Grenzwerte. Daher bedarf es genauerer Untersuchungen der verwendeten Zugs- und

Tragwerksmodelle.




1 Einleitung

1.1 Problemstellung und Motivation

Als Basis fiir das Tragwerk dient das einfache Modell eines gelenkig gelagerten Biegetragers. Der
Tréger mit der Spannweite L wird dabei durch den Elastizitdtsmodul F, das Tragheitsmoment A, ,

die Massenbelegung p und das Lehrsche Démpfungsmaft ¢ beschrieben.

v = konst.

Pi(t) Piy(t) Pa(t) Py(t)
él_j >

Abbildung 1.1: Modellierung des Zugs als Folge von Einzelkriften mit konstanter Uberfahrtsgeschwindigkeit

Der iiberfahrende Zug wird durch eine Folge von Einzelkriften P;(t) mit einer konstanten Geschwin-
digkeit v modelliert, siche Abb. Wendet man das Modell fiir die Uberfahrt zweier gekoppelter
Taurus-Lokomotiven (fiir die Kenndaten siehe Kapitel auf eine Briicke mit der Spannweite
L =4 m an, und betrachtet den Verlauf der vertikalen Beschleunigungen a,,,q, in Tragwerksmitte, so
erkennt man eine klare Uberschreitung der normativ geregelten Grenzwerte, siche Abb. Ab einer
Geschwindigkeit von v = 150 km/h wird der Grenzwert fiir Neubauten ag, n = 3,5 m/s? und ab

v = 170 km/h auch jener fir bestehende Briicken mit ag, 5 = 6,0m/ s2 {iberschritten.

Da bei durchgefiihrten Messungen jedoch keine Uberschreitungen in diesem Geschwindigkeitsberei-
chen festgestellt wurden [20], wird versucht, eine bessere Ubereinstimmung mit real gemessenen Er-
gebnissen zu erlangen. Aus diesem Grund wurde das Modell des gelenkig gelagerten Biegetrigers auf

verschiedenen Ebenen erweitert:
e die Verteilung der Last durch vorhandene Schwellen und den Oberbau
e die Zug-Briicken-Interaktion (Mehrkorpersystem)
e die Wirkung des Schotteroberbaues
e cine hohere Dampfung von kurzen Briicken (>1%)

Die beiden einfachsten Konzepte zur Beriicksichtigung der Lastverteilung, die auch in ONORM EN
1991-2 zu finden sind, betreffen zum einen die Langsverteilung einer Einzellast durch die Schiene, siehe
Abb. (a) und zum anderen die Léngsverteilung der Lasten durch Schwellen und Schotter, siehe
Abb. (b). Diese Modelle gelten fiir statische Beanspruchungen, werden jedoch auch fiir dynamische




1.1 Problemstellung und Motivation

Untersuchungen angewendet [21].

Abbildung 1.2: Lingsverteilung einer Einzel- oder Radlast durch (a) die Schiene und (b) die Schwelle und
den Schotter (Quelle: [I])

Um das Zusammenwirkung des iiberfahrenden Zugs und der dadurch belasteten Briicke zu simulieren,
kann der Zug bzw. jeder Waggon (in der Ebene) als Mehrkorpersystem (MKS) abgebildet werden,
siehe Abb. Dadurch kommt es zu einer dynamischen Kopplung des Fahrzeugs und der Briicke.

v = konst.

X!

Abbildung 1.3: Modellierung des Zugs fiir das Mehrkorpersystem

Physikalisch lisst sich dieser Effekt dadurch erkliren, dass es zu einer Ubertragung der Schwingungs-
energie von der Briicke auf das Fahrzeug kommt [12]. Aus diesem Grund kann es zu einer Reduktion
der maximalen Amplituden der Durchbiegung und der Beschleunigung im Tragwerk kommen, worin

der Vorteil dieses Modells liegt.

Fiir das Tragwerk wurde die Wirkung des Schotteroberbaues auf die Transversalschwingungen in der
Dissertation von Tobias Mahr [16] detailliert untersucht. Im Zuge der weiteren Arbeit wird darauf
jedoch nicht genauer eingegangen. Zudem wurde in etlichen Arbeiten festgestellt, dass es bei kurzen
Briicken zu groferen Tragwerksddmpfungen, als in den Richtlinien ERRI [10] beschrieben, kommen

kann (siehe z.B. [I8] oder [19]).




1 Einleitung

All diese Erweiterungen fiithren zu einer signifikanten Reduktion der Systemantwort bei Tragwerken
mit Spannweiten grofer als L = 10m. Bei kiirzeren Abmessungen weichen die Resultate, wie eingangs
schon erwéhnt, jedoch nach wie vor von den im Feld gemessenen Ergebnissen ab und iiberschreiten
die festgelegten Grenzwerte, wie Abb. verdeutlicht. Die maximale Amplitude bei der Verwendung
des Mehrkérpersystems ist zwar in diesem Fall kleiner als jene des Modells der Einzelkréfte, jedoch

liegen die Werte nach wie vor iiber den Grenzwerten.
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Abbildung 1.4: Systemantwort einer Briicke bei der Verwendung unterschiedlicher Lastmodelle:
EK - Taurus-Taurus-Modell mit Einzelkraften, MK - Taurus- Taurus-Modell mit Mehrkorpersystem; Briicken-
parameter: L = 4m, p = 13.973 kg/lfm, EA,, = 5,77 - 108 Nm?, fo =19,93 Hz

1.2 Zielsetzung

Diese Arbeit behandelt zwei Aspekte. Zum einen erfolgt eine Erweiterung der Tragwerksmodellierung
und zum anderen wird das neue Modell mit einer im Feld durchgefiihrten Messung verglichen und

anschliefend die Ergebnisse diskutiert.

Als Grundlage dient das von Tobias Méahr in seiner Dissertation [15] entwickelte MATLA B-Programm,
das die Berechnung der dynamischen Antwort eines Tragwerkes infolge eines iiberfahrenden Zugs
ermdglicht. Anderungen, die sich vor allem im Verlauf der Realisierung der ersten Hauptaufgaben

ergeben, werden zu gegebener Stelle ausfiihrlich erlautert.

Hauptaufgabe 1 - Erweiterung der Tragwerksmodellierung

Die im vorherigen Kapitel geschilderten Mafnahmen zur Erhéhung der Modelltiefe beziehen sich auf
die Darstellungsart des iiberfahrenden Zugs bzw. auf zusétzliche Effekte, die das Briickentragwerk be-
treffen. Diese Arbeit widmet sich nun der genaueren Modellierung zur Abbildung der, an den Auflagern

des Balkens auftretenden, Effekte.




1.2 Zielsetzung

Betrachtet man den Aufbau einer Briicke, so bilden die durchgehenden Schienen die oberste Ebene.
Sie sind wiederum durch Schwellen gelagert, die in einem Schotterbett bzw. auf einer festen Fahrbahn-
platte befestigt sind. Die unterste Ebene des Tragwerks stellt der Briickentridger dar, der seinerseits
auf dem Fundament ruht, welches vom Untergrund umgeben ist.

Kommt es in weiterer Folge zu einer Belastung durch den iiberfahrenden Zug, verformt sich das Trag-
werk. Wiirde man davon ausgehen, dass alle Elemente der Briicke auf die Spannweite L beschrankt
sind, so kommt es aufgrund der Biegung zu einer Auflagerverdrehung. Dadurch entsteht eine Klaffung
an den Auflagern, die sich mit zunehmenden Abstand von der Lagerachse vergrofert. Dies wiirde
natiirlich ein grofses Risiko fiir den Zug darstellen und die Entgleisungsgefahr drastisch erhéhen. Aus

diesem Grund diirfen die Schienen auf keinem Fall im Bereich der Briickenauflager gestoften werden.

Erstrecken sich die Schienen nun {iber die Randbereiche des Tragwerks hinaus, kann sich der Briicken-
balken bei einer Belastung nicht mehr ungehindert verformen, da die Klaffung aufgrund der durch-
gehenden Schienen beschriankt ist. Somit erzeugen die Schienen, in Abhéngigkeit ihrer Materialeigen-
schaften, eine Einspannwirkung auf den Briickenbalken.

Die Beriicksichtigung dieses Effekts stellt die erste Erweiterung der Tragwerksmodellierung dar, siehe
Kapitel Abgebildet wird die nunmehr drehelastische Lagerung des Trégers durch das Einfiigen
von Drehfedern mit den Steifigkeiten K, an den Auflagern, siche Abb.

K, K,
E, Az, 1. C
L
A +
I—»X
z

Abbildung 1.5: 1. Erweiterung: drehelastische Lagerung mittels Drehfedern an den Auflagern

Das iibliche Modell eines Briickentragwerks geht zudem davon aus, dass die Auflager fest und unver-
schieblich in z-Richtung sind. Somit kommt es bei einer Beanspruchung zu keiner Vertikalverschiebung
an den Réndern. Wie eingangs schon erwahnt, ruht die Briicke auf einem Fundament und dem dar-
unterliegenden Untergrund. Das Fundament ist zumeist aus Beton und kann daher als sehr starr
angesehen werden. Der Untergrund jedoch, so lange es sich nicht um massiven Fels handelt, hat sehr
wohl eine gewisse Nachgiebigkeit und liefert in Folge einer Belastung auch eine entsprechende Antwort.
Einerseits kommt es zu vertikalen Verschiebungen an den Lagern und andererseits zu einer dynami-
schen Anregung des umliegenden Bahndamms und des Untergrunds.

Die Abbildung des Untergrundeinflusses ist somit die zweite Erweiterung der Tragwerksmodellierung.
Wie in Abb. [I.6]zu erkennen ist, erfolgt die Umsetzung dieses Effekts durch die Einfithrung zusétzlicher

Knotenmassen an den Réndern die mittels Wegfedern gelagert sind. Zudem wird durch das Lehrsche
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Déampfungsmaf (g die Ddmpfung des Bodens beriicksichtigt. Die punktférmigen Zusatzmassen M,
die iiber keine Rotationstrigheit Jo(= 0) verfiigen, setzen sich dabei aus der Masse des Fundaments
und einem Teil des Erdkorpers, sowie aus einer fiktiven Masse zusammen. Auf die Zusatzmasse M,
wird im Kapitel [£.2.5| niher eingegangen. Die Wegfedern mit der Steifigkeit K, stehen fiir die Nachgie-
bigkeit des Untergrunds. Diese Art der Modellbildung ist streng genommen nur bei der Verwendung
von festen Lagern (z.B. Stahlrollen) giiltig, da der Effekt von Neoprenlagern nicht beriicksichtigt wird.
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Abbildung 1.6: 2. Erweiterung: Abbildung des Mitschwingenden Untergrunds mittels Wegfedern und Zu-
satzmassen - Modell des Biegetragers mit Randmassen und -Federn

In Kapitel 2. erfolgt die programmtechnische Umsetzung der beschriebenen Erweiterungen und die
Implementierung in das als Grundlage dienende MATLAB Programm nach [16].

Dabei wird zunéchst erklért, dass es aufgrund der komplexeren Lagerungsbedingungen des neuen
Modells zu einem Ubergang in der Berechnungsmethode fiir die Eigenformen und Eigenfrequenzen
kommt. Anstelle eines analytischen Losungswegs bedient man sich nunmehr der Finiten Elemente
Methode zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen. Bei der nachfolgenden Implementie-
rung dieses FE-Kerns wird schlussendlich darauf geachtet, dass es zu keinen Anderungen im Ablauf
des Berechnungsalgorithmus kommt, um weiterhin mit dem bereits bestehenden Programm arbeiten

zu konnen.

Kapitel 3. setzt sich mit den theoretischen Grundlagen, den verwendeten Zugmodellen und dem
Losungsalgorithmus auseinander, die fiir eine dynamische Berechnung eines Briickentragwerks
erforderlich sind. Es werden die im Programm umgesetzten Schritte erldutert und nachvollziehbar

dargelegt.

Hauptaufgabe 2 - Anwendung des Rechenmodells und Vergleich der Rechenergeb-

nisse mit einer realen Messung

An einem Briickentragwerk mit einer Spannweite von L = 4 m wurde wihrend einer Uberfahrt von
zwei gekoppelten Taurus-Lokomotiven mit einer Geschwindigkeit von v = 230 km/h der Beschleuni-
gungsverlauf in Tragwerksmitte gemessen. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird das gegebene Tragwerk

und die Belastung, die den Ergebnissen aus der Feldmessung zu Grunde liegen, mit Hilfe des erweiter-
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ten MATLAB-Programms modelliert und der Einfluss der neu implementierten Parameter untersucht.
Ziel ist es, durch eine geeignete Wahl der Parameter den gemessen Beschleunigungsverlauf der Briicke

bestmoglich nachbilden zu kénnen.

In Kapitel 4. werden die Referenzdaten der Messung und die Eingangsgrofien fiir das Programm
beschrieben. Danach werden realistische und sinnvolle Bereiche bestimmt, in denen sich die Werte fiir
die Parameter der Drehfedersteifigkeit K, der mitwirkenden Zusatzmasse M., der Nachgiebigkeit

des Bodens K, und des Lehrschen Dampfungsmafes (g bewegen kénnen.

In Kapitel 5. werden die Parameter innerhalb der zuvor definierten Grenzbereiche variiert und fiir
alle Parameterkonstellationen die Systemantwort mit dem erweiterten Modell des Biegetriagers mit
Randmassen und -Federn berechnet. Danach wird eine Parameterstudie durchgefiithrt mit dem Ziel,
den bei der Messung ermittelten vertikalen Beschleunigungsverlauf mit dem erweiterten Rechenmodell
bestméglich abbilden zu kénnen. Zunichst wird versucht eine Ubereinstimmung mit der Phase des
gemessenen Beschleunigungsverlaufs zu erzielen. Danach wird der Einfluss der Parameter auf die
vertikalen Beschleunigungswerte untersucht und auf das Dampfungsverhalten des Biegetrigers mit
Randmassen und -Federn eingegangen. Zum Abschluss wird der Einfluss der lastverteilenden Wirkung

nach Eurocode auf die Vertikalbeschleunigung thematisiert.

Abschliefsend werden in Kapitel 6. die Ergebnisse und die Erkenntnisse, die im Zuge der Diplomarbeit

erworben wurden, diskutiert.







Kapitel 2

Bestimmung der Eigenformen und

-Frequenzen auf Basis der Finiten

Elemente Methode

Am Anfang einer dynamischen Berechnung steht die Bestimmung der Eigenformen und der Eigenfre-
quenzen. Es ist also zunéchst von Interesse, wie sich das System ohne &ufere Anregung verhélt. Im
folgenden Kapitel wird dieser Vorgang genauer erlautert.

Zu Beginn wird der analytische Zugang zur Losung dieses Problems erklért. Dabei werden Schritt fiir
Schritt die Randbedingungen erweitert. Danach erfolgt der Ubergang zur Bestimmung der Eigenfor-
men und -Frequenzen mit Hilfe der Finiten Elemente Methode und schlussendlich wird die Einbindung

in das bestehende MATLAB-Programm diskutiert und erldutert.

2.1 Allgemeines

Wie - in den Baudynamik und auch in der Baustatik {iblich - werden reale Tragwerke auf idealisierte
Systeme reduziert. Dies geschieht stets unter der Annahme von sinnvollen Hypothesen und dient
der Vereinfachung der Berechnung. Betrachtet man ein einfeldriges Briickentragwerk, wovon in dieser
Arbeit stets ausgegangen wird, so ist dies ein dreidimensionales System, mit einer Lénge, einer Breite

und einer Hohe.

Zu Beginn soll die Briicke auf ein Stabtragwerk reduziert werden. Das ist zuléssig, sofern die Léinge
des Stabes um vieles grofer ist als seine Breite und seine Hohe. Dies trifft zwar streng genommen bei
Briicken mit kurzer Spannweite immer weniger zu, aber dennoch dient die kinematische Hypothese -

die Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte - als Grundlage fiir die weitere Arbeit. , Diese An-
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nahme erlaubt es, einen dreidimensionalen Stab mit Hilfe eines eindimensionalen Rechenmodells zu
untersuchen. Dabei wird der Stab lediglich durch seine Stabachse dargestellt, wobei Querschnittseigen-
schaften (Steifigkeit) der Stabachse zugewiesen werden*|22].

Danach wird davon ausgegangen, dass die Ableitungen der Verschiebungen klein sind. Dies erlaubt die
Verwendung des linearisierten Verzerrungstensors und fiihrt dazu, dass im Rahmen der Stabtheorie
I. Ordnung die Biegeordinaten normal zur unverformten Stabachse eingezeichnet werden. Setzt man
zudem voraus, dass die Verschiebungen selbst klein gegeniiber den Querschnittsabmessungen sind, so
kann das Gleichgewicht am unverformten System bestimmt werden. Da die Berechnungen in weite-
rer Folge ohne Beriicksichtigung der Schubnachgiebigkeit des Tragers erfolgen, sind die Querschnitte
sowohl vor als auch nach der Verformung orthogonal zur Stabachse. Auf Seiten des Materials wird
zusétzlich zum Hooke’sche Gesetz, welches lineare Elastizitat definiert, isotropes Materialverhalten

vorausgesetzt [22]

All diese Vereinfachungen fiihren schlussendlich dazu, dass sich das Briickentragwerk nun durch einen
homogenen Bemoulli-Euler—BalkerEI abbilden ldsst, der die Grundlage fiir die analytische- wie auch
fiir die FEM-Berechnung darstellt.

Der Verformungszustand eines solchen Balkens wird vollstandig durch die orts- und zeitabhéngige Ver-
schiebung w(z,t) beschrieben. Da diese Theorie, wie zuvor schon erwihnt, den Balken als schubstarr

beschreibt, hingt die Verformung in vertikaler Richtung nur mit dem Biegemoment M, iiber
M, = EA,w" (2.1)

zusammen, die Querkraft @), hat keinen Einfluss auf die Balkenverformung [14]

Aus dynamischer Betrachtungsweise ist ein Bernoulli- Buler-Balken ein eindimensionaler Koérper wie
die Saite, der Stab oder die Welle. Er kann wie die Saite Querschwingungen ausfiihren, die als Bie-
geschwingungen eines Balkens bezeichnet werden. Vom ingenieurméfigen Standpunkt haben solche
Biegeschwingungen balkenférmiger Strukturen haufig grofere praktische Bedeutung als ihre mogli-
chen Langs- oder Torsionsschwingungen, da Biegeschwingungen durch die angreifenden Kréfte meist
leichter angeregt werden konnen [I5] In weiterer Folge werden daher auch nur die transversal Schwin-

gungen des Tragwerkes beriicksichtigt.

2.2 Analytische Berechnung der Eigenschwingungen des ungedampften
Bernoulli- Euler-Balkens

Lit.: [I5], [16]

Um eine erste Aussage {iber das dynamische Verhalten eines mechanischen Systems treffen zu kénnen,

ist es erforderlich, die Eigenformen und die zugehérigen Eigenfrequenzen zu berechnen. Aus der Losung

1Jakob I. Bernoulli (1655-1705) und Leonhard Euler (1707-1783)
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2.2 Analytische Berechnung der Eigenschwingungen

der Bewegungsgleichung des ungeddmpften Bernoulli- Euler-Balkens konnen diese bestimmt werden.
Auf die Herleitung der Bewegungsgleichung wird an dieser Stelle verzichtet und auf weiterfithrende
Literatur [I5] und [16] verwiesen. Fiir den Biegebalken lautet die Bewegungsgleichung;:

0*w(x,t) 0?w(x,t)
R TE

EA.. =0 (2.2)

Darin beschreiben FA,, die Biegesteifigkeit und p = my/L die Massenbelegung, die sich aus der
Gesamtmasse des Tragwerks my,; und der Spannweite L ergibt. Bei GI. handelt es sich um eine
gewohnliche partielle Differentialgleichung 4. Ordnung von der gefordert wird, dass sie Null ergeben
muss. Diese Forderung tragt dem Umstand Rechnung, dass die Gleichung die freie Schwingung be-
schreibt, die sich ohne #ufiere Anregung im System einstellt. Der Ausdruck w(z,t) verdeutlicht, dass
die vertikale Verschiebung w sowohl von der Ortskoordinate z wie auch von der Zeit ¢ abhéngig ist.
Durch diese duale Abhéngigkeit bedarf es eines Produktansatzes, der eine Trennung der Variablen

ermdglicht. Unter Zuhilfenahme des Seperationsansatzes nach Bernoulli

w(z,t) = q(t)(x) (2.3)

lasst sich die Verschiebung w daher durch eine iiber die Zeit verdnderlichen Amplitude ¢(¢) und eine
bestimmte Schwingungsform ¢(z) darstellen [24]. Durch Einsetzen des Ausdruckes in erhalt

man eine Gleichung, die sich in einen Orts- und einen Zeitanteil aufspalten lésst

q(t) po o)

Q(t) , BAs: broee(®) _ (2.4)

und nur dann erfillt ist, wenn beide Terme konstant sind, was mit

(t) 2
(t)

EAzz ¢,xzzz (fﬂ) _ w2

pwooogl@) (26)

‘»Q:
I
|
I

(2.5)

Q

erreicht wird.

Die gewohnliche lineare Differentialgleichung 2. Ordnung beschreibt dabei eine harmonische
Schwingung mit der Lésung;:

q = Acos(wt) + Bsin(wt) (2.7)

Darin sind A und B zunichst unbekannte Konstanten die in spéterer Folge aus den Anfangsbedin-

gungen berechnet werden:

q0)=A G(0) = Bw (2.8)

Aus der gew6hnlichen Differentialgleichung 4.0Ordnung lassen sich die Eigenfunktionen ¢(x) fiir

11



2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

jede beliebige Lagerungsbedingung finden. Durch Einfiithren der auf die Spannweite L bezogenen

Laufkoordinate
x
=— 2.
=2 (29)
folgt
2
w
TTITT - L4 = 2.1
O nazal€) — L' —0(6) = 0 (2.10)
Mit dem Losungsansatz
o(6) = X (2.11)
ergibt sich durch Einsetzen in die GI. die charakteristische Gleichung
Mot gy N (2.12)
FAL ZW. = AL :
Aus den vier unabhéngigen Wurzeln des Polynoms
A=A
Ay = —A
(2.13)
A3 = 1A
Ay = —iA

resultiert das komplette Losungssystem in Form einer Exponentialfunktion. Wird diese durch trigono-
metrische und hyperbolische Funktionen ausgedriickt und der imaginére Teil der Gleichung gestrichen,
folgt

@(&) = Apsin(AE) + Az cos(AE) + Az sinh(AE) + Ay cosh(AE) (2.14)

worin A4; {i = 1,2,3,4} freie Parameter darstellen, die wie die noch unbekannte Eigenkreisfrequenz w
aus den Randbedingungen bestimmt werden miissen. Gleichung [2.14) wird auch als die Eigenfunktion

des Balkens bezeichnet.

Randbedingungen

Der hier betrachtete, einfeldrige Balken kann an seinen beiden Enden unterschiedlichen Lagerungs-
bedingungen unterworfen sein. Grundsétzlich wird einerseits zwischen expliziten und impliziten und
andererseits zwischen kinematischen und dynamischen Randbedingungen unterschieden.

Die wichtigsten Formen liefern die expliziten Randbedingungen. Durch sie werden die tiblichen, idea-
lisierten Lagerungsfille wie ein starr eingespanntes Ende, ein freies Ende und ein gestiitztes Ende
beschrieben. In vielen praktischen Féllen beschreiben diese expliziten Randbedingungen die wirkli-
chen Verhéltnisse an den Enden des Balkens nur unzureichend, da es in der Realitit keine idealen

Einspannungen im Sinne der zuvor erwdhnten Lagerungsbedingungen gibt. Mochte man zusétzliche

12



2.2 Analytische Berechnung der Eigenschwingungen

Effekte an den Auflagern, wie eine Wegfeder K, eine Drehfeder K, und eine Knotenmasse M, be-
riicksichtigen, so treten in solchen Féllen implizite Randbedingungen auf. Dadurch wird ausgedriickt,
dass es innerhalb einer Randbedingung zu linearen Beziehungen zwischen der Unbekannten w und
Ableitungen von w kommt, wie z.B. in den GI. und zu erkennen ist [15].

Die kinematischen Randbedingungen betreffen die Verformungen und die dynamischen Randbedin-

gungen die Schnittgrofen an den Balkenenden.

Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen

Durch Einsetzen der Randbedingungen in GI. ergibt sich ein homogenes lineares Gleichungssys-
tem mit den Unbekannten Ai,..., A4. Durch die Forderung einer nichttrivialen Losung erhdlt man
die sogenannte Frequenzgleichung indem die Determinante der Koeffizientenmatrix des homogenen
Gleichungssystems gleich Null gesetzt wird. Durch das Einsetzen der Nullstellen in GI. kénnen
schlieklich die Eigenfrequenzen w; bestimmt werden. Fiigt man im Anschluss die einzelnen Losungen
der Frequenzgleichung wieder in das Gleichungssystem ein, konnen dadurch drei der vier Konstanten
Aq,..., A4 in Abhéngigkeit der vierten ausgedriickt werden. Die noch iibrige vierte Konstante kann
nicht direkt ausgewertet werden und steht fiir eine beliebige Skalierung der Eigenfunktionen ¢(¢) frei
[16]. Der in diesem Absatz erliuterte Vorgang kommt in den Kapiteln und zur Anwendung,
wobei die einzelnen Berechnungsschritte nochmals verdeutlicht werden.

Im Gegensatz zu den Kontinua Saite, Stab und Welle erweist sich die Frequenzgleichung eines Balkens
im Allgemeinen als eine transzendente Gleichung. Diese Gleichungen lassen sich nur implizit darstellen
und konnen nicht explizit nach den Eigenwerten )\; bzw. den gesuchten Eigenkreisfrequenzen w; auf-
gelost werden. Es miissen vielmehr graphische oder numerische Néherungsverfahren zur Bestimmung
Nullstellen herangezogen werden [15]. In weiterer Folge dieser Arbeit wird ein numerischer Ansatz,

wie er in der Dissertation von Tobias Méhr [I6] beschrieben wird, verwendet.

Orthogonalitét

Die Orthogonalitdt von Eigenfunktionen, die sich durch die Symmetrie von Massen- und Steifigkeits-
matrix ergeben ([I5]), ist eine der wichtigsten Eigenschaften und insbesondere fiir die im weiteren
Verlauf der Arbeit verwendete modale Analyse von grofser Bedeutung. In allgemeiner Schreibweise

gilt fiir die Orthogonalitit beziiglich der Massenverteilung:

1

/wm (€) 6u(€) dE=0 m#n (2.15)

0
und beziiglich der Steifigkeitsverteilung:

1

0

13



2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

wobei p wiederum die Massenbelegung und ¢,, (£) und ¢,, (§) zwei zu einander normaler Eigenfunk-
tionen in Abhéngigkeit von £ darstellen. Sind die beiden Eigenfunktionen gleich, m = n, so fiihrt
das Integral einer Multiplikation der Funktionen zu einer Diagonalmatrix, wie im Kapitel 3.1] bei der

Berechnung der modalen Matrizen gezeigt wird.

2.2.1 Beidseitig gelenkig gelagerter Balken
Lit.: Mdhr [16]

Die Randbedingungen des beidseitig gelenkig gelagerten Trégers ergeben sich aus den kinematischen
Bedingungen, die keine vertikalen Verschiebungen an den Auflagern zulassen, und aus den dynamischen
Randbedingungen, die fordern, dass die Biegemomente am Anfang und Ende des Trigers gleich Null

sein missen.

linker Rand mit £ = 0 : w(&, t) =0
(2.17)

w(&,t) gw =0

rechter Rand mit £ =1 : w(&, t) =0
(2.18)

w(&,t) ze =0

Setzt man die Randbedingungen in die Gl. ein, erhélt man vier linear unabhéngige Gleichungen
mit denen sich die Unbekannten Ay, ..., Ay bestimmen lassen. Wird die Determinante gleich Null
gesetzt

sin(A) sinh(A) =0 (2.19)

und von der Eigenschaft der Funktion sinh, die fiir positive Elemente stets positiv ist, Gebrauch

gemacht, so ergibt sich die Frequenzgleichung zu
sin(A) =0 (2.20)

Die Losung der Gl fiithrt auf die Nullstellen:
Aj=jr j=1,2,..,00 (2.21)

Werden diese in die charakteristische Gleichung [2.12] eingesetzt, erhilt man nach einer Umformung

den Ausdruck fiir das Quadrat der Eigenkreisfrequenz w;:

.\ 4
9 jm\ EA,.
2 — [ 4= 2.22
. ( L ) p (2.22)

Abschlieftendes Auflésen des homogenen Gleichungssystems, welches sich durch Einsetzen der Rand-
bedingungen Gl. 2.17 und 218 in Gl. 2.14] ergibt, fiihrt auf die zuvor noch unbekannten Konstanten.

As und Ay ergeben sich dabei zu Null und A; entspricht As. Die auf den Maximalwert '1’ normierten
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2.2 Analytische Berechnung der Eigenschwingungen

Eigenfunktionen eines beidseitig gelenkig gelagerten Balkens lauten somit:

$;(§) = sin(A;¢) (2.23)

2.2.2 Biegebalken mit drehelastischer Einspannung

Lit.: Irretier [15]

Um den Ersten der beiden in der Einleitung[I.2|beschriebenen Effekte, also die durch die durchgehende
Schiene erzeugte Einspannwirkung auf den Briickentréger, mit einzubinden, werden Drehfedern an den
Auflagern eingefiihrt, siche Abb. [2.1] Wie im vorherigen Kapitel 2.2.1] wird nun die Frequenzgleichung
fiir einen Biegebalken mit drehelastischer Lagerung hergeleitet. Die Randbedingungen ergeben sich

durch das Freischneiden der Ridnder und das Betrachten der angreifenden Krifte und Momente.

linker Rand mit £ =0 : w(&,t) =0
(2.24)

EAzzw(gv t)z‘w - Ktpw(f7 t),z =0

rechter Rand mit§ = 1: w(&,t) =0
(2.25)

EAzzw(gvt)zm +K<pw(£at),r =0

E, Az, 1, ¢

Abbildung 2.1: Biegebalken mit drehelastischer Einspannung

Zu dem schon bekannten Ausdruck FA,,, fiir die Biegesteifigkeit des Tragers, kommt nun noch die
Definition der Drehfedersteifigkeit K, hinzu. Vereinfacht wird angenommen, dass die Drehfederstei-
figkeiten am linken- sowie am rechten Auflager ident sind, es gilt daher K, jinks = Ko rechts = Ko

Bei den jeweils ersten Ausdriicken der Gl. 2.24] und [2:25] handelt es sich wiederum um kinematische
Randbedingungen, da es zu keinen Verschiebungen an den Auflagern kommt. Da jedoch auf Grund
der Drehfeder eine Einspannwirkung entsteht, kann im Vergleich zum gelenkigen Tréger nicht mehr
von einer einfachen expliziten Randbedingung ausgegangen werden. Die beiden zweiten Ausdriicke der
GL |T_ﬂ| und @ verdeutlichen, dass es zu linearen Beziehungen zwischen den Ableitungen w , und

W 4, kommt und stellen somit die émpliziten Randbedingungen dar.
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

In einem ersten Schritt wird die Gl. zweimal nach der Ortskoordinate £, siehe abgeleitet.

o = Wy = A(A1cos(Af) — Agsin(AE) + Az cosh(AE) + Ay sinh(AE)) (2.26)
uw = War=—\(Arsin(A) + Az cos(AE) — Azsinh(\E) — Ay cosh(AE)) (2.27)

Durch Einsetzen des ersten Ausdruckes von Gl in GL und Einfiigen der Ableitungen Gl.
und 2:27)in den zweiten Ausdruck von Gl.[2:24] ergeben sich die beiden Gleichungen fiir das linke

Trégerende zu:

Ay +A, = 0 (228)
EA.\ EA,\
—Al—Ag( = )—A3+A4< = ) =0 (2.29)
K, K,

Werden in analoger Weise die Randbedingungen des rechten Auflagers nach GI. verwendet, so

erhélt man die noch fehlenden Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten Ay, ..., A4

Ajsin(A) + Ay cos(N) + Az sinh(M\) + A4 cosh(A) =0 (2.30)
A (COS()\) —sin(}) EAZZ/\) — A (Sin(/\) + cos(\) EAZZ)\) +
® K,
(2.31)
FA, )\

As (cosh()\) + sinh(\)

) + A (sinh()\) + cosh()) EAZ”) —0

@ K,

Mit Hilfe der Gleichungen [2.28] 2.29] [2.30] und [2.31] erh&lt man das homogene Gleichungssystem zur

Losung der Unbekannten. Wiederum muss die Determinante der Koeflizientenmatrix verschwinden,
damit nichttriviale Losungen existieren, siche Anhang[l] Somit ergibt sich die Frequenzgleichung fiir

den beidseitig drehelastisch gelagerten Balken zu:

—1+ cos(A) cosh(A) — 2sin(\) cosh(\) (E ?}“A) +
c (2.32)
+2.cos(A) sinh()) (EAQDA) — 9sin(A) sinh(}) (E?;:) —0

Ist die transzendente Frequenzgleichung bestimmt, kénnen durch die numerische Nullstellenermitt-
lung die Eigenwerte A; und folglich auch die Eigenkreisfrequenzen w; berechnet werden. Setzt man
die Nullstellen A; in spéterer Folge wieder in das homogene Gleichungssystem ein, so ergeben sich die
Unbekannten Aq, ..., A4. Somit sind die Eigenfunktionen ¢(&) iiber Gl. bekannt.

Die Richtigkeit der in diesem Abschnitt hergeleiteten Frequenzgleichung wird anhand einer Grenzwert-
betrachtung und einem Vergleich der daraus resultierenden Ergebnisse mit jenen aus der Dissertation

von Tobias Méhr [I6] bestétigt, siehe Anhang
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2.2 Analytische Berechnung der Eigenschwingungen

2.2.3 Biegebalken mit Randmassen und -Federn

Lit.: Irretier [15]

Damit im Zuge der 2. Erweiterung die Nachgiebigkeit des Bodens und das Mitwirken des Funda-
ments und des Untergrunds simuliert werden kénnen, wird einerseits das Lehrsche Dampfungsmafl
des Bodens (p berticksichtigt und andererseits werden zusétzliche Punktmassen M, und vertikale

Wegfedern mit der Steifigkeit K, an den Réndern des Balkens eingefiihrt, siche Abb. [2.2]

=0 =1
K, Ke
E, Az, 1, ¢
Mzus,Jc Mzus,Jc
(] %
Kz Kz

Abbildung 2.2: Biegebalken mit Randmassen und -Federn

Wie auch schon bei der elastischen Einspannung, wird vereinfacht von einer Symmetrie des Systems

ausgegangen. Es gilt daher:

Kap,links = Kga,rechts = K«p
Kz,links = Dz rechts = Kz
(2.33)
Mzus,links = zus,rechts — Mzus
JCJinks = JC,rechts = JC =0

Jo steht fiir das Massentragheitsmoment. Der Ausdruck Jo = 0 verdeutlicht, dass es sich bei M,
um punktférmige Knotenmassen handelt, die iiber keine Rotationstrégheit verfiigen. Abermals erge-
ben sich die zugehdrigen Randbedingungen, unter Beriicksichtigung der Vereinfachungen nach [2:33]
durch das Freischneiden der Rénder und das Betrachten der angreifenden Kréfte und Momente. Die
Gleichungen und wurden aus [I5] entnommen und gelten fiir das allgemeine Problem des

Biegebalkens mit Randmassen und -Federn.

linkerRandmit £ =0:  BEAw(é ) e — (Kp —w?Jo)w(t) . =0 (234
2.34

EAzzw(fa t)'prr + (Kz - W2Mzus)w(£a t) =0
rechter Rand mit £ =1 : FEA w( t)gs + (K, — o.)2JC)w(§7 ).z =0 ( )
2.35

EAzzw(gat)rzfc - (Kz - WzMzus)w(g,t) = 0
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

Auch hier ist klar ersichtlich, dass es sich wiederum um implizite Randbedingungen handelt. ,,Man
erkennt, dass an den Réindern &€ = Qund & = 1 die Ausdriicke EA,,w(&,t)se und EA,, w(&,t)zwe,
die physikalisch die Randbiegemomente bzw. -querkrifte darstellen, durch die Ausdriickeﬂ F(K, —
wo)w(&,t) » und £ (K, — w?*M,s)w(é,t) ersetzt werden kénnen. Diese stellen physikalisch die
Riickstellkrifte der Randfedern und die Trigheitskrifte der Randmassen dar. “[15]

Zudem ergibt sich, aufgrund der an den Rédndern vorhandenen Masse, eine Abhéngigkeit der Rand-
bedingungen von der noch unbekannten Eigenkreisfrequenz w der Biegeschwingungen. Wie in [15]
geschildert, fiihrt diese Abhéngigkeit dazu, dass ein Balken mit massenbehafteten Rdndern durch ein
nicht selbstadjungiertes Eigenwertproblem beschrieben wird. In solchen Fillen sind daher die Eigen-
funktionen des Systems nicht im Sinne der Definition 2.15 orthogonal. Stattdessen muss eine erweiterte

Orthogonalitétsdefinition vorgenommen werden.

1

- [Mas 60 (E)6mlE) + Jo bna(€)bma()I} + / Wom (€) 60 (€) dE=0 m#n  (236)

0

Da es sich bei den Zusatzmassen M,,s um Punktmassen handelt, die mit Jo = 0 gekennzeichnet

sind, erh&lt man nach dem Streichen der Tragheitsterme

1

& (Mo 60(E)bm (O] + / 16 (€) 60 (€) dE=0 m#n (2.37)

0

die verallgemeinerten Orthogonalitidt der Eigenfunktion fiir das vorliegende Problem.

Daher handelt es sich bei den Gl. 2:34] und [2:35] um implizite und zudem auch noch um frequenzab-
héngige Randbedingungen mit denen es wiederum moglich ist, die bisher noch unbekannte Eigenkreis-
frequenz w; des Balkens und die zugehdrige Schwingungsform ¢, () zu bestimmen [I5].

Wie im vorherigen Abschnitt [2:2.2] gezeigt wurde, ist es prinzipiell moglich, die Frequenzgleichung und
damit schlussendlich die Eigenkreisfrequenzen und Eigenformen bei komplexer werdenden Systemen
zu bestimmen. Es entsteht jedoch im Allgemeinen ein grofser Rechenaufwand. Aus diesem Grund wur-
de nicht néher auf die analytische Losung des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn eingegangen.
Stattdessen erfolgt der Ubergang zur Berechnung der Eigenfunktionen mit Hilfe der Finiten Elemente

Methode.

2.3 Ubergang zur Finiten Elemente Methode (FEM)

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist eine numerische Methode zur Losung komplexer Struktu-
ren. Dabei wir das gesamte System in endlich viele finite Elemente unterteilt, die sich zumeist durch

einfache mathematische Funktionen beschreiben lassen. Den Bausteinen werden genau definierte Ei-

2worin das untere Vorzeichen fiir den linken Rand ¢ = 0 und as obere Vorzeichen fiir den rechten Rand ¢ = 1 steht.
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2.3 Ubergang zur Finiten Elemente Methode (FEM)

genschaften, wie Freiheitsgrade an den Elementenden, Verformungsmoglichkeiten, Materialparameter
und Belastungen zugewiesen. Durch die immer gréfser werdende Rechenleistung moderner Computer,
findet diese Methode immer gréfseren Anklang, da sie etliche Vorteile gegeniiber analytischer Berech-

nungen bietet. Speziell fiir Briickentragwerke konnen z.B. folgende Punkte erwéhnt werden [8]:

e Es gibt keine geometrischen Einschrankungen. Die zu analysierende Struktur kann nahezu alle
Formen annehmen, wie z.B. Balken-, Rahmen-, Bogentragwerke. Auch das Mitberiicksichtigen
des Oberbaues, der Schwellen und der Schiene zur Erhohung der Modelltiefe ist mit Hilfe der
FEM moglich.

e Randbedingungen und Belastungen kénnen flexibel variiert werden. Das Einfligen zusétzlicher

Auflager zur Berechnung von Durchlauftrigern ist leicht méoglich.

e Material- und Querschnittseigenschaften sind von Element zu Element variabel, so haben z.B.

der Briickenbalken, der Schotteroberbau und die Schiene unterschiedliche Eigenschaften.

e Komponenten mit unterschiedlichen Verhalten und mathematischer Grundlage kénnen mit ein-

ander verkniipft werden (z.B. Stébe mit Balken oder Platten usw.)

® u.v.m.

2.3.1 DMotivation und Grundlagen

Da die analytische Berechnung auf Grund komplizierter Formeln einen relativ groften Rechenaufwand
darstellen wiirde und zudem in der Einfachheit ihrer Erweiterbarkeit beschrankt ist, werden im fol-
genden Kapitel die Eigenfunktionen ¢; und die dazugehérigen Eigenwerte w; auf Basis der FEM
bestimmt. Als Grundlage dient wiederum der im Kapitel 2] beschriebene Bernoulli-Euler-Balken.
Diesmal wird der Briickentriger jedoch nicht in seiner Gesamtheit iiber die Spannweite L betrachtet,
sondern in eine endliche Anzahl von 2D-Bernoulli- Euler-Balken-Elemente unterteilt. Die Bausteine

weisen folgende Eigenschaften auf:
e 6 Freiheitsgrade pro Element, jeweils 3 pro Elementende
e Biegesteifigkeit FA,,
e Vernachléssigung der Schubdeformation

Wie in Abschnitt[2:]erwéhnt, werden nur transversale Schwingungen beriicksichtigt, daher wird davon
ausgegangen, dass es zu keinen Verformungen in x-Richtung kommt. Dadurch reduzieren sich die

Freiheitsgrade auf zwei pro Elementende, siehe Abb.
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

®. (0]
R " ' E, Az, Lg, 1 :
l/
Vi

b2

Abbildung 2.3: Freiheitsgrade und Eigenschaften eines 2D Bernoulli-Euler-Balkenelements

A |
<

<+-—0
<
N

Das transversale Verschiebungsfeld v eines Bernoulli-Euler-Balkens ergibt sich aus der Interpolation
iiber die Lénge eines Elements 0 < z < L zu ([§] und [9]):
4
v(x) = Z[N]{d} = Ny(z)vy + No(x)by + N3(x)ve + Ny(z)02 (2.38)
i=1
{d} = [v1 01 v2 62)7 ist dabei der Verschiebungsvektor nach Abb. und N;(z) sind die sogenannten
Form- oder Ansatzfunktionen (Hermitesche Polynome), die das Verformungsverhalten der Elemente
beschreiben. Diese Funktionen ergeben sich aus einem Polynom n-ter Ordnung und aus den Randbe-
dingungen.
Im Falle eines Balkens wird zur Bildung der Ansatzfunktionen ein kubisches Polynom, wobei FA,, =
konstant gilt, verwendet, siehe Gl (18])-
x x\2 x\3
Mo =aret e (3) v () :
(x) cl+02L—|—03 T +ca 7 (2.39)
Die bei der Bestimmung mit einflieffenden Randbedingungen sind in Tab. dargestellt, wobei N; ,
fiir die Ableitung des kubischen Polynoms N;(x) steht.

x=10

I
jun

.|

E

—e e

[l
ISV N
orool=Z y

coor=

N;
0
1
0
0

>—~<:c>©@.2

—e e

Tabelle 2.1: Randbedingungen der Formfunktionen (Quelle: [8])

Werden die Randbedingungen in Gl. 2:39 eingesetzt, ergeben sich die Ansatzfunktion zu:

3x2 223
M) =1= 75+ 77
2 2 3
No(z) =z — 2 4+ 2
) 5 (2.40)
3z 2x
Now) =77 = Iz
IE2 $3
Ni@)=—-7+ 75

Mit Hilfe von Abb. soll die Bedeutung dieser Funktionen interpretiert werden. Durch die Randbe-
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2.3 Ubergang zur Finiten Elemente Methode (FEM)

dingungen wird ein bestimmter Verformungszustand vorausgesetzt, der durch Einheitsverschiebungen-
und Verdrehungen an den Réndern des Elements definiert wird. Gleichzeitig wird gefordert, dass alle
anderen Freiheitsgrade Null ergeben miissen. Wird dieser Zustand auf das finite Element aufgebracht,
was mathematisch durch das Einsetzen der Randbedingung in das kubische Polynom geschieht, erhélt

man die zugehorige Ansatzfunktion.

3> 2> 2x%  «x

—————__~~ Nl(x)=1—?+F - ———_Nj(X):x_T-I—L_Z
1 . z NS/I = S

Abbildung 2.4: Formfunktionen eines Bernoulli-Euler-Balkens (Quelle: [§])

Diese Funktionen geben somit die exakte Verformung eines Bernoulli- Euler-Balkens wider, der an den
Enden statisch belastet wird. In weiterer Folge ist jedoch das dynamische Verhalten des Briickenbal-
kens, der transversal zwischen den beiden Knoten belastet wird, von Interesse. Dennoch kénnen diese

Funktionen herangezogen werden und bilden die Grundlage fiir die weiteren Berechnungsschritte [16].

2.3.2 Erstellen der Massen- und Steifigkeitsmatrix

Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit, kann aus dem Ausdruck fiir die Verzerrungsenergie die

Steifigkeitsmatrix eines Elements bestimmt werden, [§]. Fiir einen Bernoulli-Euler-Balken lautet sie:

12EA,, 6FA,, 12EA,, 6EA,,

L3 L2 L3 L2
6EA.,  4EA.. 6EA.. 2EA,.
. _
L2 L L? L
K] = / B]" EA.. [B]dx = (2.41)
0 12FEA., 6FA.,. 12EA,, 6FEA,,
I N 3 T2
6EA,. 2FA,, 6FEA.. AFA..
L2 L L2 L

worin [B] die Strain-Displacement Matrix ist, die die zweifachen Ableitungen der Formfunktionen

nach der Ortskoordinate x beinhaltet.

d? 122 6 6x 4 6 12 6xr 2
Bl=—[N]=||—%-— — - = — - = - - = 2.42
BegaN= () (1) (m8) (E-7)] e
Sie dient zudem zur Bestimmung der Kriimmung x der einzelnen Elemente, sobald der Verschiebungs-
vektor {d} bekannt ist.
P
dx?  da?

[N]{d} = [B] {d} (2.43)
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

Die Massen Matrix ergibt sich mit p = pA zu [§]:

156 22L 54 —13L

Lo L 22, 412 13L —3L2
[Me] = / [N]" [N] pAdz = (2.44)
0 54 13L 156  —22L

—13L —3L? —22L 4L?

Durch die Gleichungen und sind nun die lokale Steifigkeits- und Massenmatrix fiir jedes Ele-
ment bestimmt. In einem néchsten Schritt erfolgt die Zusammensetzung der lokalen- zu den globalen
Matrizen des Gesamtsystem. Dafiir ist die Transformationsmatrix [T] fiir die zweidimensionale Bal-
kenelemente die keine Verformungen in x-Richtung aufweisen erforderlich, sieche Gl. « ist dabei
der Winkel zwischen den Achsen des lokalen (u,v) - und des globalen (x,z) Koordinatensystems, siehe
Abb.

cosa 0 0 0

0 1 0 0
T] = (2.45)
0 0 cosa 0

o
o
o
—

Vi

4

Abbildung 2.5: Darstellung des globalen x-z-Koordinatensystems und des lokalen u-v-Koordinatensystems
eines 2D Bernoulli- Fuler-Balkenelements

Mit Hilfe der Transformationsmatrix [T] lassen sich, unabhéngig von der Orientierung der Elemente
im globalen Koordinatensystem, die Steifigkeitsmatrix [K] und die Massenmatrix [M] des Tragwerkes

berechnen.

K] = Z[Tv]T[Kelz][T1]
- (2.46)

[M] = Z[Ti]T[Mez,i][Ti]

Abb. zeigt schematisch die Zusammensetzung der globalen Steifigkeitsmatrix [K] anhand eines
Bernoulli-Euler-Balkens mit n Elementen (¢ = 1,2,..n) und m Knoten (5 = 1,2,...m), wobei der

Zusammenhang m = n + 1 gilt. Die Massenmatrix [M] ergibt sich in analoger Weise.
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2.3 Ubergang zur Finiten Elemente Methode (FEM)

A Vs A Vim

l ®1 l ®2 i ®3 l Om
Element 1 Element 2 Element n

§—09—09ﬁ ?% X

Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3 Knoten m
l m =n+1
zZVv
I:Kel.l:l
I\
My, 0, v, 0, ' v O Ve O,
k1,11 k1,12 k1,13 k1,14 Vi
k1,21 k1,22 K23 k1,24 0,
k1,31 k1,32 k1,33+k2,11 k1,34+k2,12 ka13 k3,14 V2
K] kiar ki k1,43+kz,21 k1,44+kz,22 kz,zs kz,z4 0,
k2,31 kz,sz k2,33+kn,11 k2,34+kn,12 kn,13 Kn,14 V3
kz,41 kz,4z k2,43+kn,21 k2,44+kn,22 an23 kn,24 ®3
8 1
T
K 2] kn,31 kn,32 kn,33 kn,34 Vi
K41 Kn, 42 knas  Knaa m
L
T
[Kel,n]

Abbildung 2.6: Bernoulli-Fuler-Balken bestehend aus n Elementen und m Knoten und dessen globale
Steifigkeitsmatrix [K]

Da die Matrizen der einzelnen Elemente symmetrische und quadratische [4 x 4] Matrizen darstellen,
sind folglich auch die globalen Matrizen symmetrisch und quadratisch. Sie haben abhéngig von der
Anzahl der Knoten m und der Freiheitsgrade je Knoten nppyq die Groke [(m - nppg) X (m-nrpa)]-
Im vorliegenden Fall des Biegebalkens unter alleiniger Beriicksichtigung der Transversalschwingungen
ist npga = 2.

In den dunkelgrau hinterlegten Bereichen in Abb. kommt es zu ein Uberlagerung zweier Elemente,
da sie den selben End- bzw. Anfangsknoten mit den zugehorigen Freiheitsgraden v; und 6; haben.
Diese Uberlappung wird bei der Zusammensetzung der globalen Matrizen [K] und [M] durch die
Addition der jeweiligen Komponenten der lokalen Matrizen in diesen Bereichen beriicksichtigt, siehe

Abb.

Da in dieser Arbeit ausschlielich gerade Trager thematisiert werden, wobei das lokale und das globale

Koordinatensystem gleich orientiert sind (o = 0 in Gl. [2.45)), bedarf es keiner Transformation. Es gilt:

=t (2.47)
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

Beriicksichtigung der Zusatzmasse und der Federn an den Auflagern

Wie im Kapitel gezeigt wurde, ist die Beriicksichtigung zusétzlicher Effekte an den Auflagern
durch eine analytische Berechnung durchaus mdoglich, jedoch mit grofem Aufwand verbunden. Durch
die Verwendung der FEM wird der Ubergang von einem gewohnlichen einfeldrigen Balken hin zu dem

in Abb. beschriebenen Modell mafgeblich vereinfacht.

In den globalen Matrizen [M] und [K] ist die Masse und die Steifigkeit an jedem Knotenpunkt genau
definiert. Zuerst sollen wiederum Drehfedern mit der Drehsteifigkeit K, am rechten sowie am linken
Auflager eingefiigt werden, also an den Knoten 1 und m wie in Abb. [2.7)zu erkennen ist. In der globalen
Steifigkeitsmatrix [K] (siehe Abb. stehen die Komponenten £; 22 und &, 44 fiir die Verdrehung an
den Tragerenden und beschreiben somit die Drehsteifigkeit der Randknoten. Sie werden in weiterer
Folge mit k1 20 = Kp 1 und ky, 44 = Kg m bezeichnet. Die Implementierung der zusétzlichen Drehfedern
ergibt sich nun durch die Addition der Drehfedersteifigkeit K, zu diesen Komponenten, siche Abb.
2.7 und G1. 248

In analoger Weise werden die Wegfedern durch Addition der Federsteifigkeit K, zu den Komponenten
Ky1 =ki11 und Ky = kp 33 (Abb. und Abb. und die Zusatzmassen M, durch Addition
zu den Komponenten M, ; = m; 11 und M, ,, = my, 33 eingefiigt. Da es ist sich bei den Zusatzmassen
um Punktmassen handelt - wobei das Tragheitsmoment J¢ gleich Null ist - haben sie lediglich Effekte

in vertikaler Richtung und Beeinflussen nicht die Verdrehung.

Vi Vo V3 Vm
Ke i 0, i 0, i CA Om i K,
x Element 1 X Element 2 ol Element n x
*7 *7 / x
MzuquC /Kz K, Mzus,Jc
Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3 Knoten m
‘ m=n+1
zZVv

vy 0, v, 0, V3 CH Vi S
Kotk |, v
Ko+ K, 0,
Va
0,

[K] =

V3
CH
Kv,m+ K, Vim
K@,m ar ng l<— @m

Abbildung 2.7: Bernoulli-Euler-Balken mit Randmassen und -Federn bestehend aus n Elementen und m
Knoten und Implementierung der Federn K, und K, an den Auflagern

Somit erhélt man durch Beriicksichtigung der Weg- und der Drehfedern die modifizierten Ausdriicke
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2.3 Ubergang zur Finiten Elemente Methode (FEM)

in der Steifigkeitsmatrix K mit:

12FA, .
K(”lvvl):Kv,l +KZZK(Uma'Um):Kv,m+Kz: I3 + K,
£ (2.48)
K(elagl):K0,1+K<p:K(gmagm):K0,7n+K = LZZ +Kgp
und fiir in der Massenmatrix mit:
uL
M(vlavl) = Mv,l + Moys = M(vmavm) = Mvﬁn + M.us = 4720156 + My (249)

2.3.3 Losen des Eigenwertproblems

Fiir ein ungedédmpftes System mit mehreren Freiheitsgraden ergibt sich aus der Bewegungsgleichung
in Matrizenschreibweise,

[M}{D} + [K]{D} = 0 (2.50)

das allgemeine FEigenwertproblem zu:
(K] —w?M]) {D} =0 (2.51)

Darin steht w? fiir die Eigenwerte und w ist die jeweilige Eigenkreisfrequenz. Der Vektor {D} bein-
haltet die Freiheitsgrade jedes Knotens. Der Term innerhalb der Klammer in Gl K] — w?[M],
wird als dynamische Steifigkeitsmatriz bezeichnet. Da durch die gew#hlten Lagerungsbedingungen
Starrkorperbewegungen wie Translation und Rotation auftreten kénnen, ist die Steifigkeitsmatrix [K]
positiv semidefinit und die Massenmatrix [M] positiv definit, da alle Knoten mit positiven Massen
belegt sind. Wie bei jedem Eigenwertproblem ergibt sich eine nichttriviale Losung nur dann, wenn,

wie in diesem Fall, die dynamische Steifigkeitsmatriz gleich Null ist [8].
det (K] — w’[M]) =0 (2.52)

Die Losung erfolgt numerisch mit der MATLAB-Routine eig. Dabei wird das allgemeine Eigenwert-
problem vollstéindig gelést und man erhilt alle Eigenwerte [w?] in Form einer [N x N] Diagonalmatrix
und die dazugehorigen Eigenvektoren [®] als [(m - nppg) x N ]E| Matrix. N steht dabei fiir die Anzahl
der Eigenschwingungsformen (k = 1,2, ..., N). Fiir ein vollstdndig gelostes Eigenwertproblem ist [®]
quadratisch und es gilt somit N = (m - npgg), was bedeutet, dass die Anzahl der unabhingigen
Eigenformen N gleich der Anzahl aller Freiheitsgrade des Systems (m - ngpgg) ist.

In der Eigenvektormatrix [®] steht jede Spalte fiir eine Eigenform k, die durch die Freiheitsgrade v;
und 6,5 jedes Knotens j ausgedriickt werden. Die Matrix [w?]

zugehorigen Eigenformen k, siehe Abb.

enthélt die Eigenwerte w%k zu den

3[a x b] ... a = Anzahl der Zeilen, b = Anzahl der Spalten
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

k=1,.,N
j=1,.,m EF, EF, EFy
Negh = 2 Vip | Vi Vin | V1
EF, EF, EFy 0, 05, Oy | 61
wh; O s 0 | EF Vi Voo o e Von | V2
0 wzz,z s 0 EFZ 9211 62’2 see 92 N ez
wi=| . | @=| ot U RN
0 0 wiyn | EFy
[N X N] Vm,l Vm,Z e Vm,N Vm
em,l em,2 e Om,N em

[N=(m-ngyg) x N]

Abbildung 2.8: Aufbau der Matrizen der Eigenwerte [w?] und der Eigenvektoren [®] als Ergebnis des
vollstéandig gelosten Eigenwertproblems

In der Matrix der Eigenvektoren [®], wobei die jeweiligen Vektoren auf den Maximalwert 1’ normiert
sind, sind nun alle nétigen Informationen enthalten, um die Form der Eigenschwingungen fiir dieses

System exakt abzubilden.

2.4 Implementierung des FEM-Kerns in das bestehende Rechenprogramm

Da es das erste Ziel dieser Arbeit ist, die Berechnung der Eigenfunktionen im bestehenden MATLA B-
Programm von Tobias Méhr [16] nunmehr auf Basis der Finiten Elemente Mehtode durchzufiihren
und zudem den weiteren Ablauf der Berechnungsalgorithmuses nicht zu beeinflussen, bedarf es einer

sorgfaltigen Implementierung.

Betrachtet man den MATLAB-Code nach [16], so bedient sich das Programm in seinen weiteren Be-
rechnungsverlauf neben der kompletten Eigenvektormatrix [®] der Eigenfunktionen [¢)], [¢'] und [¢”'].
Dabei beinhalten die Matrizen Informationen tiber die Verformung [¢], die Verdrehung [¢’] und die
Kriimmung [¢”']. Die Matrizen [¢], [¢’] und [¢’] haben die Dimension [N X np, + 1] und sind somit
abhéngig vom Diskretisierungsgrad np, der Briickenachse und von der Anzahl der Eigenschwingungs-
formen N, die in die Berechnung mit einflieffen. Im Zuge der modalen Analyse ist es iiblich, nur eine
bestimmte Anzahl von Eigenformen eines Tragwerkes zu beriicksichtigen. Im Normalfall sind bereits
die ersten drei Modi ausreichend [I8]. Die Diskretisierung beschreibt die Unterteilung der Briicken-
lange L und gibt den Matrizen [¢], [¢'] und [¢”] vor, in welchen Abstinden x die Werte ausgegeben
werden sollen. Will man z.B. bei einem Tréger mit der Spannweite L = 10 m die Werte fiir die Ver-
schiebung, die Verdrehung und die Kriimmung der Stabachse alle Az = 0,1 m wissen, so entspricht

das einem Diskretisierungsgrad von npy = L/Axz = 100 und einer Matrizengréfe [N x 101].

Durch die Berechnung mit Hilfe der FEM erhélt man, wie im vorherigen Kapitel gezeigt, eine Ei-
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2.4 Implementierung des FEM-Kerns in das bestehende Rechenprogramm

genvektormatrix [®] der Grofe [(m - nrppg) X N]. Wird die Dimension der Matrix nicht durch die
Anzahl der Knoten m, sondern iiber den Zusammenhang m = n + 1, durch die Anzahl der Elemente
n ausgedriickt, ergibt sich die Grofe von [®] zu [(n 4+ 1)nppa X N]. Da bei der Berechnung nur mehr
eine bestimmte Anzahl von Eigenschwingungsformen N beriicksichtigt wird, ist N # (n + )npug.
Somit ist die Matrix [®] im Allgemeinen nicht mehr quadratisch.

Wird die Eigenvektormatrix [®] nun nach den Verformungen v und Verdrehungen 6 sortiert und auf
die Anzahl der beriicksichtigten Eigenformen N reduziert, so erhilt man die separierten Matrizen
[¢] und [¢'] mit der Dimension [n + 1 x N] zur Beschreibung der Eigenschwingungen, sieche Abb.
Werden die Matrizen schlussendlich noch transponiert, so haben sie, wenn n = np, gilt, wie-
derum die Dimension [N x n + 1]. n = npy bedeutet dabei, dass die Anzahl der Elemente n dem
Diskretisierungsgrad np, entspricht und somit die Lange der einzelnen finiten Elemente L gleich Az

ist.

Die noch fehlende Matrix [¢”] der Kriimmung «; jedes Knotenpunktes hat den gleichen Aufbau wie die
Matrizen in Abb.[2.9und ergibt sich aus Gl. mit Hilfe des bereits bekannten Verschiebungsvektors
{d} und der Matrix [B].

Separierte Matrizen Transformierte Matrizen
EF; EF, EFy 2 v, \/
Vi1 Vi,2 cee ViN V1 Vi1 Vo AR L
vy, vy, Von [V vy, \73 eee Vnapo |EF
[d]= 21 2,2 N V2 [(P]T= 1,2 2,2 n+1,2 |EF2
Voe,1 Vii1,2 oo VisN |Vier Vin Vo <o« Vo |EFN
[(n+1) x N] [N x (n+1)]
EF, EF, EFy 0, 0, Oni1
6., 61 By (61 6., 6 «oo Bhia [EFy
(D] 9?,1 ef,z e%,N 6, (] = 6., 6, ... 6,.4,|EF
en+1,1 en+1,2 e en+1,N en+1 e1,N e2,N see en+1,N EI:N
[(n+1) x N] [N x (n+1)]
k=1,..,N
j=1,..,n+1

Abbildung 2.9: Aufbau der separierten und transponierten Matrizen der vertikalen Verschiebung [¢]” und
der Verdrehung [¢’]7 fiir die beriicksichtigten Eigenformen N

2.4.1 Vergleich der Ergebnisse mit der analytischen Losung

Eine Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir Einfeldtrdger mit den Spannweiten L = 2 — 10 m zeigt,
dass die Abweichung zwischen der analytischen und der FEM-basierenden Losung fiir die Matrizen
[¢] und [¢’] im Bereich von 1078 % liegt. Da die Matrix der Kriimmung [¢"] aus den anderen bei-

den schon mit Abweichungen behafteten Matrizen hervorgeht, kommt es zu groferen Schwankungen.
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2 Bestimmung der Eigenformen und -Frequenzen auf Basis der Finiten Elemente Methode

Man erkennt zwar, dass mit hoher werdenden Modi die Abweichung zunimmt, jedoch liegt sie fiir den
siebenten Mode nach wie vor nur bei 0,2 %. Da davon ausgegangen wird, dass hohere Modi nicht von
Interesse sind, ist somit die Ubereinstimmung der Berechnungsmethoden gegeben.

In weiterer Folge kann somit das bereits bestehende Rechenprogramm mit dem nun neu implemen-

tierten FEM-Kern zur Bestimmung der Eigenfunktionen verwendet werden.
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Kapitel 3

Grundlagen und Losungsalgorithmus

zur Bestimmung der Systemantwort

Durch den in den Kapiteln und beschriebenen Ubergang der Berechnungsmethode der Ei-
genfunktionen mit Hilfe der Finiten Elemente Methode und der nachfolgenden Implementierung des

FE-Kerns, ist ein wesentlicher Teil der dynamischen Analyse abgeschlossen.

Das bereits bestehende Programm, das von Tobias Mahr im Zuge seiner Dissertation [I5] geschrieben
wurde, kann in weiterer Folge zur Bestimmung der Systemantwort herangezogen werden, da die Ab-
laufe nach der Implementierung des FE-Kerns zur Berechnung der Eigenfunktionen nicht beeinflusst
werden. Aus diesem Grund ist es nicht erforderlich weitere Anderungen vorzunehmen.

Da das MATLAB-Programm wesentlicher Bestandteil der zweiten Hauptaufgabe dieser Arbeit ist,
werden in diesem Abschnitt, im Sinne der Vollsténdigkeit, die theoretischen Grundlagen, die verwen-

deten Zugmodelle und der Losungsalgorithmus zur Simulation einer Uberfahrt in aller Kiirze erldutert.

3.1 Modalanalyse

Da man sich bei der Berechnung der Systemantwort auf die Belastung durch einen iiberfahrenden Zug

der Modalanalyse bedient, wird diese im Folgenden in ihren Grundziigen erldutert.

Die Modalanalyse ist eine Erweiterung des Verfahrens nach Ritz und Galerkin. Bei diesem Verfahren
wird davon ausgegangen, dass sich die Verformungsfigur w(z, t) eines Balkens aus der Uberlagerung der
Produkte bekannter Ansatzfunktionen ¢;(x) und deren zeitabhéngiger Amplituden g;(¢) bestimmen

lasst [30]. N
w ) =3 0506, 5.1
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3 Grundlagen und Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Systemantwort

Die grofte Herausforderung dieser Methode ist die Bestimmung der Ansatzfunktionen, da sie die
Grundlage fiir die Berechnung darstellen. Prinzipiell ist es moglich, beliebige Funktionen dafiir zu
verwenden, solange sie stetig sind und die geforderten Randbedingungen erfiillen [30].

Werden fiir die Ritz’schen Ansétze die exakten Eigenfunktionen eingesetzt, folgt daraus die Modalana-
lyse [7]. Bei der freien Schwingung des gelenkig gelagerten Balkens konnen die exakten Eigenfunktionen
durch rein trigonometrische Funktionen beschrieben werden, weshalb eine analytische Losung sinnvoll
ist. Da es sich beim Modell des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn, siche Abb. 2:2] um ein
komplexeres System handelt, erfolgt zur Bestimmung der Eigenfunktionen der Ubergang auf die Finite

Elemente Methode, siehe Kapitel 2.3 und 2:4]

Die allgemeine Bewegungsgleichung fiir eine erzwungene Schwingung des Balkens lautet:
Mv (t) + Zw(t) + Kw(t) = p,(x) (3.2)

Unter der Voraussetzung, dass die exakten Eigenfunktionen vorliegen und bekannt sind, ergibt sich

Gl fiir Verformungsfigur des Balkens nach Ritz und Galerkin zu:

N N
w(t) =Y w;(t) = ¢1a1(t) + paga(t) +... + dnan(t) = Y q;(t); = Ba(?) (3.3)
7=1 w1 (1) wa(t) wa () 7=1

Diese Gleichung verdeutlicht, dass sich die Gesamtlésung der Verschiebung w aus der Summe von Teil-
ergebnissen zusammensetzen lésst. Sie wird daher auch modale Projektion genannt [13]. Der Ausdruck
® ist die in Kapitel 2.3.3] berechnete Eigenvektormatrix und beschreibt spaltenweise die Eigenfunk-
tionen der jeweiligen Modi k = [1,2, ..., N], siehe Gl Der Vektor q(t) enthélt in spéterer Folge die

Information, welchen Anteil die Amplituden ¢x(t) jedes Modi an der Gesamtlosung haben.

® = [¢1 2 ... D] a=[a1(t) a2(t) ... an(t)]" (3-4)

Wird in Gl. 3:2] die gesuchte Verschiebung w mit dem letzten Ausdruck aus Gl. [3.3] ersetzt und die

resultierende Formel mit ®7 multipliziert, ergibt sich:
STM® (1) + ®TZ® §(t) + ®TK® q(t) = @7 p, (1) (3.5)

Macht man nun von der néchsten Besonderheit der Modalanalyse, der Orthogonalitit der Eigenfunk-

tionen Gebrauch,
¢; My =0 ¢ Mey =diagM  j#k

Ko =0 ¢ Koy =diagK j#k

(3.6)

so sind die Produkte aller Eigenvektoren mit ungleichem Index gleich Null. Die Multiplikation von

Vektoren mit gleichem Index fiihrt zu einer Diagonalisierung der Systemmatrizen [M] und [K] und
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3.1 Modalanalyse

man erhéalt:

m;y 0 0 O

M,,0q = DTM® = (3.7)

kk 0 0 0
. 0 ks 0 0

Konog = BTK® = (3.8)
0 0 0 ky

M, 04 ist dabei die modale Massenmatrix, K,,,q die modale Steifigkeitsmatrix. Die modale Damp-
fungsmatrix Z,,,q kann nur unter vereinfachten Annahmen, auf die im néichsten Abschnitt ndher

eingegangen wird, wie in nachstehender GI. als Diagonalmatrix angeschrieben werden.

C1 0 0 0
0 ¢ 0 0

Zmog = DTZD = ? (3.9)
0 0 0 ey

Einsetzen der Gleichungen [3.7] B-§ und [3.9)in den Ausdruck [3.5]fiihrt zur modalen Bewegungsgleichung

in der Form:

Mmodq(t) + Zmon(t) + Kmodq(t) = @T p. (t) (310)

Da es sich in dieser Gleichung nun ausschlieflich um diagonale Matrizen handelt, wurde das Glei-
chungssystem vollstandig entkoppelt. Jede Zeile der modalen Bewegungsgleichung kann nun separat

gel6st werden und entspricht der Gleichung eines gewthnlichen Einmassenschwingers, nach:

M (t) + cedi(t) + kear(t) = & p. (1), k=1,2,..,N (3.11)

2 _ kg

bzw. in einer iiblicheren Schreibweise, wobei von den Ausdriicken wj = m—k und ;L—"k = 2(wy, Gebrauch

gemacht wird:

. , 1
G (t) + 2Chwr i (t) + wi qr(t) = m—k¢fpz(t), k=1,2,..,N (3.12)

Werden schlussendlich die Amplituden gx(t) aller Einmassenschwinger, also fiir jede beriicksichtig-
te Eigenform N, berechnet, erhélt man die Losung fiir die Verformungsfigur w(t) aus der modalen

Projektion Gl.[33}
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3 Grundlagen und Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Systemantwort

3.2 Dampfung

Wie im vorherigen Kapitel beschrieben, muss auch die modale Démpfungsmatrix Z,,,q diagonal sein,
damit das Gleichungssystem entkoppelt. Daher ist es erforderlich, sich einer linearen viskosen Energie-
dissipation zu bedienen, deren mathematische Definition sich im Wesentlichen auf der Vereinfachung
zu einem entkoppelten Differentialgleichungssystem begriindet und durch die Verwendung von moda-
len Dampfungskoeffizienten (j, gekennzeichnet ist [24].

,Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Verwendung eines "verschmierten”"Ddmpfungsparameters, der
die in einer realen Tragstruktur moglichen Dampfungsanteile (z.B. Materialddmpfung, Lagerreibung
oder Rissreibung) in einem Wert zusammenfasst, eine sinnvolle und im Rahmen der zur erwartenden

Genauigkeit ausreichende Annahme darstellt.“ [24].

3.2.1 Berechnung der Didmpfungsmatrix

Bedient man sich der Modalanalyse zur Berechnung der Systemantwort, so kénnen nun entweder die

modale Dadmpfung oder die Rayleigh Dédmpfung zur Anwendung kommen.

Modale Dampfung

Im Zuge der modalen Dampfung erfolgt die Abschitzung des Dampfungsgrades separat fiir jede ent-
koppelte Eigenform N. Dabei werden die Dédmpfungsparameter ¢, unter Verwendung des Lehrschen
Déampfungsmafies (, = cx/ck crit (Prozent der kritischen Ddmpfung) und dem Ausdruck fiir die kriti-

sche Dampfung selbst cy ¢t = 2pwy zu

ck:2,uckwk., k‘Zl,Q,...,N (313)

substituiert [24]. Ersetzt man den Ausdruck p fiir die Massenbelegung durch die generalisierte Masse

my, jeder Schwingungsform NN so erhélt man die diagonale Ddmpfungsmatrix

2410.)17711 0 0 0
0 2Cowom 0 0
Zonod = ®TZ® = Cawamz (3.14)
0 0 0 2{nwnmn

Da die generalisierte Massen my, sowie die Eigenkreisfrequenzen wy, jedes Modi k=[1,2,...,N| bekannt

sind, stellen die Lehrschen Dampfungsmafse jeder Eigenform die einzigen Unbekannten dar.

Rayleighsche Dampfung

Die Rayleighsche Dampfung ist eine proportionale viskose Ddmpfung die sich aus einer Linearkom-

bination der Massenmatrix M und der Steifigkeitsmatrix K zusammensetzt, sieche Abb. Unter
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3.3 Verwendete Zugmodelle

Verwendung der generalisierten Matrizen M,,,,q und der Steifigkeitsmatrix K,,,q4 folgt ihre Bestim-
mungsgleichung zu:

Zmod == aMmod + BKmod (315)
Das Lehrsche Dampfungsmaf fiir die k-te Schwingungsform l&sst sich aus

> P
=5+ (3.16)

berechnen [16]. Dabei sind o und S Proportionalitdtskonstanten, die sich aus den zwei bekannten
Eigenkreisfrequenzen w; und w; und der Voraussetzung, dass sowohl das Lehrsche Dampfungsmafi der

i-ten sowie der j-ten Eigenform gleich sind, ergeben.

a= (g

wi+wj wi+wj

mit (== (3.17)

Abb. veranschaulicht wie sich das Lehrsche Dampfungsmafl in Abhéngigkeit der Eigenkreisfre-
quenzen w; und w; verhélt. Liegt die Frequenz der betrachteten Schwingung wy zwischen w; und w;
(wi < wp < wj), so wird sie geringfligig schwécher geddmpft wie w; und w;. Schwingungen mit Fre-
quenzen wy > wjwerden nahezu vollstindig herausgedampft. Daher ist es bei der Verwendung der
Rayleighsche Dampfung notwendig, die mafigeblich an der Schwingungsantwort beteiligten Eigenfor-

men zu kennen [24].

i
Rayleighsche Dampfung
Z=aM+pK
_* , po
\ =20t 2
\ .-
C‘lié‘j ) ,”\’C:M
- 2
\ _ -
\ &
S .
-7 T Ramem Lo ____/47211)
wi w; w

Abbildung 3.1: Rayleighsche Dampfung (Quelle: [6])

3.3 Verwendete Zugmodelle

In den Kapiteln 3.1 und 3.2 wurden die Terme der allgemeinen Bewegungsgleichung [3:2] die das
Tragwerk beschreiben, ausfiihrlich thematisiert. Um den Balken nun in Schwingung zu versetzen,
bedarf es einer Anregung, die durch den Lastterm p,(z,t) definiert wird.

Wie in Kapitel schon kurz erldutert wurde, gibt es verschiedene Modelle um die Belastung eines
iiberfahrenden Zuges zu simulieren. Im Folgenden Kapitel werden die beiden géngigsten Methoden

beschrieben. Dabei wurden die einzelnen Formeln sowie die generellen Uberlegungen zum gréften Teil
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3 Grundlagen und Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Systemantwort

der Dissertation von Tobias Méhr [I6] entnommen.

3.3.1 Folge von Einzelkriften
Lit.: Mdhr [16]

Jede Lokomotive bzw. jeder Waggon eines Zuges besteht aus einem Wagenkasten, einem Drehgestell
und den Radachsen. Wird die Masse aus all diesen Komponenten auf die Anzahl der Achsen aufgeteilt
und mit der Erdbeschleunigung g multipliziert, so wird der Zug durch eine Folge von Einzelkréften
P; (i =1,2,...,m) abgebildet.

Unter der Annahme, dass sich der Zug mit konstanter Geschwindigkeit v iiber die Briicke bewegt,
lasst sich der aus der Geometrie des Zuges bereits bekannte Abstand [1; zwischen der ersten Kraft Py
und der nachfolgenden Kraft P; durch das Produkt der Zeitdifferenz Aty; und der Geschwindigkeit v
ausdriicken.

lli = ’UAth' 111 =0 (318)

RO . RO B
I ijonst.

A

<
<
<
<

Za s

—>X 1
X,= v(t-At,) |
=124

=
|
=
s
| S

~

Abbildung 3.2: Modellzug als Folge von Einzelkréften (Quelle: [16])

Die mathematische Formulierung des Lastterms p, lautet folgendermafien:
m
P, = Z Pzrl(.’L‘l)(S(J? — Jii) (319)
i=1
Darin definiert die zeitlich variable Koordinate x; die momentane Lage der Last P;.

ZT; :’Ut—lli 1= 1,2,...,777, (320)

I'(x;) stellt eine Rechteckfunktion dar, die sich aus der Heavisideschen Sprungfunktion H zusammen-
setzt. Sie gibt an, ob sich die i-te Kraft zu einem bestimmten Zeitpunkt auf der Briicke befindet oder

nicht:

1 ,0<uax; <L
I'(z;) = |H(x;) — H(x; — L)| = (3.21)
0 ,x; < Ooder L < x;
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3.3 Verwendete Zugmodelle

Mit Hilfe der Diracsche Deltafunktion é(x — z;) werden schlussendlich die Angriffspunkte der Kréfte
P; beschrieben.

1 fire —2; =0
S(x — ) = (3.22)

0 fire —x; #0
Wird das System in weiteren Schritten, die hier nicht ndher erldutert werden, von physikalischen in ge-
neralisierte Koordinaten transformiert und von der Definition des Spaltenvektors der Eigenfunktionen
¢(x) ={¢r, k=1,2,...,n} Gebrauch gemacht, so lisst sich die Gleichung wie folgt ausdriicken:

m

p. = Z Pl (z:)(;) (3.23)

3.3.2 Das Mehrkérpermodell

Lit.: Mihr [16]

Bei der Modellierung der Zugsiiberfahrt durch eine Folge von Einzellasten werden zur Vereinfachung
diverse Effekte vernachléssigt. Zum einen ist der Aufbau eines Waggons in Realitit weitaus komplexer,
wie Abb. fiir das Mehrkorpersystem verdeutlicht, und zum anderen beeinflussen sich das Tragwerk
und der Zug gegenseitig, wodurch eine strikte Trennung der beiden Komponenten, wie es im Modell

der Einzelkrifte der Fall ist, zumeist zu einer Uberschiitzung der Tragwerksantwort fiihrt.

my, Iy
gﬂw(\
X i Sw Xwp
¥ v = konst.
—0— Wy —
[—\ 5 kzzé! !622 Sekunddrstufe ks, Cy; Sekunddrstufe
@ I — %, ’/_'\/’S}) %J’,.\/SD
ZW Xpr T Xpg Mps, In, Xpr ¥ Xpr Mpu, I
DR, DR | —_— 4——DR ] “DR , Lol Rl
wy ' ¥ )
82 Primdrstufe BI Primdrstufe
ki cy ksl os ke, kygen
Mgy Mp3 Mgz Mgy
Wrq W3 W) Wy

Abbildung 3.3: Zweidimensionales Mehrkorpermodell fiir ein Schienenfahrzeug (Quelle: [16])

Abb. B3] zeigt einen Ausschnitt fiir das dynamische Mehrkérpersystem fiir ein Schienenfahrzeug. Darin
ist ersichtlich, dass die Massen und die Tragheit der einzelnen Komponenten, sowie deren Kopplung
untereinander iiber Federn und Dampfer im zweidimensionalen Modell beriicksichtigt werden. Die
Schienenfahrzeuge werden also in der Ebene realitdtsgetreu abgebildet. Durch die Interaktion der ein-
zelnen Fahrzeugteile kann nun nicht mehr davon ausgegangen werden, dass die Achslast des Waggons

gleich der statischen Last P; ist.
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3 Grundlagen und Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Systemantwort

— . v = konst.
Sekunddrstufe —
° JFm' Fkll_F;l]
Primdrstufe k; ¢
M/ B=Fy-Fa- -4
My Wry

N S —— T . .
A P =) A fi= myivy,

X |p

X=vi_, "1

L
1

Abbildung 3.4: Kopplung des Fahrzeugmodells an das Briickenmodell (Quelle: [16])

Es kommt viel mehr zu einer Abhéngigkeit der Kopplungskraft P;(x;) von der zweifachen Ableitung
der Biegeordinate der Briicke w;(x;), also der vertikalen Beschleunigung [17]. Durch das Freischneiden
eines Waggonrads, sieche Abb[3:4] und Betrachtung des letzten Terms der Formel wird dieses

Phénomen veranschaulicht.
Pi(z;) = Fist — Fi — Feui — mpiti(z;) (3.24)

mpw;(x;) beschreibt die Tragheitskraft des Rades die sich aus dem Produkt der Radmasse mpg;
und vertikalen Beschleunigung ;(z;) zusammensetzt. Somit wird die Kopplung deutlich. Die weite-
ren Ausdriicke der GI. bezeichnen die statische Aufstandskraft F;,;, die Federkraft Fj1; und die
Déampfungskraft F.;; des Rades. Analog zum Modell der Einzelkrifte wird eine gleichformige Bewe-
gung mit konstanter Geschwindigkeit v vorausgesetzt. Auf weitere Annahmen die diesem Modell zu

Grunde liegen wird an dieser Stelle nicht niher eingegangen, sondern auf [16] verwiesen.

Der Lastterm p, fiir das Mehrkdrpersystem, ergibt sich in generalisierten Koordinaten ausgedriickt,

zZu:

4 n

P. = Y {Fist = Frai = Feri = mri ) _[456;(%) + 204;0;,0(2) + 0745 00 (€)= JTi (8)B(w:)  (3.25)
i=1 i=1

Darin stehen die noch unbekannten Ausdriicke §;¢;(z) fiir die Vertikalbeschleunigung des Balkens

an der Stelle z, 2v¢;¢; »(x) fiir die Coriolis-Beschleunigung zufolge der Rotationsgeschwindigkeit des

Querschnitts und v2q;¢; .. () fiir die Zentripetal Beschleunigung die sich zufolge der Kriimmung des

Balkens ergibt.

Aufgrund der Kopplung des Fahrzeugs und der Briicke kommt es, physikalisch ausgedriickt, zu einer
Ubertragung der Schwingungsenergie von der Briicke auf das Fahrzeug [12]. Daher kann es durch
diesen Effekt zu einer Reduktion der maximalen Amplituden der Durchbiegung bzw.der Vertikalbe-

schleunigung des Tragwerkes kommen, worin der grofe Vorteil des Mehrkorpersystems liegt.
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3.4 Erlduterung des Losungsalgorithmus

3.4 Erlauterung des Losungsalgorithmus

Mit Hilfe der in Kapitel 2| berechneten Eigenfunktionen und der in Kapitel gegebenen Definitionen
fiir die modalen Matrizen wurde die linke Seite der Bewegungsgleichung [3.2] beschrieben. Im Zuge
der Erlauterung der Zugmodelle in Kapitel @ ist schlussendlich auch der noch fehlende Lastterm p,
bestimmt. Somit sind nun alle notwendigen Terme bekannt, um die Schwingungsantwort einer Briicke

auf die Anregung durch einen iiberfahrenden Zug zu berechnen.

Die Losung der Bewegungsgleichung erfolgt numerisch durch die Unterstiitzung mit der Software
MATLAB und dem darin verfiigbaren Programm SIMULINK. Anstelle des von Tobias Méahr in [16]
verwendeten Losungsalgorithmus ode113 wird in weiterer Folge der Algorithmus odel5s verwendet.
Dabei erfolgt die Integration im Zeitbereich abermals mit variabler Schrittweite, jedoch hat sich der

solver odel5s als stabiler herausgestellt. Fiir ndhere Informationen zum solver wird auf [4] verwiesen.

Die in den vorherigen Kapiteln vorgenommenen Erweiterungen zum bestehenden Programm von To-
bias Méhr konnen dem Struktogramm nach Abb. [3:5] entnommen werden und sind in der Grafik grau

hinterlegt.

Im Bereich der Dateneingabe wurde unter Punkt - 1.3. Auswahl: Lastmodelle - zu den bereits
verfiigbaren Ziigen, Railjet und HSLM-A 1-10, auch die Option zweier gekoppelter Taurus-
Lokomotiven fiir alle drei Berechnungsmethoden (Einzelkrifte, Einzelmassen und MKS) eingefiigt.
Im weiteren Verlauf der Arbeit dient diese Auswahl als Grundlage fiir die Berechnungen, da die
vorliegenden Ergebnisse, der im Feld durchgefithrten Messung, auf der Uberfahrt zweier gekoppelter

Taurus-Triebfahrzeuge beruhen.

Unter Punkt - 2. Numerische Losung der Bewegungsgleichungen - besteht nun die Md&glichkeit, die Be-
rechnung der Eigenfunktionen fiir Bernoulli-FEuler Balken auf Basis der FEM durchzufiihren.
Dadurch kénnen die Erweiterungen im Bereich der Randbedingungen beriicksichtigt werden.
Somit lassen sich zusétzliche Drehfedern zur Abbildung einer Einspannwirkung, Wegfedern zur Be-
schreibung der Nachgiebigkeit des Untergrundes, Zusatzmassen die das Mitschwingen des Bodens

beschreiben und das Dampfungsverhalten des Bodens miteinbeziehen.

Des Weiteren wurde ein SIMULINK -Modell zur Lésung der Bewegungsgleichungen fiir den Aufruf

- MKS Taurus-Taurus - implementiert, siche Punkt 2.4.

Der restliche Ablauf des Struktogramms wurde nicht beeinflusst. Die Ergebnisse fiir das Lastmodell
- MKS Taurus-Taurus - unter Punkt 3.4. ergeben sich aus den bereits bestehende Programm. Fiir

detaillierte Informationen wird auf [16] verwiesen.
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3 Grundlagen und Losungsalgorithmus zur Bestimmung der Systemantwort

~ 1.Dateneingabe 1
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Abbildung 3.5: Struktogramm des erweiterten MATLAB Programms (Quelle: [I6])
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Kapitel 4

Referenzdaten der Messung und

Eingangsgrofsen fur die Berechnung

Im Zuge der zweiten Hauptaufgabe wird das erweiterte Rechenprogramm getestet. Dabei dient eine
durchgefiihrte Messung als Referenz. Es soll untersucht werden, welche Effekte im Vergleich zu dem
bisher verwendeten Modell, des beidseitig gelenkig gelagerter Biegebalkens, durch die neu implemen-
tierten Federn und Zusatzmassen entstehen und inwiefern es zu einer besseren Ubereinstimmung mit
den Messergebnissen kommt.

Zunichst werden der Aufbau der Messung und vorhandene Kennwerte fiir das Tragwerk und das Last-
modell erldutert, die im Anschluss als Eingabewerte in das Berechnungsprogramm einfliefen. Danach
wird versucht, auf Basis von einfachen und sinnvollen Annahmen, Bereiche fiir die Gréfsenordnung der

Federsteifigkeiten und der Zusatzmasse abzuschétzen.

4.1 Messung und Kennwerte

Lit.: [29]

Die durchgefiihrte Messung erfolgte an einem Tragwerk auf der Westbahnstrecke. Dabei handelt es
sich um ein Betontragwerk mit einer Spannweite von L = 4 m und mit einem durchgehenden Schot-
terbett. Die genauen Briickendaten sind leider nicht bekannt, jedoch wird in dem zugrundeliegenden
Bericht ([29]) ein Vergleichstragwerk angegeben, welches nach Angaben der ,Osterreichischen Bun-
desbahnen“ (OBB) eine sehr dhnliche Charakteristik aufweist. Die Anregung des Briickentragwerks
erfolgte durch die Uberfahrt zweier gekoppelter Taurus-Triebfahrzeuge der Klasse 1016 mit anschlie-
fenden Messwagen bei einer Geschwindigkeit von v = 230 km/h und dauerte ¢ = 0,991 s. Bei der
Messung wurde der vertikale Beschleunigungsverlauf des Tragwerkes in Feldmitte aufgezeichnet und

eine Grundfrequenz von fjr = 25,95 H z ermittelt. Der tiefpassgefilterte (f. = 100H z) Verlauf der Ver-

39



4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

tikalbeschleunigung und eine schematische Darstellung des Zugs kénnen Abb. entnommen werden.

Durch den Ausschwingvorgang zwischen den Achsen des Messwagens lésst sich zudem eine Dampfung

von (= 5,34 % errechnen, siehe Abb.

Aus den Ergebnisse dieser Messung konnen einige grundlegende Aussagen, die vor allem fiir kurze
Briickentragwerke typisch sind, getroffen werden. Zum einen liegen die maximalen Beschleunigungs-
werte mit etwa |Wrp| = 2,31 m/s2 unterhalb der normativgeregelten Grenzwerte von agynew =
3,5m/s? fiir Neubauten gemif ONORM EN 1990/A1 von und aGr.ait = 6 m/s? fiir Bestandsbauten
nach ONORM Regel ONR. 24008. Zum anderen bleiben die Beschleunigungswerte gering, da keine Re-
sonanzeffekte auftreten. Dies lasst sich daran feststellen, dass die einzelnen Drehgestelle, wie in Abb.
gezeigt, klar zu erkennen sind und die Amplituden gleichméfig hoch bleiben. Des Weiteren ist die
gemessene Dampfung nahezu doppelt so hoch wie die im Eurocode [I] vorgegebene, was bezeichnend

fiir kurze Tragwerke mit durchgehendem Schotterbett ist.

v =230 km/h
%

(= == =

o
w»

=]

-0.5

Beschleunigung wpar [m/s?]

[tppg| = 2,31 m/s?
!

0 0.2 04 0.6 0.8 0.991 1.2
Zeit t [s]

Abbildung 4.1: Beschleunigungsverlauf des untersuchten Betontragwerks auf der Westbahnstrecke nach
Angaben der OBB

4.1.1 Briickenkennwerte

Die angegebenen Briickendaten wurden dem Bericht [29] entnommen und dienen in spéterer Folge als
Eingangswerte fiir die programmgestiitze Berechnung.
Die Briicke mit Spannweite L = 4m besteht aus einer tragenden Stahlbetonplatte mit dariiber liegen-

dem Gleisschotter, Schwellen und Schienen. An den Seiten des Tragwerkes ist iiber den Kragtrigern
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4.1 Messung und Kennwerte

ein Randbalken des Typs HL 2.1 El angebracht. Die Abmessungen der einzelnen Komponenten kénnen
aus den Abbildungen fiir den Querschnitt [£.2] und den Léngsschnitt [£.3] des als Grundlage fiir die

Berechnung dienenden Briickentyps, entnommen werden.

2,20

uIC 60 ' viC 60

Bmonschweua 2 eon: aeio zo

Abbildung 4.2: Querschnitt des als Grundlage dienenden Briickentyps (Quelle: [29])
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Abbildung 4.3: Langsschnitt des als Grundlage dienenden Briickentyps (Quelle: [29])

Eigengewicht G

Bauteil Querschnitt [m?] Dichte [kg/m3] Gewicht [kg/m]
Betonplatte 4,5 x 0,364 2500 4090,9
Kragtréager 2x 0,454 2500 2268,8

G = 6359,7
Ausbaulast Q

Bauteil Querschnitt [m?] Dichte [kg/m3] Gewicht [kg/m]
Randbalken - - 2330,0
Schotter (bewegt) 2,60 x 0,55 1900 2717.0
Schotter (tot) (4,40-2,60) x 0,55 1900 1881,0
Betonschwelle (0,26x0,20x2,60) alle 0,60 m 2500 563,3
Schiene UIC 60 - - 120,6

Q = 7611.9
Gesamtmasse [kg/m] = G+ Q= 13.971,6

Tabelle 4.1: Massenbelegung des Briickenquerschnitts (Quelle: [29])

Die Massenbelegung der Briicke setzt sich aus dem Eigengewicht des Tragwerkes G - bestehend aus

der Stahlbetonplatte und den seitlichen Kragtragern - sowie der Ausbaulast Q zusammen, wobei sich

IFiir weitere Details siehe z.B. http://www.regelplanung.at/Html/randbalken type hl 2.1.htm
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4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

der Aufbau der Ausbaulast in die in der Tab. angegebenen Teile gliedert. Dabei werden entgegen
EN 1991-2 ([1]) die Dichten und somit die Massenbelegung nicht variiert.

Da die genauen Briickenkennwerte nicht bekannt sind, wird eine Schwankungsbreite der Briickenei-
genfrequenz iiber eine Variation der Biegesteifigkeit EF'A,, abgedeckt. Die Querschnittswerte fiir die
Flache A, das Tragheitsmoment A, ., sowie der Elastizititsmodul F und die Biegesteifigkeit EA,,

der einzelnen Komponenten des Briickentragwerks kénnen Tab. [1.2] entnommen werden.

Querschnitt A [m?] A..[m* E[N/m? EA..[Nm?
Betonplatte L — 4 m 1,636 0,01803156  3,2-100  5,76- 10°
Schotter (bewegt) 1430 0,03604792 3,0 10° 1,08 107
Schiene UIC 60 0,015  0,0000611  2,1-10 1,28 - 107

Tabelle 4.2: Steifigkeitskennwerte des Tragwerks, des Schotters und der Schiene (Quelle: [29])

Die in weiterer Folge angesetzte Tragwerkssteifigkeit geht von der Biegesteifigkeit der Stahlbeton-
platte EA,, = 5,76 - 10 [Nm?] aus und wird im Bereich von +25 % erhéht bzw. abgemindert. Die
Mitberiicksichtigung der aussteifenden Wirkung des Schotterbetts und der Schienen sind durch diese
Schwankungsbreite mit abgedeckt. Der Bereich in dem die Biegesteifigkeit FA,, der Briicke variiert
wird, ergibt somit zu:

EA,.., =4.3-10% bis 7.2-10% [Nm?] (4.1)

4.1.2 Belastungskennwerte

Die gemessene Briickenantwort basiert auf der Anregung durch zwei gekoppelte Taurus-
Triebfahrzeuge. Aufgrund fehlender Informationen erfolgt die Modellierung der Uberfahrt ohne
den Messwagen. Der Zug kann sowohl als eine Folge von Einzelkréafte als auch durch das komplexere

Mehrkérpersystem abgebildet werden, siehe Abb.

Lastmodell - Einzelkrifte

215kN  215kN 215kN  215kN  215kN  215kN 215 kN 215kN
3,0 6,90 3,0 6,38 3,0 6,90 3.0

-

Abbildung 4.4: Belastungskennwerte fiir das Lastmodell - Einzelkrafte (Quelle: [29])
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

Fiir das als Grundlage dienende Modell der Einzelkréfte konnen alle notwendigen Daten aus Abb.
[4.4] entnommen werden. Im Berechnungsmodell wirken die angegebenen Kréfte als Impulse auf das

Tragwerk.

Lastmodell - Mehrkoérpersystem

Wie schon im Abschnitt beschrieben wurde, erfolgt auch eine Erweiterung des MATLA B-Codes
im Bereich der Auswahl der Lastmodelle. Dabei wurde das bereits implementierte Mehrkérpermodell
fiir das Zugmodell Railjet auf zwei gekoppelte Taurus-Lokomotiven reduziert, siche Punkt 2.4 im
Struktogramm Abb. Der Aufbau des mechanischen Modells ist in Abb. dargestellt. Die
dazugehorigen Kennwerte der Komponenten sind in Tab. angegeben und beruhen auf [16].

Bezeichnung Wert Einheit
Masse Wagenkasten My 52400 kg
Massentragheitsmoment Wagenkasten I, 890008, 4 kgm?
Masse Drehgestell mp 13200 kg
Massentragheitsmoment Drehgestell Ip 7300 kgm?
Masse Rad mp 2500 kg
Federsteifigkeit (Rad) k1 4000000 N/m
Déampfungskoeffizient (Rad) 1 80000 Ns/m
Federsteifigkeit (Wagenkasten) ke 2800000 N/m

Dampfungskoeffizient (Wagenkasten ) 200000 Ns/m

Tabelle 4.3: Kennwerte einer Taurus-Lokomotive fiir das Mehrkorpersystem

4.2 Abschatzung der zusiatzlichen Modellparameter

Durch die Erweiterungen hin zum Modell des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn, Abb. ist
es nun moglich zusétzliche Effekte in die Berechnung mit einfliefsen zu lassen. Diese Effekte betreffen
die Berticksichtigung der Bodensteifigkeit K., eine zum Mitschwingen angeregte Zusatzmasse M,
das Lehrsche Dampfungsmafs des Bodens (g und eine von der Schiene erzeugte Einspannwirkung, die
durch Drehfedern mit der Steifigkeit K, ausgedriickt wird.

In den folgenden Kapiteln werden die dynamischen Eigenschaften des Bodens und die Einspannwir-
kung der Schienen thematisiert. Anhand von als sinnvoll erachteten Annahmen und Uberlegungen
werden die Grofenordnungen dieser Parameter abgeschétzt. Durch die Bestimmung von oberen und
unteren Grenzwerten werden danach Bereiche festgelegt, in denen sich diese Parameter bewegen kon-

nen.

4.2.1 Dynamische Eigenschaften des Untergrundes
Lit.: Studer [25]

Die Abschétzung der dynamischen Eigenschaften des Untergrundes ist ein sehr komplexes Problem.

Als Grundlage fiir die in der Literatur erwdhnten Losungsansiitze, dient das Modell fiir starre Ma-
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schinenfundamente. Dabei wird davon ausgegangen, dass z.B. durch die Unwucht der Maschine eine
Anregung erzeugt wird, die die Maschine und das darunterliegende starre Fundament zum Schwingen
bringt. Die Belastung der starren Platte wird auf den Boden iibertragen, wodurch ein bestimmter
Bereich des Untergrunds in Schwingung versetzt wird. Die Groke des angeregten Bereichs und die
Verstiarkung bzw. Abschwéichung der Schwingung héngen von zahlreichen Parametern, wie Frequenz

und Amplituden, Maschinen bzw. Bauwerksmasse, Fundamentmasse, Bodenart und -aufbau, ab.

All diese Abhéngigkeiten verdeutlichen einerseits die Komplexitét dieses Problems und andererseits,
dass sich der Auflagerbereich einer Briicke, unter gewissen Voraussetzungen (siche Absatz "Uber-
tragung des Modells auf ein Briickentragwerk) durch das Modell fiir starre Maschinenfundamente
beschreiben ldsst. Die Anregung an den Auflagern erfolgt dabei nicht durch eine Maschine, sondern
durch den iiberfahrenden Zug.

Fiir eine exakte Losung des Problems, die all die zuvor erwdhnten Abhéngigkeiten beriicksichtigt, wére
ein immenser Rechenaufwand erforderlich, der sich in den wenigsten Féllen rechtfertigen lasst. Da-
her wurden vereinfachte Berechnungsverfahren entwickelt. Allen voran steht hier die Erkenntnis von
Lysmerﬂ »dass das dynamische Verhalten einer vertikal angeregten, starren Fundamentplatte auf ei-
nem homogenen Halbraum sehr gut durch ein einfaches Feder- und Dampfer-Modell dargestellt werden
kann“|25]. Der elastische Halbraum stellt eine Idealisierung des Bodens dar, wobei man den dreidi-
mensionalen Raum durch eine waagrechte, unendliche ausgedehnte Ebene in zwei Hélften teilt. Die
untere Halbraumbhilfte ist in der Tiefe z sowie in der seitlichen Ausdehnung x und y unbegrenzt. Die
Belastung erfolgt an der Oberflache, sieche Abb. [£.5] Des Weiteren kann der Halbraum als masselos,

homogen, linear elastisch und isotrop beschrieben werden [3].

Halbraumoberflache
P

Untere Halbraumhalfte

Abbildung 4.5: Durch eine vertikale Einzelkraft P, belastete Kreisplatte mit dem Radius r auf dem elasti-
schen Halbraum (Quelle: [3])

Aus diesem Grund wird dieses Modell (Einmassenschwinger-Analogon), im néchsten Abschnitt er-

lautert. Es dient in spéterer Folge als Grundlage fiir die Berechnung der Steifigkeit K, der fiktiven

2John Lysmer 1931-1999
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Zusatzmasse M f;ii0 - die als zusdtzlicher Term in M, einflieft - und zur Abschétzung des Lehrschen

Déampfungsmafes des Bodens.

4.2.2 Einmassenschwinger-Analogon

Lit.: Studer [25]
Unter der Annahme, dass sich der Boden bei kleinen Dehnungsamplituden als elastisches Medium
verhélt, kann der Untergrund fiir die Berechnung mit Hilfe von Feder- und Dampfungselementen
abgebildet werden, siehe Abb. Hsieh (1962) und Lysmer (1965) setzen des Weiteren voraus, dass
diese Feder- und Dadmpfungselemente linear elastisches bzw. viskoses Verhalten aufweisen und somit die
Bewegungsgleichung fiir ein vertikal schwingendes Fundament identisch mit der Bewegungsgleichung

eines Einmassenschwingers ist.

Abbildung 4.6: Einmassenschwinger-Analogon fiir vertikal angeregte starre Fundamente (Quelle: [25])

M3+ C.i+ K,z = P(t) (4.2)

Lysmer geht noch einen Schritt weiter und verwendet frequenzunabhéngige Koeffizienten fiir die Stei-
figkeit K, und die Dadmpfung C,. Diese Koeffizienten ergeben sich aus den Abmessungen des Funda-
ments, mit dem Radius r fiir eine Kreisplatte, und den Baugrundparametern. Dabei steht G fiir den

Schubmodul, v fiir die Possionzahl und p fiir die Dichte des Untergrunds.

4Gr

K. = (4.3)
2
c. = ?’irV\/Gp (4.4)

Wie man aus den Gleichungen [£.3] und [£.4] erkennen kann, sind die Koeffizienten K, und C, aus-
schliefslich von den Kennwerten des Bodens und den Abmessungen des Fundaments abhéngig, was
den grofen Vorteil dieses Modells darstellt. Dadurch ist es mdéglich, die dynamischen Grofen des Bo-
dens als konstante Werte in die Berechnung einfliefien zu lassen.

Die Federsteifigkeit K, entspricht der statischen Steifigkeit einer vertikal belasteten Kreisplatte auf
dem elastischen Halbraum. Wird die Masse M des Einmassenschwingers, die sich aus dem Gewicht
der Maschine bzw. der Briicke und dem Fundament ergibt, in Schwingung versetzt, so entsteht ei-
ne dynamische Belastung. Um diese Belastung zu beriicksichtigen, aber dennoch mit der statischen,

frequenzunabhéngigen Federsteifigkeit K, rechnen zu kénnen, fithrt Lysmer eine fiktive Zusatzmasse
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Mfiktiv ein.
4p73
M piptin = 0.27

e (4.5)

Diese Masse M ¢kt beschreibt nicht etwa den Teil des Bodens der mit dem Fundament mitschwingt,
sondern tragt dem Umstand Rechnung, dass die Steifigkeit mit zunehmender Frequenz abnimmt.
Anstatt nun die Steifigkeit zu reduzieren, wird, was denselben Effekt hat, die Masse erhoht. Wie
man aus Gl erkennen kann, ist die fiktive Zusatzmasse My;xi, Wiederum, ausschliefslich von
Bodenkennwerten und dem Radius r des Fundaments abhéngig. Die effektive Masse My fertiv des
Einmassenschwingers ergibt sich daher aus der Summe der Masse M und der zusétzlichen fiktiven

Masse M fixti0-

Mepr = M + Myigiin (4.6)

Mit Hilfe dieses vereinfachten Modells ist es somit moglich dynamische Eigenschaften des Bodens,
wie die Untergrundsteifigkeit K, die fiktive Zusatzmasse M f;psi0, sowie die Ddmpfung des Bodens
C, zu bestimmen. Dabei sind, wie schon erwéhnt, all diese Parameter unabhingig von der Frequenz
und ergeben sich rein aus den Bodenkennwerten und den Fundamentabmessungen. Das komplette

Formelwerk zum Einmassenschwinger-Analogon ist im Anhang [[T nochmals zusammengefasst.

Ubertragung des Modells auf ein Briickentragwerk

Wie in der Einleitung erwéihnt wurde, lasst sich der Auflagerbereich einer Briicke durch das Modell fiir
starre Maschinenfundamente, also den Einmassenschwinger-Analogon, beschreiben. Um dieses Modell

analog auf ein Briickentragwerk umlegen zu kénnen, miissen jedoch Vereinfachungen getroffen werden.

Zunéchst wird von der Grenzwertbetrachtung, dass die Biegesteifigkeit FA,, des Trigers ge-
gen unendlich geht, ausgegangen. Das gesamte Tragwerk verhélt sich somit wie eine starrer Koérper
mit der Masse m der auf zwei Federn mit der Steifigkeit K, gelagert ist, siche Abb. (a). Das
System des starren Korpers auf zwei Federn verfiigt tiber zwei Eigenformen. Einerseits kann es zu
einer Translation, also einer reinen Vertikalverschiebung, und andererseits zu einer Rotation, einer
Verdrehung, kommen. Das die Ubertragung des Modells des Finmassenschwinger-Analogon auf ein
Briickentragwerk moglich ist, lisst sich aus Abb. (a) und (b) erkennen. Darin wird gezeigt, dass die
Translation des Modells - Starrer Kérper auf zwei Federn (Abb.4.7|(a)) - bei symmetrischer Belastung
ebenfalls durch zwei Finmassenschwinger dargestellt werden kann, sieche Abb. (b). Dafiir muss die
Briickenmasse Mp jeweils zur Hélfte zur Zusatzmasse M., des Einmassenschwingers am linken, wie
am rechten Auflager addiert werden. Somit ist die effektive Masse eines Einmassenschwingers gleich
der halben Masse des Gesamtsystems M.ry = m/2 und die in Abb. (a) und (b) dargestellten

Modelle liefern, fiir die Eigenform der Translation, die selbe Antwort auf eine Belastung P(t).
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P(t)
l/P(t) 12 \LP(t) /2
V
Mg/2 Mg/2
Mzus ° aVa 2 Mzus Met >/ Mest
K, EAzz = K, K, K,
X X
z z
m = 2 (Mg/2 + Mzys) Mesr = Mg/2 + Mgys
(@ (b)

Abbildung 4.7: Zusammenhang zwischen (a) dem starren Korper auf zwei Federn und (b) zweier
FEinmassenschwinger-Analogon an den Auflagern fiir eine reine Vertikalverschiebung

Das Modell des Einmassenschwinger-Analogons wird daher als geeignet erachtet um die auftretenden
Effekte an den Briickenauflagern zu beschreiben. In Realitét verfiigt der Briickentréger natiirlich {iber
eine endliche Biegesteifigkeit, was das Ergebnis mafigebend beeinflusst. Da die aus dem Modell des
FEinmassenschwinger-Analogons berechneten Werte (K, Mk und C;) ausschlieflich von den Ei-
genschaften des Bodens abhéngen, behalten sie auch bei einer endlichen Biegesteifigkeit des Tragwerks

ihre Giiltigkeit. Die Giiltigkeitsgrenzen dieses Modells werden im néchsten Abschnitt erldutert.

Der Einmassenschwinger-Analogon dient im weiteren Verlauf dieser Arbeit als Grundlage fiir die Ab-
schitzung der Federsteifigkeit K, (Gl. , der fiktive Zusatzmasse M figii (Gl und der Damp-
fung des Bodens (Gl. . Die direkte Beriicksichtigung des Dampfungskoeffizienten im Verlauf der
Berechnung ist allerdings nicht so einfach moglich wie es bei der Federsteifigkeit K, und der fiktiven

Masse M fikii der Fall ist. Die Erlduterung dazu wird im Kapitel gegeben.

Giiltigkeitsgrenzen des Einmassenschwinger-Analogon

Der FEinmassenschwinger-Analogon beschrankt sich auf kreisformige und rechteckige Fundamente an
der Oberfliche des elastischen Halbraumes [25]. Die beiden grundsétzlichen Annahmen, dass die Feder-
und Dampfungselemente linear elastisch bzw. viskos und unabhéngig von der Frequenz sind, entspre-
chen zwar im Allgemeinen nicht der Realitéit. Jedoch zeigt sich eine ausreichend gute Ubereinstimmung
zwischen dem FEinmassenschwinger-Analogon und der exakten Losung, die mit Hilfe der Impedanz-
funktion bestimmt werden kann. Die Giiltigkeit des vereinfachten Rechenmodells ist nach [25] ge-
wahrleistet, sofern verhdltnisméahig tieffrequente Schwingungen ag < 2 betrachtet werden. ag ist eine

dimensionslosen Frequenz und wird durch Gl. [£.7] definiert.

(4.7)

Darin ist w die Eigenkreisfrequenz des Einmassenschwingers, vs die Scherwellengeschwindigkeit und

r der Radius eines dquivalenten Kreisfundaments. Sind die Breite Bpynq und die Lange L gy, eines
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rechteckigen Fundaments bekannt, kann der dquivalente Radius r wie folgt berechnet werden:

Apun .
=4/ Fund it Arund = Brund * Lrund (4.8)
T

Das Modell des Einmassenschwinger-Analogons wird dazu verwendet dynamische Eigenschaften des

Untergrunds abzubilden. Im erweiterten Modell des Biegetrégers mit Randmassen und -Federn werden
die Bodenschwingungen durch die Eigenformen der Starrkérperbewegungen dargestellt. Um nun zu
zeigen, dass die Giiltigkeitsgrenzen des Einmassenschwinger-Analogons auch von den Starrkérperbe-
wegungen des erweiterten Modells eingehalten werden, wird der maximale Wert der dimensionslosen

Frequenz ag, unter den Annahmen:

e r =2.39[m] ... maximaler dquivalenter Radius des Fundaments (ergibt sich nach dem Einsetzen

der maximalen Fundamentabmessungen Lpynq = 6 m und Bpynqg = 3 m nach Abb. £.10]in GL

i3)

e vg =180 [m/s] ... minimale Scherwellengeschwindigkeit (siche Anhang [III)

e w = 145[1/s] ... maximale Eigenkreisfrequenz der Starrkérperbewegungen des Gesamtsystems
nach Auswertung der Ergebnisse (w = finae - 27 = 23 - 27 = 145 [1/5])

berechnet und ergibt sich zu
_145-2.38

o0 180

=193 < 2 (4.9)

w ergibt sich in diesem Fall aus der maximalen Frequenz der Modi, die die Starrkérperbewegungen und
somit die Untergrundschwingungen beschreiben. Vorweg genommen sei gesagt, dass sich nach der Aus-
wertung der Ergebnisse Frequenzen fiir die Starrkérpermodi von frax = maz(frrans, frot) < 23Hz
ergeben, siche Anhang[VITI] Dies trifft fiir alle Parameterkombinationen zu, die zu einer sehr guten bis
hin zu einer halbwegs guten Ubereinstimmung mit dem gemessenen vertikalen Beschleunigungsverlauf
fiihren. Wie man an Gl. [L.9] erkennen kann, wird auch fiir die Starrkérperbewegungen des erweiter-
ten Modells des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn die Giiltigkeitsgrenze des vereinfachten

Rechenmodells eingehalten.

4.2.3 Bodenkennwerte

Da, wie schon mehrmals erwéhnt, die Parameter (K., My, und C,) abhéngig von der Art und
den Eigenschaften des Bodens sind, werden die Annahmen zu diesem Thema an dieser Stelle kurz
erldutert. Im Anhang [[T]] sind die Kennwerte fiir diverse Bodenarten von massiven Fels bis hin zu

tonigen Boden zusammengefasst.

Bei der weiteren Berechnung wird davon ausgegangen, dass sehr weiche tonige Béden nicht beriicksich-

tigt werden, da sie keine ausreichende Bodenpressung erlauben. Auflerdem wurden Griindungen auf

48



4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

massiven Fels nicht untersucht, da es aufgrund der hohen Bodensteifigkeit ndherungsweise zu keinen
relevanten Verschiebungen an den Auflagern kommt. Fiir diese Problematik liefert das erweiterte Mo-
dell des Biegetragers mit Randmassen und -Federn, die selben Ergebnisse wie der beidseitig gelenkig
gelagerten Biegebalken. Die in spéaterer Folge verwendeten Werte basieren daher auf der Bodenkenn-
werten fiir dicht bis sehr dicht gelagerte Schluff- bzw. Sand- und Kiesbéden und kénnen aus Anhang
[ entnommen werden. Die in Frage kommenden Werte sind grau hinterlegt. Diese Annahmen wur-
den bei der Auswertung diverser Ausfiihrungspline mit Bodenprofilen (von der OBB zur Verfiigung

gestellt) bestétigt.

4.2.4 Bestimmung der Nachgiebigkeit des Untergrundes K,

Die Bestimmung der Auflagersteifigkeit K, erfolgt zum einen durch das Modell des
Einmassenschwinger-Analogons nach Lysmer und wird zum anderen durch die Methode von George
Gazetas zur Berechnung der dynamischen Steifigkeit kontrolliert, siche Anhang [[V] Durch Einsetzen
der bodenspezifischen Kennwerte (siche Anhang in GL fiir die Auflagersteifigkeit ergeben sich

schlussendlich die Grenzbereiche fiir K.

Grenzwerte der Steifigkeit K, nach Lysmer
Lit.: Studer [25]

Wie in der Formel [£.3|fiir die Steifigkeit K, des Finmassenschwinger-Analogon ersichtlich ist, hingt die
Steifigkeit des Untergrunds vom Schubmodul des Bodens G, der Possionzahl v des Untergrunds und
den Abmessungen der Fundamentplatte ab. Der dynamische Schubmodul G4 wird aus dem Produkt

der Dichte des Bodens p und der Scherwellengeschwindigkeit vs nach folgender Formel berechnet:

Gq=pv? (4.10)
min K, max K,
Art des Bodens Sande und Kies Schluff
(locker bis mitteldicht) | (sehr dicht)
Bruna| [m] 2,00 3,00
Fundamentabmessungen

Lrung [m] 4,50 6,00
Aquivalenter Radius r [m] 1,69 2,39
Querdehnzahl (o [-] 0,25 0,45
Feuchtdichte o | [kg/m?] 1700 2100
Scherwellengeschw. Vg [m/s] <180 800

Schubmodul Gy | [N/m?] 5,5E+07 1,3E+09

Steifigkeit K, | [N/m] 5,0E+08 2,3E+10

Tabelle 4.4: Berechnung der Grenzwerte fiir die Auflagersteifigkeit K.

In Tab. sind die Grenzwerte fiir die minimale und maximale Federsteifigkeit K, angegeben. Die
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Bodenkennwerte kénnen aus Anhang [[TI] entnommen werden und die Grenzabmessungen des Funda-
ments Bpyng und Lpypq sind in Abb. [£.10] dargestellt. Der dquivalenten Radius 7 wird dabei nach Gl.
[ der dynamische Schubmodul G4 nach Gl. [£10] und Federsteifigkeit K, nach Gl. [£.3] berechnet.

Der Bereich in dem die Steifigkeit K, variiert wird, ergibt sich somit zu:
8 . 10 [N
K,=5-10° bis 2.5-10" |— (4.11)
m

Dynamische Steifigkeit nach Gazetas
Lit.: Tavares [26]

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Bodensteifigkeit geht auf George Gazetas zuriick. Er unter-
suchte in einer Studie zu Beginn des 21. Jahrhunderts nicht nur die statische Steifigkeit von Fléchen-
und Pfahlgriindungen, sondern auch eine dynamische, von der Frequenz abhéngige Steifigkeit. Fiir

Oberflichenfundamente im homogenen Halbraum definiert Gazetas die statische Steifigkeit mit:

2GL B\
K, = lf - <0.73 +1.54 (L> ) (4.12)

Darin sind G und g wiederum die Kennwerte des Bodens und B und L stehen fiir die halbe Lénge-

und Breite des Fundaments, wobei L > B gilt, siehe Abb. (b).

Um wiederum die dynamischen Effekte, die bei der Uberfahrt des Zuges entstehen, zu beriicksichtigen,
wahlt Gazetas nun einen anderen Ansatz als Lysmer beim Modell des Einmassenschwinger-Analogons.
Anstatt die Masse um einen zusétzlichen Term zu erhhen, definiert Gazetas einen Faktor k, mit
dem die statische Steifigkeit K, multipliziert wird. Dieser Multiplikationsfaktor ist abhéngig von der
dimensionslosen Frequenz ag, den Abmessungen des Fundaments und der Possionzahl des Bodens v.
Er ist in seiner Giiltigkeit ebenfalls auf tieffrequente Schwingungen ay < 2 beschrénkt. Vereinfacht

kann der Multiplikationsfaktor k, aus Diagrammen abgelesen werden, siehe Abb (a).

1*» L o

Abbildung 4.8: (a) Diagramm zur Bestimmung des dynamischen Multiplikationsfaktors k. fiir Boden mit der
Querdehnzahl = 0.4 in Abhéngigkeit von ag und dem Verhéltnis L/B (b) rechteckige Fundamente (Quelle:

[26])
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Da bei dieser Methode die Steifigkeit K, abhéngig von der Frequenz des Systems w ist, was bei der Be-
stimmung des dynamischen Multiplikationsfaktor k. ersichtlich wird, wire daher bei jeder Berechnung
der Systemantwort des Biegetriigers mit Randmassen und -Federn auf die Uberfahrt der gekoppelten
Taurus-Lokomotiven eine Anpassung von K, erforderlich. Aus diesem Grund wurde dieses Verfah-
ren nicht weiter verfolgt. Vergleichsrechnungen haben jedoch gezeigt, dass die Werte fiir die statische
Steifigkeit nach Gl [£12]in der selben Grofenordnung liegen wie die Ergebnisse nach Gl. [4.3] fiir den

Einmassenschwinger-Analogon, siche Anhang [[V]

4.2.5 Bestimmung der zusitzlichen Knotenmasse M,

Durch die Erweiterungen der Randbedingungen ist es im Modell fiir den Biegebalken mit Randmas-
sen und -Federn, nach Abb. moglich zusédtzliche Massen bei der Schwingungsanalyse zu beriick-
sichtigen. Die Knotenmassen M, setzen sich, wie in diesem Abschnitt ndher erldutert wird, aus
zwei Anteilen zusammen. Zum einen soll die Masse des Fundaments und ein Teil des Untergrunds
Mpynd+Erdk, die bei der Uberfahrt des Zugs aktiviert werden, mit einfliefen. Zum anderen entstehen
durch die Anregung des Tragwerks dynamische Effekte die durch eine zusétzliche fiktive Masse M f;p i
berticksichtigt werden, siehe Kapitel [1.2.2]

Mzus = MFund-i—Erdk + Mfiktiv (413)

Bestimmung der Masse des Fundaments und des Erdkérpers Mpynd+Erdk

Durch die Modellannahme, ohne elastische Auflager (z.B. Neoprenlager), erfolgt die Lasteinleitung
direkt in das Fundament. Durch die rein vertikale Belastung entstehen ausschlieflich Schwingungen
in vertikaler Richtung. Somit werden keine Kippschwingungen im Fundament erzeugt. Die Masse
MpyndtErak ergibt sich aus der Summe der Fundamentmasse Mp,,q und der Masse aus des angren-

zenden Erdkérpers Mg qx.-

MFund+ETdk = MFund + MErdk (414)
Schiene >f Ko Ko
\ L, E, Az, g, s é Maus L, E, Azz:‘lJ, 4 Maus
‘ g G
: CB ‘ zB ] Kz ? ‘ Kz
Mg 1 ‘ Mg 1 X ‘
z
Mg ‘ Mg - |
‘ Mzus = Meynd+erdk™ Mikdiv
‘ Meund + Merak
MFund MFund —
‘ M., +M
1T Mg
v Miiiv v Mty

Abbildung 4.9: Modellbildung zur Definition der Zusatzmasse M.
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Vereinfacht wird angenommen, dass der Schwerpunkt dieser beiden Komponenten mit den x-
Koordinaten der Briickenauflager zusammenfillt, siehe Abb. [£.9] Dadurch kénnen die Zusatzmassen
punktformig an den Réndern des Biegetrigers angesetzt werden und verfiigen iiber keine Rotations-

tragheit, Jo = 0.

Da die Ausfithrungspldne der in dieser Arbeit verwendeten Briicke auf der Westbahnstrecke nicht

bekannt sind, ist die exakte Berechnung der Fundament- und der Untergrundmasse nicht mdoglich.

min=10m min=4,5m
bAuf _ L ’
max =2,0 m / Fund) max = 6.0 m
— !
I Pl
‘ /
2 bege= 05 m = |
B min=2,5m
77 " ‘p max =4,0m
P Pc ‘ 1.4 .
(7 ‘ i) min=0,5m
P ‘ P’ 1 |ha
: max=1,0m
h3=1m[ ‘ \
—F ‘

\ min = 4,5 m?
max = 11,0 m?

Brund { = 2om Ags Fund = Paur * M1+ Beyng * hg

Abbildung 4.10: Grenzabmessungen des Fundaments fiir die Berechnung der Zusatzmasse M,

Jedoch wurde aus vorhandenen Briickenunterlagen die von der OBB zur Verfiigung gestellt wurden,
mehrere Tragwerkspléne untersucht und dadurch eine grobe Abschitzung fiir die Dimensionen des
Fundaments getroffen. Bei der Auswahl der Vergleichsbriicken wurden ausschliefslich einfeldrige oder
mehrfeldrige Plattenbalkenbriicken herangezogen, da auch das untersuchte Briickentragwerk auf der

Westbahnstrecke gelenkig gelagert und nicht in Form eines Rahmentragwerks ausgebildet ist.

Zuniichst werden die unteren und oberen Grenzwerte der Querschnittsflichen der Fundamente
AQs, Funa ermittelt, siehe Abb. Durch Multiplikation mit der Linge des Fundaments L ,,q und
der Dichte fiir Beton p. = 2500 kg/m?3, lisst sich die Fundamentmasse Mp,,q wie folgt abschitzen:

min Mpund = Lrundmin - AQS. Fund,min - pe = 4.5-4.5-2500 = 5.0-10* [kg] (4.15)
4.15

max MFund = LFund,maz . AQS,Fund,ma:r *Pe = 6.0-11.0-2500 =1.7- 105 [kg]
Die Massen des Erdkorpers Mg,; und Mg 2 ergeben sich wie in den Abbildungen [£.9) und [£.10] darge-
stellt, aus der Multiplikation des Volumens des Bodenkérpers iiber den Uberstéinden des Fundaments,

mit der Dichte des Bodens. Vereinfacht wird angenommen, dass der Uberstand bg,qx links wie rechts

0,5 m betragt.

Zur Bestimmung der Massen M¢ ; und Mg 2 miissen wiederum einige Bodenkennwerte definiert wer-

den. Aus den vorhanden Plédnen konnte der Schichtenaufbau des Untergrunds abgelesen werden. In
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

den meisten Féllen setzt sich der Boden entlang der Einbindetiefe des Fundaments h; (siehe Abb.
aus stark bis méfig plastischen Schluff und mittel bis groben Kies zusammen. Fiir die Hinterfiillung
des Fundaments kann ebenfalls von groben Kies ausgegangen werden. Da es in diesem Abschnitt um
die Bestimmung von Grenzwerten geht, wird auf eine detaillierte Berechnung des Schichtenaufbaus
verzichtet und davon ausgegangen, dass der Boden homogen ist. Die Masse der beriicksichtigten Erd-
korper wird daher einmal fiir schluffige Béden und einmal fiir Kiesboden berechnet. In Gl. [£.16]ist die
Dichte des feuchten Bodens p angegeben, siche Anhang [ITI]

Schluff: ps = 1700 — 2100kg/m?
(4.16)

Kies: px = 1800 — 2400kg/m?
Die Hohe h zur Berechnung des Volumens der Erdkérper M¢ ; und Mg 2 kann aus Abb. abgelesen
werden und wird durch die Werte hy und ho definiert. Nach Variation der Werte fiir die Dichte p und

der Fundamentabmessungen folgen daraus die Grenzwerte der Massen M¢, 1 und Mg o:

min MGJ = LFundm@in : hl,min ' bErdk: * PS,min = 4; 5 - 2; 5 07 51700 = 97 6 - 103 [kg] ( )
4.17
max MG,I = LFund,maz ' hl,max ' bErdk * PK,max = 67 0- 47 0- 07 5-2400 = 27 9- 104 [kg]

min MG,2 = LFund,min ' h2,min ' bErdk * PS,min = 47 5+ 07 5+ 07 5-1700 = 27 0- ]-03 [kg} ( )
4.18
max MG,2 = LFund,max . hQ,maz : bErdk *PK,max = 67 0- 1; 0- O; 5-2400 = 77 2- 103 [kg}

Die maximale und minimale Masse des Erdkorpers ergibt sich nach Addition von Mg ; und Mg o zu:

min Mg,qx = min Mg 1 +min Mgs =9,6-10° +2,0-10° = 1.2-10* [kg] (819)
4.19
maxr Mp,qx = max Mg +mazr Mgy =2,9-10* +7,2-10° = 3.6-10* [kg]

Fiir das Minimum der Masse des Fundaments und des Erdkérpers Mpypnd+grar Wird nur die Masse

des Fundaments angesetzt, die Wirkung des Erdkorpers wird nicht beriicksichtigt. Somit ergibt sich:
min MFund+ETdk = min Mpuynqg =5 104 [kg] (420)
Das Maximum folgt aus der Addition der maximalen Komponenten der Gleichungen und

maz Mpundygrak = max Mpyng +maz Mgeqe = 1.7-10° 4 3.6 - 10* = 2.1 - 10° [kg] (4.21)

Bestimmung der fiktiven Zusatzmasse M ¢;xtio

Wie im Kapitel [1.2.4] beschrieben wird, kann die Auflagersteifigkeit K, des Briickentragwerks verein-
facht durch die statische Steifigkeit eines Einmassenschwingers ausgedriickt werden. Dies ist insofern

zuléssig, da der Ausdruck fiir die Steifigkeit komplett unabhéngig von den Systemparametern, also der
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4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

Frequenz des Tragwerks ist. Die Bodenkennwerte und die Abmessungen des Fundaments sind ausrei-
chend um den Bereich fiir K, festzulegen. Die Giiltigkeit dieser Vorgehensweise ist jedoch direkt an das
Vorhandensein einer fiktive Zusatzmasse gebunden. Wie schon erwéhnt, trégt diese Masse dem Um-
stand Rechnung, dass die Steifigkeit mit zunehmender Frequenz abnimmt. Anstatt nun die Steifigkeit
zu reduzieren, wird, was denselben Effekt hat, die Masse erhdht. Die fiktive Zusatzmasse beschreibt
daher indirekt die Abhéngigkeit des Systems von der Frequenz und nicht etwa den Teil des Bodens der
mit dem Fundament mitschwingt. Aus dem Formelwerk des Einmassenschwinger-Analogons, welches

dem Anhang [[I] entnommen werden kann, ergibt sich die fiktive Zusatzmasse zu:

0.27 M
Myiktiv = 5 (4.22)

Umgelegt auf das vorliegende Problem eines Briickentragwerks setzt sich die Masse M aus der halbe

Briickenmasse Mp /2, sowie die Masse des Fundaments und des Erdkorpers Mpyna+ grax Zusammen.

M,
M = TB + MFund-l—Erdk (423)

B ist der Faktor der vertikalen Bodentrigheit und wird als Massenverhiltnis bezeichnet.

_ M(1-—
p- MU=V (4.24)
4pr3
Setzt man das Massenverhiltnis B nach GI. in die GL ein, so kann der Term M herausge-
strichen werden. Die fiktive zusétzliche Masse ist daher unabhéngig von der Masse M und setzt sich
wiederum ausschlieflich aus Bodenkennwerten und den Abmessungen des Fundaments zusammen, wie

die folgende Gleichung verdeutlicht:
4pr3

Myiptio = 0.27
Fikt 1—v

(4.25)

Nach dem Einsetzen der Bodenkennwerte aus Anhang[[TTjund der Grenzabmessungen des Fundaments
Bruna und Lpynqg nach Abb. [£.10]ergeben sich die Grenzwerte fiir die fiktive Zusatzmasse Mk, aus

der nachstehenden Tabelle.

Art des Bodens Sande und Kies Schluff
Fundamentabmessungen Brund [ml 2,00 3,00
Lrang | [m] 4,50 6,00
Aquivalenter Radius r [m] 1,69 2,39
Querdehnzahl Y [-] 0,25 0,45
Feuchtdichte o | [kg/m?] 1700 2100
Fiktive Zusatzmasse Msiiv | [kgl 1,2E+04 5,7E+04

Tabelle 4.5: Berechnung der Grenzwerte fiir die fiktive Zusatzmasse M fiktiv
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

Der Grenzbereich, in dem die Knotenmasse M, bei der Berechnung variiert wird, setzt sich daher
aus den Werten fiir die minimale und maximale Masse Mpynd+ grax gemal den Gleichungen@bzw.
@ sowie der fiktiven zusétzlichen Masse M fikt; nach Tab. @ zusammen. Aus der Summe der
minimalen und maximalen Massen folgt nach GI. somit:

min Mous = min Mpynatprae + min Mg, = 5.0 - 10" + 1.2 10 = 6.2 - 10* [kg] (426)
4.26
max M.ys = max Mpundt Brae + maz Mg, = 2.1 - 10° 4+5.7-10* =2.7-10° [kg]

Um etwaige Streuungen abzudecken wir bei der Auswertung der Ergebnisse die zusétzliche Knoten-

masse in folgendem Bereich variiert:

M_ys = 6-10* bis 3-10° [kg] (4.27)

4.2.6 Bestimmung der Dadmpfung des Bodens

Wie im Kapitel zum FEinmassenschwinger-Analogon geschildert wurde, liefert dieses vereinfachte Mo-
dell Dampfungskoeffizienten C, die unabhéngig von der Frequenz sind und sich rein aus den Boden-
parametern bestimmen lassen.

Die direkte Ubernahme und Implementierung dieses Wertes in das verwendete MATLAB-Programm
ist jedoch nur im Grenzfall FA,, = oo moglich. Bei der Federsteifigkeit K, und der fiktiven Zusatz-
masse Mg werden die Werte bereits bei der Bildung der globalen Systemmatrizen [K] und [M]
mit einbezogen, siche Abb. Die Dampfungsmatrix nach Gl. wird hingegen bei der Verwen-
dung der modalen Analyse entsprechend der Forderung, dass das modale Gleichungssystem Gl.
entkoppeln muss, gewahlt. Daher ist es erforderlich sich einer linearen, viskosen Energiedissipation zu
bedienen ([24]) was durch den Gebrauch der modalen Dampfungskoeffizienten ¢ (Gl erfolgt.
Dabei ergibt sich der Koeffizient ¢; eines Modes k aus der Linearkombination der modalen Masse my,
der zugehorigen Eigenkreisfrequenz wy und dem Lehrschen Dampfungsmafs (. Er kann somit nicht

einfach durch einen konstanten Wert C, ersetzt werden.

Um nun dennoch aus dem Modell des Finmassenschwinger-Analogons eine Abschétzung fiir das Damp-
fungsverhalten des Untergrunds treffen zu koénnen, wird das Lehrsche Dampfungsmals (p bzw. das

Dampfungsverhiltnis D des Einmassenschwinger nach Gl. ([25]) néher betrachtet.

42
(=D = 0425 (4.28)

Beyy

B.sr steht dabei fiir das Massenverhaltnis zwischen dem Produkt der effektive Masse M.¢¢ und der
Steifigkeit K, und dem Quadrat des Dampfungskoeffizienten C,. Die Gleichungen der Ausdriicke
Mess, K, und C, des Finmassenschwingers sowie die Umformung hin zur Schreibweise des Massen-

verhéltnisses B,y nach Gl. sind im Anhang [[I| zusammengefasst. Aus Gleichungen und
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4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

ist ersichtlich, dass das Dampfungsmafl von der effektiven Masse M.y abhéngig ist und somit keinen
konstanten Wert darstellt.
5., o MesrBs _ Megs(1-v)
eff CZQ 4pr3

(4.29)

Wird der Einmassenschwinger-Analogon jedoch als geschlossenes System betrachtet, mit dem es mog-
lich ist Bodenkennwerte in realistischer Gréfenordnung zu bestimmen, so stellt (g ebenfalls einen
charakteristischen Wert zur Beschreibung der Bodeneigenschaften dar. Von diesem Gedankengang
wird in weiterer Folge dieser Arbeit auch ausgegangen.

Im Anhang [ ist das gesamte Formelwerk fiir den Einmassenschwinger-Analogon nochmals zusam-
mengefasst. Basierend auf diesen Formeln wurde fiir die Grenzwertbetrachtung FA,, = oo eine voll-
stdndige Berechnung fiir die minimalen und maximalen Fundamentabmessungen und die in Frage
kommenden Bodenarten durchgefiihrt. Die Berechnungen sind in Tabellenform in Anhang [V] ange-
geben. Dabei sind wiederum die Grenzwerte fiir die Steifigkeit K, und die fiktive Masse M fiptin
ersichtlich. Des Weiteren sind die Lehrschen Dampfungsmafe (g fiir die einzelnen Kombinationen aus
Fundamentabmessungen und Bodenart aufgelistet. Wie man erkennen kann, schwanken sie in einem

Bereich von:

(p=0,29—0,37 (4.30)

Dies entspricht einer sehr hohen Energiedissipation, wenn man bedenkt, dass die Tragwerksdampfung
nach Eurocode fiir eine Briicke mit Spannweite L = 4 m etwa im Bereich von ¢ = 0,025 liegt. Die
Déampfung bei der starren Platte auf elastischem Halbraum resultiert jedoch aus der Abstrahlung
der Schwingungsenergie in den unendlichen Halbraum und wird als geometrische Ddmpfung bezeich-

net. Abb. zeigt diese Dampfung in Abhéngigkeit vom Massenverhéltnis B fiir die verschiedenen

Schwingungsarten.

00— EE—
70

40 -

201

Dampfungsverhaltnis D (%)
)

0 1 2 3 4 5 6
Massenverhaltnis Best

Abbildung 4.11: Aquivalente Dampfungskoeffizienten D fiir starre Kreisplatte auf elastischem Halbraum in
Abhingigkeit des Massenverhéltnisses Bess (Quelle: [25])
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

Wie man erkennen kann, weisen die Vertikalschwingungen eine sehr starke Ddmpfung auf. Dies ist auch
einleuchtend, wenn man bedenkt, dass bei der Vertikalschwingung ein wesentlich groferer Bereich des
Bodens angeregt wird als z.B. bei der Kippschwingung. Auferdem bleiben Dampfungskoeffizienten

D, iiber den ganzen Frequenzbereich annidhernd konstant [25].

Aus diesem Grund wird auch im Verlauf der weiteren Arbeit mit einem konstanten Wert fiir das

Lehrsche Dampfungsmaf des Bodens (g gerechnet. Fiir (g wird der Wert:
¢g = 0.30 (4.31)

gewdhlt, was ungefdhr dem unteren Grenzwert nach den Tabellen in Anhang [V] entspricht.

4.2.7 Bestimmung der Einspannwirkung durch die Schienen K,

Im néchsten Abschnitt wird die Vorgehensweise zur Abschitzung der Drehfedersteifigkeit K, erldu-
tert. Die Drehfeder soll im Modell des Biegetrégers mit Randmassen und -Federn, siehe Abb. die
Einspannwirkung, die von den durchgehenden Schienen erzeugt wird, symbolisieren.

Da es zu einer Interaktion der verschiedenen Komponenten der Briicke, also der Schienen, des Schot-
terbetts und des Tragwerks kommt, hat sich die Abschétzung der Drehfedersteifigkeit als eine durch-
aus komplexe Thematik herausgestellt. Wie sich die einzelnen Bestandteile im belasteten Zustand
zu einander verhalten, kann nur durch ein detailliertes Verbundmodell abgebildet werden. Um den-
noch sinnvolle Grenzwerte abschéitzen zu kénnen, wurden diverse Vereinfachungen und Annahmen

getroffen, die im Anschluss an die Berechnung ndher ausgefiihrt werden.

Wie in Kapitel [I-2] erldutert wurde, hat die durchgehende Schiene einen Einfluss auf das System. Da
es in Folge einer vertikale Belastung zu einer Verdrehung an den Auflagern kommt, entsteht zwangs-
ldufig eine Langsverschiebung, die eine zusétzliche Schienenspannungen erzeugt. Diese Schienenkriéfte
miissen wiederum iiber Schubkrifte in das Schotterbett eingeleitet werden kénnen. Aus der maximal,
iibertragbaren Schubkraft wird der obere Grenzwert fiir die durch die Schienen erzeugbare Einspann-

wirkung berechnet, siche Abb.

NSchiene = FR ‘*ﬁ,

' /‘
Eh a

/N

Abbildung 4.12: Bestimmung des oberen Grenzwertes der Drehfedersteifigkeit K, aus der maximal, iiber-
tragbaren Schubkraft Fr

Zunichst wird die maximale Schubspannung ermittelt, die vom Schotterbett iibertragen werden kann.

Um tiiberhaupt Schubkréifte in den Schotter iibertragen zu konnen, bedarf es einer Normalspannung
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4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

on und der Kenntnis des Reibungswinkels ¢, der sich zwischen den Betonschwellen und dem Schotter

einstellt, siche Abb.

e e e

Lv

Abbildung 4.13: Maximalen Schubspannung 7z in der Scherfuge zwischen den Schwellen und dem Schot-
terbett

Die Gleichung fiir die Schubspannung 75, die sich aus dem Reibungsgesetz zweier Korper nach Cou-
lomlﬂ ergibt, verdeutlicht dies.

TR = ON tan "2 (432)

Zur Ermittlung von oy wird die gesamte Last des Zuges - im vorliegenden Fall bestehend aus zwei
gekoppelte Taurus-Lokomotiven - und das Gewicht der Schienen und der Schwellen auf die Auf-
standsflache aufgeteilt. Die Fldche ergibt sich aus der Lange des Zugs zuziiglich dem Abstand zweier

Schwellen und der Breite der Schwellen B, siche Abb.

T P,=8x215 [kN]

4 N

0,6 3,0 6,9 3,0 6,4 3,0 6,9 3,0 0,6
L=33,4m

Abbildung 4.14: Ermittlung der Normalspannung oxn

Die Werte die bei der Berechnung der resultierende Kraft Fy., einfliefen konnen aus Abb. und

der Tabelle fiir die Massenbelegung des Briickenquerschnitts [£.1] entnommen werden.

3Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

Fp=Y_ P,=8-215=1720 [kN]
FSchiene = QSchiene - L = 33.4-1.21 = 40 [kN] (4.33)
FSchwelle = Qschwelle - L =33.4-5.63=188 [k?N]

Die resultierende Kraft Fye, und die Aufstandsfliche Ages lauten:

Fges = FP + FSchiene + FSchwelle = 1948 [kN}

(4.34)
Ages = B+ L =26-33.4=87[m?|
Die konstante Normalspannung oy ergibt sich zu:
Fyes N
oy = =22 = 22400 [2} (4.35)
ges m

Der Reibungswinkel ¢ wird nach Anhang [[T]] fiir Kies mit ¢ = 35° angenommen. Dieser Wert symbo-
lisiert jedoch nur den Winkel der sich im Boden, also in der Kornstruktur einstellt. Da die Scherfuge
zwischen der viel glatteren Oberfliche der Betonschwellen und dem Schotter liegt, werden die Werte
fiir den Reibungswinkel ¢ abgemindert und durch den Wandreibungswinkel ¢ ausgedriickt. Nach [3]
kann die Wandrauhigkeit fiir weniger raue ebene Gleitflichen (z.B. geschalter, gut verdichteter Be-
ton) mit § = 1/3 - ¢ angenommen werden. Durch die Normalspannung on und den Reibungswinkel

0 =1/3 - ¢ folgt die Schubspannung in der Scherfuge mit:
1 1 N
TR=o0n-tand =on -tan | = - | =22400-tan | = -35 | = 4152 | — (4.36)
3 3 m?2

Geht man davon aus, dass es sowohl am linken wie auch am rechten Auflager zu einer Dehnung in
der Schiene kommt und dadurch eine Reibungskraft an beiden Enden aktiviert wird, so verbleibt die

halbe Briickenldnge zur Aufnahme der Schubkraft. Die Einleitungsldnge L, ist somit:

_ Lrw

L,
2

=2 [m] (4.37)

4
2
Die maximale Schubkraft Fp die im Schotterbett iibertragen werden kann, ergibt sich daher zu:

Fr=7r-B-L,=4152-2.6-2 = 21590 [N] (4.38)

Wird die Schubkraft Fr nun gleich der Normalkraft der Schiene Ng.piene gesetzt, siche Abb. SO

folgt die Dehnung €,,4, der Schiene durch den Zusammenhang:

NSchiene = FR = ESchiene : ASchiene * Emazx (439)
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NSchiene = FR

Abbildung 4.15: Zusammenhang zwischen der Schienennormalkraft Nscpiene und der maximalen Schubkraft
Fr

Wird Gl [£:339 nach &4, umgeformt und setzt man die Kennwerte der Schiene nach Tab. [£.2] ein,
wobei der Wert fiir die Fliche der Schiene bereits beide Schienen beriicksichtigt, so erhélt man die

maximale Dehnung mit:

o Fr 21590
mar ES’chiene . ASchiene B 271 101t 07015

=6,9-10"°%[] (4.40)

Wie Gl. [£:40] verdeutlicht, wird die Dehnung aus der maximal, iibertragbaren Schubkraft F ermittelt.
Bei der Berechnung der Schubkraft wurde vorausgesetzt, dass die Einleitungslinge L, auf die halbe
Briickenspannweite beschrénkt ist. Geht man in weiterer Folge davon aus, dass die Schubspannungen
nur aktiviert werden so lange es zu einer Relativverschiebung zwischen dem Gleisrost (Schiene und
Schwelle) und dem Schotterbett kommt, so ergibt sich die Dehnungslinge L., in der die Dehnung der
Schiene wieder auf Null zuriick geht, zu:

L.=2-L, (4.41)

Der Faktor 2 in dieser Gleichung beriicksichtigt, dass der Abbau der Dehnung linear in beide Rich-
tungen angenommen wurde, siche Abb.

Abbildung 4.16: Zusammenhang zwischen der Schienennormalkraft Ngcpiene und der maximalen Schubkraft
Fr

Wird die beidseitige, lineare Dehnung durch eine konstante Dehnung mit dem Maximalwert €,,q:

und der halben Dehnungslange, also wiederum L,,, ersetzt, so ist das Integral {iber die Flichen gleich
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4.2 Abschétzung der zusatzlichen Modellparameter

und die Verschiebung d iiber dem Auflager ergibt sich zu:

d=¢emaz Ly =6,9-107%.2=1,4-107" [m)] (4.42)

Wie man in Abb. f17] erkennen kann, liegt der Drehpunkt des Auflagers in Hohe der Lagerachse
und die Schienendehnungen werden in der Schwerachse der Schienen angenommen. Aus dem sich
dabei einstellenden Hebelarm h, kénnen der Offnungswinkel ¢ und die maximale Federsteifigkeit K,

berechnet werden. Unter der Annahme, dass die Verdrehungen klein sind und somit sin ¢ = ¢ gilt,

folgt:
d 1,4-107°
p=" =22 —1,4-107° [rad] (4.43)
h 1
Nschiene - 21590 - 1 N
K, = Nschiene 0 _ 25901 _ ) 50 [N (4.44)
©® 1,4-10-5 rad

Nschiene = Fr Langsschnitt

< 7

0,08 m

0,55m

0,36 m

Abbildung 4.17: Resultierender Offnungswinkel ¢ und Angriffspunkt der Schienenkraft Ngcpiene zur Be-
stimmung der Drehfedersteifigkeit K,

Die bei dieser Berechnung getroffenen Annahmen beziehen sich im Wesentlichen auf die zugrunde
gelegte Verbundtheorie und die verwendete Aufstandslast. Im Zuge der Berechnung wird von einem
starren Verbund ausgegangen. Das bedeutet, dass es zu keinen Relativverschiebungen in den Scherfu-
gen kommt und der gesamte Querschnitt eine einheitliche Kriimmung x aufweist. Dies kann wiederum
nur erreicht werden, wenn die resultierenden Schubkrifte iiber alle Scherfugen hinweg vollstéandig tiber-
tragen werden konnen. Daher wurde gefordert, dass die vollstandige Schubkraftiibertragung zwischen
der Schiene und der Schwelle, der Schwelle und dem Schotterbett und dem Schotterbett und dem
Stahlbetontrager moglich ist und somit der gesamte Querschnitt {iber eine einheitliche Kriimmung

verfiigt.

Wie schon erwihnt, kann sich eine Schubkraft nur unter einer Aufstandslast einstellen. In der vorheri-
gen Berechnung wurde aus diesem Grund von einer konstanten Auflast iiber die Dauer der Belastung
ausgegangen. Durch diese Annahmen ergibt sich die obere Grenze fiir die Drehfedersteifigkeit somit
Zu:

N
K,=1,4-10° [m (4.45)

rad}
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In Realitét kann natiirlich keinesfalls von einem starren Verbund und einer vollstdndigen Schubkraft-
iibertragung zwischen den einzelnen Schichten ausgegangen werden, da die Schichten lose iibereinander
liegen und nicht ineinander verankert sind. Dadurch reduziert sich die maximal, iibertragbare Schub-
kraft des Schotterbetts und somit auch die Drehfedersteifigkeit.

Des Weiteren ist die Auflast, die eine Ubertragung der Reibungskraft erst erméoglicht, von den Achs-
abstdnden des Zugs abhéngig. Ist keine Achslast an einem Auflager vorhanden, jedoch trotzdem eine
Last auf der Briicke die eine Durchbiegung und eine Zugkraft in den Schienen erzeugt, so setzt sich
die Auflast nur aus dem geringen Gewicht der Schienen und der Schwellen zusammen. Die Auflast ist
in diesem Fall so gering, dass die Zugkraft der Schiene nicht innerhalb der Briicke eingeleitet werden
kann. Dadurch kommt es quasi zum Gleiten in der Scherfuge zwischen den Schwellen und dem Schot-
ter und es kann sich keine Scherkraft einstellen und somit auch keine Einspannwirkung. Aus diesen

Griinden wird fiir den unteren Grenzwert der Drehfedersteifigkeit der Wert Null angenommen.

(4.46)

ol

rad

4.3 Programmeingabe

Briickenkennwerte

In Kapitel wurden die Briickenkennwerte des untersuchten Tragwerks auf der Westbahnstrecke
angegeben. Die im Zuge der Berechnung mit Hilfe des MATLAB Programms erforderlichen Werte
sind in Tab. [.6| nochmals zusammen gefasst.

Spannweite L 4 [m)]
Massenbelegung ,u 13.971,6 [kg/m)]
Biegesteifigkeit | EA,, | 5,76 - 108 [Nm?]

Tabelle 4.6: Programmeingabe: Briickenkennwerte

Da die genauen Briickenkennwerte nicht bekannt sind, wird wie im Kapitel [£.1.1] erwéhnt die Biege-
steifigkeit um 425 % erhoht bzw. abgemindert. Im Programm wird die Variation durch den Faktor
fEa,, abgedeckt, mit dem die Biegesteifigkeit multipliziert wird. Die bei der Berechnung verwendeten

Intervalle sind in Tab. [£.7] dargestellt.

Parameter Bereich Anzahl
fea.. [-] | 0,75; 0,80; 0,85; 0,90; 0,95; 1,00; 1,05; 1,10; 1,15; 1,20; 1,25 11

Tabelle 4.7: Programmeingabe: Multiplikationsfaktor fra_,

Lastmodell

Im Kapitel wurden die Belastungskennwerte fiir die beiden Lastmodelle angegeben. Der Fokus
dieser Arbeit liegt jedoch auf der Erweiterung der Modellbildung des Tragwerks. Aus diesem Grund

wird keine Untersuchungen durchgefiihrt wie sich die beiden unterschiedlichen Lastmodelle im Bezug
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4.3 Programmeingabe

auf Tragwerke mit kurzer Spannweite verhalten. Da das Modell der Einzelkrifte einfacher ist und
zudem bei der Berechnung grofer Datenmengen, die zwangslaufig bei der Auswertung aller Parame-
terkonstellationen entsteht, eine immense Zeitersparnis bringt, wurde das Hauptaugenmerk auf das
Lastmodell der Einzelkrifte gelegt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird daher nur das Modell der
Einzelkréfte berticksichtigt.

Eine Berechnung der Uberfahrt zweier Taurus-Lokomotiven mit dem Mehrkorpersystem ist aber
durchaus mdoglich, wie im Struktogramm nach Abb. 3.5 ersichtlich ist. Fiir diesen Zweck wurde das

SIMULINK-Modell - ueberf b _mks _tt - implementiert.

Geschwindigkeit v

Der gemessene Verlauf der vertikalen Beschleunigung basiert auf der Uberfahrt zweier gekoppelter
Taurus-Lokomotiven und einem Messwagen bei einer Geschwindigkeit von v = 230 km/h. Fiir alle
weiteren Berechnungen wird daher die Uberfahrtsgeschwindigkeit konstant mit v = 230 km/h ange-

nommern.

Anzahl der Finiten Elemente ng;

Zu Beginn der Dateneingabe ist es zudem erforderlich die gewiinschte Anzahl der Finiten Elemente
ne; zu definieren, in die die Briicke unterteilt werden soll. In allen weiteren Berechnungen wird von
ne; = 100 ausgegangen. Somit sind bei der zu modellierenden Briicke mit der Spannweite L = 4 m die
Briickenkennwerte zur Bestimmung der Eigenschwingungen (Verschiebung v, Verdrehung 6, Kriim-

mung k), sowie die Systemantwort alle 4 em entlang der Briickenachse bekannt.

Anzahl der Eigenformen N

Des Weiteren muss bestimmt werden, wie viele Eigenformen N im Zuge der modalen Analyse zur
Berechnung der Tragwerksantwort mit einbezogen werden. Fiir einen beidseitig gelenkig gelagerten
Tréager sind dies im Normalfall die ersten drei Modi [I8]. Durch die Erweiterung des Modells durch
die Federn und die Zusatzmassen werden nun auch die Starrkdrperbewegungen des Systems, also
die Translation und die Rotation, abgebildet. Aus diesem Grund fliefen bei Gebrauch des Modells
des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn zusétzlich zu den drei Briickenschwingungen auch die
beiden Starrkérperbewegungen in das Ergebnis mit ein, womit sich die Zahl der beriicksichtigten Modi

zu N = 5 ergibt.

Randbedingungen

Neben den Lagerungsbedingungen eines gelenkigen, freien oder festen Tragerendes besteht im erweiter-
ten Rechenprogramm die Moglichkeit Wegfedern, Drehfedern und Knotenmassen zu beriicksichtigen.
Da die Kennwerte fiir die Bodensteifigkeit K., die Einspannwirkung der Schiene K, die zusétzlich
mitwirkende Knotenmassen M., und auch die Biegesteifigkeit FA,, des untersuchten Tragwerks
nicht eindeutig bekannt sind, wurden Grenzwerte fiir die Parameter abgeschétzt. Diese Grenzwerte
wurden im Kapitel [£.2] berechnet und erldutert. Im weiteren Verlauf der Berechnung wird jeder Pa-

rameter innerhalb seiner Grenzen variiert, wodurch sich in Summe eine Vielzahl von Konstellationen
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4 Referenzdaten der Messung und Eingangsgrofen fiir die Berechnung

ergibt.
Parameter Bereich Anzahl
16.,0; 6,5; 7,0; 7.5; 8,0; 8,5; 9,0; 9,5} - 107
M s [kg] {1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2,0; 29
2,1; 2,2; 2,3; 2,4; 2,5; 2,6; 2,7; 2,8; 2,9; 3,0} - 105
{5; 6; 7; 8 9} - 108
{1,0; 1,2; 1,4; 1,6; 1.8; 2,0; 2,2; 2.4; 2,6; 2,8; 3,0;
K. [N/m] 3,2; 3,4; 3,6; 4,0; 5,0; 6,0; 7,0; 8,0; 9,0} -10? 29
{1,0; 1,5; 2,0; 2,5} - 1010
0; 1-103, 1-10°, 1-10°
{1,0; 5,0; 7,5} - 107
K, [Nm/rad] {1,0; 3,0; 5,0; 7,0; 9,0} - 108 15
{1,0; 1,2; 1,4} - 10°

Tabelle 4.8: Programmeingabe: Knotenmasse M5, Wegfedersteifigkeit K. und Drehfedersteifigkeit K

Aus der Anzahl der in Tab. [f.7] und in Tab. dargestellten Werte folgen somit insgesamt 11 - 29 -
29 - 15 = 138765 Kombinationen und zu berechnende Ergebnissel[7]

Dampfung

Durch die Feldmessung wurde eine Tragwerksdampfung von (s = 5, 34% ermittelt. Wie im Kapitel
zur Modalanalyse erldutert wurde, setzt sich die Tragwerksantwort aus der Summe von N Teilergeb-
nissen zusammen. Dabei wird jedes Teilergebnis durch einen Einmassenschwinger beschrieben, der, bei
Verwendung der modalen Dampfung, iiber ein frei wihlbares Lehrsches Dampfungsmaf ¢ (k=1,...,N)
verfiigt. Durch die Erweiterung der Randbedingungen werden neben den Briickenschwingungen nun

auch Starrkorperbewegungen (= SKB) beriicksichtigt, siehe Abb.

hd Mzys SKB - Translation

¢ ‘ $s 7 T EF1 | | $rrans = 30 %

SKB - Rotation =¢s

A ‘ 7 EF 2 I\\I ¢R01 =30 %
. ) . . 1. Biegeschwingung
Eigenformen des Biegetragers mit < EF 3 Cas=534%)

Randmassen u. -Federn

EF=1,..,N mit N=5 2. Biegeschwingung

TR Gos=534% = 6y=¢

3. Biegeschwingung

EF5 \\/ \/ 65525,34%/

Abbildung 4.18: Exemplarische Darstellung der Eigenformen und der zugehorigen Dampfungsmafe ¢ des
Biegebalkens mit Randmassen und -Federn

o

4Bei einer Berechnungsdauer von etwa 1s pro Kombination, dauert die gesamte Berechnung ca. 1d, 14 h und 30min.
Bei Verwendung des Mehrkorpersystems mit einer Berechnungsdauer von etwa 10 s pro Kombination, verzehnfacht sich
die Dauer fiir eine vollstdndige Berechnung.
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4.3 Programmeingabe

Die SKB setzen sich aus einer Translation und einer Rotation zusammen und sollen den Einfluss des
Untergrunds auf die Systemantwort darstellen. Da der Untergrund im Allgemeinen iiber eine wesentlich
grofere Dampfung verfiigt als das Tragwerk (siehe Kapitel , werden den jeweiligen Schwingungs-
arten unterschiedliche Dampfungsmafe zugewiesen, siehe Abb. Dabei erhalten die Modi die fiir
die SKB des Systems stehen, ein Lehrsches Dampfungsmaft von (rrans = Crot = 30 % (entspricht
(p nach Gl und Modi der Biegeschwingungen ein einheitliches Lehrsches Dampfungsmafl von

(Bs = 5.34 %, welches der gemessenen Tragwerksddmpfung entspricht.

Simulationsparameter

Wie in Abschnitt [3:4] erwéhnt, bedient man sich zur Berechnung der dynamischen Briickenantwort des
in der Software MATLAB verfiigharen Programms SIMULINK. Darin wird die Bewegungsgleichung
mit Hilfe des solvers odel5s, wobei die Zeitschrittintegration durch eine variablen Schrittweite erfolgt,
gelost.

Die Uberfahrtsdauer der beiden gekoppelten Taurus-Triebwigen, ohne Beriicksichtigung des Messwa-
gens, betrigt ¢t = 0,5663 s. Um in spéterer Folge die Tragwerksddmpfung aus dem Ausschwingvorgang
der Briicke bestimmen zu koénnen, wird die Berechnungszeit um t,,s = 0,4 s verlangert. Die gesamte
Zeitdauer der Simulation ergibt sich somit zu tg =t + t44s = 0,9663 s.

Bei der vorliegenden Messung sind die Werte der vertikalen Beschleunigung fiir den Zeitbereich alle
0,002 s angegeben. Damit die Ergebnisse der Feldmessung und der Simulation vergleichbar werden,
wird auch im Rechenprogramm ein Zeitschritt von At = 0,002 s fiir die Ausgabe der Vertikalbe-
schleunigung gewadhlt. Somit erhdlt man als Ergebnis der Berechnung die Beschleunigungswerte alle

At = 0,002 s entlang der Zeitachse.
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Kapitel 5

Berechnung der Systemantwort

Im vorherigen Kapitel wurden alle notwendigen Eingabedaten beschrieben, die fiir die Berechnung
der Systemantwort mit Hilfe des MATLAB Programms erforderlich sind. Da die genauen Briicken-
daten nicht bekannt sind und die Parameter daher innerhalb ihrer Grenzen variiert werden, ergibt
sich eine Vielzahl von Konstellationen. Zu jeder dieser Konstellationen wird die Tragwerksantwort auf
die Uberfahrt zweier gekoppelter Taurus-Lokomotiven berechnet. Dafiir wird der MATLAB Code fiir
das Lastmodelle - ueberf b _k - der Einzelkrifte verwendet (siehe Struktogramm Abb. . Bei der
Berechnung der einzelnen Konstellationen ist im Speziellen der vertikale Beschleunigungsverlauf in
Feldmitte von Interesse, da dieser durch die vorhandene Messung bekannt ist, siche Abb. Aus die-
sem Grund wird in den folgenden Kapiteln ausschlieflich auf die vertikalen Beschleunigungsverldufe
in Feldmitte eingegangen. Der gemessene Verlauf der Vertikalbeschleunigung dient dabei als Referenz
fiir die Berechnungen.

Im Anschluss werden die berechneten Verldufe der Messung gegeniibergestellt. Dafiir wurde ein Al-
gorithmus programmiert der die Abweichung zweier Kurvenverldufe durch zwei Fehlerterme darstellt.
Auf Basis dieser Fehlerterme erfolgt danach eine Beurteilung, ob die eingangs gewéahlten Parameter
(K., Ky, M..s und fg A..) schlussendlich zu einer guten Ubereinstimmung mit der Messung fiihren

oder nicht.

Zu Beginn dieses Kapitels wird der Algorithmus zur Berechnung der Fehlerterme und der Vorgang zur
Beurteilung der berechneten Verldufe erldutert. Danach wird das Ergebnis eines beidseitig gelenkig
gelagerten Biegetrigers berechnet und die Qualitat dieser Berechnung diskutiert. Im Anschluss wird
anhand der Fehlerterme, aller berechneter Ergebnisse fiir den Biegetrdger mit Randmassen und -
Federn, der Einfluss der Parameter auf das Ergebnis untersucht und interpretiert. Zudem wird aus
dem Ausschwingvorgang die Ddmpfung der berechneten Verldufe bestimmt und mit der gemessenen
Déampfung (p; verglichen. Zum Abschluss wird der Einfluss der lastverteilenden Wirkung durch die

Schiene nach ONORM EN 1991-2 auf die Vertikalbeschleunigung thematisiert.
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5 Berechnung der Systemantwort

5.1 Fehleralgorithmus und Beurteilungskriterium

Wie schon erwéhnt dient dieser Algorithmus zum Vergleich zweier Kurvenverldufe. Die Beurteilung
inwiefern die beiden Kurven iibereinstimmen basiert auf zwei Kriterien. Zum einen werden die zeit-
lichen Postionen der extremalen Amplituden verglichen, ausgedriickt durch den Fehlerterm Tx und

zum anderen die Werte der Amplituden selbst, quantifiziert durch den Fehlerterm Ap.

Auslesen der Extremwerte und deren Positionen aus einem Kurvenverlauf

Um die Kurven mit einander vergleichen zu kénnen, wird zunéchst jeder Verlauf separat untersucht.
In einem ersten Schritt teilt der Algorithmus die x-Achse, die die Uberfahrtsdauer ¢S symbolisiert,
in n gleich grofie Zeitintervalle mit der Dauer t;,,¢; (i=1,...,n), siche Abb. Ist die gesamte Dauer
tS nicht exakt durch die n Zeitintervalle teilbar, so verbleibt am Ende ein Rest, der nicht weiter
beriicksichtigt wird, da er im Regelfall ein sehr kleines Intervall abbildet und keinen Einfluss auf das

Ergebnis hat. Die Grofe des gewahlten Zeitintervalls ¢;,; ; wird im Anschluss erldutert.

y =
l:im,l = tint,2 == t'int,n
f(t) = Wiy (1) n
. Z T1nt,i <t
i=1
X=t
qnt,l T1nt,2 t1nt,3 qnt,4 tint.n
tS

Abbildung 5.1: Gliederung des Kurvenverlaufs f(¢) in n gleich grofe Zeitintervalle ¢int;

Im né&chsten Schritt werden die maximalen und minimalen y-Werte, die im vorliegenden Fall fiir
die vertikale Beschleunigung in Feldmitte wgy; des Tragwerks stehen, innerhalb jedes Zeitintervalls
bestimmt (Aqae,; und Apip mit i=1,...,n). Zudem wird der zeitliche Abstand dieser Extremwerte

zum Ursprung ermittelt (¢,,45,; und t,,,; mit i=1,....n), siche Abb.

Dadurch sind fiir den Kurvenverlauf die Maxima und Minima der Vertikalbeschleunigung (y-Achse),
sowie deren zeitliche Position (x-Achse) in jedem Zeitintervall (i = 1,...,n) bekannt. Die durchgefiihrte
Gegeniiberstellung zweier Verldufe und die Berechnung der Fehlerterme beruht in weiterer Folge auf

diesen Ergebnissen.
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5.1 Fehleralgorithmus und Beurteilungskriterium

y=w
tmax,l Am
< 7‘\ ax,1 tn
Gl /V\‘ Amax,n
tmax,Z ax.2 /\ /
tm' 1 X=t
" Amin,l
tmin,2
Amin,z
n'nin,n Amin,n
Ent,l Ent,z tim,n

Abbildung 5.2: Bestimmung der Extremwerte Ay,qz,; und Amin,; sowie deren zeitliche Positionen tmqq,; und
tmin,i in jedem Zeitintervall

Grofie des Zeitintervalls

Zur Bestimmung der Grofe der Zeitintervalle werden zum einen die Periode der Referenzkurve und
zum anderen die Achsabstdnde der Taurus-Lokomotiven betrachtet, da sie den Rhythmus der Anre-
gung vorgeben.

Im vorliegenden Fall ist die Referenzkurve der gemessene, vertikale Beschleunigungsverlauf des
Tragwerks, siehe Abb. Aus der Messung konnte nach Angaben der OBB eine Frequenz von

favr = 25,95 Hz ermittelt werden. Dadurch ergibt sich eine Periode von

ot _ 1
far 25,95

=0,039 [s] (5.1)

Die Grofse der Intervalle wird im weiteren Verlauf der Arbeit durch die halbe Periode T'/2 ausgedriickt.

Dadurch ergibt sich die Dauer der Intervalle zu
T
tint = 3= 0,020 [s] (5.2)

Bei der Uberfahrt der gekoppelten Taurus-Triebfahrzeuge werden durch jede Achse Impulse auf das
Tragwerk erzeugt. Aus den Abstinden der Achsen und der Uberfahrtsgeschwindigkeit v = 230 km/h
kann die Periode zwischen den Belastungsimpulsen T7,,, berechnet werden. In Abb. @ sind die
Achsabstidnde dargestellt. Wie man erkennen kann, betrigt der Abstand der Achsen eines Drehgestells
genau 3 m und auch die iibrigen Abmessungen sind annéhernd durch 3 teilbar. Daher wird die Dauer

Trmp auf einen Abstand von s = 3 m bezogen.

3

S
. S 5.3
v 230/3,6 5] (53)

Tlmp =

69



5 Berechnung der Systemantwort

Wird wiederum die halbe Periodenlénge T},,,/2 herangezogen, so folgt die Intervalldauer zu

_ TImp
tint -

= 0,024 [s] (5.4)

Da die beiden berechneten Intervalldauern nach den GI. flir die Periode der Referenzkurve, und
Gl.[54] fiir die Periode der Anregung durch den tiberfahrenden Zug, sehr dhnlich sind, wird die fiir die
weiteren Berechnungen verwendete Intervalldauer vereinfacht aus dem Mittelwert beider Ergebnisse
bestimmt. Sie lautet somit

0,020 4 0,024

ting = —g = 0,022 [s] (5.5)

Ermittlung der Fehlerterme

Der Vergleich der Kurvenverlaufe erfolgt durch die Bestimmung der beiden Fehlerterme. Zum einen
werden die minimalen und maximalen Amplitudenwerte und zum anderen die zeitlichen Positionen

dieser Werte einander gegeniibergestellt.

A Tmax,n = tim = TRef
/N

A Amax.n

Y f
Xx=t
\ / \ /
\ // L/ A,
4 Az j / h \/ AAninn

M : Tmin72 ’ A Tmin,n

TRef = t1'nt
/\V /\V /\V /\V /\V /\V /\V
b G2 boen

Abbildung 5.3: Vergleich des gemessenen Beschleunigungsverlaufs fas(t) mit dem berechneten fr(t) und
Bestimmung der Differenzen der Extremwerte und deren Positionen in jedem Zeitintervall

Um den Fehlerterm der Amplituden Ar zu bestimmen, werden zunéchst die Differenzen der Am-
plitudenwerte berechnet und quadriert. Dies erfolgt fiir die minimalen und maximalen Amplituden
innerhalb jedes Zeitintervalls, siehe GL. In der Gleichung steht der Index M fiir die Werte der

Messung und der Index R fiir einen berechneten Verlauf.

2 2
AAmax,i = (Ama:v,M,i - Amaz,R,i)

2 2
AAminyi = (Amin,]M,i - Amin,R,i)
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5.1 Fehleralgorithmus und Beurteilungskriterium

Die Fehlerquadrate werden in einem n#chsten Schritt vereinfacht auf das Quadrat der betragsmafbig
groften Amplitude der Referenzkurve Age; (entspricht in dieser Arbeit dem gemessenen Verlauf)

bezogen, siche Abb. [5.3]
AAgnaz,i
AF,maz,i = T
Ref
AAgnin,i
AF,’rnin,i = T
Ref

(5.7)

Dadurch wird ein Verhéltnis zu der Referenzkurve hergestellt und die Nachvollziehbarkeit der Er-
gebnisse erleichtert. Ap a2, Uund Apmin,; sind dabei die Fehler der maximalen bzw. minimalen
Amplitudenwerte in jedem Intervall i. Ist der Fehler Ap 4., = 0, so muss das Quadrat der Dif-

ferenzen AA?

max,i

= 0 sein. Das bedeutet somit, dass die Maximalwerte der Amplituden im be-
trachteten Intervall gleich sein miissen. 0 < Ap ez < 1 bedeutet, dass die Abweichung der Werte
(Amaz,M,i — Amaz,R,i) kleiner bzw. gleich der maximalen Amplitude der Referenzkurve Agy ist. Sind
die Werte Ap maz,; > 1, nimmt die Abweichung der Amplituden weiter zu und der Fehler ist grofer als
die maximale Amplitude. Werden in einem letzten Schritt die Fehler der Maximalwerte Ap maz,; und
der Minimalwerte Ag ;n,; aller Intervalle aufsummiert, ergibt sich der Fehlerterm der Amplituden

Afp zu:
1 n n
Ap = o <Z; Armaz,i + ; AF,min,i) (5.8)

Durch den Faktor 1/2n wird die Grofenordnung des Fehlerterms Ap unabhéngig von der Anzahl der
Zeitintervalle n. Da je Zeitintervall jeweils ein maximaler- und minimaler Amplitudenwert berechnet
werden, steht der Ausdruck 2n darin fiir die Summe aller addierten Werte. Der Fehlerterm Ay liegt fiir
brauchbare Kurven wiederum im Bereich von 0 < Ap < 1, kann jedoch, bei sehr grofsen Abweichungen

der Amplitudenwerte, auch grofer als 1 werden.

Die Berechnung des Fehlerterms der zeitlichen Positionen der extremalen Amplitudenwerte T erfolgt
in analoger Weise. Wiederrum werden in einem ersten Schritt die Fehlerquadrate aus der Differenz

der Messung und des berechneten Verlaufs bestimmt.

2 2
ATma:c,i = (Tmaw,JVf,i - Tmam,R,i)

(5.9)
ATEﬂin,i = (Tnin,mi — Timin,R,i)°
Als Referenzwert Trey wird in diesem Fall die konstante Intervalldauer ¢;,; herangezogen.
T o ATT%MII,?; _ ATv%mw,i
Fomax,i — T2 t2
Ref int (5 10)
TF R Angin,i _ AT?nin,i
min,i — =
le%ef tzznt

Dabei bedeutet Tr maz,i = 0, dass die Extremwerte zur selben Zeit auftreten und Tg a4, = 1, dass

die Werte an den gegeniiberliegenden Réndern des Zeitintervalls liegen, sieche Abb. Anders als bei
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5 Berechnung der Systemantwort

der Berechnung der Amplitudenfehler kénnen die Werte T q2,; Und T ymin, ; nicht grofer als 1 sein,
da durch die vorgegebenen Intervalle die Zeitdauer klar abgegrenzt ist. Der Fehlerterm der zeitlichen

Positionen T folgt schlussendlich zu

TF = % (; TF,m,(m?,i + ;TF,min,i> (511)

Die Groéfsenordnung des Fehlerterms T ist auf den Bereich 0 < T < 1 beschrénkt.

Fir Ap und TF gilt somit, je kleiner die Werte, desto besser stimmen zwei zu vergleichende Kurven-

verlaufe iiberein.

Vorgang zur Beurteilung der berechneten Ergebnisse

Aus der Variation der Parameter FA,,, K, K, und M,,, innerhalb ihrer Grenzwerte, ergibt sich eine
Vielzahl von Konstellationen. Mit Hilfe des MATLAB Codes ueberf bk (siehe Abb. werden
in einem ersten Schritt die Ergebnisse fiir das Modell der iiberfahrenden Einzelkrafte fiir all diese
Konstellationen berechnet. Danach werden die Verldufe der vertikalen Beschleunigungen in Feldmitte
analog zum gemessenen Verlauf tiefpassgefiltert (f. = 100 Hz) um Frequenzen hoher als 100 Hz zu
unterdriicken, siche Kapitel [4.I] Dafiir wurde fiir den Tiefpass ein Butterworth-Filter 8.Ordnung mit
der Grenzfrequenz 100 Hz verwendet [28]. Im néchsten Schritt erfolgt die Gegeniiberstellung der be-
rechneten Verldufe zu dem Verlauf der Messung. Dabei werden, wie im vorherigen Abschnitt erlautert,
die Fehlerterme der Amplituden A und der zeitlichen Positionen T berechnet. Dadurch ist fiir jeden

berechneten Verlauf die Abweichung zur Messung iiber die beiden Fehlerterme bekannt.

Der Vorgang zur Beurteilung welche Verldufe und somit welche Parameterkonstellationen zu einer

guten Ubereinstimmung mit der Messung fithren, wird in zwei Teile gegliedert.

Zu Beginn wird der Fehlerterme T betrachtet. Dieses Kriterium wird als wichtiger erachtet, da
zunéchst jene Verldufe bestimmt werden bei denen die Phasen und die Frequenzen mit der Messung
iibereinstimmen. Dabei werden die berechneten Ergebnisse aufsteigend nach der Grofse von Tr sortiert.

Die sortierten Ergebnisse bilden die erste Teilmenge.

Der zweite Teil der Beurteilung widmet sich den Fehlertermen der Amplituden Ap. Dabei wird die
erste Teilmenge auf die besten Ergebnisse reduziert. Bei der Reduktion wird darauf geachtet, dass
der Fehlerterm T einen gewissen Wert nicht iiberschreitet. Dadurch wird sichergestellt, dass die
Phasen und Frequenzen der berechneten Verldufe mit ausreichend guter Genauigkeit der Messung
entsprechen. Die reduzierte, erste Teilmenge wird in einem letzten Schritt aufsteigend nach der Grofie
der Amplitudenfehler Ap sortiert. Dadurch kénnen aus einem Pool von guten Ergebnissen in Bezug
auf die Phase und die Frequenz der Verlaufe, zudem die Ergebnisse mit den kleinsten Abweichungen

der Amplitudenwerte bestimmt werden.

Eine Auswertung der Ergebnisse in umgekehrter Reihenfolge, wobei zuerst der Amplitudenfehler Ap
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5.2 Ergebnis des beidseitig gelenkig gelagerten Biegetrégers

betrachtet werden, hat gezeigt, dass die Frequenzgénge stark von jenem der Messung abweichen. Somit

ware diese Vorgehensweise nicht zielfithrend.

5.2 Ergebnis des beidseitig gelenkig gelagerten Biegetrigers

Bevor die Ergebnisse prasentiert werden die mit dem erweiterten Modell des Biegetragers mit Rand-
massen und -Federn berechnet wurden, wird zunéchst der beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalken
betrachtet.

Durch die bekannte Massenbelegung des Tragwerks p und die Biegesteifigkeit FA,, kann die Eigen-
frequenz des Balkens analytisch bestimmt werden. Mit Hilfe der Formel 2:22] fiir das Quadrat der
Eigenkreisfrequenz wjg- und der Kenntnis des Ausdruckes f; = w; /27 ergibt sich die Formel fiir die j-te

Eigenfrequenz eines gelenkig gelagerten Balkens zu:

o
- Jjm |[EAzz

Nach Einsetzen der Briickenkennwerte L = 4 m, u = 13.971,6 kg/m (siche Tab. und
FA,.=5,76-10% N/m? (siche Tab. folgt die 1. Eigenfrequenz des Tragwerks zu f; = 19,93 Hz.

Wie zu erkennen ist, weicht die Frequenz deutlich von jener der Messung mit fy, = 25,95 Hz ab.
Da die genauen Briickenkennwerte nicht bekannt sind, wurde eine Schwankungsbreite der Biege-
steifigkeit FA,, angenommen. Durch den Multiplikationsfaktor fpa.. der im Bereich von fga. . =
0,75 — 1,25 variiert wird, werden somit realistisch erachtete Abweichungen der Biegesteifigkeit von
+25 % abgedeckt.

Es zeigt sich jedoch, dass erst bei einer Erhohung der Biegesteifigkeit um den Faktor fpa., = 1,7
die erste Eigenfrequenz des Tragwerks mit f; = 25,99 Hz anndhernd der Frequenz der Messung ent-
spricht. Dieser hohe Faktor liegt zwar nicht mehr in dem als sinnvoll erachteten Bereich, aber dennoch
soll dieser Gedankengang fortgesetzt und die Antwort eines gelenkig gelagerten Biegetrigers mit einer
ersten Eigenfrequenz, die der der Messung entspricht, berechnet werden.

Unter der hypothetischen Annahme, dass die verwendeten Briickenkennwerte die Biegesteifigkeit des
Tragwerks deutlich unterschétzen, ergibt sich nun mit dem Faktor fra_ . = 1,7 eine erste Tragwerks-
frequenz von f; = 25,99 Hz. Wendet man zudem die gemessene Tragwerksdimpfung von ¢ = 5,34 %
als modale Dampfung auf die ersten drei betrachteten Modi an, erhélt man das in Abb. dargestellte
Ergebnis. Die Grafik zeigt den Verlauf der vertikalen Beschleunigung in Feldmitte. Wie man erkennen
kann, fiihrt die Berechnung zu einer Uberschétzung der vertikalen Beschleunigungen. Die maximalen
Amplituden des berechneten Verlaufs sind mit 1z = 4,60m/s? doppelt so hoch wie die im Versuch
gemessenen wWry = 2,31 m/s* und iiberschreiten den Grenzwert fiir Neubauten ag, v = 3,5 m/s?
(gemi ONORM EN 1990/A1).

Der Wert der analytisch berechneten Frequenz fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Tréger stimmt
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Abbildung 5.4: Vergleich der Beschleunigungsverldufe in Feldmitte zwischen der Messung und dem Modell
des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens nach dem Lastmodell EK - Einzelkrafte

zwar mit der Frequenz der Messung iiberein, jedoch kommt es zu einer Phasenverschiebung zwischen
dem gemessenen und dem berechneten Verlauf. Dies kann man daran erkennen, dass die Extremwerte

der Amplituden nicht zu den selben Zeitpunkten auftreten, siche Abb. [5.4] .

Es kommt daher einerseits zu einer Uberschitzung der Amplituden und andererseits zu einer Pha-
senverschiebung der Verldufe. In Tab. 5.1 werden die Abweichung durch die Fehlerterme T und Ap
quantifiziert. Sie sollen in spéterer Folge mit den Fehlertermen des erweiterten Modells verglichen

werden.

tint = 0,022 s | Fehlerterm TFr | Fehlerterm Ag
EK 0,314 0,604

Tabelle 5.1: Gegeniiberstellung der Fehlerterme der Amplitudenwerte Ar und deren Positionen Tr fiir das
Lastmodell: EK-Einzelkrafte

5.3 Ergebnisse des Biegetriagers mit Randmassen und -Federn

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fiir das erweiterte Modell des Biegebalkens mit Randmassen
und -Federn diskutiert. Es soll untersucht werden, welchen Einfluss die einzelnen Parameter auf das
Ergebnis haben. Zur Beurteilung ob die jeweiligen Parameterkonstellationen zu einer guten Uber-
einstimmung mit dem gemessenen, vertikalen Beschleunigungsverlauf fiithren, werden die Fehlerterme

herangezogen.

Wie im Kapitel zur Beurteilung der berechneten Ergebnisse erldutert wurde, werden die berechneten

Ergebnisse zuerst auf eine Ubereinstimmung der Positionen der extremalen Amplituden untersucht,
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

was durch den Fehlerterm T quantifiziert wird. Danach wird ein Grenzwert fiir den Fehlerterm T

festgelegt und die dadurch reduzierte Teilmenge nach der Gréfe der Amplitudenwerte A7 sortiert.

5.3.1 Frequenzen

Eine optimale Ubereinstimmung zweier Verldufe, zunéichst ohne Beriicksichtigung der Amplitudenwer-
te, wird dadurch ersichtlich, dass die Extremwerte sowie die Nulldurchgénge an den selben Positionen
auftreten. Dies wird im Normalfall durch eine Ubereinstimmung der Perioden bzw. der Frequenzen
ausgedriickt. Wie man jedoch bei dem Ergebnis des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens erken-

nen konnte, kommt es trotz der selben Frequenz zu einer Phasenverschiebung der Verlaufe.

Aus diesem Grund werden zunéchst die Frequenzen der berechneten Verldaufe nach dem erweiterten
Modell des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn untersucht. Dabei wird im Speziellen auf die
Frequenzen der Starrkorperbewegungen (Translation und Rotation) und die erste Biegeschwingung
des Tragwerks eingegangen. Wie man aus der Abb. [£.1§ erkennen kann, stellen die Starrkérperbewe-
gungen zumeist die ersten beiden Eigenformen des Systems (Modell des Biegetrigers mit Randmassen
und -Federn) dar. Die dritte Eigenform steht fiir die erste Biegeschwingung des Tragwerks.

Es soll an dieser Stelle jedoch erwdhnt werden, dass sich unter gewissen Konstellationen der Para-
meter (fga,., K., M.ys und K,) diese Reihenfolge verdndern kann. Dies geschieht vor allem bei
einer Zunahme der Wegfedersteifigkeit K, wenn zur gleichen Zeit die zuséatzliche Knotenmasse M,
im Bereich des unteren Grenzwertes angenommen wird. Daher représentieren die hier angegebenen
Frequenzen der Starrkorperbewegungen und die der ersten Biegeschwingung des Tragwerks nicht au-
tomatisch die ersten drei Systemfrequenzen (SKB+ Biegeschwingungen). Wovon die Reihenfolge der

Eigenformen abhéngig ist und wie die Bestimmung programmtechnisch umgesetzt wurde, wird im

Kapitel [5.3.6] erklért.

Abb. basiert auf der Auswertung aller berechneter Parameterkonstellationen. Dabei werden die
Frequenzen der Translation und der ersten Biegeschwingung, sowie der Fehlerterm T abgebildet. Wie
man aus den Grafiken [5.5 (a)-(d) ablesen kann, liegen die Fehlerterme T in einer Grofienordnung von
0,05 — 0,40. Besonders markant ist dabei der in blau dargestellte Bereich, siehe zunéchst (a). Er
symbolisiert die Zone in der die Parameterkonstellationen die beste Ubereinstimmung mit der Phase
- also der zeitlichen Position der Extremwerte - des gemessenen, vertikalen Beschleunigungsverlaufs
liefern.

Werden die x-z- bzw. die y-z-Ebene der dreidimensionale Darstellung (a) betrachtet, so kann aus
den Grafiken (b) und (c) der Einfluss der Frequenzen auf den Fehlerterm T separat beurteilt
werden. In diesen beiden Grafiken sind die Ergebnisse jeder Parameterkonstellation durch schwarze
Punkte dargestellt, um die Streuung der Ergebnisse abzubilden. Die farbigen Fléchen in Abb. 5.5

entstehen durch eine lineare Interpolation zwischen diesen Punkten.
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Abbildung 5.5: Abhéngigkeit des Fehlerterms Tr von den Frequenzen der Translation und der ersten Bie-
geschwingung
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

Die erste Biegefrequenz des Tragwerks, siehe Graﬁk (b), bewegt sich in einer Bandbreite von etwa
15—50 Hz. Der untere Grenzwert ergibt sich aus der Betrachtung eines beidseitig gelenkig gelagerten
Tréagers (M.ys = K, = K, = 0) wobei die Biegesteifigkeit £A.. mit dem unteren Grenzfaktor
fea.. = 0,75 multipliziert wird.

Aus der GIL. folgt die Frequenz des Biegetrégers zu f = 17,3 Hz mit den Briickenkennwerten
nach Tab. [f.6] Um die obere Grenze der ersten Biegeeigenfrequenz abzuschitzen, wird vom Grenzfall
ausgegangen, dass die Biegesteifigkeit des Tragers F'A,, sowie die Drehfedersteifigkeit an den Auflagern
K, maximal sind. Dadurch ergibt sich ein drehelastisch gelagerter Tréger (M.,s = K, = 0) mit
fEa.. = 1,25 und K, = 1,4 - 10° Nm/rad. Die resultierende Frequenz betriigt in diesem Fall f =
37,3 Hz. Wie man in Grafik (b) erkennen kann, liegt der Grofteil der Ergebnisse innerhalb dieses
Bereichs. Wie die hoheren Frequenzen mancher Konstellationen zustande kommen wird in Kapitel
erliutert.

Die Parameterkonstellationen mit den geringsten Fehlertermen T befinden sich wiederum
im blau dargestellten Abschnitt, siehe (b), und verfiigen tiber eine erste Biegefrequenz von etwa
25-28 Hz.

Anhand von Grafik (c) wird die Translation des Systems diskutiert. Auch an dieser Stelle werden
zundchst die Grenzen der Frequenzen untersucht. Dafiir wird die bereits im Kapitel (Abschnitt:
,Ubertragung des Modells auf ein Briickentragwerk “) erlauterte Modellbildung - wobei die Biege-
steifigkeit des Trégers gegen unendlich geht - herangezogen. Dadurch ldsst sich die Frequenz durch
einen Einmassenschwinger berechnen, der iiber die Knotenmasse M., + Mp/2 und die Steifigkeit K,
verfiigt. Der untere Grenzwert ergibt sich aus der groften Knotenmasse M., = 3-10° kg, der halben
Masse der Briicke Mp/2 = i+ L/2 und der geringsten Wegfedersteifigkeit K, = 5-10% N/m und fiihrt
mit Gl [5.13] zu einer Frequenz von

_ b 5- 108 Ceon 5.19)
27 zus+MB/2 3.105+13971.2 - 1F '

Fiir den oberen Grenzwert werden die minimale Masse M., = 6-10*kg, sowie die maximale Steifigkeit

K. =2,5-10' N/m in GL eingesetzt. Die obere Grenzfrequenz der Translation folgt zu f =

84,9 Hz. Auch hier zeigt sich, dass nur wenige Parameterkonstellationen hohere Frequenzen aufweisen.

Die Frequenzen fiir die Translation die zu den geringsten Fehlertermen T fiihren, liegen im
Bereich von 10-18 Hz. Die Frequenzen der Rotation wurden an dieser Stelle nicht grafisch dargestellt.
Der Frequenzbereich bei dem der Fehlerterm 7T minimal wird, liegt fiir die Rotation zwischen 15-22
Hz. Die Frequenzen der Starrkérperbewegungen sollen in der Modellbildung die Eigenfrequenzen des
Untergrunds symbolisieren. Im Kapitel [1.2.2) wurden die Giiltigkeitsgrenzen des Einmassenschwinger-
Analogons erlautert. Dabei wurde vorweg genommen, dass die Frequenzen der Starrkérpermodi, die zu

ausreichend guten Ergebniskonstellationen fiihren, kleiner als fi,q.: = 23 Hz sind. Diese Behauptung
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5 Berechnung der Systemantwort

wurde an dieser Stelle verifiziert.

Abbildung [5.5| (d) verdeutlicht schlussendlich nochmals, dass sich die Parameterkonstellationen, die
die geringste Abweichung zur Messung haben, auf einen kleinen Bereich beschrénken. Dieser Bereich
beinhaltet Konstellationen deren erste Biegefrequenz zwischen 25-28 Hz und deren Frequenzen der
Starrkérperbewegungen zwischen 10-18 Hz fiir die Translation (15-22 Hz fiir die Rotation) liegen. In
diesem Bereich ist der Fehlerterm T kleiner als 0, 15. Die Bestétigung, dass die Phase der berechneten
Verlaufe mit der Phase der Messung iibereinstimmt, kann Abb. entnommen werden. Darin sind

die besten fiinf vertikalen Beschleunigungsverlaufe abgebildet.

Die in Abb. [5.5| dargestellten Grafiken [5.5|(a)-(d) belegen, dass unter gewissen Parameterkonstellatio-
nen bei denen die erste Biegefrequenz des Tragwerks in etwa der Frequenz der Messung entspricht, der
Fehler der zeitlichen Positionen der extremalen Amplitudenwerte T minimal wird. In weiterer Folge
soll daher untersucht werden, welche Parameter diesen Konstellationen zugrunde liegen und welchen
Einfluss sie auf die Frequenzen des Systems, sowie auf den Fehlerterm T haben. Daher werden die
Biegesteifigkeit des Tragwerks F'A,,, die Drehfedersteifigkeit K, die zusétzliche Knotenmasse M,
und die Steifigkeit der Wegfeder K, ndher untersucht.

5.3.2 Biegesteifigkeit des Tragwerks EA .,

Da die genauen Briickenkennwerte nicht bekannt sind, wurde die in Tab. angegebene Biegestei-
figkeit des Tragwerks EA,, bei der Berechnung durch den Multiplikationsfaktor fga,, variiert. Die
Abbildungen und zeigen den Einfluss des Faktors fr4_. auf die Frequenzen des Systems, sowie
auf den Fehlerterm Tr.

Die schwarzen Punkte in den Grafiken |5.6|(a) und (b) stehen wiederum fiir die berechneten Ergebnisse
der Parameterkonstellation. Aufgrund der groffen Anzahl von Kombinationen, liegen die Punkte sehr
dicht aneinander und wirken optisch wie eine durchgezogene Linie. Wie man erkennen kann, liegen
die Punkte auf den in Tab. [£.7] angegebenen Intervallen fiir fpa__. Die auch zwischen den Punkten
dargestellten farbigen Flachen, ergeben sich aus einer linearen Interpolation zwischen den einzelnen
Ergebnissen der Parameterkonstellationen und repréisentieren den Fehlerterm 7. Die Grofenordnung
von T wird iiber die Farbskalen am rechten Rand der Abbildungen (a) und (b) dargestellt.

Wie man in Grafik (a) erkennen kann, sind die schwarzen Punkte - die Ergebnisse der Parame-
terkonstellationen - bei jedem Intervall fra., iliber das gesamte Frequenzspektrum der Translation
(= 6 = 95 Hz) verteil. Zu jedem Wert fga_. gibt es also Ergebnisse die zu sehr geringen Frequenzen
(6 Hz) sowie zu hohen Frequenzen (95 Hz) fithren. Aus dieser konstanten Streuung der berechneten
Parameterkombinationen ldsst sich feststellen, dass die Biegesteifigkeit des Tragwerks FA,, die

Frequenz der Translation kaum beeinflusst.
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

Im Gegensatz dazu, ldsst sich ein eindeutiger Zusammenhang zwischen der ersten Biegefrequenz des
Trégers und der zunehmenden Biegesteifigkeit feststellen, siehe Grafik (b). Wihrend bei einem
Multiplikationsfaktor fra,. = 0,75 die Frequenzen der ersten Biegeschwingung der berechneten Kom-
binationen (wiederum dargestellt durch die schwarzen Punkte) zwischen 15+ 43 H z liegen, schwanken
die Frequenzen bei fga,, = 1,25 zwischen 20+ 52 H z. Logischerweise fiihrt hier eine hohere Steifigkeit

des Tragers zu einer hoheren Biegefrequenz.
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Abbildung 5.6: Einfluss der Biegesteifigkeit des Tragwerks EA.. auf (a) die Frequenz der Translation, (b) die
1.Biegefrequenz und (a)+(b) den Fehlerterm Tr (siehe Farbskala), dargestellt durch den Multiplikationsfaktor
fEa,. - Teil 1

Der Zusammenhang zwischen fga,, und den Frequenzen wird in Grafik (a) nochmals verdeut-
licht. Die dargestellten Linien zeigen exemplarisch den Verlauf der Frequenzen mit zunehmender Bie-

gesteifigkeit. Gleichzeitig werden alle anderen Parameter, also die zusétzliche Knotenmasse M., s, die
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Steifigkeit K., sowie die Steifigkeit der Drehfeder K, konstant gehalten um ausschliefslich den Ein-
fluss der Biegesteifigkeit abzubilden. Man erkennt wiederum den Anstieg der ersten Biegefrequenz des

Tragwerks, wihrend die Frequenz der Translation nahezu konstant bleibt.
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Abbildung 5.7: Einfluss der Biegesteifigkeit des Tragwerks FA.. auf (a) die Frequenz der Translation und
die 1.Biegefrequenz und (b) den Fehlerterm T, dargestellt durch den Multiplikationsfaktor fza,, - Teil 2

Die in den Grafiken (a) und (b) in dunkelblau dargestellten Zonen reprisentieren die Bereiche
mit den kleinsten Fehlertermen 7. Diese Zonen liegen sowohl bei der Translation als auch bei der
ersten Biegefrequenz im Bereich der in Kapitel beschriebenen Sollfrequenzen (Translation: 10-18
Hz und 1.Biegeschwingung: 25-28 Hz). Entlang der Abszisse sind die blauen Zonen iiber das gesamte
Spektrum von fga_ . verteilt. Es sticht also kein Faktor fga. . sonderlich heraus, bei dem deutlich
geringere Fehler Tr zu erkennen sind. Dieser Umstand ist auch in Grafik (b) ersichtlich, die den
Multiplikationsfaktor frpa.. und den Fehlerterm T gegeniiberstellt. Auch hier représentieren die

schwarzen Punkte die berechneten Ergebnisse der Parameterkonstellationen.

Der Einfluss der Biegesteifigkeit des Tragers auf den Fehlerterm T ist daher relativ gering.

5.3.3 Steifigkeit der Drehfeder K,

Die im erweiterten Modell des Biegetrdgers mit Randmassen und -Federn vorhandenen Drehfedern
sollen die Einspannwirkung, die von den durchgehenden Schienen erzeugt wird, abbilden. Da die

freie Verdrehung an den Auflagern verhindert wird, entstehen im System zusétzliche Zwinge, die
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

sich durch eine Erhohung der Steifigkeit des Tragwerks ausdriicken lassen. Daher wird zunéchst
der Zusammenhang zwischen der Drehfedersteifigkeit K, und der Biegefrequenz des Tragwerks

untersucht, sieche Abbildungen (b) und (a).
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Abbildung 5.8: Einfluss der Drehfedersteifigkeit K, auf (a) die Frequenz der Translation, (b) die 1.Biege-
frequenz und (a)+(b) den Fehlerterm Tr (siehe Farbskala) - Teil 1

Betrachtet man die einzelnen Linien in Grafik (a), die in diesem Fall Konstellationen mit den

konstanten Parametern fpa_ ., K, und M,,s repréisentieren, so lésst sich feststellen, dass die erste

Biegefrequenz bis zu einer Steifigkeit von K, = 107 Nm/rad nahezu konstant bleibt. Die Drehfeder
beeinflusst daher die Biegefrequenz des Tragwerks erst in einem Steifigkeitsbereich von K, = 107+1, 4-
10° Nm/rad. Die Frequenzen der Starrkérperbewegungen bleiben hingegen iiber den gesamten Bereich
der Abszisse konstant, siche[5.§] (a) und[5.9] (a), was auf einen geringen Einfluss der Drehfedersteifigkeit
K, hindeutet.

Bis zu K, = 1-10® Nm/rad lassen sich berechnete Kombinationen erkennen, die zu einem Fehlerterm
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Tr < 0,10 fiihre Eine hohere Drehfedersteifigkeit verursacht eine Uberschitzung der Biegefrequenz

des Tragwerks und fithrt dadurch zu einer Zunahme des Fehlers Tr.
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Abbildung 5.9: Einfluss der Drehfedersteifigkeit K, auf (a) die Frequenz der Translation und die 1.Biege-
frequenz und (b) den Fehlerterm T - Teil 2

5.3.4 Knotenmasse M,

Der néchste Parameter der bei der Berechnung variiert wurde, ist die zusédtzliche Knotenmasse M,
die bei der Anregung durch den tiberfahrenden Zug aktiviert wird. Da diese Masse punktformig an den
Auflagern des Trégers wirkt, ist ihr Einfluss auf die Frequenzen der Starrkérperbewegungen deutlich
markanter als auf die erste Biegefrequenz, sieche Abbildungen (a) und (a). Diese Grafiken
zeigen, dass mit zunehmender Masse M, die Frequenz der Translation abnimmt. Die oberen Grenz-
werte fiir die Frequenz entstehen dabei, wenn bei der Parameterkonstellation fiir den Trager, die

Auflagersteifigkeit K, hoch ist und die unteren Grenzwerte, wenn die Steifigkeit A, minimal ist.

Aus einem Vergleich der beiden strichlierten Linien in Grafik (a) ldsst sich eine starke Abhén-
gigkeit der Masse M., von der Steifigkeit der Wegfeder K, erkennen. Wahrend bei einer hohen
Auflagersteifigkeit K, die Frequenzen mit der Masse deutlich und rascher abnehmen (obere Linie =
oberen Grenzwerte), hilt sich die Reduktion der Frequenz bei geringer Steifigkeit K, (untere Linie
= unteren Grenzwerte) in Grenzen. Auf den Zusammenhang zwischen M., s und K, wird im Kapitel
[.3.6 néher eingegangen. In Bezug auf die erste Biegefrequenz des Trégers lésst sich ebenfalls ein Zu-

sammenhang mit der Masse M, erkennen. Betrachtet man Grafik (a), so beruhen die oberen

IDieser Wert wird in spéterer Folge als Grenze fiir den Fehlerterm T, siehe Kapitel
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

beiden Linien der ersten Biegefrequenz und der Frequenz der Translation auf der gleichen Parameter-
konstellation (PK.1) und gehéren also zum selben System. Dasselbe gilt fiir die unteren beiden Linien

(PK.2).
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Abbildung 5.10: Einfluss der zusétzlichen Knotenmasse M5 auf (a) die Frequenz der Translation und den
Fehlerterm T (siehe Farbskala), (b) die 1.Biegefrequenz und den Fehlerterm Tr (siehe Farbskala) - Teil 1

Aus diesem Zusammenhang kann man feststellen, dass, wenn die Frequenz der Starrkérperbewegung
geringer ist als die erste Biegefrequenz des Trégers (siche PK.2), die Biegefrequenz mit zunehmender
Masse abnimmt. Fiir die dargestellte Parameterkonstellation (PK.2) ist die Abnahme der Biegefre-
quenz vor allem im Bereich geringer Massen erkennbar. Im Gegenzug bleibt die erste Frequenz der
Biegeschwingungen anniéhernd konstant, wenn die Frequenz der Translation grofer ist (siehe PK.1).
Die Abhéngigkeit der Biegefrequenz des Tragwerks von der Knotenmasse M., ist also nur unter
bestimmten Konstellationen gegeben. Diese Konstellationen sind dadurch gekennzeichnet, dass die

Starrkérperbewegungen niedrigere Eigenformen als die Biegeschwingungen im System représentieren.

Die Bereiche mit den geringsten Fehlertermen Tr sowie die zugehdrigen Frequenzen kénnen aus den
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5 Berechnung der Systemantwort

Grafiken (a), (b) und (b) abgelesen werden. In den Abbildungen (a) und (b) ist der
Fehlerterm T durch die farbliche Schattierung zu erkennen. Dabei représentieren die in blau dar-
gestellten Zonen die Bereiche mit den kleinsten Fehlertermen Tr. Sie befinden sich im Bereich von

M,us =6-10* — 1,4 - 10° kg und sind somit iiber eine relativ groken Bandbreite verteilt.
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Abbildung 5.11: Einfluss der zuséitzlichen Knotenmasse M., auf (a) die Frequenz der Translation und die
1.Biegefrequenz und (b) den Fehlerterm T - Teil 2

5.3.5 Steifigkeit der Wegfeder K,

Die Steifigkeit K, soll im Modell des Biegetragers mit Randmassen und -Federn, die Steifigkeit des
Bodens die an den Auflagern wirkt, reprisentieren. Wie zu erwarten, fiihrt eine Erhohung der Aufla-
gersteifigkeit K, zu einer Zunahme der Frequenzen der SK-Modi, wie den Grafiken (a) und
(a) entnommen werden kann. Dabei wird die Steifigkeit K, entlang der Abszisse logarithmisch dar-
gestellt. Die in Abb. (a) exemplarisch dargestellten Linien stehen fiir Konstellationen bei denen

nur der Parameter K, variiert und alle {ibrigen Parameter fg4

zz)

K, und M, konstant gehalten

werden. Die Zunahme der Frequenzen mit steigender Steifigkeit ist klar ersichtlich.

Abb. (b) zeigt den Zusammenhang zwischen der Auflagersteifigkeit K, und der ersten Biege-
frequenz des Tragwerks. Erwartungsgemafs ist auf den ersten Blick kein eindeutiger Trend erkennbar.
Die Ergebnisse der berechneten Konstellationen (schwarzen Punkte in der Grafik) schwanken {iber das

gesamte Frequenzspektrum. Betrachtet man jedoch die in der Grafik (a) eingetragenen Linien,
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

erkennt man, dass die Biegefrequenz des Tragwerks bei zunehmender Steifigkeit K, nicht konstant
bleibt. Zudem ist die Biegefrequenz des Triagers zunéchst hoher als die Frequenz der Translation.
Ab einer gewissen Steifigkeit K, kommt es jedoch zum Wechsel der Eigenformen der Translation
und der ersten Biegeschwingung. Dadurch kann festgestellt werden, dass die Bodensteifigkeit K, die

Biegeschwingungen der Briicke beeinflusst. Dieser Effekt wird im néchsten Kapitel ndher erldutert.
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Abbildung 5.12: Einfluss der Wegfedersteifigkeit K, auf (a) die Frequenz der Translation und den Fehlerterm
Tr (siehe Farbskala), (b) die 1.Biegefrequenz und den Fehlerterm Tr (sieche Farbskala)- Teil 1

Bei der Gegeniiberstellung der Steifigkeit K, zum Fehlerterm T, siche Grafik (b), lasst sich
ein klarer Bereich feststellen, wo der Fehlerterm geringer ist. Liegt K, zwischen 5 - 10® N/m und
3-10° N/m, so gibt es Parameterkonstellationen bei denen Tr kleiner als 0,10 ist, was wiederum
fiir eine gute Ubereinstimmung mit der Messung steht. Bei zunehmender Steifigkeit K. nehmen die
Frequenzen der Starrkérperbewegungen zu und befinden sich nicht mehr im Sollbereich (Translation:
10-18 Hz und Rotation: 15-22 Hz), was zu einer Erhohung des Fehlerterms T fiihrt. Dies kann auch
aus der Grafik (a) abgelesen werden, in dem man die in dunkelblau markierten Zonen - die die
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5 Berechnung der Systemantwort

Bereiche mit den geringsten Fehlertermen T darstellen - betrachtet.
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Abbildung 5.13: Einfluss der Wegfedersteifigkeit K. auf (a) die Frequenz der Translation und die 1.Biege-
frequenz und (b) den Fehlerterm T - Teil 2

5.3.6 Wirkungsweise des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn - Einfluss des

Masse—Feder—Systems auf die Frequenzen

Um die Wirkungsweise des Modells des Biegetréagers mit Randmassen und -Federn zu erldutern, soll
anhand von Abb. nochmals auf den Einfluss der Steifigkeit K, auf die Frequenzen eingegangen
werden. Die Knotenmasse M, s und die Wegfeder mit der Steifigkeit K, bilden zusammen das Masse-

Feder-System an den Auflagern, das den Einfluss des Untergrunds auf das Tragwerk symbolisiert.

In Abb. (a) ist die Frequenz eines beidseitig gelenkig gelagerten Trégers (M., = K, = K, =
0), die analytisch nach Gl bestimmt werden kann, abgebildet. Abb. (b) zeigt das Modell
des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn und die zugehorigen Frequenzen und Eigenformen
der Translation sowie der ersten Biegeschwingung des Trégers flir ausgewéhlte Steifigkeiten K. Der
Einmassenschwinger fiir den Untergrund, der in Kapitel (Abschnitt: ,,Ubertragung des Modells
auf ein Briickentragwerk “) erldutert wurde, und die nach GL berechneten Frequenzen sind in
Abb. (c) eingetragen. Die Frequenzen der unterschiedlichen Modelle sind in Abb. (d) iiber
die Steifigkeit K, dargestellt. In Anhang[VI]sind die zur Ermittlung der Frequenzverlidufe notwendigen

Eingabewerte (wobei K, der einzige variable Wert ist) sowie die Eigenformen und ihre zugehorigen
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

Frequenzen nochmals angegeben.
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Abbildung 5.14: (a) Beidseitig gelenkig gelagerter Biegetriger - Modell und 1.Eigenfrequenz; (b) Biegetriger
mit Randmassen und -Federn - Modell und Eigenfrequenzen- und Formen zu ausgewéhlten Steifigkeiten K.;
(c) Einmassenschwinger fiir den Untergrund - Modell und Eigenfrequenzen zu ausgewéhlten Steifigkeiten K.;
(d) Verlauf der Frequenzen der unterschiedlichen Modell in Abhéngigkeit von K,

+

Betrachtet man die Verldufe der in Abb. (d) dargestellten Frequenzen, so konnen diverse Aussa-
gen getroffen werden.

Zunichst werden Bereiche mit einer hohen Steifigkeit, von K, > 2-10° N/m, untersucht. Es lisst sich
erkennen, dass mit zunehmender Steifigkeit K, die erste Biegefrequenz des Trégers mit Randmassen
und -Federn (rote, durchgezogene Linie) gegen die analytischen Frequenz eines gelenkigen Biegetra-
gers (schwarze, strichpunktierte Linie) konvergiert. Gleichzeitig kommt es zu einem starken Anstieg
der Starrkorperfrequenz der Translation (blaue, strichlierte Linie) die denselben, jedoch verschobenen
und erhohten Frequenzverlauf wie ein Einmassenschwinger (griine, punktierte Linie) aufweist.

Diese Effekte lassen sich dadurch erklidren, dass die Steifigkeit der Wegfeder im Vergleich zur Biege-
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5 Berechnung der Systemantwort

steifigkeit des Tragers immer grofier wird. Um die Auflager zu verschieben und somit den Widerstand
den die Wegfedern erzeugen zu iiberwinden, wird ein immer gréfserer Energieaufwand erforderlich. Im
Gegensatz dazu bleibt die Energie die zur Biegung des Trégers notwendig ist nahezu konstant. Aus
diesem Grund stellt in diesem Bereich die reine Biegung des Tragers die niedrigste Eigenform dar,
siehe Abb. (b) bei K, = 2,5-10*° N/m. Der unterschiedliche Energieaufwand wird auch durch die
Anderungen der Frequenzen ersichtlich, wihrend die Biegefrequenz annihernd konstant bleibt nimmt
die Frequenz der Translation zu, siche Abb. (d).

Die Erhéhung der Translationsfrequenz zur Frequenz des Einmassenschwingers hdngt damit zusam-
men, dass neben dem Widerstand der Wegfedern auch der Widerstand zur Biegung des Trégers iiber-
wunden werden muss. Der erhéhte Energieaufwand ist abermals durch die Erhohung der Frequenz

erkennbar.

Wird der restliche Steifigkeitsbereich in Abb. (d) zwischen K, = 5- 108 und 2 - 10° N/m unter-
sucht, erkennt man, dass die Frequenz der Translation zunédchst kleiner als die Frequenz der ersten
Biegeschwingung ist und anndhernd der Frequenz des Einmassenschwingers entspricht, siehe dazu
auch Abb. (b) und (c) bei K, = 5-10% N/m. In diesem Bereich stellt also die Translation die
niedrigste Eigenform des Systems dar. Die erste Biegefrequenz des Systems ist héher als die Frequenz
des gelenkigen Biegetrigers. Dies ist auf einen erhdhten Energieaufwand zuriickzufiihren, da neben der
Biegung des Trégers auch ein von den Wegfedern erzeugter Widerstand {iberwunden werden muss.
In diesem Bereich beeinflusst das Masse-Feder-System an den Auflagern, also der Untergrund, die

Biegeschwingung des Tragwerks.

Nimmt die Steifigkeit K, ausgehend von K, = 5-10% N/m weiter zu, so nimmt bei der ersten Eigenform
des Systems (Translation) die Verschiebung an den Auflagern immer weiter ab und der Biegeanteil
des Tragers wird grofer, siehe Abb. (b) bei K, = 5-10% und 1-10° N/m. Die Frequenz der
Translation néhert sich immer weiter der Frequenz eines gelenkigen Biegetragers an, siehe Abb.
(d). Dies fithrt dazu, dass die ersten Eigenform des Modells - Biegetréger mit Randmassen und -Federn
- von einer Starrkorperbewegung (Translation) in eine Biegeschwingung tibergeht. Das gleiche nur
entgegengesetzte Phdnomen kann bei der dritten Eigenform festgestellt werden. Mit grofserer Steifigkeit
K, wird bei der Translation die Verschiebung an den Auflagern immer gréfer, was zu einer raschen
Zunahme der Frequenz fiihrt, siche Abb. (b) und vergleiche die Eigenformen der Translation
bei K, = 5-10% und 2,5 - 10'° N/m. Wihrend dabei die Abweichung zur analytischen Frequenz
eines gelenkigen Biegetrigers zunimmt, bleibt die Translationsfrequenz im Bereich der Frequenz des

Einmassenschwingers, siche Abb. (d).

Aus diesen Griinden wechseln ab einer gewissen Steifigkeit K, in Zusammenhang mit der Knotenmas-
se M,,s, die Translation und die erste Biegeschwingung des Modells - Biegetriger mit Randmassen
und -Federn - ihre Positionen bei der Reihenfolge der Eigenformen. Dieser Wechsel geschieht, wie man

aus Abb. (d) erkennen kann, in dem Bereich wo die analytische Frequenz des Biegetriagers und
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die Frequenz eines Einmassenschwingers iibereinstimmen. Im vorliegenden Fall erfolgt der Wechsel im

Bereich zwischen K, = 1-10° N/m und K, = 2-10° N/m.

Unterscheidung der Eigenformen und programmtechnische Umsetzung

Wie man an den in Abb. (b) bei K, = 1-10° und 2-10° N/m dargestellten Eigenformen erkennen
kann, ist eine Unterscheidung zwischen den Eigenformen der Translation und der ersten Biegeschwin-
gung des Tragwerks im Bereich vor und nach dem Wechsel relativ schwierig. Die Eigenformen der
Translation und der ersten Biegeschwingung weifsen sowohl einen Verschiebungsanteil an den Aufla-
gern, wie auch einen grofen Biegeanteil auf. Die beiden Teile des Systems - der Biegetrdger und das
Masse-Feder-System an den Auflagern - wirken zusammen und kénnen daher nicht getrennt betrachtet
werden.

Der Grund warum dennoch versucht wurde die Eigenformen jeder berechneten Parameterkonstellation
eindeutig zu identifizieren, liegt daran, dass es in dieser Arbeit auch darum geht den Einfluss des Un-
tergrunds auf die Systemantwort zu untersuchen. Wie in den Kapiteln [£.2.6] und [£.3] erldutert wurde,
wird dem Boden eine hohere Dampfung zugewiesen. Um in weiterer Folge die unterschiedlichen Damp-
fungskoeffizienten den zugehorigen Eigenformen zuordnen zu konnen, ist daher eine Differenzierung

erforderlich.

Die programmtechnische Umsetzung um die Eigenformen zu unterscheiden und in weiterer Folge die
Déampfungen zuweisen zu konnen, erfolgt mit der MATLAB-Funktion daempfung. Da die Thematik
sehr komplex ist und der Fokus dieser Arbeit nicht auf der Analyse von Eigenformen liegt, wurden bei
dieser Funktion diverse Vereinfachungen getroffen. Der Code zu dieser Funktion ist im Anhang [VII]
angegeben und wird an dieser Stelle nicht ndher erldutert. Dass die verwendete Funktion mit einer
ausreichenden Genauigkeit funktioniert, ist einerseits an der Abb. (b) zu erkennen, da hier die
Schnittpunkte der mit dem Programm berechneten Verldufe der Eigenfrequenzen sowie die Schnitt-
punkte zwischen den analytisch berechneten Ergebnisse gut iibereinstimmen. Auferdem konnte bei
der Erlauterung der Grenzfrequenzen in Kapitel gezeigt werden, dass der Grofteil der berechne-

ten Frequenzen innerhalb dieses Grenzbereichs liegt.

Vergleich zum Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Biegetrigers - Teil 1

Der Bereich vor dem Wechsel soll an dieser Stelle nochmals hervorgehoben werden, da die Phdnome-
ne die dabei auftreten dafiir verantwortlich sind, dass das erweiterten Modell des Biegetrigers mit
Randmassen und -Federn andere Ergebnisse als der beidseitig gelenkig gelagerte Biegebalken liefert.
Die Phianomene, also der Einfluss des Untergrunds (Masse-Feder-System an den Auflagern) auf die
Biegeschwingung des Tréagers und die damit verkniipfte Erh6hung der ersten Biegefrequenz, sind dafiir
verantwortlich, dass die erste Biegefrequenz des erweiterten Modells des Biegetragers mit Randmassen
und -Federn nicht mit der ersten Biegefrequenz des beidseitig gelenkig gelagerte Trégers vergleichbar

ist, siehe Abb. Waéhrend bei dem gelenkig gelagerten Trager die erste Frequenz f; = 25,99 Hz
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5 Berechnung der Systemantwort

durch eine Erhohung der Biegesteifigkeit erzielt wurde (siehe Kapitel , ist fiir die erste Biegefre-

quenz von f; = 26,38 Hz des erweiterten Modells, das Masse-Feder-System verantwortlich.

Wie sich aus dem Vergleich der Fehlerterme T, sowie auch durch einen optischen Vergleich der
vertikalen Beschleunigungsverldufe nach Abb. erkennen lésst, fiihrt das erweiterte Modell (unter
gewissen Parameterkonstellationen) zu einer deutlich besseren Ubereinstimmung mit der Phase des

gemessenen Beschleunigungsverlaufs als das Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens.

6| Messung -
- - - - Beidseitig gelenkig gelagerter Biegetrager
r———— Biegetrager mit Randmassen und -Fedemn
N fur Neuanlagen (= 3,5 m/s?)

P aGr,

Beschleunigung i pas [m/sg]

3 |1 = 26,38 Hz Tp = 0,09 [ =25,99 Hz; Tr = 0,31
1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Zeit t [s]

Abbildung 5.15: Systemantwort der Briicke in Feldmitte bei der Verwendung unterschiedlicher Tragwerks-
modelle fiir die Belastung durch EK: Beidseitig gelenkig gelagerter Biegetrager mit fra.. = 1,7; Biegetréger
mit Randmassen und -Federn mit fga.. =1, K, = 1-10° N/m, M,us =6,5 - 10* kg, K, =0 Nm/rad

Zusammenhang zwischen der Knotenmasse M., s und der Steifigkeit K,
Es wurde im Zuge dieses Kapitels mehrmals erwahnt, dass die Beurteilung des Einflusses der Steifigkeit
K, nur in Zusammenhang mit der wirkenden Knotenmasse M, moglich ist. Aus diesem Grund sind

in Abb. die Frequenzen bei unterschiedlichen Massen angegeben.

Wie man erkennen kann, kommt es bei einer Erhéhung der Knotenmasse zu einer Verschiebung des
Bereichs wo der Wechsel der Eigenformen stattfindet. Eine hohe Knotenmasse fiihrt zu einer Aufwei-
chung des Systems, was vor allem an der Reduktion der Frequenzen der Translation ersichtlich ist.
Betrachtet man die Frequenzen der Translation in Abb. so ist die Anderung der Frequenzen mit
zunehmender Masse im Bereich geringer Steifigkeiten K, klein. Nimmt die Steifigkeit zu, fithrt eine
hohe Knotenmasse zu einem flacheren Frequenzverlauf der Translation und somit zu einer Abnahme
der Frequenzen, wie man an der Stelle der maximalen Steifigkeit von K, = 2,5 - 10" N/m erkennen

kann. Wiahrend bei einer Knotenmasse M., = 6-10* die Frequenz der Translation fr,qns = 98,37 Hz
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn

betrigt, sinkt die Frequenz bei M,,s = 3-10° auf fr,ans = 45,93 Hz ab, siche Abb. Durch den
flacher werdenden Frequenzverlauf, kommt es erst bei hoheren Steifigkeiten K, zum Schnittpunkt der

Frequenz der Translation und der ersten Biegefrequenz des Tragwerks und somit zum Wechsel der

Eigenformen.
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Abbildung 5.16: Frequenzen der Translation und der ersten Biegeschwingung in Abhéngigkeit der Wegfe-
dersteifigkeit K. und der Knotenmasse M., fiir verschiedene Trigermodelle. Fiir den Biegetriger mit Rand-
massen und -Federn gilt fpa.. =1, K. =0N/m

Der Einfluss der Knotenmasse M., auf die erste Biegefrequenz ist geringer als auf die Frequenz der
Translation. Dennoch kann man feststellen, dass mit zunehmender Knotenmasse die Abweichung der
Biegefrequenz von der analytischen Frequenz kleiner wird.

Diese beiden Erkenntnisse, also die Abnahme der Starrkérperfrequenz der Translation und der gerin-
gere Einfluss der Knotenmasse auf die erste Biegefrequenz, konnten bereits im Kapitel[5.3.4] festgestellt
werden, sieche Abb. (a).

5.3.7 Zusammenfassung - Einfluss der Parameter auf die Phase des Beschleunigungs-

verlaufs dargestellt durch den Fehlerterm T

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass sich die Parameterkonstellationen die zu einem minimalen
Fehlerterm Tr < 0,10 fiithren auf einen kleinen Bereich beschrédnken. Dieser Bereich zeichnet sich
dadurch aus, dass all diese Konstellationen iiber dhnliche Frequenzen verfiigen. Die Frequenzen der
Translation liegen im Bereich von 10-18 Hz, die der Rotation zwischen 15-22 Hz und die ersten

Biegefrequenzen schwanken zwischen 25-28 Hz.

Fir den Multiplikationsfaktor fra. ., der die Variation der Biegesteifigkeit EA,, des Trégers be-

zz)

schreibt, konnte kein eindeutiger Bereich festgestellt werden, bei dem deutlich geringere Fehler Tr
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5 Berechnung der Systemantwort

zu erkennen sind, siehe Abbildungen (a), (b) und Abb. (b). Es fiihren sowohl geringere, wie
auch hohere Steifigkeiten zu Fehlertermen 7% < 0, 10. Des Weiteren hat sich gezeigt, dass fr4,, kaum
einen Effekt auf die Starrkérperbewegungen des Biegetrdgers mit Randmassen und -Federn hat. Die

Biegefrequenzen des Tragwerks werden jedoch zum Grofteil von F'A,, bestimmt.

Ahnliches gilt auch fiir die Drehfedern an den Auflagern mit der Steifigkeit K. Wahrend der Einfluss
auf die Translation und Rotation gering ist, zeigt sich eine eindeutige Abhéngigkeit der Biegefrequenz
von K. Wie man an den Abbildungen (a) und (b) erkennen konnte, liegen die Parameterkonstel-
lationen mit Fehlertermen T < 0,10 im Steifigkeitsbereich von K, = 0=+ 1-10% Nm/rad. Jedoch
ist erst ab einer Steifigkeit von K, = 107 Nm/rad ein Einfluss der Drehfedern auf die Ergebnisse
erkennbar. Hohere Drehfedersteifigkeiten, die am oberen Rand der Grenzwertbetrachtung liegen und
somit einen vollstédndigen Verbund zwischen Schienen und Schotterbett voraussetzen wiirden, verur-
sachen eine Uberschitzung der Biegefrequenz des Tragwerks und fithren dadurch zu einer Zunahme

des Fehlers Tr.

Besonders deutlich ist der Einfluss der Parameter M., - fir die zusatzlichen Knotenmassen - und K,
- fiir die Steifigkeit der Wegfedern - die zusammen das Masse-Feder-System an den Auflagern bilden.
Sie beeinflussen sowohl die Starrkérperbewegungen, wie auch die Biegefrequenzen des Tragers. Die
geringsten Fehlerterme T werden erreicht, wenn die Massen im Bereich von M., = 6-10*+1,4-10%kg
(siehe Abbildungen (a), (b) und (b)) und die Steifigkeiten K, zwischen 5 - 108 N/m und
3 - 10° N/m liegen (siche Abbildungen (a), (b) und (b)). In diesem Bereich erhoht das
Masse-Feder-System die Biegefrequenz der Briicke und es kommt somit zu einer Interaktion zwischen
dem Untergrund und dem Tragwerk. Im restlichen Parameterbereich kommt es entweder aufgrund
von sehr groflen Massen bei gleichzeitig geringen Steifigkeiten zu sehr geringen Starrkorperfrequenzen
oder bei sehr hohen Steifigkeiten und geringen Massen zu hohen Starrkoérperfrequenzen. Wodurch
der Fehlerterm Tr zunimmt, da die beiden Systeme - Masse-Feder-System an den Auflagern und der

Biegetréger selbst - entkoppeln und nicht mehr interagieren.

Fir Kombinationen die zu einem Fehlerterm T < 0,1 fithren, kann daher der eingangs gewéhlte
Parameterbereich nach den Tab. und Tab. L8 reduziert werden. Der reduzierte Parameterbereich

ist im néchsten Kapitel in Tab. [5.2] zusammengefasst.

Die Interaktion zwischen dem Untergrund und dem Tragwerk ist somit dafiir verantwortlich, dass das
erweiterte Modell des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn andere Ergebnisse als der beidseitig
gelenkig gelagerte Biegebalken liefert. Wie man aus dem Vergleich der Fehlerterme T und den gegen-
ibergestellten vertikalen Beschleunigungsverldufen in Abb. erkennen kann, fiihrt das erweiterte
Modell zu einer deutlich besseren Ubereinstimmung mit der Phase der Messung. In Abb. sind

die vertikalen Beschleunigungsverlaufe mit den geringsten Fehlertermen T abgebildet.
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5.3 Ergebnisse des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn
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Abbildung 5.17: Verldufe der Vertikalbeschleunigung in Feldmitte mit den geringsten Fehlertermen T
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5 Berechnung der Systemantwort

5.4 Reduktion der vertikalen Beschleunigung

Bei der Betrachtung der vertikalen Beschleunigungsverldufe des Biegetrdgers mit Randmassen und
-Federn (siche Abb. kann man feststellen, dass die Amplitudenwerte nach wie vor sehr hoch
sind und deutlich iiber den Werten der Messung liegen. Aus diesem Grund erfolgt in einem néchsten
Schritt die Beurteilung der berechneten Verldufe des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn nach

den extremalen Amplituden.

Um sicherzustellen, dass die Frequenzen der berechneten Verldufe mit ausreichend guter Genauigkeit
der Messung entsprechen, werden nur mehr Parameterkonstellationen beriicksichtigt, die zu einem
Frequenzfehlerterm Tr < 0,10 fithren. Dadurch reduzieren sich die Kombinationen von 138765 auf

160. Der reduzierte Parameterbereich dieser Kombinationen ist in Tab. [5.2] dargestellt.

Parameter Bereich
fea.. [-] 0,75+ 1,20
M5 [k9] 6,0 -10* = 1,4 -10°
K, [N/m] 5,0 -10%® = 3,0 - 10°

K, [Nm/rad] 0-=1,0 -10%

Tabelle 5.2: Reduzierter Parameterbereich von Ergebniskombinationen die einen Fehlerterm 7TF < 0,10
aufweisen

Somit kénnen aus einem Pool von guten Ergebnissen in Bezug auf die Phase der Verlaufe, zudem die

Ergebnisse mit den kleinsten Abweichungen der Amplitudenwerte bestimmt werden, siche Abb. [5.18]
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Abbildung 5.18: Zusammenhang der Frequenzen und des Fehlerterms Ap fiir das Modell des Biegetrigers
mit Randmassen und -Federn

In Abb. 51§ sind die Frequenzen der Parameterkonstellationen dargestellt die einen Fehlerterm

Tr < 0,10 aufweisen. Wie man erkennen kann, bleibt die erste Biegefrequenz des Tragwerks {iber
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5.4 Reduktion der vertikalen Beschleunigung

den Fehlerterm der Amplitudenwerte Ap konstant, wihrend Ap mit zunehmenden Starrkérperfre-
quenzen abnimmt.

Wie im vorherigen Kapitel erwéahnt wurde, werden die Frequenzen der Translation und der Rotation
hauptséchlich von der Knotenmasse M,,s und der Steifigkeit K, (Masse-Feder-System) bestimmt.
Fiir die in Abb. erkennbare Erh6hung der Starrkoérperfrequenzen sind somit die beiden Parame-
ter M.,s und K, verantwortlich. Abb. [5.19] verdeutlicht diesen Zusammenhang fiir die Frequenz der
Translation. Man erkennt darin, dass Parameterkonstellationen mit hoher Knotenmasse M., und
Steifigkeit K, beim Modell des Biegetrdgers mit Randmassen und -Federn zu einer Erhéhung der
Translationsfrequenz fiihren. Dieser Zusammenhang gilt in analoger Weise fiir die Frequenz der Rota-
tion, die an dieser Stelle nicht gesondert dargestellt wurde. Die Erhéhung der Starrkérperfrequenzen
ist wiederum mit einer Abnahme des Fehlerterms A (siehe Abb. und folglich mit der Reduktion

der Amplituden verbunden.
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—_ 15
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13
0.8 1
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Abbildung 5.19: Einfluss der Knotenmasse M, und Steifigkeit K. auf die Frequenz der Translation

Der Zusammenhang der einzelnen Parameter und des Fehlerterms der Amplitudenwerte A ist in den
Abbildungen und dargestellt. Darin reprisentieren die roten Punkte Parameterkombinatio-
nen mit einen Frequenzfehlerterm Tr < 0,1. An den Grenzen der Abszissen in diesen Grafiken kann
man erkennen, dass die verbleibenden Parameterkonstellationen iiber den reduzierten Parameterbe-
reich, wie er in Tab. angegeben wurde, verteilt sind. Bei der im vorherigen Kapitel durchgefiihrten
Anpassung an die Phase des gemessenen Beschleunigungsverlaufs, konnten vor allem bei den beiden
Parametern M, fir die Knotenmasse, und K, fiir die Wegfedersteifigkeit, eindeutige Bereiche fest-
gestellt werden, wo der Fehlerterm T minimal wird.

Bei ndherer Betrachtung zeigt sich fiir den Fehlerterm Ap ein &hnliches Bild. Die Parameter fga..
(Abb. (a)) und K, (Abb. (b)), die hauptséchlich Einfluss auf die Biegeschwingungen des
Tragwerks haben, sind erneut iiber das gesamte Spektrum der Abszissen verteilt und liefern in jedem

Intervall &hnliche minimale Fehlerterme Apg.
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Abbildung 5.20: Einfluss der Parameter (a) fga,, fir die Biegesteifigkeit des Triagers und (b) K, fiir die
Steifigkeit der Drehfeder auf den Fehlerterm Ag

Fiir die weitaus interessanteren Parameter M,,s und K., in Bezug auf die Beeinflussung der Ergeb-
nisse, lassen sich klarere Trends erkennen. An den in den Abbildungen (a) und (b) zusitzlich
dargestellten, kubischen Regressionskurven (=Trendlinien), ldsst sich der Einfluss der Parameter
M,,s und K, auf den Fehlerterm Apr deutlich ablesen. Bei beiden Parameter nimmt der Fehlerterm
Ap seine minimalen Werte in den Bereichen mit groffer Knotenmasse M,,s (Abb. (a)) und
hoher Steifigkeit K, (Abb. (b)) an. Kombinationen mit geringer Masse und Auflagersteifigkeit
fithren hingegen zu einer grofen Abweichung der Amplituden. Somit lésst sich festhalten, dass das
Masse-Feder-System an den Auflagern beim Modell des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn
einen wesentlichen Einfluss auf die Gréfle der Amplituden der Vertikalbeschleunigung hat.

Das Masse-Feder-System, bestehend aus der zusétzlichen Knotenmasse M, s und der Wegfederstei-
figkeit K., symbolisiert den Einfluss des Untergrunds auf das Schwingungsverhalten des Tragwerks.
Durch das Hinzufiigen dieses Systems an den Auflagern eines Biegebalkens (= erweiterte Modell
des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn), konnten nun zwei entscheidende Verbesserungen

festgestellt werden.
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Abbildung 5.21: Einfluss der Parameter (a) M,,s fiir die zusitzliche Knotenmasse und (b) K. fiir die
Steifigkeit der Wegfeder auf den Fehlerterm Ag

Zum einen beeinflusst das Masse-Feder-System die erste Biegefrequenz des Trégers, was von entschei-
dender Bedeutung ist, um die Phase der Messung exakter abbilden zu kénnen. Dies wurde in den
Kapiteln zum Fehlerterm T% (siehe im Speziellen Kapitel gezeigt.

Zum anderen kann das Masse-Feder-System zu einer Reduktion der Amplituden der Vertikalbe-
schleunigungen fiihren. Dies geschieht, wie in diesem Abschnitt erldutert wurde, vor allem bei ho-
hen Knotenmassen im Bereich von M., = 8,5 - 10* + 1,4 - 10° [kg] und Steifigkeiten von K, =
1,6-10% + 2,2 - 109 [N/m], siche Abbildungen Abb. (a) und (b).

5.4.1 Wirkungsweise des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn - Einfluss des

Masse—Feder—Systems auf die Vertikalbeschleunigung

Um genauer zu untersuchen wie der Einfluss des Masse-Feder-Systems auf die Amplituden der verti-

kalen Beschleunigung zustande kommt, wird ein weiterer Aspekt der Wirkungsweise des erweiterten
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5 Berechnung der Systemantwort

Modells des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn erldutert. Dafiir wird zunéchst der Zusam-
menhang zwischen den maximalen Beschleunigungswerten des Biegebalkens in Feldmitte und dem
Masse-Feder-System betrachtet.

In Abb. sind die maximalen vertikalen Beschleunigungen in Abhéngigkeit von M,,s und K,
abgebildet.
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Abbildung 5.22: Maximale Vertikalbeschleunigung des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens und des
Biegetragers mit Randmassen und -Federn in Abhéngigkeit der Knotenmasse M,,s und der Steifigkeit K,

Die durchgezogenen Linien stehen dabei fiir die Ergebnisse die mit dem Modell des Biegetragers mit
Randmassen und -Federn erzielt werden und die strichpunktierte Linie soll im Vergleich dazu die Ver-
tikalbeschleunigung eines vergleichbaren Biegebalkens (EA. ., p und K, sind gleich wie beim erweiter-
ten Modell), der beidseitig gelenkig gelagert ist, symbolisieren. Das Diagramm veranschaulicht, dass
das erweiterte Modell im dargestellten Steifigkeitsbereich deutlich geringere Vertikalbeschleunigungen
liefert. Unter einer optimalen Abstimmung von M., und K, kénnen die maximalen Beschleunigungs-
werte um mehr als 50% reduziert werden im Vergleich zum Modell des beidseitig gelenkig gelagerten

Biegetragers.

Um diesen Effekt zu erkléren, wird die im Kapitel [3.]] erlauterte Modalanalyse, die zur Berechnung
der Systemantwort herangezogen wird, nidher betrachtet. Wie in diesem Kapitel erwihnt, wird jede
Eigenform die das Tragwerk annehmen kann durch einen Einmassenschwinger beschrieben, siehe Gl.
Die resultierenden Vektoren dieser Gleichung q(¢), (¢) und §(¢) enthalten die Information, wel-
chen Anteil die einzelnen Modi an der Gesamtlésung haben. Die Lésung an einer beliebigen Stelle x
entlang der Tragerachse ergibt sich nach GI. Mochte man wie im vorliegenden Fall erforderlich,
die vertikale Beschleunigung in Feldmitte berechnen, so wird die Losung ¢i(t) jedes Modi mit dem
zugehorigen Wert der Eigenformen ¢y in Feldmitte (x = L/2) multipliziert. Wie man an den For-

men der Eigenschwingungen in Abb. erkennen kann, weisen alle Eigenformen die antimetrisch
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beziiglich der Symmetrieachse des Systems sind, einen Nulldurchgang in Feldmitte auf. Somit gilt
fiir die Rotation und die 2.Biegeschwingung ¢y (L/2) = 0. Diese beiden Eigenformen haben folglich
keinen Anteil an der Gesamtlosung der Systemantwort wpas(L/2,t), da das Produkt ¢i(¢) - ¢r(L/2)
dieser Eigenformen gleich Null ist. Die Berechnung der Systemantwort in Feldmitte stellt daher einen
Sonderfall dar, da nicht jede Eigenform einen Anteil an der Gesamtlosung hat. Die Systemantwort
wgp(x,t) ergibt sich schlussendlich indem alle Produkte der berticksichtigten Modi k = [1,2, ..., N]

aufsummiert werden.

Aus der Betrachtung welche Anteile die einzelnen Modi an der Gesamtlésung haben, soll die Wir-
kungsweise des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn néher erldutert werden.

Zunéchst wird ein System untersucht, welches iiber eine sehr groffe Auflagersteifigkeit von K, =
2,5-10'9 N/m verfiigt. Wie man an den dargestellten Frequenzen in Tab. [5.3|erkennen kann, entspre-
chen die Frequenzen der Biegeschwingungen des erweiterten Systems mit Randmassen und -Federn
anndhernd jenen des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens. Die zusétzlichen Starrkérperbewegungen
weisen hohere Frequenzen als die erste Biegeschwingung auf, was dazu fithrt dass die erste Biege-

schwingung die niedrigste Eigenform des Systems darstellt.

beidseitig gelenkig gelagerter Biegetrager Biegetrdger mit Randmassen und -Federn

K, =2,5e10 [N/m], M, = 1,4e5 [kg]

Schwingungsart | EF f [Hz] w [rad/s] dg] EF f [Hz] w [rad/s] dg!
1.Biegeschwingung 1 19,93 125,25 0,0534 1 19,78 124,26 0,0534
SKB-Rotation - - - - 2 62,58 393,21 0,3000
SKB-Translation - - - - 3 65,78 413,32 0,3000
2.Biegeschwingung 2 79,73 500,99 0,0534 4 83,72 526,04 0,0534
3.Biegeschwingung | 3 179,40 1127,22 0,0534 5 181,22 1138,63 0,0534

Tabelle 5.3: Gegeniiberstellung der Systemfrequenzen und Zuordnung der Lehrschen Dampfungsmafie bei
der Verwendung unterschiedlicher Tragermodelle im Fall grofier Auflagersteifigkeit K.

In Abb. sind die Eigenformen des Biegetridgers mit Randmassen und -Federn nach Tab.
abgebildet. Zudem sind die Werte ¢ (L/2) in Feldmitte fir jeden Mode k dargestellt. Man erkennt
wiederum, dass die Werte ¢ (L/2) fiir die Rotation und die zweite Biegeschwingung Null sind.

Die Eigenkreisfrequenzen der Starrkérperbewegungen und auch der zweiten und dritten Biegeschwin-
gung des Tragwerks sind um vieles grofser als die Eigenkreisfrequenz der ersten Biegeschwingung, siehe
Tab. Daher sind die vertikalen Beschleunigungen des Einmassenschwingers nach Gl. der den
Mode der ersten Biegeschwingung reprasentiert, deutlich grofer als die der iibrigen Eigenformen, siehe
Abb. In dieser Abbildung sind die Beschleunigungsverldufe ¢y (¢) der einzelnen Eigenformen des
Biegetriagers mit Randmassen und -Federn abgebildet. Aufserdem wurde der Zeitpunkt ¢t = 0,524 s
markiert, bei dem - nach spiterem aufsummieren der Teilergebnisse jedes Modi nach Gl. [3.3]- die Sys-
temantwort wpar(L/2,t) den Maximalwert aufweist. Um die Beschleunigungswerte jedes Modi zum

Zeitpunkt ¢ = 0,524 s besseren ablesen zu konnen, wurden in Abb. die Werte ¢i(t = 0,524 s)
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nochmals dargestellt.
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Abbildung 5.23: Darstellung der Eigenformen und ihrer Werte ¢x(L/2) in Feldmitte fiir den Biegetrager
mit Randmassen und -Federn mit den Parametern: fga,, = 0, K, = 0 Nm/rad, M., = 1,4 - 10° kg und

K,=2,5-10" N/m
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Abbildung 5.24: Beschleunigungsverldufe gi(t) der Einmassenschwinger nach Gl. fiir die einzelnen
Eigenformen des Biegetrégers mit Randmassen und -Federn
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6 - - - 1.EF - 1.Biegeschwingung 1
—&— 2.EF - Rotation
4 | | —— 3.EF - Translation i
------ 4 4.EF - 1.Biegeschwingung
‘”T ol 5.EF - 1.Biegeschwingung G5 = 0.75204]
= gz = 0.15689
— e & 'y e
N $ !
= ! Go = —0.45512
= 2F : g1 = —0.93363 b
| |
:*_‘_, -4 B ] -
. 1
& [
6} : i
1
]
8t ' b
1
! ¢ = —9.6856
710 ’ 1 I 1 1
1.EF 2.EF 3.EF 4 EF 5EF

k-te Eigenform

Abbildung 5.25: Darstellung der Beschleunigungswerte §x(t = 0,524 s) jedes Modi k zum Zeitpunkt ¢, an
dem die Systemantwort wrp maximal wird

In den Abbildungen und kénnen nun die Werte ¢ (z = L/2) und ¢i(t = 0,524 s) fiir jeden
Mode k abgelesen werden. Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. [3.3] fiir die Modale Projektion, kann
die Systemantwort des Biegetrégers mit Randmassen und -Federn wpps(z,t) in Feldmitte (x = L/2)
und zum Zeitpunkt ¢t = 0,524 s berechnet werden.

Um nun die Anteile jedes Modi an der Gesamtlésung abzubilden, werden in Abb. die Produkte
or(x) - Gi(t) jedes Modi k der Systemantwort Wy (x,t) gegentibergestellt.

100 T T T T T
,’93'4449 - & - 1.EF - 1.Biegeschwingung
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—~ 40} ]
= |
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Abbildung 5.26: Darstellung der Anteile ¢x(x)di(t) jedes Modi k an der Vertikalbeschleunigung wgar(z,t)
in Feldmitte und zum Zeitpunkt ¢t = 0,526 s fiir den Biegetrager mit Randmassen- und Federn

Wiederum wird der Biegetridger mit Randmassen und -Federn in Feldmitte (x = L/2) und zum
Zeitpunkt ¢t = 0,524 s betrachtet. Man erkennt, dass der Anteil der ersten Eigenform des Systems

- Biegetrager mit Randmassen und -Federn - mit 93,4% um vieles grofer ist als die Anteile der
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5 Berechnung der Systemantwort

ibrigen Eigenformen. Zudem sind, wie bereits erwdhnt, die Anteile der Rotation und der zweiten
Biegeschwingung gleich Null. In Summe ergeben die Anteile der Eigenformen 100% und fithren somit
zu der Systemantwort wWpps(z,t), die in Feldmitte zum Zeitpunkt ¢ = 0,524 s den Wert wpps(x,t) =

10,37 m/s? betriigt, siehe Abb.

Die gesamte Systemantwort wgas(x,t) nach Gl wird somit nahezu ausschlieflich von der ersten
Biegeschwingung des Trégers erzeugt und entspricht zudem dem Ergebnis eines beidseitig gelenkig
gelagerten Triigers, wie man an der Ubereinstimmung der Verldufe in Abb. erkennen kann. Dabei
steht die rot-strichlierte Linie fiir das Produkt ¢4 (z)-¢1(¢) der ersten Eigenform (= erste Biegeschwin-
gung) des Biegetragers mit Randmassen und -Federn in Feldmitte (x = L/2).

12 -
Biegetriiger mit Randmassen u. -Federn {BT. mit RM.-F.) . Wryn = 10, 3T
Ll o R LEF - 1.Biegeschwingung des BT. mit RM.-F. y
———— Beidseitig gelenkig gelagerter Biegetriger a A i

N |

Beschleunigung tipar und ¢1(L/2) - §i(t) [m/s]

1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.524
Zeit [s]

Abbildung 5.27: Verldufe der Vertikalbeschleunigung in Feldmitte fiir das Modell des beidseitig gelenkig
gelagerten Biegetragers und dem Biegetrager mit Randmassen und -Federn sowie dem Beschleunigungsverlauf
der ersten Biegeschwingung ¢1(L/2) - ¢1(t) fiir den Biegetrager mit Randmassen und -Federn

Das bedeutet, dass sich das Modell des Biegetragers mit Randmassen und -Federn bei einer sehr
groflen Auflagersteifigkeit K, wie das Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens verhélt. Dies
wird auch bei der Betrachtung von Abb. deutlich, da man erkennt, dass die maximalen Verti-
kalbeschleunigungen sich mit zunehmender Steifigkeit der Losung des beidseitig gelenkig gelagerten

Balkens annéhern.

Vergleich zum Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Biegetrigers - Teil 2

Um zu zeigen, dass das zusétzliche Masse-Feder-System an den Auflagern jedoch auch einen sehr
grofsen Einfluss auf die Systemantwort des erweiterten Modells haben kann, erfolgt eine dhnliche Ana-

lyse bei einer Steifigkeit von K, = 2,6-10° N/m.
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5.4 Reduktion der vertikalen Beschleunigung

Wie man aus Tab. erkennt, sind die Frequenzen der Starrkérperbewegungen geringer als die Fre-
quenzen der Biegeschwingungen des Tragwerks. Somit stellt die Translation die niedrigste Eigenform
des Gesamtsystems dar und man befindet sich im Bereich vor dem Wechsel der Positionen der Eigen-
formen, wie in Kapitel erldutert wurde. In diesem Bereich fiihrt der Einfluss des Masse-Feder-
Systems an den Auflagern des Trégers zu einer Erhohung der Frequenz der ersten Biegeschwingung,
wie auch in Tab. 5.4 und in Abb. [5:2§|ersichtlich ist. In Abb. [5.28]sind die Eigenformen und die Werte
¢ (L/2) in Feldmitte fiir jeden Mode k dargestellt.

Biegetrager mit Randmassen und -Federn

beidseitig gelenkig gelagerter Biegetrager K, = 2,6e9 [N/m], M, = 1,4e5 [kg]

Schwingungsart |EF f [Hz] @ [rad/s] g EF f [Hz] ¢ [rad/s] ¢[-
SKB-Translation - - - - 1 16,99 106,76 0,3000
SKB-Rotation - - - - 2 20,97 131,77 0,3000
1.Biegeschwingung 1 19,93 125,25 0,0534 3 24,97 156,92 0,0534
2.Biegeschwingung 2 79,73 500,99 0,0534 4 81,40 511,48 0,0534
3.Biegeschwingung 3 179,40 1127,22 0,0534 5 181,00 1137,26 0,0534

Tabelle 5.4: Gegeniiberstellung der Systemfrequenzen und Zuordnung der Lehrschen Démpfungsmafie bei
der Verwendung unterschiedlicher Trigermodelle im Fall einer Auflagersteifigkeit K, = 2,6 - 10°

1LEF - SKB-Translation - f; = 16.9906 Hz
;i (L/2) =1
1 1 . h 1

0 05 1 15 2 25 3 35 4
2.EF - SKB-Rotation - fo= 20.9718 Hz

I qbg(LfQI) =0

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
3.EF - 1.Biegeschwingung - f; = 24.9746 Hz

1 T T T T
(L2 =1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
4 EF - 2 Biegeschwingung - f,= 81.4043 Hz

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
5.EF - 3.Biegeschwingung - f; = 181.0013 Hz

; T~ qb;-,(f-m—'l =

Abbildung 5.28: Darstellung der Eigenformen und ihrer Werte ¢x(L/2) in Feldmitte fiir den Biegetrager
mit Randmassen und -Federn mit den Parametern: fga,, = 0, K, = 0 Nm/rad, M,,s = 1,4 - 10° kg und
K,=2,6-10° N/m
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5 Berechnung der Systemantwort

Die Eigenkreisfrequenzen der zweiten und dritten Biegeschwingung sind um vieles grofer als jene
der Ersten und werden kaum mehr von dem Masse-Feder-System beeinflusst. Dies ldsst sich daran
erkennen, dass die Frequenzen anndhernd mit denen des beidseitig gelenkig gelagerten Trégers iiber-
einstimmen, sieche Tab.

In Abb. sind die vertikalen Beschleunigungen ¢ (¢) der Einmassenschwinger nach Gl. fiir die
Translation, Rotation und der ersten Biegeschwingung des Modells der Biegetrigers mit Randmas-
sen und -Federn, sowie die erste Biegeschwingung des gelenkig gelagerten Biegebalkens eingezeichnet.
Aufierdem wurde erneut der Zeitpunkt (¢ = 0,306 s) markiert, bei dem die Systemantwort den Maxi-
malwert wWppr(L/2,t) = 3,87 m/s? annehmen wird, siche Abb.

Vergleicht man die vertikalen Beschleunigungsverldaufe der ersten Biegeschwingungen der unterschied-
lichen Modelle in Abb. so werden zwei Dinge deutlich. Einerseits erkennt man die Phasenverschie-
bung aufgrund der héheren Frequenz des Biegetridgers mit Randmassen und -Federn und andererseits

lasst sich eine deutliche Abnahme der Amplituden feststellen.

4
O Tenen 1.EF - Translation A _:'"‘.' A f.';
|| s 2.EF - Rotation .""-_ .-"“‘5 :: =: EH: B
3.EF - 1.Biegeschwingung 1 f : A HE i == == H
B | | meeememenen 1.Biegeschwingung - b.g.g. BT. '-= == == H ‘- ; == == i
a8 r 1y 171 i1 i} ik | ’
= 4 i i i—i
= H
el 2
o0
g 0
=
3 -2
=
z -4
m
-6
8 —tf
w l'-‘ .= ': y
10 F Zeitpunkt wo gy, maximal ist i ii
I L I 1 2
0 0.1 0.2 0.306 0.4 0.5
Zeit t [s]

Abbildung 5.29: Beschleunigungsverlaufe ¢i (t) der Einmassenschwinger nach Gl. fiir ausgewéhlte Eigen-
formen des Biegetridgers mit Randmassen und -Federn und die erste Biegeschwingung des beidseitig gelenkig
gelagerten Biegebalkens

Die Amplituden der Starrkoérperbewegungen sind zwar phasenverschoben gegeniiber der ersten Bie-
geschwingung des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn, liegen nunmehr jedoch in der selben
Grokenordnung, woran man erneut die Interaktion des Masse-Feder-Systems an den Auflagern und

des Biegetrégers erkennen kann.

Die Beschleunigungswerte fiir die Starrkérperbewegungen, die erste Biegeschwingung sowie die in
Abb. [5.29) nicht abgebildeten Biegeschwingungen héherer Ordnung, sind in Abb. [5.30] zum Zeitpunkt
t = 0,306 s dargestellt.
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5.4 Reduktion der vertikalen Beschleunigung
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Abbildung 5.30: Darstellung der Beschleunigungswerte g (t = 0,306 s) jedes Modi k zum Zeitpunkt ¢, an
dem die Systemantwort wry maximal wird

Im Vergleich zu dem im vorherigen Abschnitt untersuchten Biegetriger mit Randmassen und -Federn
bei sehr hoher Steifigkeit K, (siche Abb. , sind die Beschleunigungswerte Gy (t = 0,306 s) jedes
Modi k annéhernd gleich gro®, siche Abb.[5.30] Dadurch wird die Systemantwort, die sich nach GI. B3]
aus den Anteilen aller Modi zusammensetzt, nicht alleine von der ersten Biegeschwingung bestimmt.

Die Anteile jedes Modi sind in Abb. dargestellt und verdeutlichen diese Aussage.
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Abbildung 5.31: Darstellung der Anteile ¢x(x)di(t) jedes Modi k an der Vertikalbeschleunigung wras(x,t)
in Feldmitte und zum Zeitpunkt ¢t = 0,306 s fiir den Biegetriger mit Randmassen- und Federn

Das Modell des Biegetriger mit Randmassen und -Federn verhélt sich bei sehr groflen Steifigkeiten K,
wie der beidseitig gelenkig gelagerte Biegebalken. Wie gezeigt, kann die Systemantwort dieser beiden
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5 Berechnung der Systemantwort

Systeme daher mit ausreichender Genauigkeit durch die erste Biegeschwingung des Trégers abgebildet
werden.

Haben die beiden Parameter M., und K, jedoch eine gewisse Grofenordnung (siehe Tab. , die
dazu fiihrt, dass es zu einer Interaktion zwischen dem Masse-Feder-System an den Auflagern und
dem Biegetriger kommt, so setzt sich das Endergebnis beim Modell des Biegetrigers mit Randmassen
und -Federn aus den Starrkérperbewegungen, der ersten Biegeschwingung und den Biegeschwingungen
héherer Ordnung zusammen. Dadurch werden sowohl die Phase, wie auch Amplituden der vertikalen

Beschleunigungsverldufe deutlich beeinflusst, siehe Abb.

12

Biegetriiger mit Randmassen u. -Federn mit K. = 2,6- 10" N/m

10

——————— Beidseitig gelenkig gelagerter Biegetriger

Beschleunigung [m /%]

10 Pha.'-;v1;\f0r5(‘11i{:bl111g _
1 1 I 1 1 ¥
0 B 0.2 0.306 0.4 0.5

Zeit [s]

Abbildung 5.32: Vergleich zwischen dem Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Biegetrdgers und dem
Biegetrager mit Randmassen und -Federn anhand der vertikalen Beschleunigungsverldufe

5.4.2 Zusammenfassung - Einfluss der Parameter auf die Amplitudenwerte des Be-

schleunigungsverlaufs dargestellt durch den Fehlerterm Ap

Das Hinzufiigen der Knotenmassen sowie der Wegfedern fiihrt also unter einer bestimmten Wahl
von M,,s und K, zur Interaktion zwischen dem Masse-Feder-System an den Auflagern und dem
Biegetrager. Fiir die besten 20 Parameterkombinationen, die einen Amplitudenfehlerterm Ag < 0,2
aufweisen, ldsst sich der bereits reduzierte Parameterbereich nach Tab. [5.2] nochmals verkleinert und
ist in Tab. dargestellt.

Wie man an Tab. [5.5]feststellen kann, hat sich der Parameterbereich fiir die Biegesteifigkeit des Tréigers
fea,, und die Drehfedersteifigkeit K, kaum verkleinert, wihrend die Parameter der Knotenmasse
M., und der Wegfedersteifigkeit K, vor allem bei hohen Massen und Steifigkeiten zu einer Reduktion

des Fehlerterms Ap fiihren.
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5.4 Reduktion der vertikalen Beschleunigung

Parameter Bereich
fea.. [-] 0,9+1,20
M s [kg] 8,5 -10*=1,3 -10°
K, [N/m)] 1,6 -10°+2,2 -10°
K, [Nm/rad] 0-=1,0 -10%

Tabelle 5.5: Reduzierter Parameterbereich von Ergebniskombinationen die einen Frequenzfehlerterm Tr <
0,10 und einen Amplitudenfehlerterm Ar < 0,20 aufweisen

Das Masse-Feder-System beeinflusst also einerseits die erste Biegefrequenz des Tragwerks, wie in
Kapitel [5.3.6] beschrieben wurde, und andererseits konnen damit die Amplituden maRgeblich reduziert
werden, da die Starrkdrperbewegungen bei der Zusammensetzung der Systemantwort eine wesentliche

Rolle einnehmen.

Um wiederum den Zusammenhang und den Vergleich zur Messung in den Vordergrund zu stellen, sind
in Abb.[5:33] jene finf Verldufe dargestellt, die einerseits einen Fehlerterm Tr < 0,10 und aukerdem
die geringsten Fehlerterme Ay haben. Wie man erkennen kann, sind die Amplitudenspitzen nach wie
vor hoéher als jene der Messung. Wahrend das Modell des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn
fiir die fiinf dargestellten Verliufe maximale Vertikalbeschleunigungen von gy = 3,57 — 3,65 m/s?
liefert, betriigt die maximale Beschleunigung der Messung wry; = 2,31 m/s?. Daher bleibt eine

Abweichung von 55% in Bezug auf die maximale Beschleunigung der Messung.

Vergleicht man jedoch die Fehlerterme Ap und die maximalen Amplituden mit dem Ergebnis des
beidseitig gelenkig gelagerten Biegetragers nach Kapitel [5.2] lassen sich Verbesserungen erkennen. Der
Fehlerterm konnte von Ar = 0,604 nach Tab. auf Arp = 0,166 reduziert werden und die maximale
vertikale Beschleunigung von gy = 4,60 m/s? auf wryr = 3,57 m/s? was einer Abnahme von 29%

zum Ergebnis des Biegebalkens mit Randmassen und -Federn entspricht.

Diese Erkenntnisse zeigen schlussendlich, dass mit dem erweiterten Modell des Biegetragers mit Rand-
massen und -Federn eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit dem vertikalen Beschleunigungsverlauf
der Messung erzielt werden kann. Das bedeutet wiederum, dass die zusétzlichen Effekte an den Rén-
dern des Trégers, allen voran das Masse-Feder-System, einen mafigeblichen Einfluss auf das Schwin-

gungsverhalten eines Tragwerks haben.
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5 Berechnung der Systemantwort

1. AF = 0.166 - TF = 0.089 und ?ﬂpﬂ‘r‘_mﬁm = 3,57 :’?‘1/.‘5‘2
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Abbildung 5.33: Verldufe der Vertikalbeschleunigung in Feldmitte mit den geringsten Fehlertermen Ar und
Fehlertermen Tr < 0,1
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5.5 Berechnung der Dampfung

Wie in der Abb. des gemessenen, vertikalen Beschleunigungsverlauf ersichtlich ist, wurde eine
Dampfung von (y; = 5,34 % ermittelt. Bei der Messung erfolgte die Bestimmung der Systemdamp-
fung durch den Ausschwingvorgang zwischen den Achsen des Messwagens. Da wie im Kapitel [£.1.2]
erwahnt, keine Informationen iiber den bei der Messung verwendeten Messwagen vorliegen, erfolgte
die Berechnung ausschlieflich fiir die beiden gekoppelten Taurus-Lokomotiven.

Um dennoch die Dampfung fiir das erweiterte Modell des Biegetrégers mit Randmassen und -Federn
aus den berechneten, vertikalen Beschleunigungsverldufen bestimmen zu kénnen, wird die Dampfung
aus dem Ausschwingvorgang ermittelt nach dem die letzte Achse der Lokomotiven das Tragwerk ver-
lassen hat. Dafiir wurde bei der Simulationsdauer ¢S der Zeitraum ¢, hinzugefiigt, siche Kapitel [4.3]
Ebenso wurde im Kapitel [£.3] erlautert, dass den Schwingungsformen die dem Untergrund zugeordnet
werden, also die Starrkérperbewegungen, ein hoheres Lehrsches Dampfungsmafs zugewiesen wird. Da-
her werden beim Modell des Biegetragers mit Randmassen und -Federn unterschiedliche Dampfungen
mit einander kombiniert, siche Abb. [I.I8 Es stellt sich daher die Frage, wie das Gesamtsystem auf

diese Mischung reagiert.

Aus diesem Grund wird aus dem Ausschwingvorgang der berechneten Beschleunigungsverliaufe das
Lehrsche Dampfungsmafl des Systems bestimmt. Exemplarisch wird dieser Vorgang anhand der Para-
meterkonstellation gezeigt die zu den besten Ergebnisse nach den Beurteilungskriterien fithrt. Weitere
Ergebnisse wurden in tabellarischer Form in Anhang [VIII| zusammengestellt. Dabei konnen ebenfalls

die ermittelten Tragwerksddmpfungen ¢ abgelesen werden.

< n=2>, >
15F A = 1,533 m/s?
logarithmische Dampfungsfunkiton
1F A =0,3986 und ¢ = 6,34%
05

Ay = 0,209 m/ s>

o

o
o

. e 9
Beschleunigung @wrar [m/ s

'
-

72 1 1 1 1 1 1 1 1
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

Zeit tuu 3]

Abbildung 5.34: Bestimmung des Lehrschen-Dampfungsmafes aus dem Ausschwingvorgang - Berechnungs-
parameter: fra,. = 1,00, M,,s = 1,3-10° kg, K, = 2.2-10° N/m und K, = 1,0 - 10® Nm/rad
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5 Berechnung der Systemantwort

In Abb. ist der Ausschwingvorgang dargestellt. Dabei ist der Startzeitpunkt des Diagramms das
Ende der Uberfahrtsdauer der Lokomotiven ¢ = 0,5663 s. Fiir die Berechnung der Démpfung wurde
ein Ausschwingen iiber mehrere Zyklen n > 3 herangezogen. Zudem wurde der vertikale Beschleuni-
gungsverlauf im Zuge der Berechnung tiefpassgefiltert (f. = 100 Hz) um die einzelnen Zyklen klar

erkennen zu konnen. Mit der Formel
1 Ay

ae Ly () o

wird zunéchst das logarithmische Dampfungsinkrement bestimmt. Darin steht n wie bereits erwahnt
fiir die Anzahl der Zyklen. A; und A, sind die Amplituden zwischen denen die Bestimmung von (
erfolgt, siche Abb. Das Dampfungmaf ergibt sich aus

100
= A

(=5 (5.15)

Der Berechnungsablauf zur Ermittlung der Dampfung sowie die beiden Gleichungen und
wurden aus dem Technischen Bericht [28] entnommen. Fiir den berechneten Verlauf nach Abb.
ergibt sich somit ein Lehrsches Dampfungsmafs von ¢ = 6,34 % was - wenn man die bei der Damp-
fung getroffenen Annahmen bedenkt - mit ausreichend guter Genauigkeit mit der aus der Messung
bestimmten Tragwerksdidmpfung von (3 = 5,34 % iibereinstimmt. Dies gilt auch fiir die im Anhang
[VII] angefiihrten Dampfungen.

Aus dem niedrigen Déampfungswerten der Berechnungen ¢ und der guten Ubereinstimmung mit der an-
gesetzten Dampfung (gs = 5,34 % fiir die Biegeschwingungen, siche Kapitel kann man schlieffen,
dass der Ausschwingvorgang beziiglich wgjy; hauptsichlich durch die Ddmpfung der Biegeschwingun-
gen des Trégers erfolgt. Dies war jedoch auch zu erwarten, da durch das Ansetzen der Bodenddmpfung

von (g = 30 %, dem Untergrund eine viel grofere Energiedissipation zugewiesen wurde.
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- = = = LEF - Translation
————- 2.EF - Rotation
3.EF - 1.Biegeschwingung
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Abbildung 5.35: Ausschwingvorgang ausgewéahlter Eigenformen - Berechnungsparameter siche Abb.
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5.6 Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schienen nach ONORM EN 1991-2

Durch die Abstrahlung der Schwingungsenergie in den unendlichen Halbraum (geometrische Damp-
fung) erfolgt ein rascher Energieverlust, was dazu fiihrt, dass die Starrkorperbewegungen kaum ein
Ausschwingverhalten zeigen.

In Abb sind die Beschleunigungsverlaufe ¢i(t) der Einmassenschwinger nach Gl fiir die
Eigenformen der Starrkérperbewegungen und der ersten Biegeschwingung des Tragwerks dargestellt.
Man erkennt darin, das rasche Abklingen der Starrkérperbewegungen und das kontinuierliche Aus-

schwingen der ersten Biegeschwingung des Trégers.

Abschliefsend sei noch erwahnt, dass die Thematik der Dampfung prinzipiell schon ein sehr komplexes
Themengebiet ist. Durch die Erweiterung die beim Ubergang zum Modell des Biegetriigers mit Rand-
massen und -Federn erfolgt sind, wird diese Thematik nochmals erschwert. Da es zum Mitwirken des
Untergrunds kommt, ist eine Unterscheidung zwischen den Eigenformen der Starrkérperbewegungen
und der Biegeschwingungen des Tragwerks nicht mehr eindeutig moglich. In Bezug auf die Dampfung
stellt sich somit die Frage, ob durch die klar ersichtliche Interaktion, eine strikte Trennung zwischen
Boden- und Tragwerksddmpfung, wie es im Verlauf dieser Arbeit angenommen wurde, der Realitét
entspricht. Da das Hauptaugenmerk jedoch nicht auf diesem Themengebiet liegt, wird an dieser Stelle

nicht mehr genauer darauf eingegangen.

5.6 Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schienen

nach ONORM EN 1991-2

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Modell des Biegetriigers mit Randmassen und -Federn und den
dabei getroffenen Annahmen, kann die Phase sowie das Dampfungsverhalten des untersuchten Trag-
werks auf der Westbahnstrecke mit ausreichender Genauigkeit abgebildet werden. Im Vergleich zum
beidseitig gelenkigen Biegebalken kénnen, durch die getroffenen Erweiterungen in der Modellbildung,
auch die Amplitudenwerte der Vertikalbeschleunigung reduziert werden. Jedoch bleiben die vertikalen
Beschleunigungswerte deutlich hoher als die der Messung, wie im Kapitel erldutert wurde. Da
jedoch keinerlei Effekte zur Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene und das
Schotterbett miteinbezogen wurden, ist die verbleibende Uberschitzung der Vertikalbeschleunigung

wenig liberraschend.

Abschliefsend soll daher kurz auf den Einfluss der lastverteilenden Wirkung auf die Vertikalbeschleuni-
gung des Tragwerks eingegangen werden. Dabei dient die in ONORM EN 1991-2 angegebene Methode
- zur Beriicksichtigung der Lastverteilung einer Einzellast durch die Schiene (siehe [I] Pkt. 6.3.6.1 (1)
- als Grundlage. In diesem Kapitel erfolgt lediglich eine kurze Erdrterung dieses Effekts, um die Mog-
lichkeiten dieser einfachen Methode zur Lastverteilung zu présentieren. Es werden keine genaueren

Parameteruntersuchungen, wie es bei den Fehlertermen Tr und Ap gemacht wurde, durchgefiihrt.

Bei der in ONORM EN 1991-2 angegebenen Methode, wird jede Achslast durch drei reduzierte Ein-
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5 Berechnung der Systemantwort

zelkrifte dargestellt, siehe Abb. Dieses Modell gilt zwar grundsatzlich fiir statische Belastungen,
wird jedoch auch fiir dynamische Untersuchungen angewendet [21]. In dieser Richtlinie der OBB findet
man im Kapitel zur Wahl der Lastaufbringung (|21] Kapitel 5.7.2) folgende Textpassage ,,Bei den ver-
tikalen Verkehrslasten darf entsprechend der Wirkung der Schienen, der Schwellen und des Schotters
eine entsprechende Langsverteilung (Reduktion der Systemantwort insbesondere bei kleineren Objek-
ten) gemdfl nachstehendem Bild angenommen werden, wobei fir den Schwellenabstand a ein Wert von
60 cm anzunehmen ist.“ Aus diesem Grund wird diese Methode als sinnvoll und zuléssig erachtet um

die lastverteilende Wirkung durch die Schiene in das erweiterte Rechenprogramm mit einzubinden.
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Abbildung 5.36: Lingsverteilung einer Einzel- oder Radlast durch die Schiene (Quelle: [I])
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Abbildung 5.37: Vergleich der Systemantwort der Briicke in Feldmitte bei der Verwendung des Tragwerks-
modells des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn fiir die Belastung durch EK mit und ohne Beriicksich-
tigung der Lastverteilung durch die Schiene nach Eurocode 1991-2; Parameter: fga.. = 1, K, = 2,2-10° N/m,
Mous =1,3-10° kg, K, = 1-10° Nm/rad.
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5.6 Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schienen nach ONORM EN 1991-2

In Abb. wurde diese Methode fiir die Parameterkombination mit dem geringsten Fehlerterm Ag
nach Anhang[VITl] angewendet und dem berechneten Verlauf ohne Berticksichtigung der lastverteilen-
den Wirkung sowie dem gemessenen Verlauf gegentiber gestellt. Zudem wurden fiir jeden Verlauf die
Extremwerte der vertikalen Beschleunigung in Feldmitte markiert. Wahrend ohne Beriicksichtigung
der Lastverteilung die maximale Vertikalbeschleunigung der Rechnung mit W ror = 3,57 m/ 52
um 55% grofer ist als der Maximalwert der Messung (Wpara = 2,31 m/s?), so betrigt die Abwei-
chung mit Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung fiir den Wert wpas g.mr = 2,37 m/s® nur
noch 2,6%. Es zeigt sich also, dass die Verwendung dieses einfachen Modells der Lastverteilung, zu
einer deutlichen Reduktion der Amplitudenwerte der Vertikalbeschleunigungen fiihrt und die Gro-
fenordnung der Amplitudenspitzen nun mehr im Bereich der gemessenen Vertikalbeschleunigungen

ist.

In Abb. wurde die Methode - zur Lastverteilung von Einzelkréften durch die Schiene - auf die
in Abb. [5:33] angegebenen Verldufe angewendet. Zudem sind im Anhang [VIII| die Ergebnisse dieser
Verlaufe in tabellarischer Form angegeben. Im Vergleich zu den Berechnungen ohne Beriicksichtigung
der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene, nehmen die Fehlerterme der Amplituden Ap sowie
die maximalen Vertikalbeschleunigungen wpys deutlich ab, sieche Anhang [VIII} Jedoch zeigt sich,
dass die Fehlerterme T zunehmen, was mit einer schlechteren Ubereinstimmung mit der Phase des
gemessenen Verlaufs verbunden ist. Es wurde an dieser Stelle keine detaillierte Parameterstudie zum
Einfluss der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene durchgefiihrt. Es wird allerdings vermutet,
dass es aufgrund der Lastverteilung vor allem in den Bereichen zwischen der Lastaufbringung zu
einem anderen Schwingungsverhalten kommt wodurch der Fehlerterm Ty zunimmt, siehe z.B. den
Zeitbereich zwischen 0,1 — 0,2 s in Abb. Die im Bezug auf die Nachweisfiihrung wichtigeren

extremalen Amplitudenspitzen weisen jedoch keine erkennbare Phasenverschiebung auf.

Zusammengefasst ldsst sich also feststellen, dass die Verwendung des in dieser Arbeit erweiterten Mo-
dells des Biegetragers mit Randmassen und -Federn, in Kombination mit der einfachen Annahme der
lastverteilenden Wirkung nach Eurocode, zu einer sehr guten Ubereinstimmung mit dem gemessenen

Verlauf der Vertikalbeschleunigungen des Tragwerks in Feldmitte fiihrt.

113



5 Berechnung der Systemantwort

1. Ap = 0.054 - Tp = 0.164 und Wparmer = 2-37 m/ s>
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Abbildung 5.38: Verldufe der Vertikalbeschleunigung in Feldmitte fiir die in Abb. dargestellten Verlaufe
mit zusétzlicher Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene nach ONORM EN 1991-2
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Diskussion

Im letzten Kapitel werden die wichtigsten Punkte dieser Arbeit nochmals zusammengefasst. Zunéchst
werden die grundlegenden Annahmen und Vereinfachungen die im Verlauf bei der Modellbildung
getroffen wurden thematisiert. Danach wird nochmals auf die Ergebnisse und die erworbenen Er-

kenntnisse eingegangen. Zuletzt wird ein Ausblick auf weitere interessante Fragestellungen gegeben.

6.1 Zusammenfassung der getroffenen Annahmen und Vereinfachungen

Im Kapitel werden die Allgemeinen Annahmen bei der Modellbildung des Tragwerks beschrieben,
die schlussendlich zum Modell des Bernoulli- Euler-Balkens fiihren. Dabei spielt die Hypothese, vom
Ebenbleiben des Querschnitts, eine zentrale Rolle. Wie erwahnt, ist es moglich, dreidimensionale Trag-
werke in Abhéngigkeit vom Verhé&ltnis der Breite b und der Hoéhe h des Querschnitts zur Spannweite
L auf einen eindimensionalen Biegetriger zu reduzieren. Bei Tragwerken mit sehr kurzen Spannweiten
ist die dafiir erforderliche Bedingung - b, h < L - nicht mehr erfiillt. Im vorliegenden Fall gilt fiir die
Briicke b ~ L. Dadurch ist die Frage zuléssig, ob die Stabtheorie, die im Rahmen dieser Arbeit als
Grundlage fiir die Modellbildung herangezogen wurde, die richtige Form der Modellierung darstellt.
Fiir derartige Bauteile (b = L) erscheint die Plattentheorie nach Kirchhoff grundsatzlich als bessere
Option.

Eine weitere Annahme betrifft die im erweiterten Modell des Biegetrigers mit Randmassen und -
Federn hinzugefiigte Steifigkeit der Drehfeder K, sowie das Lehrsche Dampfungsmaf ¢. Die beiden
Parameter sind konstant innerhalb einer Parameterkonstellation und somit unabhéngig von der Zeit
t und der Stellung der Achslast des Zugs. Dies ist insofern notwendig, da variable Steifigkeiten und
Dampfungen im Rahmen der modalen Analyse nicht beriicksichtigt werden kénnen [20]. Bei der Be-
stimmung der Steifigkeit K, wird von einer verschmierten, gleichméfigen Last fiir die beiden Tau-

rus-Lokomotiven ausgegangen um die zur Schubiibertragung erforderliche Auflast oy zu bestimmen
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6 Zusammenfassung und Diskussion

(sieche Abb. . Da die Belastung durch den iiberfahrenden Zug jedoch nur {iber die Achsen iiber-
tragen wird und diese in unterschiedlichen Abstédnden angeordnet sind, sind die Last o und folglich
die Drehfedersteifigkeit K., bei genauerer Betrachtung abhéngig von der Position der Achslast. Um
diese Abhéngigkeit beriicksichtigen zu kénnen, wire eine numerische Zeitintegration erforderlich, wo-
bei fiir jeden Zeitschritt die Steifigkeit K, und das Lehrsche Dampfungsmaf ¢ - fiir das eine dhnliche
Abhéngigkeit von der Laststellung gilt - neu bestimmt werden. Die dadurch entstehende variable Stei-
figkeit und variable Dampfung konnten z.B. mit Hilfe des Newmark Verfahrens bei der Berechnung

der Systemantwort mit einbezogen werden.

Bei der Démpfung des gesamten Systems werden iiberdies zwei konstante Werte zur Beschreibung
des Dampfungsverhaltens angenommen. Wahrend ( die Tragwerksdampfung darstellen soll, dient
(p zur Abbildung der Untergrunddémpfung. Jedoch ist die Dampfung eines Tragwerks, wie schon
erwahnt, ein sehr komplexes Themengebiet, da unterschiedliche Effekte, wie die Tragwerksddmpfung,
die Dampfung des Schotterbetts, die geometrische Dampfung des Bodens usw. das Verhalten des
Systems beeinflussen. Eine exakte Modellierung und Berticksichtigung all dieser Effekte wére wohl

mit keinem gerechtfertigten Aufwand verbunden.

Fiir die Modellierung der Belastung durch den iiberfahrenden Zug wird der einfachheitshalber vom
Modell der Einzelkrifte ausgegangen. In Kapitel [5.6] wird ein kurzer Einblick gegeben, welchen Effekt
die lastverteilende Wirkung durch die Schiene auf die Systemantwort haben kann. Der Einfluss der
Kopplungskréfte zwischen dem Tragwerk und dem Fahrzeug, wie sie im Modell des Mehrkorpersystems

beriicksichtigt werden, wird in dieser Arbeit nicht ndher untersucht.

6.2 Zusammenfassung der erworbenen Erkenntnisse

Das Ziel dieser Arbeit ist es den Einfluss des Untergrunds sowie den Einfluss der Einspannwirkung
auf die Systemantwort eines Tragwerks mit kurzer Spannweite zu untersuchen. Zur Abbildung dieser
Effekte wird das Tragwerksmodell des beidseitig gelagerten Biegebalkens an den Auflagern um Wegfe-
dern mit der Steifigkeit K., zusétzlichen Knotenmassen M, und Drehfedern mit der Steifigkeit K,
erweitert. Zudem wird {iber das Lehrsche Démpfungsmafs (5 die ddmpfende Wirkung des Untergrunds
beriicksichtigt. Durch diese Erweiterungen ergibt sich das Modell des Biegetrdgers mit Randmassen
und -Federn. Aufgrund der erhéhten Komplexitét, die durch die Implementierung dieser neuen Para-
meter entsteht, wird im Zuge dieser Diplomarbeit das Tragwerk basierend auf der Finiten Elemente
Methode programmiert. Daher werden die in spéterer Folge zur Bestimmung der Systemantwort erfor-
derlichen Eigenformen des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn nicht mehr analytisch, sondern

mit Hilfe der Finiten Elemente Methode berechnet.

Als Referenz fiir die Berechnungen dient der vertikale Beschleunigungsverlauf einer durchgefiihrten

Messung an einem Tragwerk auf der Westbahnstrecke mit einer Spannweite von L = 4 m. Da we-
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6.2 Zusammenfassung der erworbenen Erkenntnisse

der die genauen Briickenkennwerte, noch die Parameter fiir die Steifigkeit des Untergrunds K, die
Einspannwirkung der Schiene K, die zusétzlich mitwirkende Bodenmasse M., und das Lehrsche
Déampfungsmaf des Untergrunds (g bekannt sind, werden diese Werte zunéchst anhand von sinnvol-
len Annahmen abgeschétzt und in Parameterbereiche eingeteilt. Dabei dient bei der Bestimmung von
K., M,,s und (g das Modell des Einmassenschwinger-Analogons, welches prinzipiell fiir Maschinen-
fundamente entwickelt wurde, als Grundlage. Die Grenzwerte fiir die Steifigkeit der Drehfeder K,

werden aus der Verbundtheorie abgeleitet.

Im Anschluss wird fiir alle Parameterkonstellationen die Systemantwort mit dem entwickelten Modell
des Biegetragers mit Randmassen und -Federn berechnet und eine Parameterstudie durchgefiihrt. Das
Ziel ist es, den bei der Messung ermittelten Verlauf der vertikalen Beschleunigungen in Feldmitte mit

dem entwickelten Rechenmodell bestmoglich abbilden zu kénnen.

In einem ersten Schritt wird versucht, eine Ubereinstimmung mit der Phase des gemessenen Beschleu-
nigungsverlaufs zu erzielen. Dabei kann festgestellt werden, dass das Mitschwingen des Bodens zu
einer Erhchung der ersten Biegefrequenz des Balkens fithrt. Dadurch wird erreicht, dass die Phasen
der berechneten Verldufe mit der Phase des Messverlaufs iibereinstimmen. Gleichzeitig weisen die
ersten Biegefrequenzen der Berechnungen, die selbe Grofenordnung wie die aus Messung ermittelte
Frequenz des Tragwerks auf. Mit dem Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens ist eine

derartige Ubereinstimmung der Verldufe bei gleicher Frequenz nicht moglich.

Bei der Anpassung der berechneten Beschleunigungsverlaufe an die Phase der Messung kann fest-
gestellt werden, dass es bei der Berechnung zu einer Uberschiitzung der Amplitudenspitzen kommt.
Daher wird in einem zweiten Schritt untersucht, ob es moglich ist die Amplitudenspitzen der berech-
neten Beschleunigungsverlaufe zu reduzieren. Durch die getroffenen Erweiterungen beim Modell des
Biegetrigers mit Randmassen und -Federn kénnen nun auch die Starrkérperbewegungen des Tragwerks
mit abgebildet werden. Es zeigt sich, dass die Beriicksichtigung der Translation und der Rotation zu

einer Reduktion der Vertikalbeschleunigung des Gesamtsystems fithren kann.

Bei der durchgefiihrten Parameterstudie kann - trotz der im vorherigen Kapitel geschilderten Vereinfa-
chungen und Annahmen bei der Modellierung des Tragwerks - festgestellt werden, dass das erweiterte
Modell des Biegetrigers mit Randmassen und -Federn zu einer deutlich besseren Ubereinstimmung
mit der Messung fiihrt, als das Modell des beidseitig gelenkig gelagerten Bernoulli-Euler-Balkens.
Die Qualitit der Ubereinstimmung hiingt dabei von der gewihlten Konstellation der Parameter ab.
Wiéhrend die Einspannwirkung durch die Schienen nur einen geringen Einfluss auf die Ergebnisse hat,
zeigt sich, dass vor allem der Untergrund - der durch das Masse-Feder-System an den Auflagern dar-
gestellt wird - einen mafsgeblichen Effekt auf die Schwingungsantwort des untersuchten Tragwerks mit
kurzer Spannweite hat. Vor allem die Phase des vertikalen Beschleunigungsverlaufs wird mafigeblich
beeinflusst. Die Amplitudenspitzen der Vertikalbeschleunigungen werden zwar ebenfalls reduziert, je-

doch lasst sich feststellen, dass die Erweiterung der Tragwerksmodellierung alleine nicht ausreicht um
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6 Zusammenfassung und Diskussion

Vertikalbeschleunigungen in der Gréfenordnung der Messungen zu erhalten.

Aus diesem Grund erfolgt zum Abschluss - jedoch nur exemplarisch anhand ausgewéhlter Parame-
terkombinationen - die Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene. Dabei wird
die in ONORM EN 1991-2 angegebene Methode - zur Beriicksichtigung der Lastverteilung einer Ein-
zellast durch die Schiene (siehe [I] Pkt. 6.3.6.1 (1)) - als Grundlage herangezogen. Es zeigt sich, dass
durch diese einfache Methode, die Amplituden deutlich reduziert werden kénnen und die Werte der

Vertikalbeschleunigungen nun mehr im Bereich der Messung liegen.

Somit fithrt die Verwendung des in dieser Arbeit erweiterten Rechenmodells des Biegetrigers mit
Randmassen und -Federn, in Kombination mit der einfachen Annahme der lastverteilenden Wirkung
nach Eurocode, zu einer sehr guten Ubereinstimmung mit dem gemessenen Verlauf der Vertikalbe-

schleunigungen des untersuchten Tragwerks.

6.3 Ausblick

Im Verlauf dieser Arbeit wurden viele verschiedene Themengebiete behandelt. Da es nicht moglich
war, all diese Bereiche bis ins letzte Detail auszuarbeiten, wird in diesem Abschnitt ein Ausblick auf

weitere zu untersuchende Punkte gegeben.

e Verifizierung der Kennwerte und des Tragwerksmodells

Da, wie bereits erwéhnt, keine genauen Briicken- und Untergrunddaten zu dem untersuchten
Tragwerk vorhanden sind, wére es zunéchst von Interesse, die wahren Briickenkenndaten zu er-
heben, sie mit den abgeschétzten Werten zu vergleichen und die Systemantwort basierend auf
den exakten Parametern zu bestimmen.

Des Weiteren wiren Berechnungen von Tragwerken mit unterschiedlichen Spannweiten und
Uberfahrtsgeschwindigkeiten erforderlich, um zu verifizieren, dass das in dieser Arbeit entwi-
ckelte Tragwerksmodell auch auf andere Tragwerke umgelegt werden kann. Dafiir wiren Mess-

ergebnisse von diversen Briickentragwerken notwendig.

e Beriicksichtigung der lastverteilenden Wirkung und Lastmodelle

Die lastverteilende Wirkung durch die Schiene nach ONORM EN 1991-2 wurde in dieser Arbeit
nur anhand weniger Beispiele untersucht. Daher wire eine detailliertere Parameterstudie erfor-
derlich, um etwaige Effekte herauslesen zu kénnen.

Auch auf das Lastmodell des Mehrkorpersystems wurde bei den Berechnungen in dieser Ar-
beit nicht ndher eingegangen. Jedoch wurde bei der Erweiterung des vorhandenen MATLAB
Codes die Option implementiert, die Uberfahrt zweier gekoppelter Taurus-Lokomotiven durch
das Mehrkorpersystem abzubilden. Das in dieser Arbeit entwickelte Programm kann daher als
Grundlage fiir weitere Untersuchungen herangezogen werden.

Des Weiteren wére es von Interesse, inwiefern eine Kombination aus dem Mehrkorpersystem und

118



6.3 Ausblick

der lastverteilenden Wirkung durch die Schiene nach ONORM EN 1991-2 die Systemantwort

des Tragwerks beeinflussen wiirde.

e Art der Berechnung
Wie im Kapitel beschrieben wurde, erfolgte die Berechnung der Systemantwort in dieser
Arbeit mit Hilfe des Modells des Bernoulli-FEuler-Balkens und der modalen Analyse. Von
Interesse wire also, in welchem Ausmalfs einerseits eine Modellierung von kurzen Tragwerken
nach der Plattentheorie z.B. nach Kirchhoff und andererseits eine numerische Zeitintegration

z.B. nach dem Newmark Verfahren, zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren wiirde.
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I Drehelastische Einspannung

Anhang I - Biegebalken mit drehelastischer Einspannung - Grenzwertbetrachtung

Betrachtet man die Frequenzgleichung 2.32 und geht von der Grenzbetrachtung aus, dass die Drehfe-
dersteifigkeit K, gegen Unendlich geht, so verschwinden der Dritte, Vierte und Fiinfte Term und es

verbleibt die Frequenzgleichung des beidseitig eingespannten Trégers.
— 1+ cos(N) cosh(A) =0 (I.1)

Die Wurzeln sind fiir j = 1, ..., 5 in folgender Tabelle 1.1 angegeben

Aj
4,7300
7,8532
10,9956
14,1372
17,2788

Tabelle I.1: Eigenwerte bei unendlich grofer Federsteifigkeit (Grenzbetrachtung: biegesteife Lagerung)

Die Eigenfunktionen folgen mit den Koeffizienten

Ay Ay Asj Ayj
0,4956  -0,5044 -0,4956 0,5044
0,5002 -0,4998 -0,5002 0,4998
20,5000 0,5000  0,5000  -0,5000
0,5000 -0,5000 -0,5000 0,5000
20,5000 0,5000 0,5000  -0,5000

T W N

Tabelle 1.2: Koeflizienten bei unendlich grofser Federsteifigkeit (Grenzbetrachtung: biegesteife Lage-
rung)

Fiir den gelenkigen Tréger ergeben sich:

j| Ay Agy  Asy Ay
1 1 0 0 0

Tabelle 1.3: Koeffizienten bei unendlich kleiner Federsteifigkeit (Grenzbetrachtung: gelenkige Lage-
rung)

Vergleicht man diese Werte mit jenen aus dem Anhang der Dissertation von Tobias Méhr [16], fiir den
Euler-Fall 2, also den beidseitig gelenkig gelagerten Trager und den Euler-Fall 4, fiir den beidseitig
eingespannten Balken, so stimmen die Werte exakt iiberein, was die Richtigkeit der Frequenzgleichung

2.32 bestétigt.
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11 Formelapparat - Einmassenschwinger-Analogon

Anhang IT - Formelapparat zur Berechnung des Einmassenschwinger-Analogons
Lit.: Heuer [13] und Studer [23]

Bewegungsgleichung:

MzZ+4+C,z2+ K,z = P(t) (I1.1)

Umgelegt auf das vorliegende Problem eines Briickentragwerks beinhaltet die Masse M die halbe

Briickenmasse Mp/2, sowie die Masse des Fundaments und des Erdkorpers Mpynd.+ Erdk.-

M
M = TB +MFund.+Erdk. (112)

Wahl des Bodens (Dichte p, Possionzahl v, Scherwellengeschwindigkeit vs) und Formel zur Berechnung
des Schubmoduls G
Ga=pv? (I1.3)

Wahl der Fundamentabmessungen (L, B) und Formel zur Bestimmung des dquivalenten Radius einer

/A un .
r= Fid maut AFund - BFund : LFund (II4)
7T

Kreisplatte

y

o
)y @@ =

P L =

z

Die Federsteifigkeit K, entspricht der statischen Steifigkeit einer vertikal belasteten Kreisplatte auf

dem elastischen Halbraum.

K, — 4Gr

(IL5)

Déampfungskoeftizient C,

4 2
c. = 34" @ (1L.6)
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11 Formelapparat - Einmassenschwinger-Analogon

Bestimmung des Massenverhiltnis B
_ K
(I1.7)

Einsetzen der Gleichungen I1.5 und I1.6 in die GI. I1.7 fiir das Massenverhéltnis B fiihrt zu
_ K, 4Gr(1-v)?
B=M—=M I1.8
C? (1-v)3,42rGp (IL8)
—~—

z
~42

Nach dem Kiirzen der Ausdriicke in GI. IL.8, lisst sich das Massenverhiltnis B nun auch folgender-

maflen anschreiben
- M(1-v)
B=——_—- II.

Berechnung der fiktiven Zusatzmasse M fiktso

0,27 M
Myintin = — 5 (11.10)

Umgeformter Ausdruck der fiktiven Zusatzmasse M fixii unabhéngig von M

4 3
Myurein = 0,27 725 (IL11)
— UV

Neue effektive Masse des Einmassenschwinger-Analogons

Meyy = M + Mgitio (I1.12)
Die Frequenz f des um die fiktive Masse M f;+;, erhoten Systems
1 K
- z 11.13
=i (IL13)
Das durch die neue effektive Masse M, ys entstehende Massenverhéltnis B, ff
. Meyy(1—v)
Beff=—""—-—= 11.14
11 1973 (11.14)
Déampfungsnverhéltnis D das dem Lehr’schen Dampfungsmaft des Bodens (g entspricht
0,425
(=D=—= (I.15)
Beyy
Es gilt der Zusammenhang
(11.16)

3.4 r2
C’Z:2~CB-w~Meff:1 T\/Gp mat w=f 2w
—v
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11 Formelapparat - Einmassenschwinger-Analogon

Frequenz fp bei Beriicksichtigung der Dampfung

fo=Ff\J1-¢% (IL.17)

Anhang 125






I11 Bodenkennwerte

Anhang III - Bodenkennwerte

I Querdehnzahl nach [3]:

Art des Bodens v [-]
Fels 0,15-0,25
Sande und Kies 0,25-0,35
Sande und Kies (im Grundwasser) 0,45
Schluffe 0,35-0,45
Tone 0,45-0,50

0 Dichte des feuchten Bodens nach [3]:

Art des Bodens p [t/m?]
Fels 2,2-2,9
Kies 1,8-2,4
Sand 1,7-2,1
Schluff 1,7-2,1
Tone 1,5-2,1

vs Scherwellengeschwindigkeit nach EC 1998-1 in Abhangigkeit der Baugrundklasse

Baugrundklasse | Art des Bodens vs [m/s]
A Fels > 800
B Sehr Dicht (Sand, Schluff, Kies, Ton) 360- 800
C Dicht (Sand, Schluff, Kies, Ton) 180-360
D Lockere bis mitteldichte B6den <180

@ Reibungswinkel nach Quelle [3]:

Art des Bodens ¢ ]
Kiese* 32-40
Sande* 30-35
Schluffe** 22-28
Tone** 15-25

*

unterer Grenzwert: Rundkorn

oberer Grenzwert: Kantkorn
** insbesondere vom Mineralgehalt abhangig

Anhang

127



Bodenkennwerte
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Vergleich der Steifigkeitskennwerte
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Einmassenschwinger-Analogon bei Grenzwertbetrachtung
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Einmassenschwinger-Analogon bei Grenzwertbetrachtung
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VI Einfluss der Steifigkeit K, auf die Eigenformen

Anhang VI - Einfluss der Steifigkeit K, auf die Eigenformen
1) Analytische Losung eines beidseitig gelenkig gelagerten Biegetragers:
/L =13971,6 kg/m; EA,, = 5,76-10° N/m?2; L = 4 m (siehe Tab. 4.1 und 4.2)

1.Eigenfarm - f1 =19.9337 Hz

Abbildung VI1.1: Erste Eigenform des beidseitig gelenkig gelagerten Biegebalkens

2) Eigenformen des erweiterten Modells des Biegetragers mit Randmassen und -Federn bei
unterschiedlichen Steifigkeiten K,

feaze = 1; My = 6,5-10° kg; K.= 0 Nm/rad (1, EA,, und L siehe gelenkiger Biegetrager)

-) Steifigkeit der Wegfeder - K,=5-10° N/m:

1.EF - Translation - f1 =11.084 Hz

1 /,‘\’_’_,_,_J_-—' T T T \4\\\
0 - -
1 1 1 1 1 1 1 L
8] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
2.EF - Rotation - f, = 13.0409 Hz
1 T T T T 1
0 - -
1 I 1 1 1 L 1 L
Q 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
3.EF - 1.Biegeschwingung - fs =24.1358 Hz
1 T T 1
O - .
K ! 1 1 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung V11.2: Eigenformen des Biegetragers mit Randmassen und -Federn mit K,=5-10° N/m

Die zugehorige Frequenz des Einmassenschwingers nach Gl. 5.13 lautet: fgys= 11,67 Hz
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VI

Einfluss der Steifigkeit K, auf die Eigenformen

-) Steifigkeit der Wegfeder - K,=1-10° N/m:

-1

1.EF - Translation - f1 =14.5858 Hz

I 1 1 1 1 1 I
a 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
2.EF - Rotation - ‘f2 =18.422 Hz
T T T T T T
I ! 1 1 1 1 ]
Q 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

3.EF - 1.Biegeschwingung - 13 = 25.9354 Hz

-

T~

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5 4

Abbildung V11.3: Eigenformen des Biegetragers mit Randmassen und -Federn mit K,=1-10° N/m

Die zugehorige Frequenz des Einmassenschwingers nach Gl. 5.13 lautet: fgus= 16,51 Hz

-) Steifigkeit der Wegfeder - K,=2-10° N/m:

-1

1.EF - 1.Biegeschwingung - f1 =17.4341 Hz

| 1 1 1 1 1 |
o] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
2.EF - Rotation - f2 = 25.9902 Hz
T T T T 1
| 1 1 1 1 1 I
Q 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
3.EF - Translation - f3 =30.6792 Hz
T T T T 1
| 1 1 1
Q 0.5 1 1.5 2

Abbildung V11.4: Eigenformen des Biegetragers mit Randmassen und -Federn mit K,=2.10° N/m

Die zugehorige Frequenz des Einmassenschwingers nach Gl. 5.13 lautet: fgys= 23,35 Hz
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VI Einfluss der Steifigkeit K, auf die Eigenformen

-) Steifigkeit der Wegfeder - K,=2,5-10"° N/m:

1.EF - 1.Biegeschwingung - f1 =19.7872 Hz

1 T T T T T T

0\4/

H] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
2.EF - 2.Biegeschwingung - f, = 74.5671 Hz

1 T T T T T T
ok 4
A 1 I 1 I 1 I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
3.EF - Translation - f =94.9322 Hz
1 T T T T T T
0F 4
A 1 I 1 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
4.EF - Rotation - f, =102.5751 Hz
1 T T T T
[ -
A 1 I 1 I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung VI1.5: Eigenformen des Biegetragers mit Randmassen und -Federn mit K,=2,5-10" N/m

Die zugehorige Frequenz des Einmassenschwingers nach Gl. 5.13 lautet: fgys = 82,54 Hz
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Anhang VII - MATLAB-Funktion daempfung

1 function [Z,zeta_Werte]=daempfung (N,nel,phi,omega,M, zeta,zeta_trans, zeta_rot)
e %
3 % Zweck:

4 % —-) Bestimmung der Starrkoerperbewegungen sowie der Biegeschwingungen und
5 % Zuweisung der zugehdrigen Lehr'schen Daempfungsmafle.

6 % -) Bestimmung der modalen Dampfungsmatrix

7%

8 % INPUT:

9 % N: Anzahl der berilicksichtigten Eigenformen

10 % nel: Anzahl der Finiten Elemente in die die Stabachse geteilt ist

11 3 phi: Eigenvektor (Verschiebung in z-Richtung)

12 % omega: Eigenkreisfrequenz

13 % M : Globale Massenmatrix

14 % zeta: Lehr'sches Daempfungsmal fiir die Biegeschwingungen

15 % zeta_trans: Lehr'sches Daempfungsmah flir die Translation

16 % zeta_rot: Lehr'sches DaempfungsmaB flir die Rotation

17 %

18 % OUTPUT:

19 % 7 : Modalen Dampfungsmatrix
20 % zeta_Werte : Zugewiesenes Lehr'sches Daempfungsmal je Mode
2l S %
22 % LAST MODIFIED: F. Schobesberger 2016-06-14
23
24 %
25 % Modale Daempfung - Jeder Mode kann seperat geddmpft werden
L T
27 % Daempfungsvektor ---—-——+"-——+-"-"-"-""-"-"--"----——----""-"--6bo>"——— %
28 v = zeros(N,1); % Vektor der die Information enthdlt ob es sich um eine Translation¥
(1), Rotation (2) oder Biegeschwingung (0) handelt
29 %
30 % Berechnung des Stichs der Durchbiegung - ———---------"-"-"""""""""“"“"“"-"-————— %
31 for i = 1:N
32 delta_vz(i,:) = phi(i,1)-phi(i,:);
33 vz_F (i)=max (abs(delta_vz (i, 2:nel)));
34 end

35 vz_A=abs(phi(:,1)); % Betrag der Verschiebung am linken Auflager (wegen Symmetrie
am rechten Auflager selber Wert)

36 vz_F = vz_F'; % Betrag des max. Stichs im Feld

37 VZ = vz_F./vz_A; % Verhdltniszahl = vergleicht Auflager- und Feldverschiebung

38

o
5
o
5

39 Berurteilung ob es sich um eine Translation oder Rotation handelt —--————- %

40 for i = 1:N

41 sum(i) = abs(phi(i,1)+phi(i,101)); % Bilden der Summe von vz am linken und rechten¥
Auflager

42 end

43 sum = sum';

44 DKM = horzcat ((1:N)',vz_A,vz_F,VZ,sum); % Matrix 1.Spalte = Nummer der EF; 2.Spalte¢'
= Summe der Auflagerverschiebungen

45 %

46 if vz_A < 0.1;

47 v = zeros(N,1);

48 else

49 % Verschiebung an den Auflagern —————————————————————————————————— %

50 Zeilen_0_1 = find(DKM(:,2)>=0.1); % Erst ab einer Auflagerverschiebung vz von O,l(
wird der Mode als SKB erachtet

51 DKM = DKM (Zeilen_0_1,:);

52
53 % Rotation - ---—-————H—-------- - %
54 DKM_SK = sortrows (DKM, 5); % Sortiert die Matrix DKM nach der Summe der «
Auflagerverschiebungen

o

o

Anhang 137



VII MATLAB-Funktion daempfung

55 Zeilen_0 = find(DKM_SK(:,5)<=1le-2); % Findet alle Zeilen die 0 sind und somit fiir ¢
eine Rotation stehen

56 DKM_R = DKM_SK(Zeilen_0,:); % Reduktion der Matrix DKM_R auf die Modi die als«
Rotation in Frage kommen

57 %

58 DKM_R = sortrows (DKM_R,2); % Sortieren dieser Modi nach groRten Verschiebung am ¥
Auflager (aufsteigend! --> letzter Wert)

59 v(DKM_R(end,1))=2; % Der letzte Wert steht fiir die Rotation und erhdlt den Wert 2«
im Vektor v

60 %
61 % Translation ——————————————————————————— %
62 DKM_SK(Zeilen_0,:)=[]; % Findet alle Zeilen die keine Rotation beschreiben

63 DKM_T = sortrows (DKM_SK,4); % Sortieren nach der kleinsten Vergleichszahlkl
(aufsteigend! --> 1.Wert)

64 if DKM_T(1,4) > 10 % Ist die Verhdltniszahl grdber 10, wird die Schwingung nicht ¢
mehr als SKB gesehen

65 v (DKM_T(1,1))=0;

66 else

67 v(DKM_T(1,1))=1; % Der letzte Wert steht filir die Rotation und erhdlt den Wert 2¢
im Vektor v

68 end

69 end

70 %

71 % Zusammensetzung des Daempfungsvektors —-—-——-———-—-——--——-—"————"———"—"—"——————————— %
72 n_trans = find(v == 1); % Findet alle Werte mit 1 (SKB - Translation)

73 n_rot = find(v == 2); % Findet alle Werte mit 2 (SKB - Rotation)

74 n_mode = find(v == 0); % Findet alle von 0 verschiedene Werte (KEINE SKB)
75 n_row = length (n_mode); % Anzahl von 0 verschiedenen Stellen

76 %

77 % Zuweisung der Lehr'schen DaempfungsmaBe —-——————————————————————————————— %
78 DK (n_trans)=zeta_trans;

79 DK (n_rot)=zeta_rot;

80 for 1 = 1l:n_row

81 DK (n_mode (i) ) =zeta;

82 end

83 DK = DK';

84 c_= 2*diag (DK)*M*diag (omega) ;

85 % Ausgabe der modalen Daempfungsmatrix —-—-—-—————----""""""-"""-"—"—"“"—"—"-"—"—"—~"—~—~—~——— %
86 7 = diag(diag(c_));

87 end
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