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Kapitel 1

Begriffsbestimmungen und
Definitionen

In diesem Kapitel geht es darum die grundlegenden Definitionen und Sétze
vorzustellen, die in weiterer Folge in der Diplomarbeit verwendet werden.
Wobei diese entweder aus Protter [8] oder Sato [9] entnommen wurden. Die
Grundlagen der Funktionentheorie am Ende dieses Kapitels sind Werner [13]

entnommen.

Definition 1.1.(Stochastischer Prozess)
Ein stochastischer Prozess ist eine Familie {X;,¢ > 0} von Zufallsvariablen

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, IF, P) mit Werten im Zustandsraum S.

Definition 1.2.(Stochastisch stetig)
Ein stochastischer Prozess X auf R? heifit stochastisch stetig falls fiir alle
t>0und e > 0 gilt:

imP (| X, — X;| > €) = 0.

t—s

Definition 1.3.(Lévy-Prozess)
Ein stochastischer Prozess {X;,t > 0} mit X, = 0 f.s. ist ein Lévy-Prozess,

wenn gilt:
(1) Fiir 0 < s <t hat X; — X, die gleiche Verteilung wie X,  (stationére

1



KAPITEL 1. BEGRIFFSBESTIMMUNGEN UND DEFINITIONEN

Zuwichse)

(2) Fir 0 < s <tist X; — X unabhéngig von {X, : u < s} (unabhéngige

Zuwéchse)

(3) X ist stochastisch stetig.

Es existiert eine Version von X mit cadlag-Pfaden, die wir als gegeben an-

nehmen.

Die vermutlich wichtigsten Beispiele fiir Lévy-Prozesse sind zum einen die
Brownsche Bewegung und zum anderen der Poissonprozess sowie der zusam-

mengesetzte Poissonprozess. Im folgenden sei der Zustandsraum nun gegeben

durch R.

Definition 1.4.(Céadlag)
Ein stochastischer Prozess heifit cadlag, wenn er f.s. rechtsseitig stetige Pfade

hat, fiir die ein Grenzwert von links existiert.

Definition 1.5.(Brownsche Bewegung)
Ein stochastischer Prozess B ist eine (standard) Brownsche Bewegung, wenn
er ein Lévy-Prozess ist und wenn B; normalverteilt mit Erwartungswert 0

und Varianz t ist. Man betrachte die Version von B, die stetige Pfade hat.

Definition 1.6.(Zusammengesetzter Poissonprozess)

Ein stochastischer Prozess N mit Werten auf dem Zustandsraum Nj heif3t
Poissonprozess, wenn er ein Lévy-Prozess ist und wenn N, mit Parameter At
poissonverteilt ist.

Ein zusammengesetzter Poissonprozess L ist dann definiert durch:

Ny
Li=Y 5
i=1



KAPITEL 1. BEGRIFFSBESTIMMUNGEN UND DEFINITIONEN

wobei S;, i = 1,--- , N; unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen sind,

die unabhéngig von NV, sind.

Definition 1.7.(Semimartingal)

Ein (adaptierter) cddlag Pozess X heifit Semimartingal, falls
Xt:X0+Lt+Ft.

Dabei ist L ein lokales Martingal und F' ein Prozess von endlicher Variation

und L():FOZO.

Satz 1.8.
Jeder Lévy-Prozess ist ein Semimartingal. Jeder (adaptierte) cadlag Prozess

von endlicher Variation ist ein Semimartingal.

Definition 1.9.(Quadratische (Ko)-variationsprozess)
Es seien X und Y Semimartingale. Dann ist der quadratische Kovariations-

prozess [X,Y] = ([X,Y],)i>0 definiert durch:

[X,Y] = XY — /X_dY— /Y_dX,

wobei Xo_ = 0. Die Abbildung (X,Y") — [X, Y] ist bilinear und symmetrisch.

Definition 1.10.(Stetiger Anteil von [X, X])
Es bezeichne [ X, X]¢ den (pfadweise) stetigen Anteil von [ X, X]. Es gilt dann
fiir den quadratischen Variationsprozess:
X X]e= [XXE+ X3+ Y (AX) = [ X| + ) (AXL)?
0<s<t 0<s<t
;wobei AX = X, — X,
X heifit ”quadratic pure jump”falls [X, X]° = 0.

Fiir die standardisierte Brownsche Bewegung B gilt [B, B]; = t.
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Satz 1.11.
Es sei X ein "quadratic pure jump“ Semimartingal. Dann gilt fiir jedes Se-
mimartingal Y:

(X, V], = XoYo+ > AX,AY,.

0<s<t

Satz 1.12.(It6 Formel fiir Semimartingale)
Es sei X ein Semimartingal und f € C? sei eine reelle Funktion. Dann ist

f(X) wieder ein Semimartingal und die folgende Formel gilt:

7060 = 050 = [ pax, 5 [ P x;
+ Z (f(Xs) - f(Xs—) - f,(Xs—)AXs)'

0<s<t

Satz 1.13.(Stochastisches Exponential)
Es sei X ein Semimartingal mit X, = 0. Dann existiert ein eindeutiges Se-
mimartingal Z, das die Gleichung 7, = 1 + fot Z,_dX, erfiillt.
Z ist dabei gegeben durch:
Z, = exp (Xt - %[X, X]t> I] 0= AX)exp <—AXS + %(AXSY) :

0<s<t

wobei das Produkt konvergiert. Die Losung der stochastischen Differential-
gleichung von oben wird auch als stochastisches Exponential £(X') bezeichnet

und hat fiir stetige Semimartingale die einfachere Form:

£(X), = exp (Xt - %[X, X]t) .

Satz 1.14.
Gegeben sei ein Vektor von Semimartingalen Z = (Z*,--- , Z%) mit Z, = 0
und ein Semimartingal J. Die Funktionen f;, (1 < j < d) seien lipschitz-

stetig. Dann hat die stochastische Differentialgleichung:

d t
Xt:JtJrZ/ Fi(X)e_dZ?,
j=1"0
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eine eindeutige Losung X, die wiederum ein Semimartingal ist.
Ist Z ein Vektor unabhéngiger Lévy-Prozesse, so ist die Losung X zudem ein

starker Markov Prozess.

Definition 1.15.(Markov Prozess)
Wir nennen einen Prozess {X;},5, Markov Prozess in stetiger Zeit mit dis-

kretem Zustandsraum, falls gilt:
]P |:th = j|th—1 = Z'tn—17 T 7Xt1 = 21:| = ]P |:th = letn—l = itn—l]

fiir alle j, 41,42, - ,1,—1 € N und jede Folge tg < t; < --- < t,, von Zeitpunk-

ten.

Die zukiinftige Entwicklung des Prozesses héngt also nur vom aktuellen Zu-

stand, des Prozesses ab, nicht aber von der Vergangenheit.

Definition 1.16.(Operator)
Eine stetige lineare Abbildung T zwischen den normierten Rdumen X und
Y heiit stetiger (linearer) Operator (T' € L(X,Y)). Ist der Bildraum Y der

Skalarkorper, so sagt man Funktional statt Operator.

Definition 1.17.(Operatornorm)

||| = inf {M > 0: | Tz| < M||z|Vz € X}
[ Tz]|

= sup [|Tz|
0 |17l ja<t

Definition 1.18.(Halbgruppe ,Yosida [14])
Eine einparametrische Familie {H;,t > 0} von beschriankten linearen Ope-

ratoren in X, H; € L(X, X) heiit Halbgruppe, falls folgende Bedingungen
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gelten:
[ Hel| <1
Ht—l—s = HtHs
lim|[(H—Dz||=0 VzeX
t10

Definition 1.19.(Der infinitesimale Generator)

Der (infinitesimale) Generator einer Halbgruppe { H,} ist definiert durch:

Af = tim 2 =T
t}o t

f€D(A) :={f:der Limes existiert}.
Satz 1.20.(Dynkinsche Erwartungswertformel)
Es sei X € S und A sei der infinitesimale Generator des Markov Prozesses X;
mit X, = x. Weiters sei 7 eine Stoppzeit fiir die E,(7) < oo. Fiir f € D(A)

gilt dann:

B, [ arCeir) = E7C0) - f0)
0
Satz 1.21.(Satz von Lebesgue, Shiryaev [10])

Seien XY Y7,Ys, -+ Zufallsvariablen, so dass |Y,| < X, E[X] < oo und

Y, =Y fs. gilt. Dann ist E[|Y|] < oo und es gilt:

lim E[Y,] = E[Y]

n—oo

und

lim E[|Y, — Y[ =0

n—oo

Satz 1.22.(Satz der monotonen Konvergenz[4])
Sei (2, F,F) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,),en eine nicht negative
f.s. monoton wachsende Folge von Zufallsvariablen, dann gilt fiir ihre Erwar-

tungswerte:

lim E[X,] = E[lim X,

n—o0 n— 00



Kapitel 2

Einfiihrung: Risiko und
Ruintheorie

2.1 Der klassische Risikoprozess

Als Einfithrung in die Risiko und Ruintheorie wollen wir als erstes den klas-
sischen Risikoprozess, auch Cramer-Lundberg Prozess genannt, betrachten.

Dieser ist gegeben durch:
Ri=x+4+ct— S5 mit Ry ==z
Wobei die Komponenten des Risikoprozesses folgende sind:
Das Startkapital wird durch x beschrieben, die Pramienrate mittels .
Die Schadenzeitpunkte seien (77, 75, - - - ), der Schadenanzahlprozess sei (NV;);>0
mit Ny = #{T;,T; € [0,t]}.
Weiters ist der Schadenhthenprozess gegeben durch (X;);en, X; > 0 f.s. und
unabhéngig identisch verteilt.
Der Schadenhohenprozess und der Schadenzeitenprozess sind unabhéngig
voneinander.
Der Gesamtschadenprozess ist:

Si=> X

=1
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und beschreibt den Gesamtschaden bis zum Zeitpunkt t mit S; = 0 fiir
N; = 0. Fiir alle t > 0 ist S; ein zusammengesetzter Poissonprozess.

Der Prozess ist von unabhéngigen Zufallsvariablen Xy, X5, --- Wy, Wy, ---
erzeugt mit X; ~ @, wobei ) die Schadenhdhenverteilung darstellt und
W; ~ Exp()), dabei seien W; die Zwischenankunftszeiten zwischen Scha-
den X, ; und X;, wenn ¢ > 2, und W, ist die Wartezeit bis zum ersten
Schaden.

N(t) kann dann geschrieben werden als:
Ny =sup{n: Wy +---+ W, <t}.

Der Schaden X tritt zur Zeit T; = W, + - -+ + W, mit ¢ > 1 auf.

Der Prozess R; ist rechtsstetig das heifit Ry, = Ry, — Xj und hat un-
abhéngige stationédre Inkremente, im speziellen ist er markov nach der von
R; generierten natiirlichen Filtration F} im folgenden Sinn:

Fiir jede von R(u) : u > t erzeugten Menge A in der Sigmaalgebra hangt die
bedingte Wahrscheinlichkeit P [A|F;] nur von R; alleine ab:

P [A|Ft] =P [A|Rt]

Der klassische Risikoprozess ist also ein sehr simples Standardmodell, jedoch
sehr unrealistisch, da weder Zinsen, welche am Startkapital verdient wer-
den, noch die Zeitabhéngigkeit, noch die Grofle des Portfolios, oder dhnliches
miteinbezogen werden. Jedoch ist dieses Modell von grofler Bedeutung, da
zwei wichtige Aspekte betrachtet werden kénnen und zwar die Haufigkeit der

Schiaden und deren Grofle.
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2.2 Ruin, Ruinwahrscheinlichkeit und der Ruin-

zeitpunkt

Fiir dieses Unterkapitel wollen wir nun mit einigen Definitionen beginnen.

Der technische Ruin sei gegeben durch:
{weQ:R <0fireint>0}.
Der Ruinzeitpunkt ist definiert durch:
T:=inf{t >0: R, <0}
Die Ruinwahrscheinlichkeit ist gegeben durch:
Y(z) =P %I>l£Rt <0mit Ry =2

was Eins ergibt solange ¢ < AE[X], solange es also keinen sogenannten Si-
cherheitszuschlag gibt.

Mit Sicherheitszuschlag gilt R, — oo und die Ruinwahrscheinlichkeit erfiillt
folgende Integro- Differentialgleichung aus Grandell [3]:

0= AE[b(z — X) — ()] + t/(2), © >0

Im Risikoprozess des Cramer-Lundbergmodells erfiillt die Ruinwahrschein-

lichkeit mit konstantem Zins folgende Integro-Differentialgleichung;:
0= E[)(z — X) = 0(@)] + (c + ro)/(x), x>0

Was folgt ist ein kleines Beispiel zur Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit
die Schadenhohen seien dabei exponentialverteilt, sie haben also eine Dichte
von f(x) = fe~%. Die Ruinwahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch

(o) = Mohs

Cc
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mit p = % also der mittleren Schadenhéhe und R = /% A

C

einem Anpassungs-
koeffizienten, so erhélt man dieses Ergebnis, wenn man die positive Losung

r, der folgenden Lundberggleichung sucht:
A+ 7rc = AE[e™].

Wir wollen nun dieses Ergebnis aus der obigen Integro-Differentialgleichung
herleiten:

Dafiir sei die Uberlebenswahrscheinlichkeit, was bedeutet, dass der Prozess
mit Anfangskapital = nicht ruiniert, gegeben durch:

d(x) =1 —1(x), fur die 6(x) = 0 wenn = < 0 und

0= MAg(z) —d(x)) + ¢d'(z) wenn z > 0 (2.1)

g(x) =E[o(z — X)| = /Ox §(z —y)0e™dy = /Ox 5(y)fe 0@V dy.
g(zx) erfiillt auf {x > 0} die Differentialgleichung ¢'(z) = 6(d(x) — g(x))
d(z) hat auf {z > 0} also eine stetige zweite Ableitung 6”(x), wobei gilt:
0= A(g'(x) = &'(z)) + cd”(x)
= N(6(x) — g(x)) — X&' (x) + 0" (z)
= chd'(x) — N’ (x) + 0" ().
Diese Differentialgleichung hat eine Losung der Form:
§(x) = Cy + Coe™
Wenn wir § — 1 fiir z — oo ansehen erhalten wir C; = 1. Wenn wir in (2.1)

x = 0 einsetzen erhalten wir AJ(0) = ¢0’(0) also —Cy = CR);/\ = 2. Und

somit fithrt uns dies zum obigen Ergebnis fiir die Ruinwahrscheinlichkeit:

Px)=1-=6(zx)=1—-(1- )\%LBR’:) = %em.

10



Kapitel 3

Optimale Dividenden

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der optimalen Wahl einer Dividenden-
strategie beschéftigen, zum einen wenn die Dividendenrate beschréankt ist
und zum anderen wenn sie unbeschrinkt ist.

Hierbei halten wir uns im Aufbau an Asmussen Taksar [1]

3.1 Das Setting

Als Ausgangspunkt betrachten wir die stochastische Differentialgleichung der

Reserve {r(a) (t)} ohne Dividendenzahlungen also a = 0 mit positivem

t>0

Drift 4 und dem Diffusionsparameter o, dieser hat eine Absorptionszeit 7
bei 0, wobei die Absorptionszeit mit der schon kennengelernten Ruinzeit

iibereinstimmt:
dr'9(t) = pdt + odw(t). (3.1)

Wobei {w(t)},5, die standardisierte Brownsche Bewegung ist.

Falls die Dividendenrate einen fixen Wert a hat, so ist die Reserve {r(@ ()} >0

gegeben durch die stochastische Differentialgleichung;:

dr'9(t) = (u — a)dt + odw(t). (3.2)

11
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In unserer Betrachtung des Prozesses {r()},., wird die Dividendenrate dy-
namisch konstruiert, also es gilt fir die Dividendenrate a = a(t), dass diese
von der ganzen Vergangenheit bis zum Zeitpunkt ¢ abhéngt.

Unsere Reserve sieht also folgendermaflen aus:
dr(t) = (n — a(t))dt + odw(t) (3.3)

wobei hier a(t) die Dividendenrate ist, die zum Zeitpunkt ¢ ausgezahlt wird.
Unsere Entscheidung ist nur abhéngig von der Information die zur Zeit ¢
verfiighar ist und kann nicht von dem zukiinftigen Verhalten des Prozesses
abhidngen.Mathematisch beschrieben bedeutet das:

Es sei (Q2,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {F;},., eine Filtration, wobei
F; die Information bis zur Zeit ¢ beschreibt und der Prozess {w(t)},5, eine
standardisierte Brownsche Bewegung in Abhéngigkeit von {F;} ist, das be-
deutet, es gilt: o(w(s) : 0 < s < t) C F;. Wir verlangen, dass a adaptiert zur

Filtration ist, was bedeutet, dass
a(t) € ]:t (34)

Eine Familie von Zufallsvariablen die, dies erfiillt, wird Kontrollprozess ge-
nannt.
Wir wollen in Abhéngigkeit von a(.) optimieren. Wir sind also an der Op-
timierung interessiert welche den Erwartungswert des Performance Inde-
xes Jp(a(.)) maximiert, welcher eine Zufallsvariable ist, mit Anfangswert
xz =1(0).
Zum einen wollen wir also die optimale Wertefunktion erhalten:

V(z) =supEJ,(a(.)) (3.5)

a(.)

wobei hier das Supremum {tiber alle Kontrollfunktionale a(.), die zuldssig mit

den gegebenen Voraussetzungen des Problems sind, genommen wird.

12



KAPITEL 3. OPTIMALE DIVIDENDEN

Zum anderen wollen wir die optimale Kontrolle a*(.) finden, sodass gilt:
V(e) = EL(*() (3.6)

Fiir den oben erwahnten Performance Index werden wir die absoluten dis-

kontierten Dividendenzahlungen verwenden, also:

Jp = /T e “a(t)dt (3.7)

wobei ¢ die Diskontierungsrate ist.

Es wird im Folgenden zwischen zwei Féllen unterschieden, zum einen, wo es
eine obere Grenze ay fiir die Dividendenrate gibt, bis zu der diese ausgezahlt

wird und zum anderen wo es keine solche obere Grenze gibt.

3.2 Beschrinkte Dividendenzahlungen

Sei a(t) der Kontrollparameter und der Performance Index ist gegeben durch
(3.7).

In diesem Kapitel gilt, dass die maximale Rate nicht unendlich iiberschreitet,
was bedeutet dass ag < co. Somit gilt, dass die Dividendenrate a(t) € [0, ao|
fiir alle t > 0.

Die Reserve hat also die obige Form:

dr(t) = (p — a(t))dt + odw(t) (3.8)
r(0) ==z (3.9)

Als erstes wollen wir uns klarmachen, dass folgendes gilt:
V(0)=0

wobei V' (z) gegeben sei durch (3.5).

Ist also der Anfangswert gleich 0, so ist die Firma bankrott und es kénnen

13
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keine Dividenden ausgezahlt werden.

Fiir alle y sei die Kontrollvariable a,(t) e-optimal, was bedeutet, dass:
EJy(ay(t)) = V(y) —¢

a(t) sei folgendermafien gegeben:

aft) = u, 0<t<§
ar(g)(t—é) t>0

Somit folgt fiir V(x):

V(2) > udP,(7 > 6) + e P[E,V(r(6)) — ¢
> udP, (7 > )+ (1 — c0)[E,V(r(0)) — €]

Da € beliebig, gilt:
V(z) > udP,(1 > )+ (1 — cd)E,[V(r(5)) — €]

V(z) sei zweimal stetig differenzierbar. P(r > §) = 1+ o(1) fur 6 4 0 . Wir
subtrahieren nun auf beiden Seiten V' (z) und wenden die It6 Formel an und

erhalten somit fiir V'(r(9)):
ud + [%UQV”(x) + (u—uw)V'(z) — cV(x)]d + 0(0) <0

SOV (@) + (= V() — V(&) +u < 0

Diese Ungleichung gilt fiir alle u € [0, ag].
Wir gelangen also schlussendlich zur sogenannten Hamilton-Jacobi-Bellman
Gleichung fiir die optimale Wertefunktion V' (x):

max %amx) F— )V (@) — V(@) +ul =0 (3.10)

0<u<ag
Mit der Randbedingung:

V(0)=0 (3.11)

14
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Diese Randbedingung entsteht durch sofortigem Ruin an x = 0 durch die
Ostzillation der Brownsche Bewegung.

Wir nehmen nun also an dass f(z) eine Losung von (3.10) und (3.11) dar-
stellt. Die Funktion die bei (3.10) maximiert wird ist eine lineare Funktion
von u fiir jedes z. Das Maximum ist «*(z) fir jeden Punkt x nimmt es ent-

weder den Wert 0 an oder aber ag, es ist somit:

oy )0 fiir fi(x) > 1
() = {ao fir f'(z) <1

Angenommen f ist konkav, so existiert ein Punkt m > 0 sodass:

f'(z) >1firz<m

fl(x)<1firx>m

Es gilt ergibt sich also:

SO @) 4 uf () — ef () = 0 0<e<m (312
S0 (@) + (0 — a0) ' (x) — ef () + ap = 0 r2m (3.13)

Weiters seien 0, und —60y die Losungen der Gleichung des charakteristischen
Polynoms: 5020% + puf — ¢ = 0, bezichungsweise des charakteristischen Poly-

noms: 3026% 4 (1 — ag)f — ¢ = 0.

Also:

—p 4/ p? + 20%c —+ ag + /(p — ag)? + 202¢
) =TV By — a0) = 4

—p— /12 + 20%¢ —p+ ag — /(1 — ag)? + 20%¢
O2(p) = = O2(p — ag) = 2

Somit ergibt sich fiir die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

(3.12) mit dem Ansatz f(z) = Ce® eine allgemeine Losung der Form:
C e WT 4 Che=t2lwe (3.14)

15
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Weiters hat (3.13) mit selbigem Ansatz die allgemeine Losung:
904 gyetrluma)s | 0 e-talu-an)a (3.15)
c

Einerseits ist f beschriankt durch f(z) < “, deshalb erhalten wir in (3.15)
fiir C5 = 0 und fiir ¢y = —d.

Andererseits gilt, dass f(0) = 0, weshalb wir in (3.14) C; = —Cy =: C
erhalten. Um die Konstanten C, d und die unbekannte Schranke m zu finden,

verwenden wir das Prinzip des ‘smooth fit‘, sodass f € C*(R).

Wir fordern:

f(m+) = f(m—) (3.16)
flim+) = f'(m=) =1 (3.17)

Und somit folgt, dass auch die zweite Ableitung stetig ist. Es sei ; =
01(p),02 = 02(p) und 05 = O2(p — ap). Und es folgt:

Oehm — el = 20— e~ (3.18)
C(61e"™ 4 ye7%2™) = dhse ™™ = 1 (3.19)

Durch Losen der letzten Gleichung erhélt man:

1
d:gwm (3.20)

Durch Einsetzen von d in (3.18) erhalten wir:

C(eelm o 6—92m) — @ o ie—93m603m _

ap 1

S 3.21
c 93 c 93 @ ( )
Die Losung fiir (3.18) und (3.19) kann also nur dann existieren wenn die

20
c

Bedingung o = % — % > 0 erfiillt ist. Als néchstes wollen wir zeigen, dass

diese Bedingung hinreichend ist. Dazu benétigen wir nachfolgendes Lemma:

16
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Lemma 3.1.

0461 < 1.

Beweis

Hierfiir verwenden wir die elementare Ungleichung:

b
\/a2+b—a<2—fﬁra,b>0

a

Durch das Einsetzen von a = p und b = 20%¢ und durch kiirzen erhalten wir:

2
V2 +20% — pu < 7
14
Und weiters durch umformen:

/2 + 952 —
g, = VIL TR _ (3.22)

o? i

Die Ungleichung o)y < 1 ist durch das Einsetzen von o = < — % und durch

Umformung, dquivalent zur Ungleichung:

ao 1 1
— < =+ = 3.23
C 01 + 93 ( )

Ist ag < p so folgt (3.23) aus (3.22).

Ist jedoch ag > p so erhélt man:

g, Vl—a)t 20t (p—a) e (3.24)

o? ap —

Kombiniert man nun (3.22) und (3.24) so erhélt man die zu af; < 1 dquivalente

Ungleichung (3.23).

Proposition 3.2.
Falls o > 0, so existiert ein eindeutiges positives Triple (C,d, m), welches

(3.18) und (3.19) l&st.

17
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Beweis
Dividiert man den Term (3.18) durch (3.19) und kiirzt, so erhélt man folgende

Gleichung:

691m o 6—92m

916917” + 026_927”’

Multipliziert man nun den Nenner auf beiden Seiten erhélt man:
efrm —e70m — oM™ 1 afye ™

Durch geeignete Umformung erhélt man weiters:

1+O€¢92
1—0(91.

691m€02m o

Durch Anwendung des Logarithmus bekommen wir nun:

1—|'O£92
1—0401 ’

m(91 + 02) = log (

Was uns mit Lemma 3.1 auf die eindeutige Losung von m fiihrt:

1 1+0692

_ 1 0. 3.95
0 10, 51—l (3.25)

m

Einsetzen von m in (3.19) gibt uns folgende Losung fiir C:

1
1+aby

C= |
0" (ot 6(H553) g, (ot ool 3550)

Und schlussendlich bringt uns das Einsetzen von m in (3.20) auch die Losung

fiir d:

1 14+abo
693 (91 To, IOg( Tfadl ))

d =
03

Theorem 3.3.

Es existiert eine zweifach stetig differenzierbare konkave Losung fiir (3.10)

18
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und (3.11).

Falls o = %0 — % < 0, so ist diese Losung gegeben durch:

fla) =2 (1—e ). (3.26)

c

Wohingegen falls o = 2 — % > () diese Losung gegeben ist durch:

flz) = {C (e —e) Osasm, (3.27)

%0 — de 03 T >m,

wobei C, d, m die obigen eindeutigen Losungen sind.

Beweis
Die Funktion (3.26) erfullt (3.11) :
fO) == 1-1)=0

C

ist konkav und die Ableitung an der Stelle 0 erfiillt weiters :

Somit ist f'(z) <1 fiir alle z > 0 und
(a0 —u) (f'(x) = 1) < 0,u € [0, ao]
Fiigen wir diese Ungleichung folgender Gleichung hinzu:
%azf”(:c) + (1 —ag) f'(z) — cf (x) +ag = 0,

welche durch f erfiillt wird, erhalten wir unsere gewiinschte Gleichung (3.10).

c

f(0) = C(e”% — e7%0%) = 0. Durch die Bauart ist f stetig mit f'(m—) =

Nun nehmen wir an, dass a = % — % > 0, somit erfiillt f (3.11):

19
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f'(m+). Nachdem f (3.12) auf [0, m] und (3.13) auf [m, co) erfiillt, erhalten
F(m=) = 2 (ef(m) — ' (m)
Frmt) = 5 (efm) — (n — a)f'(m) — av).

Da f'(m) = 1 per Definition, haben wir f”(m—) = f”(m+) und so ist f
zweimal stetig differenzierbar.

Die Konkavitét auf [m, o) folgt unmittelbar.

Um die Konkavitéit im Bereich [0, m] zu tiberpriifen, leiten wir f dreimal ab,
um durch die Tatsache, dass f"” > 0, zu erhalten, dass f” monoton ist.
Hierfiir ist sofort zu iiberpriifen, dass f”(0) < 0 und da f”(m+) < 0, folgt
sofort durch obige Gleichung f”(m—) = f"(m+), dass f”(m—) < 0, sodass
f" < 0 auf [0, m]. Was eine Konkavitét auf [0, co) ergibt.

Es sei nun z < m. So ist f'(z) = C(6,e%% + fre=%%) > 1 | fiigt man nun die
Ungleichung —u(f/(x) — 1) < 0 zu (3.12) hinzu erhalten wir (3.10).

Falls nun z > m. So ist f'(x) = fsde~%" < 1 fiigt man nun die Ungleichung
ap — u(f'(x) —1) <0 zu (3.13) hinzu, so erhalten wir (3.10).

Was diesen Beweis vervollsténdigt.

Proposition 3.4.
Die Funktion f in Proposition (3.2) majorisiert J,(a(.)) fiir jede admissible
Strategie.

Beweis

Unter Verwendung der It6 Formel, konnen wir schreiben:
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e TN F(r(T AT)) =

foy+ [ (5P 0+ = ) 0(0) = eflr(0) ) et

+/0 Te_th'(r(t))adw(t).
(3.28)

Da f konkav ist und, f’(z) beschriankt (durch f’(0)).
So folgt, dass der letzte Term der obigen Gleichung quadratisch integrierbar

ist:
E UOTM et f(r(t))a || dt| < oco.

Und ein Martingal ist:

/OTAT e f'(r(t))odt.

Mit Erwartungswert gleich Null:

E [ /O T e e ()odt| = 0.

Durch (3.10) konnen wir feststellen, dass der erste Integrand auf der rechten
Seite, der obigen Gleichung —a(t) nicht iibersteigt.
Bildet man nun den Erwartungswert auf beiden Seiten der obigen Gleichung

und ordnet die Terme neu an so erhalten wir:
TNAT
f(z) > E, / eta(t)dt + Bue T f(e(T A7), (3.29)
0

Lassen wir nun 7" — oo gehen und wenden Satz 1.21 (Satz der monotonen

Konvergenz) an, so erhalten wir:
f(x) > ]Ex/ e “a(t)dt = J (a(.)).
0
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Korollar 3.5.

fx) = V(x)

Proposition 3.6.
Es sei u*(z) = aol{z>my und r*(t) die Losung der stochastischen Differen-
tialgleichung (3.8) und ersetze in (3.9) a(t) durch a*(t) = u*(r(t)). So ist
Je(a”(.)) = f(z)
Beweis
Ersetzt man in (3.28) und (3.29) a(t) durch a*(¢), kann man erkennen, dass
(3.29) von einer Ungleichung zu einer Gleichung wird, da r(7) = 0 und
f£(0) =0 gilt:
B,e™ (M) (r(T A 7)) = Bye~ V) f(r(T A 7))Ly
= Eoe™ " f(r(T AT)Lror
< e “Tsup f(x)
2>0

< e_CT@
- [

Was wiederum gegen 0 konvergiert, wenn wir 7' — oo gehen lassen. Wendet

man nun in (3.29) den Limes 7" — oo an so erhélt man im Endeffekt:

Korollar 3.7.
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Als Ergebnis haben wir also eine eindeutige konkave beschriankte Losung fiir
(3.10) und (3.11) gefunden. Jede solche Losung stimmt mit der optimalen

Wertefunktion iiberein.

Wir haben nun also fiir beschrankte Dividendenzahlungen also fiir ag < oo
folgendes in diesem Abschnitt gezeigt:

Falls die maximale Rate ag klein genug ist, also o = 2 — % > 0 nicht erfiillt
ist, so ist die optimale Strategie immer die maximale Dividendenrate zu zah-
len.

Falls die maximale Rate ag < oo jedoch die Bedingung a = % — % > 0
erfiillt, so ist die optimale Strategie nichts zu zahlen falls die Reserve un-

ter einem Optimierungslevel m ist und die maximale Dividendenrate ay zu

zahlen falls sie iiber diesem Level m ist.

3.3 Unbeschrinkte Dividendenzahlungen

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus dass die zeitabhéngige Dividenden-
rate auch unendlich erreichen kann.
Daher miissen einige Adaptionen an unserem Setting vorgenommen werden.

Es sei:

die Gesamtmenge der Dividendenzahlungen ausgezahlt bis zum Zeitpunkt ¢.
Es ist L(t) 1 und wir werden L(.) als zuléssig bezeichnen wenn die folgenden

zwei Eigenschaften erfiillt sind:

L(t) € Iy,

L(.) ist ein nicht fallender nichtnegativer Prozess
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Dabei wird weder von der Stetigkeit oder absoluten Stetigkeit dieses Pro-
zesses ausgegangen. Da dieser Prozess nun auch Unstetigkeitsstellen also
Spriinge enthalten kann, verlangen wir als technische Voraussetzung, dass die
cadlag Eigenschaft erfiillt ist. L(¢) — L(s) ist also die Menge der Dividenden
die im Intervall (s,t] ausgezahlt werden und L(t) — L(t—) ein Dividenden-
pauschalbetrag der zum Zeitpunkt ¢ ausgezahlt wird (dies kann aber nur bei
einer abzahlbaren Menge von ¢ Werten der Fall sein).

Die Reserve hat nun die folgenden Integraldarstellung:

r(t) =z + /0 u(r(s))ds + ow(t) — L(t) (3.30)

Dabei sei 7(0) = = — L(0), was bedeutet, dass falls es zum Zeitpunkt 0
eine Dividendenauszahlung gibt, der Prozess sofort von x auf z — L(0) fillt.
Deshalb werden wir 7(0—) = z und L(0—) = 0 voraussetzen.

Der Performance Index ist gegeben durch ein Lebesgue-Stieltjes Integral wo-

bei der linke Endpunkt bei der Integration miteinbezogen wird:
L(L()) = / et L (1),
0

Wir suchen wieder wie auch im beschriankten Dividendenfall die optimale
Wertefunktion V(x), wobei hier das Supremum iiber alle zuldssigen Strate-
gien L genommen wird:
V(z) =supEJ,(L(.)). (3.31)
L(.)

Und weiters die optimale Kontrolle L*:
V(z) =EJ . (L*(.)). (3.32)

Um uns klar zu machen was die Gleichungen fiir V' erfiillen miissen rufen
wir uns noch einmal den beschrinkten Dividendenfall ins Gedéchtnis, hier-

bei ist es optimal entweder 0 Dividendenrate zu zahlen oder die maximale
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Dividendenrate. Bei uns ist diese maximale Dividendenrate aber unendlich.
Wir werden nun dhnliche Argumente wie im vorigen Abschnitt verwenden
, entweder nichts zu zahlen in einem kleinen Intervall [0,d] und dann die
e—optimale Strategie zu verwenden oder aber eine unendliche Rate zu zah-
len

Fiir jedes y sei LY(.) die Strategie, sodass:
EJ,(LY(.)) = V(y) — €

Wir nehmen nun ¢ > 0 als einen fixen Wert an und es sei
W(t) = x + ut + ocw(t) die Brownsche Bewegung mit Driftparameter g,
Varianz o und Anfangswert .

Es sei:

0 t<d
L(t)=14 "
Q {LW(5)(t—6) t>9.

Mit L.(.) verfolgt man also die Strategie, keine Dividenden zu zahlen vor
einem Zeitpunkt 0, wihrend dieser Zeit entwickelt sich die Reserve wie W (.)
und ist W(§) zum Zeitpunkt 6. Ab dem Zeitpunkt ¢ &ndern wir unsere Stra-
tegie zu LW©®)(=9) die zumindest V(W (§)) — € einbringt.

Da so eine Strategie suboptimal ist kénnen wir schreiben:
V(z) > e CR[V(W(5)) — &7 > 6]
Nachdem e frei wihlbar ist konnen wir diese Ungleichung umformen in:
V(z) — e PRV (W () 4 o(8) > 0. (3.33)
Angenommen V' sei zweimal stetig differenzierbar, so haben wir

SRV (W (S)) = (1 — ed)(V(z) + 5{%02V"(m) LV (@)}) + 0(6)
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Und erhalten mit dieser Erkenntnis und durch Division von ¢ fiir (3.33):

%"2‘/”@) +pV'(z) + V(x) <0. (3.34)

Fiir eine weitere Ungleichung die V' erfiillen soll, nehmen wir einen fixen Wert

fiir x und 6 > 0 an und LY(.) sei wie oben definiert mit y = x — J. Es sei:
L(t) =6+ L*(t)

Diese Strategie beschreibt die sofortige Auszahlung von ¢, was die Reserve
auf x — § reduziert und dann die Anwendung des Kontrollfunktionals L*~(.).

Mit dhnlichen Argumenten wie oben erhalten wir:
V(z)>E / AL, (t) = 6 + / et ALI(E) > 54 V(e — 0) — €
0 0

Da € frei wéhlbar, erkennen wir, dass V(z) — V(z — §) > 6 und somit:

Vi(z) > 1. (3.35)

Wir halten also fest, dass V' die Ungleichung (3.34) und die Ungleichung
(3.35) erfiillen muss.
Ergidnzend ist es klar, dass aufgrund der Absorption an 0 fiir z = 0 die

Anfangsbedingung V' (0) = 0 erfiillt ist

Theorem 3.8.
Die optimale Wertefunktion V erfiillt die folgende Hamilton-Jacobi-Bellman

Gleichung:
max (%&v"(x) b (= u)V'(x) — V() 1 V/(:v)) ~0 (3.36)
V(0) = 0 (3.37)

Wir wollen nun eine Losung f fiir (3.36) finden, hierzu nehmen wir an, dass

f konkav ist, sodass f’(z) nicht wachsend ist.
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Wir haben

f(x)>1 z<m,

fx)=1 z>m

mit m = sup {z: f'(x) > 1}.

Es sei:
Af(z) =0, fir x <m, (3.38)
wobei gilt:
1, d? d
A 50’ @ + ,U@ —C

Es soll hierbei f zwei Sachen erfiillen, zum einen soll im Bereich [0, m] (3.38)
erfiillt werden und des weiteren im Bereich [m, c0) f'(z) = 1.

Um nun die unbekannte Grenze m zu finden, bedienen wir uns wie im end-
lichen Fall dem Prinzip des ”smooth fit”.

Wir fordern, dass f zweimal stetig differenzierbar ist, somit sei:
fl(m) = f'(m=) = f'(m+),
f(m) = f"(m=) = f"(m+)

Also ist das Problem dadurch gegeben eine Losung f zu finden fiir (3.38)

und eine Begrenzung m, sodass:

F(0) =0 (3.39)
fi(m) =1 (3.40)
#(m) =0 (3.41)

Generell hat jede Losung von (3.38) eine Form Ce1® + Chef2®
Wobei 6; und 0, dieselben sind wie im beschrankten Fall und € und C5 sind
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wéhlbare Konstanten Aus (3.39) folgt, dass C; = —Cj, sodass:
f(z) = C(™ — 707, (3.42)

wobei C' einen positiven Wert hat.

Leitet man nun diese Gleichung zweimal ab so gilt:

f'(x) = C(016"7 4 o™ "), (3.43)
() = C(02e™ — 02e7027) (3.44)

Aus (3.44) und (3.41) erhalt man:

f"(m) = C(9eh™ — h3e7%™) =0 (3.45)
giehm = p2e—0em (3.46)
40,) _ 02
ent) — 2 (3.47)
02
m(6y + 02) = 2log 9 (3.48)
1
2 0y
= log | = 4
m Py og 5 (3.49)
Und aus (3.43) und (3.40) erhélt man:
f'(m) = C(0:"™ + Gpe™ ™) = 1 (3.50)
1
(3.51)

- 91691’”“ + 0267027”
Zusammengefasst erhalten wir also folgendes Theorem:

Theorem 3.9.

Es sei:

C(eh® + e=027) r < m,
f(x): 01m —0am
Cem+e )+ —m x>m,

wobei m und C durch (3.49) und (3.51) gegeben sind.
Dann ist f(x) eine Losung der Hamilton- Jacobi-Bellman Gleichung (3.36).

28



KAPITEL 3. OPTIMALE DIVIDENDEN

Beweis
Alles was noch zu zeigen bleibt um (3.36) zu erfiillen sind die nachfolgenden

zwel Punkte:

fllz) <1 a2 <m, (3.52)
Af(z) <0 z>m. (3.53)

Differenziert man (3.44) ein weiteres Mal, so konnen wir vermerken, dass
f"(x) > 0 woraus folgt, dass f”(z) eine wachsende Funktion ist. Weiter ist
17(0) = C(02 — 62) < 0 da gilt |0s] > 6. Weil f”(m) = 0, impliziert die
Monotonie von f”, dass f”(z) < 0 fiir x < m und so f(x) konkav auf [0, m]
1st.

Folglich ist f'(x) > f'(m) = 1 fiir alle x < m, was uns zum Ergebnis von
(3.52) fithrt.

Um (3.53) zu zeigen, machen wir uns klar, dass fiir « > m die folgende

Abschétzung gilt:
Af (@) = pf'(x) = cf(x) < p—cf(m) = Af(m) = 0.

Was uns zum gewiinschten Ergebnis (3.53) fithrt und diesen Beweis komplet-

tiert.

O

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Funktion f aus Theorem 3.9. genau
mit der optimalen Wertfunktion V wie in (3.31) iibereinstimmt.

Der erste Schritt wird sein, zu zeigen, dass f das Zielfunktional fiir eine
beliebige Strategie majorisiert. Da f > V wird der zweite Schritt sein ein

Kontrollfunktional L* so zu konstruieren, dass EJ,(L*(.)) = f(z) gilt.
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Proposition 3.10.

Sei L ein beliebiger Kontrollprozess so gilt:
f(z) > EJ. (L) (3.54)

Beweis

Es sei r(t) durch (3.30) gegeben mit u(x) = p und sei 7 die entsprechende
Ruinzeit.

Fiir eine beliebige wachsende Funktion L(.) sei

A= {s:L(s—) # L(s)}. Sei L = 37 .\ ,[L(s) = L(s—)] der unstetige Teil
von L und L¢(t) = L(t) — L4(t) der stetige Teil.

Unter Verwendung der [t6 Formel, konnen wir schreiben:

e~ F(r(t A T)) (3.55)

= f(x) —i—/OAT e “Af(r(s))ds (3.56)

+/0 Te_csf'(r(s))dw(s)—/o Te_csf’(r(s))dL(s) (3.57)
— Y e f(r(s) = f(r(s=) = f/(r(s=)(r(s) = r(s=))]  (3.58)

SEN,s<tAT

(o) + /0 e Af (r(s)ds (3.59)

—i—/o Te_csf'(r(s))dw(s)—/o Te_csf’(r(s))ch(s) (3.60)
— Y () — Fr(s-)] (3.61)

SEN,stAT

Der Integrand im zweiten Term in (3.59) ist nicht positiv. Nachdem f kon-
kav ist, 0 < f'(x) < f'(0) < oo. Der erste Term in (3.60) ein quadratisch

integrierbares Martingal mit Erwartungswert gleich Null.
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Nehmen wir nun die Erwartungswerte der Ausdriicke so erhalten wir:

E[e0"D f(r(t A 7))] (3.62)

< @) =B [ e ) (3.63)

“E Y e [0(s) — £ (s-) (3.64)
seN,s<tAT

Dabei entspricht (3.62):
Ele™"f(r(t);t <7] = e “E[f(r(t));t <] (3.65)

Es gilt 7(t) < |w(t)| , wobei w(t) fiir die Brownsche Bewegung mit Parameter
(i, o) steht.

Aufgrund der Konkavitét von f gilt: f(z) < a+ bz fiir a,b > 0. Somit ist die
rechte Seite von (3.65) durch e~ (a + bE |w(t)|) beschrénkt, was fiir t — oo
gegen 0 konvergiert.

Wir erinnern uns, dass f'(z) > 1 und, dass r(s) — r(s—) = L(s—) — L(s).
Daher ist f(r(s)) — f(r(s—)) < L(s—) — L(s).

So erhalten wir wenn, wir den Limes von der Ungleichung (3.63) — (3.64)
nehmen:

0< f(z) - IE/OT e dL(s) —E Y e *[L(s) - L(s—)] (3.66)

SENsEAT
= —-E ' “SdL(s). 3.67
fla)<E [ e=ar (3.67)
O
Korollar 3.11.
f(x) > V(x).

Als erstes wollen wir ein Funktional L* konstruieren, sodass EJ, (L) = f(x).
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Sei m wie in (3.49) und definiere:

L*(t) = max [z + ps + ow(s) —m]* (3.68)

r*(t) = x + ut + ow(t) — L*(t). (3.69)

Dabei sei bemerkt, dass {L*(t)},, ein stetiger, wachsender Prozess ist mit
L(0) > 0 wenn x > m. Wir sagen, dass in diesem Fall L einen Sprung der
Grofle x —m an t = 0 hat.

Der Prozess {r*(t)},, ist eine Brownsche Bewegung auf [0, m] mit m als
oberer Grenze und das Funktional L*(.) wéchst nur in den Zeiten ¢, wenn
r*(t) = m.

Genauer:

r*(t) <m fiir alle ¢ >0, (3.70)

0

Proposition 3.12.
Sei f wie in Theorem 3.9. gegeben.
So ist:

EJ.(L") = f(z).

Beweis

Es sei 7* = inf {¢ : 7*(t) = 0.} Ersetzen wir in der It6 Formel (3.59) — (3.61)
L und 7 durch L* und 7* so ist der zweite Term in (3.59) gleich Null wegen
(3.70) und Af(z) = 0 wenn z < m. Nun nehmen wir den Erwartungswert
auf beiden Seiten, wobei der Martingalterm hierbei verschwindet, so erhalten

Bl 00t <] = {0 ~E [ eCf ). (37
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Da f beschriankt ist auf [0, m] so konvergiert die linke Seite fiir ¢ — oo gegen
0.

Zum anderen implizieren (3.71) und f'(m) = 1, dass:

E /0 " e 0 ()L (s) (3.73)
=& [ ) (3.74)
B [ () (3.75)
_E /0 e d L (5) (3.76)
—E /0 N e (s). (3.77)

Setzt man nun (3.77) in (3.72) ein, und ldsst man ¢ — oo gehen so erhélt

marn:

f(z) — E/OT e “dL*(s) =0

Korollar 3.13.
f(x) =V(x) und L* ist die optimale Kontrolle.

Beweis
Setzt man in Korrolar 3.5. f(z) > V(x), das Ergebnis von Proposition 3.12
ein so erhdlt man EJ,(L*) > V(z) und verwendet man die Ungleichung

V(z) > EJ,(L*) so erhidlt man die Gleichheit.

In diesem Unterkapitel haben wir nun also eine Losung f fir (3.36) fiir
zwei analytische Bereiche konstruiert. Des weiteren wurde gezeigt, dass un-

sere Losung die optimale Wertefunktion majorisiert. Und schlussendlich ein
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KAPITEL 3. OPTIMALE DIVIDENDEN

Funktional L* konstruiert, sodass der dazugehéorige Performance Index Fr-
wartungswert V' hat und gezeigt, dass f = V ist und, dass L* die optimale

Kontrolle darstellt.

Es hat sich gezeigt, dass die optimale Strategie ist, falls die Dividenden-
zahlungen unbeschrénkt sind, den Betrag zu zahlen, welcher das optimale
Level m iibersteigt und keine Dividenden zu zahlen falls die Reserve unter

diesem Level m ist.
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Kapitel 4

Optimale Barriere bei
Unternehmen, das investiert

4.1 Modellbeschreibung

Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass alle Prozesse und Zufallsvariablen auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, F, P) definiert sind und die
Filtration die iiblichen Bedingungen erfiillt, was bedeutet, dass F; rechtsste-
tig und F vollstandig ist.

Unser Risikoprozess Y; ist die Losung der nachfolgenden stochastischen Inte-

gralgleichung;:
t
Yt=y+Pt+/ Y,_dRs, t>0. (4.1)
0

Wobei die stochastischen Prozesse P, und R; Semimartingale sind. Und zum
Anfangszeitpunkt 0 gilt, dass Py = Ry = 0 und Y = y welches die sogenann-
te Anfangsrisikoreserve beschreibt.

Der Préamienprozess P ist eine Verallgemeinerung des klassischen Risikopro-
zesses, den wir bereits in Kapitel 2 kennengelernt haben.

Er wird beschrieben, durch den, durch Diffusion gestorten klassischen Risi-
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koprozess:

Np

Py =y+pt+opwp—» Spi, >0, (4.2)

i=1
Dabei steht die Pramienintensitat p > 0 fiir konstante Pramieneinnahmen.
Der zusammengesetzte Poissonprozess wird durch Ef\ipf Sp; dargestellt und
beschreibt die mit Zufall behafteten Forderungen an das Unternehmen. Dabei
ist Np ein Poissonprozess mit einer Intensitdt Ap, welcher fiir die Anzahl der
Schéden beziehungsweise Forderungen steht. Weiters ist Sp; die Schadenhohe
wobei gilt, dass die Schadenhéhe unabhéingig von der Schadenanzahl ist und
weiters unabhéngig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion Fp ist.
Der Term opwp; beschreibt kleinere zufillige Schwankungen des Risikopro-
zesses und ist unabhéngig vom zusammengesetzten Poissonprozess, wobei wp

fiir die standardisierte Brownsche Bewegung steht.

Der Kapitalertragsprozess R wird analog zum Pramienprozess definiert und
ist eine Verallgemeinerung des Black-Scholes Modells :

Np,
Rt:rt+URwR,t+ZSR,i tZO (43)

i=1
Hierbei ist rt ein konstanter deterministischen Ertrag, wobei r > 0 der stetige
Zinssatz ist. Der Ausdruck orwpr, steht hier fiir die zufilligen Schwankun-

gen der Kapitalertrige, wobei wg wieder eine Brownsche Bewegung darstellt.

Zur Vereinfachung sind weiters P und R unabhingig , da P die Seite des
Risikos und R hingegen die Anlage am Kapitalmarkt beschreibt. Diese Ver-

einfachung muss aber in der Praxis im allgemeinen nicht erfiillt sein.

Aus Fr(—1) > 0 und A\g > 0 folgt, dass Sg; < —1 zumindest fiir ein ¢
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mit einer Wahrscheinlichkeit 1, woraus folgt, dass:
Y, =Y +AY, =Y, +Y,_Sr;, <0, was bedeutet, dass Y f.s. zu einem
Zeitpunkt ins Negative iibergeht, was eine Betrachtung der Ruinwahrschein-

lichkeit unnétig macht, da f.s. Ruin eintritt.

Setzt man nun den Prédmienprozess und den Kapitalertragsprozess in (4.1)
ein, so erhélt man:
NP,t NR,S

t
Y;/ =y —|—pt =+ OpWpt — Z Spji + / }/s,d<7"8 + ORWR,s + Z SR,i) (44)
i=1 0 i=1

Np

t
=y +pt+opwp — Z Spi + / rY;_ds (4.5)
i=1 0
NR,S

t t
+/ orY,_dwp +/ Y, _d Z SR, (4.6)
0 0 i=1

Nun gilt es zu kldren ob diese stochastische Differentialgleichung iiberhaupt
l6sbar ist und wenn ja, ob ihre Losung eindeutig ist.

Hierbei reicht es festzustellen, dass R und P unabhéngige Lévy-Prozesse sind.
Aus Satz (1.7) folgt dass R und P unabhéngige Semimartingale sind und wir
somit die Losbarkeit des allgemeinen Modells (4.1) betrachten kénnen.

Aus Satz (1.13) folgt, dass das allgemeine Modell eine eindeutige Losung Y
hat und, dass diese sogar ein Semimartingal ist.

Da eben R und P unabhéngige Lévy-Prozesse sind folgt weiters aus Satz
(1.13), dass die Losung Y sogar ein starker Markovprozess ist.

Wir wenden nun also das Theorem 6.8 aus Jacod [6] auf das Modell (4.5—4.6)
an mit H = P+ yund X = R. Es gilt dann 73 = inf {t >0: AR, = —1} =
00, sodass der gestoppte Prozess X7t gleich dem Prozess X ist. Weiters soll

gelten, dass Hy_ = 0 ist und somit folgt AHy = y. Dadurch vereinfacht sich
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die Losung fiir Y und man erhélt:

Y, = £(R), (y + /Ot ﬁd&) (4.7)

wobei £(R) stochastisches Exponential heifit und die eindeutige Losung von
Zy =1+ [ Z,_dR, ist.
Nach Satz (1.12) erhalten wir somit:

E(R), = exp (Rt IR R];;> T]((1+ AR exp(~AR,)) (48)
N:ft
—exp | 1t + onws + Zl S — %agt Ht (14 Sks) exp(—Sks)
. ) (4.9)
—exp (= goR)t + onwn ) [T (04 Srdexp(-Sn)) (410
s<t

Die expliziete Form des Risikoprozesses wird erst im weiteren verwendet.
Nun werden wir uns damit beschéftigen, den infinitesimalen Generator un-

seres Risikoprozesses zu bestimmen.

Satz 4.1.(Der infinitesimale Generator)
Es sei f € CZ(R). So ist der infinitesimale Generator A des Risikoprozesses
aus (4.4 - 4.6) gegeben durch

1

Af(y) = 5(0?&/2 +op)f"(y) + (ry +p) f'(y) (4.11)
“an [ = 0) = f)dFe(a) (4.12)
[ T(f(y(l ) — f(y))dFr(2) (4.13)

Beweis
Im Folgenden gehen wir in groben Ziigen analog zum Beweis des infinitesima-
len Generators von [2] vor. Falls f € D(A) so kann man A mittels Definition

1.18.(Der infinitesimale Generator) berechnen. In weiterer Folge wird klar
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werden, dass dieser in der Definition verwendete Grenzwert f € CZ(R) exis-
tiert.

Zuerst wenden wir nun Satz (1.11) (It6 Formel fiir Semimartingale) auf f(Y})

%) — Fly) =
/0 RS : / Y+ Y ()~ () ~ (Vo)A

Nun wird fiir Y5 (4.5) —(4.6) eingesetzt, weiters sind Zz " Sp; und Z " Sp
”quadratic pure jump” Semimartingale und wp und wgr unabhéngige Brown-
sche Bewegungen. Fiir den stetigen Anteil der quadratischen Variation von

Y gilt also:

dD/)/] —-OPthp,UUJ %—yf URthR,Uu{

= o%dt + Y72 opdt
Somit folgt:

(Y) — fly) = (4.14)

Npy

/f pds+/ f (Yo )opdwp, — /f ;Sp,i (4.15)

/f )Y, ds—i—/ ' (Yio)orYs_dwpr s + /f ZSR’i
) (4.16)

+% / t F'(Ya ok dt + = / FIY Y2 0% dt (4.17)

+ >0 {F0G) = f(Ye) = f(Ye)AY)} (4.18)

0<s<t
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Nun seien Tp; und Tx; die Zeitpunkte des i-ten bzw. j-ten Sprunges der
Poissonprozesse Np und Ng. Diese Poissonprozesse sind unabhingig vonein-
ander es gilt also P(Tp; = Tgr;) = 0 Vi,j und somit ist AYy,, = —Sp;
und Y7, = Y7, — Sp; und weiters ist AYTRJ = Yr,, — Srjund Y, . =
Yrn,- + Yrg, Spi
Es ergibt sich fiir den Term aus (4.18):

D AT = F(Ye) = F (YA} =

0<s<t
Np

Z {f YTPZ YTP ) + f/(YTP,i—SP,i>} +

NRt

Z{f Yrp) = fVrp, ) = ' (Y )Yru, Sk}

Wir konnen die stochastischen Integrale der obigen Gleichung (4.15)-(4.16)

nun als Lebesgue-Stieltjes Integrale schreiben es ergibt sich hierbei, fiir diese:

n Np7t NP,t
f/(Ys—)d Z Spi | = Z f/(YTP,i—)Spvi
0+ i=1 i=1

Np Ngt

/ Y d Z SPz = Z f,<YTR,i—>YTR,i7 SRvi
0 =1
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Wenn man diese Ergebnisse zusammenfasst, ergibt sich also:
fY) = fly) = (4.19)
t
/ Yo )(p + 1Y st (4.20)

/ f Updes+/ f O'RY dsz (421)
( / f'(Yoo) (o + Y2 ptdt>> (4.22)

Np

+Z Yrp,) — f(Yrp, ) (4.23)
NRt

+Z (Yrp,) — Yz, ) (4.24)

Um nun den infinitesimalen Generator von f(z) zu berechnen werden wir
uns den Prozess Y; nur in der Umgebung der 0, also auf einem Intervall [0, ¢]
fiir ein ¢ > 0 beliebig ansehen. Und hierfiir die Terme der obigen Gleichung
zundchst getrennt voneinander betrachten:

Weil f’ stetig und beschriankt auf [0,¢] ist und aufgrund dessen, dass Wp
und Wx Martingale mit einem Erwartungswert von 0 und da E| fot Y2ds] =
[V E[Y2]ds < co.

Gilt fiir (4.21):

[/ f(Y, UPdesl —l—E{/ f'(Yio)orYs_dwrs| =0 Vit € [0, 1]

Nun wollen wir die folgenden Gleichungen beweisen, vorerst setzen wir die

oben erwéhnten Definitionen fiir Y7,,, und Y7, in (4.23) und (4.24) ein und
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wollen zeigen, dass:

Np

imy 7B | S0 = Spa) = 10, )| = e [ flu=a) = F(0)aFe(a)

(4.25)

NrR¢

ity B [ S0 Vi S0 = S0, )| = A | 16+0) = f0)aFaa)

(4.26)

Beweis

Zuerst machen wir uns klar, dass fiir den Poissonprozess folgendes gilt:

Weiters setzen wir nun der Einfachheit halber den inneren Ausdruck der
Summe in (4.25) gleich B; = (f(Y7,,. — Spi) — f(Y1p,_)), ¢ > 1 und
BO =0:

Np, Np
iy B (3-8 =l 7 ZleZB =l ZE
=l ZE

- hml(ﬂz [Bi|Np, = 1] P(Np, = 1))

t—0 ¢

+li g ZE

]‘NP t=J Z B;

Z 1Npt—JB |NPt = ]] (NP,t = J)

ZB |Np: = J] P(Np: = j)

Nun betrachten wir den letzten Term néher: Aufgrund der Tatsache, dass f
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beschréankt ist gilt | f(z)| < M fiir M = sup,p | f(2)| filr ein M > 0.

o0

1
lim — E
t—0 ¢
Jj=2

J

> |Bil|Npy = j

=0

IP)(NP,t = ])

J

> |Bil|Npy = j] P(Np; = j))

i=1

1 C
= lim — + (E [|B1] + |Bs||Npy = 2] P(Npy = 2) + ) R

=3

1 1 = Apt)
< lim = <4Me_’\Pt§)\%>t2 +> 2Mje—*Pt@)

t—0 ¢ s ]!
. el . o (Apt)i !
_ >\Pt_ 2 )\Pt—
= lim (4Me 2)\Pt> + lim (QMAP Z;e G
=

= lim(2M \po(t)) = 0

t—0

Somit miissen wir nur noch folgendes betrachten:

Np:+
lim IE ZB — lim L(E [B1|Npy = 1]B(Np, = 1))

t—=0 t t—0 t

t—0

=lim[E [(f(YTP,l— - Sp,l) - f(Yprl_)NNP,t = 1} wobei TP71 S [O,t]

t—0

= lim (%e’\Pt()\pt)E [(f(YTp,l_ — SP,1) - f(YTpﬂl_))|NP,t = 1])

Wegen Np; = 1 wissen wir, dass Y; auf [0,¢] nur genau einen Sprung macht,
welcher zum Zeitpunkt T, stattfindet, also Tp; € [0, ].

Wahlt man nun ¢ klein genug, so macht Y; f.s. keinen weiteren Sprung mehr
in diesem Intervall.

Insbesondere hat der Prozess Np f.s. dort keine Sprungstelle, weil ja gilt, dass:
P(Npy > 1) = o(t) — 0 fiir t — 0. Es ist also limy_,q Y} = lim;0 Y7, = ¥.

Mit der Beschréanktheit von f konnen wir den Satz von Lebesgue anwenden
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und den Limes und Erwartungswert vertauschen:
1 Np Np
lim B | S 2(f (Y, = Sei) = [ (Vap, )| =lim g Z B
fly—Sp1) — f(y)]

/ fly—2z)— f(y)dFp(x)
Wobei Fp(z) die Verteilung von Sp; ist.
Fiir (4.26), wird dquivalent vorgegangen.

Nun wollen wir noch die folgenden Ausdriicke zeigen:

lim ]EU F (Yo ) (p+ 1Yo )dS} = f'(y)p+ry)

t—0 {

e[ [ 3 FY2 30| = L1 0h +1P0h)

t—0 t

Wir werden hierfiir als erstes die letzte Gleichung zeigen, hierfiir zeigen wir

als erstes:

1 ‘1 2 L ooy oo
i 12| [ Johs vz as| = Jorros (127
Aufgrund dessen, dass f” beschrénkt ist und Yy = 0, kann man mit dem Satz
von Fubini folgendes schlieflen.

Wobei ¢, := —In&(R); = —(r — 1012%)25 — ORWRt — Zf\fl In(1 + Sg;) und
Zy = e %= [ eS=dPy:

t t
E[ / Yff”(Yﬂds} ~ [Elwe®)+ 2y ds

0 0

:/tE [yPe 2 [ (Yo) 4+ 2ye Zo " (Yo) + Z2 " (Ys)] ds
0

= /t(yzf”(y) + o(t))ds wobei o(t) — 0 wenn ¢t — 0.
0

Somit ist:
i 2k [ [ Lo2v2 pviyas| = Lo2tim [ 2F" ) + o(t))ds
t—0 t 0 2 R s— 5T 2 Rt~>0
1
= 5012%92f//<y)
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Mit dem Satz von Lebesgue erhalten wir weiters:

1 t 1
lim —E {/0 50123f"(Y5_)ds] = 50123]0"(@/)

t—0 t

Wenn man nun alle gewonnenen Erkentnisse zusammenfasst so erhilt man

das gewiinschte:

1

Af(y) = 5(ory” +0p) ["(y) + (ry +p) /' (v)

Iy / Ty —2) — F)dFp(2)
I / (1 = 2) — f))dFr(a)

1

O

Nun wollen wir den infinitesimalen Generator und den Risikoprozess ver-
wenden um mittels der Bestimmung eines Randwertproblems die Ruinwahr-
scheinlichkeit ¢ (y) und die Laplacetransformierte der Ruinzeit ¢, (y) zu er-
fassen.

Sei C? die akkumulierten Dividenden bis zum Zeitpunkt ¢. Weiter sei der

Risikoprozess ohne Dividenden gegeben durch:

t t
Yi=y+ / (p+rYs)ds + / \/ 0% + oY 2dW (4.28)
0 0

NP,t NR,S

_ ;Sm + /Ot Y. d Zl Sk (4.29)

Und sei Y? der Risikoprozess mit der Dividendenbarriere b, sodass Y™ =Y.

So ist dieser durch folgende stochastische Differentialgleichung bestimmt:

t t
ooyt [oarviiss [ fopeah qpaw @)
0 0
Np’t t NR,S

—Zspﬁ/ YPd > Sri|-CP (4.31)
i=1 0 i=1
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Falls hierbei A\p = Ar = 0, so gibt es ein eindeutiges Paar (Y%, C?) welches
diese stochastische Differentialgleichung 16st, dabei ist C? stetig und hat fol-
gende Eigenschaft

t
b __ b
/0 LyopydCY = C.

Der Erwartungswert der Dividenden mit Diskontierungsfaktor a und Y =y

Tb
Y —at b
e “dCy
0

wobei TP = inf {¥’ <0}. Wenn b < oo so ist Ruin sicher, das bedeutet

P(T}) < oo = 1.

ist:

Vi(y) =E { /0 h e“tdCfl =K (4.32)

Satz 4.2.
Angenommen Y;? ist unser zugrundeliegender Prozess und der infinitesimale

Generator A ist gegeben durch Satz 4.1. So haben wir:

1. Sei V,(y) eine beschrankte und auf (0, b) zweimal stetig differenzierbare
Funktion mit einer beschrankten ersten Ableitung.

Falls V;(y) folgende Gleichung l6st:
AVy(y) = aVy(y) auf 0 <y <b
zusammen mit den Randbedingungen:

Vi(y) =0 auf y < 0,V;(0) = 0 wenn 0% > 0
Vy(0) = 1,Vi(y) = Vy(b) +y — b auf y > b.
So ist Vi (y) gegeben durch (4.32)

2. Sei ¢up(y) eine beschriankte und auf (0,b) zweimal stetig differenzier-

bare Funktion mit einer beschrénkten ersten Ableitung.
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Falls g, (y) folgende Gleichung 16st:

AGap(y) = aqap(y) auf 0 <y < b
zusammen mit den Ranbedingungen:
Gop(y) = L auf y < 0,¢a,(0) = 1 wenn op > 0
G p(0) = 0,40 p(Y) = qap(b) auf y > b.
So ist gap(y) gegeben durch:

Gan(y) = EleT).

Beweis
Wir wollen vorerst das Resultat von Punkt 1. des Satzes zeigen. Unter Ver-
wendung der It6 Formel und dem infinitesimalen Generator des Prozesses,

konnen wir folgendes schreiben:
€_a(mT5)%(Y(tAT5))
tATS
i)+ [ e Avds
0
tATY
o / eiaSVbI(Y;b)OédS
0

tATY tATY
s [ e e - [ eyt
0 0

Der dritte Term auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich aus der ex-
pliziten Zeitableitung des Exponentialterms der linken Seite.
Ist nun V glatt und reicht das stochastische Integral nur bis zu einem festen

Wert ¢ so verschwindet dieses wenn wir nun die Erwartungswerte der obigen
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Terme bilden, es ist also:
E[e_a(MTg)Vb(Y(t/\Tg))]

= i) + B A = V(¥ ads)e)

tATE
B[ emac
0

Und da der Erwartungswert des zweiten Terms der rechten Seite aufgrund
der Voraussetzung des Satzes gleich Null ist, erhalten wir das gewiinschte
Resultat, nach f — oo.

Um Punkt 2. zu zeigen geht man hierbei analog zum Beweis von Punkt 1.

VOr.

O

Aus diesem Satz ist zu erkennen, dass Vj(y) und ¢,,(y) dieselbe Integro-
Differentialgleichung 16sen. Hierbei wire es natiirlich von Vorteil die Integro-
Differentialgleichung in eine reine Differentialgleichung durch Differentiation
umzuwandeln, dabei ist es wichtig keinen Informationsverlust zu haben.
Nun betrachten wir nurmehr den Fall Aq,;(y) = agq,p mit a > 0 néher, da
dieser den ersten Fall des Satzes einschlielt, dazu setze man nur: o = 0 und
qo5(y) = Vi(y).

Nun formen wir die Gleichung A, 4(y) = aqap um auf Ag, 5(y) —agap(y) = 0

und mit dem Satz 4.1 erhalten wir:

a0+ 10) + 50 ()(0 + 90) (1.3)
A [ aaly = 2) = us(0)aFe(a) (4.34)

o / °° 4as((L = 2)) — qus(y)dFa(z) — agas(y) = 0.
(4.35)
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Diese Gleichung kann nun in eine Form ohne Integrale umgewandelt werden,
um dem Informationsverlust der durch Differentiation entsteht entgegen zu
wirken, brauchen wir zusétzliche Randbedingungen, diese erhalten wir indem
wir bei der obigen Gleichung y | 0 gehen lassen.

Wir wollen nun also den Grenzwert:

Im(Agas(y) — agap(y)) =0
y40

mit obigen Nebenbedingungen bestimmen.

Die neue Nebenbedingung die sich fiir 6% > 0 ergibt, lautet also:

1
€hs(0H)(p +0) + 545, (0+) (0 +0)

+ Ap /OOO Gop(0 = %) = o p(0)dFp(2)

Iy / " 40(0) = gas(0)dFR(z) — agun(0)

1

1
= q,,(0+)p+ §qg,b(0+)012> —a=0.

Die neue Nebenbedingung fiir 0% = 0 lautet:
qgé’b(O—l—)p + /\p/ Gob(0 — ) — qap(0)dFp(x) + 0 — aqap(0)
0

— O+ 4 Ap [ (o) = Argas(0) [ dFr(r) ~ agus(0)
0 0

= o 5(0+)p — (@ + Ap)Gap(0) + Ap = 0.

Fiir die Gleichung AV, (y) — aVy(y) = 0 gelten also folgende Nebenbedingun-

gen:
Fiir 0% >0 :
1
Vy (04+)p + 5%”(0+)a§, =0.
Fiir 02 =0:

VL (04+)p — (o + Ap)V3(0) = 0.
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Muss die Gleichung zweimal integriert werden um eine Integral freie Darstel-
lung zu erhalten, so gilt es den Grenzwert y | 0 der Gleichung (%)(Aqa,b(y) -
o p(y)) = 0 zu berechnen, dabei wird angenommen, dass die stetige Dichte
fp(r) = F)(z) auf dem Intervall [0, €] existiert.

Die neue Nebenbedingung fiir 0% > 0 lautet also:

2

1
3001192+ (= ZE + MREISe] = Ar = ) ) '(04)

+%Q+M£BM—AP—®:ﬂ.

Die neue Nebenbedingung fiir 0% = 0 lautet:

PApP
o — )\P

oy (0+)p + (T + fp(0) + ARE[SR] — Ap — 04) G (04) — aa

4.2 Beispiele

Beispiel 1

Bevor wir nun zur Berechnung unseres ersten Beispiels iibergehen kénnen,
benotigen wir fiir genau dieses einige Resultate {iber konfluente hypergeome-
trische Differentialgleichungen.

Hierbei wird auf das Buch von Slater [12] verwiesen.

Konfluente hypergeometrische Differentialgleichungen haben die Form:
zh"(2) + (b— 2)l(2) —az = 0.
Die Losungen h(z) einer solchen Gleichung haben die Form:
h(z) = C1F(a,b,x) + CoU(a,b, x)

wobei €7 und Cy Konstanten sind. Es sei hier h(z) = F(a, b, z).
Weiters ist F'(a, b, x) die Krummersche Funktion und eine Losung der Diffe-

rentialgleichung, welche gegeben ist durch die Reihe:

a ala+1) 5, ala+1)(a+2) 4
2 T 02 T b+ Db+ 23"

F(a,b,x) =1+
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wobei diese Reihe fiir b # 0, —1,—2, ... konvergiert.
Eine weitere Losung der Differentialgleichung ist:

(1 - b)

ro-1)
I'l+a—0b)

['(a)

Eine einfachere Darstellung der beiden Losungen ist:

Ula,b,z) = F(a,b,z) + 2" PF(1+a—0,2—b2).

I'(b) Y tiae e
F(a,b,x) = ——— wtpa=l(] — ¢)b=a=1dt fiir b 4.
(a,b,x) F(b—a)F(a)/O e ( ) irb>a>0, (4.36)
1 oo
Ula,b,x) = —/ e (1 4 )bt fiir a > 0,2 > 0. (4.37)
I'(a) Jo

Fiir das erste Beispiel nehmen wir an, dass A\g = op = or = 0.

Die Schadenforderungen Sp; seien exponentialverteilt mit Parameter i, was
bedeutet, dass: fp(x) = Fp(x) = pe " 1,>0.

Fiir dieses Beispiel hat nun das Modell die folgende Form, was unter anderem
dem klassischen Cramer Lundberg Modell entspricht:

Np,

t
Y;:y—i—pt—ZSRi—i—?”/ Yids (4.38)
i=1 0
Der infinitesimale Generator A von Y ist hierfiir gegeben durch:

Af(y) = F ) (p+ry) + A / T fly - ) - fy)dFp(a) fir f € D(A)AC2

Nun wollen wir die Bedingung AV,(y) — aV,(y) = 0 erfiillen, welche bei uns

folgende Form annimmt:

Vo(y)(p+ry) + Ap /OOO Vily — 2) — Vi(y)dFp(z) — aVi(y) = 0

Diese Gleichung wollen wir jedoch in eine reine Differentialgleichung um-
wandeln, hierfiir differenzieren wir die Gleichung ein weiteres Mal um das
Integral loszuwerden und betrachten statt AVy(y) — aV,(y) = 0 die Glei-
chung B%(AVb(y) —aVi(y)) + u(AVy(y) — aVy(y)) = 0. Wir erhalten hier die
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Darstellung:
V() (p + ry) + Vi) + Ap / (Viy — 2) — Vi (y))pe " dz — aVy(y)
0

T ullry + PV () + Ap / T (Valy — ) — Valy) e dz — aVi(y)

Mittels partieller Integration erhalten wir:

V' W) (o +ry) + Vi) (pry + pp+ 71— Ap — o) — apVi(y) =0
Mit den zusétzlichen Bedingungen:

PV (0+) — (A\p + @)V4(0) = 0
V() =1

Nun vollziehen wir eine Variablentransformation y = £ —£ und g(z) = Vi (y).

Wir erhalten also die konfluente hypergeometrische Form:

a—+ Ap o

2)g'(2) = (==)g(2) = 0.

2g"(2) + (1 - 25 :

Die allgemeine Losung hat also die Form:

a a—+ A ! a+ A D
%<y>:F(__71_ r P,Z):f(——,]_— P7_ ( +;>)
Also haben wir eine Gleichung der Gestalt:
«Q o+ A o o+ A
%(y):ch <__71_ P7_:U’(y+]_9)> _'_CQU <__71_ P7_:u(y+]_9>>
r T r r T r

Nun wollen wir die spezielle Losung erhalten und beniitzen hierfiir die Rand-
bedingungen. Wir betrachten die asymptotische Eigenschaft von U(a, b, x)
und erfahren, dass U(a,b,z) = z7%(1 + (0)(2)) fiir z — oo, was bedeutet,
dass U verschwindet fiir a > 0 und x — oco. Wir probieren eine Lésung der

Form:

Q a+ A
Vi(y) = U (——,1— - (y+ 1—9))
T T T
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Da aber a = —% < 0, so kdnnen wir die Funktion nicht mit obigen Definitio-
nen berechnen.

Es kommt uns aber gelegen, dass fiir konfluente hypergeometrische Diffe-
rentialgleichungen gilt, dass falls f(x) = U(a,b,x) eine Losung ist auch
f(x) = e®2'U(1 — a,2 — b, —1) eine Losung ist.

Wir suchen also eine Losung der Form:

at+Ap

_ P P, atrp o a+ A D
Vi(y) = coe #) (—u(y+;) U+ - — P,u(y+;))>

_ atA o a—+ A
=Ce “y(y+]—)) TPU<1+—,1+ P,u(y+]—))>
r r r r

Nun wollen wir noch die Konstante C' finden, hierfiir setzen wir die Rand-
bedingung in die gerade ausgefiihrte allgemeine Losung ein. Nach den Diffe-
rentiationsregeln fiir konfluente hypergeometrische Funktionen gilt:
2U(a,b,x) = —aU(a+1,b+ 1,2).
Wobei wir der Einfachheit halber die obigen Variablen (a,b, x) setzen. Also

folgt:
/ - patrp a+ Ap «
Vily) =Ce™(y+=)"7 (—rU(a,b,x)— —(1+=U(a+1,b+1,2))
r ry —p r
Vi(0) = C(2) " Ula b, w)
, . ]_9 atip B a—|—>\p B g
V() =CC) 7 (=nt ry+pU(a,b,w) pll+2)U(a+ 1,0+ 1, w))

mita:lﬂL%,b:l—F@undw:%,

Die Losung ist somit gegeben durch:

Vit) = e
((nU<0, 0)+ (1+2) n(1,0)) &(y) + (ﬁ) 1e:(1,0) = 120 0))
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Mit:

at+Ap

R N (R R ()

at+Ap
7 « a+ A
&(y):e‘“y(erg) F<1+;,1+ P,u<y+§))

.
. e”b(b—ﬁ-ﬂ)*atxp ..
Wir erkennen also, dass V4 (y) nur durch — 5@ von b abhingt.
Wobei:
r+ o a—+ Ap o
Dy(b) = (1p(0,0) = —% (1.0 _ 0,b) — (1 —) 1,b
o) = (0.0 = 1.0} (5522 = ) mot0.0) = (142 ) (1.0
«Q a+ A\p o
— (u(0,0 (1 —) 1,0) - 0,b) — (1 —) 1,0
(00,004 (14 2 mo10)) (5522 = ) mel0.0) = (14 %) et
mit
A\
nU(k,x):U(k+1+%,k+1+at 2 (e +2))
+ A
np(k,m):U(k;+1+%,k+1+a . P,,u(x—i—g))

Somit erhalten wir das optimale b indem wir nur den von b abhéngigen Term
maximieren. Wir verwenden nun dieselbe Vorgehensweise wie bei der Berech-
nung von V4 (y) um g, 5(y) zu lésen. Wir wollen also eine Losung des folgenden

Problems

Aap(y) — agap(y) =0
Was fiir unser Problem bedeutet
Qo s (¥) (0 + 1Y) + Ap / (Gop(y — ) = qap(y))pe” " dr — agqa(y) = 0
0

Um die Integrale zu eliminieren betrachten wir wieder %(Aqmb(y) —aqap(y))+

1(Aga(y) — aga) = 0 also:
(ry +p)das () + (pry + pp+r — Ap — @)y 4 (y) — igap(y) =0
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mit
q(/x,b(b) =0
Pl (0+) — (Ap + a)gap(0) + Ap = 0.

Durch analoges Vorgehen wie zuvor erhalten wir fiir

toa) = 5o (55528 = ) mot0.0) = w1+ S )19

q
1 >\P Oé‘i‘)\P r+ o
- — 0,b) + uy————np(1,b
Dq(b) pp (( rb+p “) ne(0,0) + p— e )) &
mit
D,0) = (w00 + (18 wir.0) (755 ) w00 10

- (0.0~ = ne0)) (5528 -0 w00 (14 2 o)

r+a+ Ap rb+p
Beispiel 2
Fiir Beispiel 2 nehmen wir an, dass Ap = Ag = 0. Somit nimmt er Prozess

Y, folgende Form an:

t t
Y}Iy—i—/(p—l—rYs)der/ \/ 0% + oY 2dW
0 0

Aus Shreve[11] folgt, dass wir ein b* finden sodass
Vo (b*) =0

Wobei die Barrierestrategie mit Barriere b* die optimale Strategie aller Divi-
dendenstrategien ist. Wenn jedoch kein b* gefunden werden kann so existiert
in diesem Fall keine optimale Strategie. Zuerst wollen wir natiirlich V;(y) fir
gegebenes b finden. Falls y > b so ist Vy(y) = y — b + V,(b), also nehmen
wir an, dass y < b. Der infinitesimale Generator A von Y ist hierfiir gegeben

durch:

1 !/ !
AV (y) = 5(01@2 + o)V (y) + (ry + p)V;.
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Fiir die Bedingung AV, (y) — aV,(y) = 0 ergibt sich somit:
%(U%?f +op)Vy'(y) + (ry +p)Vy — aVi(y) = 0,
mit
V,(0) =0 und V;/(b) = 1. (4.39)

Laut Appendix Paulsen und Gjessing [7] erhalten wir fir a > r zwei un-

abhéngige Losungen fiir dieses Problem und zwar D(y, p+1) und E(y, p+1)

wobei:
D(y,d) = / (t —y)° K (t)dt wobei — 1 < Re(8) < 1+ Re(p),
y
y
E(y,d) = / (y — t)° K (t)dt wobei —1 < Re(8) < 1+ Re(B),
mit
K(t) = (oxt* + 0123)_(1+§) exp {— 2P arctan (U—Rt) }
OpOR op
und
= 2—T—12+83—1 Re(B) > 0
Ve T ’
1 2r 2 « 2r

Es gilt also:
Vi(y) = C1D(y,p+ 1) + C2E(y, p + 1).

Verwendet man nun a%D(y, 0) =—=0D(y,d — 1) und 8%E(y, d) =0E(y,0—1)
und den Randbedingungen erhalten wir:

EQ,p+1) D(0,p+1)

=T nAGy T VAL
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wobel
A(b, p) = E(b, p)D(0,p+ 1) + D(b, p) E(0, p + 1)

Es folgt, dass:

Vi) = 57757 (PO + DEW. o+ 1) = B0 p+ DD(y.p-+1).
Nun leiten wir zweimal ab und setzen b ein um b* zu erhalten:
D(0,p+1)E(y, p) + E(0,p +1)D(y, p)

A(b, p) ’
D(0,p+1)pE(y,p—1) — E(0,p+ 1)pD(y,p — 1)
D(0,p+ 1)E(b,p) + E(0,p+ 1)D(b, p)

Somit erhalten wir b* als Losung von:

D(b,p—1) D(0,p+1)

Vy(y) =

Vy'(y) =

E(,p—1) FE@0,p+1)

Ist a < r so iiberschreitet das Einkommen den Verlust aufgrund von Diskon-
tierung und es ist keine optimale Strategie zu finden.

Ist a = r so gleichen sich Einkommen und Verlust aus, aufgrund von Diskon-
tierung, aber da eine wachsende Barriere die Wahrscheinlichkeit des Ruins
vor einem fixen Zeipunkt ¢ vermindert, ist in diesem Fall auch keine optimale
Strategie auffindbar.

Um gap(y) = E[e‘an] zu finden miissen wir fiir Ag,p — agap = 0 folgende

Gleichung losen:
1

5(0%@/2 +05)qas(y) + (ry + p)dhs(y) — Gas(y) =0

mit
Gap(0) = 1 und ¢, ,(b) = 0.

Mit analoger Vorgehensweise wie beim Losen von Vj(y) erhalten wir fiir

Re(a) > r und y < b das Ergebnis:
1
qa,b(y) - m(E(ba p)D(yap + 1) + D(bv p)E(y, p+ 1))

Die Laplace Transformation muss dann numerisch invertiert werden.
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4.3 Zeitabhingige Barriere

Eine Barrierestrategie impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eventuellen
Ruin 1 ist, ist jedoch die Barriere b(t) zum Beispiel b(t) = by + b1t, so muss
dies nicht mehr der Fall sein. Wir nehmen ab jetzt an, dass fiir ¢t — oo gilt,
dass b(t) — oo. Es sei mit (¢,y) — oo gemeint, dass y < b(¢)Vt und y — oo
fiir t — oo.

Es gilt analog zum Satz (4.2):
1. )y erfiillt:
0
zusammen mit:
Up(t,y) = 1 auf y < 0,1(¢,0) = 1 wenn o3 > 0
0] .
a—%(tab(ﬂ) = 0,¢(t,y) = y(t,0) auf y > b, lim ¥y(t,y) =0
Y (t;y)—o0
So ist
¥b(0,y) = P(Ty < 00)
2. Erfiillt g, 4(y) folgendes:

0
aQa,b@? Y) + Aqap(t,y) = aqap(t,y)

zusammen mit denselben Bedingungen von ) fiir q.

So ist gap(0,y) gegeben durch:
4as(0,y) = E[e™"]

3. Wenn wir die folgende Gleichung 16sen kénnen

0
E%(ta y) + AVi(t,y) = aVi(t, y)
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zusammen mit

Vi(t,y) = 0 auf y < 0,V;(¢,0) = 0 wenn o5 > 0

TVA{Eb(0)) = 1, Vit ) = Vilt, b{1)) +y — b(t) anf y > b(0)
lim e “V,(t,y) =0

(tyy)—o0

So gilt:

Vp(0,y) =E

7y
/ e dC?
0
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Kapitel 5

Simulation verschiedener
Barrierehohen

In diesem Kapitel wollen wir nun unsere theoretischen Resultate in einem Dif-
fusionsmodell mittels der Simulation von Beispiel 2 iiberpriifen. Hierfiir ver-
wenden wir die Monte-Carlo-Methode um in der Lage zu sein die gewiinschten
Werte geeignet zu simulieren.

Hierfiir haben wir einen Zeithorizont von 7" = 10000 gew&hlt und diesen in
aquidistante Intervalle % zerlegt um geeignet zu diskretisieren, wobei im wei-
teren n = 100000 gew&hlt wird.

Es ergibt sich somit bei der Diskretisierung, da die Inkremente der Brown-
schen Bewegung W;T — Wy T~ N(0, %), also normalverteilt sind, fiir obiges

Beispiel folgendes fiir ¢ =0,...,n — 1:

T
S/Ei+1)%:}/;%+<p+r'}/;%>‘5+\/0'12;—1-0'21%-}/(3)%- E-Z

Yo=vy

Hierbei ist Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable die im nachfolgen-
den mittels der Box-Muller-Methode erzeugt wird.
Das stochastische Integral wird also durch die Multiplikation von \/g A

geeignet diskretisiert.
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Es ergibt sich also fiir den Reserveprozess folgendes fiir ¢ =0,...,n — 1:

- . T T
Y(m)Z:mm{YigﬂL(PJﬂ'Y;z;)'ng\/012a+012z'y(f)g;' g-Z,B}

}A/E) :mln{va}

Und weiters werden die addquaten diskontierten Dividenden folgendermaflen

berechnet:

D(0) =max {y — B,0}

Die Dividenden ergeben sich wiederum aus der Differenz von Barriere und
Funktionswert des Prozesses, falls der Prozess iiber der Barriere liegt, an-
dernfalls sind die Dividenden Null.

Um die Zielfunktion eines simulierten Pfades zu erhalten miissen wir noch

die Summe tiber die diskontierten Dividenden bilden:
u T
Veim(y) = E D@ - —
Sim (Y) £ © n)

Fiir die Simulation haben wir ein Matlab-Programm mit folgenden Parame-

tern verfasst:
p=0.02,7=0.03,0p =0.04,0, =0.04,5=0.1,y =1

Es ergibt sich fiir Beispiel 2 mit diesen gewéhlten Parametern der Wert fiir
die theoretisch optimale Barriere und das Ergebnis fiir die entsprechende

Wertefunktion wie folgt:
m = 0.1263 VBer = 1.1482
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m Vsim
0.01053 1.015
0.02105 1.023
0.03158 1.032
0.04211 1.047
0.05263 1.061
0.06316 1.078
0.07368 1.09

0.08421 1.101
0.09474 1.107
0.1053 1.111
0.1158 1.115
0.1263 1.116
0.1368 1.111
0.1474 1.106
0.1579 1.105
0.1684 1.098
0.1789 1.094
0.1895 1.083
0.2 1.078

Tabelle 5.1: Simulationen erzeugt mittels Matlab Programm

In dieser Tabelle sind nun die Simulationen der Wertefunktion die mit-
tels Matlab-Programm simuliert wurden zusammengefasst. Die nachfolgende
Grafik zeigt die simulierte Zielfunktion Vs;, (1) fiir die getesteten Barrier-
ehohen m. Man sieht hierbei, dass tatsédchlich unter allen getesteten Barrieren

die maximale Barriere bei m = 0.1263 liegt.
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1.1

Simulierte Zielfunktion
-
o
[}

1.02 [

Il
0.05

Il
0.1
Barriere m

Il
0.15

0.2

Abbildung 5.1: Simulierte Zielfunktion Vs, (1) fiir alle getesteten Barrieren.
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5.1 Matlab-Programm zur Simulation

functionV = Simulation3(x, N,n, T, p,r, sigmaP, sigmaR, beta, m, Z)

X (1) = min(xz,m);

D(1) = max(z —m,0);

fory=1:N

fori=1:n

deltaY't = increase(X (i), p,r,n, T, sigmaP, sigmaR, Z i),
X(i+1) = X(i) + deltaY't;

if(X(4):0)

if (X(i+ 1im)
D(i+1)=0;
else
D(i+1)= (X +1)—m)* (exp(—beta x (T/n) x1));
X(i+1)=m;
end

else

X(i+1) =0;
D(i+1) =0;
end

end

C(j) = sum(D);
end

V = sum(C)/N,

function deltaYt = increase(Ytb,p,r,n, T, sigmaP, sigmaR, Z, 1)
deltaYt = (p+r*Ytb)*(T/n)+sqrt(sigmaP?+sigmaR*xYtb?)* sqrt(T /n)*
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boxmuller(1);

end

Um die Z der Funktion zu berechnen wurde das folgende Programm verwen-
det:

functionZ = boxmuller(n)

rand(n, 1);

Z = sqrt(—2 x log(rand(1,n))). * cos(2 * pi x rand(1,n));
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