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Abstract

The basis of this work is a novel symbiosis of mechanics of solids and spherical geo-
metry to quantify and illustrate the variation of the “non-membrane” percentage of the
strain energy in the prebuckling region of elastic structures. The zenith angle of an ar-
bitrary point of a specific curve on an octant of the unit sphere, called buckling sphere,
is related to this energy percentage. For the limiting case of buckling from a membrane
stress state this curve degenerates to a point, characterized by zero values of both sphe-
rical coordinates. For all other stress states the azimuth angle increases with the propor-
tionally increasing load. Its magnitude at the stability limit correlates with a quantity
that depends on both the “non-membrane” deformations and the stiffness of the struc-
ture at incipient buckling. The azimuth angle is computed with the help of the so-called
Consistently Linearized Eigenproblem (CLE), which is solved by means of the Finite
Element Method (FEM).

This eigenvalue problem is the basis for a geometrical hypothesis for the “non-membrane”
percentage of the strain energy. Implementation of several routines into the finite ele-
ment sofware MSC.MARC allows for its alternative computation in a conventional man-
ner. In the theoretical part of the work, the concept of the buckling sphere is presented.
Thereafter, its numerical realization is described. MSC.MARC permits taking advanta-
ge of the versatility of commercial FE software. Simultaneously it allows for modifying
the iterative solution process within the framework of the FEM. With the help of the
software MATLAB, the derivatives of the global tangent stiffness matrix with respect
to a dimensionless load parameter are computed. An iterative procedure is used to in-
crease the accuracy of the solution of the CLE. A further improvement of the numerical
solution is achieved by means of examining the numerical precision of the output of
MSC.MARC. Automatization of the computation is accomplished with the help of PY-
THON. The subsequent numerical investigation consists of several examples, referring
to buckling from a membrane stress state, a pure bending stress state, and a general stress
state. The practical motive for this research is the intention to investigate the influence
of “non-membrane” action just before buckling on the initial postbuckling behavior of

elastic structures.
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Kurzfassung

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf einer neuartigen Symbiose von Festkorper-
mechanik und sphérischer Geometrie, mittels der die Anderung des Anteils der “Nicht-
Membran* Energie an der Verzerrungsenergie im Vorbeulbereich elastischer Strukturen
quantifiziert und illustriert wird. Der Zenitwinkel eines beliebigen Punktes auf der Ober-
flache des Oktanten einer Einheitskugel — der Einfachheit halber als Beulkugel bezeich-
net — steht zu diesem Energieverhiltnis in Beziehung. Der Azimutwinkel dieses Punkts
wird mit Hilfe des sogenannten konsistent linearisierten Eigenwertproblems bestimmit,
das mittels der Methode der Finiten Elemente gelost wird. Sein Wert an der Stabilitéts-
grenze hingt von den “Nicht-Membran” Verformungen und der Steifigkeit der Struk-
tur unmittelbar vor dem Stabilitédtsverlust ab. Fiir den Grenzfall des Beulens aus einem
reinen Membranspannungszustand degeneriert die durch den Zenit- und den Azimut-
winkel der einzelnen Kurvenpunkte definierte Flichenkurve zu einem Punkt, fiir den
beide Kugelkoordinaten den Wert Null annehmen. Fiir alle anderen Spannungszusténde
nimmt der Azimutwinkel mit der proportional steigenden Belastung zu. Das konsistent
linearisierte Eigenwertproblem bildet den Ausgangspunkt fiir eine Hypothese fiir den
Anteil der "Nicht-Membran” Energie an der Verzerrungsenergie. Dieser Anteil wird
durch Einbettung mehrerer Routinen in die Software MSC.MARC auf konventionelle

Weise berechnet.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in einen theoretischen Teil, in dem das Konzept
der Beulkugel vorgestellt wird, und in einen numerischen Teil, in dem ausfiihrlich auf
die numerische Implementierung eingegangen wird und numerische Beispiele vorge-
stellt werden. Durch Interaktion der kommerziellen FE Software MSC.MARC mit der
Software MATLAB werden die bendtigten Ableitungen der globalen Tangentensteifig-
keitsmatrix nach einem dimensionslosen Lastparameter ermittelt. Die Verbesserung der
Genauigkeit der Losung des erwihnten linearen Eigenwertproblems erfolgt auf iterative
Weise. Eine weitere Steigerung dieser Genauigkeit resultiert aus der Untersuchung der
numerischen Prézision der Ausgabewerte von MSC.MARC. Eine Automatisierung der
interagierenden Algorithmen von MSC.MARC wird mit Hilfe der Software PYTHON
erreicht. Die umfassende numerische Untersuchung besteht aus mehreren Beispielen.
Das erste Beispiel betrifft den von einem reinen Membranspannungszustand ausgehen-
den Stabilitdtsverlust. Das zweite Beispiel bezieht sich auf den von einem reinen Bie-
gespannungszustand ausgehenden Stabilitidtsverlust. Die weiteren Beispiele sind durch
den von einem allgemeinen Spannungszustand ausgehenden Stabilititsverlust gekenn-
zeichnet. Die praktische Zielsetzung des dieser Arbeit zugrunde liegenden Forschungs-
projekts besteht in der Untersuchung des Einflusses des Anteils der “Nicht-Membran”
Energie an der Verzerrungsenergie vor der Stabilitdtsgrenze auf das anfiangliche Nach-
beulverhalten elastischer Strukturen. Diese Untersuchung ist allerdings nicht Gegen-

stand der vorliegenden Abhandlung.

Y



Inhaltsverzeichnis

1 Motivation und vorhandene Literatur 1
LI Einflhrung . . ..o |
1.2 Beschrankungen. . . ... ... .o e 2

2 Grundlagen der Symbiose zwischen Festkorpermechanik und sphiirischer Geometrie 3
2.1 Die Beulkugel . .. ... 3
2.2 Stabilitétsverlust, ausgehend von einem Membranspannungszustand . ................ 8
2.3 Auf dem CLE basierende Hypothese fiir (U —Up)/U .. .....c.coviiiiiiiiiinaa.. 11
2.4 Herausragende Eigenschaften des fundamentalen Eigenpaarsdes CLE................ 14

3 Bestandteile des CLE 18
3.1 Allgemeine Bemerkungen . .. ... ... .. 18
3.2 Analytische Bestimmung von K7 und IA{T ...................................... 18
3.3 Globale TangentensteifigkeltsSmatriX . . .. .. ..ottt e e 20

3.3.1 Herleitung und Aufspaltung von Ky in Teilmatrizen. . .. .....ooovueeeeeeen.... 20
3.3.2 Spezialisierung von K7 fiir die Stabilititsgrenze . . . ... 23
3.3.3 Grundlagen der numerischen Berechnung von KT oo 26
3.3.4 Ermittlung von K7 in MSC.MARC . . ... ... oo i 27
3.4 Ableitung der globalen Tangentensteifigkeitsmatrix nach dem Lastparameter. .......... 29
3.4.1 Grundlagen der numerischen Berechnung von ﬁr ........................... 29
3.4.2 Ermittlung von Kz in MSC.MARC . . . . .+ oo oo oo 30
3.5 Numerische Losung des CLE . .. ... .. . e 35
3.5.1 Allgemeines und spezielles Eigenwertproblem in MATLAB ................... 35
3.5.2 Spezialisierung des Losungsalgorithmus firdas CLE. .. ...................... 37
3.6 Verbesserung der Genauigkeit der numerischen Losungdes CLE .. .................. 40
3.6.1 Approximation VON A] . ... 40
3.6.2 Minimierung des Rundungsfehlers. .. ...... ... ... . .. .. . . L. 44

4 Numerische Nachlaufrechnung 54

4.1 Bestimmung von p(A) und c(A). . ..ottt 54
4.1.1 Hypothese fir (U —Up) /U ... 54
4.1.2 Alternative Hypothese fir (U —Upy)/U . .. ..ot 60
4.1.3 Numerische Auswertung der beiden Hypothesen fir (U —Up)/U .. ............. 61
4.1.4 Berechnung von p(A) fiir verschieden groBe Lastschritte AL ................... 62
4.1.5 Numerische Implementierung unter Beachtung von Toleranzen . ................ 64

4.2 Konventionelle Berechnung von (U — Uys) /U am Beispiel einer diinnen Schale. . . ... ... 68
4.2.1 Implementierung in MSC.MARC ... ... .. . . . i 71
4.2.2 Verifizierung mittels der Software FE\p. ... ...t 73

4.3 Sortierungsalgorithmus zur Ermittlung des fundamentalen Eigenpaars . ............... 75



4.4 Verbesserung der Genauigkeit des fundamentalen Eigenvektors ..................... 78

5 Numerische Untersuchung 81
5.1 Stabilitétsverlust, ausgehend von einem Membranspannungszustand . ................ 81
5.2 Stabilitétsverlust, ausgehend von einem reinen Biegespannungszustand . .............. 84

5.2.1 Konvergenzstudie . . . .. ...t e 89
5.3 Stabilitédtsverlust, ausgehend von einem allgemeinen Spannungszustand. . ............. 91
5.3.1 WInKelmessung. . . . ..ot e 91
5.3.2 Durchschlagen eines Kreisbogens . ........... ... i, 92
5.3.3 Verzweigungsbeulen einer Kugelkalotte . .......... .. .. ... ... ... . .. .. ... 97
5.3.4 Verzweigungsknicken eines Kreisbogens. . ........... ... ... ... o L. 103
5.3.5 Druckstab mit Querbelastung . . . ... ... .. . e 106

6 Schlussfolgerungen 111

A Tabellen betreffend die Genauigkeit der numerischen Losung fiir A} ()) 114

Bibliographie 118

Vi



KAPITEL

Motivation und vorhandene Literatur

1.1 Einfilhrung

Diese Arbeit ist in ein vom Fonds zur Forderung der wissenschaftlichen Forschung
(FWF) unterstiitztes Forschungsprojekt eingebunden [1]. Die Absicht, die Verinder-
lichkeit des Anteils der Membranenergie an der gesamten Verzerrungsenergie im Vor-
beulbereich linear-elastischer Strukturen im Rahmen einer neuartigen Symbiose von
Festkorpermechanik und sphirischer Geometrie zu quantifizieren, war eine bedeutende
Motivation fiir die Inangriffnahme des Projekts. Dieser Anteil ldsst sich vorzugsweise
mittels der Finite Elemente Methode (FEM) berechnen. Dabei spielt die numerische
Losung eines speziellen linearen Eigenwertproblems, die unter Zuhilfenahme von kom-
merzieller Software bewerkstelligt werden kann, eine entscheidende Rolle. Diese Lo-
sung erfordert allerdings umfangreiche Eigenentwicklungen, deren Beschreibung zum

Kern der vorliegenden Abhandlung gehort.

Der praktische Hintergrund der erwidhnten Symbiose ist die Intention, den Einfluss der
Biegewirkung in Strukturen auf das anfidngliche Nachbeulverhalten zu untersuchen. Die

Verwirklichung dieser Absicht muss zukiinftiger Forschungsarbeit iiberlassen bleiben.

Ein essentieller Bestandteil der erwdhnten Symbiose ist das sogenannte Consistently
Linearized Eigenvalue Problem (CLE). Es gehort einer Gruppe linearer Eigenwertpro-
bleme an, deren eine Koeffizientenmatrix die Tangentensteifigkeitsmatrix ist, wihrend
die andere eine allgemeine reelle, symmetrische Matrix darstellt. Solche linearen Eigen-
wertprobleme wurden in der Vergangenheit verwendet, um numerische Probleme bei
der Anniherung an die Stabilititsgrenze auf nichtlinearen Last-Verschiebungspfaden zu
vermeiden, siehe z.B. [2], [3], [4]. Die betreffenden Eigenwertanalysen werden allge-
mein unter dem Begriff begleitende Eigenwertanalysen zusammengefasst. Mittlerwei-
le sind effizientere Methoden zur Berechnung der Stabilititsgrenze nichtlinearer Sta-
bilitdtsprobleme zum Stand der Technik geworden. Das CLE wurde urspriinglich zur
Berechnung von ab initio Abschidtzungen der Stabilititsgrenze auf nichtlinearen Last-

Verschiebungspfaden verwendet [5].

Das CLE wurde im Rahmen der Transformation urspriinglich imperfektionssensitiver
in imperfektionsinsensitive Strukturen im Wege moglichst geringfiigiger konstruktiver
Modifikationen der Ausgangsstrukturen eingesetzt, wie z.B. in [6], [7], [8] und [9]. Ei-
ne Untersuchung des Verhaltens der Determinante der Tangentensteifigkeitsmatrix zur

Beantwortung der Frage, ob lineare Last-Verschiebungspfade und lineare Stabilitits-
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probleme einander gegenseitig bedingen, wird in [10] beschrieben. Mit der Losung des
CLE beschiftigen sich die Artikel [11], [12] und [13], in denen verschiedene Methoden
zur Ermittlung der Ableitung der Tangentensteifigkeitsmatrix nach dem Lastparameter

und deren Genauigkeit diskutiert werden.

Ein Teil der vorliegenden Arbeit ist in einem Manuskript in englischer Sprache [14]
zusammengefasst. Ein Artikel iiber Verzweigungsbeulen, ausgehend von einem reinen
Membranspannungszustand [15], und einer tiber FE Analysen von Stabilitdtsproblemen,
die auf energetischen Sonderféllen im Vorbeulbereich aufbauen [16], sind fiir die gegen-
wirtige Arbeit insofern relevant, da sie numerische Ergebnisse beinhalten, die mittels
des CLE erhalten wurden. Bestimmte charakteristische Merkmale dieser Ergebnisse fiir
den Grenzfall von Stabilitdtsverlust bei einem reinen Membranspannungszustand ha-
ben dazu veranlasst, die beobachtete Situation im Rahmen des erwédhnten Forschungs-
projekts eingehend zu untersuchen. Im Verlauf dieser Untersuchung wird ein zweiter
Grenzfall betrachtet. Er betrifft den Stabilititsverlust aus einem reinen Biegespannungs-
zustand, wie er in der Praxis in Form von Biegedrillknicken auftritt. Aus der umfang-
reichen einschlidgigen Literatur sind jene Artikel besonders interessant, die sich speziell
mit der Tangentensteifigkeitsmatrix der Struktur befassen. Es sind dies unter anderem
[17], [18], [19], [20], [21], [22] und [23]. Fiir das betreffende Stabilitédtsproblem wurden

in [24] Ausdriicke fiir die Verzerrungsenergie fiir finite Balkenelemente hergeleitet.

1.2 Beschrinkungen

Die vorliegende Arbeit ist auf statische, konservative, proportionale Belastung perfek-
ter Strukturen aus linear-elastischem Material beschrinkt. Auf die Zielsetzungen dieser

Abhandlung haben diese Restriktionen keinen Einfluss.



KAPITEL

Grundlagen der Symbiose zwischen
Festkorpermechanik und sphérischer
Geometrie

2.1 Die Beulkugel

Abb. (2.1) zeigt den Oktanten einer Einheitskugel, die der Einfachheit halber als Beulku-
gel bezeichnet wird. ey, ey, e; sind Einheitsvektoren in Richtung der betreffenden Ach-
sen eines kartesischen Koordinatensystems. Mit P wird ein beliebiger Punkt auf der

Beulkugel bezeichnet. Er wird mittels des Einheitsvektors

sin@cos @
a(6(A),0(A)) =< sinBsin@ (2.1)

cosO

beschrieben, wobei 0(A) und @(A) die beiden Kugelkoordinaten sind. Letztere hidngen

vom dimensionslosen Lastparameter A ab. Sie folgen aus
U
cos2@ =1 2.2)
U

wobei Uy, die Membranenergie bezeichnet, die ein Teil der Verzerrungsenergie U des

Systems ist, und aus
cosQ=vio-vi, Vig:=vi(0), [vi|=1, (2.3)

wobei v] einen bestimmten Eigenvektor des CLE darstellt. Die mathematische Formu-

lierung dieses linearen Eigenwertproblems lautet wie folgt:

Kr(A\) + (A — VK- (W] v =0]. 2.4)

K7 bezeichnet die globale Steifigkeitsmatrix im Rahmen der FEM. Die Tilde iiber Ky
driickt die Zugehorigkeit von K zu einem Gleichgewichtszustand aus. Das Symbol
" bedeutet d/dA. Somit ist ﬁT die Ableitung von K7 nach dem Lastparameter A. A* — A
ist der Eigenwert, der zusammen mit dem Eigenvektor v* das Eigenpaar bildet. Wegen

besonderer mathematischer Eigenschaften ragt das Eigenpaar (A} —A,v}) aus den ver-
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bleibenden N — 1 Eigenpaaren eines Systems mit N Freiheitsgraden heraus, siehe Unter-
kapitel 2.4. Es wird deshalb als fundamentales Eigenpaar bezeichnet. Bereits Helnwein

hat das CLE verwendet, wenn auch zu einem ganz anderen Zweck [5].

z

Membranpol

_—

Biegedquator

Abbildung 2.1: Beulkugel

Die Bezeichnungen Membranpol und Biegediquator in Abb. (2.1) folgen aus der Spe-

zialisierung von Gl. (2.2) fiir die energetischen Grenzfille
Uy(M)=UL) = 6(1)=0 (2.5)

und
T

Uy(M) =0 = B(A) = > (2.6)
Der erste Grenzfall basiert auf einem reinen Membranspannungszustand im Vorbeul-
bereich und der zweite auf einem membranspannungsfreien Zustand. Die Bezeichnung
Biegedquator bezieht sich auf den Spezialfall reiner Biegung. Abb. (2.2) zeigt den Quer-
schnitt @ = konst. der Beulkugel. Die Kurve beginnt im Punkt A des Nullmeridians.

Diese Bezeichnung folgt aus der Spezialisierung von Gl. (2.3) fir A =0 zu
cos@(0) =vjy-vip=1 = ¢(0)=0. (2.7)

Der maflgebende Teil der Flichenkurve endet an der Stabilitdtsgrenze S. Der Wert des
Lastparameters A im Punkt S wird mit Ag bezeichnet. In diesem Punkt verlduft die Fla-
chenkurve tangential an den im Folgenden als Beulmeridian bezeichneten Meridian.
Das folgt daraus, dass @(A) fiir Ag zu einem Maximum wird, siche Abb. (2.1). Der im
Vorbeulbereich monoton wachsende Winkel @ ist einer der Griinde fiir seine Wahl als

Azimutwinkel.
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U,
cos?f = -2
U

sin’f =
U-Uy

)

Abbildung 2.2: Querschnitt ¢ = konst. der Beulkugel

Die mechanische Interpretation @(As) = /2 als Koordinate des sogenannten Unend-

lichkeitspunkts folgt aus der unphysikalischen Situation

U(As) =, Um(As) # o, (2.8)
die auf N N
sin?0(hg) = 2 S?J&Zy () _ 1 . o) -7 (2.9)

fithrt. Dasselbe Ergebnis fiir 8(Ag) erhdlt man fiir das Ausbeulen aus einem reinen
Biegespannungszustand, siehe GI. (2.6). Ein Unterscheidungsmerkmal dieser beiden

Grenzfille ist der Wert von @(Ag). Fiir einen reinen Biegespannungszustand betragt er
T
0 < cos@(hs) =Vig-Vi(As) <1 = 0 < @(Ag) < 5 (2.10)
siehe Abb. (5.9). Fiir die unphysikalische Situation laut Gl. (2.8) gilt

cos@(hs) = Vig-Vi(hs) =0 = o(As) = ~. 2.11)

N a

Ein Beispiel fiir diesen rein akademischen Fall ist ein mit einer exzentrischen Druckkraft
belasteter Stab, der mittels Theorie II. Ordnung iiber deren Giiltigkeitsbereich hinaus
untersucht wird [25]. Fiir dieses Beispiel entspricht Ag der Eulerschen Knicklast, die

offensichtlich nicht von der Exzentrizitédt abhingt. Das impliziert
ap-a(As) =0, ap:=a(0), (2.12)

unabhiéngig von der Linge des Vektors ap in der x-z Ebene, die ihrerseits von der Ex-
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zentrizitdt der Druckkraft abhingt. Es folgt
a(As) =e,, (2.13)

sieche Abb. (2.3). Somit kann auch vj, - vj(As) nicht von der Lage des Vektors ag in der

erwihnten Ebene abhédngen, woraus Gl. (2.11) resultiert.

Membranpol

Bi\e};eéquator

X

Abbildung 2.3: Exzentrisch gedriickter Stab: ap und a(As) = e, nach Theorie II. Ordnung

0(As) = m/2 stellt eine notwendige Bedingung fiir ¢(Ag) = /2 dar. Der Zusammen-
hang von @(A) =7/2 mit 0 < 6(A) < /2 bezieht sich hingegen auf den Vorbeulbereich.
Es erhebt sich dann die Frage nach der Art eines durch @(Ag) > /2 gekennzeichne-
ten Stabilititsverlusts, vorausgesetzt, dass ein solcher moglich ist. Abb. (2.4) dient der
Veranschaulichung verschiedener Arten von Stabilitdtsverlust fiir verschiedene Werte
von @(Ag). Mit Verweis auf die im Kapitel 5 vorgestellten numerischen Ergebnisse ent-
hilt diese Abbildung vier @-A Diagramme, deren Kennzeichen vier verschiedene Arten
von Stabilititsverlust sind. Diese zeichnen sich durch vier verschiedene Kombinationen
von ¢ und d@/dA an der Stabilititsgrenze aus. Alle vier Fille in Abb. (2.4) sind durch
do(As) = 0 gekennzeichnet. Abb. (2.4a) bezieht sich auf Verzweigungsbeulen, wobei

0<o(s) <3 o) =0, .14

R odog 0o e,
0§<PO»S)<§7 —(%S)—O:OSCM(?»S)< (2.15)

gekennzeichnet. Abb. (2.4c) betrifft den zuvor beschriebenen akademischen Grenzfall

der Anwendung von Theorie II. Ordnung iiber ihren Giiltigkeitsbereich hinaus. Die
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“Stabilitdtsgrenze” ist dabei durch

T do 0
As)==, ——(As)===o00 2.16
gekennzeichnet. Abb. (2.4d) bezieht sich auf Verzweigungsbeulen, wobei die Stabi-
litdtsgrenze mit einem Sattelpunkt der Last-Verschiebungskurven zusammenfillt. Fiir
diesen Grenzfall gilt

T do 0

5 < o(ks) <, a(xs)zﬁz‘”- (2.17)

' ¥

T 7T

> A >
(b)
1 ¥
T T
i

T S T / ‘\‘
2 2
O(J s >, O(, s >,

(c) (d)

Abbildung 2.4: ¢-A Diagramme fiir (a) Verzweigungsbeulen, (b) Durchschlagen, (c) die An-
wendung von Theorie II. Ordnung iiber ihren Giiltigkeitsbereich hinaus und (d) Verzweigungs-
beulen von einem Sattelpunkt der Last-Verschiebungspfade

Dieser Fall von Stabilitédtsverlust ist der einzige mit einer Stabilitdtsgrenze auflerhalb
des in den Abb. (2.1) und Abb. (2.3) dargestellten Oktanten der Einheitskugel. Dieser
Grenzfall ist in der Regel durch grole Deformationen an der Stabilititsgrenze sowie
durch Imperfektionsinsensitivitit des initialen Nachbeulverhaltens der Struktur gekenn-
zeichnet. Vor diesem Hintergrund ist die Beschrinkung der vorliegenden Arbeit auf den

mit Beulkugel bezeichneten Oktanten der Einheitskugel berechtigt.
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2.2 Stabilitiatsverlust, ausgehend von einem
Membranspannungszustand

Ein Membranspannungszustand im Vorbeulbereich ist durch
0
a(®(A),0(1)) =<0, (2.18)
1

charakterisiert, siche Abb. (2.5). Basierend auf der Konstanz des Vektors a wird die
Hypothese von der Konstanz von vj aufgestellt. Es wird also angenommen, dass im
vorliegenden Fall

vi(A) = V] (2.19)

gilt. Beriicksichtigung von Gl. (2.3) fiihrt auf
cos(A)=1= @A) =0. (2.20)

Unter der Voraussetzung der Verifizierung der erwihnten Hypothese, stellt @(A) =0

eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 8(A) = 0 dar.

z

Membranpol

Nullmerid\ian

Unendlich-

Biegeéquator

Abbildung 2.5: Membranspannungszustand

Als Voraussetzung fiir die numerische Verifizierung dieser Hypothese wird im Folgen-
den gezeigt, dass das CLE ein Eigenpaar mit einem konstanten Eigenvektor aufweisen
kann, dem ein nichtlinear veridnderlicher Eigenwert entspricht. Den Ausgangspunkt fiir

den Beweis bildet die Spezialisierung von

[ﬁT(x) FOALA) —MBA)| VAR =0 2.21)
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mit B(A) als beliebiger reeller, symmetrischer Matrix, fiir das Eigenpaar (klA (A) —
A, VIAO\,)). Dieses Eigenpaar ist durch

AL (As) =N (hs) = As (2.22)

und

Vi (As) = vi(As) (2.23)

gekennzeichnet. 7L1A (As) und VIA(XS) entsprechen also den mittels des CLE erhaltenen

GroBen Aj(As) und vi(Ag). Spezialisierung von Gl. (2.21) fiir das erste Eigenpaar ergibt
Kr(A)+ (A2 (A) — x)B(x)] Ve =0, (2.24)

Ableitung von Gl. (2.24) nach A fiihrt auf
K7+ (" — DB+ (0 —0)B] - v2 + [Kr + (> —)B] -v" =0. (2.25)

Da die Eigenvektoren eines linearen Eigenwertproblems einen vollstéindigen Vektor-
raum aufspannen, siche Abschnitt 3.5.1, kann vlA wie folgt durch V , j=2,3,...,N

ausgedriickt werden:

ch R (2.26)

Wegen der Normierung HvlA | =1 fehlt VlA im Ausdruck fiir VIA. Vormultiplikation von
Gl. (2.25) mit VjA und Beriicksichtigung der aus Gl. (2.24) folgenden Orthogonalitits-

beziehungen
v Kr-vi =0, viBvi =0, j=23,...N, (2.27)

fiihren auf folgenden Ausdruck fiir clAj:

A
;= JA (2.28)
j

Spezialisierung von Gl. (2.21) fiir das j-te Eigenpaar, (XJ.A(M —A, VjA(K)), ergibt
= A A
Kr (M) + (X (A) —X)B(k)] Vi () =0. (2.29)

Vormultiplikation von Gl. (2.29) mit VjA (A) und Substitution der quadratischen Form
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vjA K7 -vjA in GI. (2.28), fiihren auf

A VJ-A-IAET-vf—f—(klﬁ—k)V.A'I.}vlA 5 30
€=~ NV A ' (2.30)

Ein konstanter Eigenvektor impliziert

Vi (L) =0, (2.31)
woraus unter Beriicksichtigung von Gl. (2.26)

(M) =0 (2.32)

folgt. Erfiillung von GI. (2.32) fiir belicbige Werte von A verlangt die Aufspaltung der
mit Hilfe von GI. (2.30) erhaltenen Beziehung

A A A JANIRE A
v Kr-vy + (A —k)vj ‘B-v{ =0. (2.33)

in
Ve KrvE =0, v&-Bvi=o0. (2.34)

Eine notwendige Bedingung fiir die Erfiillung dieser beiden Bedingungen ist

B=K;| (2.35)

Gl. (2.35) garantiert die Erfiillung von Gl. (2.34.1), unabhiingig vom jeweiligen Vor-
beulzustand. Substitution von GIl. (2.35) in Gl. (2.24) und Ersetzen des Eigenpaars
(klA(k) —A, vlA (A)) durch das entsprechende Eigenpaar im Rahmen des CLE ergibt

Kr(W)+ (K (1) — WK (V)] -vi(h) = 0. (2.36)

Analog erhilt man aus GlI. (2.30)

“ Ky vt
===
(AT =A%) vi-Kr-v;

(2.37)

Daher verlangt die Erfiillung von

N
ViM) =) civi=0 (2.38)
j=2
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die Befriedigung der Orthogonalitdtsbeziehung

vi-Kr-vi=0 (2.39)

seitens vi(A) = vj,. Im Gegensatz zu den aus Gl. (2.36) folgenden mathematischen

Orthogonalitditsbeziehungen
vi-Kr-vi=0, vi-Kr-vi=0, (2.40)

reprasentiert Gl. (2.39) eine physikalische Orthogonalititsbeziehung. Ein Spezialfall
von GI. (2.39) ist durch
K7y (L) =0 (2.41)

gekennzeichnet. Dabei handelt es sich um lineare Stabilitidtsprobleme [26]. Sie sind
durch eine lineare Abnahme des Eigenwerts A} (A) — A des CLE im Vorbeulbereich bis
zu Null im Verzweigungspunkt gekennzeichnet. Nebenbei bemerkt, miissen lineare Sta-
bilitdtsprobleme und lineare Last-Verschiebungspfade im Vorbeulbereich einander nicht
bedingen [27]. Theoretisch ist die Anwendbarkeit von linearen Stabilititsanalysen auf
Spezialfille des Stabilititsverlusts aus einem Membranspannungszustand beschrinkt.
Vor diesem Hintergrund ist es plausibel, dass Gl. (2.39), die auf der Konstanz von v} be-
ruht, eine allgemein giiltige Bedingung fiir einen Membranspannungszustand darstellt.

Diese Vermutung wird im Kapitel 5 numerisch verifiziert.

2.3 Auf dem CLE basierende Hypothese fiir
(U—Un)/U

Der numerische Nachweis der Konstanz des Eigenvektors vj fiir den Spezialfall des
Beulens aus einem reinen Membranspannungszustand [15], [16] ist ein wesentliches
Element der im Titel der vorliegenden Arbeit angesprochenen Symbiose von Mechanik
und Geometrie. Dieser Nachweis war die Grundlage fiir die Vermutung, das CLE wiir-
de eine direkte quantitative Bestimmung von (U — Uyy)/U erlauben. Das war iibrigens
einer der Beweggriinde fiir die Beantragung des eingangs erwéhnten Forschungspro-
jekts [1]. Erweist sich die erwartete Vermutung als korrekt, dann kann das CLE auch
zur Ermittlung des Zenitwinkels 6, siehe Gl. (2.2), im Rahmen der Ermittlung von
a(0(L), o(1)) herangezogen werden. Die Motivation fiir diese Art der Berechnung von
0 besteht im Bestreben um eine Symbiose von Mechanik und Geometrie von groft-
moglichem AusmaB. Eine solche Berechnung des Zenitwinkels stellt insofern eine rein
theoretische Zielsetzung dar, da (U — Uy)/U alternativ und bequemer auf konventio-

nelle Weise im Rahmen der FEM ermittelt werden kann, siehe Unterkapitel 4.2.
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Die oben erwihnte Vermutung ist die Grundlage einer auf dem CLE basierenden Hypo-

these fiir (U — Uyy) /U. Thre mathematische Formulierung lautet:

U—Unu _ 2.4 .2 2
i —\/p +c2(1—p?) (2.42)
mit .
p=_, 0<p)<l. (2.43)

K(A) bezeichnet die Kriimmung einer fiktiven Kurve auf der Oberfliche der Einheitsku-
gel, die von der Spitze des zur Linge eins normierten fundamentalen Eigenvektors vj (1)
beschrieben wird. Das Adjektiv fiktiv soll die Tatsache unterstreichen, dass vj(A) kein
Vektor im physikalischen Sinn ist, der durch seine Komponenten in Richtung der drei
Koordinatenachsen eines kartesischen Referenzsystems bestimmt ist. Ein solcher Vek-
tor ist der Spezialfall eines N-dimensionalen Vektors im matriziellen Sinn, der durch
einen Satz von N GroBen reprasentiert wird [28]. Ein weiteres Argument fiir die Be-
zeichnung fiktive Kurve ist die Tatsache, dass p(A) nicht von der Relativposition von
vi(A) zu den drei Koordinatenachsen abhingt. Uberdies soll durch diese Bezeichnung
eine Verwechslung von vj(A) mit a(A) vermieden werden. Die vorliegende Hypothese
fiir (U — Uy)/U kann auch als eine Art von Dimensionsreduktion von N auf 3 ange-
sehen werden, die sich bei der grafischen Darstellung als adidquat und effizient erweist
[29].

c(\) wird zu

oV M (2.44)
(AT —=2) L(0)

gewdhlt. In diesem von der Referenzlast unabhingigen Ausdruck ist

S 1 % (2.45)
mit & als verschiebungsabhingigem Parameter, der im Unterkapitel 2.4 vorgestellt wird.
Die Referenzlast wird so gewihlt, dass A ¢(0) = 1 ist. Der Term c?(1—p?)in Gl. (2.42)
folgt aus einer im Unterkapitel 4.1 angegebenen Definitionsgleichung, deren Kennzei-
chen die Einbeziehung der Verwindung der fiktiven Oberflachenkurve ist. Unterkapi-
tel 4.1 enthilt Ableitungen des Ausdrucks fiir p(A) und der Beziehung ¢?(1)(1 —p?(1))

mit c(A) gemiB Gl. (2.44).

Spezialisierung von Gl. (2.44) fiir den Spezialfall eines Membranspannungszustands im
Vorbeulbereich ergibt unter Beriicksichtigung von GI. (2.19) und Gl. (2.45)

v(A) =0 (2.46)
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und fiihrt auf
c(A)=0 2.47)

als unterer Schranke von ¢(A). Substitution von Gl. (2.47) in Gl. (2.42) und Beachtung

von U = Uy ergibt
U—-Uy

U

Diese Beziehung unterstreicht die Interpretation der Spitze des konstanten Einheitsvek-

=p?> = p(A) =0. (2.48)

tors v} als zu einem Punkt degenerierter Kreis auf der Oberfldche der Einheitskugel.
Wie im Unterkapitel 4.1 gezeigt wird, handelt es sich bei v =0 und p = 0 um charak-
teristische Eigenschaften eines singuldren Punkts von vj(A). Folgerichtig degeneriert
die zuvor erwihnte fiktive Flachenkurve fiir den betrachteten Grenzfall zu einem Punkt.
Vorausgesetzt die fiir diesen Grenzfall vermutete Konstanz von vj(A) ldsst sich nume-
risch verifizieren, folgt daraus, dass die Hypothese fiir (U — Uy)/U, siehe Gl. (2.42),
fiir diesen Spezialfall verifiziert ist. Fiir den Grenzfall von Stabilitdtsverlust aus einem

reinen Biegespannungszustand muss dieser Hypothese zufolge
c(M) =1 (2.49)

gelten. Dabei handelt es sich um die obere Schranke von c(A) gemif Gl. (2.44).

Das Unterkapitel 5.2 befasst sich mit der numerischen Untersuchung von
0<ph)<1l. (2.50)

Wenn im Gegensatz zum halboffenen Intervall fiir p(A) diese GroBe fiir beliebige Werte
von A gleich 1 werden konnte, zoge das 1 — p? = 0 und laut Gl. (2.42) ferner Uy = 0
fiir den betrachteten Wert von A nach sich. Uy, ist aber entweder fiir alle Werte oder fiir
keinen Wert von A im Vorbeulbereich gleich Null. Der Schluss, dass Uy =0 p(A) =1
nach sich zieht, ist inkorrekt. Das wiirde ndmlich das Verschwinden des zweiten Terms
im Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen in Gl. (2.42) unabhéngig von c(A) bedin-
gen. Anders ausgedriickt, ergébe sich daraus, dass v(A) = 0 nur eine hinreichende, also
nicht notwendige Bedingung fiir das Verschwinden von ¢(A) ist. Es wiirde sich dann
die Frage der Notwendigkeit des zweiten Terms im Ausdruck fiir (U —Uy)/U gemif
Gl. (2.42) stellen. In der Tat konnte man dann vermuten, dass sich auch der allgemeine
Fall, gekennzeichnet durch 0 < (U —Uy)/U < 1, ohne diesen Term behandeln lieBe.
Das trifft jedoch nicht zu.

Gl. (2.42) beinhaltet erste und zweite Ableitungen von vi(A), siche Unterkapitel 4.1.
Sie werden mittels der Methode der finiten Differenzen (FDM) approximiert. v (A) re-

présentiert einen Teil der numerischen Losung des CLE, siehe Unterkapitel 3.4. Im All-
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gemeinen basiert diese Losung auf einer Approximation von ﬁT(k) mittels der FDM,
sieche Abschnitt 3.4.1. Die Uberpriifung der Hypothese (2.49) erfordert also in der Regel

mehrere Approximationen von Ableitungen mittels dieser Methode.

2.4 Herausragende Eigenschaften des fundamentalen
Eigenpaars des CLE

Um die herausragende Rolle des fundamentalen Eigenpaars des CLE zu unterstreichen,
werden Aj-A Diagramme mit A}-A Diagrammen, j # 1, verglichen. Die [5] entnommene
Abb. (2.6) zeigt zwei solche Diagramme. Sie beziehen sich auf zwei zylindrische Scha-
len, die entlang ihrer geraden Rinder gelenkig gelagert und entlang der gekriimmten
Rinder frei verschieblich sind. Beide Schalen sind durch eine im Mittelpunkt angreifen-
de vertikale Einzellast belastet. Mit Ausnahme der Schalendicke sind beide Strukturen
identisch. Die in Abb. (2.6a) dargestellte Schale weist die doppelte Dicke der in Abb.
(2.6b) illustrierten Schale auf.

"
2

(a) (b)

Abbildung 2.6: A} -A Diagramme fiir flache zylindrische Schalen verschiedener Dicke, bei denen
Stabilitdtsverlust durch (a) Durchschlagen und (b) Verzweigungsbeulen eintritt [5]

Die roten Kurven in Abb. (2.6) beziehen sich auf “Durchschlagsmodes”, wihrend die
griinen Kurven “Verzweigungsmodes” betreffen. Fiir Letztere gilt [5]:

vi-P
o = arcsin—r—— < 0.2, (0.2° < of < 1.0° Unsicherheitsbereich),  (2.51)

wobei P fiir den Vektor der arbeitsiquivalenten Referenzkrifte in den Knotenpunkten
der finiten Elemente steht. IA.{T(?») ist eine reelle, symmetrische Matrix. Im Vorbeulbe-
reich ist K7 (A) eine positiv definite Matrix. Daher sind in diesem Bereich alle Eigen-
werte reell. Das Vorzeichen der Referenzlast wird so gewihlt, dass sich der Eigenwert
im Vorbeulbereich zu A] — A > 0 ergibt. Es gibt jedoch Stabilititsprobleme, die sowohl

tiber eine positive als auch iiber eine negative Stabilitdtsgrenze verfiigen. Ein Beispiel
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dafiir ist ein zylindrischer Druckbehilter mit einem torusférmigen Ubergangsbereich
zwischen dem Zylinder und dem kugelkalottenférmigem Abschluss, der sowohl unter

AuBen- als auch unter Innendruck ausbeulen kann.

Eine niihere Untersuchung von Abb. (2.6) erfordert die Kenntnis des Werts von A% (As).
Um ihn zu bestimmen, wird Gl. (2.36) nach A abgeleitet. Das ergibt

A Ky + (A —V)Kr] v + [Kr + (A —V)Kr] - v =0 (2.52)
Vormultiplikation von Gl. (2.52) mit v} und Verwendung von Gl. (2.36) fiihrt auf

* - *

M= - =) (2.53)

* e *.
vi-Kr-vj

Ungeachtet der Art des Stabilitdtsverlusts gilt fiir den Eigenwert an der Stabilititsgrenze
laut Gl. (2.36)
A (As) —As=0. (2.54)

Fiir Stabilitdtsverlust in Form von Verzweigungsbeulen gilt ferner
dA >0, (2.55)

wobei hier die Moglichkeit des Zusammenfallens des Verzweigungspunkts mit einem

Durchschlagspunkt ausgeklammert wird. Dementsprechend muss
Vil i (2.56)
vi-Kr-v]

einen endlichen Wert besitzen. Folgerichtig fithrt Substitution von Gl. (2.54) in GI. (2.53)

auf

Ai(As)=0|. (2.57)

Durchschlagspunkte sind durch
dA=0 (2.58)

charakterisiert. Es liegt daher nahe, einen Wechsel der Parametrisierung von A zu §

vorzunehmen. Der Parameters & ist wie folgt definiert [5]:

&z/\/dq-d , (2.59)

wobei dq das Differential des Vektors der Knotenpunktsverschiebungen, ¢, im Rahmen
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der FEM bezeichnet. Somit gilt

d€ = \/dq-dq. (2.60)

Beriicksichtigung der neuen Parametrisierung im Ausdruck rechts vom Gleichheitszei-
chen in Gl. (2.53) durch & fiihrt auf

VT : [KT7§§7\'7§ - I?T@?%&] : VT

j\,* _ O\'* 7\’) (7\' &) ’ 7\44{ —A VT | KT7§§7\'7§ - KT@)L@{;] ’ VT
1 — UM — = =
. Krg (he)? Vi Kre-v]
Vl 7\’ Vl
RS
(2.61)

Spezialisierung von Gl. (2.61) fiir einen durch A ¢ = 0 gekennzeichneten Durchschlags-

punkt und Anwendung der Regel von de L’Hospital ergibt

.*_k’{—k _xé—xg 1 k’{yé 1y,
woraus
) AL AL
x;:ﬂzgzl—@‘g:—l (2.63)
g 0 g

folgt. Der Durchschlagspunkt stellt also einen singuldren Punkt der Kurve A} (A) in Form

einer Spitze dar.

Abb. (2.6a) zeigt die Diagramme Af-A, i = 1,2, 3, fiir die dickere Schale. Die Stabili-
tiatsgrenze S ist ein Durchschlagspunkt. In diesem Punkt gilt

Af—A=0, i=12,...,N, (2.64)
was einem N-fachen Nulleigenwert des CLE entspricht. Im Punkt S ist
Ai=—1, A=—o0, Aj=—oo. (2.65)
Beriicksichtigung von A ¢ = 0 in diesen Beziehungen fiihrt auf
T,& =0, k;& <0, kg’& <O0. (2.66)

Es ist also das Verschwinden von A} £ im Durchschlagspunkt, das den Unterschied der
Eigenwertfunktion A} — A zu den Eigenwertfunktionen A5 — A und A5 — A begriindet und

diese somit von den restlichen N — 1 Eigenwertfunktionen unterscheidet. Das rechtfer-
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tigt die Bezeichnung von A} — A als fundamentaler Eigenwert des CLE.

Abb. (2.6b) zeigt die Diagramme A7 — A, i = 1,2,3,4, fiir die diinnere der beiden Scha-

len. Die Stabilitdtsgrenze S ist ein Verzweigungspunkt. In diesem Punkt gilt
A —A=0, Al=0. (2.67)

Unabhiéngig von der Art des Stabilitdtsverlusts gilt

*1‘7(: =0. (2.68)
Der Durchschlagspunkt D ist durch
M—A=0, A3—A=0 (2.69)
und
M=—1, Aj=-o (2.70)

gekennzeichnet. Beriicksichtigung von A ¢ = 0 in den Beziehungen fiir 76 und 7&; fiihrt
auf die Relationen
3,2’; =0, 7@7& <0. (2.71)

Im Punkt 7, Ag < A; < Ap, gilt
Af =g (2.72)

Fiir A > A; sind die Eigenwerte A} — A und A} — A konjugiert komplex. Das ist des-
wegen mdglich, weil K7 (L) fir A > Ag eine indefinite Matrix ist. Das Verschwinden
von 7&1‘7& im Verzweigungspunkt und von 7‘2& im Durchschlagspunkt unterscheidet die
Eigenwertfunktionen A} — A und A5 — A von den restlichen N — 2 Eigenwertfunktio-
nen. Da der Verzweigungspunkt in diesem Fall die Stabilitdtsgrenze darstellt und der
Durchschlagspunkt somit keine praktische Bedeutung hat, bleibt die Bezeichnung fun-
damentaler Eigenwert des CLE auf A — A beschrinkt.



KAPITEL

Bestandteile des CLE

3.1 Allgemeine Bemerkungen

Eine genaue und effiziente Losung des CLE ist die Voraussetzung dafiir, dass das Ziel
der Symbiose von Mechanik und Geometrie in Form der Beulkugel erreicht wird. Der
urspriingliche Zweck des CLE bestand in ab initio Abschitzungen der Stabilititsgrenze
mit Hilfe der FEM, siehe [5]. In spiteren Untersuchungen wurde es dazu verwendet,
das initiale Nachbeulverhalten linear-elastischer Strukturen zu ermitteln [8, 30, 31]. Um
dieses lineare Eigenwertproblem zu 16sen, miissen zuerst K7 und Izr berechnet werden.
Fiir spezielle Formen finiter Elemente lassen sich analytische Ausdriicke der Koeffizi-
enten von K7 (L) angeben. ﬁT(X) kann dann durch Differentiation dieser Ausdriicke
bestimmt werden [12]. Im Allgemeinen muss fiT jedoch numerisch mit Hilfe der FDM

approximiert werden.

In diesem Kapitel wird zuerst eine analytische Methode der Berechnung von Koeffi-
zientenmatrizen des CLE fiir ein ebenes, rotationssymmetrisches finites Balkenelement
vorgestellt. Darauf folgt eine Erlduterung der numerischen Ermittlung der globalen Tan-
gentensteifigkeitsmatrix mittels der kommerziellen FE Software MSC.MARC [32]. Par-
allel dazu erfolgt eine Einfiihrung in die Arbeitsweise dieser und anderer kommerzieller
Software [33, 34], die spiter verwendet wird. Die numerische Losung des Eigenwert-
problems besteht aus aufeinander folgenden Rechenschritten. Zuerst wird eine Vorlauf-
rechnung durchgefiihrt. Diese wird im Abschnitt 3.3.4 beschrieben. Im Abschnitt 3.4.1
folgt dann die Erlduterung einer numerischen Methode zur Berechnung dieser Matri-
zen, basierend auf einer Approximation von f(T mit Hilfe der FDM, wobei, wie zu-
vor erwihnt, von kommerzieller FE Software Gebrauch gemacht wird. Darauf folgt die
Losung des Eigenwertproblems mittels verschiedener Methoden, die in den Abschnit-
ten 3.5.1 und 3.5.2 vorgestellt werden. Die auf dieser Losung basierende Nachlaufrech-

nung wird im Unterkapitel 4 erldutert.

3.2 Analytische Bestimmung von K; und ﬁT

Im Rahmen der FEM erhilt man die Tangentensteifigkeitsmatrix K7 eines Systems
mit N Freiheitsgraden durch Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen ﬁ;, e=
1,2,...,M, wobei M die Anzahl der finiten Elemente bezeichnet. Mathematisch lésst
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sich diese Assemblierung wie folgt beschreiben:

M
Kr = ) A K7 A (3.1
e=1
In Gl. (3.1) bezeichnet A¢ die Konnektivititsmatrix des Elements e. Da die Konnektivi-

tatsmatrizen konstant sind, gilt

~ M e
Ky =) A°-K;-A° (3.2)
e=1
Daher geniigt es, die analytischen Ausdriicke der Koeffizienten der Elementsteifigkeits-
matrizen ﬁ;, e=1,2,...,M, nach A zu differenzieren und dann die so erhaltenen Ma-
e ~
trizen K7 zur Matrix K7 zusammenzusetzen. Der Einfachheit halber sind die folgenden

Uberlegungen auf den Sonderfall eines einzigen Elementtyps beschrinkt.

Die Matrix ﬁ; eines sogenannten “‘co-rotational” finiten Elements, das auf der Hypo-

these von Euler-Bernoulli basiert, ist in [12] zu

- _ _ M;+M
K§:X.K;.X+Z?ZN+(r®z+z®;)( 1+ M)

(3.3)

angegeben, wobei X die Transformationsmatrix bezeichnet, mittels der die Element-
steifigkeitsmatrix von lokalen in globale Koordinaten iibergefiihrt wird. [ bedeutet die
Linge der Mittellinie des verformten Balkenelements. Die Vektoren r und z stellen Ab-
kiirzungen fiir umfangreiche Ausdriicke dar, die in [12] angegeben sind. My, M», N
bezeichnen die Komponenten des Kraftvektors in diesem Koordinatensystem. Im Aus-
druck fiir 12; wird der obere Index e mit Ausnahme von K7 unterdriickt. Differentiation
von Gl. (3.3) nach A ergibt

e . - KX — .
K; =X K7 X+X-K% X+X-Kj X+

ZIRZ+ZIRZ f—z®zi_
( %) Ve

(t@z+rez+zor+z01)P>
2

21'®z+z®rlA _ _

( 3 ) (M1 +My)+

rQz+zQRr, - -
T(MI+M2)'

2OL%

(M +M,)— (3.4)

Dieser Ausdruck stellt die Grundlage fiir die Losung des CLE mit Hilfe der kommer-
ziellen Software MATLAB dar, siche Abschnitt 3.5.2. Fiir allgemeine Elementstypen -
gemeint sind nicht-stabformige Elemente - in der in MSC.MARC implementierten Ele-

mentsbibliothek [35] gibt es keine analytischen Formulierungen fiir die Koeffizienten
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der Elementsteifigkeitsmatrix. f(T muss daher numerisch mit Hilfe der FDM auf Basis

der globalen Steifigkeitsmatrix K7 ermittelt werden.
3.3 Globale Tangentensteifigkeitsmatrix

3.3.1 Herleitung und Aufspaltung von IN(T in Teilmatrizen

Die Tangentensteifigkeitsmatrix K7 (L) ist ein zentraler Bestandteil des CLE. Thre Auf-
spaltung in Teilmatrizen wird [36] entnommen und im Folgenden kurz dargestellt. Der
Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und Spannungen im Rahmen der FEM wird
in [26] beschrieben. Dabei werden der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor E, der
Verschiebungsgradient G sowie der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S vor
dem ersten Iterationsschritt im Rahmen des Newton-Raphson Algorithmus mit Q) &
kennzeichnet. Fiir den zu ermittelnden Zustand nach der Iteration wird das Symbol )

verwendet. Somit ergibt sich
S@:S®+AS’ E@:E®+AE, G@:G®+AG. (3.5)

Unter Beriicksichtigung von
E= % (G+G"+G'G) (3.6)

(lin) y1nd einen nichtli-

wird das Verzerrungsinkrement AE in einen linearen Anteil AE
nearen Anteil AE(") aufgespaltet. Bei G handelt es sich um die partielle Ableitung des
Verschiebungsfelds u nach den zum Vektor X aufgelisteten Koordinaten zur Beschrei-
bung der unverformten Lage des Systems. Es gilt also G = du/dX. Die beiden Anteile

von AE ergeben sich zu
AE!) — symm ( [I + Ga AG) 3.7)
bzw. |
(nl) _ T
AE 2G®AG. (3.8)

Das Inkrement AS des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors wird wie folgt
approximiert:
AS ~ CpAE!™. (3.9)

Dabei bezeichnet C® den tangentialen Materialsteifigkeitstensor vierter Stufe im be-

kannten Zustand 0} Mit Hilfe des Prinzip der virtuellen Verschiebungen erhélt man
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unter Beriicksichtigung der Gln. (3.5), (3.7), und (3.8) die Beziehung

/ CHAE!™ : §(AE!™) avp + / Sy: S(AE) dV = Wy — / Sy S(AE(™) v,
Vo

Vo Vo

(3.10)
[36]. Sie beruht auf der Relation dW = dW;,;; + 0W,,;, = 0, wobei 0W die Summe der
virtuellen Arbeit der inneren Krifte, W, und jener der duBeren Krifte, dW,,;, darstellt.
Gl. (3.10) enthélt GroBen, die von einem ausiterierten Zustand herriihren, sowie implizit

das im vorliegenden Iterationsschritt zu ermittelnde Verschiebungsinkrement Au.

Der lineare Anteil des Verzerrungsinkrements AE(””), siehe GI. (3.7), lasst sich durch
den linearen Anteil Dy der sogenannten Steifigkeits-Differentialoperator-Matrix D [26],
[36] zu

AE!"™ =D, Au= (Dyy+Dy;)Au (3.11)

ausdriicken. Das Skalarprodukt der beiden Tensoren 2. Stufe, S® und der Variation des

nichtlinearen Anteils von AE fiihrt auf
Sqy: 8 (AEW>) = du” K, Ko =D},SpDye. (3.12)

Die darin aufscheinende Matrix K wird geometrische Steifigkeitsmatrix oder Anfangs-
spannungs-Steifigkeitsmatrix genannt. Sie enthilt den nichtlinearen Anteil Dyz von D.
Der ausiterierte Verschiebungsgradient du/dX geht innerhalb von D nur in Dy; ein.
Dementsprechend wird die sogenannte Steifigkeitsoperatormatrix Kg eingefiihrt. Sie
setzt sich aus dem Anteil im unbelasteten Zustand, Ky, und der Anfangsverschiebungs-

Steifigkeitsmatrix Ky zusammen. Es gilt also

Ke=Kg +Ky . (3.13)
Unter Beachtung von Gl. (3.7) und Gl. (3.11) erhilt man

Kz, =D, CDyy (3.14)

und
Ky =D!,CD;; + DY, CDyy + DY, CDy; . (3.15)

Nach Einsetzen von GI. (3.13), (3.14) und (3.15) in GI. (3.11) und GI. (3.10) ergibt sich

/6u~KEAudV0 + /Su-KgAudVo = W,y — /&IF dvp. (3.16)
Vo Vo Vo

Unter Beriicksichtigung von Gl. (3.11) und des Verschwindens von Variationen kon-
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stanter GroBen erhilt man
F:D{s®. (3.17)

Aufgrund der Beschriankung auf linear-elastisches Materialverhalten folgt der Ausdruck
fiir die globale Tangentensteifigkeitsmatrix K7 fiir ein bestimmtes Inkrement m, siche
Abb. (3.1), durch Einsetzen von GI. (3.12) und GI. (3.13) in Gl. (3.16) zu

"Kr =Kgr + "Ky + "Kg . (3.18)

In Kz gehen nur die Geometrie des unverformten Systems und die konstanten Werk-
stoffkennwerte ein. Es gilt somit Kz, = 0. "Ky hingt neben der Geometrie des un-
verformten Systems und den im gegenstidndlichen Fall konstanten Materialkennwerten
vom aktuellen Verschiebungszustand ab. K¢ hidngt vom aktuellen Spannungszustand
sowie von der Geometrie des unverformten Ausgangszustands ab. Fiir das Inkrement m
ergibt sich schlieBlich

"KrAu = "T1F .y — "Fy . (3.19)

Die hochgestellte Tilde beschreibt dabei die Auswertung der Matrix K7 fiir einen Gleich-
gewichtszustand. Darauf wird im Abschnitt 3.4.1 ndher eingegangen. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise wird der Superskript m im Folgenden weitgehend unterdriickt.
Die Abb. (3.1) enthilt einen Ausschnitt des Last-Verschiebungsdiagramms fiir das In-
krement m fiir den Freiheitsgrad i und die Kraftkomponente F;, wobei der Index k im

Folgenden unterdriickt wird.

FexD Ent

A

m+1 Fext

()
" Fpy
mF(l)

int

m —m
Fer =" Fyy

0 ! i
mulzu() m+1u

1

Abbildung 3.1: Ausschnitt des Last-Verschiebungsdiagramms fiir das Inkrement m fiir den Frei-
heitsgrad u; und die Kraftkomponente Fy, Newton-Raphson Iteration zur Bestimmung von " y;
bei Kenntnis von "u;

Die Abbildung illustriert die Newton-Raphson Tteration zur Bestimmung von " ly;
bei Kenntnis von "u; und zeigt den Einfluss der k-ten Kraftkomponente auf die i-
te Verschiebungskomponente. Die duBlere Kraftkomponente ist zu milp = mti)p

gegeben, wobei P die Referenzlast bezeichnet. Die innere Kraftkomponente betrigt
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ME,« = "Fyu = "AP. Die Ermittlung von m+1y,. mittels Newton-Raphson Tteration ist
in Abb. (3.1) schematisch dargestellt. k(Tj ) bezeichnet die Tangentensteifigkeit des Frei-
heitsgrades i und RY) die Komponente der Residuumskraft am Ende des Iterations-
schritts j, die sich zu RY) = m“Fe(xJ) — mFlSlJt) ergibt.

3.3.2 Spezialisierung von K fiir die Stabilititsgrenze

Im Folgenden werden die in [26], [36], [37] und [38] beschriebenen Eigenschaften der
Steifigkeitsmatrix diskutiert, und es wird die Ermittlung der Stabilititsgrenze Ag erldu-
tert. Die Vorabberechnung von Ag ist ein elementarer Bestandteil der Verifizierung der
Losung des CLE. Sie beschleunigt die Eigenwertberechnung und -sortierung in MAT-
LAB, siehe Unterkapitel 4.3. Die gegenstdndliche Beschreibung der Losung des Eigen-
wertproblems im Rahmen der FEM ist auf reelle, symmetrische Steifigkeitsmatrizen
beschrinkt. Unter dieser Voraussetzung sind alle Eigenwerte AY, i = 1,2,...,N, des li-
nearen Eigenwertproblems

Av =A'v, (3.20)

in dem A einen Tensor zweiter Stufe der Dimension N bezeichnet, reell. Die Symmetrie
von A manifestiert sich in A7 = A. Dariiber hinaus bilden alle Eigenvektoren v eine
orthonormale Basis v;-v; = 0, i # j, siehe [39]. Gilt fiir die quadratische Form von A,
die Beziehung v- A -v > 0, dann heiflit A positiv definit, und es sind alle Eigenwerte
positiv. Fiir v-A-v > 0, heifit A positiv semidefinit. Es existiert dann ein Eigenwert,
dem zumindest ein Eigenvektor entspricht, fiir den die erwédhnte quadratische Form ver-

schwindet.

Die Losung des CLE [5] erfolgt fiir statische Berechnungen unter Ausschluss von Kon-
takt und Reibung. Die proportional anwachsende Belastung verfiigt iiber ein Potential,
ist also konservativ. Somit handelt es sich bei den betrachteten Systemen um Beispiele,
bei denen die Steifigkeitsmatrix IZT(X) im Vorbeulbereich eine symmetrische, positiv
definite Matrix ist. Die zweite Koeffizientenmatrix im Rahmen des CLE, ﬁT, 1st hin-
gegen eine indefinite Matrix. Die Definition der Stabilititsgrenze Ag erfolgt mittels des
Eulerschen Stabilitétskriteriums, demzufolge fiir A = Ag zumindest zwei infinitesimal
benachbarte Gleichgewichtslagen existieren, die sich um du voneinander unterscheiden.
Modifiziert man Gl. (3.19) im Sinne des Eulerschen Stabilititskriteriums fiir die globale
Tangentensteifigkeitsmatrix K7 unter Beriicksichtigung des Vektors der Knotenpunkts-
verschiebungen, u, und des Vektors infinitesimal benachbarter Gleichgewichtslagen,
u + du, so erhilt man

Kr(As)du=0, (3.21)

da die beiden benachbarten Gleichgewichtslagen ja der gleichen Belastung entsprechen.

IN(T(KS) ist dann positiv semidefinit und somit singulir. Eine notwendige und hinrei-
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chende Bedingung fiir Gl. (3.21), das heift fiir die Stabilitdtsgrenze, ist das Verschwin-

den der Determinante von Ky (As):
det(Kz(As)) =0. (3.22)

du ist der dem Nulleigenwert entsprechende Eigenvektor. Fiir Durchschlagen gilt wegen
dA = 0 zusitzlich

d ~
adez(KT(kS)) = —co. (3.23)

Fiir A > Ag ist K7(A) indefinit. Es konnen dann komplexe Eigenwerte und -vektoren
auftreten, siehe [26]. Gl. (3.22) wird als Determinantenkriterium bezeichnet. Zur Er-
mittlung der Stabilititsgrenze muss die Determinante von K7 zwecks Vermeidung von
numerischen Over- und Underflows normiert werden. Die Verwendung dieses Kriteri-
ums ist ressourcenschonend, erweist sich allerdings besonders bei Systemen mit sehr
vielen Freiheitsgraden aufgrund groBer Anderungen des Werts der normierten Determi-

nante bei kleinen Anderungen des Lastparameters als fehleranfillig.

In dieser Arbeit wird der Wert fiir Ay in MSC.MARC zuerst mittels einer sogenannten
linearen Anfangsstabilititsanalyse geschitzt. Dann wird eine begleitende Eigenwertana-
lyse durchgefiihrt, siehe [32]. Bei einem linearen Stabilititsproblem ist die Anfangssta-
bilitidtsanalyse exakt. Bei der begleitenden Eigenwertanalyse werden Ky und K¢ linea-
risiert, indem Terme hoherer Ordnung von u unberiicksichtigt bleiben. Der Eigenvektor
wird daher als du™ bezeichnet. Im Wege der Linearisierung von Ky und Kg ist ein

Laststeigerungsfaktor ¢ zu ermitteln, der die Beziehung
(Kew+¢ K™ ) +KE" ()] ) ul) =0 (3.24)

unter Voraussetzung von proportionaler Laststeigerung erfiillt, wobei ¢ den Wert Ag
approximiert. Selbst fiir stark nichtlineare Last-Verschiebungspfade bzw. groBle Ver-
schiebungen im Vorbeulbereich oder fiir den Fall stark variabler Eigenformen in diesem
Bereich liefern mittels MSC.MARC durchgefiihrte begleitende Eigenwertanalysen bei
ausreichend kleinen Inkrementen hinreichend genaue Ergebnisse. Dabei ist die Ermitt-
lung des Laststeigerungsfaktors "¢ des Inkrements m entscheidend. Er stellt eine Nihe-
rung des exakten Laststeigerungsfaktors ”¢* dar. Einsetzen von GI. (3.18) in GI. (3.21)
und Multiplikation von A mit "¢* fiihrt auf

(Ker + "Ky ("¢ L) + "Kg ("¢ L)) "du = 0. (3.25)

Vernachlédssigung von Termen hoherer Ordnung von u in Ky und Kg fiihrt auf den
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linearisierten Ausdruck
(Kew+ K™ (762 + "KE ("¢ ) msull) = 0. (3.26)

Vorziehen von "¢* aus Ky bzw. "Kg in Gl. (3.25) und Ersetzen durch "¢ bedeutet

eine zweite Linearisierung. Daraus folgt
(K + "¢ ["KG" () + "KED ()] ) mull) =0, (3.27)

In GI. (3.27) ist "¢ fiir jedes Inkrement m zu berechnen. Die Stabilitdtsgrenze folgt zu
As = ™A+ "¢, wenn fiir das folgende Inkrement "*!¢ < 0 gilt.

Abb. (3.2) zeigt einen bestimmten Last-Verschiebungspfad mit einem Verzweigungs-
und einem Durchschlagspunkt sowie mit snap-back Punkten [5], [36]. Im Punkt B tritt
Gleichgewichtsverzweigung auf. Die strichlierte Kurve betrifft den Nachbeulpfad der
perfekten Struktur. Die schwarze Kurve bezieht sich auf die imperfekte Struktur. Die
Existenz eines Maximums dieser Kurve, dessen Wert kleiner als der von Ap ist, weist
auf Imperfektionssensitivitit der Struktur hin. Im Durchschlagspunkt D ist dA/du; = 0.
Im gegenstindlichen Fall stellt er nicht die Stabilititsgrenze dar und ist folglich nicht
relevant. Die Belastung des Systems kann weg- oder kraftgesteuert erfolgen. Da von
statischen Systemen ausgegangen wird, ist das durch die strichlierte horizontale Linie
(d) symbolisierte dynamische Verhalten der Struktur nach dem Erreichen des Durch-
schlagspunkts fiir die vorliegende Arbeit nicht von Belang. Fehler bei der FE Rechnung,
wie etwa zu grofle Lastschritte oder zu grofle Toleranzschwellen der Residuumskrif-
te, konnen anhand eines Last-Verschiebungspfades, wie er in Abb. (3.2) dargestellt ist,

leicht identifiziert werden.

- (c)
G

A

4
—A
Abbildung 3.2: Last-Verschiebungspfad mit einem Verzweigungs- und einem Durchschlags-
punkt sowie mit snap-back Punkten

Der bei Wegsteuerung nach dem Durchschlagspunkt D folgende Bereich (c) des Last-

Verschiebungspfads mit den Punkten G und H, wo snap-back auftritt, spielt in dieser
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Arbeit keine Rolle. Snap-back tritt etwa bei einer durch eine vertikale Kraft im Schei-

telpunkt belasteten Kugelkalotte auf, siehe Abschnitt 5.3.3 und [5].

3.3.3 Grundlagen der numerischen Berechnung von Ky

Die numerische Ermittlung von K7 im Rahmen der FEM und die Losung des CLE er-
folgt mit Hilfe der kommerziellen Software MSC.MENTAT [32] und ABAQUS [40]
sowie mittels vom Verfasser erstellten PYTHON Routinen [33], die im Zuge des Pre-
processing eingesetzt werden. ABAQUS dient zur Erstellung der FE Netze. Die Mo-
dellbildung fiir Strukturberechnungen mittels der FEM erfolgt ausschlieBlich mit La-
grangeschen Netzen. Die Eingabe von Randbedingungen, Materialparametern und der
Belastung erfolgt mit Hilfe von MSC.MENTAT. PYTHON wird unter anderem dazu
benutzt, um die Eingabedateien von MSC.MARC zu bearbeiten und Programmaufrufe
von MSC.MARC zu automatisieren, wie dies in den Abschnitten 3.4.1 und 3.6.1 gezeigt

wird.

Ein grundlegendes Erfordernis bei der Behandlung des vorliegenden Problems besteht
darin, die im Rahmen der FEM entstehenden linearen Gleichungssysteme mittels kom-
merzieller Software zu 16sen. Auf diese Weise konnen Systeme mit einer beliebigen
Anzahl von Freiheitsgraden untersucht werden. Auflerdem sind verschiedene Element-
typen aus einer implementierten und ausgetesteten Bibliothek verfiigbar. Weiters wird
in der vorliegenden Abhandlung von in MSC.MARC implementierten Algorithmen
(Solvern) [32] zur Losung linearer Gleichungssysteme Gebrauch gemacht, siehe Ab-
schnitt 3.3.4.

Zusitzliche relevante Entscheidungskriterien fiir die numerische Berechnung mit MSC.-
MARC sind die Mglichkeit zur Assemblierung der Tangentensteifigkeitsmatrix K (\)
in jedem Newron-Raphson Iterationsschritt und die Verfiigbarkeit von K7 (A) am Ende
jedes Lastschritts. Das erlaubt eine effiziente Assemblierung von Elementsteifigkeits-
matrizen mittels der kommerziellen Software. Als fiir die untersuchten Systeme be-
sonders effizient erweist sich der Solver “Multifrontal Sparse‘ [32] zur parallelen und
schnellen Losung des Gleichungssystems in jedem Iterationsschritt. Er zerlegt IN(T(k)
in Teilmatrizen und wihlt entsprechend der Konditionierung des Gleichungssystems
einen passenden direkten oder indirekten Losungsalgorithmus. Darauf wird im Ab-
schnitt 3.3.4 ndher eingegangen. Ungeachtet dieser Zerlegung erfolgt die Ausgabe der
einzelnen Zeilen und Spalten von Ky (A) in der Reihenfolge der internen Knotenpunkt-

snummern, was das Postprocessing vereinfacht.

Die Kontrolle und Veranschaulichung des Verschiebungs- und Spannungszustands so-
wie die Uberpriifung der Eigenform innerhalb des Postprocessing erfolgt mit Hilfe von
MSC.MENTAT. Zur Losung des CLE werden MATLAB und PYTHON eingesetzt.
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3.3.4 Ermittlung von K; in MSC.MARC

Die Ermittlung der globalen Tangentensteifigkeitsmatrix Kz (q(A)) zu Beginn des In-
krements m mit "q(A) als Verschiebungsvektor der Knotenpunkte erfolgt in einer Vor-
laufrechnung mit Hilfe von MSC.MARC. Der Zusammenhang zwischen Vorlauf- und

Nachlaufrechnung wird in diesem Kapitel spéter erldutert.

Zur Ermittlung von K werden in MSC.MARC entweder der Newton-Raphson Algo-
rithmus oder das Bogenlidngenverfahren nach Crisfield [41] verwendet [32]. Auf den
Einsatz weiterer Verfahren, die teilweise Modifikationen der beiden genannten Ver-
fahren darstellen, wird verzichtet. Die Verfiigbarkeit aller im Rahmen des jeweiligen
Verfahrens abzuspeichernden Daten muss unmittelbar vor oder nach dem jeweiligen
Iterationsschritt innerhalb eines Inkrements gegeben sein. Fiir jeden solchen Datensatz
wird der dazugehorige Vektor der Knotenpunktsverschiebungen, q(A), abgespeichert
und iberpriift. Dadurch wird der versehentliche Aufruf einer Sekantensteifigkeitsma-
trix vermieden. Auf die im Rahmen dieser Arbeit iiber den eigentlichen Zweck in einer
FE Analyse hinausgehende Verwendung des Newton-Raphsonverfahrens bzw. des Bo-

genlidngenverfahrens wird im Abschnitt 3.4.1 eingegangen.

MSC.MARC erlaubt die Ausgabe der globalen Tangentensteifigkeitsmatrix in der Gleich-
gewichtslage durch die Option DMIG-OUT [42]. Dabei sind die Eintrige der Matrix
nach den internen Knotennummern geordnet, was mit Hilfe der sogenannten Subrou-
tine nodnum, siehe [43], Ergdnzungen von Randbedingungen innerhalb von MATLAB
ermoglicht. Darauf und auf die Anzahl der Schreibvorginge von K durch DMIG-OUT
wird in Abschnitten 3.4.1 und 3.6.1 ndher eingegangen. Bei einer groflen Zahl von Frei-
heitsgraden erweist sich die Ausnutzung der Symmetrie von K7 durch DMIG-OUT als
giinstig fiir die Speichergeschwindigkeit (“clock-speed”) und die Rechengeschwindig-
keit. Die in der verwendeten kommerziellen Software implementierten, effizienten Rou-
tinen werden auch zur Assemblierung von Kr aus den Elementsteifigkeitsmatrizen ge-
nutzt, um die Anzahl der Schreib- und Lesevorginge auf der Festplatte moglichst klein
zu halten. Die Subroutine IMPD ermdoglicht den Zugriff und das Abspeichern allgemei-
ner Werte fiir jeden Knotenpunkt am Ende eines Inkrements. IMPD bietet verschiedene
Moglichkeiten der Kontrolle der Rechnung, und zwar unter anderem der Anzahl der
Elemente und Knotenpunkte, der Belastung, der Verschiebungsinkremente sowie der

verwendeten Koordinatensysteme.

Vor der Berechnung von K7 (q())) werden q(A) und der Lastparameter A am Beginn
jedes Inkrements sowie die Stabilitdtsgrenze Ag in der Vorlaufrechnung ermittelt. Ag
wird durch eine initiale und eine begleitende Eigenwertanalyse berechnet, siche Ab-
schnitt 3.3.2. Mittels des Parameters init stress wird im unbelasteten Zustand bei Ein-
gabe einer Pseudolast, die das System nicht beeinflusst, K7 (q(0)) = K7(0) = Kg; ab-
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gespeichert. Abspeichern der Verschiebungsrandbedingungen als Vektor unverschiebli-
cher Elementsknoten erfolgt mit Hilfe der Subroutine FORCDT [44]. Sie wird im All-
gemeinen am Ende jedes Newton-Raphson-Iterationsschritts innerhalb eines Inkrements
fiir gewihlte Elementsknoten aufgerufen. Bleiben die gewihlten Randbedingungen bei
der Laststeigerung unveridndert, so wird zur Steigerung der Recheneffizienz die Sub-
routine FORCDT in einen eigenen Pseudo-Lastfall eingebettet, sodass ihr Aufruf ein
einziges Mal bei A = 0 erfolgt. Die anschlieBende Kontrolle des Lastparameters A wih-
rend der weiteren Analyse erweist sich als notwendig, da bei Aufruf von FORCDT in
Inkrementen mit A > 0 und in Verbindung mit dem Parameter Loadcase Time > 1 in
MSC.MENTAT eine ungewollte Skalierung der abzuspeichernden Werte A auftritt. Um
die Allokation von Speicherplatz bei der Losung des Gleichungssystems zu reduzieren,

wird die Option out-of-core aktiviert.

Als Losungsalgorithmus stehen in MSC.MARC direkte und iterative Methoden zur Ver-
fliigung. Im gegenstdandlichen Fall wird der Multifrontal Sparse Algorithmus gewihlt,
der sich besonders fiir reelle, symmetrische, schwach besetzte und — gezielt fiir Stabili-
tiatsprobleme — schlecht konditionierte Gleichungssysteme eignet. Dabei wird innerhalb
des ersten Iterationsschritts die Cholesky-Faktorisierung verwendet, die bei den weite-
ren Iterationsschritten zur Verbesserung der Konditionszahl der Steifigkeitsmatrix dient.
Erweist sich die Konvergenzgeschwindigkeit im Rahmen der Iteration als zu gering, so
wechselt der Algorithmus zu einem direkten Losungsverfahren. Ein solches Verfah-
ren ist fiir kleine, gut konditionierte Systeme bei ausreichend vorhandenem, schnellem

Speicher effizient.

Um die Vorlaufrechnung zu beschleunigen, wird ein Rechencluster mit 24 Prozessorein-
heiten (Threads) genutzt. In MSC.MARC automatisiert die als Domain Decomposition
Method (DDM) bezeichnete Methode die Aufteilung der einzelnen Elemente in Sub-
systeme, die durch das Protokoll MPI [32] auf einzelne Prozessoreinheiten aufgeteilt
werden. Eine parallele Nutzung des allokierten Speichers durch mehrere voneinander
unabhingige Gruppen finiter Elemente, allgemein als shared memory parallel (SMP)
bekannt, beschleunigt die Assemblierung der Steifigkeitsmatrix und die Ermittlung der
Spannungstensoren. Der verwendete Algorithmus Multifrontal Sparse erlaubt die Nut-

zung mehrerer Threads zur Losung des Gleichungssystems.

Die Untersuchung von Durchschlagsproblemen erfordert verschiebungsbasierte Krite-
rien zur Uberpriifung der Konvergenz der Losung des linearen Gleichungssystems. In
MSC.MARC wird automatisch zwischen zwei Konvergenzkriterien gewechselt, die auf
relativen Toleranzen der Residuumskrifte und der Verschiebungsinkremente basieren
[32]. Ein Uberschreiten dieser Toleranzen oder der maximalen Anzahl von Iterations-

schritten fithrt durch Aktivierung der Optionen AUTO STEP und time step cut-backs
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zu einer Reduktion der Schrittweite AA und zur Neuberechnung des betrachteten In-
krements. Diese Schrittweitensteuerung ist bei den in den Abschnitten 3.4.1 und 3.6.1

beschriebenen Verfahren zur Ermittlung von ﬁT (q(A)) ebenfalls moglich.

3.4 Ableitung der globalen Tangentensteifigkeitsmatrix
nach dem Lastparameter

3.4.1 Grundlagen der numerischen Berechnung von KT

Die Ableitung der globalen Tangentensteifigkeitsmatrix KT nach dem dimensionslosen
Lastparameter A wird zur Losung des CLE in Form der Ermittlung von Eigenpaaren die-
ses linearen Eigenwertproblems benotigt. fiT bildet fiir die Berechnung quadratischer
und bilinearer Formen, wie etwa fiir die aus dem CLE folgenden zweite der beiden

nachstehenden Orthogonalititsbeziehungen fiir ein System mit N Freiheitsgraden,
vi-Kr-vi=0, vi-Kr-vi=0, j=2,3,...,N, (3.28)

die Grundlage. fiT stellt indirekt auch den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des
Spezialfalls von Beulen aus einem Membranspannungszustand dar. Er ist bekanntlich

durch die Orthogonalititsrelation
V;'I;ZT'VTa j:2737"'7N7 V>1k(7\'>:V107 (3.29)

siehe Gl. (2.39), gekennzeichnet. Die Uberpriifung der Richtigkeit der beiden numerisch
ermittelten Ableitungen K7 bzw. K7 erfolgt nach Losung des CLE durch Vergleich von

A= —a) L2 (3.30)
vi-Kr-vi
siehe Gl. (2.53), mit der Approximation von 7»”{ als Differenzenquotient:
: AM(A+¢)—Aj(A—¢
i MATE) —hi(A =) (3.31)

2¢e

Die Steifigkeitsmatrix ldsst sich in Abhiéngigkeit des Vektors der Knotenpunktsver-
schiebungen q(A) zu K7 (q())) ausdriicken, wobei die Tilde die Auswertung fiir einen
Gleichgewichtszustand bezeichnet. Zur Ermittlung der Approximationen K7 (q(A)) bzw.
K7 (q())) von ﬁT(q(k)) bzw. ﬁT(q(k)) dienen entweder last- oder verschiebungsba-

sierte vordere Differenzenquotienten. Mit Hilfe eines Prozentsatzes € der Schrittweite
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A folgt die lastbasierte Approximation der ersten Ableitung von K7 (q(A)) nach A zu

K7 (A+eAL) —K7(A)

Kr(q(2)) = AN (3.32)
und die der zweiten Ableitung ﬁT(q(k)) zu
- K7 (A4 2eAN) — 2Ky (A +eAL) + K7 (A
Kr(q(A)) ~ 7 ) = 2Kz ( ) +Kr (M), (3.33)

(eAL)?
Die verschiebungsbasierte Approximation von f(T (q(A)) folgt mit ¢(A) = dq/dA zu

Kr(ated)| o Krated -Ke@ ;o0

Kr(a0) =Krq 4= 2| !

und die von Kr(g(A)) zu

< . K 2eq+e24) — 2K ) +K
KT(qO\'))%KT: T(q+ €q+¢€ q) > T(q+€q)+ T(q) (335)

Die mit den beiden beschriebenen Varianten erhaltenen Ergebnisse wurden in [11] mit-
einander verglichen. Am Beispiel eines in im Abschnitt 5.3.5 untersuchten Stabs wurde
gezeigt, dass die Recheneffizienz bei Verwendung des verschiebungsbasierten Diffe-
renzenquotienten von IzT(q(K)) grofer ist. Weiters wurde in [13] fiir einen in seinem
Scheitelpunkt durch eine Einzellast belasteten Kreisbogen, siehe Abb. (5.24), f(T bzw.
ﬁT auf der Grundlage einer analytischen Formulierung von K7 fiir ein Balkenelement
hergeleitet, siche Unterkapitel 3.2. Ein Vergleich der exakten Ergebnisse fiir IA{T mit den
entsprechenden Differenzenquotienten gemif Gl. (3.32) und GlI. (3.34), ergab eine bes-
sere Approximation der genauen Losung bei Anwendung des verschiebungsbasierten

Differenzenquotienten. Daher wurde diesem der Vorzug gegeben.

3.4.2 Ermittlung von K; in MSC.MARC

In einer kommerziellen Software wie MSC.MARC kann man nicht auf analytische
Formulierungen, wie sie in [13] verwendet werden, zuriickgreifen. Die dort gewihlte
Strategie zur Ermittlung von f{T besteht aus einer Modifikation des Newton-Raphson
Iterationsalgorithmus mittels in der Programmiersprache FORTRAN 77 geschriebenen
Subroutinen. Gl. (3.34) verlangt eine Auswertung der Steifigkeitsmatrix sowohl fiir die
Verschiebungen q als auch fiir q +&¢. Auf die Ermittlung von K7 (q())) wurde bereits
im Abschnitt 3.3.4 eingegangen. Die Ermittlung der Tangentensteifigkeit wird zuerst im
Rahmen des Newton-Raphson Iterationsverfahrens anhand eines Freiheitsgrades vorge-

stellt und danach fiir das Bogenldngenverfahren nach Crisfield modifiziert.
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Abb. (3.3a) bezieht sich auf die Ermittlung von %(Tl) = ky (gi + €4;) fir den Freiheits-
grad i mittels des Newton-Raphson Iterationsverfahrens. Das Symbol (1) bezeichnet den
Anfang und das Symbol @) das Ende eines Inkrements m im ausiterierten Zustand. Das
Inkrement ergibt sich zu AAP = ™R, . — MF;,.. Aus der Vorlaufrechnung ist die Tan-

gentensteifigkeit im Iterationsschritt (0), 75;0 ), bekannt. Fiir den Freiheitsgrad i folgt

. Agi (0
Qi) ~ 5 =k (3.36)
Die Ermittlung einer neuen Tangentensteifigkeit am Ende des ersten Iterationsschritts
fiihrt auf %;1) = kr (gi + Aqg;). Mit

Agi = €4 (3.37)

ergibt sich am Ende des ersten Newton-Raphson Iterationsschritts fiir € = 1 die gesuchte
Steifigkeit k7 (g; + ¢;). Fiir kleinere Werte von ¢ strebt %(Tl) zu kz(g;). Durch Ubergang
auf ein System mit N Freiheitsgraden lasst sich der Differenzenquotient von Kz (q(1))
in Gl. (3.34) auf analoge Weise ermitteln. Bei nahezu linearen Last-Verschiebungspfaden
fiihrt ein kleiner Wert von € auf numerische Rundungsfehler, die sich auf die weite-
re Rechnung auswirken. Diese Rundungsfehler werden im Abschnitt 3.6.2 untersucht.
Wird € hingegen zu grof8 gewihlt, dann gestaltet sich die Sortierung der Eigenwer-
te schwierig, sieche Unterkapitel 4.3, und es ergibt sich ein nicht ausreichend genaues
A} (A)-A Diagramm. Deshalb besteht eine groe Herausforderung darin, fiir jedes Inkre-
ment ein geeignetes € zu ermitteln. Im Abschnitt 3.6.1 wird eine Losung dieses Pro-

blems vorgestellt.

1 IP=AgiAq,

A
A X
-7
/ @
f/r A0 ;)k(TU\: %T(qi+€é/i)
> 1 o .
AL 1 k(T):kT(qi"'ECh‘) |
0) kr(a:) |
DD = () B ! o
@
7L = ”’jT :qi
&E‘W o >3 W W oa?
%qi’ Ag; ' it
(b)
(a)

Abbildung 3.3: Ermittlung von %T (gi + €4;) fir den Freiheitsgrad i mittels (a) des Newron-
Raphson Iterationsverfahrens, (b) des Bogenldngenverfahrens nach Crisfield

Abb. (3.3b) zeigt die Ermittlung von %(Tl) = %T(qi +€¢;) fiir den Freiheitsgrad i mittels
des Bogenldngenverfahrens nach Crisfield [32]. Dabei erfolgt die Wahl der Schrittweite
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fiir den ersten Iterationsschritt iiber die Wahl der Bogenlédnge, die fiir diesen Freiheits-

grad in Form der Zusatzbedingung
I? = AgiAgj (3.38)

in die Losung des Iterationsalgorithmus eingeht. Die direkte Eingabe von AA fiir ein
bestimmtes Inkrement m ist nicht moglich. Der Wert %T(qi +€4;) des letzten Iterati-
onsschritts ist in Abb. (3.3b) die Neigung der Tangente am Ende des betrachteten In-
krements. Bei der Untersuchung von Durchschlagsproblemen ist dieses Verfahren zur

Erlangung einer verlisslichen Losung notwendig.

Im Allgemeinen werden ¢ und ¢ gesondert ermittelt. In der Vorlaufrechnung, die im
Abschnitt 3.3.4 niher beschrieben wird, ist zusitzlich der Vektor q(A) als Textdatei im
Format ASCII abzuspeichern.

Abb. (3.4) zeigt einen Flowchart zur verschiebungsbasierten Ermittlung des fundamen-
talen Eigenpaars. Der Prozess der Abspeicherung von q(A) findet in der Subroutine
UBGITR [42] statt. Mit Hilfe der Funktion CALL VECFTC ist q'/)(A) auch nach jedem
Iterationsschritt im jeweiligen Inkrement verfiigbar. Fiir ein bekanntes AA innerhalb des
ersten Iterationsschritts erlaubt das die “exakte* Ermittlung von (). Die Berechnung
von ¢(A) erfolgt innerhalb eines zwischengeschalteten Programms mit Hilfe von FORT-
RAN 90, siehe Abb. (3.4).

Zur Ermittlung von K7 (q +¢€q) wird in MSC.MARC innerhalb einer zweiten Analy-
se der Parameter RESTART [42] verwendet, und zwar gesondert fiir jedes Inkrement.
Der Iterationsalgorithmus wird im ausiterierten Zustand (D neu gestartet. Es ist erfor-
derlich, jene Parameter des Iterationsalgorithmus, die durch die Option REAUTO [42]
bei Verwendung einer automatischen Schrittweitensteuerung AUTO LOAD bzw. AUTO
STEP [42] veridndert werden konnten, konstant zu halten. Nur die Zahl der maximal
durchzufiihrenden Iterationsschritte sowie die Schrittweite AL werden modifiziert. Mit
einem frei wihlbaren Anfangswert fiir €; wird, wie Abb. (3.4) zu entnehmen ist, un-
mittelbar vor dem ersten Iterationsschritt innerhalb eines FORTRAN 77 Programms die
aufzubringende Verschiebung €q berechnet und mit Hilfe der Subroutinen UBGITR und
UFORMSN [44] in das System eingebracht. Mittels der Option REAUTO ist die ma-
ximal erlaubte Schrittweite so zu wihlen, dass die angestrebte Verschiebung innerhalb
des betrachteten Inkrements stattfinden kann. Bei dem beschriebenen Verfahren wer-
den die Optionen TI/E, TYING und TYING CHANGE [42] in der Vorlaufrechnung, siehe
Abschnitt 3.3.4, zweckentfremdet. Implementiert wurden sie urspriinglich zum Zweck
der benutzerdefinierten Kopplung der Verschiebungen einzelner Knoten. Die Assemb-
lierung nach dem ersten Iterationsschritt, siche Abb. (3.3a), liefert IN(T(q +¢€q). Analog
zu Abschnitt 3.3.4 werden durch die Option VECFTC [42] die Knotenpunktsverschie-
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bungen in jedem weiteren Iterationsschritt mit den Funktionen dynd_d und dsxs_d tiber-
priift. Zur Speicherung von IN(T(q +¢€q) ist es notwendig, die Iteration vor dem zweiten
Iterationsschritt vorzeitig zu beenden, da MSC.MARC die Option DMIG-OUT [42]
nur am Ende jedes Inkrements aufruft. Aus diesem Grund ist ein Ubergang zum dar-
auf folgenden Inkrement mit einem Fehler behaftet. In Abb. (3.3) wird dies fiir einen
Freiheitsgrad durch das Residuum R(") veranschaulicht. Eine hinreichend genaue Be-
rechnung von K7 (q+€q) in den folgenden Inkrementen macht einen Neustart der Vor-
laufrechnung mittels der Option RESTART fiir jedes Inkrement erforderlich. Zur Be-
stitigung eines ausreichend kleinen bzw. groBen Werts von € wird fiir verschiedene
&, k=1,2,...,kmax, das fundamentale Eigenpaar (A;)(A) —A,vi(x)(A)), siche Ab-
schnitt 3.6.1, berechnet und das oben beschriebene Vorgehen fiir jedes Inkrement wie-

derholt, bis eine vorgegebene Toleranzschwelle €

M) — M=)

<e, (3.39)
Mk-1)

unterschritten wird. In dieser Arbeit wurde €= 1073 gewihlt. Die Vorgangsweise zur
Ermittlung von K7 (q+2eq +€2q) verliuft analog, wobei { mittels der FDM berechnet

wird.

Zur Automatisierung des oben beschriebenen und in Abb. (5.4) illustrierten Iterations-
prozesses dient ein mit MSC.MARC interagierendes Programm, das in der Program-
miersprache PYTHON [33] geschrieben wurde. Zweck dieses Programms ist der Auf-
ruf aller FORTRAN Routinen, die Herstellung der Ordner- und Dateistruktur, die Wahl
von € und die Modifikation von input-Dateien sowie von sukzessiven Neustarts von
MSC.MARC. Ist die Berechnung fiir das letzte Inkrement m,,,, abgeschlossen, startet

die Nachlaufrechnung, auf die spiter eingegangen wird.

Die beschriebene Methode fiihrt zu einer Verlangsamung von Schreib- und Leseprozes-
sen und damit zu einer merklichen Abnahme der Rechengeschwindigkeit. Benotigt bei-
spielsweise eine Berechnung mit MSC.MARC ohne Subroutinen und ohne Schreibpro-
zesse auf einem Dual-Core PC 15 Minuten, so verlidngert sich die Rechenzeit durch Sub-
routinen und Schreibprozesse auf 4 Stunden. Die Verarbeitung von Textdateien wirkt
sich in der Vorlaufrechnung vor allem im Schreibprozess speicherintensiver Groflen
wie K7 (A) und q(A) aus. q(A) wird in diesem Zusammenhang wegen der Hiufigkeit
des Prozesses der Abspeicherung angefiihrt. Wéahrend der Neustarts miissen diese gele-
sen werden, und es muss fiir jede Anderung von € eine Matrix Kr (q+¢€q) abgespeichert
werden. Eine Beschleunigung findet durch Nutzung der Symmetrie der Tangentenstei-
figkeitsmatrix im Rahmen der Option DMIG-OUT sowie durch Nutzung eines Rechen-

clusters samt dem darin eingebauten Arbeitsspeicher (RAM) statt, der schnelle Lese-
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und Schreibprozesse gewihrleistet.

Um die Recheneffizienz zu steigern, wird auf das Abspeichern von q und auf eine ex-
plizite Berechnung von €q verzichtet. Aus Abb. (3.3) entnimmt man, dass fiir einen
Freiheitsgrad das Aufbringen eines Verschiebungsinkrements Ag; dquivalent dem Auf-
bringen des Lastinkrements €AA fiir den ersten Iterationsschritt ist. Abbruch vor Be-
ginn des zweiten Iterationsschritts liefert analog zu Abb. (3.3) die Steifigkeitsmatrix
Kr(q(A+eAl)) = Kr(q+eq).

Besonders fiir Durchschlagsprobleme erweist sich das Bogenldngenverfahren bei den
im Rahmen dieser Arbeit behandelten Beispielen als robust. Die beiden zuvor beschrie-

benen Vorgangsweisen zur Ermittlung von K7 (q+€q) verlaufen analog.

G D
ﬂ Aufruf des Inkrements m }»‘

S

» Vorlaufrechnung Neustart des Inkrements m, Berechnung von
Kr(q(A)), Opt. DMIG-OUT, Opt. RESTART I'((Tk)(q( ),
q(A) =q"(2), qV(2), ‘ Berechnung von £;.q ‘ M) =2, v((A)
Opt. UBGITR, CALL VECFTC 7
v
Zwischengelagerte Berechnung| | |Eingriff in den Iterationsalgorithmus nein k=k+1,
von (A7) durch Setzen von £, =0.9¢_,
+ Aq(l) _Aq(o) =&q, y ‘tl
Wahl des Startwerts €, Opt. TIE, TYING, TYING CHANGE, ] ]
und des letzten zu UBGITR, UFORMSN, )
—— |-nein
berechnenden Inkrements 771, Priifung durch Opt. VECFTC
k=1 m=1 ¥
Abspe}chern VI Uberpriifung der Toleranz
Kr(q(A)+ €,q), Opt. DMIG-OUT, Fistia— iy nein
‘ T g

[ |..Berechnung in MSC.MARC ‘ e

:’...Berechnung in FORTRAN 77 / Subroutinen ja

[ |..Berechnung in FORTRAN 90 A ¢ nein

[ 1..Berechnung in MATLAB (A=A, vi(A) = (A1) (A) = A, vy (A) [

[ ]...Berechnung in PYTHTON

ja
|Nachlaufrechnung |
Abbildung 3.4: Flowchart zur verschiebungsbasierten Ermittlung des fundamentalen Eigen-
paars (A{(A) —A,vi(A))
Eine weitere Verringerung der Rechenzeit folgt aus der zu Gl. (3.35) alternativen Ap-
proximation von K7 mittels der FDM. Sie ist zu
. y Kr(q(A—AL) — K7 (q(A+AL)
Kr(q(A) = Kr(d) = (3.40)

2AM

gegeben und wird im Wege einer Nachlaufrechnung mittels MATLAB berechnet.
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3.5 Numerische Losung des CLE

3.5.1 Allgemeines und spezielles Eigenwertproblem in MATLAB

Die Losung des (CLE) ist ein Grundelement zur Bestimmung der eingangs erwihnten
Flichenkurven auf der Beulkugel. Wichtig sind dabei die Genauigkeit der Eigenvekto-
ren sowie die zu ihrer Ermittlung benotigte Rechenzeit. Diese beiden Faktoren werden,
wie sich im Laufe der numerischen Untersuchungen gezeigt hat, vor allem von der Effi-
zienz der numerischen Losung des CLE beeinflusst. Dabei kommt es nur auf eine relativ

geringe Zahl von Eigenpaaren an.

Das allgemeine Eigenwertproblem
A-Vi=L; BV}, (3.41)

wird in [39] und [45] behandelt, wobei A und B symmetrische Matrizen der Dimension
N bezeichnen, welche die im Abschnitt 3.3.2 genannten Voraussetzungen erfiillen.
Mit

C=B'A (3.42)

kann GI. (3.41) in die Form
(C-2;-1) ¥ =0 (3.43)

ibergefiihrt werden. In der numerischen Umsetzung erfolgt die Invertierung der Ma-
trix B aus Griinden der Recheneffizienz und Genauigkeit insbesonders bei schlechter
Konditionierung von B durch Losung eines linearen Gleichungssystems [34]. Bei der
Invertierung einer Matrix mit einer Konditionszahl von 10'° ist der numerische Fehler
halb so grofl wie bei Verwendung herkommlicher Algorithmen [34]. Zur Losung des
CLE bietet sich somit eine Formulierung nach Gl. (3.41) an. Die Formulierung gemif

Gl. (3.43) wird zur Verifizierung dieser Losung herangezogen.

Zwischen den Eigenvektoren des speziellen Eigenwertproblems gemif3 Gl. (3.43) und
jenen des Eigenwertproblems gemial Gl. (3.41) besteht eine Beziehung, die mit Hilfe
von

B=SS", A=s7'AsT, §,=8"¥, j=1,..,N, (3.44)

Zu
(A-%-1)¥ =0. (3.45)

erhalten wird. In Gl. (3.44) kann S durch Faktorisierung nach Cholesky oder spektrale
Dekomposition, siehe [46], ermittelt werden. Bei Verwendung des Cholesky-Verfahrens

besteht S aus numerisch stark schwankenden Eintrigen. A wird in der Folge mit gerin-
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ger Prizision berechnet. Bei Anwendung der spektralen Dekomposition in M = VD?V,
mit S = VD, muss ein Gleichungssystem mit N Unbekannten geldst werden, um eine
orthogonale Matrix V mit den Eigenvektoren V?, j=1,2,...,N, als Spalten und eine
Diagonalmatrix D mit den Elementen Xj Jj=1,2,... N, ermitteln zu konnen. Abhéngig
von der GroBe des Gleichungssystems ist das Ergebnis der spektralen Dekomposition

genauer. Die Berechnung ist jedoch rechenintensiver als die Faktorisierung nach Cho-
lesky.

In GI. (3.41) ist V;f durch seine Richtung im N-dimensionalen Vektorraum definiert.
Somit ist auch oc-Vj, a € R, ein Eigenvektor von Gl. (3.41). Infolge von Gl. (3.41)

gelten die Orthogonalitiitsrelationen
V>-'<~A'V>|f:7u-8i]’, V?-B-Vﬂfzsl’j, iZl,...,N, jZl,...,N (346)

wobei §;; das Kroneckersche Symbol bezeichnet. Die Orthogonalititsbeziehungen in
Gl. (3.46) sind notwendige aber nicht hinreichende Bedingungen fiir Eigenvektoren.
Gl. (3.46) ist auch hinreichend, falls N gleich der Dimension von A ist. Die Eigenvek-

toren V; spannen einen N-dimensionalen Vektorraum auf.

Zur Losung eines linearen Eigenwertproblems stehen direkte und iterative Methoden
zur Verfiigung. Direkte Losungsverfahren basieren zumeist auf Gauf3scher Elimination
und der Losung eines linearen Gleichungssystems mit einer vorab bestimmbaren Zahl
von Rechenoperationen. Bis auf numerische Rundungsfehler ist das Ergebnis exakt. In
MATLAB l6st der Solver eig [34] das System von N linearen Gleichungen direkt fiir
alle Eigenpaare (X;,V’;), j=1,...,N. Dieser Solver wird zur Verifizierung des Solvers
eigs sowie fiir Systeme mit wenigen Freiheitsgraden verwendet. Viele der in MATLAB
implementierten Routinen zur Losung linearer Gleichungssysteme basieren auf frei zu-
ginglichen Algorithmen in der Programmiersprache FORTRAN. Diese wurden eben-
falls zur Verifizierung der Losung des linearen Eigenwertproblems herangezogen. Die
gingigen direkten numerischen Losungsverfahren bedienen sich der Faktorisierung des
charakteristischen Polynoms p@j) Sie besteht aus einer unteren Dreiecksmatrix L und
einer oberen Dreiecksmatrix U. Es ist dann p(?T;) = det(LU) oder p(Xj) =det(LDL),
wobei D eine Diagonalmatrix darstellt. Die Wahl zwischen diesen verschiedenen di-
rekten Losungsverfahren wird durch vordefinierte Algorithmen in MATLAB [34] auf
Basis der Konditionszahl und anderer Eigenschaften der auftretenden Matrizen getrof-
fen. MATLAB unterscheidet im Solver eig unter anderem zwischen schwach und stark
besetzten Matrizen, Dreiecksmatrizen, bereits permutierten Dreiecksmatrizen, Hermi-
teschen Matrizen, Hessenbergschen Matrizen, Matrizen mit reellen und positiven Dia-
gonalelementen und der Bandbreite. Je nach Typ wird der auf den bekannten OR-, LU -,

LDL-, oder Cholesky-Faktorisierungen beruhende Losungsalgorithmus gewihlt. Bei der
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Optimierung der Losungsalgorithmen spielen tridiagonal solver, banded solver, per-
muted triangular solver, diagonal solver und Hessenberg solver eine entscheidende
Rolle. Vom Benutzer kann bei beschriankter Rechnerkapazitit durch selbst definier-
te MATLAB-Routinen das direkte Losungsverfahren des Solvers eig [34] vermieden
werden. Der Solver eigs ist fiir die iterative Losung des Gleichungssystems mit sparse
(schwach besetzten) Matrizen optimiert. Dieser Solver verwendet iterative Losungs-
verfahren, mit denen es moglich ist, eine bestimmte Anzahl von Eigenpaaren (X;,ij),
Jj=1,...,k, zu ermitteln. Er eignet sich fiir groe, schwach besetzte und schlecht kon-

ditionierte Eigenwertprobleme.

Im Folgenden wird kurz auf die etablierten numerischen Losungsverfahren eingegan-
gen. Beim Inverse Iteration Verfahren und beim Forward Iteration Verfahren [47] wird
im ersten Iterationsschritt ein gewihlter Startvektor als Approximation von V;f verwen-
det, um den kleinsten bzw. groflten Eigenwert des speziellen Eigenwertproblems, siehe
Gl. (3.43), zu berechnen. Die Methode des vector shifting und das Rayleigh-quotient-
iteration Verfahren ermdglichen nach Umformung des Eigenwertproblems in die Form
von GI. (3.43) die Losung fiir ein bestimmtes Eigenpaar. Die Kenntnis des gesamten
Vektorraums ist also nicht erforderlich. Diese Verfahren basieren auf einem zu wiéhlen-
den shift u des Eigenwerts, der bei Beriicksichtigung von Gl. (3.42) und GI. (3.44) in
Gl. (3.43) auf

(C—uD¥;= (% -u)¥, (3.47)
fiihrt. %j konvergiert bei Anwendung des Inverse Iteration Verfahrens zu Vf]‘. [47]. Wei-
tere iterative Losungsverfahren sind das Gramm-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren
und das Conjugate Gradient Verfahren. Eine iterative Eigenwertermittlung und Eigen-
vektorbestimmung ohne Uberfiihrung in die Form von Gl. (3.43) ermoglichen das all-
gemeine Verfahren nach Jacobi [47], das Arnoldi Verfahren und das Lanczos Iterations-

verfahren, siehe [46] und [48].

Die Dimension der untersuchten Steifigkeitsmatrizen ist gro83, und sie sind schwach be-
setzt. Die in MATLAB durch den Solver eigs fiir solche Eigenwertprobleme implemen-
tierte Losungsmethode basiert auf dem Arnoldi Verfahren, wobei verschiedene Mal3-
nahmen zur Vermeidung der dabei auftretenden numerischen Probleme getroffen wer-
den [34]. Beispielsweise wird in [48] auf die Ermittlung von cluster von Eigenwerten

eingegangen.
3.5.2 Spezialisierung des Losungsalgorithmus fiir das CLE

Fiir das im Unterkapitel 2.1 vorgestellte CLE sollen die Eigenvektoren v* und Eigen-
werte (A" —A) mit Hilfe des Programms MATLAB mit ausreichender Genauigkeit zur

Berechnung von Ableitungen des fundamentalen Eigenvektors vi mit Hilfe der FDM
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ermittelt werden. Da es sich bei IN(T und f(T im Rahmen der FEM um symmetrische,
reelle, groe und schwach besetzte Matrizen mit Banddiagonalform handelt, wird der
Solver eigs zur effizienten Berechnung von k Eigenpaaren (kj — k,vj), j=12,... .k

und der Solver eig zur Verifizierung dieser Eigenpaare herangezogen.

K7(q(A)) und ﬁT (q(A)) werden zu sparse Matrizen umgeformt, wodurch nur Elemen-
te ungleich Null und deren Indizes gespeichert und fiir weitere numerische Operationen
verwendet werden. Bei ihnen entfillt der Aufruf und die Bearbeitung der Nullelemente.
Der Vorteil der Verwendung von sparse Matrizen liegt einerseits im geringen Speicher-
bedarf und andererseits in der Einsparung von Rechenzeit. Der Solver eigs erlaubt es
im Gegensatz zu eig, die Vorteile von sparse Matrizen zu nutzen [34]. Mittels eigs wird
das allgemeine Eigenwertproblem, siehe GI. (3.41), iterativ gel6st, und es wird eine de-
finierte Anzahl von Eigenpaaren in der Nihe eines vorgegebenen Werts ermittelt, siche
Gl. (3.47).

Das CLE, siehe GI. (2.4), wird fiir das j-te Eigenpaar formuliert. Dabei bezeichnet N
die Dimension von Kr. Die Berechnung erfolgt fiir k Eigenpaare, k < N. Mit

1

A=K;, B=Kp, Xj:—m, Vi=vi =120k, (3.48)
, —
ergibt sich Gl. (3.41) zu
o N 1 ~ N .
KTVj:_mKTVj’ ]:172,...,](. (349)

J

Dadurch koénnen in eigs mit der Option /m die betragsmalig grofiten Eigenwerte X;,
Jj=1,2,...,n, berechnet werden. Dabei handelt es sich um die betragsméBig klein-
sten Werte von 76; — A. Angabe der Symmetrie und der positiven Definitit als weitere
Optionen des Solvers schrianken die Wahl der iterativen Losungsverfahren des Solvers
ein. Als Startvektor dient v} eines benachbarten Inkrements, das aus der Sortierung der

Eigenpaare eines Inkrements bekannt ist. Darauf wird im Unterkapitel 4 eingegangen.

Die Inverse der Konditionszahl 1 /% von K7 (q(1)) bzw. ﬁT (q(A)) wird als Indikator fiir
die Néhe zur Singularitit des Gleichungssystems herangezogen, wobei x ein Einheits-

vektor ist und k(Kz) zu
~  maxx|=[|Kr x|

K(Kr) (3.50)

minx— || Kr - ||

bzw. K(fir) zu

< max)x|= || K7 x|

K(Kr)

= (3.51)
min x| =1 || Kr - x||
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gegeben ist. Fiir | |
— < — (3.52)
k(Kr)  x(Kr)

wird das spezielle lineare Eigenwertproblem gemél der Formulierung in Gl. (3.43) unter

Verwendung von GI. (3.42) mit

=—-15 e 1
C=K; Kr, Lj=—5—. Vj=Vj, j=12,...N, (3.53)
J

zu

(ﬁ;lﬁT_ﬁQ vi=0, j=12,...,N. (3.54)
Die Losung des speziellen Eigenwertproblems mit Hilfe des Solvers eig erfolgt, wie
im Abschnitt 3.5.1 beschrieben, fiir den gesamten Vektorraum der Dimension N. Bei
groflen Werten von N ist es sinnvoll, k < N Eigenpaare zu ermitteln. Die kleinsten po-
sitiven Werte A und die dazugehorigen Eigenpaare (A} —A,v7}), j=1,2,... .k, werden
durch Berechnung der betragsmifBig groften Eigenwerte 7\; und Verwendung der Op-
tion /m erhalten. An der Stabilititsgrenze ist der Eigenwert bekannt. In der Umgebung
von Ag erfolgt die Ermittlung des kleinsten positiven Eigenwerts durch Eingabe des

Shifts i = &}, siehe GL. (3.47).

Ist

1 1
> (3.55)

k(Kr)  «(Kr)

so folgt bei Beriicksichtigung von
A =A-Al, Vi=vi, j=L12,..N, (3.56)
fiir das j-te Eigenpaar des linearen Eigenwertproblems gemif Gl. (3.43)
(fiTli{T—(x—xj.) I>vj.:0, i=12,....N. (3.57)

Bei Verwendung des Solvers eigs zur Losung von Gl. (3.57) unter Beachtung von
Gl. (3.56) ist die Berechnung fiir die betragsméBig kleinsten Eigenwerte X; mit der
Option sm durchzufiihren, um dann die kleinsten Werte k}f und die entsprechenden Ei-

genpaare (A —A,v3), j=1,2,....k, ermitteln zu kdnnen.

In der vorliegenden Arbeit ist ein automatisches Auswahlverfahren in MATLAB imple-
mentiert. Basierend auf Gl. (3.52) und GI. (3.55) wird damit die Formulierung des CLE
entsprechend Gl. (3.49), Gl. (3.54) und GI. (3.57) automatisiert. Bei gro3en Werten von
N und Verwendung des Solvers eigs wird Gl. (3.49) herangezogen. Die Ermittlung von

Gl. (3.50) und GI. (3.51) ist rechenintensiv und im Bereich der Stabilitdtsgrenze wegen
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der Singularitét von Kr problematisch. Die Uberpriifung von GI. (3.52) und Gl. (3.55)
geschieht durch Schitzung von k. Das erfordert keine direkte Berechnung der Inversen

von I~(T und I~(T, worauf in [34, 49, 50, 51] nédher eingegangen wird.

Zur Verbesserung der Genauigkeit der Losung von Eigenwertproblemen wird in der Li-
teratur die Methode des Balancing vorgeschlagen [52]. Die Normen der Spalten- und
Zeilenvektoren von A werden dabei zueinander angeglichen. Dadurch wird die Entste-
hung eines Rundungsfehlers wihrend weiterer Matrixoperationen im Losungsalgorith-

mus des Eigenwertproblems vermieden.

3.6 Verbesserung der Genauigkeit der numerischen
Losung des CLE

3.6.1 Approximation von A}

Bei der Losung des CLE wird numerisches Rauschen beobachtet. Es tritt vor allem bei
der Berechnung des fundamentalen Eigenpaars (A](A) —A, v{(A)) zu Beginn der Analy-
se auf. Im Rahmen des im Unterkapitel 5.2 behandelten Beispiels eines I-Trédgers bei Be-
anspruchung durch ein Biegemomentenpaar ist der entsprechende Fehler in Abb. (3.5)
durch punktuelles Auftragen der Werte A}, i = 1,2,...,20, dargestellt. Fiir die Ermitt-
lung von K7 (q(A+€AL)), siche Abschnitt 3.4.1, wird fiir alle Inkremente m € = 1 und
AN = 0.06 gesetzt. Die Stabilitdtsgrenze tritt bei Ag = 0.53 auf.

Aj
1.0 I
TR
[} 1]
, .--::=E:=E:=='iii“'
0.8 X EEHEH |||
!!|'o"o" l'l
HEHHTIL
n'illll
i v
1
V2 D
0.4t
™
0 i ‘ )
0.2 0.4 Ag 0.6

Abbildung 3.5: A}, berechnet fiir eine in Relation zu Ag = 0.53 groBe, konstante Schrittweite
von ™A\ = 0.06 und € = 1 zur Ermittlung von K7 (q(A+€AL))

In Abb. (3.5) treten fiir A < 0.1 Ungenauigkeiten bei der Ermittlung des kleinsten posi-
tiven Werts A} auf. Eine Regressionsanalyse wiirde eine schwache negative Kriimmung
mit horizontaler Tangente bei Ag = 0.53 zeigen. Die Verkleinerung der Lastschritte im
Rahmen der finiten Vorwirtsdifferenz auf e AL = 0.01 ergibt Abb. (3.6a) und eine wei-
tere Verkleinerung auf € AA = 0.003 fiihrt auf Abb. (3.6b).
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Abbildung 3.6: A}, berechnet fiir (a) eAA = 0.01 und (b) eAA = 0.003

Aus dem Vergleich von Abb. (3.5) mit Abb. (3.6a) und Abb. (3.6b) geht hervor, dass
der numerische Fehler von der GroBe von € AA und von der Néhe zur Stabilitdtsgren-
ze abhingt. Um die Genauigkeit des Werts A} zu verbessern, wird im Folgenden ein
Verfahren zur iterativen Bestimmung des fundamentalen Eigenpaars (A} (A) —A,vi(A))

vorgestellt.

Der Fehler der Approximation dieses Eigenpaars wird zuerst fiir das Inkrement mit der
grofiten Schrittweite AA bestimmt, fiir das dieser Fehler im Allgemeinen am groften
ist. Die Schrittweite AA wird von MSC.MARC automatisch gewihlt. Sie nimmt mit zu-
nehmender Annéherung an die Stabilitdtsgrenze ab. Daher ist es zuldssig, ausreichende
Genauigkeit der ersten Approximation des fundamentalen Eigenpaars vorausgesetzt, fiir
das grofite Belastungsinkrement anzunehmen, dass die erste Approximation, gekenn-
zeichnet durch k = 0, auch fiir alle librigen Belastungsinkremente ausreichend genau
ist. Es reicht dann hin, die ersten Approximationen des fundamentalen Eigenpaars der

jeweiligen Lastschritte als Losung des CLE anzusehen.

Zur Fehlerabschitzung der Approximation des fundamentalen Eigenpaars fiir den ersten
Lastschritt A?\.(O) werden mehrere Approximationen von A} berechnet und miteinander
verglichen. Zur Ermittlung dieser Approximationen dienen Extrapolationen im Rahmen
einer linearen Regressionsanalyse. Die Regressionsanalysen basieren auf n, — 1 Daten-
punkten (AL /™AN), k= 1,2,...,ng — 1. k = 0 héingt mit der mit kT(O) bezeichneten
ersten Néaherung von A} zusammen, fiir die AA ) = "AA gilt. Fiir k = n, gilt dann NIEZ)

als durch Extrapolation erhaltene Approximation von A; fiir AA;, y — 0. g bezeichnet
1 (ng)

die Anzahl solcher Approximationen .

Diese Vorgehensweise wird anhand des im Unterkapitel 5.2 behandelten Beispiels fiir
vier Approximationen von A} im Detail erldutert. Die Anzahl der Datenpunkte wird

zu ny =5, np = 10, n3 = 15, ng = 20 gewihlt. Abb. (3.7) bezieht sich auf die zuletzt
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genannte Anzahl von Datenpunkten. Sie enthélt 20 Datenpunkte, die 20 verschiedene
auf der FDM basierende Naherungen von A} reprisentieren, deren Berechnung im Ab-
schnitt 3.4.1 beschrieben wurde. Die Hochzahl “(4) in Abb. (3.7) bezieht sich auf die
vierte Approximation von Aj fiir AA,,) — 0. Die tiefgestellte Zahl “(19)“in Abb. (3.7)
bezeichnet die grofite Verkleinerung des Lastschritts. 7\,(42)

1(ng)
lierten Endwert fiir A}, der auf der Anzahl von n4 Datenpunkten basiert. Analog erhélt

kennzeichnet den extrapo-

man die iibrigen Approximationen von A}, also 7»&3(313), 7»52(212) und 7»51(211).
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Abbildung 3.7: Extrapolierter Endwert 7‘54814) als Anndherung von A}, erhalten mittels linearer

Regression basierend auf nqy = 20 Wertepaaren fiir den groBten Lastschritt "AA (Inkrement #5)

Tab. 3.1 enthilt die Ergebnisse, die aus der Uberpriifung der relativen Genauigkeit der
extrapolierten Approximation fiir das Inkrement #5 und der Approximation des dazu-

gehorigen Eigenvektors herrithren.

Tabelle 3.1: Uberpriifung der relativen Genauigkeit der extrapolierten Approximation von A}
fiir das Inkrement #5 und fiir die dazugehdrigen Approximationen von v}

8 Ng % 1—V§g) -Vgg_l)

1| =5 - 4.956-1078
%}A(;? 0.9, 2| mp=10| 84-107° 1.717-1078
k=1,2,...,ng—1 |3 | n3=15| 2.8-10°° 5.866-107°

4| ng=20| 12-107 1.923-107°
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Die Ergebnisse in der dritten Spalte von Tab. 3.1 erfiillen die Bedingung

A8 _ale—1)
LT =101 (3.58)
(g—-1)
}‘1

Die Ergebnisse in der vierten Spalte von Tab. 3.1 erfiillen die Bedingung
1—vEylE) = 1075, (3.59)

Die fiir n, = 10 erhaltenen Werte werden als Losung des CLE fiir das betrachtete In-
krement AA angesehen, da die gemiB Gl. (3.58) und Gl. (3.59) ermittelten Approxi-
mationen die Toleranzschwellen €; und €, unterschreiten. Tab. 3.1 zeigt eine relative
Verbesserung der Genauigkeit fiir n3 und eine Verschlechterung fiir n4, was auf begin-
nendes numerisches Rauschen bei weiterer Verkleinerung des Lastschritts Ak(ng) ,8 >4,
hinweist. Modifikationen der beschriebenen Vorgehensweise, unter anderem durch wei-
tere Verkleinerungen des Lastschritts, erlauben die Beriicksichtigung aufergewdhnli-
cher Situationen, bei denen die vorgestellte Strategie keine ausreichende Genauigkeit
gewihrleistet. Das kann bei sehr kleinen Inkrementen in unmittelbarer Umgebung der

Stabilitdtsgrenze bei Durchschlagsproblemen erforderlich sein.

Abb. (3.8) betrifft die numerische Ermittlung von K(Tk ) (q(A)) und (A gy (A) =2, vy (X))
fiir ein beliebiges Inkrement m, das durch den ersten Lastschritt ”AA im Rahmen der
Gleichgewichtsiteration gekennzeichnet ist. Zu Beginn werden die in der FE Vorlauf-
rechnung, sieche Abschnitt 3.3.4, berechneten Daten, darunter die in KT(q) enthaltenen,
geladen. In PYTHON geschriebene Routinen automatisieren die weitere Rechnung fiir
alle angegebenen Inkremente. Wie in Abb. (3.8) dargestellt, dient PYTHON fiir ein ein-
zelnes Inkrement m zur Feststellung der Anzahl n, der maximal zu berechnenden Da-
tenpunkte. Die erste Nidherung von A} basiert auf dem Lastschritt A?u(o), der gleich dem
ersten Lastschritt ”AM in der Gleichgewichtsiteration gesetzt wird. Fiir eine mit 74 4x

begrenzte Anzahl von Eigenpaaren (A1) () — A, vy (X)), k=1,2,...,ng, werden kgg)

bzw. V(lg) durch entsprechende Nédherungen in MATLAB approximiert. Stehen mehr
als zwei solcher Approximationen zur Verfiigung, werden diese miteinander verglichen
und gegebenenfalls im Rahmen einer PYTHON-Routine um neue Wertepaare ng er-
weitert. Der finiten Vorwiértsdifferenz des k-ten Wertepaars liegt dabei der Lastschritt
AM(r) zugrunde. Dessen GroBe ist im Allgemeinen um 10% kleiner als die des vor-
hergehenden Lastschritts A?\(k_l). Werden die beiden Toleranzschwellen in Abb. (3.8)
unterschritten, so folgt (A](A) —A,vi(A)) = (kgg ) (A)—A, V(lg)). Wird die maximale An-
zahl von Approximationen von A, g may, Uiberschritten, wird das fundamentale Eigen-
paar (Aj(A) —A,vi(A)) gleich dem in der ersten Néherung k = O erhaltenen Wertepaar

(M1(0) (M) = A, vi(0) (X)) gesetzt. Diese Art der Ermittlung des Eigenpaars kommt in der
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Nihe von Stabilitidtsgrenzen zum Tragen. Die Vergroferung der Inkremente innerhalb

der FE Vorlaufrechnung beeinflusst dieses Verhalten.

Approximation k des Losung des CLE;
betrachteten Inkrements Berechnung von

™ Berechnung von id K(TIC)(q()L)),
Sl olls) Kr(a+Aqp) (W) =2, Vi ()
aus Vorlaufrechnung A P — ‘
v
Definition von (A’I(O)(A’) o A” V(O)(A,)) ~ (AT (A) — A’! V;(A)) Regressionsana]yse und
Ng, Ng f’lax Extrapolation fiir die
§= k=k+1 Iterationsschritte
<—r
v Adgy = "AA-0.9% k=1.2,...0,1;
k=0 A Berechnung von 2®, &
A)L( k) = mAA £ |
e | !
~| g=g+l Uberpriifung der Toleranzen
g=g+1 Neudeﬁrrllglon von|<-nein-| 7L(1g)— 7L(1g_1) . .
Neudefinition von 2&-D ! <«—Ja
n
g .
1 s Max.. l:lehler <«—ja— 1-vOVED <, .
speichern nein
25 -A,vi(2) |
[ ]|..Berechnung in MSC.MARC [ 1..Berechnung in MATLAB

[ ]..Berechnung in FORTRAN 77 / Subroutinen [ ]...Berechnung in PYTHTON

Abbildung 3.8: Flowchart zur numerischen Bestimmung des fundamentalen Eigenpaars fiir ein
beliebiges Inkrement m

3.6.2 Minimierung des Rundungsfehlers
Ermittlung des numerischen Fehlers

Abb. (3.5), Abb. (3.6a) und Abb. (3.6b) im Abschnitt 3.6.1 betrafen einen I-Trager unter
Momentenbeanspruchung, siehe Unterkapitel 5.2. Sie zeigten numerisches Rauschen
des fundamentalen Eigenwerts A7 —A. Anwendung des im Abschnitt 3.6.1 vorgestellten
Verfahrens, das auf einer linearen Regressionsanalyse beruht, erweist sich als speicher-
und rechenintensiv. Es muss jede Matrizen- und Vektoroperation wihrend der Nach-

(&)

laufrechnung fiir die jeweilige Approximation l(i) durchgefiihrt und das Ergebnis muss
abgespeichert werden. Die darauf folgende lineare Regressionsanalyse ist in einem ge-

trennten Schritt mit skalaren GroBBen durchzufiithren.

In diesem Abschnitt wird die Ursache des numerischen Rauschens von A} — A unter-
sucht. Ferner wird eine Vorgehensweise zur Abhilfe eines numerischen Problems vor-
gestellt. In der Literatur, siehe [53], [54] und [55], werden verschiedene Methoden zur
Abschitzung von Fehlerschranken bei numerischer Differentiation angegeben, die bei
der Ermittlung von KT verwendet wurden. Dabei zielen zwei Methoden auf die Verrin-

gerung des numerischen Rundungsfehlers ab. Eine Methode ist durch die Formulierung
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eines Interpolationspolynoms fiir die betrachteten numerischen Werte gekennzeichnet.
Ein Merkmal der zweiten Methode ist die Uberfiihrung von Gleitkommazahlen in ratio-
nale Zahlen. Beide Vorgehensweisen sind bei der Differentiation von zwei Matrizen auf
jedes Matrixelement anzuwenden. Solche sich wiederholende Operationen beanspru-
chen lange Rechenzeiten. Bei der ersten Methode ist die Genauigkeit des erhaltenen

Interpolationspolynoms schwer tiberpriifbar.

Die Losung des CLE wird neben den in MATLAB implementierten Losungsalgorith-
men fiir lineare Gleichungssysteme eig und eigs von den Matrizen K und ﬁT beein-
flusst. Beide Losungsalgorithmen wurden in MATLAB unabhiéngig voneinander ver-
wendet und miteinander verglichen. Verschiedene Spezifikationen im Gleichungslo-
ser wurden untersucht. Modifikationen der Algorithmen ergaben keine Verbesserungen.
Nach Bestitigung der korrekten Funktionsweise der Gleichungsloser lag der Fokus der

Untersuchung auf KT und der Ermittlung von IN(T.

Rechenoperationen erfolgen in MSC.MARC im sogenannten double-precision-mode
[32]. IN(T(k) wird durch die Option DMIG-OUT standardmiBig im single-precision-
mode als Textdatei abgespeichert. Im double-precision-mode erfolgen numerische Re-
chenoperationen mit 16 Nachkommastellen, im single-precision-mode nur mit acht Nach-
kommastellen. Bei Ermittlung von ﬁT (A) im Abschnitt 3.4.1 wird die Differenz von
K7 (A + AL) und K7 ()) gebildet. Unter der Annahme, dass die Anzahl der abgespei-
cherten Nachkommastellen in den Elementen von Ky (A) zur Ermittlung der fundamen-
talen Eigenform eines Stabilititsproblems ausreichen, bedeutet das nicht notwendiger-
weise die Verfiigbarkeit einer ausreichend grolen Anzahl von Nachkommastellen zur
Bildung der Differenz zweier Matrizen. Das ldsst sich beispielsweise fiir eine Perturba-
tion der Matrix Ky (A+ AAX) fiir verschiedene Werte von AX zeigen. Die mit Hilfe von
Gl. (3.32) erhaltenen Werte von Aj(A, AX) fiir AL = €A\ = 0.06 sind in Abb. (3.5), die
fiir AL = 0.01 in Abb. (3.6a) und die fiir AL = 0.003 in Abb. (3.6b) dargestellt.

Bei Verkleinerung von AX von 0.06 auf 0.01 setzt numerisches Rauschen von Aj(A) ein.
Im Folgenden wird ﬁr (A+ AX) fiir AX > 0.01 genauer untersucht. Fiir einzelne Inkre-
mente m und fiir verschiedene AL sind A5 (L) und die Konditionszahl k(Kr) der Matrix
Kr(A+ AX), die gemiB Gl. (3.32) ermittelt wird, in der nachstehenden Tabelle eingetra-
gen. Tab. 3.2 zeigt groBere Konditionszahlen k(K7) bei groBeren Schrittweiten AL Das
bedeutet eine numerisch stabilere Losung des CLE, wie bereits im Abschnitt 3.5.2 dar-
gelegt wurde. Die Abkiirzung “n/a“ von “not available” bedeutet, dass A} (A) aufgrund
der schlechten Konditionierung nicht ermittelt werden kann. Numerisch instabiles Ver-

halten ist nach Tab. 3.2 vor allem am Anfang der Analyse fiir AL < 0.04 zu erwarten.



KAPITEL 3. BESTANDTEILE DES CLE

Tabelle 3.2: 1 (1) und k(K7) der Matrix Kz (A + AL) fiir verschiedene Schrittweiten AX

AL 0.01 0.02 0.04
5 k(Kr) I x(Kr) 5 x(Kr)
1 n/a |6.0-1071 | 0.5750 | 5.50-107'3 | 0.4942 | 6.28 1012
_ 2 |/04796|2.3-107'2 | 0.5077 | 1.78-10" ! | 0.5169 | 2.17-10"!!
§ 3 109668 | 1.7-107! | 0.6002 | 1.44-107! | 0.557 | 7.43-10~!!
%) 4 | 06526 | 55-107" | 0.7378 | 2.46-10~'" | 0.5077 | 1.35-101°
T s n/a | 24-1071 07212 | 3.21-107! | 0.5435 | 6.58- 10!
38 |/ 0.7011 | 5.8-107'9 | 0.5962 | 7.69-10"10 | 0.5615 | 7.50-10~1°
40 || 0.6613 | 5.3-10719 | 0.5925 | 7.18-10710 | 0.5650 | 7.35-10~1°
50 | 0.5988 | 8.4-107'9 | 0.5535 | 7.49-10710 | 0.5464 | 8.94-10~1°
AL 0.08 0.16
M K(Kr) M Kk(Kr)
1 | 04730 | 7.31-107!1 | 0.4648 | 1.28-10~10
_ 2 | 04657 | 1.12-107'° | 04661 | 1.70-10~1°
§ 3 |/ 0.4905 | 1.10-10719 | 0.4843 | 1.94-1071°
%) 4 | 04851 | 1.51-107'° | 0.4786 | 2.05-10"1°
~ 5 || 05112 1.30-10710 | 0.4931 | 2.25-10-10
38 || 0.5485 | 7.88-10710 | 0.5449 | 8.34.10~1°
40 || 0.5449 | 7.72-107'° | 0.5439 | 8.65-10~10
50 || 0.5402 | 4.87-10719 | 0.5399 | 7.72-10~10

46

Die Konditionszahlen und deren Interpretation decken sich mit der vorangegangenen

Ermittlung von Aj(A) in Abb. (3.5) und Abb. (3.6a). Mit steigendem A\ verindert sich
A (A) um 10%, ausgehend von AL = 0.01. Aus Tab. 3.2 folgt die Notwendigkeit einer

Verbesserung der numerischen Genauigkeit der Resultate fiir das fundamentale Eigen-

paar. Nachstehend wird auf den Prozess der Abspeicherung und numerischen Verar-

beitung von Zahlenwerten eingegangen. Diese Bestandteile der numerischen Analyse

bilden die Grundlage fiir eine Verbesserung der numerischen Genauigkeit.

Maschinenprazision

Fiir jedes reelle Zahlenpaar gibt es unendlich viele dazwischen liegende reelle Zahlen.

Die numerische Représentation einer reellen Zahl ist im Gegensatz dazu immer endlich,

diskret und beschrédnkt. Daraus folgt, dass jede reelle Zahl auf einem Computer nur
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approximiert werden kann.

Durch FlieBkommadarstellung werden reelle Zahlen in MATLAB als

sleg—1eg—a...eo|ldy—1dy—2...do=(—1)"-d-2°

M-1 . E-1 : (3.60)
d=1+) di-2"" e=} (ej-2)-B
i=0 j=0

dargestellt, wobei s,e und d aus 0 oder 1 bestehende Boolsche Zahlen sind. Sie enthal-
ten die erforderliche Information iiber das Vorzeichen (s), den Exponentialwert (e) und
die Mantisse (d). M reprisentiert die Liange der Mantisse, E die Linge des Exponen-
tialwerts und B den sogenannten Bias. B wird entsprechend dem internationalen /EEE
Standard definiert. Er dient dazu, durch eine definierte Anzahl von Zahlen im Vorkom-
mabereich die Exponentialdarstellung in einen sinnvollen Bereich zu verschieben. Laut
IEEE Standard fiir 64 Bit double-precision gilt M =52, E = 11 und B = 1023. Dadurch
ist der maximale Speicherplatz, der fiir eine reelle Zahl zur Verfiigung steht, in Form
von Gl. (3.60) beschridnkt. Der maximal mogliche relative numerische Fehler eps fiir

die FlieBkommadarstellung ergibt sich zu eps = 2~ (M+1) = 2733 1016,

Anhand eines Beispiels wird in [53] der numerische Fehler einer Additionsoperation fiir

Zahlen im single-precision mode veranschaulicht. Es sei
a:=2.3371258-107°, b :=3.3678429-10', ¢ := —3.3677711-10". (3.61)

Die Operation a + (b + ¢) im single-precision mode fiihrt auf einen numerischen Fehler
von 5.78 - 1074, wobei das Zeichen + fiir eine Berechnung mit einer begrenzten Anzahl
von Nachkommastellen steht und somit eine Approximation der exakten Addition dar-
stellt. Diese Approximation kommt durch die kiinstliche Beschrinkung auf acht Ziffern

wihrend des numerischen Rechenprozesses zustande.

(13 2

Da die FDM in dieser Arbeit hiufig verwendet wird, wozu der Differenzenoperator
benotigt wird, wird obiges Beispiel zur Feststellung der Genauigkeit im single-precision
mode fiir eine Subtraktion wiederholt. Es soll die Entstehung des numerischen Fehlers
fiir eine achtstellige Zahl niher untersucht werden. Eine solche Zahl entspricht dem
von MSC.MARC standardméfig implementierten Format der abgespeicherten Elemen-
te der Tangentensteifigkeitsmatrix K7 (), siche Abschnitt 3.3.1. Mit a, b und ¢ gemiB
Gl. (3.61) unter Beriicksichtigung von 16 Nachkommastellen erhélt man das numerisch

exakte Ergebnis o fiir die nachstehende Differenz zu
0o=a—b—c=—69462874-10"%. (3.62)

Analog zum vorstehenden Beispiel wird der Operator — fiir eine Subtraktion mit ei-
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ner begrenzten Anzahl von Nachkommastellen verwendet. Bei Beschriankung auf acht

Nachkommastellen wird die Differenz o aus Gl. (3.62) zu o. o ergibt sich zu
o0=a—b—c=-3.3678406-10" — (—3.3677711-10') = —6.9500000- 10~*. (3.63)

Der relative Fehler € folgt zu

0—0

€= = 5.3447256- 1074, (3.64)

o

In GI. (3.63) ist der relative Fehler € von einer dhnlichen Gréenordnung wie derjenige,
der bei der Operation + auftritt. Der Operator + bezeichnet dabei eine auf acht Nach-
kommastellen begrenzte Additionsoperation. Dieser numerische Fehler ist gro3er als die
sogenannte Maschinenprizision eps. Das vorliegende Beispiel zeigt auf, dass die Sub-
traktion zweier grof8er, nur wenig verschiedener numerischer Werte zum Verschwinden
von Ziffern im Nachkommabereich fiihrt.

Eine Quantifizierung des numerischen Fehlers € bei der numerisch exakten Subtrakti-

(13 b2l

onsoperation erfolgt durch Zuriickrechnen eines Vergroferungsfaktors w [53]. Ein
Rechenalgorithmus zur Bestimmung von o heilit akzeptabel, wenn das Resultat auch
bei einer kleinen Perturbation exakt bleibt. Der Term “exakt” bezeichnet dabei ein Un-
terschreiten der gewdéhlten Toleranzschwelle C - eps. Dabei wird das numerisch exakte
Ergebnis 0, der Subtraktion (a — b — ¢) mit dem Ergebnis der Subtraktion 0,, das aus
der Beriicksichtigung von acht Nachkommastellen resultiert, verglichen. Die Beriick-
sichtigung von acht Nachkommastellen fiihrt auf numerische Rundungsfehler, die sich
in kleinen Werten von € und ¢, manifestieren. Somit lassen sich 07 und 0> in Abhin-

gigkeit vom numerisch exakten Ergebnis durch

or=(a=b)-(1+e),

0= (01—¢c) (I+ &)=
=[(a=b)-(1+ e1) —c]-(1+ &2)
a—>b

R
a—>b

a—b—c

(3.65)

=(a—b—c)-(1+ €1)- (14 €)

=(a—b—c)- |1+ €1 (14 e)+ e
ausdriicken. Dabei geht der Vergroerungsfaktor w in den Ausdruck fiir den numeri-
schen Fehler ein. Abhingig vom exakten Ergebnis o, gilt fiir den Subtraktionsalgorith-

mus

0y — —b
f(?c)zoz 02:w-61-(1+62)—|—62, w= a

. 3.66
02 a—b—c ( )

Gl. (3.65) zeigt beispielhaft, wie die Approximation des numerisch exakten Ergebnisses,
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x, vom numerisch exakten Ergebnis x abhéngt. Es gilt also X = x(x). Die numerische

Genauigkeit einer Subtraktion wird in Abhéingigkeit der Maschinenprizision eps durch

=3
N

eingeschrinkt, wobei C eine benutzerdefinierte Konstante darstellt, welche die benotig-

lx—x] < C-eps, <C-eps, (3.67)

te numerische Genauigkeit widerspiegelt und gleich dem Ausdruck rechts vom Gleich-
heitszeichen in Gl. (3.66) ist. Ist die Beziehung (3.67) erfiillt, heiit der Algorithmus
akzeptabel.

Ein Rechenalgorithmus f(x(x)) heift stabil, wenn er akzeptable Ergebnisse fiir alle zu-

lassigen Eingangswerte in der Grof3enordnung von eps liefert, wenn also

S (%) = f()]

78— F )] < Coeps, s

<C-eps (3.68)

gilt, wobei f(x) einen numerisch exakten Rechenalgorithmus bezeichnet.

Ziffern, die durch numerische Rundung eliminiert werden, haben einen bedeutenderen
Einfluss auf die numerische Genauigkeit als Ziffern, die durch Rundung vernachlissigt
werden [53]. Dieser Einfluss wird durch die sogenannte Problemsensitivitit erfasst, die
mittels der Konditionszahl gemessen werden kann. Wie im Abschnitt 3.5.1 erwihnt,
gibt sie die Sensitivitit eines Gleichungssystems beziiglich kleiner Storungen an. Fiir
ein schlecht konditioniertes Gleichungssystem ist die Konditionszahl nahe bei Null. Bei
dem im Abschnitt 3.6.2 behandelten Beispiels eines I-Tridgers unter reiner Momenten-
beanspruchung betriigt sie 2- 10~'3 am Anfang der Analyse, was auf eine groBe Pro-
blemsensitivitdt hinweist. Eine groe Problemsensitivitit, kombiniert mit einer niedri-

gen Stabilitit des Rechenalgorithmus, fiihrt zu einer ungenauen Losung.

Zur Berechnung von K7 () wird die FDM verwendet. Bei der Subtraktion im Aus-
druck fiir die finite Differenz entsteht ein numerischer Fehler. Darauf bezog sich die das
vorangegangene Beispiel betreffende Tab. 3.2. Dieser sogenannte Eliminationsfehler
kommt durch Wegfall der nicht reprisentierbaren Ziffern in den Elementen der Matri-
zen K7 (A + AL) und K7 (A) zustande. Bei Division durch einen kleinen Lastschritt A,
wird dieser Fehler vergroBert, siehe Gl. (3.32), wobei eine “Verschiebung” der fehler-

behafteten Stellen der Zahl nach vorne erfolgt.

Die Stabilitit des Algorithmus wird durch Anbringen kleiner Storungen von IN(TOH—
AX) und I~(T(k) unter Verwendung der Gln. (3.67) und (3.68) untersucht. Dabei wird
die Konditionszahl k(K7) als Messparameter des Einflusses einer Storung auf den Wert
A} (M) angesehen. Die kleinen Storungen werden in Form einer Matrix P zu K7 (A+ AX)

bzw. K7 ()) addiert. Sie miissen von geeigneter GroBenordnung sein. Darauf wird im
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Folgenden eingegangen. Fiir die Berechnung von MSC.MARC werden Zahlen mit acht
Nachkommastellen eingelesen. Wie im vorstehenden Beispiel gezeigt, kann bei Sub-
traktion zweier groBer und wenig verschiedener Zahlen ein numerischer Fehler der
GroBenordnung 1- 10~ auftreten. Diese GroBenordnung der Prizision des Subtrak-
tionsoperators “—” bildet fiir die Matrixelemente der aufgebrachten Perturbationen P
eine obere Schranke. Die untere Schranke ergibt sich aus der Maschinenprizision eps.
Es ist zu erwarten, dass sich die Konditionszahl mit wachsenden Stérungen nur wenig

andert, wihrend der Wert A} (L) jedoch groBeren Schwankungen unterliegt.

Im Folgenden werden vier verschiedene Storungen Py, also Py, P;, P3, P4, untersucht.
Es handelt sich dabei um Matrizen, die nur Eintriage p(i, j) enthalten, wobei i die Zeile
und j die Spalte des Matrixelements (i, j) # 0 der Matrizen K7 (A+AX) und K7 (A) be-
zeichnet. Ist M der Exponent dieses Matrixelements, (i, j), wird die Storung py (i, j) zu
10M=9%k gewihlt, wobei k = 1,2,3,4 ist. Somit @ndert die Stérungsmatrix Py die achte
und letzte Nachkommastelle der Tangentensteifigkeitsmatrix, die von MSC.MARC im
Ausgabeformat single-precision abgespeichert wird. k = 1 entspricht der kleinsten fiir
die Losung des CLE relevanten Storung. Fiir alle Matrixelemente (i, j) # 0 der Matrizen

Kr ergeben sich damit die Matrixelemente py (i, j) der Stérungsmatrix Py zu
pi(iy j) = 10MEN=9k k=123 4. (3.69)
Im CLE wird K7 (A) durch
Ky () = Kr(A) + Py, k=1,2,3,4, (3.70)
ersetzt. Es ist also das lineare Eigenwertproblem
Kr(A) — (A =) KW v =0 (3.71)

zu l6sen, wobei (A* — A, v*) Eigenpaare bezeichnet, die mit verschiedenen Matrizen K<T>k
berechnet werden. Der Index k wird im Folgenden unterdriickt. Tab. 3.3 enthilt A7 ()
und K(K?) fiir verschieden grofle Lastschritte A innerhalb verschiedener Inkremente.
Analog zu Tab. 3.3 sind A} (A) und die dazugehorige Konditionszahl K(K?l) der Matrix
Ky, = Kr(A+AL) + Py fir AL = 0.08 sowie AL = 0.16 im Anhang A in Tab. A.1
angefiihrt. Fiir k = 2,3,4 sind diese Werte in Tab. A.2, Tab. A.3 und Tab. A.4 enthalten.

Tab. 3.3 zeigt durch Vergleich von Aj(A) und K(K<T>) mit den entsprechenden Werten
in Tab. 3.2 den Einfluss der Stérungsmatrix P auf die Losung des CLE und auf die
achte Stelle der Matrixelemente (i, j) von K7 ()). Dieser Einfluss ist sowohl bei kleinen

Schrittweiten AL = 0.01 als auch bei groBeren Schrittweiten AL = 0.04 gegeben.
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Tabelle 3.3: 1} (A) und dazugehérige Konditionszahl k(K5 der Matrix Ky = K7 (A+AL) + Py
fiir verschiedene Schrittweiten AA innerhalb verschiedener Inkremente

AN 0.01 0.02 0.04

* Y * < * ol

M K(K7) M k(K7 ) M K(K7)

1 1106533 |599-1013 | 0.5750 | 5.70-10~13 | 0.4943 | 7.10- 1012
0.4796 | 2.31-107'2 | 0.5077 | 1.78-10~!1 | 0.5169 | 2.17-10~ !
0.9669 | 1.66-10~ | 0.6002 | 1.44-10~! | 0.5571 | 7.43-10"!1
0.6526 | 5.52-10713 | 0.7378 | 2.46-10~!1 | 0.5077 | 1.37-10"10
n/a | 238-10!1]0.7212 | 3.20-10"!! | 0.5435 | 6.58-10"!!
38 || 0.7011 | 5.81-10719 | 0.5962 | 7.69-10"10 | 0.5615 | 7.49-10~10
40 |/ 0.6613 | 5.34-10719 1 0.5926 | 7.18-10719 | 0.5650 | 7.35-1010
50 || 0.5988 | 8.37-10710 | 0.5535 | 7.50-10710 | 0.5464 | 8.94-10~10

Inkrement

|9, B I SN VS I \S)

Ein Vergleich von Tab. 3.3 mit Tab. A.1 - A.4 zeigt, dass sich die Konditionszahl durch
Addition der Storungsmatrix Py, k = 1,2,3,4, nur wenig dndert. Somit hat P; einen
vernachlissigbaren Einfluss auf die Singularitit der Gleichungssysteme an der Stabili-
tiatsgrenze und auf Probleme, die bei der Losung linearer Eigenwertprobleme mittels der
in MATLAB implementierten Losungsalgorithmen auftreten. Eine Storung von Kz ())
wirkt sich auf Aj(A) umso stirker aus, je kleiner die Schrittweite AN ist. Dabei ist die
schlechte Konditionierung der Matrix K7 besonders bei kleinen Schrittweiten zu be-
achten, siehe Tab. 3.2. Wie erwartet, nimmt einerseits die Anzahl der nicht berechenba-
ren Werte von Aj(A) (“n/a*) sowie die Abweichung von den Werten Aj(A) in Tab. 3.2
mit wachsendem k zu. Besonders markiert k = 4 den Grenzbereich zwischen einem
gerade noch akzeptablen und einem inakzeptablen Ergebnis fiir Aj(A). Zusammenge-
fasst bedeutet dies, dass infolge der Vernachlédssigung der letzten vier Ziffern im Modus
single-precision, der in Tab. 3.3 mit “n/a* iiberschriebene Wert nicht berechnet werden
kann. Weiters weichen die berechenbaren Werte A () bei Vernachldssigung der letzten
vier standardméBig verfiigbaren Ziffern von denen in Tab. 3.2 stark ab. Das ldsst darauf
schlieBen, dass der numerische Fehler von Subtraktionsoperationen mit der Anzahl der
vernachlidssigten Nachkommastellen zunimmt. Gleichwohl werden beim Speichern im
Modus single-precision ebenfalls Nachkommastellen vernachlissigt. Umgekehrt folgt
daraus, dass eine Erhohung der numerischen Genauigkeit ausschlieBlich von der Be-

riicksichtigung zusitzlicher Ziffern im Nachkommastellenbereich abhéngt.

Anhand eines durch Biegemomente an beiden Enden belasteten Stabs, sieche Abb. (5.4),
wird die oben beschriebene Ursache des numerischen Genauigkeitsverlusts iiberpriift.
Obwohl es sich grundsitzlich um ein nichtlineares Stabilititsproblem handelt, nimmt

etwa die Vertikalverschiebung in der Mitte der Stabachse praktisch linear mit der Bela-
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stung zu. Einzelne Matrixelemente k7 () der Zeile r und der Spalte ¢ in der Tangenten-
steifigkeitsmatrix K7 ()) werden fiir verschiedene Werte von A miteinander verglichen.
In Tab. 3.4 und Tab. 3.5 sind die Werte von K7 (A) fiir verschiedene Matrixelemente fiir
A =10.00 und A = 0.01 sowie deren Differenz fiir A = 0.05 und A = 0.09 eingetragen.
Die Matrixelemente k7(0) # 0 in der ersten Spalte der Tab. 3.4 hingen offensichtlich
von der Tangentensteifigkeit fiir A = 0, Kgz, ab. Die Werte in den ersten drei Zeilen
in Tab. 3.4 ergeben sich fiir A = 0 zu Null. Fiir A > 0 beschreiben die entsprechenden
Werte den Einfluss des aktuellen Spannungs- und Verschiebungszustands sowie den der

Geometrie im Ausgangszustand.

Tabelle 3.4: Element k7 ()) in der Zeile r und Spalte ¢ der Tangentensteifigkeitsmatrix K7 (A)
fiir zwei verschiedene Laststufen A und fiir deren Differenz

k7 (0) kr(0.01) kr(0.01) — k7 (0)
79:1550 || 0.000000000 | —1.935856460-10 " | —1.935856460- 10!
3633;3660 | 0.000000000 | —5.373275950-10~" | —5.373275950- 10~
< | 3635:3602 | 0.000000000 | —5.229110420-1073 | —5.229110420-103
= | 829:2193 || 8.653846160- 10~ | 8.654047480-10~" | 2.013199999.10~5
6777;6736 | 5.512820510-107" | 5.512654470-10"" | 1.660400000-10~3
6796;6807 || —2.20512820-10° | —2.205108010-10° | 2.018999999-10~5

Tabelle 3.5: Element k7 ()) in der Zeile r und Spalte ¢ der Tangentensteifigkeitsmatrix K7 (1)
fiir drei verschiedene Laststufen A

kz(0.03) kz(0.05) kz(0.09)
79;1550 || —3.872049910-10~ T | —5.808572620- 10T | —7.745416880- 10!
3633;3660 | —1.074638760-10° | —1.611933480-10° | —2.149211730-10°
< | 3635;3602 || —1.05299890-1072 | —1.590264220-107% | —2.134707650- 102
=1 829;2193 || 8.65438710-10! 8.654865000-10~! | 8.655481170-107!
6777:6736 || 5.51248840-10~! 5.512322320-10~! | 5.512156210-107!
6796;6807 | —2.20508780-10° | —2.205067580-10° | —2.205047350-10°

In Tab. 3.4 und Tab. 3.5 sind die Werte von k7 (A) fiir die gew#hlten Werte von A dhnlich
grof3. Das ist fiir eng beieinander liegende Werte von A zu erwarten. Mit wachsendem
A nehmen die Werte von kr(A) abhingig vom betrachteten Element der Tangenten-
steifigkeitsmatrix entweder zu oder ab. Die Differenzen k7(0.01) — k7 (0) ergeben sich
fiir die oberen drei Zeilen, fiir die k7(0) = 0.00 gilt, zu den Werten von k7 (0.01). Fiir
die unteren drei Zeilen, fur die k7(0) # 0.00 ist, wobei k7 (0) ~ kr(0.01) ist, betrdgt
die Grolenordnung dieser Differenz 1075, Es ist deutlich zu erkennen, dass die letzten
fiinf relevanten Nachkommastellen in Exponentialdarstellung vernachlissigt werden. Es
bleiben nur fiinf fithrende Ziffern iibrig. Das beeinflusst insbesonders bei sehr kleinen
Werten von A\ die numerische Genauigkeit von Kz (A+AL) — K7 (L). Das duBert sich

im Rahmen der FDM in einem numerischen Genauigkeitsverlust. Wegen der schlech-
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ten Konditionierung von K7 () zu Beginn der numerischen Analysen wirkt sich dieser

Fehler auf die Ermittlung des fundamentalen Eigenwerts besonders stark aus.

Im Folgenden wird eine Vorgehensweise zur Verringerung des oben beschriebenen nu-
merischen Genauigkeitsverlusts vorgestellt. Mit Unterstiitzung des Support-Teams von
MSC.MARC [32] kann auf in diesem FE Programm eingebettete, darin nicht stan-
dardmiBig verfiigbare Routinen zugegriffen werden. Eine Programmimplementation
in Form von Subroutinen wurde zur Verfiigung gestellt. Sie greift auf eine Routine in
MSC.MARC zu, die fiir die Ausgabe der durch die Option DMIG-OUT bestimmten
Werte verantwortlich ist, sieche Abschnitt 3.3.1. Das bewirkt eine Vergroferung der nu-
merischen Prézision der Tangentensteifigkeitsmatrix Kr (A) auf 18 Nachkommastellen.
Der numerische Fehler bei der Subtraktion, sieche Gl. (3.64), kann so stark verkleinert
werden, dass trotz schlechter Konditionierung von ﬁT(k) eine ausreichend genaue Be-
rechnung von Aj(A) erfolgt. Die Anzahl der ermittelten fithrenden Ziffern bei der Sub-
traktion von Zahlenwerten dhnlicher Gro3enordnung wird von 8 —4 =4 auf 18 —4 = 14

Stellen erhoht.

Zur Kontrolle wird im Unterkapitel 5.2 das Netz verfeinert, und es werden die Aj(A)-A
Diagramme sowie die Werte der Stabilititsgrenzen Ag miteinander verglichen. Durch
die Verfeinerung erhilt man das in Abb. (5.6a) dargestellte Aj(A)-A Diagramm. Ein
weiterer Bestandteil der Verifizierung von Aj(A) betrifft die Stabilititsgrenze, fur die
As = Aj(As) gilt. Ag kann auf drei verschiedene Arten berechnet werden.

Tab. 3.6 betrifft das Ergebnis der analytischen Losung fiir Ag, siehe [38]. Sie wird mit
kéa) bezeichnet. In der zweiten Zeile wird kgb) aus einer begleitenden Eigenwertanaly-
se in MSC.MARC, unabhingig von dem vom Verfasser programmierten Algorithmus,
ermittelt [32]. kgc) in der dritten Zeile wird mittels des in dieser Arbeit verwendeten
Programms einschlieBlich der beschriebenen numerischen Verbesserungen zur Losung
des CLE berechnet. Die Abweichungen der Werte von hga), léb) und Kgc) fir die Sta-
bilititsgrenze liegen unter 0.5%. Eine weitere Verifizierung des Eigenwerts erfolgt fiir
den in Abb. (5.24) dargestellten Kreisbogen, der durch eine Einzellast im Scheitelpunkt
belastet ist. Sie basiert auf dem Vergleich des Aj(A)-A Diagramms mit dem mit Hilfe
des Programms FE,, [56] ermittelten Ergebnis fiir A (A) — A.

Tabelle 3.6: Vergleich der Werte fiir die Stabilititsgrenze aus drei verschiedenen Rechnungen
A
Kindmann kga) 0.526
MSC.MARC (BEA) A 0.534
CLE A7 0531




KAPITEL

Numerische Nachlaufrechnung

4.1 Bestimmung von p(A) und c(\)

4.1.1 Hypothese fiir (U —Uy)/U

Die Hypothese fiir (U — Uyy) /U, siehe Gl. (2.42), enthilt die Funktionen p(A) und ¢(A).

Zur Bestimmung von p(A) wird
Vik-viy) =1, A=A@E), 4.1

nach dem Parameter & differenziert. Griinde fiir die Wahl von & als Parameter sind ei-
nerseits die jedenfalls im Vorbeulbereich monoton wachsende GroRe &, d.h. von d& > 0,
und andererseits der Umstand, dass die Definitionsgleichung fiir ¢?(A)(1 —p?(X)), siehe
Gl. (4.16), den Term p ¢ enthélt. Es sei daran erinnert, dass v} () kein Vektor im physi-
kalischen Sinn ist und dass die nachstehende differentialgeometrische Berechnung von
p(A) von seiner Lage relativ zu den drei Koordinatenachsen des kartesischen Referenz-

systems nicht beeinflusst wird. Die erwihnte Differentiation ergibt
v’f~v’f§:O. 4.2)

vi £ bezeichnet den Tangentenvektor an die fiktive Flichenkurve, die von der Spitze des
Vektors vi(A(§)) beschrieben wird. Eine Ausnahme, wie sie in einem singuliren Punkt

auftreten kann, stellt v} E= 0 dar. Interpretation von § als Zeit bedeutet, dass
A g=v-t (4.3)

die Vektorgeschwindigkeit eines sich auf der Kurve bewegenden Massenpunkts ist. Der
Absolutwert
v=vigl (44

stellt die Geschwindigkeit dieses Punkts dar. t bezeichnet den Tangentenvektor, bei dem

es sich um einen Einheitsvektor handelt. Einsetzen von Gl. (4.3) in Gl. (4.2) fiihrt auf

y(vi-t) =0. 4.5)
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Fiir einen reguldren Punkt der fiktiven Oberflachenkurve gilt
v>0, vj-t=0. (4.6)
Fiir einen singulédren Punkt, in dem t nicht definiert ist, gilt
v=0. 4.7

In einem solchen Punkt ist v(§) nicht glatt. Daher ist v ¢ () nicht definiert. In der infini-

tesimalen Umgebung dieses Punkts gilt jedoch
li +AE) =—1i —A¢) >0, 4.8
m ve(Es+AL) m, ve(Es —A) (4.8)

wobei vg(Es + AE) die Tangentialbeschleunigung des Massenpunkts fiir s + A& dar-
stellt. Der Spezialfall
v(A) =0 (4.9)

zeichnet sich durch
v](A) = Konst. (4.10)
aus.

Differentiation von Gl. (4.2) nach § ergibt
VigVigtVi-Vig =0 @10

mit v} g als der Vektorbeschleunigung. Sie ist zu

Vlf;é = V’gt"— Bn (412)

gegeben. n bezeichnet den Hauptnormalenvektor, der ein Einheitsvektor ist und im Vek-
torraum normal zu t steht. v2/p ist der Wert der Beschleunigungskomponente in Rich-
tung von n. Einsetzen der Gln. (4.3) und (4.12) in GI. (4.11) und Beriicksichtigung von
Gl. (4.6.2) fiihrt auf

vi-n

2 1+—>:o. 4.13
V< o (4.13)

Fiir einen regulidren Punkt der fiktiven Flichenkurve folgt aus Gl. (4.13)

v>0, 0<p=-vi-n<l]| 4.14)

Griinde, warum p den Wert 1 nicht annehmen kann, wurden im Unterkapitel 2.3 darge-
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legt. Fiir einen singulidren Punkt gilt

y=0, p=0] 4.15)

Abb. (4.1) zeigt, dass o = arccosp der Winkel ist, der durch die Vektoren v} und —n

eingeschlossen wird, die in der zu t normalen Ebene — der Normalebene — liegen.

Abbildung 4.1: Darstellung von cosot = —vj-n=p

Der Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der GroBe ¢?(A)(1 — p?(A)), die ein Teil des
hypothetischen Ausdrucks fiir (U — Uy)/U gemiB Gl. (2.42) ist, bildet die Definitions-
gleichung:

A 2
200 -0 = ompe)* (5555 ) @.16)
1
mit .
c= o 4.17)

T(A) bezeichnet die Torsion der fiktiven Fliachenkurve, Aj(A) — A ist der fundamen-
tale Eigenwert des CLE und p¢(A) ist die Ableitung von p(A) nach &. Sie folgt aus
Gl. (4.14.2) zu

Pr(A)=—viz n—vi-ng. (4.18)

Darin ist
dn ds B dn

NS HE B

wobei ds ein infinitesimales Inkrement der Bogenldnge der erwédhnten Fliachenkurve

(4.19)

bezeichnet. Mittels der zu

d
M tith (4.20)
ds

gegebenen zweiten Frenetschen Formel [57] lisst sich dn/ds durch x und T ausdriicken.
In GI. (4.20) bezeichnet b den Binormalenvektor, der ein normal zu t und n stehender

Einheitsvektor ist. Einsetzen von GI. (4.20) in Gl. (4.19) und Eintragen des Ergebnisses
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in Gl. (4.18) ergibt unter Beriicksichtigung der Gl. (4.3)
pe=—v(t-n)—vvj(—kt+1b). 4.21)

Beachtung der Orthogonalitit von t und n bzw. v], siche Abb. (4.1), und Beriicksichti-
gung von Gl. (4.17) fiihrt auf
copg=—v(vi-b). (4.22)

Erwidhnenswert ist, dass fiir Pe= 0, 0 = = ist. Pt ist dann also eine indefinite Form,
deren Wert gleich —v(v] - b) ist. Einsetzen von Gl. (4.22) in GI. (4.16) liefert

VA 2
201 -0 = (555 ) (-vi-b7, (4.23)
=
Da sich vj in der Normalebene befindet, die durch die Einheitsvektoren n und b aufge-
spannt wird, muss
(vi-n)?+(vi-b)? =1 (4.24)

gelten. Folglich ist
(vi-b)2=1—(vi-n)?>=1-p? =sir’a. (4.25)

Einsetzen von Gl. (4.25) in Gl. (4.23) fiihrt auf

2
(\) = (M—g) . (4.26)
A=A

Diese Beziehung stimmt mit Gl. (2.44) unter der Voraussetzung von A ¢ (0) = 1 iiberein.
Abb. (4.2) bezieht sich auf das Vorzeichen von vj -b vor und nach dem Erreichen der
Stabilitdtsgrenze. An der Stabilititsgrenze ist P = S. Dabei handelt es sich um einen
singuldren Punkt von vj(A). Dort tritt eine Umkehr der Richtungen von t und b als Er-
gebnis einer Drehung dieser beiden Vektoren von 180° um n auf. Daraus resultiert ein
Sprung des Werts des Skalarprodukts v - b in diesem Punkt von —1 auf +1. Dement-
sprechend gilt dort |sino(Ag)| = 1. Fiir 0 <A < Ag ist v -b = —sina < 0, siche Abb.
(4.2a), und weiters A g /(A] —A) > 0 mit A7 —A > 0 sowie A ¢ > 0. Fiir A > Ag ergibt sich
vi-b =sina > 0, sieche Abb. (4.2b), und A ¢ /(A] —A) < 0. Im Fall von Verzweigungs-
beulen ist A] —A < 0, sieche Abb. (2.6b), und 7»@ > 0. Fiir Durchschlagen gilt hingegen
Al — A > 0, siche Abb. (2.6a), und A ¢ < 0. Es ist jedenfalls

VA
c,/l—pzzﬁ(—vf~b)zo. 4.27)
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(a)
Abbildung 4.2: Zur Bestimmung des Vorzeichens von v} - b fiir (a) 0 <A < Ag, (b) A > Ag

Im Grenzfall eines Membranspannungszustands ist v(A) = 0, siehe Gl. (2.46), was aus
der Konstanz des Eigenvektors v (A) fiir diesen Spezialfall folgt. Es gilt somit ¢(A) =0,
siehe Gl. (2.47). Daraus folgt, dass der Ausdruck fiir ¢(A) nicht vom Faktor A ¢ / (A} —4)
abhingt. Fiir alle anderen Spannungszustinde ist das aber nicht der Fall. Zur Uberprii-
fung der Richtigkeit dieser Aussage fiir die Stabilitdtsgrenze wird Gl. (2.42) fiir den
entsprechenden Punkt von vi(A) spezialisiert. Dabei handelt es sich um einen singuli-
ren Punkt der fiktiven Flachenkurve, fiir den laut GI. (4.15.2)

p(As) =0 (4.28)

gilt. Substitution von GI. (4.28) in Gl. (2.42) ergibt

U—-Uy
=c(As). 4.29
U sy =) (429
Ungeachtet der Art der Stabilitdtsgrenze gilt
?\flk (7\.5) — XS = 07 V(ks) =0. (430)

Fiir Verzweigen ist A ¢ (As) > 0, withrend fiir Durchschlagen A ¢ (As) = 0 gilt. Eine not-
wendige Bedingung fiir die Brauchbarkeit der Hypothese Gl. (2.42) ist der Erhalt dessel-
ben Ausdrucks fiir ¢(Ag) fiir beide Arten des Stabilititsverlusts. Das folgt daraus, dass

das gegenstindliche Energieverhiltnis an der Stabilititsgrenze unabhingig von der Art
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des Stabilitédtsverlusts ist. Zur Verifizierung der erwihnten Bedingung wird Gl. (4.26)
an der Stabilitdtsgrenze spezialisiert, woraus man unter Beriicksichtigung von Gl. (4.28)

sowie von Gl. (4.30)
Ao — vké _O-kﬁg 131

erhilt. Anwendung der Regel von de L’Hospital in der oben stehenden unbestimmten

Form liefert

A A
c(hg) = LB TE R (4.32)
7‘1,& — g
wobei v ¢ wie folgt definiert wird:
=l —AE)=—1i A 0. 4.33
Ve Aggyg@s <) Aggyg@s+ g) < (4.33)

Dabei wird beriicksichtigt, dass die Vektorgeschwindigkeit v = ||VT§(§)||, die an der
Stabilititsgrenze gleich Null ist, dort keine glatte Funktion ist. Ungeachtet der Art des

Stabilitédtsverlusts gilt
T,&O‘S) =0, (4.34)

siehe Unterkapitel 2.4. Einsetzen der Gln. (4.30.2) und (4.34) in Gl. (4.32) ergibt fiir

Stabilititsverlust in Form von Verzweigungsbeulen
c(As) =—ve>0. (4.35)

Fiir Durchschlagen stellt der Ausdruck fiir ¢(Ag) gemiB Gl. (4.32) eine unbestimmte
Form dar. Mit Hilfe der Regel von de L’Hospital und der Beziehung
A

LEE
&g, (4.36)
Aee

siehe Gl. (2.63), erhilt man c(Ag) zu

C(}LS) _ _v;ﬁ 7\.7;7 +2V7§ 7\.@@ +V7u7§§§ _ 2V7§ 7\,’& SN 0. 4.37)
M~ Mg —2hg ’

Das Ergebnis stimmt mit dem Resultat gema8 Gl. (4.35) iiberein. Die Erfiillung dieser
fiir die Brauchbarkeit der Hypothese fiir (U — Uys) /U notwendigen Bedingung bedeutet

selbstverstandlich nicht, dass diese Hypothese verifiziert ist.

Die physikalische Interpretation von c¢(Ag) gemaB Gl. (4.35) bzw. Gl. (4.37) ist die einer

Entschleunigung lgm v ¢ (Es — Ag) des sich auf der fiktiven Flichenkurve bewegenden
AE—0

Massenpunkts fiir & = &g. Diese Entschleunigung ist gleich der negativen Beschleuni-

gung — 1§im v g(és + AE) dieses Massenpunkts zu Beginn der Bewegung aus der Ru-
AE—0
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helage. Offensichtlich ist die erwihnte Entschleunigung eine finite, negative GroBe. Thr
oberer Grenzwert, v ¢ (As) = 0, gilt fiir den Grenzfall eines reinen Membranspannungs-
zustands. Thr unterer Grenzwert, v ¢ (As) = —1, betrifft den Grenzfall eines reinen Bie-

gespannungszustands.

4.1.2 Alternative Hypothese fiir (U — U,,) /U

Der hohe Anspruch an die Definitionsgleichung (4.16) und damit an die Hypothese
(2.42) fiir (U — Uy ) /U war der Beweggrund fiir eine alternative Hypothese fiir dieses
Energieverhiltnis. Damit war die Hoffnung auf eine Verringerung moglicher Abwei-
chungen der mittels der Hypothese (2.42) erhaltenen Werte fiir (U — Uy) /U von den
wahren Werten verbunden. Die alternative Hypothese fiir (U — Uyy) /U lautet:

U—-Uy
U

cosau=p, sinf=cy/1—p2. (4.39)

Gl. (4.14.2) stellt einen Ausdruck fiir p(A) und Gl. (2.44) einen fiir c¢(A) dar. Speziali-
sierung der aus Gl. (4.38) folgenden Bezeichnung

=cos(o.—P) (4.38)

mit

U—-Uy
U

= cosa.cosP+ sinosin 3 (4.40)

fiir die Stabilitdtsgrenze fiihrt unter Beriicksichtigung von Gl. (4.28) und Gl. (4.35) auf

U—-Uy
= _VE,?
U A=MAg ’

(4.41)

also auf dasselbe Ergebnis wie das auf der urspriinglichen Hypothese beruhende Resul-

tat.

Macht man von GI. (4.39) in Gl. (2.42) Gebrauch, so erhélt man fiir die urspriingliche

v _UUM = \/cos? o+ sin?P. (4.42)

Fiir den Grenzfall eines Membranspannungszustands liefern beide Hypothesen mit

Hypothese

vké

cosa(h) =p(A) =0, v(A)=0= sinp(A) =c= Y

—0 (4.43)

das richtige Ergebnis. Fiir den Grenzfall eines reinen Biegespannungszustands ergibt
sich die Bedingung
a(h) = B(A). (4.44)
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Beide Hypothesen werden im Unterkapitel 5.2 fiir die zwei Grenzfille tiberpriift. Ein

Schwachpunkt beider Hypothesen ist die nicht garantierte Erfiillung der Bedingung
c+/1—p? <1, die aus Gl. (4.39.2) folgt.

4.1.3 Numerische Auswertung der beiden Hypothesen fiir
(U—-Uy)/U

Die beiden Hypothesen fiir (U — Uyy)/U, siehe die Gln. (2.42) und (4.38), enthalten
p(A) und c¢(A). p(A) ist zu

pP(A) =—vi(A)-n(d), (4.45)
gegeben. Die Berechnung von v7(A) ist Teil der Losung des CLE, siehe Unterkapitel 3.4.
n ist zu )
t
nA) = —=+ (4.46)
[t

definiert, wobei t(A) die Ableitung des Tangentenvektors t(A) nach A bezeichnet. t(A)

wird mittels des zentralen Differenzenquotienten

, t(A+AL) —t(A— AL
approximiert. Bei
i an) = 1 Hfﬁ_vl(;“) (4.48)
und ‘00 ‘00 A\
f(k—Ak):V‘( )= vi(A =244 (4.49)

2AM
handelt es sich um zentrale Differenzenquotienten, mittels der t(A 4+ AA) und t(A — AL)
approximiert werden. Die Genauigkeit der Approximation p”(A) von p()) héngt von
der GroBe von AA ab. Wenn

pD,' - pDi
MMUNRSGL DY (4.50)
P

ist, wobel p%) und pD(l. +1) die Ergebnisse fiir p~ fiir zwei aufeinanderfolgende Schritte
im Rahmen einer sukzessiven Verkleinerung von AA sind und € eine passend gewihl-
te Fehlerschranke bezeichnet, wird dieser Prozess abgebrochen. Andererseits muss AL
gro} genug gewithlt werden, um numerische Fehler bei der Berechnung von p” () zu

vermeiden.

Der Ausdruck fiir ¢(A), siehe Gl. (2.44), enthélt Aj(A) — A, v(A) und A¢. Die Berech-
nung des Eigenwerts A} (A) — A wurde im Unterkapitel 3.4 erldutert. Die Approximation
von v(A) basiert auf einem zentralen Differenzenquotient fiir v} é(k). A g (§) wird durch

Ersetzen der infinitesimalen Inkremente dA und d§ durch endliche Inkremente berech-
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net.

4.1.4 Berechnung von p(1) fiir verschieden groie Lastschritte AL

In den Gln. (4.47) bis (4.49) scheint AA auf. Der fundamentale Eigenvektor v} wird an
den Stellen A +2AX und A — 2 A\ und der Tangentenvektor t an den Stellen A + AA und
A — A\ als bekannt vorausgesetzt. Bei Verwendung der Differenzenquotienten gemaf
Gl. (4.48) und Gl. (4.49) wird eine konstante Schrittweite AA in vier aufeinanderfol-
genden Inkrementen vorausgesetzt. was bei einer groBen Anzahl von Inkrementen und,
damit verbunden, kleinen Schrittweiten AA ndherungsweise erfiillt ist. Kleine Werte von
AA relativ zu Ag fithren bei den in Kapitel 5 untersuchten Beispielen auf eine rasche-
re Konvergenz der Newton-Raphson Iteration und somit auf eine kleinere Anzahl von
benotigten Iterationsschritten. Die Wahl der Schrittweiten aufeinander folgender Inkre-
mente ist in MSC.MARC [32] automatisiert und hiangt von der Anzahl der Iterations-
schritte des vorangegangenen Inkrements ab. Durch Vorschreiben einer Mindestanzahl
von Iterationsschritten fiir jedes Inkrement werden niherungsweise konstante Schritt-

weiten in aufeinander folgenden Inkrementen erreicht.

Die sukzessive Berechnung der zuvor angefiihrten Differenzenquotienten an beliebigen
Stellen ist die Voraussetzung fiir eine moglichst genaue Ermittlung von p(A), die im
Wege einer Konvergenzanalyse unter Beriicksichtigung des in Gl. (4.50) angegebenen
Abbruchkriteriums bewerkstelligt wird. Die Berechnung von p findet nach der Losung
des CLE in einer Nachlaufrechnung statt. Die Ermittlung des fundamentalen Eigenpaars
(AT (A) — A, vi(L)) erfolgt jeweils fiir einen Belastungszustand A, der sich entsprechend
den Konvergenzkriterien, der Zahl der Elemente und dem verwendeten Losungsalgo-
rithmus aus der inkrementellen Schrittweite AA der Vorlaufrechnung ergibt, siche Ab-
schnitt 3.3.4. Eine neuerliche Berechnung an einer bestimmten Stelle A erfordert fiir
jede Reduktion des urspriinglichen AA einen Zugriff auf die Vorlaufrechnung und einen
Neustart von MSC.MARC. Das ist aufwendig und ineffizient. Daher wird eine alternati-
ve Methode zur Ermittlung des Differenzenquotienten verwendet. Die Berechnung von

t erfolgt an einer Stelle A im Vorbeulbereich, die zu
AW > A0 4.51)

gegeben ist. Daraus folgt fiir den Tangentenvektor f(?»("))

<oy Vi) —via)
t()) = RS YOR (4.52)

Nach Ermittlung von t an zwei benachbarten Stellen, Alet) und k(CZ), kann unter Beach-
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tung von A2 > A1) {7(A(@) im Vorbeulbereich analog zu Gl. (4.52) fiir

Ale2) —pfer)

(d) — p(e1)
A A+ 7

(4.53)

zu

7 (D) = : (4.54)

n(A4)) = — : (4.55)

Um v:(A9)) zu erhalten, wird zwischen den benachbarten Eigenvektoren v*(A(¢!)) und
vi(Ale2)) linear interpoliert. Einsetzen von n(A(?) und vi(A(9)) in Gl. (4.45) fiihrt auf

p(A D) = —vi(A)n(A D). (4.56)

Abb. (4.3a) zeigt v, t gemil Gl. (4.52) und {” gemil Gl. (4.54), vereinfacht im zwei-
dimensionalen Vektorraum. vi () ist bekannt. Die Auswertung von t” erfolgt an der
Stelle A4, die unter der Voraussetzung konstanter Schrittweiten AA in allen Inkremen-
ten mit der Stelle A tibereinstimmt. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, weicht A von
A ab. Diese Abweichung ist klein, da aufeinander folgende Schrittweiten voneinander
abhingen. Da i mit Hilfe der FDM gemil Gl. (4.54) berechnet wird, ist dieser Vektor
in Abb. (4.3a) zu £~ (M9 (A(©2) — (1)) angegeben. Die fundamentalen Eigenvektoren
Vi), vi(AHa)), vi(AU)) und vi (L)) sind bekannt. Bei der Bildung des vorderen
Differenzenquotienten gemif Gl. (4.52) und GI. (4.54) werden die Relationen

}b(“b) > k(lh)’ k(“a) > k(la)’ 7\‘(“}7) > }\‘(d) > k(la) (4.57)

beriicksichtigt. Die Winkel o, und o in Abb. (4.3) folgen aus den inneren Produkten

entsprechender fundamentaler Eigenvektoren zu

Vf(x(lu)) v (Aa)) vf(k(’b)) v (ML)

* % u Y Cosab - % * 0 .
[[vi AL ||V (Aa]]) Vi@ [ v (A

cosO, = (4.58)
Auswertung von GI. (4.52) an den Stellen a und b fiihrt auf die Tangentenvektoren
() und §(A(<2)). Substitution dieser beiden Vektoren in Gl. (4.54) fiihrt auf - (A(4),
siche Abb. (4.3a). Mit Hilfe von Gl. (4.55) erhilt man dann p(A(9).

Abb. (4.3b) betrifft die sich in den Gln. (4.51) - (4.58) manifestierende Modifikation der
FDM. Sie ist durch riickwirtige Differenzenquotienten fiir die Tangentenvektoren t an

den Stellen A(“«) und A(“) gekennzeichnet.
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Abbildung 4.3: (a) v}, tund t” als in die Zeichenebene projizierte Vektoren, abhiingig von Al),
Aa) | QUe) A L) p(er) p(e2) ynd @) sowie (b) Modifikation fiir einen riickwirtigen Differen-
zenquotienten unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit von t und vi

Spezialisierung von Gl. (4.52) fiir die Punkte a und 5 und Substitution von Aler) =) [ta)
und A(2) =A%) in die GI. (4.58) fithren auf §(A(*«)) und §(A()), siehe Gl. (4.59). Unter
Beriicksichtigung von [t| = 1 und des Umstands, dass es sich bei dem Kreisschnitt in
Abb. (4.3b) um die Projektion einer fiktiven Flichenkurve handelt, die von der Spitze
eines N-dimensionalen Vektors beschrieben wird, sowie unter Beachtung der Orthogo-

nalitit von t und v* erhilt man §(A(“«)) und §(A()) zu

| cos0vi () ViAW) ) cosanvi (M) vih)

Sin Ol Sin oy,

(Al . (4.59)

4.1.5 Numerische Implementierung unter Beachtung von
Toleranzen

Die Automatisierung der im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen FDM zur Er-
mittlung von p erfolgt durch Implementierung eines iterativen Losungsalgorithmus in
MATLAB. Dies ist in Abb. (4.4) dargestellt. Darin bezeichnet AA ein Inkrement des
dimensionslosen Lastparameters A. Alle Schrittweiten der FDM werden aus Griinden
der numerischen Genauigkeit und aus praktischen Uberlegungen im Gegensatz zu der
durch die Gln. (4.45) bis (4.50) gekennzeichneten Methode vergréert. Darauf wird
auch in Abb. (4.4) eingegangen. Es wird iiberpriift, ob die kleinste zur Verfiigung ste-
hende Schrittweite ausreicht, um eine hinreichend genaue numerische Losung fiir p zu
erreichen. Umgekehrt kann durch sukzessive Verkleinerung der Schrittweite im Rah-
men der FDM das Konvergenzverhalten von p studiert werden, was allerdings wegen

des dazu notwendigen erneuten Aufrufs der Vorlaufrechnung ineffizient ist.

Da fiir die FDM die fundamentalen Eigenvektoren an den Grenzen mehrerer zur be-
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trachteten Stelle benachbarten Inkremente bendétigt werden, wird zur Vereinfachung der
Schreibweise auf die Indizierung der Schrittweiten der jeweiligen Inkremente verzichtet
und stattdessen nur AA geschrieben. Wie im Unterkapitel 3.6 erwihnt, fithrt die FDM
bei sehr kleinen Schrittweiten zu numerischem Rauschen. Um das zu vermeiden, wer-
den die unteren Grenzwerte egmm):egmm):e,()min): 10~ der Skalarprodukte zweier fiir
die FDM benotigten Vektoren v iiberpriift. Gro3e Grenzwerte mindern die Genauigkeit
bei der Berechnung von p, zu kleine d@uflern sich in numerischer Ungenauigkeit. Die

la),min 104

Umgebung der Stelle, an der p berechnet wird, ist durch bestimmte Werte Al
Alu)max peorenzt. Sie werden im Vorbeulbereich zu A — 0.1 - Ag und zu A+ 0.1 - Ag ge-
wihlt. Im Nachbeulbereich ist bei Durchschlagen die Abnahme von A zu beachten. Eine
Uberschreitung der Toleranzschwelle des mit Hilfe von vi (A7) und v (A#)-max)
ermittelten Werts von p bedeutet, dass das Verfahren zur Bestimmung von p nicht kon-

vergiert, siche Abb. (4.4).

Numerisches Rauschen bei sukzessiver Verkleinerung von |7»(”) — X(l)| in Gl. (4.52) tritt
auf, wenn die numerische Genauigkeit der Elemente von vi(A®)) — vi(A()) ungenii-
gend ist. Das dufBert sich in einem Verlust an signifikanten Nachkommastellen, siehe
Abschnitt 3.6.2 und in einem zu kleinen Wert von v*(A(*)) - v(A()). Eine nihere Un-
tersuchung zeigt, dass die geringe numerische Genauigkeit auf einige wenige Freiheits-
grade in v} zuriickzufiihren ist. Bei steigender Anzahl finiter Elemente wichst die Zahl
der betroffenen Freiheitsgrade. Je grober hingegen das Netz ist, desto weniger Freiheits-
grade sind von geringer numerischer Genauigkeit betroffen. Das deckt sich mit numeri-
schen Ergebnissen fiir p. Diese Resultate sind bei groberen Netzen in geringerem Mal3

von numerischem Rauschen betroffen.

Zur Berechnung der Tangentenvektoren £, (A1) und §(A(2)) ist die maximale Gro-
Be der Inkremente, an deren Grenzen der fundamentale Eigenvektor berechnet wird,
mit AA%("@) = 0.1 - kg bzw. mit AA%("1) = (.1 . Ag begrenzt. Wird { in zwei aufeinan-
derfolgenden Iterationsschritten kK — 1 und k berechnet, dann darf die durch das innere

(;mx) bzw.

Produkt t; - t;_; definierte Abweichung voneinander die Toleranzschwelle €

et(;" “) nicht iiberschreiten, siehe Abb. (4.4). Analog wird die Konvergenz von p(k(d))
iiberpriift, siche Gl. (4.50). Weichen die Werte A\?) in verschiedenen Iterationsschrit-
ten von j bzw. von k bei der Ermittlung von p an einer bestimmten Stelle voneinander
ab, wird von linearer Interpolation Gebrauch gemacht. Im Rahmen dieser Arbeit wird

et(’;mx): 1074, Et(glax)z 10~* und e= 1073 gewshlt.

Im Zuge der Gleichgewichtsiteration definieren die Inkremente AA die Stellen, an denen
die fundamentalen Eigenvektoren ermittelt werden, siche Abb. (4.4). Abhéngig davon,
ob fiir einen zentralen Differenzenquotienten ausreichend viele solcher Stellen zur Ein-

haltung der vorher beschriebenen Toleranzschwellen existieren, erfolgt eine Modifika-
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tion des beschriebenen Algorithmus fiir einen vorderen oder riickwértigen Differenzen-

quotienten.

jar p(A) = p (A1)

neiin

nein [.. Berechnung mit MATLAB

Abbildung 4.4: Flowchart zur numerischen Ermittlung von p

Es wird die Norm der Ableitung des fundamentalen Eigenvektors v} mit Hilfe eines
vorderen, riickwirtigen, und zentralen Differenzenquotienten berechnet und miteinan-
der verglichen. Unter Beriicksichtigung von Gl. (4.52) und von AD = ergibt sich der

vordere Differenzenquotient an der Stelle A zu

i viWY) —yr(n
||V1(F)||= 1( ) 1()

O , (4.60)
der riickwirtige Differenzenquotient mit A(*) = A zu
vy = =0 @6
D YO ‘
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und der zentrale Differenzenquotient zu

(4.62)

. vy — v ()
i) = HED =YD

N0

Bei der Ermittlung von IA{T (A) wird vom vorderen Differenzenquotienten Gebrauch ge-
macht, sieche Abschnitt 3.4.1. Fiir einen Verzweigungspunkt mit s(As) = v(As) = 0 wer-
den die Werte A der Abszisse des ||v;]|-A Diagramms entsprechend angepasst, sodass

sich die modifizierte Form des Werts von ||V]|| ergibt, siche Abb. (4.5a).

Abb. (4.52) bezieht sich auf den in Abb. (5.25) dargestellten Kreisbogen, der durch eine
vertikale Kraft im Scheitelpunkt belastet ist. Das Bild enthélt einen Vergleich der mit-
tels der oben beschriebenen Differenzenquotienten erhaltenen ||V} ||-A Diagramme. Sie
stimmen sehr gut tiberein. Das Detail zeigt, dass der zentrale Differenzenquotient — rot
dargestellt — den Kleinstwert der Minima von ||V}|| an der jeweiligen Stabilititsgrenze
S liefert.

Abb. (4.5b) zeigt p-A Diagramme fiir den in Abb. (5.25) dargestellten Kreisbogen. Die
Werte von p wurden mit Hilfe des in den Gln. (4.45) bis (4.50) beschriebenen Verfahrens
ermittelt. Das zum ||v}||-A Diagramm gehdorige p-A Diagramm ist in rot dargestellt. Die
numerische Berechnung des p-A Diagramms wurde in Abb. (4.4) beschrieben. p wird
dabei zur Verifizierung von p in Abhéngigkeit von § berechnet. In der Abb. (4.5b) ist
das entsprechende Diagramm blau dargestellt. Ein Vergleich der beiden p-A Diagramme

zeigt eine gute Ubereinstimmung.

0.7 ‘ ‘ ‘ :J 0.2 P
[¥1ll / P
0.6 X 1073 Hi 3
o115 -
v @
izl 0.1}
0.3t g = 0.79 H
-5
0.785 0.795 |
e e I \
0.0 : : ‘ U 0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 Xs
(a) (b)

Abbildung 4.5: (a) Modifiziertes ||Vj||-A Diagramm aus zentralem Differenzenquotienten,

HVT(B)H—X Diagramm aus riickwirtigem Differenzenquotienten, VT(F)H-X Diagramm aus vor-
derem Differenzenquotienten und ||V;||-A Diagramm aus zentralem Differenzenquotienten und
(b) p-A- bzw. p-A Diagramm fiir den in Abb. (5.25) dargestellten Kreisbogen, der durch eine
vertikale Kraft im Scheitelpunkt belastet ist, siche Abschnitt 5.3.4
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p ldsst sich auch in groBerer Nidhe der Stabilitdtsgrenze S, bei der es sich im gegenstind-
lichen Fall um einen Verzweigungspunkt handelt, mittels eines alternativen Verfahrens

berechnen.

Abb. (4.6) zeigt das pB-0)-\, p(B)-\, p-A und p-A Diagramm des in Abb. (5.4) darge-
stellten gabelgelagerten Balkens, der durch Biegemomente an beiden Enden belastet

ist. p(B’O)

wird unter Beriicksichtigung des Ausdrucks fiir den riickwértigen Differen-
zenquotienten gemiB Gl. (4.59) berechnet, wobei die Orthogonalitit von t und V] mit
Hilfe von cosa, und cos o, beriicksichtigt wird, siehe Gl. (4.58). Beachtung des Aus-
drucks fiir den riickwirtigen Differenzenquotienten gemif3 Gl. (4.61) fiihrt unter Be-
riicksichtigung von Gl. (4.56) auf p(B). p ergibt sich als zentraler Differenzenquotient
gemiB Gl. (4.56) und unter Beriicksichtigung von v ¢ /A ¢ = § = [|v{|| entsprechend Abb.
(4.5b). Ebenso unter Beriicksichtigung von v¢ /A = § = [|v]|| wird p ermittelt. Inner-
halb eines Lastschritts wird dabei p mittels Interpolation an 30 Stellen ausgewertet. Das

ermoglicht die Ermittlung von p auch in der Nihe der Stabilitdtsgrenze S.

1.0
0.5}
p(BsO)
(B
—0
—7
S=B
0 ‘ ‘ A
0.2 0.4 As

Abbildung 4.6: p(8:9)-), p(B)_), p-A und p-A Diagramm fiir einen gabelgelagerten IPE-400, der
an beiden Enden durch Biegemomente um die y-Achse belastet ist, siche Abb. (5.4)

4.2 Konventionelle Berechnung von (U — Uy) /U am
Beispiel einer diinnen Schale

Die im Unterkapitel 2.3 vorgestellte Hypothese fiir (U — Uy,) /U lésst sich durch Ver-
gleich mit dem Ergebnis fiir einen prozentuellen Energieanteil aus einer konventionellen
Berechnung iiberpriifen. Zur Ermittlung der Verzerrungsenergie eines Systems wird de-
ren ndherungsweise Berechnung im Rahmen der FEM auf Basis der Verzerrungen der
einzelnen finiten Elemente beschrieben. Der Beitrag der Schubdeformationen infolge
von Querkraft zur Verzerrungsenergie eines dilnnwandigen Schalenelements ist in vie-

len Fillen vernachlissigbar. U ist dann gleich der Summe von Membranenergie Uy, und
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Biegeenergie Up:

U=Uy+Up. (4.63)
Uy und Up sind zu
Uu = / Uy dA (4.64)
A
und
Uy = / UsdA (4.65)
A

gegeben, wobei Uy, und Uy die auf die Mittelfliche der unverformten Schale bezogene
Membran- bzw. Biegeenergie bezeichnen. Die nachstehenden Ausdriicke fiir Uy, und

Uy basieren auf den klassischen Love-Kirchhoffschen Annahmen [58]:

Uy = Z(IE——h\/2) [(eg)) + eéo))2 —-2(1— v)(eg))sg)) — %0)(0)2) (4.66)

und £
Ug = 21— [(Xa+2%p) —2(1 =) (xoxp — )] - (4.67)
Dabei bezeichnen 8&0), 8[(30) , ®©) die Membranverzerrungen, ¥ q, Xp> T sind die Krim-

mungsédnderungen bzw. die Verwindungsianderung der Schalenmittelfliche. E steht fiir
den Elastizititsmodul des einfachheitshalber als isotrop angenommenen Werkstoffs, v
fiir dessen Querdehnzahl und £ fiir die Schalendicke. o und f sind orthogonale, krumm-
linige Koordinaten. Sie beziehen sich auf die unverformte Ausgangslage der Schale.
Beziehungen zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen hat unter anderem Koiter
[58] hergeleitet. Seine nichtlineare Schalentheorie beriicksichtigt den Einfluss der Ro-
tationen um die Tangenten der Parameterlinien o0 = konst. und B = konst. auf die Mem-

branverzerrungen.

Ein Scheinproblem tritt auf, wenn Bogen oder Balken im Rahmen der FEM als Schalen
oder Platten modelliert werden. Das geschieht hdufig bei Stabilitdtsanalysen solcher
Stabtragwerke im Falle von diinnwandigen Querschnitten. Als Beispiel zur Erlduterung

dieses Pseudoproblems dient ein I-Trdger bei reiner Biegung, sieche Abb. (4.7).

Die Verzerrungsenergie ist zu

1
U= —/ 6., dV (4.68)
2J)v
gegeben. Einsetzen von
My
Oy =—Z (4.69)
Iy

mit /, als Flichentrigheitsmoment um die y-Achse in Gl. (4.68) und Beriicksichtigung
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des Hookeschen Gesetzes ergibt

1 M;
y 2
. 47
2/ Zd 2Ell (4.70)

z
Abbildung 4.7: I-Tréger bei reiner Biegung um die y-Achse

Offensichtlich ist
U=Up — Uy =0. “4.71)

Wird der Balken jedoch als Faltwerk modelliert, so erhélt man die in ihm aufgespei-
cherte Verzerrungsenergie als Summe der Anteile der beiden Flansche, 2U (F), und des
Stegs, US). Daher ist

U=20%4+y® (4.72)
mit
v =yt 1yl (4.73)
und
v =yl (4.74)
Wegen
vl >0, v >0 (4.75)

widerspricht U ]Ef ) +U, IS,IS ) dem aus U = Up folgendem Ergebnis Uy, = 0, siehe Gl. (4.71).
Der Grund fiir diese Diskrepanz ist die Verschiedenartigkeit der Aufspaltung der Ver-
zerrungsenergie bei der Berechnung des I-Trédgers als Stabwerk und als aus ebenen Fla-
chentragwerken zusammengesetztes Faltwerk. Im zweiten Fall kommen die Normal-
kréifte und Biegemomente pro Lingeneinheit der die beiden Flansche reprisentieren-
den Platten bzw. die Normalkrifte der den Steg reprisentierenden Scheibe zum Tragen,
wihrend es im ersten Fall nur auf das die globale Tragwirkung kennzeichnende Biege-

moment M, ankommt. Bei einem Stabtragwerk kommt es demgemiB bei der Ermittlung
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von (U — Uy) /U auf die nach der Stabwerkstheorie ermittelten Schnittkrifte an. Deren
allfdllige Ermittlung als Resultanten von Spannungen, die mittels einer Flichentrag-

werkstheorie berechnet wurden, tut dabei nichts zur Sache.

Der Vorteil der konventionellen Berechnung der Verzerrungsenergie besteht in ihrer ef-
fizienten und bequemen Ermittlung, die mit Hilfe einer in FORTRAN 77 geschriebenen
Subroutine erfolgt. Die Notwendigkeit, diese Subroutine an den jeweils verwendeten

Elementstyp anzupassen, bedeutet einen Nachteil.
4.2.1 Implementierung in MSC.MARC

Zur konventionellen Ermittlung von (U — Uy) /U ist es erforderlich, die Schnittkrif-
te und die diesbeziiglichen Verzerrungen in den fiir Gausssche Integration benotigten

Integrationspunkten zu ermitteln.

Zwecks Vergleichs des Ergebnisses fiir (U — Uy)/U mit dem auf Hypothesen fiir (U —
Uy )/U beruhendem Resultat werden die erforderlichen Subroutinen in der Program-
miersprache FORTRAN 77 in MSC.MARC implementiert. Sie werden unabhingig von
den tibrigen Routinen, die der Losung des CLE dienen, verwendet. Diese Vorgehens-

weise bietet zusdtzliche Kontrollmoglichkeiten.

Die in MSC.MARC verfiigbare Form der Ausgabe der Spannungen und Verzerrungen
fiir einen bestimmten Elementstyp ist in [35] angegeben. Es wird die Option POST
MODEL DEFINITION genutzt, um die fiir das Postprocessing benotigten Grofen zu
speichern. Dabei werden unter anderem spezielle Ausgabegroflen aufgerufen, die durch
sogenannte element post codes abgerufen werden. Diese Codes sind in [32] vermerkt.
Die Automatisierung des Postprocessing erfolgt durch Aufruf der Subroutine ELM VAR
[44]. ELMVAR ist zur Weiterverarbeitung in MATLAB notwendig.

Die Routine ELM VAR wird wihrend des automatisierten Postprocessing in MSC.MARC
mehrmals aufgerufen. Das erfolgt nach Beendigung der Gleichgewichtsiteration fiir
ein Inkrement fiir das jeweilige Element e. Allgemeine Berechnungsvariablen, wie zB.
Laststufe und Inkrementnummer, ebenso wie elementspezifische Daten und Vektor- und
Tensordimensionen, sind durch COMMON BLOCKS zugiénglich. Im Allgemeinen wer-
den die benétigten Variablen im lokalen Koordinatensystem des betreffenden Elements

ausgegeben. Zur Koordinatentransformation dient die Routine ORIENT 2.

Wihrend der Berechnung ist zwischen verschiedenen Elementstypen zu unterscheiden.
Bei Balkenelementen werden die Schnittgroen in den Gaussschen Integrationspunkten
als internal force variables bezeichnet. Sie sind durch Signaturen, sogenannte output
codes, gekennzeichnet und als Vektor (components of stress) abrufbar. Die entsprechen-
den Komponenten des Verzerrungs- und Kriimmungséinderungstensors (components of

strain) werden mittels der ouput codes identifiziert und wéhrend des Postprocessing mit
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den in MSC.MENTAT angezeigten Verzerrungen bzw. Kriimmungen verglichen.

Bei der konventionellen Ermittlung der Energieanteile ist die Unterscheidung zwischen
Schalenelementen und Balkenelementen wichtig, da sich fiir Schalenelemente das Ko-
ordinatensystem der verwendeten Elementtypen (MSC.MARC #75 bzw. #139 [35]) von
dem anderer Elemente unterscheidet. Bei Schalenelementen in Form degenerierter 3D

Elemente werden krummlinige, orthogonale Koordinaten o und 3 verwendet.

Die Ausgabe von SchnittgroBBen, Verzerrungen und Kriimmungséanderungen erfolgt fiir
einen bestimmten Integrationspunkt eines finiten Elements in einem lokalen kartesi-
schen Koordinatensystem. Abb. (4.8) zeigt dieses Koordinatensystem. Sein Ursprung
ist der Mittelpunkt der Schalenmittelfliche, O. Drei zueinander orthogonale Vektoren,
V1, V2, v3, definieren die Richtungen der Koordinatenachsen. v{ und v, spannen dieselbe

Ebene wie die Einheitsvektoren t; und t; auf. Diese ergeben sich zu

dX |dX dX |dX
! doc/‘doc 2 dB/‘dB (4.76)
mit
X
X={y (4.77)
Z

als zu einem Vektor zusammengefassten globalen Koordinaten. Die lokalen Richtungen
der Vektoren v, vo, v3 in einem Integrationspunkt ergeben sich analog zu den lokalen

Koordinatenachsen mit dem Ursprung im Mittelpunkt der Schalenmittelfldche.

Schalenmittelfliche

+Integrationspunkt

Abbildung 4.8: Lokale orthogonale Richtungsvektoren vy, v,, v3 und krummlinige Koordinaten
o, B fiir den Mittelpunkt O der Schalenmittelfliche eines finiten Elements

Die Vektoren v und v; fiir einen Punkt der Schalenmittelfliche spannen eine Tangen-
tialebene an die Schalenmittelfliche in diesem Punkt auf. Fiir den Fall eines ebenen
finiten Elements stimmen die Richtungsvektoren vq, v,, v3 im Integrationspunkt mit

den Richtungen im Mittelpunkt der Schalenmittelfldche iiberein.

Fiir das durch vy, v,, v3 beschriebene Koordinatensystem erhélt man geméal Gl. (4.66)

N 1
Uy = B (ni1€11 +nnen+ni2v2) , (4.78)
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bzw. gemil Gl. (4.67)

L1
Ug = 3 (mi1 Y11 +ma X2 +mi2X12) , 4.79)

wobei np1, ny, nip die Membrankrifte pro Lingeneinheit und €11, €, €12 die ent-
sprechenden Membranverzerrungen bezeichnen. myy, mys, mi, sind die auf die Lén-
geneinheit bezogenen Momente und 11, 22, %12 die entsprechenden Anderungen der

Kriimmungen bzw. der Verwindung der Schalenmittelfliche.

Gausssche Integration iiber die Mittelfliche A¢ des finiten Elements e ergibt

Uge):/AgUgdA, Ujfj):/Ang;dA, (4.80)

wobei der Elementsindex e in den Integranden der beiden Integrale unterdriickt wird.

Die numerische Implementierung der konventionellen Berechnung der Verzerrungs-
energie verlangt eine Automatisierung mittels der Subroutine ELVAR und eine sichere
Identifizierung der SchnittgréBen in MSC.MARC und der zugehérigen Verzerrungen

und Kriimmungsédnderungen.

4.2.2 Verifizierung mittels der Software FE,;

Die Verifizierung der im vorhergehenden Kapitel vorgestellten numerischen Berech-
nung der Verzerrungsenergie und ihrer Anteile erfolgt durch numerischen Vergleich mit
einer unabhéngigen Software. Dazu wird das von Jia erstellte FE Programm FE,, [56]
herangezogen. Es besteht aus mehreren in MATLAB geschriebenen Routinen, die es
erlauben, ebene Stabwerksstrukturen mit Hilfe der FEM zu berechnen. Die darin ent-
haltenen Balkenelemente beruhen auf der Bernoullischen Hypothese. Dementsprechend
werden die Schubdeformationen vernachlédssigt. Anhand des Beispiels eines Kreisbo-
gens, der im Scheitelpunkt mit einer vertikalen Kraft belastet ist, siche Abschnitt 5.3.4,
wird die Verzerrungsenergie auf die im vorhergehenden Kapitel vorgestellte konventio-
nelle Weise ermittelt. Die Anteile der Verzerrungsenergien fiir drei verschiedene Netze

werden miteinander verglichen.

Abb. (4.9a) enthilt U-A Diagramme fiir drei Netze mit 100 bzw. 200 und 400 Elementen.
Der verwendete Elementtyp in MSC.MARC ist #52 [35]. Das mittels des Programms
FE,, erhaltene U-A Diagramm ist zu Vergleichszwecken in grauer Form dargestellt.
Abb. (4.9b) betrifft entsprechende Uy-A Diagramme. Uy, wird entsprechend den Aus-
fiihrungen in Abschnitt 4.2.1 unter Beriicksichtigung von Gl. (4.78) ermittelt.
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Abbildung 4.9: (a) U-A Diagramme und (b) Up;-A Diagramme fiir drei Netze mit 100 bzw. 200
und 400 Elementen samt Vergleich mit dem mittels des Programms FE,, erhaltenem entspre-

chenden Diagramm fiir einen mit einer vertikalen Kraft im Scheitelpunkt belasteten Kreisbogen,
sieche Abschnitt 5.3.4

Die Werte fiir die Stabilitdtsgrenzen auf der Grundlage der drei FE Diskretisierungen
unterscheiden sich um weniger als 0.5%, sieche Abb. (4.9). Fiir das griin strichlierte
Diagramm mit 100 Elementen liegt sie bei Ag = 0.7977, fiir das rote Diagramm mit
200 Elementen bei Ag = 0.7976 und fiir das blau strichlierte mit 400 Elementen bei
As = 0.7955. U und Uy hdngen also nur sehr wenig von der Zahl der finiten Elemente
ab. An der Stabilitdtsgrenze unterscheiden sich die Ergebnisse fiir Uy, mit den mit Hilfe
von FE,; erhaltenen Resultaten nur um 0.002%. Aus dem Vergleich mit FE,; geht
hervor, dass die Berechnung gemifl der GI. (4.80) korrekt ist. Abb. (4.9b) zeigt, dass
die Aufspaltung der Verzerrungsenergie gemill Gl. (4.78) richtig ist. Der Biegeanteil
Up = U — Uy, ergibt sich aus GI. (4.79).

Abb. (4.10a) zeigt (U — Uyy)-A Diagramme. Ein Vergleich von Abb. (4.10a) und Abb.
(4.9b) zeigt, dass Uy und U — Uyy = Up im Bereich A < 0.3 nahezu gleich stark anwach-

sen. Fiir 0.3 < A < Ag wiichst U — Uy, aber weitaus stirker als Uy, an.

In Abb. (4.10b) ist die Verzerrungsenergie bei Berticksichtigung der transversalen Schub-
deformationen, U (T), sowie ihr Biege- und Membrananteil, U (v) — UJS,IT) bzw. UZS,,T) , In
Abhingigkeit von A dargestellt. Zu Vergleichszwecken werden die entsprechenden Dia-
gramme ohne Beriicksichtigung dieser Schubdeformationen in die Abb. (4.10b) einge-
tragen. Auf die Angabe der Stabilitdtsgrenze wird bewusst verzichtet, da es sich bei dem
Vergleich entsprechender Diagramme um zwei verschieden geartete Beispiele handelt.
Auf den Verzweigungspunkt folgt bei A ~ 0.9 ein Durchschlagspunkt. Wegen dA = 0
weisen die Diagramme in diesem Punkt eine vertikale Tangente auf. Die Berechnungen
erfolgen mit Hilfe des schubnachgiebigen Balkenelements #98 in MSC.MARC [35].

Ein Vergleich entsprechender Diagramme zeigt, dass der Einfluss der Schubdeforma-
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tionen bei diesem Beispiel sehr klein ist.

x 10
U—-Uy 2
4
10 T
8 ‘ ‘ ‘ Uy
4 T
47 x 10 Um — U](w)
e [7(7)
S=B 1 Un
4t U—-Uyn
4.5
0.793 0.79 FEy U
100
— 200
= = =400 P —
. . . by R B wm wm o mm e O A
0 0.4 0.8 1.0 0 0.4 As0.8 1.0
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Abbildung 4.10: (a) (U — Uy )-A Diagramme fiir drei Netze mit 100 bzw. 200 und 400 Ele-
menten und Vergleich mit dem mittels des Programms FE,; erhaltenem entsprechenden Dia-
gramm, (b) UV-A, UA(,,T)—k und (U — U,f,;))—k Diagramm sowie U-A, Uy-A und (U — Uy)-A
Diagramm fiir einen mit einer vertikalen Kraft im Scheitelpunkt belasteten Kreisbogen, siehe
Abschnitt 5.3.4

v — IS), 15/11 ) und U® in Abb. (4.10b) stimmen mit den mittels des Programms FE,,
erhaltenen Vergleichswerten gut iiberein. Um den Vergleich vornehmen zu kénnen, wur-
de dieses Programm dahingehend erweitert, dass Schubdeformationen beriicksichtigt
werden konnen. Der groffte Unterschied der mit den beiden Programmen erhaltenen
Ergebnisse betrigt 0.002%.

4.3 Sortierungsalgorithmus zur Ermittlung des
fundamentalen Eigenpaars

Im Unterkapitel 3.5 wurde die Losung des CLE fiir jedes Inkrement fiir eine bestimmte
Anzahl von Eigenpaaren (A7(A) —A,v;(A)), j = 1,2,...,k, beschrieben. Diese Anzahl
hingt von der verwendeten Losungsmethode, der Zahl der Freiheitsgrade, der Schritt-
weite und dem Ausmal} der Nichtlinearitdt der Last-Verschiebungspfade des Systems
ab, siehe Abschnitt 3.5.2. Um die Variabilitdt der Eigenpaare (A7(A) —A,vi(X)), j =
1,2,...,k, in Abhidngigkeit von A zu beschreiben, muss jedes Eigenpaar am Ende des
Inkrements m, (A}("A) — ™A, v;("™A)), mit dem entsprechenden Eigenpaar am Ende des
vorhergehenden Inkrements m — 1, (A (m=1p) — m_lk,vj (m=1)), verglichen werden.
Dieser Vorgang heifit Sortierung. Vor der Sortierung werden die berechneten Eigenpaa-
re mit (A(X) — A, v*()(X)), j = 1,2,...,k, bezeichnet. Nach der Sortierung kennt
man das fundamentale Eigenpaar (A](A) — A, vi(A)).
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Aj(A) ist eine stetige Funktion. Das Aj-A Diagramm weist an der Stabilitdtsgrenze im
Fall eines Verzweigungspunkts eine horizontale Tangente auf, siche etwa Abb. (2.6b).
Es gilt dort die Bedingung A% (As) = 0. Fiir eine Stabilititsgrenze in Form eines Durch-
schlagspunkts gilt 7&1‘ (As) = —1, siehe etwa Abb. (2.6a). Das A}-A Diagramm weist dort
eine Spitze auf. v, - v] ist eine stetige Funktion. Das (V] - v])-A Diagramm weist an der
Stabilititsgrenze im Fall eines Verzweigungspunkts ein Minimum auf, siche Abb. (5.6).
Eine Stabilitdtsgrenze in Form eines Durchschlagspunkts ist durch eine Spitze dieses
Diagramms gekennzeichnet, siche Abb. (5.15b). k}f—k Diagramme, j =1,2,...,k, kon-
nen sich schneiden. Der fundamentale Eigenwert A] — A entspricht nicht notwendiger-
weise dem kleinsten positiven Eigenwert zu Beginn des Belastungsprozesses, d.h. fiir
A =0. Um die Anzahl k der zu berechnenden Eigenwerte moglichst klein zu halten,
wird allerdings von dieser Annahme ausgegangen. Im Zuge der Sortierung der Eigen-
werte werden Eigenwerte A A, j=1,2,... k, berechnet, deren Werte nahe dem
des fundamentalen Eigenwerts am Ende des vorangegangenen Inkrements liegen. Da-
bei wird wihrend der Eigenwertberechnung von einem shift u Gebrauch gemacht, der
unter Beriicksichtigung von Gl. (3.47) so gewihlt wird, dass zu Beginn des Inkrements
m M) (mL) = L5 (")) gilt. Der Index j kennzeichnet einen vor der Sortierung der

Eigenwerte ermittelten Wert A*(/).

Abb. (4.11a) betrifft die Sortierung von Eigenwerten am Ende des Inkrements m zur
Ermittlung des fundamentalen Eigenpaars. Dabei wird aus den als blaue Punkte dar-
gestellten Werten A*/), j = 1,2,....k der dem fundamentalen Eigenwert A7 — A ent-
sprechende Wert A} ermittelt. Die Eigenwerte an den Inkrementsgrenzen A < ™A sind
bekannt. Fiir m < 10 wird die Annahme getroffen, dass der kleinste positive Eigenwert
A - gleich dem fundamentalen Eigenwert ist. Fiir m > 10 wird durch quadratische
Extrapolation von Aj(A) —A, A < ™A, der Wert 73{(6) ("A) — ™\ ermittelt, sieche Kur-
ve (a). Befindet sich im gewihlten Intervall AA*(@) mit kT(e) ("A) ein einziger Punkt
() (")) und gilt zusitzlich

O ) = Dm0 <er (4.81)

dann ist A*U) (L) = X5 ("A). In der vorliegenden Arbeit wird AA*(@) =2 (") — "~12)
und e7= 10~* A\ gewihlt. Der Wert kf(e) (")) liegt in der Mitte des Intervalls AA*(@),
Dieses Intervall liegt oberhalb der Diagonale A*(/ )=\ Negative Eigenwerte werden in
dem vorgestellten Algorithmus nicht beriicksichtigt, da sie ja im Vorbeulbereich nicht

positiv werden konnen.

Abb. (4.11b) stellt eine Erweiterung von Abb. (4.11a) fiir den Fall dar, dass die To-
leranzschwelle (4.81) iiberschritten wird oder dass im Intervall AVM*(@)_ innerhalb des-
sen sich der Wert 73{(6) (™)) befindet, mehr als ein Eigenwert (A*()("™L) — ")) vor-
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handen ist. In diesem Fall wird ein Intervall AL*(®) gewihlt, innerhalb dessen sich der
Wert le(e) ("A) befindet, siche Kurve (c¢). Die darin enthaltenen benachbarten Werte
AU (™)), j=1,2,...,1, werden untersucht. le(e) (™)) liegt in der Mitte von AL*(%). Das
Intervall AL*(®) liegt oberhalb der Diagonale A*(/) = A. AL*(®) hiingt von der Schrittweite
AM ab. Sie wird so gewihlt, dass mindestens fiinf Werte A*() untersucht werden kénnen.

Zur Bestimmung des fundamentalen Eigenpaars wird
ah = Oy Dy, =120, (4.82)
und das innere Produkt der zugehorigen Eigenvektoren
a) = vy v O (M), j=1,2,.1, (4.83)

berechnet. AuBerdem wird das (v}, - vi)-A Diagramm fiir A < ™~ !A ermittelt. Der Wert
von v}, - v] an der Stelle "\ wird durch quadratische Extrapolation erhalten. Mit Hilfe
von

ay) = |(vig- v O™ = vip- v ("], j=1,2,...1, (4.84)

kann auf das (v}, - v])-A Diagramm zuriickgegriffen werden, und zwar wihrend der
()

Sortierung. Weistay ’ fiir ein bestimmtes j ein Minimum auf und erhilt man fiir dasselbe
J ein Minimum fiir agj ) aus GI. (4.84), dann ergibt sich das fundamentale Eigenpaar zu
M) = A Vi) = (WU(A) — &, v (L)), Fiir dieses j ist a\”) aus Gl (4.82) nicht

notwendigerweise ein Minimum.

Abb. (4.11c) zeigt ein A*(/)-\ Diagramm fiir den Fall einander schneidender A’-A Dia-
gramme, analog zu Abb. (4.11b). Der extrapolierte Wert kf(e) (")) liegt zwischen A*()
und M@, Unter Beriicksichtigung der Gln. (4.82) - (4.84) fiir die zuvor beschriebene
Sortierung fiihrt das auf A} = G,

Ist das letzte Inkrement vor der Stabilititsgrenze erreicht, muss iiberpriift werden, ob
A1) > ) der kleinste positive Wert oberhalb der Diagonale A*(/)-) ist. Ist das nicht der
Fall, so ist, ausgehend von der unteren Grenze des Inkrements m, A < Ag, bei dem
es sich um das letzte Inkrement vor der Stabilititsgrenze handelt, eine Sortierung im

Vorbeulbereich in umgekehrter Richtung vorzunehmen.

Abb. (4.11d) betrifft eine solche riickwirts gerichtete Sortierung zur Ermittlung des
fundamentalen Eigenwerts. Voraussetzung ist die Kenntnis von Ag, dessen Berechnung
im Abschnitt 3.3.4 beschrieben wurde. Per definitionem von A} gilt, dass der kleinste
positive Eigenwert (A*(/) — L) unmittelbar vor der Stabilititsgrenze der fundamentale
Eigenwert ist. Extrapolation fiihrt auf kT(e) (")), siehe Kurve (a). Untersuchung aller
Eigenpaare (A*() (") — "™\, v*U) (")), j =1,2,...,1, deren Eigenwerte im Intervall
ALF(@) liegen, siehe Kurve (c), liefert analog zu den Abbn. (4.11a) - (4.11c) das funda-
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mentale Eigenpaar im Punkt "A.

)
A

AN+ S

A

(c)

Abbildung 4.11: A*()-)\, Diagramme zur Sortierung des fundamentalen Eigenpaars fiir (a) iso-
lierte Eigenwerte, (b) benachbarte Eigenwerte, (c) einander schneidende Eigenwertkurven, (d)
Sortierung in umgekehrter Richtung

4.4 Verbesserung der Genauigkeit des fundamentalen
Eigenvektors

Die Nachlaufrechnungen regen zu numerischen Uberlegungen in Richtung einer Ver-
besserung der Genauigkeit der ersten und zweiten Ableitung des fundamentalen Ei-
genvektors an. Aus der Normierung des fundamentalen Eigenvektors in Gl. (2.3) zu
Vi) = 1 folgt

vi(A)-vi(A) =0. (4.85)

Diese Orthogonalititsbeziehung wird zur Uberpriifung der Genauigkeit von V] verwen-
det. Zugleich soll Gl. (4.85) der Steigerung der Genauigkeit von V] (A) dienen. Voraus-
setzung ist, dass v{(A) bekannt ist und dass seine numerische Genauigkeit grofer ist als

die von v{(A). Diese Voraussetzung ist erfiillt, da vj(A) mittels der FDM auf Basis von
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Vi(A) zu
. Vi(A+AL) —vi(A— AL
Vl(K)% l( )ZA)LI( )’

approximiert wird. In der numerischen Untersuchung kommt es in Gl. (4.85) zu ei-

(4.86)

nem Residuum r(A). Dieses Residuum ist zu minimieren, worauf nachstehend Bezug
genommen wird:

r(A) =vi(A)-vi(A) — 0. (4.87)

Dadurch soll die Genauigkeit von Vj(A) gesteigert werden. Dazu wird die Methode der
kleinsten Fehlerquadrate verwendet, in der ein Vektor x(A) gesucht ist, mit dessen Hilfe

die beiden Residuen

=) 7 s
n)=vi)- M1 |

minimiert werden. Das geschieht unter Zuhilfenahme des Startvektors vi () fiir x(A)
mittels der Funktion fsolve in MATLAB. Dabei handelt es sich um eine effiziente Lo-
sung des vorliegenden Problems. Wird die Minimierung von r,(A) nicht vorgenommen,
so erhilt man einen Vektor x(A), der orthogonal zu vj(2) ist. Es ldsst sich jedoch keine
Aussage dariiber machen, um welchen der Eigenvektoren v3(A), j=2,3,...,N, es sich
bei dem Ergebnis dieser Minimierung handelt. Dasselbe Problem tritt auf, wenn anstatt
des Residuums r (L), N Residuen r;(A) = v;(A) x;(A) = 0 beriicksichtigt werden. Dabei
bezeichnen v; bzw. x; Elemente der Vektoren v} (A) bzw. x(A). Die Normierung von x(A)
in Gl. (4.88) verhindert, dass einzelne Vektorelemente die Losung stirker beeinflussen

als andere. Nach erfolgreicher Minimierung erhélt man
Vi(M) =x(1), (4.89)

wobei v, (A) eine Verbesserung von v# (1) darstellt.

Analog zu Gl. (4.87) lésst sich eine numerische Verbesserung fiir ¥j(A) erzielen. Aus-

gehend vom Residuum r ergeben sich mit
r(A) =vi(A)-vi(A) +Vi(A)-vi(A) =0 (4.90)

und v7i(A) als einem bekannten Vektor die zu minimierenden Funktionen zu

x(M)] won
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Nach Minimierung von r{(A) und r»(A) erhélt man mit
vi(A) =x(A) (4.92)

eine numerische Verbesserung von ¥} (A).

Abb. (4.12a) zeigt das (V] -v})/(A] —A)-A Diagramm fiir den in Abb. (5.4) dargestellten
Balken, der auf reine Biegung beansprucht wird. Dabei wird ausdriicklich nicht von der
Methode zur Verbesserung der numerischen Genauigkeit im Abschnitt 3.6.2 oder von

der Approximation von vj(A) im Abschnitt 3.6.1 Gebrauch gemacht.

0.0001
0.5
S=B
0.0000 O—i|
0.25}

vi-vi
X=X
- Vi
X=X

-0.0001 : : : A

0 0.2 0.4 Ag 0.6

(a) (b)

Abbildung 4.12: (a) (V] -v})/(A] —A)-A Diagramm und (b) ||v}||-A Diagramm, jeweils mit und
ohne Beriicksichtigung der Orthogonalititsbeziehungen v - vi = 0, die durch das Symbol “~”
iiber v| gekennzeichnet werden, fiir den in Abb. (5.4) dargestellten, auf reine Biegung bean-
spruchten Balken

Das (v} - v})/(A] —A)-A Diagramm wird mit dem gemif Gl. (4.89) verbesserten Vek-
tor v;(X) verglichen. Die numerische Genauigkeit der Orthogonalititsbeziehung (V} -
v)/(Af —)) liegt bei weniger als 10~ im Vorbeulbereich. Die Kurve (v} -v%)/(Af —A)-
A weist maximal eine Abweichung von 10~ von Null auf. Abb. (4.12b) zeigt das ||v}||-A
Diagramm fiir dasselbe Beispiel, jeweils ohne und mit Beriicksichtigung der Orthogo-
nalititsbeziehungen gemal Gl. (4.88). Die Beriicksichtigung dieser Beziehungen hat
laut Abb. (4.12b) keinen erkennbaren Einfluss auf s(A) = ||v}]|.

Mittels der vorgestellten Methode zur Verbesserung von Vj(A) auf Basis des funda-
mentalen Eigenvektors vi(A) wird das Residuum r(A), das sich bei der numerischen
Berechnung aus der Orthogonalititsbeziehung gemif3 Gl. (4.87) ergibt, erheblich redu-
ziert. Der mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate verbundene Rechenaufwand ist

allerdings bei grolen Systemen sehr gro8.



KAPITEL

Numerische Untersuchung

5.1 Stabilitiatsverlust, ausgehend von einem
Membranspannungszustand

Abb. (5.1) zeigt einen beidseitig gelenkig gelagerten Bogen, der mit einer gleichférmi-

gen vertikalen Linienlast belastet ist. Die Bogenachse ist eine Parabel, die durch

y:i—l;lx(L—x), x€[0,L], (5.1)
beschrieben wird. Der Querschnitt ist rechteckig. Die Abmessungen des Rechtecks sind
konstant. Die Werte der Geometrie- und Querschnittsparameter, L, H bzw. A, I, des Ela-
stitzitatsmoduls £ und der Referenzlast p sind ebenfalls in Abb. (5.1) angegeben. Im
Gegensatz zu einem Dreigelenksbogen derselben geometrischen Form und derselben
Belastung wie der Zweigelenksbogen ist dieser kein Stiitzlinienbogen. Trotzdem ist es
gerechtfertigt, ihn ndherungsweise als solchen zu betrachten, da die auftretenden Biege-
momente vernachlissigbar klein sind. Ein Stiitzlinienbogen ist im Vorbeulbereich frei
von Biegemomenten. Der Stabilitdtsverlust geht also von einem Membranspannungszu-

stand aus.

bbbl

L L |

L=600cm  H=240cm E = 20600 kN / cm®
A=200cm*> 1=6666.67cm" p=83.3kN/cm

Abbildung 5.1: Geometrie, Materialparameter und Belastung eines beidseitig gelenkig gelager-
ten Parabelbogens

Die Struktur wird sowohl mit dem Programm FEM,, als auch mit Hilfe von MSC.-
MARC (Element #52 [35]) untersucht. Der Bogen wird mit 100 Balkenelementen mit

je zwei Elementsknoten modelliert. Die Vertikalverschiebung u des Scheitelpunkts wird
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als représentativer Freiheitsgrad gewdhlt. Ein positiver Wert von u bedeutet eine Ver-
schiebung in Kraftrichtung. Die mittels der beiden zitierten Programme erhaltenen A-u
Diagramme sind in Abb. (5.2a) dargestellt. Sie enthalten den Verzweigungspunkt S = B,
auf den der Durchschlagspunkt D folgt. Da der Stabilititsverlust durch Verzweigung des
Gleichgewichts erfolgt, ist der Durchschlagspunkt praktisch bedeutungslos. Das mittels
MSC.MARC erhaltene Ergebnis fiir den Last-Verschiebungspfad stimmt ausgezeichnet
mit dem mit Hilfe von FEM,, erhaltenen Resultat tiberein. Abb. (5.2b) zeigt das Aj-A
Diagramm. Seine Nichtlinearitit, die beim vorliegenden Problem klein ist, stellt eine
charakteristische Eigenschaft eines nichtlinearen Stabilitdtsproblems dar. Im Verzwei-
gungspunkt ist A] = Ag, sieche GI. (2.54), und 7»*1‘ =0, siehe GI. (2.57).

Abb. (5.3) zeigt (v],'v})-A Diagramme, wobei v}, = v](0) ist, siche Gl. (2.3). Die ho-
rizontale Linie in Abb. (5.3a) erlaubt den Schluss, dass bei einem echten Stiitzlinienbo-
gen vi(A) = v}, ist. Die zu Beginn des Unterkapitels 2.2 aufgestellte Hypothese, siche
GIL. (2.19) und Abb. (2.5), ist somit numerisch verifiziert. Die in der vorliegenden Ar-
beit nicht dokumentierte numerische Untersuchung eines von Misesschen Fachwerks,
das mit einer vertikalen Kraft im Scheitelpunkt belastet ist, stellt eine weitere Besti-
tigung dieser Hypothese dar. Dieses Beispiel ist durch eine betrdchtlich stirker ausge-
prigte Nichtlinearitit des Aj-A Diagramms als die des Parabelbogens gekennzeichnet.
Die Konstanz von v] hat spezielle physikalische Orthogonalititsbedingungen zur Folge,
siehe Gl. (2.39). Tab. 5.1 zeigt, dass die Qualitdt der Approximation dieser Bedingun-
gen sehr gut ist. Im Gegensatz dazu beweist das in Abb. (5.3b) dargestellte (v},-v])-A
Diagramm eines zweiseitig gelenkig gelagerten Kreisbogens, der durch eine vertikale
Einzellast im Scheitelpunkt belastet wird [12], dass v} (A) nicht konstant ist. Das ist die
Folge von Biegemomenten, die im Vorbeulbereich zusitzlich zu den Normalkriften auf-
treten. Abb. (5.3b) zeigt, dass das (v}, - v])-A Diagramm an der Stabilitdtsgrenze S = B,
d.h. im Verzweigungspunkt, ein Minimum aufweist. Das folgt aus der Spezialisierung
von Gl. (2.37) fiir den Verzweigungspunkt, fiir den A (As) —Ags = 0 gilt, siehe GI. (2.54),

und

vi-Kr v
L (5.2)
(A —=A5)v;-Kr-v;
einen endlichen Wert aufweist. Folglich gilt
cij(Ahs) =0. (5.3)

Substitution von Gl. (5.2) in den Ausdruck fiir vi(A) gemiB Gl. (2.38) ergibt

Vi(hs) = 0. (5.4)
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Der Stabilitdtsgrenze entspricht also ein singulidrer Punkt der fiktiven Flachenkurve auf
einer Einheitskugel, die von der Spitze des Vektors vj(A) beschrieben wird. Es folgt
somit

=vjy-vi =0, (5.5)

Mit Hilfe von Gl. (2.3) kann gezeigt werden, dass der sich in GI. (5.5) manifestierende

Extremwert von vJ, - v] ein Minimum ist, siche Abb. (5.3b).

A . D : FEMv?2 0.3521 ‘ ; ‘

0.8 ‘
------ MSC.MARC201
0 SC C2010 A = 0.344

0.6 | ©

| | e

0.34

0.4 ‘ S=B
02 |

0 ‘ é ‘ u 033 : : : A

-5 0 5 10 0 0.1 0.2 0.3 0.4
(a) (b)

Abbildung 5.2: (a) A-u Diagramme und (b) A}-A Diagramm eines zweiseitig gelenkig gelagerten
Parabelbogens, der mit einer gleichférmig verteilten vertikalen Gleichlast belastet ist

1 o 1
ViV S=B | _
0.9999 0.9999
0.9998 0.9998 +
0.9997 +
0.9997
0.9996 +
0.9996 0.9995 |
0.9995 . L L . A . L . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0'99940 0.2 0.4 0.6 0.8 A
(a) (b)

Abbildung 5.3: (vj,-v})-A Diagramm (a) eines mit einer vertikalen Gleichlast belasteten, beid-
seitig gelenkig gelagerten Parabelbogens und (b) eines mit einer vertikalen Einzellast im Schei-
telpunkt belasteten, beidseitig gelenkig gelagerten Kreisbogens

Tabelle 5.1: Approximation der physikalischen Orthogonalitditsbeziehungen v IN(T v =0,
J # 1, vi = vj,, beispielhaft fiir j =2,3,4und A =0

j=2 j=3 j=4

vj.-fiT-vf 7.4952x107° | -4.1178x107° | -2.5294x 107>
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5.2 Stabilitiatsverlust, ausgehend von einem reinen
Biegespannungszustand

Abb. (5.4) zeigt einen gabelgelagerten Balken, der an beiden Enden durch Biegemo-
mente AM,, um die horizontale y-Achse beansprucht wird. Der Querschnitt des Balkens
ist der eines IPE-400. Die Werte der Linge des Balkens L, der Querschnittsparameter
A, L, I, I, 1, der elastischen Konstanten E, v und des Referenzbiegemoments Vy sind
ebenfalls aus Abb. (5.4) ersichtlich. I; bezeichnet dabei das Torsionstrigheitsmoment

um die Lingsachse x und /i, den Wolbwiderstand.

A, E/ / > 4') A,
|
|

" L
é
M, =50000kNcm I, =21876.5cm*  E =20000kN /cm?
A =84.5cm? I,=1314.18cm*  v=03
L=500cm I, = 36.32cm®

I, = 490000 cm®

Abbildung 5.4: Geometrie, Materialparameter und Belastung eines auf reine Biegung um die
y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

In [17] wurde die Steifigkeitsmatrix eines dhnlichen Balkens hergeleitet. Dabei wurde
ein Verfahren verwendet, bei dem eine Ubertragungsmatrix zum Einsatz gelangt. Bei

dieser Matrix handelt es sich um eine Sekantensteifigkeitsmatrix.

Zur numerischen Untersuchung des Biegedrillknickens des Balkens mittels der FEM
werden 1200 bilineare Schalenelemente (Element #75 [35]) verwendet. Diese Diskreti-
sierung basiert auf einer vorher durchgefiihrten Konvergenzstudie. Abb. (5.5) zeigt die

ersten drei Eigenformen des Balkens.

Abbildung 5.5: Biegedrillknicken des in Abb. (5.4) dargestellten Balkens: (a) erste, (b) zweite,
(c) dritte Eigenform

Die Eigenwertanalyse mit MSC.MARC fiihrt auf

As = 0.531 (5.6)
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als Wert des Laststeigerungsfaktors an der Stabilitdtsgrenze. Er unterscheidet sich nur
wenig von
As =0.526 (5.7)

als dem Ergebnis einer analytischen Rechnung geméf [38]. Darin ergibt sich das kriti-

sche Biegemoment um die y-Achse zu
Mery = AsMy = Nki ;- c, (5.8)

mit

5.9

2 EL \/1m+0.039 2,
Kiz = y €= .

L2 I
Kleine Differenzen bei der numerischen Realisierung der Randbedingungen scheinen

die Hauptursache der kleinen Differenz zwischen den zwei Werten fiir Ag zu sein.

Abb. (5.6a) zeigt das Aj-A Diagramm. Abb. (5.6b) enthilt das (vj,-v})-A Diagramm.
Die Variabilitit von vj, - v} resultiert aus der Biegebeanspruchung im Vorbeulbereich.
Analog zur Situation eines durch eine Einzellast im Scheitelpunkt belasteten Kreisbo-
gens, siche Abb. (5.3b), besitzt vj, - v] ein Minimum im Verzweigungspunkt S. Aus
Abb. (5.6b) folgt, dass @(As) = arccos (v, - vi(As)) sehr klein ist.

Al
0.6 ‘ ‘ vi, - v
S=B 1 10 1
0af XA | 0.998
0.996
0.2}
0.994
S=B
0 : : A : : A
0.20 0.40 0.60 0'9920 0.2 0.4 0.6
(a) (b)

Abbildung 5.6: (a) Aj-A Diagramm, (b) (vj,-v])-A Diagramm eines auf reine Biegung um die
y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

Abb. (5.7a) zeigt das p-A Diagramm. p(Ag) = 0, siehe Gl. (4.15.2), verhindert, dass
die Funktion p(A) = —v7} - n, sieche Gl. (4.14.2), die urspriinglich vermutete Beziehung
p(A) = 1 erfiillt. Eine solche Beziehung liegt, was sich im Laufe der Arbeit an der vor-
liegenden Abhandlung gezeigt hat, auBerhalb der Giiltigkeit von p(), siehe Gl. (2.50).
Die Abweichung von p(A) von 1 bleibt jedenfalls weitestgehend klein. Sie steigt von
0.9% bei A/As = 0.10 auf 2.8% bei A/As = 0.975 an. Abb. (5.7b) enthilt das c-A Dia-
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gramm. Obwohl die Bedingung c¢(A) = 1, siehe Gl. (2.49), nicht erfiillt ist, ist die Qua-
litdt der Approximation von (U — Uyy) /U = 1 ausgezeichnet, siche Tab. 5.2. Das ist die
Folge der zuvor erwihnten, mit Ausnahme der unmittelbaren Nachbarschaft von der

Stabilititsgrenze sehr kleinen Abweichung von p(A) von 1.

p
1.0 w c

J

051

0.5}

0.2 0.4 As 0.2 0.4 As

(a) (b)

Abbildung 5.7: (a) p-A Diagramm, (b) c-A Diagramm eines auf reine Biegung um die y-Achse
beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

Tabelle 5.2: Approximation der Bedingung (U — Uy,)/U =1 eines auf reine Biegung um die
y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

A/ As
020 | 040 | 060 | 080 | 090 | 095 | 0975

U—Uwm | 1.00194 | 1.00045 | 0.99953 | 1.00000 | 1.00106 | 1.00146 | 1.00038
U

Im Folgenden wird auf die alternative Hypothese gemil3 Gl. (4.38) eingegangen. Abb.
(5.8a) zeigt fiir den auf reine Biegung um die y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten
IPE-400 das a-A und B-A Diagramm gemif Gl. (4.39). Die beiden Diagramme stimmen
mit Ausnahme der unmittelbaren Nachbarschaft von Ag und fiir A < 0.1 sehr gut iiberein.
Die alternative Hypothese liefert fiir den Grenzfall reiner Biegung eine ausgezeichnete
Approximation von (U — Uy) /U = 1. Abb. (5.8b) zeigt dies in Form des cos(o— B)-A
Diagramms. Die Abweichung von 1 fiir kleine Werte von A ist vernachléssigbar, wenn
man sich den MaBstab der Ordinate vor Augen fiihrt. Die kleine Abweichung des Werts
cos(a.— PB) von 1 fiihrt fiir den Grenzfall reiner Biegung auf eine ausgezeichnete Quali-
tdt der Approximation von (U — Uy) /U = 1, siehe Tab. 5.3. Die alternative Hypothese
fiir (U —Uy)/U in Gl. (4.38) erfiillt somit neben dem Grenzfall eines Membranspan-

nungszustands auch den Grenzfall reiner Biegung.
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cos(a— f)
1.01
™ Q, B
2
[
|
! 5-5
- | 100
4 e ]
1
1
1
_J
——
0 ‘ ‘ A 0.99 ‘ ‘ A
0.2 0.4 As 0 0.2 0.4 As
(a) (b)

Abbildung 5.8: (a) a-A und B-A Diagramm, (b) cos(o.— B)-A Diagramm eines auf reine Biegung
um die y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

Tabelle 5.3: Approximation der Bedingung (U — Uy)/U = 1 auf Basis der alternativen Hypo-
these fiir (U — Uy) /U gemiB Gl. (4.38) eines auf reine Biegung um die y-Achse beanspruchten,
gabelgelagerten IPE-400

A/
020 | 040 | 060 | 080 | 090 | 095 | 0975

U—Uyu |0.99992 | 1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 0.99999 | 0.99998 | 0.99999
U

Fiir einen reinen Biegespannungszustand im Vorbeulbereich folgt bei Beriicksichtigung
von GL. (2.2) und GI. (2.5)

cosQ
a(6(A),9(A)) = q sing ¢, (5.10)
0
siehe Abb. (5.9). Der Wert von
©(As) = arccos (Vig-vi(As)) (5.11)

ist sehr klein. Im vorliegenden Fall ist @(As) gleich dem Winkel, der von e, und a(Ag)
eingeschlossen wird. Um den Eindruck eines konstanten Eigenvektors a(A) = e, zu
vermeiden, wurde bei der Darstellung der Abweichung des Vektors a(Ag) von e, in
Abb. (5.9) stark iibertrieben. Der Winkel @(Ag) korreliert mit einem Ausdruck, der so-
wohl von den “Nicht-Membran” Deformationen — im gegenstdndlichen Fall also von

reiner Biegebeanspruchung — als auch von der Steifigkeit der Struktur zu Beginn des
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Biegedrillknickens abhéngt.

Membranpol

Nullmeridian
N\

Unendlich-
keitspunkt

Abbildung 5.9: Reiner Biegespannungszustand

Die entsprechende Hypothese lautet:

tano(hs) = (E0s) — Eu(hs)) \1 - BT

o a

mit & gemiB GI. (2.59) und &y, als dem Membrananteil von &. Fiir den vorliegenden

Grenzfall eines reinen Biegespannungszustands ist
Em(rs) =0. (5.13)
Aus GL. (5.12) folgt dementsprechend
tan@(hs) =E(rs) [1 —Ag(hs)| , (5.14)

wenn die Referenzbelastung so gewihlt ist, dass A ¢ (0) = 1 ist. Wegen der sehr kleinen

Nichtlinearitét der Last-Verschiebungspfade im Vorbeulbereich ist
0<&Ms)[1—Ag(hs)| < 1. (5.15)

Das ist zu beachten, wenn ein Vergleich zwischen dem sehr kleinen Winkel @(Ag) beim
vorliegenden Beispiel, bei dem Uy (A) = 0 ist, mit ¢(Ag) = /2 in Abb. (2.5) gezogen
wird. Dieser Winkel entspricht Uy /U |5y, = 0, wobei allerdings Up(As) # 0 ist und
U (As) = o gilt. Bei diesem Problem ist

E(As) = oo, Cum(s) #oo, Ag(hs) =0, (5.16)
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woraus

tan@(hs) = — o(ks) = (5.17)

resultiert, siehe Abb. (2.4¢).

Im Gegensatz zum sehr kleinen Winkel @(Ag) beim gabelgelagerten IPE-400 ist die
Anderung von p(A) im Bereich kurz vor der Stabilititsgrenze groB, siche Abb. (5.7a).
Daher dndert sich der Vektor n(A), der in die Formel fiir p(A) eingeht, siehe Gl. (4.14),

stark, obwohl sich v} (L) nur sehr wenig dndert.

Die numerische Untersuchung des Grenzfalls eines reinen Biegespannungszustands er-
laubt die Schlussfolgerung der Brauchbarkeit der Hypothese fiir (U — Uy)/U, siehe
Gl. (2.42), fiir den Spezialfall eines konstanten Werts von (U — Uyy) /U. Fiir den betref-
fenden Grenzfall betrdgt die maximale Abweichung vom wahren Wert 1 laut Tab. 5.2
weniger als 1%. Fiir den Grenzfall eines reinen Membranspannungszustands erhilt man
fiir alle Werte von A die exakte Losung, wenn man von vernachlissigbar kleinen nume-

rischen Fehlern absieht.

5.2.1 Konvergenzstudie

Die groB3e Anzahl an Elementen zur Modellierung des in Abb. (5.4) dargestellten Bal-
kens verursacht lingere Rechenzeiten bei der Losung des CLE und bei nachtriglichen
Berechnungen, in denen K7 oder v] erneut abgerufen werden muss. Die Anzahl der
Elemente soll einerseits ausreichend grof3 sein, um hinreichend genaue Ergebnisse zu
erhalten, andererseits aber moglichst klein, um allzu lange Rechenzeiten zu vermeiden.
Im Unterkapitel 4.1 wurde iiberdies darauf hingewiesen, dass eine gro3e Anzahl von
Elementen die Genauigkeit der numerischen Auswertung von p verringert. Die nachste-
hende Konvergenzstudie mittels mehrerer Netze soll eine Aussage zur optimalen Ele-
mentanzahl und eine Verifizierung des Ergebnisses fiir die Stabilititsgrenze Ag ermog-
lichen. Dabei wird zwischen der Anzahl der Elemente in Lingsrichtung des Balkens,

N®, und der entsprechenden Anzahl in Querrichtung, N (Q) unterschieden.

Tab. 5.4 enthélt fiir das vorliegende Beispiel eines auf reine Biegung beanspruchten
Balkens, siche Abb. (5.4), die Werte von Ag fiir verschiedene Netze. Die Zahl der Ele-
mente in Balkenldngsrichtung betrigt 26 bzw. 50 und 100. Die entsprechende Anzahl
in Balkenquerrichtung ist 12 bzw. 24 und 48. Zusitzlich sind die prozentualen Diffe-
renzen zwischen den auf Basis dieser Netze enthaltenen Werte fiir Ag in die Tab. 5.4

eingetragen.
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Tabelle 5.4: A fiir verschiedene Netze eines auf reine Biegung um die y-Achse beanspruchten,
gabelgelagerten IPE-400

N
Al 26 50 100
12 — 0.34% — —0.17% —
B —O.‘SS% —0.’60% —0.l60%
% 24 — 0.32% — — 0.17% —
~039% ~028% ~0.30%
48 —0.32% — —0.15% —

Tab. 5.4 wird entnommen, dass die Wirkung der Netzverfeinerung in der Lingsrichtung
entgegengesetzt der in der Querrichtung ist. Da die grofite Abweichung zweier verschie-
dener Werte fiir Ag in Tab. 5.4 nur rund 0.6% betrigt, wird das Netz mit N (@) — 12 und
N = 50 fiir die weiteren Untersuchungen gewihlt. Es wird in der Folge abgekiirzt zu
[12/50] geschrieben. Diese Diskretisierung ermdoglicht eine effiziente Losung des CLE

und eine schnelle Nachlaufrechnung.

Abb. (5.10) enthilt Ergebnisse fiir verschiedene Netze. Abb. (5.10a) zeigt (v}, - v})-A
Diagramme. Die Netze sind zu [N(@) /N()] ausgewiesen. Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit wird die Diskretisierung mit N (@) = 48 in Abb. (5.10a) nicht beriicksichtigt.
Abb. (5.10b) zeigt entsprechende p-A Diagramme.

Vip - Vi !
1.000 ‘ 1
(12/26]
— [12/50]
0.998 | |
— [12/100] [12/26]
[24/26] — [12/50] !
0.9961 0 9927 [24/50] —— [12/100] :
- = = [24/100] [24/26] ;
09941 |l e ’ [24/50] :
09920 Ag o2 m o ko !
—~O- 1
0.992 ‘ ‘ 209 | ‘ ’
0 02 04 As 0.6 0.2 0.4 As
(a) ®

Abbildung 5.10: (a) vj,v;-A Diagramme, (b) p-A Diagramme fiir verschiedene FE Netze
[N ©) /N (1)] eines auf reine Biegung um die y-Achse beanspruchten, gabelgelagerten IPE-400

Die (v}, - v})-A- sowie die p-A Diagramme unterscheiden sich nur relativ wenig von-

einander. Die Werte von vj, - v] fiir die Querschnittsdiskretisierung mit 24 Elementen
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liegen in der Umgebung von Ag niher beieinander als die fiir N @ = 12. Mit steigen-
der Anzahl der Elemente in Léngsrichtung weicht v}, - v stirker von Eins ab, wobei
die Diskretisierung [12/50] eine Ausnahme bildet. Quantitative Trends lassen sich in
Abb. (5.10b) nicht ausmachen. Angemerkt sei jedoch, dass die Anzahl der Werte von
A, fiir die p ermittelt wurde und fiir die die numerische Losung gemif3 Abb. (4.4) nicht

konvergiert, mit wachsender Anzahl der Elemente entlang der Langsachse zunimmt.

5.3 Stabilitiatsverlust, ausgehend von einem
allgemeinen Spannungszustand

5.3.1 Winkelmessung

Fiir den von da (6(A),@(A)) und dem Breitenkreis 6 = konst. eingeschlossenen Winkel
W, siehe Abb. (5.11), gilt

1 do
t =—— 5.18
WY = Gine do’ >-18)
do folgt aus GI. (2.2) zu
1 Uu
do = — d| — 5.19
sin26 ( U ) (5-19)
und d¢ aus Gl. (2.3) zu
1
do=— To-dvy. 5.20
? Sin(p"m Vi (5.20)

Einsetzen von Gl. (5.19) und GI. (5.20) in GI. (5.18) ergibt

o 4(2)
sin@ U

t = . 5.21
wy sinBsin20 vi,-dv] (5-21)
sin 0 dy 0
0+do
+dy
1
Abbildung 5.11: Zur Bestimmung des Winkels y
An der Stabilitdtsgrenze ist
dvi(As) =0. (5.22)

Gl. (5.22) folgt aus GI. (5.4), die fiir eine Stabilititsgrenze in Form eines Verzweigungs-

punkts gilt. Gl. (5.22) muss offensichtlich auch fiir eine Stabilitdtsgrenze in Form eines



KAPITEL 5. NUMERISCHE UNTERSUCHUNG 92

Durchschlagspunkts gelten. Um das zu zeigen, wird von der urspriinglichen Parametri-
sierung des Ausdrucks fiir ¢] i mit A, siehe Gl. (2.37), auf eine Parametrisierung mit &

libergegangen. Fiir ¢y ; erhélt man dann

Ky ey — Kyed K
i V>]k . TaéE.: 7E.' 3 TvE.J vgé . VT i} V;k . T7§E.' . V>]k
v _ 7\,1 —A (k,ﬁ) _ }‘1 —A 7»7(: (5.23)
YA K . NN vy
wobei von der aus Gl. (2.40.2) folgenden Orthogonalititsrelation
vi-Krg vi=0 (5.24)
Gebrauch gemacht wird. Substitution von GI. (5.23) in
. % V? y * *
Vl:k_jz ;Clj'v]' (525)
, Jj=
ergibt N
N vi-K v
dvi = —(Af =) (Z S TE ] *vj) de . (5.26)
=2 (M = A5V Krg-v;

Da, wie bereits im Unterkapitel 2.4 erwéhnt, der Durchschlagspunkt einem N-fachen

Eigenwert des CLE entspricht, gilt fiir die Stabilititsgrenze
M(As) =As =0, Aj(ks)—Ai(As) =0, j=2,3,...,N. (5.27)

Anwendung der Regel von de L’Hospital und Beriicksichtigung der Relationen (2.66)
sowie der GI. (2.68) fiihrt auf

M2 ZQZM _ =0 _, (5.28)
M=Aila=as 0 AMe—RAjeh=as 0-A7, '

Einsetzen von Gl. (5.28) in GI. (5.26) bestitigt Gl. (5.22). Beriicksichtigung von Gl. (5.22)
in GI. (5.21) ergibt
[tany(Ag)| = oo. (5.29)

Somit beriihrt die Flichenkurve an der Stabilititsgrenze den Beulmeridian, sieche Abb. (2.1).
5.3.2 Durchschlagen eines Kreisbogens

Abb. (5.12) zeigt einen Kreisbogen, der mit einer vertikalen Einzellast im Scheitelpunkt
belastet ist. An seinem linken Ende ist er eingespannt. Am rechten Ende ist er gelen-

kig gelagert. Der Querschnitt des Bogens ist rechteckig. Die Abmessungen des Recht-
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ecks sind konstant. Die Werte des Radius R, des Winkels yu, der Biegesteifigkeit E1, der
Dehnsteifigkeit EA, der Schubsteifigkeit GA/ sz, wobei G den Schubmodul und sz den
Schubbeiwert bezeichnet, und der Referenzlast P sind in Abb. (5.12) angegeben. Die
Schubsteifigkeit erhilt man durch Division der Dehnsteifigkeit durch 2(1 + V)¢, wobei

v = 0.25 angenommen und » = 1.2 beriicksichtigt wird.

AP

R=1907.4cm  u=215° P = 1000kN
EI =10%kNem?> EA=5-10*kN GA/» = 16666.7kN

Abbildung 5.12: Geometrie, Steifigkeit und Belastung eines Kreisbogens, der am linken Ende
eingespannt und am rechten Ende gelenkig gelagert ist

Der Bogen wird mit Hilfe von MSC.MARC (Element #98 [35]) fiir drei verschiedene
FE Diskretisierungen (100, 200 und 400 Elemente) untersucht. Abb. (5.13a) zeigt A-w
Diagramme, wobei w die Vertikalverschiebung des Scheitelpunkts bezeichnet. Positive
Werte von w weisen auf eine Verschiebung in Richtung der Last hin. Abb. (5.13b) zeigt
A-@ Diagramme, wobei @ die Rotation des Scheitelpunkts bezeichnet. Ein positiver Wert
von @ bedeutet eine Rotation entgegen dem Uhrzeigersinn. An der Stabilititsgrenze S
ist dA = 0. Es findet somit Durchschlagen statt. Die Ergebnisse der drei FE Diskretisie-
rungen unterscheiden sich nur sehr wenig voneinander. Das dufert sich nicht zuletzt in
den sehr kleinen Abstidnden zwischen den Stabilitdtsgrenzen, siehe das Detail in Abb.
(5.13a) bzw. Abb. (5.13b). Die Ordinaten Ag dieser Punkte sind weniger als 4% gro-
Ber als der in [5] angefiihrte Wert von Ag. Abb. (5.13a) zeigt, dass das A-w Diagramm
stark nichtlinear und dass die Durchbiegung an der Stabilitdtsgrenze sehr groB ist. Abb.
(5.13b) veranschaulicht, dass @(A) ein Maximum im Vorbeulbereich aufweist. Im Fol-

genden wird die FE Diskretisierung mit 200 Elementen verwendet.

Abb. (5.14a) zeigt die fundamentale Eigenform fiir A = 0. Sie ist Teil des Ergebnisses
einer Anfangsstabilititsanalyse im Rahmen des CLE. Sie entspricht der in [5] darge-
stellten Eigenform. Abb. (5.14b) zeigt die verformte Lage des Bogens fiir A = 0.84, d.h.
kurz vor Erreichen der Stabilititsgrenze bei As = 0.85. Uberlagert ist dieser Kurve die
fundamentale Eigenform fiir den erwihnten Wert von A. Beide Kurven stimmen gut mit

den entsprechenden Kurven in [5] {iberein.
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1.0 A
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100 S=D
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' = = =400 0.8} =—200cel.
- = =400
.852
0.852
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Abbildung 5.13: (a) A-w Diagramme (w in [cm]) und (b) A-¢ Diagramme (@ in [rad]) fiir den
Scheitelpunkt des in Abb. (5.12) dargestellten Kreisbogens

unverformter Bogen UHV% formter Bogen
M fundamentale Eigenform

fundamentale Eigenform

Az verformter Bogen

i x
y

(@ (b)

Abbildung 5.14: (a) Fundamentale Eigenform fiir A = 0, (b) verformter Bogen bei A = 0.84
(ohne Uberhohung) mit iiberlagerter Eigenform

<
X

Abb. (5.15a) zeigt das Aj-A Diagramm. Im Durchschlagspunkt D, der die Stabilitits-
grenze S darstellt, ist 70{ = —1, siehe GI. (2.63) (Die Auflésung in Abb. (5.15a) ist nicht
fein genug, um das Maximum von Aj(A) knapp vor der Stabilititsgrenze ersichtlich
zu machen). Die Form des Diagramms ist typisch fiir eine ausgeprigte Nichtlinearitit
im Vorbeulbereich. Sie ist durch grole Verformungen an der Stabilitdtsgrenze gekenn-
zeichnet. Abb. (5.15b) zeigt das (v},-v}])-A Diagramm. An der Stabilititsgrenze gilt

o ¥ =vio i =vio 3 =vio f=vie 2. 630
wobei von Gl. (2.58) und GI. (5.22) sowie von der Regel von de L’Hospital Gebrauch
gemacht wird. Ebenso wie in der Kurve A} (A) entspricht dem Durchschlagspunkt in der
Kurve v}, - vi(A) ein singuldrer Punkt in Form einer Spitze. Sie ist in Abb. (5.15) nicht

ersichtlich, da die beiden Kurven nur bis zur Stabilititsgrenze gezeichnet wurden.
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Abbildung 5.15: (a) Aj-A Diagramm und (b) (v], - vi)-A Diagramm des in Abb. (5.12) darge-
stellten Kreisbogens

Abb. (5.16) zeigt die Kurve a (6(A), (L)) auf der Oberfliche der Beulkugel fiir den in
Abb. (5.12) dargestellten Kreisbogen. Der Winkel 8(A) wurde auf konventionelle Wei-
se ermittelt, siche Unterkapitel 4.2. Die Berechnung wurde auch unter Zuhilfenahme
der Hypothese fiir (U —Uy) /U, siehe Gl. (2.42), durchgefiihrt. Das Ergebnis wich aber
stark von dem der konventionellen Berechnung von 6 ab. Die Hypothese wurde somit
fiir den Fall des von einem allgemeinen Spannungszustand ausgehenden Stabilitédtsver-
lusts falsifiziert. Zum Unterschied von den zwei Grenzfillen, in denen der fundamentale
Eigenvektor entweder konstant ist (Membranspannungszustand), oder sich nur sehr we-
nig dndert (reiner Biegespannungszustand), trifft das im allgemeinen Fall nicht notwen-
digerweise zu, siche Abb. (5.15b). Bei einem allgemeinen Spannungszustand kdnnen
die Funktionen p(A) und c¢(A) viel komplizierter als bei den beiden Grenzfillen sein.
Darin wird der Grund fiir das Versagen der Hypothese (2.42) beim vorliegenden Bei-
spiel gesehen. Das beeintrichtigt das Konzept der Beulkugel insofern nicht, weil der Ze-
nitwinkel auf konventionelle Weise, siche Unterkapitel 4.2, effizienter berechnet werden
kann. Der Winkel 0 ist grof} und &ndert sich mit ¢ relativ wenig. Entsprechend GlI. (2.2)
ist daher (U — Uy)/U im gesamten Vorbeulbereich im Vergleich zum energetischen
Komplement Uy /U relativ groB. Der Einfluss der Anzahl der zur Diskretisierung des
Bogens verwendeten finiten Elemente auf die Ergebnisse ist vernachlissigbar klein. Das
folgt aus der vernachlédssigbar kleinen Abhédngigkeit der Last-Verschiebungs Diagram-
me in Abb. (5.13) von der Anzahl der Elemente. Abb. (5.16) zeigt ferner, dass 6(9) eine
nichtmonotone Funktion sein kann. Im vorliegenden Fall gilt an der Stabilititsgrenze
Um

d<7> >0=d6<0. (5.31)
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Weiters folgt fiir A = Ag,
dvi=0 = do=0. (5.32)

Einsetzen von d® < 0 und d¢ = 0 in Gl. (5.18) fiihrt auf

tany(hg) = —oo. (5.33)

z

Membranpol

\_\ Unendlich-
| \keitspunkt

Biegedquator

Abbildung 5.16: a(6(A), (7)) fiir den in Abb. (5.12) dargestellten Kreisbogen

Die Flichenkurve wurde in Abb. (5.16) nur bis zur Stabilititsgrenze dargestellt. Ihre
grofle Kriimmung in diesem Punkt konnte den falschen Eindruck erwecken, das diese

Kurve den Beulmeridian im Punkt S nicht tangiert.

Ein Vergleich des Resultats fiira (6(A)), @())) fur das vorliegende Problem mit dem fiir
das vorhergehende Problem des Biegedrillknickens aus einem reinen Biegespannungs-
zustand verdeutlicht, dass der grofite Unterschied zwischen den beiden Flichenkurven
der Wert von @(Ag) ist. Fiir das vorhergehende Problem ist er aulerordentlich klein. Fiir
das vorliegende Problem ist er hingegen gro3. Das folgt aus dem fundamentalen Un-
terschied zwischen den Vorbeulbereichen der beiden Probleme. Er manifestiert sich in
praktisch linearen Last-Verschiebungspfaden mit relativ kleinen Verformungen an der
Stabilitdtsgrenze beim vorhergehenden Problem im Gegensatz zur ausgepréigten Nicht-
linearitét dieser Pfade und zu sehr groBen Deformationen an der Stabilitdtsgrenze beim
vorliegenden Problem. Das leichte Anwachsen des Zenitwinkels vor der Stabilitdtsgren-
ze beim vorliegenden Problem, siehe Abb. (5.16), ist eine Folge der relativ grolen Mem-

branzugbeanspruchung in der Umgebung des Krafteintragungspunkts.
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5.3.3 Verzweigungsbeulen einer Kugelkalotte

Abb. (5.17) zeigt die Hilfte einer gelenkig gelagerten Kugelkalotte mit konstanter Wand-
stirke, die durch eine vertikale Einzellast im Scheitelpunkt belastet wird. Die Werte des
Radius R, der Dicke ¢, des Radius des Basiskreises Ry, des Stichs f, des Elastizitits-
moduls E, der Querdehnzahl v und der Referenzlast P sind ebenfalls in Abb. (5.17)
eingetragen. Die fundamentale Eigenform der Schale weist eine Symmetrieebene auf.
Als solche wird hier die x-z Ebene gewihlt, siehe Abb. (5.17). Die Berechnung wird
daher fiir die durch y < 0 gekennzeichnete Schalenhélfte durchgefiihrt.

A(3P)
t |
T S
% R 7
y
Z
LS
R=313.0cm t=0.015cm Ro=5.0-25cm f=10cm
E=21-10°kNem* v=0.3 P =250N

Abbildung 5.17: Geometrie, Materialparameter und Belastung einer lings des Randes gelenkig
gelagerten Kugelkalotte

Eine dhnliche Kugelkalotte wurde in [5] untersucht. Die dabei verwendete Diskretisie-
rung war mit 96 Elementen relativ grob. In [5] wurden zwei Durchschlagsmodes und
ein Verzerrungsmode ermittelt. Was Letzteren betrifft, wurde im Zuge der Laststeige-
rung eine Rotation der Eigenform um die durch den Scheitelpunkt verlaufende vertikale
Achse beobachtet.

In einer Untersuchung fiir das in diesem Abschnitt behandelte Beispiel wurde die ge-
samte Kugelkalotte betrachtet, und es wurde iiberdies die Wandstidrke der Schale va-
ritert. Dabei wurde die erwédhnte Rotation des Verzweigungsmodes im Vorbeulbereich
bestdtigt. Mit Hilfe des im Unterkapitel 4.3 beschriebenen Sortierungsalgorithmus lédsst
sich zeigen, dass im Vorbeulbereich zwei sehr nahe beieinander liegende Werte 17 (1)
existieren, denen zwei zueinander orthogonale Verzweigungsmodes entsprechen. IThre
Rotation um die vertikale Achse durch den Scheitelpunkt verhindert eine erfolgrei-
che Sortierung von Eigenwerten zwecks Auffindung des fundamentalen Eigenpaars auf
Basis seines nicht-rotationssymmetrischen Eigenvektors. Eine Untersuchung der An-
derung des Eigenvektors im Wege des (v}, - v})-A Diagramms ist nicht moglich. Um
die angesprochene Rotation zu unterbinden, wird die in Abb. (5.17) dargestellte Hilfte
der Kugelkalotte unter Beriicksichtigung entsprechender Symmetriebedingungen unter-

sucht. Berechnet werden dabei die rotationssymmetrische Vorbeulverformung und der
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rotationssymmetrische Durschlagsmode. Der Unterschied der Beullast Ag zwischen der
Untersuchung einer Schalenhilfte und der gesamten Kugelkalotte betrdagt weniger als
2%.

Die Schale wird mit Hilfe der Software MSC.MARC analysiert (Element #75 [35]),
wobei drei unterschiedliche Diskretisierungen (96 bzw. 384 und 1536 Elemente) vorge-
nommen werden. Abb. (5.18a) zeigt A-w Diagramme, wobei w die vertikale Durchbie-
gung des Scheitelpunkts bezeichnet. Positive Werte von w bedeuten Verschiebungen in
Richtung der Last. Die fiir das mittlere Netz erhaltene Beullast ist um 9.8% kleiner als
die fiir das grobste Netz ermittelte. Fiir die feinste der drei Diskretisierungen ergibt sich
eine um 2.4% kleinere Beullast als fiir das mittlere Netz. Abb. (5.18a) zeigt, dass die
drei Kurven bis ungefihr A = 2 sehr gut iibereinstimmen. Sie spiegeln das lokale Ver-
halten der Struktur im Scheitelpunkt und in dessen Umgebung wider. Es ist durch eine
anfidngliche Abnahme der Steifigkeit gekennzeichnet, gefolgt von einer Versteifung auf-
grund von Membranzugspannungen, die durch ausgeprigte Biegeverformungen in der
Umgebung des Kraftangriffspunkts ausgelost werden. Darauf folgt eine Abnahme der
Steifigkeit. SchlieBlich wird die Stabilitdtsgrenze in Form eines Verzweigungspunkts

unmittelbar vor einem Maximum von A erreicht.

Angemerkt sei, dass die Identifizierung des Durchschlagspunkts am Primirpfad in Abb.
(5.18a) mehrere FE Rechnungen, siehe Abschnitt 3.3.4, erfordert. Sie unterscheiden
sich durch verschiedene Toleranzen der Gleichgewichtsiteration. Da es um einen Durch-
schlagspunkt geht, miissen in der FE Vorlaufrechnung verschiebungsbasierte relative
Toleranzen verwendet werden. Ferner muss die maximal zulédssige Verschiebung in ei-
nem Inkrement begrenzt werden. Wird sie zu klein gewéhlt, wird kein Durchschlags-
punkt gefunden und félschlicherweise ein Versteifen des Systems angezeigt. Wird die
maximal zuldssige inkrementelle Verschiebung hingegen zu grof8 gewihlt, so wird an-
statt des Primérpfads der Sekundérpfad fiir Verzweigen ermittelt. Diese Situation wird
dadurch verschirft, dass der Verzweigungs- und der Durchschlagspunkt sehr nahe bei-
einander liegen. Um bei groBen Verschiebungen im Vorbeulbereich eine rechendkono-
mische Analyse zu ermdglichen, werden relative Toleranzen der Residuumskrifte be-
riicksichtigt. In der Umgebung des Durchschlagspunkts von MSC.MARC werden sie

durch die beschriebenen verschiebungsbasierten Toleranzen ersetzt.

Abb. (5.18b) zeigt die Aj-A Diagramme fiir die drei Diskretisierungen. Qualitativ sind
sie den entsprechenden Diagrammen im vorhergehenden Beispiel dhnlich, siehe Abb.
(5.15a). TIhr Verlauf ist typisch fiir eine ausgeprigte Nichtlinearitit im Vorbeulbereich,
verbunden mit grolen Verformungen an der Stabilitdtsgrenze. Alle drei Kurven enthal-
ten jeweils zwei Punkte, an denen 7\,1‘ = 1 ist. Die Region zwischen diesen beiden Punk-

ten korreliert schwach mit den Wendepunkten der A-w Diagramme in Abb. (5.18a),
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wobei angemerkt sei, dass diese Diagramme jeweils nur einen einzigen Freiheitsgrad

betreffen. In jedem Fall sind solche Zwischenregionen Indikatoren fiir einen stark va-

riablen Mechanismus der Lastabtragung der Schale im Vorbeulbereich.
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Abbildung 5.18: (a) A-w Diagramme (w in [cm]) fiir den Scheitelpunkt der in Abb. (5.17) dar-
gestellten Kugelkalotte, (b) Aj-A Diagramme fiir diese Schale

Im Folgenden wird die FE Diskretisierung mit 384 Elementen verwendet. Abb. (5.19a)
zeigt die fundamentale Eigenform fiir A = 0. Sie ist Teil des Ergebnisses einer Stabili-
tatsanalyse mittels des CLE zu Beginn des Belastungsprozesses. Abb. (5.19b) zeigt die
Eigenform fiir A = 5.364. Dabei handelt es sich um einen Wert von A unmittelbar vor
dem Erreichen der Stabilitdtsgrenze. Das Pluszeichen im farblichen Maf3stab bezieht
sich auf ins Innere der unverformten Schale gerichtete und das Minuszeichen auf in ihr

AuBeres gerichtete Verschiebungen.

(a) (b)

Abbildung 5.19: Fundamentale Eigeenform fiir (a) A = 0 und (b) A = 5.364

Abb. (5.20) zeigt das (v],-v])-A Diagramm. Es weist auf eine signifikante Anderung
der fundamentalen Eigenform im Vorbeulbereich hin, die durch einen steilen Abfall
der Funktion v}, - vi(A) innerhalb eines relativ kleinen Belastungsintervalls bei einer

vergleichsweise geringen Belastungsintensitit gekennzeichnet ist.
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Abbildung 5.20: (v},-v})-A Diagramm fiir die in Abb. (5.17) dargestellte Kugelkalotte

Der Umstand, dass sich der die Stabilitdtsgrenze reprasentierende Verzweigungspunkt
in unmittelbarer Nachbarschaft des Durchschlagspunkts befindet, weckte das Interesse
an einer genaueren Untersuchung des Durchschlagsmodes im Rahmen des CLE, siehe
Abb. (2.6b). Abb. (5.21a) zeigt die betreffende Eigenform fiir A = 0. In Abb. (5.21b) ist
diese Eigenform fiir A = 5.364 dargestellt. Wie bereits erwihnt, handelt es sich dabei

um einen Wert von A unmittelbar vor der Stabilitdtsgrenze.

!

(b)
Abbildung 5.21: Eigenform des Durchschlagsmodes fiir (a) A = 0 und (b) A = 5.364

Abb. (5.22) enthilt das Aj-A Diagramm und das A3-A Diagramm fiir die gegenstéindliche
Kugelkalotte. Das Detail zeigt, dass der Verzweigungspunkt dem Durchschlagspunkt
vorangeht. Bemerkenswerterweise ist A] —A > A5 — A mit Ausnahme eines sehr kleinen
Bereichs unmittelbar vor dem Verzweigungspunkt. Das konnte den falschen Eindruck

erwecken, dass der Stabilitidtsverlust in Form von Durchschlagen erfolgt.
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Abbildung 5.22: A}-A Diagramm und A}-A Diagramm fiir die in Abb. (5.17) dargestellte Kugel-
kalotte

Fiir den auBergewohnlichen Fall von hilltop buckling, gekennzeichnet durch das Zusam-
menfallen des Verzweigungspunkts mit dem Durchschlagspunkt, gelten die Beziehun-

gen
Ae(hs) =0, Afe(hs) =A5e(hs) =0 = Ai(hs) =A3(As) = —1.  (5.34)

In diesem Sonderfall gibt es zwei fundamentale Eigenpaare: (A} (A) —A,vj(A)) und (A5 (A) —
A, v3(A)). Unter der Voraussetzung der numerisch nicht tiberpriiften Giiltigkeit der Hy-
pothese (2.42) fiir (U — Uy )/U gilt dann

PT(A) +ci(A) (1—pi(A) = p3(M) +c5(A) (1= p3(1)) - (5.35)

Die Stabilititsgrenze ist ein singuldrer Punkt der Vektorfunktionen vj(A) und v;(A).

Dementsprechend ist

p1(As) = p2(rs) =0, (5.36)

siehe GI. (2.43.2), woraus
c1(hs) = ca(As) (5.37)

mit ¢ (Ag) und c2(As) gemiB Gl. (2.44) folgt. Dariiberhinaus miissen beide Eigenpaare
auf denselben Vektor a(8(A), (7)) fithren. Folglich muss

Q1(A) = 92(A) (5.38)
gelten. Das setzt laut Gl. (2.3) die Giiltigkeit der Beziehung
Vio:Vi(A) = vy V2 (A) (5.39)

voraus.
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Abb. (5.23) zeigt die Kurve a(0(A), (L)) auf der Oberfliche der Beulkugel fiir die
in Abb. (5.17) dargestellte Kugelkalotte. Der Winkel 8(A) wurde auf konventionelle
Weise ermittelt. Die anfingliche Zunahme dieses Winkels bedeutet einen mit wachsen-
dem Winkel ¢ schwicheren Zuwachs der Membranenergie als der Biegeenergie. Re-
lativ nahe dem Beulmeridian erreicht 8(A) ein Maximum. Der prozentuale Anteil der
Biegeenergie an der Verzerrungsenergie ist dann also am groBten. Danach steigt der
prozentuale Anteil der Membranenergie stirker als jener der Biegeenergie an. An der
Stabilititsgrenze tangiert die Flichenkurve den Beulmeridian. Dieser befindet sich bei
diesem Beispiel in unmittelbarer Nihe des Meridians, der den in Abb. (5.23) definierten

Unendlichkeitspunkt enthilt. Das folgt aus
cosP(As) = vy vi(As) =0.00513, (5.40)

demzufolge @(Ag) nahezu 90° betrigt. Dieses Ergebnis ist mit der ausgeprigten Nicht-
linearitit des A-w Diagramms, siehe Abb. (5.18a), und dem relativ groBen Wert des Ver-
hiltnisses von w(Ag) zum Stich f der diinnen Schale konsistent. Aus den Abbn. (5.17)
und (5.18a) folgt der Wert dieses Verhiltnisses zu

w(hs)/ f~ 1.51. (5.41)
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Abbildung 5.23: a(8(A), (7)) fiir die in Abb. (5.17) dargestellte Kugelkalotte

Der Zenitwinkel der Punkte auf der Flichenkurve a(8(A),@(A)) in Abb. (5.23) ist be-
deutend kleiner als der in Abb. (5.16). Der Grund dafiir besteht darin, dass der Anteil
der Lastabtragung einer konzentrierten Last in Form von Membranbeanspruchung bei

der Schale betrichtlich grofer als beim Bogen ist.
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5.3.4 Verzweigungsknicken eines Kreisbogens

Abb. (5.24) zeigt einen ebenen Kreisbogen, der durch eine vertikale Einzellast im Schei-
telpunkt belastet ist. An beiden Enden ist er gelenkig gelagert. Der Querschnitt des Bo-
gens ist rechteckig. Die Abmessungen des Rechtecks sind konstant. Die Spannweite a,
der Stich f, die Querschnittsbreite » und -hohe A, der Elastizitditsmodul E, die Quer-
dehnzahl v und die Referenzlast P sind ebenfalls in Abb. (5.24) angegeben.

AP =
; —
.—
2 kY
B a |
[ \
a="765.00cm f=76.0443cm b=10cm h=20cm
E =20600kN /cm* vV =0.3 P = 5000kN

Abbildung 5.24: Geometrie, Materialparameter und Belastung eines zweiseitig gelenkig gela-
gerten Kreisbogens

Der Bogen wird mit Hilfe von MSC.MARC (Element #52 [35]) untersucht. Dabei wer-
den drei verschiedene Diskretisierungen (100, 200 und 400 Elemente) beriicksichtigt.

Abb. (5.25a) zeigt A-w Diagramme, wobei w die Vertikalverschiebung des Scheitel-
punkts bedeutet. Positive Werte von w bedeuten eine Verschiebung in Richtung der Be-
lastung. Die Diagramme lassen eine deutliche Nichtlinearitidt erkennen. Die Steifigkeit
des Systems nimmt ab. An der Stabilititsgrenze S ist dA/dw > 0, somit handelt es sich
um einen Verzweigungspunkt. Es ist also S = B. Bei weiterer Steigerung der Belastung
erreicht der Primérpfad einen Durchschlagspunkt, gekennzeichnet von dA = 0. Im ge-
genstindlichen Fall kommt ihm keine physikalische Bedeutung zu. Die mit den drei
Diskretisierungen erhaltenen Diagramme stimmen ausgezeichnet iiberein, wobei der
Wert fiir Ag mit zunehmender Elementanzahl abnimmt. Deshalb wurde das A-w Dia-
gramm auch nicht bis zum Durchschlagspunkt fortgesetzt. Die mittels der drei Netze
erhaltenen Ergebnisse fiir die Stabilititsgrenze unterscheiden sich nur wenig voneinan-
der, wie dem Detail in Abb. (5.25a) zu entnehmen ist. Der groB3te Unterschied zweier
Werte fiir die Stabilitdtsgrenze tritt beim Vergleich des Netzes mit 400 Elementen mit
dem mit 100 Elementen auf. Er betrigt 0.5%. Die Diskretisierung mit 200 Elementen
wird als ausreichend genau erachtet und fiir die weiteren Rechnungen verwendet. Die

Verschiebung an der Stabilitdtsgrenze betriagt 27% des Bogenstichs f.

Abb. (5.25b) zeigt das Aj-A Diagramm. Der fundamentale Eigenwert A] — A, ist in
der Abbildung vermerkt. Stabilitidtsverlust durch Verzweigen des Gleichgewichts dufert

sich in einer horizontalen Tangente im Punkt B, also in Wf (As) = 0. Vergleicht man das
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Aj-A Diagramm in Abb. (5.25b) mit den A}-A Diagrammen fiir den im Unterkapitel 5.1
behandelten Parabelbogen, der durch eine gleichformig verteilte vertikale Linienlast be-
ansprucht wird, siche Abb. (5.2b), ferner mit den entsprechenden Diagrammen fiir den
im Abschnitt 5.3.2 untersuchten Kreisbogen, der durch eine Einzellast im Scheitelpunkt
belastet wird, siche Abb. (5.15a), und schlieBlich mit den betreffenden Diagrammen fiir
die im Abschnitt 5.3.3 behandelte Kugelkalotte, die ebenfalls im Scheitelpunkt durch
eine Einzellast beansprucht wird, so ldsst sich der Grad der Nichtlinearitit des 75{—7» Dia-
gramms in Abb. (5.25b) zwischen dem des Parabelbogens und dem des zuvor erwihnten
Kreisbogens einordnen. Der Wert der Verschiebung w an der Stabilitidtsgrenze liegt zwi-
schen entsprechenden Werten fiir diese beiden Probleme. Der vorstehende Kommentar

bezieht sich allerdings nur auf einen, wenn auch charakteristischen Freiheitsgrad.
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Abbildung 5.25: (a) A-w Diagramme (w in [cm]) und (b) A}-A Diagramm des in Abb. (5.24)
dargestellten Kreisbogens

In Abb. (5.26) ist die fundamentale Eigenform auf Basis des CLE kurz vor Erreichen
der Stabilitdtsgrenze bei A = 0.79 abgebildet. Sie stimmt gut mit der in [5] angegebe-
nen Eigenform iiberein. Sie ist identisch mit der ma3gebenden Eigenform infolge einer

begleitenden Eigenwertanalyse mittels des CLE.

4

Abbildung 5.26: Fundamentale Eigenform an der Stabilititsgrenze des in Abb. (5.24) darge-
stellten Kreisbogens

Abb. (5.27a) zeigt das (v}, - v])-A Diagramm des untersuchten Kreisbogens. Im Ver-
zweigungspunkt B an der Stabilitdtsgrenze S weist es ein Minimum auf. Die Abnahme
von vy, - vi vom Wert 1 betrigt 0.05%. Sie ist also klein im Vergleich zur entsprechen-
den Abnahme bei der in Abb. (5.17) dargestellten Kugelkalotte, siche Abb. (5.20), und
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bei dem in Abb. (5.12) illustrierten Kreisbogen, siche Abb. (5.15b). Abb. (5.27b) zeigt
das ||v}||-A Diagramm. ||v7|| stellt die Geschwindigkeit, mit der sich die Vektorspitze auf
der Einheitskugel bewegt, dar. Diese Geschwindigkeit ist im Vorbeulbereich weitgehend
konstant. Kurz vor der Stabilitidtsgrenze nimmt sie stark ab. An der Stabilitdtsgrenze ist
Vi(As) = 0, sieche Abb. (5.27b).

VRAZ] v
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Abbildung 5.27: (a) (v}, - vi)-A Diagramm und (b) ||V}||-A Diagramm des in Abb. (5.24) darge-
stellten Kreisbogens

In Abb. (5.284a) ist das p-A Diagramm dargestellt. Fiir A < 0.05 wird p mittels eines
vorderen Differenzenquotienten und fiir A > 0.05 mittels eines zentralen Differenzen-
quotienten ermittelt, siche Unterkapitel 4.1. Wegen dieses Unterschieds ist p erst fiir
A > 0.05 ausreichend genau berechenbar. Im Punkt S gilt p = 0. Im gesamten Vorbeul-
bereich ist fiir das gegenstindliche Beispiel p < 0.1, siehe Abb. (5.28a).

Das Energieverhiltnis (U — Uyy) /U wird auf herkdmmliche Weise ermittelt, siche Un-
terkapitel 4.2. Das auf der Basis einer Diskretisierung mit 200 finiten Elementen erhal-
tene Ergebnis wird mit dem entsprechenden Resultat, das mit Hilfe der Software FE,»
[56] erhalten wurde, verglichen. Die beiden ((U — Uy) /U )-A Diagramme sind in Abb.
(5.28b) dargestellt. Die beiden Kurven stimmen ausgezeichnet iiberein. Nach Uber-
schreiten des Verzweigungspunkts B wird ein Durchschlagspunkt erreicht. Das mani-
festiert sich in einer vertikalen Tangente der ((U — Uy) /U )-A Diagramme. Im Vorbeul-
und im Nachbeulbereich des Primirpfads nimmt der Anteil der Biegeenergie U — Uy,

von 70% kontinuierlich auf 90% zu.
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Abbildung 5.28: (a) p-A Diagramm und (b) ((U — Uy) /U )-A Diagramme unter Beriicksichti-
gung der Schubverformungen des in Abb. (5.24) dargestellten Kreisbogens

In Abb. (5.29) ist die Funktion a(8(A), (X)) fur das vorliegende Beispiel dargestellt.
Der kontinuierliche Anstieg der Biegeenergie, wie ihn Abb. (5.28b) zeigt, manifestiert
sich im Anwachsen des Winkels 6. Am Startpunkt A bei A = 0 schlieft die von der Spitze
des Vektors A beschriebene blaue Kurve einen spitzen Winkel mit dem Nullmeridian
ein. An der durch den Punkt S gekennzeichneten Stabilititsgrenze tangiert die Kurve den
griin dargestellten Beulmeridian. Der sehr kleine Winkel @(As) an der Stabilititsgrenze

ist eine Folge der sehr geringen Variabilitit des fundamentalen Eigenvektors vi ().
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Abbildung 5.29: a(8(A), (1)) fiir den in Abb. (5.24) dargestellten Kreisbogen

5.3.5 Druckstab mit Querbelastung

Abb. (5.30) zeigt einen geraden Druckstab, der durch eine vertikale Einzellast am oberen
Ende und durch eine horizontale Linienlast belastet ist. An beiden Enden ist er gelenkig

gelagert. Der Querschnitt des Stabs ist rechteckig. Die Abmessungen des Rechtecks
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sind konstant. Die Ldnge L, die Querschnittsfliche A, das Flichentrigheitsmoment /, der
Elastizititsmodul E, die Querdehnzahl v und die Referenzlasten P und p sind ebenfalls
in Abb. (5.30) angegeben.

L =1000cm A =24000cm* 1=4.8-10"cm* v=0.05
E =2.0833kN/cm*> P=100kN  p=0.1kN/cm

Abbildung 5.30: Geometrie, Materialparameter und Belastung eines gelenkig gelagerten Druck-
stabes mit Querbelastung

Fiir kleine Werte des Lastparameters A ist der Anteil der Membranenergie an der Ver-
zerrungsenergie des Systems sehr grof3. Mit steigender Belastung und der daraus resul-
tierenden Querverformung w nimmt dieser Anteil ab. Dieses Verhalten entspricht dem
eines exzentrisch gedriickten Balkens, wie es etwa in [25] auf der Grundlage von Theo-

rie II. Ordnung beschrieben wird.

Die gegenstindliche Berechnung wurde mittels der FEM durchgefiihrt. Dabei wurden
grofe Verformungen beriicksichtigt. Abb. (5.31a) zeigt das A-w Diagramm des querbe-
lasteten Druckstabs. Positive Werte von u bedeuten eine Querverschiebung der Stab-
mitte in Richtung von p. Bis ungefihr A = 4 ist der Grad der Nichtlinearitit dieses
Last-Verschiebungspfades klein. Mit zunehmender Belastung &dndert sich das jedoch.
Das A-w Diagramm scheint sich der Knicklast fiir den zweiten Eulerfall A, anzunihern.
Diese ergibt sich fiir den vorliegenden Druckstab ohne Querbelastung zu A = 10.28.
Da die gegenstindliche Berechnung im Gegensatz zu der zuvor zitierten Analyse in
[5] auf Theorie III. Ordnung beruht, weist das A-w Diagramm einen Wendepunkt auf.
Die Struktur erfihrt danach eine Versteifung. Sie kann also die wachsende Belastung

weiterhin aufnehmen.

Abb. (5.31b) erlaubt einen Vergleich des Aj-A Diagramms fiir den in Abb. (5.30) dar-

gestellten Druckstab ohne Querbelastung, also fiir p = 0kN /cm, mit entsprechenden
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Diagrammen fiir p = 0.1kN/cm bzw. 1 kN /cm und 10kN /cm. Mit abnehmendem Wert
von p wird das Minimum von A} spiter erreicht und die Differenz zwischen diesem Wert
von A} und der Losung A = A, fiir den zweiten Eulerfall nimmt ab. Da keine Stabilitits-
grenze existiert, ndhert sich die Kurve zwar der Diagonalen le = A an, schneidet diese
jedoch nicht. Der Kurvenpunkt mit dem geringsten Normalabstand von A} = A weist
offensichtlich die Neigung 7»”{ = 1 auf. Nachher steigt XT wieder stidrker an. Der entspre-
chende Punkt fiir den Fall von p = 0.1kN /cm korreliert ungefihr mit dem Wendepunkt
des A-w Diagramms in Abb. (5.31a).

A
A*
12 —
AI
V4
A -A A
L K4 = Acr|
9 4
\/
* \,
| No— A - —_— =01
.
_——— - p=1
..... p=10
3,
- ==7=0
[kN/em)]
L L L U 0 L L n n ! by
100 200 300 375 2 4 6 8 Ao 12
(a) (b)

Abbildung 5.31: (a) A-w Diagramm (w in [cm]) und (b) Aj-A Diagramme fiir p = 0.1kN /cm
bzw. 1kN /cm und 10kN /cm fiir den in Abb. (5.30) dargestellten Druckstab

Abb. (5.32) zeigt (v}, - vi)-A Diagramme des in Abb. (5.30) dargestellten Druckstabs

fiir verschiedene Werte p.

Vip- Vi
1.0 -
0.8f
_p =
04f == p=10
0.0
-0.1 : : : : A
0 2 4 6 8 Acr

Abbildung 5.32: (v}, - v})-A Diagramme fiir den in Abb. (5.30) dargestellten Druckstab mit
Querbelastung

Die zuvor angesprochene starke Anderung des Systemverhaltens hat eine starke An-

derung des fundamentalen Eigenvektors zur Folge. Das duflert sich im Falle von p =
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0.1kN/cm in einem starken Abfall des (v, - v])-A Diagramms zwischen A = 8 und
A = A¢r. Mit steigendem Wert p tritt dieser Abfall frither und weniger stark ausgeprigt
auf. Daraus lédsst sich der Unterschied gegeniiber dem Druckstab ohne Querbelastung
ablesen, fiir den (V]‘O . V’f) = 1, also konstant ist. Da es sich beim querbelasteten Druck-
stab um kein Stabilitdtsproblem handelt, existiert keine Stabilitdtsgrenze. Das Skalar-
produkt v}, - vi kann daher negative Werte annehmen, was etwa fiir A = A im Falle
von p = 0.1kN/cm bzw. 1 kN /cm zutrifft.

Abb. (5.33a) zeigt das s-A Diagramm des in Abb. (5.30) dargestellten Druckstabs mit
P = 0.1kN/cm als Querbelastung. Daraus folgt, dass sich der fundamentale Eigenvek-
tor kurz vor A, stark dndert. Abb. (5.33b) enthilt das entsprechende ((U — Uy )/U)-A
Diagramm, das auf konventionelle Weise, sieche Unterkapitel 4.2, ermittelt wurde. Zu
Vergleichszwecken wurden auch die entsprechenden Diagramme fiir p = 1 kN /cm bzw.
10kN /cm in diese Abbildung eingetragen. Man erkennt, dass die Anderung des Anteils
der Biegeenergie an der Verzerrungsenergie fiir kleine Werte von p stiarker ausgeprigt ist
als fiir groBe Werte. Die starke Anderung des fundamentalen Eigenvektors v] findet je-
doch, wie zuvor erldutert, erst nach dem starken Anstieg des Verhéltnisses (U — Uyy) /U

statt. Sie ist je nach Anteil der Biegeenergie an der Verzerrungsenergie verschieden

grof3.
U-Uy
. 10 U
S
0.5 R
0.8} /\,‘
\,\
4
»,\
03r E K4
’
\,\
R
0.4}t”
p=0.1
p=1 [kN/em]
..... p =10
0 —IX 0 A
2 4 6 8 Ao 12 2 4 6 8 Acr
(a) (b)

Abbildung 5.33: (a) s-A Diagramm fiir p = 0.1kN /cm und (b) (U — Uy) /U )-A Diagramme fiir
P =0.1kN/cm bzw. 1 kN /cm und 10kN /cm fiir den in Abb. (5.30) dargestellten Druckstab mit
Querbelastung

Abb. (5.34) zeigt die durch den Vektor a(0(A),®(A)) beschriebene Flachenkurve fiir den
in Abb. (5.30) dargestellten Druckstab mit Querbelastung fiir den Fall p = 0.1kN /cm.
Der Anstieg der Biegeenergie, wie ihn Abb. (5.33b) illustriert, manifestiert sich in einem
Anstieg des Winkels 0. Der geringe Anteil von (U —Uy) /U zu Beginn der Analyse, sie-
he Abb. (5.33b), bewirkt einen relativ kleinen Winkel 6 im Startpunkt A der Flichenkur-
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ve. Sie schliet dort einen spitzen Winkel mit dem Nullmeridian ein. Mit wachsendem
Wert von p nimmt der Wert des fiir A = 0 unbestimmten Ausdrucks von (U —Uy) /U,
also der Wert im Startpunkt A der Flichenkurve, zu. Das geht einher mit einer zwar
friiher einsetzenden, jedoch weniger signifikanten Anderung des fundamentalen Eigen-
vektors vy, siche Abb. (5.32). Der Grenzfall eines reinen Biegespannungszustands fiihrt
auf den im Unterkapitel 5.2 behandelten Fall des Biegedrillknickens. Der grof3e Wert
von @(As) bildet die starke Anderung des fundamentalen Eigenvektors vi ab, wie dies
auch aus Abb. (5.32) und Abb. (5.33a) zu entnehmen ist. Da kein Stabilititsproblem
vorliegt, wird der sogenannte Unendlichkeitspunkt im Gegensatz zur Losung des vor-
liegenden Problems mittels Theorie II. Ordnung [5] nicht erreicht. Es existiert folglich
kein Beulmeridian. Ein negativer Wert (v}, - v}) weist auf die Uberschreitung der Gren-
ze @ = m/2 des Oktanten hin. Danach ist die Kurve strichliert dargestellt. Kurz vor
A = A, fiir den Druckstab ohne Querbelastung findet dieser Grenziibergang statt, siche
Abb. (5.32). Das in diesem Kapitel betrachtete Problem eines Druckstabs mit Querbe-
lastung stellt das Bindeglied zwischen Stabilitdtsversagen, ausgehend von einem reinen
Membranspannungszustand, siehe Unterkapitel 5.1, und Stabilititsversagen, ausgehend
von einem reinen Biegespannungszustand, siche Unterkapitel 5.2, dar. Trotz des Fehlens
einer Stabilitdtsgrenze bleibt der Zusammenhang des Energieverhéltnisses (U — Uyy) /U

mit dem fundamentalen Eigenpaar (vi(A) — A, v](A)) klar erkennbar.

Membranpol

Nullmeridian /{/

3 e/ 'Unendlichkeitspunkt
L | y\

,,,fer‘ ‘ y

Biegedquator

Abbildung 5.34: a(6(L), (X)) fiir den in Abb. (5.30) dargestellten Druckstab mit Querbela-
stung
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Schlussfolgerungen

e Die hypothetische Schliisselrolle des CLE fiir das Konzept der Beulkugel wurde

numerisch verifiziert.

e Speziell wurde gezeigt, dass das fundamentale Eigenpaar (A} —A,v}) des CLE
eine Sonderrolle unter den N Eigenpaaren der durch N Freiheitsgrade gekenn-

zeichneten FE Diskretisierung elastischer Strukturen einnimmt.

e Ungeachtet der Art der Stabilitdtsgrenze gilt dort le’g =0, Vié = 0. Die Stabili-
titsgrenze stellt also einen singuldren Punkt von vj(A) dar. Eine Stabilititsgrenze
in Form eines Durchschlagspunkts korreliert mit einem N-fachen Nulleigenwert
des CLE. Im Gegensatz zu 7»“1*@ = 0 gilt jedoch 7»’;.7&) #0,j=2,3,...,N.

e Fiir cos@(A) = vj(0) - vi(A) < 0 ist Stabilitdtsversagen in Form von Durchschla-
gen unmoglich. Das war der Grund fiir die Beschriankung der numerischen Unter-
suchung auf einen Oktanten der Einheitskugel. Die einzige Form einer in diesem
Fall moglichen Stabilitédtsgrenze ist ein Verzweigungspunkt, der mit einem Sat-

telpunkt der Last-Verschiebungspfade zusammenfillt.

e Der Wert von @(A) an der Stabilititsgrenze korreliert mit einer globalen GroBe,
die sowohl von den “Nicht-Membran” Verformungen als auch von der Steifigkeit

der Struktur zu Beulbeginn abhéngt.

e Ferner wurde auch gezeigt, dass beim CLE einem konstanten fundamentalen Ei-
genvektor ein nichtlinear verdnderlicher fundamentaler Eigenwert entsprechen

kann.

e Dieser Beweis bildete die theoretische Voraussetzung fiir die numerische Verifi-
zierung der hypothetischen Konstanz von vy fiir den Grenzfall von Beulen aus

einem Membranspannungszustand.

e Diese Verifizierung war die Voraussetzung zur Formulierung einer allgemeinen,
auf dem CLE basierenden Hypothese fiir (U — Uys)/U. Numerisch wurde sie fiir
den Grenzfall des Beulens aus einem reinen Membranspannungszustand genau
und fiir den des Beulens aus einem reinen Biegespannungszustand in Form ei-

ner sehr guten Nédherung verifiziert. Daraus folgt, dass diese Hypothese fiir den



KAPITEL 6. SCHLUSSFOLGERUNGEN 112

Sonderfall eines konstanten Werts von (U — Uys)/U im Vorbeulbereich geeignet

ist.

e Die Hypothese manifestiert sich in einer Formel, welche die Kriimmung und die
Verwindung einer fiktiven Flichenkurve enthilt, die durch die Spitze eines Ein-
heitsvektors v} beschrieben wird. Die Tatsache, dass es sich dabei nicht um einen
Vektor im physikalischen Sinn handelt, war kein Hindernis fiir die Verwendung

der Differentialgeometrie zur Bestimmung dieser beiden geometrischen Grofen.

e Im Fall von Stabilitidtsverlust bei einem allgemeinen Spannungszustand wurde die
Hypothese dadurch iiberpriift, dass das Ergebnis fiir (U — Uy ) /U fiir ein bestimm-
tes Beispiel mit dem Resultat einer konventionellen Berechnung dieses Verhilt-
nisses verglichen wurde. Infolge mangelnder Ubereinstimmung der beiden Ergeb-
nisse wurde der Zenitwinkel bei den durch einen allgemeinen Spannungszustand
gekennzeichneten Beispielen im Vorbeulbereich auf konventionelle Weise ermit-

telt.

e Diese Falsifizierung der Hypothese ist fiir das Konzept der Beulkugel insofern
irrelevant, weil sowohl der Membranpol und der Biegedquator als auch der Un-
endlichkeitspunkt und der Beulmeridian vom CLE erfasst werden und der Ze-
nitwinkel auf herkommliche Weise effizienter und bequemer berechnet werden

kann.

e Die numerische Umsetzung des Konzepts der Beulkugel war eine grof3e Heraus-

forderung.

e Eine Schwierigkeit bestand darin, Ableitungen von Matrizen und Vektoren nach
dem Lastparameter zu ermitteln. Die analytische Berechnung der Koeffizienten-
matrizen K7 und ﬁT in der mathematischen Formulierung des CLE fiir den Spezi-
alfall eines geraden, finiten Stabelements war insofern wichtig, weil sie eine Uber-
priifung der numerischen Ermittlung von ﬁT auf Basis eines Finite-Differenzen

Ausdrucks mit Hilfe der kommerziellen Software MSC.MARC erméglichte.

e Um die gewiinschte Genauigkeit der Approximation von vi(A) mittels der FDM
zu erreichen, mussten mehrere Subroutinen in MSC.MARC geschrieben bzw. mo-

difiziert werden.

e Die numerische Genauigkeit des Abspeicherungsprozesses von Kr und f(T hat
erheblichen Einfluss auf die Losung des CLE sowie auf weitere darauf beruhende
Berechnungen. Im Wege einer detailreichen Analyse wurden zwei Methoden aus-
fiihrlich vorgestellt, mittels der sich die numerische Genauigkeit des Ergebnisses

fiir v] verbessern lisst.
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e Die Berechnung des Kriimmungsradius p der fiktiven Oberflichenkurve, die durch
die Spitze des fundamentalen Eigenvektors v} auf einer Einheitskugel hervorgeru-
fen wird, stellt eine numerische Herausforderung dar. Dabei fiihrt eine feine Dis-
kretisierung im Rahmen des FE Modells nicht notwendigerweise auf eine groe

Genauigkeit der Werte von p.

e Die Interaktion der problemspezifischen Software, die im Zuge des vorliegenden

Forschungsprojekts erstellt wurde, mit MSC.MARC erwies sich als sehr gut.

e Die Steigerung der numerischen Prizision, weiters Effizienzerwégungen betref-
fend die numerische Losung des vorliegenden Problems sowie zwei vorgestellte
Methoden zur Ermittlung des fundamentalen Eigenpaars (A](A) — A, vi(A)) er-
moglichen es, das Ausmal} an Interaktionen zwischen MSC.MARC und MAT-
LAB gering zu halten. Dadurch wird die Effizienz der Losung des CLE wesentlich

gesteigert. Ihre Genauigkeit spielt in der Nachlaufrechnung eine wichtige Rolle.

e Ein Teil der gewonnenen numerischen Erkenntnisse stellt eine quantitative Be-
stitigung traditioneller qualitativer Aussagen dar. Beispiele dafiir sind Qualifizie-
rungen wie “eine Struktur mit viel Biegung” oder “eine groffe Spannungsumlage-

2

rung”.

e Die Beulkugel stellt eine bemerkenswerte Symbiose von Mechanik und Geome-
trie dar. Die wissenschaftliche Beschéftigung mit dieser Symbiose ist ein gutes
Beispiel einer weiter gefassten Symbiose, und zwar der zwischen Grundlagenfor-
schung und angewandter Forschung. Bei dieser Symbiose handelt es sich um ein

Markenzeichen der Ingenieurwissenschaften.



ANHANG

Tabellen betreffend die Genauigkeit der
numerischen Losung fiir A ()

Tabelle A.1: A} (1) und dazugehérige Konditionszahl K(K<T>) der Matrix K<T> =Kr(A+ Ai) +Py
fiir verschiedene Schrittweiten AA und verschiedene Inkremente

A 0.01 0.02 0.04
MOl xKy) | A | kK M| k(K
1 | 0.6533|5.99-10713 | 0.5750 | 5.70- 10713 | 0.4943 | 7.10-10~ 12
_ 2 ]/04796 | 2.31-1072 | 0.5077 | 1.78-10"'1 | 0.5169 | 2.17-10~!!
é 3 1109669 | 1.66-107!1 | 0.6002 | 1.44-10"!'! | 0.5571 | 7.43-10~ !
é 4 106526 | 55210 | 0.7378 | 2.46-10"'" | 0.5077 | 1.37-10""°
s n/a |2.38-1071]0.7212 | 3.20- 107! | 0.5435 | 6.58-10"!!
38 | 0.7011 | 5.81-1071° | 0.5962 | 7.69-10~'° | 0.5615 | 7.49-10~10
40 || 0.6613 | 5.34-1071° | 0.5926 | 7.18-1071° | 0.5650 | 7.35-101°
50 || 0.5988 | 8.37-10710 | 0.5535 | 7.50-107'° | 0.5464 | 8.94-10~10
AL 0.08 0.16
Mo xRy LA | k(K
1 | 04730 | 7.31-107!1 | 0.4684 | 1.28-10~10
_ 2 |/ 04657 | 1.28-10710 | 0.4662 | 1.70-10~10
é 3 1/0.4905 | 1.10-10719 | 0.4843 | 1.94-107 10
é 4 | 04851 | 1.51-1071° | 0.4786 | 2.05-10"17
" 5 | 05112 ] 1.30-10710 | 04931 | 2.25.10-10
38 || 0.5485 | 7.85-10710 | 0.5449 | 8.37-10~'0
40 || 0.5449 | 7.72-1071° | 0.5439 | 8.65-10~10
50 || 0.5403 | 4.86-10710 | 0.5339 | 7.72-10~'°
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Tabelle A.2: 1} (1) und dazugehérige Konditionszahl k(K ) der Matrix Ky = Kz (A+AL) + P,

fiir verschiedene Schrittweiten AA und verschiedene Inkremente

Inkrement

Inkrement

AL 0.01 0.02 0.04
* O * U * -
M K(K7) M k(K7 ) M K(K7)
1 {06535 ]6.16-10°13 ] 0.5751 | 5.50-10"13 | 0.4944 | 7.10- 1012
2 1104797 | 2.23-107'2 | 05078 | 1.78-10~!1 | 0.5171 | 2.16-10" !
3 1109672 | 1.66-10~ | 0.6003 | 1.44-10~!1 | 0.5573 | 7.43-10"!1
4 106528 | 5.52-10713 1 0.7380 | 2.46-10~!1 | 0.5079 | 1.34-10~ 1!
5 n/a |238-10!1]0.7213 | 3.21-107!! | 0.5436 | 6.57-10"!!
38 || 0.7013 | 5.82-10719 | 0.5962 | 7.69-1019 | 0.5616 | 7.49-1010
40 | 0.6614 | 5.34-10719 | 0.5926 | 7.18-10719 | 0.5651 | 7.40-10~10
50 || 0.5989 | 8.37-10710 | 0.5535 | 7.49-1010 | 0.5465 | 8.94-1010
AN 0.08 0.16
* < * o
% K(K7) A K(K7)
1 {04732 |7.30-10710 | 0.4685 | 1.28-10710
2 104659 | 1.28-10719 | 0.4663 | 1.71-10710
3 (04907 | 1.10-10719 | 0.4845 | 1.94-10710
4 104853 |1.50-10710 | 0.4788 | 2.05-10~10
5 1105114 | 1.30-10719 [ 0.4933 | 2.25-10°10
38 || 0.5486 | 7.88-10710 | 0.5450 | 8.37-10~10
40 | 0.5450 | 7.72-10719 | 0.5439 | 8.67-10~10
50 || 0.5403 | 4.79-1071°9 | 0.5339 | 7.92-10°10
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Tabelle A.3: 1} () und dazugehérige Konditionszahl k(K7 der Matrix Ky = K7 (A+AL) + Py

fiir verschiedene Schrittweiten AA und verschiedene Inkremente

Inkrement

Inkrement

AL 0.01 0.02 0.04
* O * U * -
M K(K7) M k(K7 ) M K(K7)
1 {06558 |6.17-10713 ] 0.5764 | 5.46-10~13 | 0.4962 | 6.29-10"!2
2 1104809 | 2.24-107'2 | 0.5089 | 1.77-10~!1 | 0.5190 | 2.17-10~!!
3 1109703 | 1.66-10~ | 0.6017 | 1.45-10~!1 | 0.5593 | 7.40-10"!!
4 106546 | 5.49-10~13 ] 0.7397 | 2.50-10~!1 | 0.5097 | 1.33-10"10
5 n/a |239-107!1]0.7230 | 3.21-10"!! | 0.5457 | 6.54-10"!!
38 | 0.7029 | 5.81-10719 | 0.5670 | 7.71-10"19 | 0.5627 | 7.48-1010
40 | 0.6397 | 5.33-10719 |1 0.5933 | 7.16-10719 | 0.5661 | 7.33-1010
50 || 0.5997 | 8.36-10710 | 0.5538 | 9.28-1010 | 0.5468 | 8.94-1010
AN 0.08 0.16
* < * o
% K(K7) A K(K7)
1 {04751 |7.25-10°!11 | 0.4600 | 1.25-10710
2 104677 | 1.10-10719 | 04677 | 1.71-10710
3 1104927 | 1.08-10719 | 0.4860 | 1.94-1010
4 104872 | 1.49-10710 | 0.4802 | 2.04-10710
5 1105135 | 1.28-10719 [ 0.4948 | 2.26-10"10
38 || 0.5497 | 7.87-10710 | 0.5458 | 8.35-10~10
40 | 0.5459 | 7.70-10719 | 0.5449 | 8.62-10~10
50 || 0.5406 | 4.04-1071° | 0.5402 | 7.81-10"10
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Tabelle A.4: 1} (1) und dazugehérige Konditionszahl k(K ) der Matrix Ky = Kz (A+AX) + Py

fiir verschiedene Schrittweiten AA und verschiedene Inkremente

Inkrement

AL 0.01 0.02 0.04

MO xKy) | A | kK M| k(K
1 n/a |489-10713]0.7437 | 1.18-10713 | n/a | 6.45-107'2
2 | 0.6473 | 2.68-107'2 | 0.6501 | 1.30-10"'' | n/a |7.92-10712
3 n/a | 9.21-107' | 0.7766 | 1.07-10~"" | n/a |3.07-10°!
4 109214 | 891-1078 | n/a [260-107"| n/a |1.11-10710
5 n/a | 202-100"" | n/a |747-107'2| n/a |520-107'
38 || 1.0132 | 52210719 | 0.7187 | 4.11-10719 | 0.7718 | 6.96-101°
40 || 09178 | 4.91-10719 | 0.7080 | 4.30-10710 | 0.7753 | 6.93-10~ 19
50 || 0.8181 | 8.61-107'% | 0.5989 | 6.86-1010 | 0.6582 | 9.55-101°
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