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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt das Orlicz-Prämienkalkulationsprinzip. Da die Kal-
kulation von Prämien ein Teilgebiet der Risikotheorie ist, wird zuerst eine kurze Ein-
führung in die Risikotheorie gegeben und die damit verbundenen Aufgabengebiete er-
läutert. Da es viele verschiedene Prämienkalkulationsprinzipien gibt, die aber unter-
schiedliche Gütekriterien erfüllen, werden diese Prämienkalkulationsprinzipien kurz er-
klärt und deren Eigenschaften betrachtet. Nach diesem Überblick folgt eine Einführung
in die Theorie der Orlicz-Räume, wo die Young-Funktion und die Orlicz-Norm bzw.
Luxemburg-Norm de�niert werden. Mit diesen Grundlagen kann das Prämienkalkula-
tionsprinzip basierend auf Orlicz-Normen hergeleitet werden. Zuerst wird der Fall für
beschränkte Risiken betrachtet und die Eigenschaften bewiesen. Mit einem Gegenbei-
spiel wird klar, dass die Aussagen für unbeschränkte Risiken nicht mehr gültig sind und
modi�ziert werden müssen. Anhand einiger Beispiele soll das Prinzip noch verdeutlicht
werden. Zum Schluss führt ein kurzer Ausblick zu weiteren Anwendungsmöglichkeiten
des Orlicz-Prinzips.
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Abstract

This master thesis deals with a premium calculation principle based on Orlicz norms. As
premium calculation is a part of risk theory �rst there is given a short overview of risk
theory and its applications. Afterward some di�erent premium calculation principles are
explained and their properties are investigated. The next part deals with Orlicz spaces
where the Young function, Orlicz norm and Luxemburg norm are de�ned. Based on
those Orlicz norms a new premium calculation principle is deduced. First the principle is
shown for bounded risks, afterwards for unbounded risks. Some examples for illustrating
this principle are presented. At the end of this thesis a short forecast with further
applications is given.
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Kapitel 1

Risikotheorie

Dieses Kapitel orientiert sich an [SP], [HU], [ZG], [PF] und [SW].

In der Schadenversicherungsmathematik werden Modelle und Methoden betrachtet, bei
denen der Zeitpunkt des Eintretens eines Versicherungsfalls und die Höhe der Versiche-
rungsleistung zufällige Faktoren sind. Somit kann während der Vertragslaufzeit auch
eine zufällige Anzahl an Ereignissen eintreten, die einen oder mehrere Schäden mit
sich bringen können. Da diese Modelle oft nicht einfach zu berechnen sind, werden in
der Risikotheorie Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie, Stochastik, Statistik und
Numerik angewandt, um die Risiken eines Versicherungsunternehmens in Form von
Zufallsvariablen zu modellieren.

De�nition 1.1: Risiko ist die Unsicherheit über die Ergebnisse wirtschaftlichen Han-
delns. Mathematisch gesehen ist ein Risiko eine nichtnegative Zufallsvariable X.

Beispiele für Risiken sind Sachschäden (z.B. Naturkatastrophen, Seuchen, Terroran-
schläge), Vermögensrisiken (z.B. Zinsänderung, Währungsrisiken), neue gesetzliche Re-
gelungen (z.B. Besteuerung), In�ation und konjunkturelle Schwankungen.

Unter dem versicherungstechnischen Risiko werden folgende Risiken zusammengefasst:

• Zufallsrisiken

• Schätzrisiken, Modellrisiken (z.B. verwenden der unpassenden Schadenverteilung)

• Diagnose- oder Irrtumsrisiken

• Änderungsrisiken (z.B. Prognoserisiken)

Die Risikotheorie befasst sich allerdings nur mit dem Zufallsrisiko, d.h. mit der zufäl-
ligen Komponente des versicherungstechnischen Risikos.
Generell wird ein Portfolio sowohl von deterministischen als auch von stochastischen
Faktoren beein�usst:

• Deterministische Gröÿen geben die Rahmenbedingungen für das Versicherungs-
geschäft vor, wie z.B. die Zeitspanne t (z.B. t = 1 für das Geschäftsjahr) oder
das Anfangskapital x.
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• Stochastische Gröÿen werden durch Zufallsvariablen modelliert. Hier sind die
Schadenzeitpunkte, die Schadenhöhen, die Schadenzahl, der Gesamtschaden so-
wie die Risikoreserve zu erwähnen.
Die Schadenanzahl N(t), der Gesamtschaden X(t) und die Risikoreserve R(t)
sind zufällige Funktionen des Zeitparameters t und werden mithilfe stochasti-
scher Prozesse modelliert.

1.1 Aufgaben der Risikotheorie

Im Folgenden werden die Aufgabenbereiche der Risikotheorie erläutert. Für eine aus-
führliche Beschreibung sei verwiesen auf [SP].

1.1.1 Modellierung der Schadenhöhe X(t)

De�nition 1.2: Ein Risiko heiÿt gutartig, wenn die Tail-Funktion der Verteilung von
X eine exponentielle Schranke besitzt:

1− FX(x) ≤ ce−ax (1.1)

für x ∈ R+ und gewisse Konstanten a und c > 0.

Die Tail-Funktion eines �gefährlichen� Risikos geht für x→∞ somit langsamer gegen
Null als e−ax.

• Verteilungen mit leichtem Tail sind

� Normalverteilung

� Exponentialverteilung

� Erlangverteilung

� χ2-Verteilung

� Gammaverteilung

� Betaverteilung

� Waldverteilung

• Durch Verteilungen mit schwerem Tail werden auch Groÿschäden berück-
sichtigt:

� Log-Normal-Verteilung

� Weibull-Verteilung

� Pareto-Verteilung

� Loggamma-Verteilung
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1.1.2 Modellierung der Schadenanzahl N(t)

Die üblichen Schadenanzahlverteilungen von N sind:

• Poisson-Verteilung, N ∼ Poi(λ) mit λ > 0
wobei die momenterzeugende Funktion gegeben ist durch

mN(t) = eλ(et−1)

• Binomialverteilung, N ∼ B(n, p) mit n ∈ N, p ∈ (0, 1)
wobei die momenterzeugende Funktion gegeben ist durch

mN(t) = (1− p(1− et))n

• Negative Binomialverteilung, N ∼ NB(r, p) mit r ∈ N, p ∈ (0, 1)
wobei die momenterzeugende Funktion gegeben ist durch

mN(t) =

(
p

1− (1− p)et

)r
1.1.3 Verteilung des Gesamtschadens S(t)

Der Gesamtschadenprozess ist ein stochastischer Prozess:

S(t) =

N(t)∑
i=1

Xi(t).

Man unterscheidet das individuelle vom kollektiven Modell:

Individuelles Modell

Das individuelle Modell fasst alle Einzelschäden einer Police i zu Xi zusammen.

S =
n∑
i=1

Xi,

wobei Xi, i = 1, ..., n unabhängige Policen sind, die nicht notwendigerweise ident ver-
teilt sein müssen.

Kollektives Modell

Beim kollektiven Modell wird ein Portfolio aus einer nicht näher spezi�zierten Anzahl
von Policen betrachtet, die nicht einzeln behandelt werden können. Es werden alle
Schäden gleich betrachtet, egal aus welcher Police sie stammen.

S =
N∑
i=1

Xi,

mit unabhängigen und ident verteilten Xi und N,X1, X2, ... unabhängig.
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Typischerweise besitzt S entweder die Poisson-, die Binomial oder die negative Bino-
mialverteilung als Schadenanzahlverteilung N . Man spricht dann auch von zusammen-
gesetzter/compound Poisson-, Binomial- bzw. negativer Binomialverteilung.

Für den Erwartungswert von S gilt

E[S] = E[N ]E[X]

Für die Varianz von S gilt

V[S] = E[S2]− E[S]2 = V[N ]E[X]2 + E[N ]V[X]

Für die momenterzeugende Funktion von S gilt

mS(t) = mN(log(mX(t)))

1.1.4 Prämienkalkulation

siehe Kapitel 2, 4 und 5

1.1.5 Berechnung von Rückstellungen

Ein Versicherungsunternehmen muss folgende Rückstellungen bilden:

• Spätschadenreserve zur Deckung von Schäden, deren Höhe bei Meldung des Ver-
sicherungsfalles noch nicht genau bekannt ist

• Schwankungsrückstellung zur Deckung von Risiken mit groÿer Variabilität

• Groÿschadenrückstellung zur Deckung von Risiken mit schweren Tails

1.1.6 Durchführung von risikopolitischen Maÿnahmen

In dieses Aufgabenfeld fällt die Risikoteilung. Der wohl berühmteste Vertreter der
Risikoteilung ist die Rückversicherung:

Weitergabe

der Risiken

an den EV

Weitergabe

der Risiken

an den RV

Policen übernimmt

Risiken und

Gefahren vom

Versicherungs-

nehmer

übernimmt

Risiken und

Gefahren vom

Erstversicherer

Versicherungs-

nehmer

Erst-

versicherer

Rück-

versicherer

Abbildung 1.1: Rückversicherung, Quelle: [SW]
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Prinzipiell unterscheidet man bei der Rückversicherung zwischen proportionaler und
nicht-proportionaler Rückversicherung:

• Proportionale Rückversicherung

� Quotenrückversicherung
Der Rückversicherer ist mit einem festen Prozentsatz an allen vertraglich
festgelegten Versicherungen beteiligt. Diese Quote ist maÿgebend für die
Verteilung der Haftung, der Prämien und der Schäden zwischen dem Erst-
und Rückversicherer. Ein Nachteil der Quotenrückversicherung ist, dass sie
keine homogenisierende Wirkung hat: Spitzenrisiken werden nur unzurei-
chend erfasst, bzw. greift der Rückversicherungsschutz auch bei kleineren
Risiken, bei denen er nicht unbedingt erforderlich wäre.

� Summenexzedenten-Rückversicherung
Hier ist der Rückversicherer nicht an allen Risiken beteiligt, sondern nur
an den Risiken über einem gewissen Haftungsbetrag. Die Bestimmung des
Haftungsbetrags ist der wichtigste Schritt, den der Erstversicherer machen
muss, denn davon hängt es ab ob das Ziel, die Risiken zu nivellieren, erreicht
wird. Bis zu dem Haftungsbetrag behält sich der Erstversicherer die Risiken
im Selbstbehalt. Haftungsbeträge, die den Selbstbehalt überschreiten deckt
der Rückversicherer - allerdings auch nur bis zu einem vertraglich festgeleg-
ten Deckungslimit. Den Betrag darüber muss entweder der Erstversicherer
selbst übernehmen oder fakultativ1 rückversichern.

• Schadenexzedenten- bzw. nichtproportionale Rückversicherung

� Schadenexzdentenrückversicherung (Excess of Loss, XL)

� Jahresüberschadenrückversicherung (Stop Loss, SL)

Der Erstversicherer setzt einen Betrag (bei Stop Loss einen Prozentsatz) seiner
Jahresprämie fest, bis zu dem er für die Schäden selbst aufkommt. Dieser Be-
trag wird Priorität genannt. Den darüber hinausgehenden Schaden übernimmt
der Rückversicherer bis zur Höhe eines bei (XL) betragsmäÿig, bei (SL) als Pro-
zentsatz der Jahresprämie, festgesetzten Übernahmemaximums (= Haftstrecke
bzw. Haftung des Rückversicherers). Durch Schadenexzedentenrückversicherun-
gen kann sich der Erstversicherer gegen Kumulschäden absichern.

1.1.7 Ermittlung der Ruinwahrscheinlichkeit

Man sagt es tritt technischer Ruin ein, wenn die Risikoreserve R(t) zum ersten Mal
negativ wird. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ϕ(x) = P[∃t > 0 : R(t) < 0]
wird Ruinwahrscheinlichkeit genannt. Die Aufgabe der Risikotheorie besteht darin die-
se Ruinwahrscheinlichkeit zu berechnen oder, wenn dies nicht möglich ist, eine ausrei-
chend präzise obere Schranke für ϕ(x) anzugeben.

1der Erstversicherer entscheidet nach eigener Wahl, welchem Rückversicherer er das Risiko anbietet

und der Rückversicherer entscheidet ob und wenn ja in welcher Höhe er sich am Risiko beteiligen

möchte

12



Kapitel 2

Prämienkalkulationsprinzipien

In diesem Kapitel werden einige Prämienkalkulationsprinzipien und deren Gütekrite-
rien genauer betrachtet - vgl. [DR], [ZG], [HU], [GE].

Gegeben sei eine Menge G von Zufallsvariablen, welche die Risiken modellieren.
H ist eine Abbildung von G nach R̄, sodass gilt X ∈ G → H[X] ∈ R̄. Auÿerdem soll
gelten, dass H[X] nur von der Verteilung von X abhängt.

Interpretation: Um das Risiko X versichern zu können, verlangt die Versicherung die
Prämie H[X].
Wenn gilt, dass H[X]=+∞ bedeutet es, dass das Risiko X nicht versicherbar ist (nach
dem jeweiligen Prämienkalkulationsprinzip H[X]). Sobald H[X] < ∞, ist das Risiko
X nach dem Prinzip H versicherbar.

2.1 Übersicht über einige Prämienprinzipien

Nun wird auf die Prämienkalkulationsprinzipien eingegangen, wobei neben den klassi-
schen Prinzipien, wie z.B. dem Exponentialprinzip und Perzentilprinzip auch Exoten
wie z.B. das Holländische Prinzip erklärt werden.

2.1.1 Nettoprämienprinzip

Das Nettoprämienprinzip hat als Prämie den Erwartungswert des Risikos:

H[X] = E[X] (2.1)

Das Nettoprämienprinzip liefert eine theoretische untere Schranke. In der Realität müs-
sen Versicherungsunternehmen aber auch Rücklagen bilden und Mieten fürs Büro, Steu-
ern usw. bezahlen.
Dieses Prinzip wird auch Äquivalenzprinzip genannt.
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2.1.2 Erwartungswertprinzip

Die Prämie nach dem Erwartungswertprinzip wird wie beim Nettoprämienprinzip mit-
tels des Erwartungswertes berechnet, enthält aber zusätzlich einen Sicherheitszuschlag:

H[X] = (1 + α)E[X] (2.2)

H[X] = E[X] + αE[X]︸ ︷︷ ︸
Sicherheitszuschlag

mit Parameter α ≥ 0.

Ein Vorteil des Erwartungswertprinzips ist, dass die Kenntnis von E[X] ausreicht, der
Sicherheitszuschlag ist nur von X abhängig.

Ein Nachteil des Erwartungswertprinzips ist, dass wenn die Varianz des Risikos sehr
groÿ ist, das Risiko nicht ausreichend berücksichtigt wird.

2.1.3 Varianzprinzip

Beim Varianzprinzip ist der Sicherheitszuschlag proportional zur Varianz des Risikos
X:

H[X] = E[X] + βV[X]︸ ︷︷ ︸
Sicherheitszuschlag

(2.3)

mit Parameter β ≥ 0.

Das Varianzprinzip, und auch das Standardabweichungsprinzip, wird vor allem verwen-
det, wenn das Versicherungsunternehmen die mögliche Streuung des Risikos berück-
sichtigen möchte.

2.1.4 Standardabweichungsprinzip

Beim Standardabweichungsprinzip ist der Sicherheitszuschlag proportional zur Stan-
dardabweichung des Risikos X:

H[X] = E[X] + γ
√

V[X]︸ ︷︷ ︸
Sicherheitszuschlag

(2.4)

mit Parameter γ ≥ 0.
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2.1.5 Nullnutzenprinzip

Sei u : R→ R eine Nutzenfunktion mit folgenden Eigenschaften:

• u monoton wachsend: u′ > 0
Je gröÿer die Geldmenge ist, desto gröÿer ist ihr Nutzen.

• u konkav: u′′ ≤ 0
Bei wachsendem Vermögen wird dem Zuwachs einer Geldeinheit immer weniger
Nutzen zugeschrieben.

Nutzen

Geldmenge

Abbildung 2.1: Nutzenfunktion

Die Prämie zur Nutzenfunktion u und Anfangskapital x ist Lösung von:

u(x) = E[u(x+H −X)] (2.5)

Beispiel 2.1: Die Verteilung der Schadenhöhe X sei gegeben durch

P[X = 1] = P[X = 2] =
1

2

Die durch
u(x) = ln(x+ 1) für x ≥ 0

de�nierte Funktion ist eine Nutzenfunktion:

• u′(x) > 0

ln(x+ 1)′ = 1
x+1

> 0 für x ≥ 0

• u′′(x) ≤ 0(
1

x+1

)′
= −(x+ 1)−2 = − 1

(x+1)2 ≤ 0 für x ≥ 0
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Es gilt: Der Nutzen vor Versicherungsübernahme ist gleich dem erwarteten Nutzen
nach Versicherungsübernahme, d.h.:

u(x) = E[u(x+H −X)]

u(x) =
1

2
E[u(x+H − 1)] +

1

2
E[u(x+H − 2)]

ln(x+ 1) =
1

2
(E[ln(x+H)] + E[ln(x+H − 1)])

2 ln(x+ 1) = ln(x+H) + ln(x+H − 1)

ln
(
(x+ 1)2

)
= ln ((x+H) · (x+H − 1))

x2 + 2x+ 1 = x2 + 2Hx+H2 − x−H

0 = H2 +H(2x− 1) + (−3x− 1)

H1,2 = −2x− 1

2
±

√(
2x− 1

2

)2

+ 3x+ 1

Für das Anfangskapital x = 2 bzw. x = 6 erhält man

H =

−
3
2

+
√

9
4

+ 7 = 1, 5413 für x = 2

−11
2

+
√

121
4

+ 19 = 1, 5178 für x = 6

da die Prämie positiv sein muss.

�

2.1.6 Exponentialprinzip

Die Prämie nach dem Exponentialprinzip ergibt sich folgendermaÿen:

H[X] =
1

α
logmX(α) (2.6)

mit mX ...momenterzeugende Funktion, mX(α) = E[eαX ].

Der Parameter α heiÿt Risikoaversionsparameter.

Es gilt:

• α→ 0: risikoneutral (daraus resultiert eine kleinere Prämie)

• α wird gröÿer: risikoaverser (daraus resultiert eine gröÿere Prämie)

Bemerkung 2.2: Das Risiko X ist versicherbar genau dann, wenn die momenterzeu-
gende Funktion von X bei α existiert.
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Bemerkung 2.3: Die Exponentialprämie als Funktion des Risikoaversionsparameters
interpoliert stetig und wachsend zwischen der Nettoprämie und der Maximalschaden-
prämie.

Bemerkung 2.4: Durch die Wahl der Nutzenfunktion u(x) = 1−e−αx
α

wird das Expo-
nentialprinzip de�niert:

1 u(0) = E[u(H −X)]

2 0 = E[
1− e−α(H−X)

α
]

3 0 =
1

α
(E[1]− E[e−α(H−X)])

4 0 = 1− E[e−α(H−X)]

5 1 = E[e−α(H−X)]

6 1 = e−αHE[eαX ]

7 eαH = E[eαX ]

8 αH = logE[eαX ]

9 H =
1

α
logE[eαX ]

10 H =
1

α
log[mX(α)]

2.1.7 Mittelwertprinzip

Sei v(x), x ≥ 0 eine Verlustfunktion mit folgenden Eigenschaften:

• monoton wachsend: v′(x) > 0

• konvex: v′′(x) ≥ 0,

dann ist die Prämie die Lösung von

v(H[X]) = E[v(X)]. (2.7)

Wenn v(x) = ax+b, dann ist das Mittelwertprinzip äquivalent zum Nettoprämienprin-
zip.
Wenn v(x) = αeβx + γ für min[α, β] > 0, dann ist das Mittelwertprinzip äquivalent
zum Exponentialprinzip.
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2.1.8 Quantil- oder Perzentilprinzip

Nach dem Quantil- bzw. Perzentilprinzip gilt: H ist die kleinste Prämie, sodass die
Wahrscheinlichkeit eines Verlustes kleiner oder gleich ε ist (0 < ε ≤ 1):

P[H −X < 0] ≤ ε

P[X > H] ≤ ε

1− FX(H) ≤ ε

FX(H) ≥ 1− ε.

Daraus folgt:
H[X] = inf{x ∈ R : FX(x) ≥ 1− ε}

also:
H[X] = F←X (1− ε) (2.8)

Somit gilt: H[X] ist das (1− ε)-Quantil.

2.1.9 Schweizer Prämienkalkulationsprinzip

Gegeben sei ein Parameter c ∈ [0, 1] und eine strikt monotone (fallende oder steigende)
Funktion f : R→ R.
Die Schweizer Prämie löst:

E[f(X − cH)] = f((1− c)H). (2.9)

Für c = 0 und wachsendes und konvexes f erhält man das Mittelwertprinzip.
Für c = 1 und f(X) = u(−X) erhält man das Nullnutzenprinzip mit x = 0.

2.1.10 Holländisches Prinzip

H[X] = E[X] + θE[(X − αE[X])+] (2.10)

mit θ ∈ (0, 1) und α ≥ 1,

2.1.11 Semivarianzprinzip

H[X] = E[X] + δE[(X − E[X])2
+] (2.11)

mit δ ≥ 0.
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2.1.12 Esscher-Prinzip

Die Prämie nach dem Esscher-Prinzip wird folgendermaÿen berechnet:

H[X] =
E[XeαX ]

E[eαX ]
(2.12)

für α ≥ 0.

Der Name des Prinzips kommt daher, dass Z := XeαX

mX(α)
die Esscher-Transformation der

Zufallsvariable X ist.

Bemerkung 2.5: Sei dQ
dP = eαX

E[eαX ]
, so gilt:

H[X] =
EP[XeαX ]

EP[eαX ]
= EQ[X].

Das heiÿt die Esscher-Prämie ist die Nettoprämie unter dem Wahrscheinlichkeitsmaÿ
Q.

2.1.13 Maximalschadenprinzip

Das Maximalschadenprinzip ist praktisch zu teuer und bildet eine theoretische Ober-
grenze:

H[X] = sup{x : FX(x) < 1}. (2.13)

Bemerkung 2.6: Das Maximalschadenprinzip kann auch geschrieben werden als1

H[X] = esssupX

Das Maximalschadenprinzip erhält man als Grenze, wenn man im Exponentialprinzip
den Parameter α gegen +∞ laufen lässt. Ebenso, wenn man im Perzentilprinzip den
Parameter ε gegen 0+ laufen lässt bzw. wenn man im Esscher-Prinzip den Parameter
α gegen +∞ laufen lässt.

2.1.14 Risikoadjustiertes Prinzip (proportional Hazard-Rate)

H[X] =

∫ +∞

0

[P[X > x]]1/ρdx =

∫ +∞

0

[1− FX(x)]1/ρdx, (2.14)

wobei der Parameter ρ ≥ 1 als Risikoindex bezeichnet wird.

Für ρ = 1 ist das risikoadjustierte Prinzip äquivalent zum Nettoprämienprinzip.

1essupX = sup{x : FX(x) < 1}
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2.1.15 Wang-Prämienkalkulationsprinzip

Das Wang-Prämienkalkulationsprinzip ist eine Verallgemeinerung des risikoadjustier-
ten Prinzips:

H[X] =

∫ +∞

0

g(1− FX(x))dx, (2.15)

wobei g(·) : [0, 1]→ [0, 1] eine wachsende, konkave Funktion ist.

Für den Fall, dass g von der Form g(x) = x1/ρ mit ρ ≥ 1 ist, ist das Wang-Prinzip
äquivalent zum risikoadjustierten Prinzip.

2.1.16 Prinzip der absoluten Abweichung

H[X] = E[X] + αE[| X − F←X (1/2) |] (2.16)

mit α ≥ 0.
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2.2 Gütekriterien, wünschenswerte Eigenschaften

Im Folgenden werden einige Eigenschaften behandelt, die in bestimmten Situationen
für die Prämienkalkulationsprinzipien wünschenswert wären:

i) kein ungerechtfertigter Sicherheitszuschlag
H(a) = a für alle konstanten Risiken a ∈ R

ii) Proportionalität, positive Homogenität
H(λX) = λH(X) für λ ≥ 0

iii) Additivität
H(X + Y ) = H(X) +H(Y ) für unabhängige Risiken X und Y ∈ G

iv) Translationsinvarianz, Konsistenz
H(X + a) = H(X) + a für a konstant ∈ R

v) Erwartungsübersteigerung
H(X) ≥ E[X]

vi) Maximalschadenbegrenzung, no rip-o�
H(X) ≤ esssupX
theoretische obere Schranke

vii) Iterativität
Ist X ein Risiko und Y eine weitere Zufallsvariable, dann bezeichnet die Prämie
H[X | Y ] die für die bedingte Verteilung gegeben Y berechnete Prämie, die
im Allgemeinen eine Zufallsvariable ist. Für die danach berechnete Prämie soll
gelten:
H[H[X | Y ]] = H[X]

viii) Subadditivität
H(X + Y ) ≤ H(X) +H(Y ) für beliebige Risiken X und Y ∈ G

ix) Konvexität
H(λX + (1− λ)Y ) ≤ λH(X) + (1− λ)H(Y )

x) Monotonie bzgl. der (gewöhnlichen) stochastischen Ordnung
X ≤st Y ⇔ H(X) ≤ H(Y ) wobei gilt:

X ≤st Y :⇔ ∀ wachsende Funktionen g gilt:
E[g(x)] ≤ E[g(Y )] wenn der Erwartungswert existiert

xi) Verträglichkeit bezüglich der Mischung von Risiken
H(X) = H(Y )⇒ H(pX + (1− p)Z) = H(pY + (1− p)Z)
für alle konstanten p ∈ [0, 1]

xii) Stetigkeit Xn → X ⇒ H(Xn)→ H(X)
Konvergenz von Zufallsvariablen ⇒ Konvergenz von Zahlen
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2.2.1 Die wichtigsten Prinzipien und deren Eigenschaften

Folgend ist eine Übersicht mit den wichtigsten Prinzipien und deren Eigenschaften. Die
Eigenschaften werden exemplarisch für das Mittelwertprinzip durchgerechnet.

Prinzip (i
)
S.
zu
sc
hl
ag

(i
i)
po
s.
H
om

.

(i
ii
)
A
dd
it
iv
it
ät

(i
v)

T
ra
ns
l.i
nv
.

(v
)
er
w
.ü
be
rs
t.

(v
i)
no

ri
p-
o�

(v
ii
)
It
er
at
iv
it
ät

Nettoprämienprinzip + + + + + + +
Erwartungswertprinzip − + + − + − −
Varianzprinzip + − + + + − −
Standardabweichungsprinzip + + − + + − −
Nullnutzenprinzip + 3 3 + + + 3

Exponentialprinzip + − + + + + +
Mittelwertprinzip + 3 3 3 + + +
Perzentilprinzip + + − + − + −
Esscher Prinzip + − + + + + −
Maximalschadenprinzip + + + + + + +
Risikoadjustiertes Prinzip + + − + + + −
Wang-Prinzip + + − + + + −

Tabelle 2.1: Prämienkalkulationsprinzipien und deren Eigenschaften

+ ... Prinzip besitzt bestimmte Eigenschaft

− ... Prinzip besitzt bestimmte Eigenschaft nicht

3 ... Spezialfälle

Spezialfälle

• Nullnutzenprinzip

� Additivität: diese Eigenschaft gilt genau dann, wenn u(x) = ax+b für a > 0
oder u(x) = −αe−βx + γ für min[α, β] > 0, wobei u(·) die Nutzenfunktion
des Versicherungsunternehmens ist und x das Kapital des Unternehmens.

� positive Homegenität: diese Eigenschaft gilt genau dann, wenn u(x) = ax+b
für a > 0

� Iterativität: diese Eigenschaft gilt genau dann, wenn u(x) = ax+b für a > 0
oder u(x) = −αe−βx + γ für min[α, β] > 0, siehe Additivität

• Mittelwertprinzip

siehe Berechnungen auf den folgenden Seiten
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Eigenschafen des Mittelwertprinzips:

i) kein ungerechtfertiger Sicherheitszuschlag

H[X] = v−1(E[v(X)]) = v−1(v(C)) = C

ii) positive Homogenität

• Zuerst wird mit einem Gegenbeispiel gezeigt, dass das Mittelwertprinzip im
Allgemeinen nicht positiv homogen ist:
Sei X eine Zufallsvariable, welche die Werte 1 und 2 mit Wahrscheinlichkeit
je 1/2 annimmt.
Sei v(x) = x2 + 2x für x ≥ 0, dann ist v−1(x) = −1 +

√
1 + x.

Somit erhält man

E[v(λX)] =
λ2 + 2λ+ 4λ2 + 4λ

2
=

5λ2 + 6λ

2

und

E[v(X)] =
1 + 2

2
+

4 + 4

2
=

11

2
.

Daraus folgt

H[λX] = v−1 (E[v(λX)])

= −1 +

√
1 +

5λ2 + 6λ

2

6= λ

(
−1 +

√
1 +

11

2

)

= λv−1 (E[v(X)])

= λH[X].

• Nun wird gezeigt, dass das Mittelwertprinzip positiv homogen ist, wenn v
von der Form v(x) = ax + b für a ≥ 0 ist. In diesem Fall ist v−1(x) = x−b

a

und man erhält:

H[λX] = v−1(E[v(λX)]) =
E[a(λX) + b]− b

a

=
aE[λX] + b− b

a

= E[λX]

= λE[X]

= λ
E[aX + b]− b

a

= λv−1(E[v(X)]) = λH[X].
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Satz 2.7: Das Mittelwertprinzip ist positiv homogen genau dann, wenn
v(x) = ax + b für a > 0, d.h. wenn es mit dem Nettoprämienprinzip über-
einstimmt.

iii) Additivität

• Zuerst wird mit einem Gegenbeispiel gezeigt, dass die Additivitätseigen-
schaft im Allgemeinen nicht gilt:
Seien X1 und X2 zwei unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen so,
dass sie die Werte 0 und 1 mit Wahrscheinlichkeit je 1/2 annehmen, dann
nimmt die Variable X1 +X2 die Werte 0, 1, und 2 mit den Wahrscheinlich-
keiten 1/4, 1/2 und 1/4 an. Sei nun g(x) = x2, so ist g−1(x) =

√
x und man

erhält

H[Xi] =

√
02

2
+

12

2
=

1√
2

für i = 1, 2.

Andererseits gilt für

H[X1 +X2] =

√
02

4
+

12

2
+

22

4

=

√
3

2

6=
√

1

2
+

√
1

2

= H[X1] +H[X2].

• Nun wird gezeigt, dass die Additivitätseigenschaft für das Mittelwertprinzip
hält, wenn v von der Form v(x) = ax+ b ist für a > 0. Für v−1 erhält man
v−1(x) = x−b

a
.

Es gilt somit

H[X1 +X2] = v−1(E[v(X1 +X2)])

=
E[a(X1 +X2) + b]− b

a

=
E[aX1 + b]− b+ E[aX2]

a

=
E[aX1 + b]− b

a
+

E[aX2 + b]− b
a

= v−1(E[v(X1)]) + v−1(E[v(X2)])

= H[X1] +H[X2].
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• Desweiteren gilt die Additivitätseigenschaft für das Mittelwertprinzip für
Funktionen der Form v(x) = αeβx + γ mit min[α, β] > 0. In diesem Fall ist
v−1(x) = 1

β
log
(
x−γ
α

)
und es gilt:

H[X1 +X2] =
1

β
log

(
E[αeβ(X1+X2) + γ]− γ

α

)

=
1

β
log(E[eβ(X1+X2)])

=
1

β
log(E[eβX1eβX2 ])

=
1

β
log(E[eβX1 ]) +

1

β
log(E[eβX2 ])

=
1

β
log

(
E[αeβX1 + γ]− γ

α

)
+

1

β
log

(
E[αeβX2 + γ]− γ

α

)
= H[X1] +H[X2].

Satz 2.8: Das Mittelwertprinzip erfüllt die Additivitätseigenschaft genau
dann, wenn v(x) = ax+ b für a > 0 oder v(x) = αeβx + γ für min[α, β] > 0.
D.h. wenn es entweder mit dem Nettoprämienprinzip oder dem Exponenti-
alprinzip übereinstimmt.

iv) Translationsinvarianz

• Auch hier gilt, dass das Mittelwertprinzip im Allgemeinen nicht translati-
onsinvariant ist, wie man im folgenden Beispiel sehen wird:
Sei X eine Zufallsvariable, die die Werte 0 und 1 mit Wahrscheinlichkeit je
1/2 annimmt. Sei v(x) = x2, somit ist v−1(x) =

√
x.

Dann gilt

H[c+X] = v−1(E[v(c+X)])

=

√
c2

2
+

(1 + c)2

2

6= c+
√

1/2

= c+ v−1(E[v(X)])

= c+H[X].
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• Nun wird gezeigt, dass das Mittelwertprinzip für v(x) = αeβx + γ für
min[α, β] > 0 translationsinvariant ist. Es ist v−1(x) = 1

β
log
(
x−γ
α

)
und

man erhält

H[c+X] =
1

β
log

(
E[αeβ(c+X) + γ]− γ

α

)

=
1

β
log
(
E[eβ(c+X)]

)
=

1

β
log
(
E[eβceβX ]

)
=

1

β
log
(
eβc
)

+
1

β
log
(
E
[
eβX
])

= c+
1

β
log

(
E[αeβX + γ]− γ

α

)
= c+H[X].

• Nun wird auch noch gezeigt, dass das Mittelwertprinzip translationsinva-
riant ist, wenn v von der Form v(x) = ax + b für a > 0 ist. Dann ist
v−1(x) = x−b

a
und es gilt

H[c+X] =
E[a(c+X) + b]− b

a

=
E[aX + b] + ac− b

a

=
E[aX + b]− b

a
+ c

= H[X] + c.

Satz 2.9: Das Mittelwertprinzip ist translationsinvariant genau dann, wenn
v(x) = ax + b für a > 0 oder v(x) = αeβx + γ für min[α, β] > 0, d.h. wenn
es mit dem Nettoprämien- oder dem Exponentialprinzip übereinstimmt.

v) Erwartungsübersteigend

H[X] = v−1(E[v(X)])

≥ v−1(v(E[X])) da v′′ ≥ 0, mit der Jensenschen Ungleichung

= E[X].
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vi) No-Rip-O�

H[X] = v−1(E[v(X)])

≤ v−1(E[v(esssup[X]])

= v−1(v(esssup[X]))

= esssup[X].

vii) Iterativität

Um zu zeigen, dass die Iterativität für das Mittelwertprinzip gilt, wird an zwei
Dinge erinnert:

• H[X] = v−1(E[v(X)])

• v(H[X]) = E[v(X)]

Auÿerdem wird folgende Gleichheit verwendet:

• E[v(X|Y )] = E[v(X)|Y ]

Somit kann diese Eigenschaft gezeigt werden:

H[H[X|Y ]] = v−1(E[v(H[X|Y ])])

= v−1(E[E[v(X|Y )]])

= v−1(E[E[v(X)|Y ]])

= v−1(E[v(X)])

= H[X].
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Kapitel 3

Orlicz-Räume

Im Folgenden wird die Theorie der Orlicz-Räume genauer untersucht, vgl. [KR], [MN],
[SC], [KU].

3.1 Wiederholung

Eine R-wertige Funktion Φ(x) mit x ∈ R heiÿt konvex, wenn für alle x1 und x2 ∈ R
gilt

Φ

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

2
[Φ(x1) + Φ(x2)] (3.1)

Für eine konvexe Funktionen liegt also die Verbindungsstrecke von je zwei Funktions-
werten über dem Graphen der Funktion:

Φ(αx1 + (1− α)x2) ≤ αΦ(x1) + (1− α)Φ(x2) 0 ≤ α ≤ 1 (3.2)

x

Φ(x)

x1 x2x3 =αx1 + (1 − α)x2

Abbildung 3.1: konvexe Funktion

Lemma 3.1: Eine stetige konvexe Funktion Φ(x) besitzt an jedem Punkt eine rechte
Ableitung g+(x) und eine linke Ableitung g−(x), sodass gilt

g−(x) ≤ g+(x). (3.3)

28



De�nition 3.2: Eine Funktion Φ : [x, y]→ R heiÿt absolut stetig, wenn für jedes ε > 0
ein δ > 0 existiert, sodass für jede endliche Familie von disjunkten Intervallen (xi, yi),
i = 1, ..., n in [x, y], gilt:

n∑
i=1

(yi − xi) < δ ⇒
n∑
i=i

|Φ(yi)− Φ(xi)| < ε. (3.4)

Lemma 3.3: Eine konvexe Funktion Φ(x) ist absolut stetig und genügt auf jedem
endlichen Intervall der Lipschitzbedingung

|Φ(x)− Φ(y)| ≤ c|x− y|, für x, y ∈ R und c konstant.

Satz 3.4: Jede konvexe Funktion Φ(x), für die Φ(a) = 0 gilt, kann geschrieben werden
als

Φ(x) =

∫ x

a

g(t)dt, (3.5)

wobei g(t) eine nicht-fallende, linksstetige Funktion ist.

3.2 Young-Funktionen

De�nition 3.5: Eine Abbildung Φ(x) : R+
0 → R+

0 heiÿt Young-Funktion, wenn sie
folgender Schreibweise genügt:

Φ(x) =

∫ x

0

g(t)dt, (3.6)

wobei g(t)

1. linksstetig für t ≥ 0,

2. positiv für t > 0

3. und nicht-fallend ist.

Weiters muss sie den folgenden Bedingungen genügen:

g(0) = 0

g(∞) = lim
x→∞

g(x) =∞.
(3.7)
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Das heiÿt die Funktion soll von folgender Form sein:

t

g(t)

Φ(x)

x t

Abbildung 3.2: Young-Funktion

Bemerkung 3.6: Die Young-Funktion Φ hat folgende Eigenschaften:

• Φ ist stetig

• Φ(0) = 0

• Φ ist monoton steigend: Φ(t) > Φ(s) für t > s

• Φ ist konvex, denn:

Φ

(
x1 + x2

2

)
=

∫ (x1+x2)/2

0

g(t)dt

≤
∫ x1

0

g(t)dt+
1

2

[∫ (x1+x2)/2

x1

g(t)dt+

∫ x2

(x1+x2)/2

g(t)dt

]

=

∫ x1

0

g(t)dt+
1

2

[∫ x2

0

g(t)dt−
∫ x1

0

g(t)dt

]
=

1

2

[∫ x1

0

g(t)dt+

∫ x2

0

g(t)dt

]
=

1

2
[Φ(x1) + Φ(x2)] , für 0 ≤ x1 ≤ x2.

• Setzt man in (3.2) x2 = 0, erhält man für 0 ≤ α ≤ 1:

Φ(αx1) ≤ αΦ(x1). (3.8)

• Aufgrund von (3.7) gilt:

lim
x→0

Φ(x)

x
= 0 (3.9)

lim
x→∞

Φ(x)

x
=∞ (3.10)

da für x > 0 gilt:

Φ(x)

x
=

1

x

∫ x

0

g(t)dt ≥ 1

x

∫ x

x/2

g(t)dt ≥ g
(x

2

)
.
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• Für 0 ≤ α ≤ 1 und x 6= 0 gilt:

Φ(αx) ≤ αΦ(x). (3.11)

De�nition 3.7: Eine stetige und konvexe Funktion Φ(x) heiÿt Young-Funktion, wenn
sie die Bedingungen (3.9) und (3.10) efüllt.

3.2.1 Komplementäre Young-Funktionen

De�nition 3.8: Sei g(t) eine Funktion welche

• positiv für t ≥ 0,

• linksstetig für t ≥ 0,

• und nicht-fallend ist

• und Bedingung (3.7) erfüllt.

Dann wird die Funktion h(s) (s ≥ 0) de�niert durch

h(s) = sup
g(t)≤s

t. (3.12)

Bemerkung 3.9: Die Funktion h(s) hat folgende Eigenschaften (vgl. De�nition 3.5):

• h(s) ist positiv für s ≥ 0

• h(s) ist linksstetig für s ≥ 0

• h(s) ist nicht-fallend

• h(s) erfüllt die Bedingungen:

h(0) = 0, lim
s→∞

h(s) =∞ (3.13)

Wenn g(t) stetig und monoton steigend ist, dann ist h(s) die gewöhnliche Inverse von
g(t). Umgekehrt ist g(t) die Rechtsinverse von h(s).

De�nition 3.10: Die Funktionen

Φ(x) =

∫ x

0

g(t)dt, Ψ(y) =

∫ y

0

h(s)ds

heiÿen komplementäre Young-Funktionen.
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3.3 Youngsche Ungleichung

Es werden nun die Werte von Φ(x) und Ψ(y) betrachtet:

t, h(s)

g(t), s

Φ(x)

x

y

Ψ(y)

t, h(s)

g(t), s

Abbildung 3.3: Young-Ungleichung

Geometrisch ist klar, dass die Ungleichung xy ≤ Φ(x) + Ψ(y) gilt, denn das Rechteck
xy ist immer kleiner gleich der Summe der komplementären Flächen Φ(x) + Ψ(y).

Da beide Funktionen gerade Funktionen sind, gilt diese Ungleichung für alle x und y -
sie wird Youngsche Ungleichung genannt:

xy ≤ Φ(x) + Ψ(y) (3.14)

Aus der Ungleichung wird eine Gleichung wenn für gegebenes x gilt y = g(x) bzw.
wenn für gegebenes y gilt x = h(y). Somit erhält man:

xg(x) = Φ(x) + Ψ[g(x)] (3.15)

und
yh(y) = Φ[h(y)] + Ψ(y). (3.16)

3.4 Die Orlicz-Klasse LΦ

Sei Ω eine beschränkte, abgeschlossene Menge im endlich dimensionalen euklidischen
Raum, mit dem Lebesgue-Maÿ versehen.

De�nition 3.11: Sei Φ(x) eine Young-Funktion. Dann bezeichnet LΦ(Ω) die Klasse
der reellwertigen Funktionen, für die gilt

ρΦ(x) =

∫
Ω

Φ[x(t)]dt <∞. (3.17)

Die Klassen LΦ(Ω) werden Orlicz-Klassen genannt.

Bemerkung 3.12: Zur Orlicz-Klasse LΦ(Ω) gehören alle beschränkten Funktionen,
nicht aber alle integrierbaren Funktionen. Jede Funktion aus LΦ(Ω) ist jedoch inte-
grierbar.
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Lemma 3.13: Jede Funktion x(t), welche auf Ω integrierbar ist, liegt in einer Orlicz-
Klasse.

Aus der Jensenschen Ungleichung folgt, dass die Orlicz-Klasse LΦ eine konvexe Menge
ist, das heiÿt wenn LΦ zwei Funktionen x1(t) und x2(t) enthält, dann enthält sie auch
xα(t) = αx1(t) + (1− α)x2(t) für 0 ≤ α ≤ 1.

Wenn also x1(t) und x2(t) ∈ LΦ, dann gilt

ρΦ(xα) =

∫
Ω

Φ[αx1(t) + (1− α)x2(t)]dt

≤ αρΦ(x1) + (1− α)ρΦ(x2) <∞.

3.5 Der Orlicz-Raum LΦ

Seien Φ(x) und Ψ(y) komplementäre Young-Funktionen. Mit LΦ(Ω) sei die Menge der
Funktionen x(t) bezeichnet, die der Bedingung

(x, y) =

∫
Ω

x(t)y(t)dt <∞

genügen für y(t) ∈ LΨ.

Aufgrund der Youngschen Ungleichung (3.14) gilt für jedes Paar x(t) ∈ LΦ, y(t) ∈ LΨ:

(x, y) =

∫
Ω

x(t)y(t)dt ≤ ρΦ(x) + ρΨ(y). (3.18)

Daraus folgt: LΦ ⊂ LΦ

De�nition 3.14: Die Orlicz-Norm auf LΦ wird de�niert durch

‖x‖(Φ) = sup
ρΨ(y)≤1

|
∫

Ω

x(t)y(t)dt|. (3.19)

Die De�nition der Norm (3.19) erfüllt die üblichen Norm-Eigenschaften:

• ‖x‖(Φ) = 0 genau dann, wenn x(t) = 0 fast überall

• ‖αx‖(Φ) = |α|‖x‖(Φ)

• ‖x1 + x2‖(Φ) ≤ ‖x1‖(Φ) + ‖x2‖(Φ)

Somit ist LΦ zu einem normierten linearen Raum geworden, der Orlicz-Raum genannt
wird.

Satz 3.15: Der Orlicz-Raum ist vollständig.
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Da die Klasse LΦ im Raum LΦ enthalten ist, gilt für jede Funktion x(t) ∈ LΦ, dass

‖x‖(Φ) = sup
ρΨ(y)≤1

|(x, y)| = ρΦ(x) + 1 (3.20)

Lemma 3.16: Sei ‖x‖(Φ) ≤ 1. Dann ist x(t) ∈ LΦ und ρΦ(x) ≤ ‖x‖(Φ).

Daraus folgt, dass ∫
Ω

Φ

(
x(t)

‖x‖(Φ)

)
dt ≤ 1 (3.21)

Satz 3.17: Die Ungleichung

|
∫

Ω

x(t)y(t)dt| ≤ ‖x‖(Φ)‖y‖(Ψ) (3.22)

gilt für Paare von Funktionen x(t) ∈ LΦ, y(t) ∈ LΨ und wird Hölder-Ungleichung
genannt.

3.5.1 Luxemburg-Norm

Für die De�nition der Orlicz-Norm benötigt man immer auch die komplementäre
Young-Funktion. Da diese nicht immer einfach zu ermitteln ist, wird eine neue Norm
de�niert, die LΦ ebenfalls zu einem Banachraum macht, die Luxemburg-Norm:

De�nition 3.18: Sei Φ eine Young-Funktion und x eine messbare Funktion, dann
wird durch

‖x‖Φ = inf

{
a > 0|ρΦ

(x
a

)
=

∫
Ω

Φ

(
x(t)

a

)
dt ≤ 1

}
(3.23)

eine Norm de�niert, welche Luxemburg-Norm genannt wird.

Mit Hilfe von (3.21) gilt für jede Funktion x(t) ∈ LΦ:

‖x‖Φ ≤ ‖x‖(Φ) (3.24)
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Kapitel 4

Orlicz-Prinzip

Im Folgenden wird ein Prämienkalkulationsprinzip betrachtet, welches auf Orlicz-Normen,
genauer gesagt auf der Luxemburg-Norm, basiert.
Grundlage dieses Kapitels ist das Paper von J. Haezendonck und M. Goovaerts: �A
new premium calculation principle based on Orlicz norms�, vgl. [HG].

• Dieses Prinzip ist ein multiplikatives Äquivalent zum Nullnutzenprinzip.

• Wenn die Nutzenfunktion eine Young-Funktion ist, hat dieses neue Prinzip einen
Zusammenhang mit Orlicz-Normen.

4.1 Einleitung

Es sei an das Mittelwertprinzip (vgl. Kapitel 2.1.7, S. 17) erinnert:

v(H[X]) = E[v(X)] (4.1)

wobei gilt, dass v eine Verlustfunktion, also v′ > 0 (monton wachsend) und v′′ ≥ 0
(konvex) ist.

Unter der Annahme, dass ein Rückversicherer den Anteil zX des Risikos übernimmt
und dass ihm auch der Anteil zH[X] der Prämie übrig bleibt, erhält der Versicherer
einen Anteil der Prämie von (1 − z)H[X]. Wenn zH[X] eine gute Näherung für das
Risiko, welches vom Rückversicherer übernommen wird, so erhält man den Anteil des
übrigen Risikos durch

Y = X − zH[X] (4.2)

Mit dem Mittelwertprinzip gilt nun:

v((1− z)H[X]) = E[v(X − zH[X])] (4.3)

Da das Mittelwertprinzip im Allgemeinen nicht translationsinvariant ist (vgl. S. 25f),
wird man für die Gleichungen (4.1) und (4.3) verschiedene Lösungen erhalten. Somit
wird durch (4.3) ein neues Prämienkalkulationsprinzip hervorgerufen: das Schweizer
Prämienkalkulationsprinzip (vgl. Kapitel 2.1.9, S. 18)
Wie auf Seite 23f gezeigt, ist das Mittelwertprinzip im Allgemeinen nicht homogen,
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sodass im Fall einer proportionalen Rückversicherung mit Prämie aH[X] für das Risiko
aX folgende Gleichung nicht erfüllt ist

v(aH[X]) = E[v(aX)]. (4.4)

Sei nun a = h/H[x], dann gilt:

v

(
h

H[X]
H[X]

)
= E

[
v

(
h

H[X]
X

)]

v(h) = E
[
v

(
hX

H[X]

)]

v(h) = E
[
Φ

(
X

H[X]

)
v(h)

]
für Φ(x) =

v(hx)

v(h)
,

also

1 = E
[
Φ

(
X

H[X]

)]
. (4.5)

Klarerweise gilt Φ(1) = v(h · 1)/v(h) = 1, Φ′(x) > 0 und Φ′′(x) ≥ 0.

Im Folgenden wird das Prämienkalkulationsprinzip

1 = E[Φ(X/H[X])] (vgl. 4.5)

für beschränkte Risiken de�niert und einige Eigenschaften diskutiert. Mithilfe der
Luxemburg-Norm wird gezeigt wie dieses Prinzip auf unbeschränkte Risiken ausge-
weitet werden kann.

Bemerkung 4.1: Das Prämienkalkulationsprinzip (4.5) ist multiplikativ äquivalent
zum Nullnutzenprinzip

E[u(X −H[X])] = 0

4.2 Notation, Terminologie und vorläu�ge Ergebnisse

Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) mit Werten in
R. Mit PX wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bezeichnet. Der Erwartungs-
wert wird mit E[X] bezeichnet.

Sei R+ die Menge der positiven reellen Zahlen und R+
0 = R+ ∪ 0.

L1 sei der Vektorraum aller auf (Ω,A,P) integrierbaren Zufallsvariablen X, sodass
E[X] < ∞. Wenn gilt X ∈ L1 und B ist eine Sub-Sigma-Algebra von A, dann ist
E[X|B] die bedingte Erwartung von X gegeben der Information B.

Sei

• L+
1 = {X ∈ L1|X ≥ 0 f.s.}

• L+
∞ = {X ∈ L+

1 |X ≤ C f.s. für C konstant}
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Eine Zufallsvariable X ∈ L+
1 heiÿt Risiko. Wenn X ∈ L+

∞ heiÿt X ein beschränktes
Risiko.

De�nition 4.2: Nun wird eine partielle Ordnung auf L+
1 de�niert, welche auch stop-

loss-Ordnung genannt wird:

X ≺ Y wenn E[(X − t)I(X≥t)] ≤ E[(Y − t)I(Y≥t)] für alle t ∈ R+
0 (4.6)

Es gilt

E[(X − t)I(X≥t)] =

∫
R+

(X − t)I(X≥t)PX(dx)

=

∫ ∞
0

(X − t)I(X≥t)PX(dx)

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

I(0,X−t)(u)du

)
PX(dx)

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

I(0,X−t)(u)PX(dx)

)
du

=

∫ ∞
0

PX({x : x ∈ R+, x− t > u})du

=

∫ ∞
0

P[X > u+ t]du

=

∫ ∞
t

P[X > u]du. (4.7)

Somit ist (4.6) äquivalent zu∫ ∞
t

P[X > u]du ≤
∫ ∞
t

P[Y > u]du für alle t ∈ R+
0 (4.8)

Bemerkung 4.3: Es gilt X ≺ Y und Y ≺ X genau dann, wenn PX = PY .

4.2.1 Wiederholung Young-Funktion und Orlicz-Raum

Eine Young-Funktion Φ ist eine Abbildung von R+
0 → R+

0 , die als Integral der Form

Φ(x) =

∫ x

0

g(t)dt (4.9)

dargestellt werden kann, wobei g(t) eine linksstetige, monoton steigende reellwertige
Funktion auf R+

0 ist mit g(0) = 0 und lim
x↗∞

g(x) = ∞. Die Funktion g wird Kern der

Young-Funktion Φ genannt.

Man sieht leicht, dass Φ stetig, konvex und streng steigend ist auf (Φ > 0) (vgl. Be-
merkung 3.6, S. 30).
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Zum Beispiel ist die Young-Funktion zu g(x) = αeαx − α (α > 0) gegeben durch:

Φ(x) =

∫ x

0

αeαy − αdy

Φ(x) =
αeαy

α
− αy

∣∣∣x
0

Φ(x) = eαx − αx− 1

Wenn g(x) =

{
αeαx x > 0

0 x = 0
dann ist Φ(x) = eαx − 1.

In diesem Abschnitt kann die Bedingung g(0) = 0 wegfallen, da sie nicht wichtig ist.

Eine Young-Funktion Φ(x) heiÿt normiert, wenn Φ(1) = 1. Jede Young-Funktion mit
Φ(1) > 0 kann durch Φ(x)/Φ(1) normiert werden.

Satz 4.4: Sei Φ eine Young-Funktion. Die Menge LΦ aller Zufallsvariablen X sodass
E[Φ(|X|/a)] ≤ 1 für ein a > 0, ist ein Unterraum von L1 und

‖X‖Φ = inf{a > 0|E[Φ(|X|/a)] ≤ 1}

ist eine Norm auf LΦ, d.h.

1. ‖X‖Φ ≥ 0; ‖X‖Φ = 0 genau dann, wenn X = 0 f.s.,

2. ‖aX‖Φ = |a|‖X‖Φ für alle a ∈ R.

3. ‖X + Y ‖Φ ≤ ‖X‖Φ + ‖Y ‖Φ

LΦ wird Orlicz-Raum genannt und ‖X‖Φ ist die Luxemburg-Norm (vgl. De�nition
3.18, S. 34) von X zur Young-Funktion Φ.

Es folgen nun ein paar Hilfssätze, die für weitere Resultate benötigt werden:

Lemma 4.5: Wenn f eine monoton steigende Abbildung von R+
0 nach R+

0 und X,
Y ∈ L+

1 so bescha�en sind, dass X ≺ Y , dann gilt∫ ∞
0

P[X > t]f(t)dt ≤
∫ ∞

0

P[Y > t]f(t)dt. (4.10)

Beweis. Sei
∫∞

0
P[Y > t]f(t)dt <∞ und

f = lim
n↗

1

2n

n2n∑
k=1

I(f≥k/2n).
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Dann gilt∫ ∞
0

P[Y > t]f(t)dt =

∫ ∞
0

lim
n↗

1

2n

n2n∑
k=1

P[Y > t]I(f≥k/2n)(t)dt einsetzen

= lim
n↗

1

2n

n2n∑
k=1

∫ ∞
0

P[Y > t]I(f≥k/2n)(t)dt mon. Konvergenz

≥ lim
n↗

1

2n

n2n∑
k=1

∫ ∞
0

P[X > t]I(f≥k/2n)(t)dt vgl. (4.8)

=

∫ ∞
0

P[X > t]f(t)dt. einsetzen

Lemma 4.6: Sei Φ eine Young-Funktion. Wenn gilt, dass X, Y ∈ L+
1 und X ≺ Y ,

dann ist
E[Φ(X)] ≤ E[Φ(Y )]. (4.11)

Beweis. Nach dem Satz von Fubini gilt

E[Φ(X)] = E
[∫ X

0

g(t)dt

]
=

∫ ∞
0

P(X > t)g(t)dt

und Lemma 4.5 liefert das gewünschte Ergebnis.

Lemma 4.7: Sei Φ eine streng konvexe Young-Funktion, d.h.

Φ(λx+ (1− λ)y) < λΦ(x) + (1− λ)Φ(y) (4.12)

immer wenn x 6= y und 0 < λ < 1.

Wenn X ∈ L+
1 dann gilt

Φ(E[X]) < E[Φ(X)] (4.13)

auÿer wenn X = constant f.s.

Beweis. Die Jensensche Ungleichung liefert: Φ(E[X]) ≤ E[Φ(X)].
Um die strenge Ungleichung zu beweisen, sei angemerkt, dass für nichtkonstante X
gilt:

P[X > E[X]] > 0 P[X < E[X]] > 0

Für B := (X < E[X]) und

E[X|B] =
1

P[B]
E[X · IB] E[X|Bc] =

1

P[Bc]
E[X · IBc ]
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erhält man

Φ(E[X]) = Φ(P[B] · E[X|B] + P[Bc] · E[X|Bc]) lt. De�nition

< P[B]Φ(E[X|B]) + P[Bc]Φ(E[X|Bc]) vgl. (4.12)

= E[Φ(E[X|B])] mit B = {Ω, ∅, B,Bc}
≤ E[Φ(X)] Jensensche Ungleichung

Lemma 4.8: Sei Φ eine Young-Funktion. Wenn X ∈ L+
1 und X ist ungleich 0 f.s.,

dann ist
Ψ(x) = E[Φ(X/x)] (4.14)

eine Abbildung von R+ nach R+
0 ∪ {∞} mit den folgenden Eigenschaften:

i) Ψ ist rechtsstetig für alle x ∈ R+ und stetig in jedem inneren Punkt von (Ψ <∞)

ii) Ψ ist monoton fallend auf R+ und ist (streng) fallend auf (Ψ <∞)

iii) limx→0 Ψ(x) =∞

iv) limx→∞Ψ(x) = 0 wenn (Ψ <∞) 6= ∅.

4.3 Das neue Prinzip für beschränkte Risiken

Satz 4.9: Sei Φ eine normierte Young-Funktion (mit Kern g).

(1) Wenn X ∈ L+
∞ und X ist ungleich 0 f.s., dann hat die Gleichung

Ψ(x) = E[Φ(X/x)] = 1 (4.15)

genau eine Lösung.

(2) Sei H[X] die Lösung von (4.15) und setze H[X] = 0 wenn X = 0 f.s.
H[X] heiÿt Prämie zum beschränkten Risiko X.
Das Prämienkalkulationsprinzip hat dann folgende Eigenschaften:

(P1) H[X] = H[Y ] wenn PX = PY
(P2) wenn X = K, konstant f.s. , dann gilt H[X] = K

(P3) erwartungsübersteigend: E[X] ≤ H[X]

(P4) Subadditivität: H[X + Y ] ≤ H[X] +H[Y ]

(P5) positive Homogenität: H[aX] = aH[X] wenn a ∈ R+
0

(P6) Monotonie bzgl. der stochastischen Ordnung: H[X] ≤ H[Y ] wenn X ≺ Y

(P7) wenn X ≤ K (konstant) f.s., dann gilt H[X] ≤ K

(P8) wenn Φ streng konvex ist, dann gilt E[X] < H[X] auÿer wenn X konstant
f.s. ist.
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Beweis. (1) Wenn X ∈ L+
∞ = {X ∈ L+

1 |X ≤ C f.s. für C konstant} dann gilt
(Ψ <∞) = R+.
Nach Lemma 4.8 gilt, dass Ψ stetig und (streng) fallend auf R+ ist, und dass
limx→0 Ψ(x) =∞ und, dass limx→∞Ψ(x) = 0.

(2) Zum Beweis der Eigenschaften:

ad (P1) trivial

ad (P2) Wenn X = K mit K 6= 0, dann ist Ψ(x) = Φ(K/x) und H[X] = K, da die
Young-Funktion Φ durch Φ

(
K
K

)
= Φ(1) = 1 normiert ist.

ad (P3) Hierfür benötigt man folgendes Resultat:

Ψ(E[X]) = E
[
Φ

(
X

E[X]

)]
lt. De�niton v. Ψ

≥ Φ

(
E
[
X

E[X]

])
Jensensche Ungleichung

= Φ

(
E[X]

E[X]

)
= Φ(1).

= 1 da Φ normiert

Da H[X] die eindeutige Lösung von (4.15) ist und somit gilt, dass

Ψ(H[X]) = E[Φ(X/H[X])] = 1 ≤ Φ(E[X/E[X]]) = Ψ(E[X])

folgt dass E[X] ≤ H[X]ist.

ad (P4) Mit Hilfe der folgenden Rechnung, in der die Konvexität von Φ verwendet
wird, wird die Subadditivität gezeigt:
Es gilt:

E
[
Φ

(
X + Y

H[X] +H[Y ]

)]

= E
[
Φ

(
X

H[X] +H[Y ]
+

Y

H[X] +H[Y ]

)]

= E
[
Φ

(
H[X]

H[X] +H[Y ]

X

H[X]
+

H[Y ]

H[X] +H[Y ]

Y

H[Y ]

)]

≤ E
[

H[X]

H[X] +H[Y ]
Φ

(
X

H[X]

)
+

H[Y ]

H[X] +H[Y ]
Φ

(
Y

H[Y ]

)]

= E
[

H[X]

H[X] +H[Y ]
Φ

(
X

H[X]

)]
+ E

[
H[Y ]

H[X] +H[Y ]
Φ

(
Y

H[Y ]

)]
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=
H[X]

H[X] +H[Y ]
E
[
Φ

(
X

H[X]

)]
︸ ︷︷ ︸

=1

+
H[Y ]

H[X] +H[Y ]
E
[
Φ

(
Y

H[Y ]

)]
︸ ︷︷ ︸

=1

=
H[X] +H[Y ]

H[X] +H[Y ]

= 1.

Daraus folgt
H[X + Y ] ≤ H[X] +H[Y ].

ad (P5) Diese Eigenschaft folgt aus

E
[
Φ

(
aX

aH[X]

)]
= E

[
Φ

(
X

H[X]

)]
= 1 für a > 0.

ad (P6) Es ist bekannt, dass aus X ≺ Y folgt

X

H[X]
≺ Y

H[X]
mit H[X] 6= 0.

Somit gilt nach Lemma 4.6

1 = E
[
Φ

(
X

H[X]

)]
≤ E

[
Φ

(
Y

H[X]

)]
und da Ψ(H[Y ]) = E[Φ(Y/H[Y ]] gilt, folgt

H(X) ≤ H(Y ).

ad (P7) Folgt aus (P2) und (P6) mit K = Y .

ad (P8) Wenn Φ strikt konvex ist und X nicht konstant ist f.s., dann gilt nach
Lemma 4.7

Ψ(E[X]) = E
[
Φ

(
X

E[X]

)]
> Φ

(
E
[
X

E[X]

])
= Φ

(
E[X]

E[X]

)
= Φ(1)

= 1.

Somit gilt E[X] < H[X] (vgl. Beweis von (P3)).

Bemerkung 4.10: Wie schon zu Beginn angemerkt wurde, ist dieses neue Prinzip auf
L+
∞, den beschränkten Risiken, eine multiplikative Version des Nullnutzenprinzips.

Die Rolle der Nutzenfunktion im Nullnutzenprinzip wird hier von der Young-Funktion
übernommen.
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4.4 Prämienkalkulationsprinzip und Orlicz-Normen

Im Folgenden wird mit einem Gegenbeispiel gezeigt, dass Teil (1) von Satz 4.9 nicht
mehr stimmt, sobald X ein unbeschränktes Risiko ist.

Beispiel 4.11: Sei

Φ(x) =
ex

2 − 1

e− 1
(4.16)

eine normierte Young-Funktion und das Risiko X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
PX gegeben. Die Dichtefunktion ist gegeben durch

fX(x) = K
e−x

2

1 + x2
I[0,∞)(x), (4.17)

wobei
1

K
=
π

2
· e ·

(
1− 2√

π

∫ 1

0

e−y
2

dy

)
. (4.18)

Für das Risiko X erhält man

Ψ(x) = E
[
Φ

(
X

x

)]

= E

eX2

x2 − 1

e− 1


= K

∫ ∞
0

e(y/x)2 − 1

e− 1
· e

−y2

1 + y2
dy.

Man sieht leicht, dass

Ψ(x) =∞ für 0 < x < 1,

Ψ(x) <∞ für x ≥ 1.

Mit Hilfe von:

1

K
=
π

2
e

(
1− 2√

π

∫ 1

0

e−y
2

dy

)

⇔ K =
2

π

1

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

)
gilt für x = 1:

Ψ(1) =
2

π

1

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

) ∫ ∞
0

ey
2 − 1

e− 1

e−y
2

1 + y2
dy

=
2

π

1

e− 1

1

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

) ∫ ∞
0

1− e−y2

1 + y2
dy
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=
2

π

1

e− 1

1

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

) π
2

(1− e · erfc(1)) mit erfc(1) = 1− erf(1)1

=
2

π

π

2︸︷︷︸
=1

1

e− 1

1

e
(

1− 2√
π

∫∞
1
e−y2dy

) (1− e
(

2√
π

∫ 1

0

e−y
2

dy

))

=
1

e− 1


1

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

) − e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y

2
dy
)

e
(

1− 2√
π

∫ 1

0
e−y2dy

)
︸ ︷︷ ︸

=1


=

∣∣∣∣ v =
√

2y

dv =
√

2dy

∣∣∣∣
=

1

e− 1

 1

e
(

1− 2√
2π

∫ √2

0
e−v2/2dv

) − 1



=
1

e− 1

 1

e
(

1− 2√
2π

∫ √2

0
e−y2/2dy

) − 1


< 1.

Somit hat die Gleichung Ψ(x) = 1 keine Lösung.

�

Aus diesem Grund muss die De�nition des Prinzipes für beschränkte Risiken aus dem
vorigen Abschnitt modi�ziert werden:

De�nition 4.12: Sei Φ eine normierte Young-Funktion und betrachtet man den po-
sitiven Kegel L+

Φ von LΦ, d.h.

L+
Φ = {X ∈ LΦ|X ≥ 0f.s.}.

Wenn X ∈ L+
Φ, wird H[X] folgendermaÿen de�niert:

H[X] := ‖X‖Φ.

H[X] heiÿt Prämie zum Risiko X.

1Errorfunction erf(1) = 2√
π

∫ 1

0
e−y

2

dy
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Satz 4.13: (1) Wenn X ∈ L+
Φ und die Gleichung (4.15)

Ψ(x) = E[Φ(X/x)] = 1

eine Lösung hat, dann ist die Lösung eindeutig und gleich H[X]. Da L+
∞ ⊂ L+

Φ

ist das Prämienkalkulationsprinzip nach dieser De�niton eine Erweiterung des im
Theorem 4.9 vorgestellten Prinzips.

(2) Die Eigenschaften (P1), (P2), (P3), (P4), (P5), (P6), (P7) und (P8) aus Satz 4.9
werden auch von diesem Prämienkalkulationsprinzip H auf L+

Φ erfüllt.

Beweis. (1) folgt aus Lemma 4.8

(2) Beweis der Eigenschaften:

ad (P1∗) H[X] = H[Y ] für PX = PY
trivial

ad (P2∗) wenn X = K, konstant f.s , dann gilt H[X] = K

durch Teil (1) des Beweises und Satz 4.9

ad (P3∗) erwartungsübersteigend: E[X] ≤ H[X]

wie in Satz 4.9 mithilfe von Lemma 4.8

ad (P4∗) Subadditivität: H[X + Y ] ≤ H[X] +H[Y ]

resultiert aus Satz 4.4 - Eigenschaften der Norm (3):
‖X + Y ‖Φ ≤ ‖X‖Φ + ‖Y ‖Φ

ad (P5∗) positive Homogenität: H[aX] = aH[X] wenn a ∈ R+
0

resultieren aus Satz 4.4 - Eigenschaften der Norm (2):
‖aX‖Φ = |a|‖X‖Φ für alle a ∈ R.

ad (P6∗) Monotonie bzgl. der stochastischen Ordnung: H[X] ≤ H[Y ] wenn X ≺ Y

wie in Satz 4.9 mithilfe von Lemma 4.8

ad (P7∗) wenn X ≤ K (konstant) f.s., dann gilt H[X] ≤ K

wie in Satz 4.9 mithilfe von Lemma 4.8

ad (P8∗) wenn Φ streng konvex ist, dann gilt E[X] < H[X] auÿer wenn X konstant
f.s. ist.

wie in Satz 4.9 mithilfe von Lemma 4.8
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Das folgende Theorem zeigt, dass dieses Prämienkalkulationsprinzip unter allgemeinen
Bedingungen stabil ist.

Satz 4.14: Sei Φ eine normierte Young-Funktion. Wenn {Xn : n ∈ N} eine Folge von
Risiken in L+

Φ ist, sodass

(1) {Xn : n ∈ N} in Wahrscheinlichkeit gegen das Risiko X konvergiert.

(2) und ein Y ∈ L+
Φ existiert mit

(a) Xn ≺ Y für alle n ∈ N
(b) Ψ(x) = E[Φ(Y/x)] <∞ für alle x ∈ R+

Dann ist X ∈ L+
Φ und lim

n
H[Xn] = H[X]

Beweis. Der Beweis wird in vier Teile gegliedert:

i) Zuerst wird bewiesen, dass X ≺ Y und somit X ∈ L+
Φ.

Da die Folge von Verteilungen {PXn : n ∈ N} schwach gegen die Verteilung PX
konvergiert, erhält man für jedes t ∈ R+

0 und jedes k ∈ N:∫
((X − t) ∧ k) · I(X≥t)dP = lim

n

∫
I[t,∞)(x) · ((x− t) ∧ k)dPXn(x)

≤ lim
n

sup

∫
I[t,∞)(x) · (x− t)dPXn(x)

= lim
n

sup

∫
(Xn − t)I(Xn≥t)dP

≤
∫

(Y − t)I(Y≥t)dP.

Bildet man den Grenzwert über k, so erhält man

E[(X − t)I(X≥t)] ≤ E[(Y − t)I(Y≥t)], (4.19)

also X ≺ Y und somit X ∈ L+
Φ

ii) Als Nächstes wird gezeigt, dass Φ(Xn/ε) ≺ Φ(Y/ε) für jedes n ∈ N und ε > 0.
Natürlich kann angenommen werden, dass ε = 1.
Für ein a > 0 existiert auch ein b > 0 sodass Φ(b) = a. Nach dem Satz von Fubini
gilt ∫ ∞

b

P[Xn > t]g(t)dt =

∫ ∞
a

P[Φ(Xn) > t]dt (4.20)

Mithilfe von Lemma 4.5 und (4.20) schlieÿt man∫ ∞
a

P[Φ(Xn) > t]dt ≤
∫ ∞
a

P[Φ(Y ) > t]dt für alle a ≥ 0 (4.21)

Mit (4.8) gilt Φ(Xn) ≺ Φ(Y ).
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iii) Zuerst wird die Konvergenz von {H[Xn] : n ∈ N} gegen H[X] für X = 0 f.s
bewiesen.
Da H[X] = 0 zeigt man, dass lim

n
H[Xn] = 0. Wenn dies nicht gelten würde, gäbe

es ein ε > 0 und eine Folge {nl : l ∈ N} von N, sodass

H[Xnl ] > ε. (4.22)

Nun wird bewiesen, dass {Φ(Xn/ε) : n ∈ N} gleichmäÿig integrierbar ist (vgl.
[KU], S. 225), d.h. für jedes δ > 0 existiert ein a ≥ 0, sodass∫

(Φ(Xnε )≥a)
Φ

(
Xn

ε

)
dP ≤ δ für alle n ∈ N (4.23)

Aus Teil (ii) des Beweises ist bekannt, dass∫
(Φ(Xnε )≥a)

Φ

(
Xn

ε

)
dP ≤

∫
(Φ(Yε )≥a)

Φ

(
Y

ε

)
dP

≤
∫

(Φ(Yε )≥a)

(
Φ

(
Y

ε

)
− a
)
dP + aP

[
Φ

(
Xn

ε

)
≥ a

]
.

(4.24)

Aus der Hypothese E[Φ(Y/ε)] <∞ folgt, dass es ein a1 gibt, sodass∫
(Φ(Yε )≥a1)

(
Φ

(
Y

ε

)
− a1

)
dP ≤ 1

2
δ. (4.25)

Da Φ stetig ist �ndet man andererseits ein n0 ∈ N, sodass

a1P
[
Φ

(
Xn

ε

)
≥ a1

]
≤ 1

2
δ für n ≥ n0 (4.26)

(4.24), (4.25) und (4.26) ergeben∫
(Φ(Xnε )≥a1)

Φ

(
Xn

ε

)
dP ≤ δ wenn n ≥ n0 (4.27)

Teil (ii) des Beweises und Lemma 4.6 liefern

E
[
Φ

(
Xn

ε

)]
<∞ für alle n

Somit existiert ein a2 mit∫
(Φ(Xnε )≥a2)

Φ

(
Xn

ε

)
dP ≤ δ für n = 1, . . . n0 − 1 (4.28)

Wenn also a = sup (a1, a2) erhält man (4.23).
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Aus der gleichmäÿigen Integrierbarkeit der Folge {Φ(Xn/ε) : n ∈ N} folgt

lim
n

E
[
Φ

(
Xn

ε

)]
= 0 (4.29)

Aber aus (4.22) folgt

E
[
Φ

(
Xnl

ε

)]
> 1 für jedes l ∈ N (4.30)

Das ist ein Widerspruch zu (4.29)

iv) Für den Beweis des allgemeinen Falls verwendet man, dass

H[X] = H[X +Xn −Xn] ≤ H[Xn + |X −Xn|] ≤ H[Xn] +H[|X −Xn|]

und symmetrisch
H[Xn] ≤ H[X] +H[|X −Xn|]

Somit gilt
|H[X]−H[Xn]| ≤ H[|X −Xn|] (4.31)

Desweiteren gilt

|X −Xn| = sup(X,Xn)−X +X − inf(X,Xn) (4.32)

Das zeigt, dass

|H[X]−H[Xn]| ≤ H[sup(X,Xn)−X] +H[X − inf(X,Xn)] (4.33)

Also ist

sup(X,Xn)−X ≤ Xn ≺ Y und X − inf(X,Xn) ≤ X ≺ Y

Um den Beweis abzuschlieÿen wendet man Teil (iii) des Beweises auf die Folgen
{sup(X,Xn)−X : n ∈ N} und {X − inf(X,Xn) : n ∈ N} an.
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Bemerkung 4.15: Die Prämie H[X] hängt vom Risiko X über dessen Verteilung PX
ab (vgl. Theorem 4.9, (P1)).
Bedingung (2) aus Satz 4.14 ist eine Hypothese über die Verteilung der Risiken. Somit
könnte man sich fragen ob es möglich wäre in Satz 4.14 die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit der Folge von Risiken {Xn : n ∈ N} gegen X durch schwache Konvergenz der
Folge der Verteilungen {PXn : n ∈ N} gegen die Verteilung PX zu ersetzen.

Die Antwort ist: ja, man könnte dies machen. Es gibt den Satz von Dudley und Skoro-
hod, der besagt, dass wenn {Qn : n ∈ N} eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen auf R ist, welche schwach gegen die Wahrscheinlichkeitsverteilung Q konvergiert,
dann existiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,B,P) eine Folge von Zufallsva-
riablen {Zn : n ∈ N} und eine Zufallsvariable Z, sodass

1. {Zn : n ∈ N} konvergiert gegen Z in Wahrscheinlichkeit

2. PZ = Q und PZn = Qn für alle n ∈ N.

Bemerkung 4.16: Sei Φ sei eine normierte Young Funktion. Wenn X ist ungleich 0
f.s, dann ist H[X] die kleineste positive reelle Zahl a, sodass

E
[
Φ

(
X

a

)]
≤ 1

H[X] ist nicht unbedingt Lösung von (4.15). Nichtsdestotrotz, wenn es ein ε > 0 gibt,
sodass

E
[
Φ

(
X

H[X]− ε

)]
<∞, (4.34)

dann ist H[X] die einzige Lösung von Gleichung (4.15).
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Kapitel 5

Beispiele

Um das Orlicz-Prinzip zu verdeutlichen werden nun noch ein paar Beispiele gerechnet,
vgl. [HG], [FE], [HU].

5.1 Einführendes Beispiel

Sei Φ(x) = λx+ (1− λ)x2 und 0 ≤ λ ≤ 1.
Dann ist L+

Φ = {X|X ≥ 0 f.s., E[X2] <∞}
Zuerst berechnet man sich den Erwartungswert von E

[
Φ
(
X
a

)]
:

E
[
Φ

(
X

a

)]
= E

[
λ
X

a
+ (1− λ)

X2

a2

]

= E
[
λ
X

a

]
+ E

[
(1− λ)

X2

a2

]

=
λ

a
E[X] +

1− λ
a2

E[X2].

Die Prämie H[X] erhält man durch Gleichsetzen von Ψ(a) = E
[
Φ
(
X
a

)]
mit 1:

λ

a
E[X] +

1− λ
a2

E[X2] = 1

aλE[X] + (1− λ)E[X2]

a2
= 1

aλE[X] + (1− λ)E[X2] = a2

a2 − λE[X]a− (1− λ)E[X2] = 0.
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Eine kleine Nebenrechnung, in der die Lösungsformel für quadratische Gleichungen und
der Steinerschen Verschiebungssatz angewendet wird, liefert:

a1,2 =
λE[X]

2
±
√
λ2E[X]2

4
+ (1− λ)E[X2]

=
λ

2
E[X]±

√
E[X]2

(
λ2

4
+ (1− λ)

E[X2]

E[X]2

)

= E[X]

λ
2
±

√(
1− λ

2

)2

− (1− λ) + (1− λ)
E[X2]

E[X]2



= E[X]

λ
2
±

√(
1− λ

2

)2

− (1− λ)
E[X]2

E[X]2
+ (1− λ)

E[X2]

E[X]2



= E[X]

λ
2
±

√(
1− λ

2

)2

+ (1− λ)
E[X2]− E[X]2

E[X]2



= E[X]

λ
2
±

√(
1− λ

2

)2

+ (1− λ)
V[X]

E[X]2

 .

Da die Prämie positiv sein soll, erhält man:

H[X] = E[X]

λ
2

+

√(
1− λ

2

)2

+ (1− λ)
V[X]

E[X]2

 . (5.1)

Nun betrachtet man die beiden extremen Fälle für λ:

• Für λ = 1 erhält man:

H[X] = E[X]

1

2
+

((
1− 1

2

)2

+ 0

)1/2


︸ ︷︷ ︸
=1

= E[X]. (5.2)

• Für λ = 0 erhält man:

H[X] = E[X]

((
1 +

V[X]

E[X]2

)1/2
)
, (5.3)
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was äquivalent ist zur L2-Norm E[X2]
1
2 :

E[X]

(
1 +

V[X]

E[X]2

)1/2

= E[X]

(
E[X]2

E[X]2
+

V[X]

E[X]2

)1/2

= E[X]

(
E[X2]

E[X]2

)1/2

= E[X]
E[X2]

1
2

E[X]

= E[X2]
1
2

Die Anwendung von Lemma 4.8 und Satz 4.9 auf diesen Fall, liefert folgende Stabili-
tätseigenschaft:
Sei {Xn : n ∈ N} eine Folge von quadratisch integrierbaren Risiken, sodass

(1) die Folge der Verteilungsfunktionen {PXn : n ∈ N} schwach gegen die Verteilung
PX des Risikos X konvergiert

(2) und ein quadratisch integrierbares Risiko Y existiert, sodass

Xn ≺ X für alle n ∈ N

Dann ist X quadratisch integrierbar und es gilt lim
n
H[Xn] = H[X].

Diese Stabilitätsbedingung gilt auch für folgende Prämienkalkulationsprinzipien:

1. Erwartungswertprinzip
π[X] = (1 + λ)E[X]

2. Standardabweichungsprinzip
π[X] = E[X] + λ

√
V[X], für λ > 0

3. Varianzprinzip
π[X] = E[X] + λV[X], für λ > 0

4. Semi-Varianzprinzip
π[X] = E[X] + λV+[X], für λ > 0

mit V+[X] = E[(X − E[X])2I(X≥E[X])]

�
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5.2 Beispiel für Risiken welche der Gammaverteilung
genügen

Sei Φ eine normierte Young-Funktion, gegeben durch

Φ(x) =
eβx − 1

eβ − 1
(β > 0) (5.4)

und sei das Risiko X gammaverteilt, X ∼ Gam(γ, θ).

Eine Zufallsvariable X ∼ Gam(γ, θ) heiÿt gammaverteilt mit Parametern γ > 0 und
θ > 0, wenn die Dichte gegeben ist durch

fX(x) =
γθ

Γ(θ)
xθ−1e−γxI[0,∞)(x) (5.5)

wobei die Gammafunktion Γ(θ) de�niert ist als

Γ(θ) =

∫ ∞
0

tθ−1e−tdt für θ ∈ C mit positivem Realteil

Für θ ∈ N gilt: Γ(θ + 1) = θ!

Es gilt:

• Der Erwartungswert ist gegeben durch E[X] = θ
γ

• Die Varianz ist gegeben durch V[X] = θ
γ2

• Die momenterzeugende Funktion ist gegeben durch

mX(t) = E[etx] =

(
γ

γ − t

)θ

Dann ist Ψ(a) = E[Φ(X/a)] gleich

E
[
Φ

(
X

a

)]
=

∫ ∞
−∞

eβ
x
a − 1

eβ − 1
· γθ

Γ(θ)
xθ−1e−γxI[0,∞)(x)dx

=
1

eβ − 1

∫ ∞
0

(
eβ

x
a − 1

)
· γθ

Γ(θ)
xθ−1e−γxdx

=
1

eβ − 1


∫ ∞

0

eβ
x
a
γθ

Γ(θ)
xθ−1e−γxdx︸ ︷︷ ︸

mX(βa )

−
∫ ∞

0

γθ

Γ(θ)
xθ−1e−γxdx︸ ︷︷ ︸
=1
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=
1

eβ − 1

( γ

γ − β
a

)θ

− 1



=
1

eβ − 1

( γ
aγ−β
a

)θ

− 1


=

1

eβ − 1

((
aγ

aγ − β

)θ
− 1

)
.

Um die Prämie H[X] zu berechnen, setzt man nun Ψ(a) = 1:

1 1 =
1

eβ − 1

((
aγ

aγ − β

)θ
− 1

)

2 eβ − 1 =

(
aγ

aγ − β

)θ
− 1

3 eβ/θ =
aγ

aγ − β

4 aγ = eβ/θaγ − βeβ/θ

5 βeβ/θ = aγ(eβ/θ − 1)

6 a =
βeβ/θ

γ(eβ/θ − 1)

7 a =
θβeβ/θ

θγ(eβ/θ − 1)

8 a =
βeβ/θ

θ(eβ/θ − 1)︸ ︷︷ ︸
=:Cβ

E[X],

also:
H[X] = CβE[X]. (5.6)

Für festes θ ist Cβ steigend in β und es gilt:

lim
β→0

Cβ = 1 lim
β→∞

Cβ =∞.

�
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5.3 Beispiel für Risiken welche der Wald-Verteilung
genügen

Sei Φ wieder die normierte Young-Funktion (5.4), gegeben durch

Φ(x) =
eβx − 1

eβ − 1
(β > 0) (5.7)

In diesem Fall besitze das Risiko X eine Wald-Verteilung.

Eine Zufallsvariable X ∼ IG(γ, µ) genügt der Wald-Verteilung mit Parametern γ > 0
und µ > 0 (auch inverse Normalverteilung bzw. inverse Gauÿ-Verteilung genannt),
wenn die Dichte gegeben ist durch

fX(x) =
( γ

2πx3

)1/2

e
−γ(x−µ)2

2µ2x I[0,∞)(x) (5.8)

Es gilt:

• Der Erwartungswert ist gegeben durch E[X] = µ

• Die Varianz ist gegeben durch V[X] = µ3

γ

• Die momenterzeugende Funktion ist gegeben durch

mX(t) = E[etx] = e
γ
µ

(
1−
√

1− 2µ2t
γ

)

Dann liefert der folgende Rechenvorgang das gesuchte Ψ(a) = E[Φ(X/a)]:

E
[
Φ

(
X

a

)]
=

∫ ∞
−∞

eβx/a − 1

eβ − 1

( γ

2πx3

)1/2

e
−γ(x−µ)2

2µ2x I[0,∞)(x)dx

=
1

eβ − 1

∫ ∞
0

(
eβx/a − 1

) ( γ

2πx3

)1/2

e
−γ(x−µ)2

2µ2x dx

=
1

eβ − 1


∫ ∞

0

eβx/a
( γ

2πx3

)1/2

e
−γ(x−µ)2

2µ2x dx︸ ︷︷ ︸
mX(βa )

−
∫ ∞

0

( γ

2πx3

)1/2

e
−γ(x−µ)2

2µ2x dx︸ ︷︷ ︸
=1



=
1

eβ − 1

e γµ
(

1−
√

1− 2µ2β
γa

)
− 1

 .
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Um die Prämie H[X] berechnen zu können setzt man nun Ψ(a) = 1:

1 1 =
1

eβ − 1

e γµ
(

1−
√

1− 2µ2β
γa

)
− 1



2 eβ − 1 = e
γ
µ

(
1−
√

1− 2µ2β
γa

)
− 1

3 β ln e =
γ

µ

(
1−

√
1− 2µ2β

γa

)
ln e

4 1− µβ

γ
=

√
1− 2µ2β

γa

5 1− 2µβ

γ
+
µ2β2

γ2
= 1− 2µ2β

γ

1

a

6
2µβγ − µ2β2

γ
= 2µ2β

1

a

7
2µβγ − µ2β2

2µ2βγ
=

1

a

8
2µ2βγ

2µβγ − µ2β2
= a.

Mithilfe der folgenden Umformung

2γβµ− β2µ2 =γ2 − γ2 + 2γβµ− β2µ2

=γ2 − µ2

(
γ2

µ2
− 2γβ

µ
+ β2

)

=γ2 − µ2

(
γ

µ
− β

)2

kommt man dann auf das Ergebnis H[X]:

H[X] =


2µ2βγ

γ2−µ2( γµ−β)
2 0 < β < γ

µ

2µ2β
γ

β ≥ γ
µ
.

(5.9)

H[X] ist steigend in β mit

lim
β→0

H[X] = µ(= E[X]) lim
β→∞

H[X] =∞.

Für β = γ
µ
erhält man

H[X] =
2µ2γ γ

µ

γ2 − µ2

(
γ

µ
− γ

µ

)2

︸ ︷︷ ︸
=0

=
2γ2 µ2

µ

γ2
= 2µ = 2E[X]. (5.10)

�
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5.4 Beispiel für Risiken welche der χ2-Verteilung ge-
nügen

Sei gegeben die normierte Youngfunktion

Φ(x) =
eβx − 1

eβ − 1

Das Risiko sei χ2
n-verteilt, X ∼ χ2

n.

Eine Zufallsvariable X genügt der χ2
n-Verteilung mit Parameter n (Anzahl der Frei-

heitsgrade) , X ∼ χ2
n, wenn die Dichte gegeben ist durch

fX(x) =
x
n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) I[0,∞)(x) (5.11)

Es gilt:

• Der Erwartungswert ist gegeben durch E[X] = n

• Die Varianz ist gegeben durch V[X] = 2n

• Die momenterzeugende Funktion ist gegeben durch

mX(t) = E[etx] =
1

(1− 2t)
n
2

Dann berechnet man sich Ψ(a) = E[Φ(X/a)]:

E
[
Φ

(
X

a

)]
=

∫ ∞
−∞

eβ
x
a − 1

eβ − 1

x
n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) I(0,∞)(x)dx

=
1

eβ − 1

∫ ∞
0

(
eβ

x
a − 1

) xn2−1e−
x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) dx
=

1

eβ − 1

(∫ ∞
0

eβ
x
a
x
n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) dx− ∫ ∞
0

x
n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) dx)

=
1

eβ − 1

(
mX

(
β

a

)
− 1

)

=
1

eβ − 1

(
1(

1− 2β
a

)n
2

− 1

)
.
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Anschlieÿend wird Ψ(a) gleich 1 gesetzt und die Gleichung nach a aufgelöst:

1 1 =
1

eβ − 1

(
1(

1− 2β
a

)n
2

− 1

)

2 eβ − 1 =

(
1− 2

β

a

)−n
2

− 1

3 e−
2β
n = 1− 2

β

a

4 e−
2β
n − 1 = −2

β

a

5 a =
−2β

e−
2β
n − 1

6 a =
2β

1− e− 2β
n

7 a =
2βe

2β
n

e
2β
n

(
1− e− 2β

n

)
8 a =

2βe
2β
n

e
2β
n − 1

9 a =
2βe

2β
n

n
(
e

2β
n − 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:Cβ

E[X].

Also ist
H[X] = CβE[X].

Für festes n ist Cβ steigend in β und es gilt:

lim
β→0

Cβ = 1 lim
β→∞

Cβ =∞.

�
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5.5 Beispiel für Risiken welche durch einen Compound
Poisson Prozess gegeben sind - Gammaverteilung

Im nächsten Beispiel verwendet man wieder die normierte Young-Funktion (5.4):

Φ(x) =
eβx − 1

eβ − 1
(β > 0)

Hier sei das Risiko X gegeben durch einen zusammengesetzten Poisson-Prozess:

X =
N∑
i=0

Yi (5.12)

wobei

• {Yi : i ∈ N} ist eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen

• Y0 = 0

• N ist eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter λ

• N ist unabhänging von {Yi : i ∈ N}
Dann gilt:

E
[
Φ

(
X

a

)]
=
∞∑
j=0

E

[
eβ

X
a − 1

eβ − 1
|N = j

]
P[N = j]

=
1

eβ − 1

∞∑
j=0

E
[
e
β
a
X − 1|N = j

]
P[N = j]

=
1

eβ − 1

(
∞∑
j=0

E
[
e
β
a

(Y1+Y2+...+Yj)|N = j
]
P[N = j]−

∞∑
j=0

P[N = j]

)

=
1

eβ − 1


∞∑
j=0

E
[
e
β
a

(Y1+Y2+...+Yj)
]
P[N = j]︸ ︷︷ ︸

mX(βa )

−1


=

1

eβ − 1

(
eλ(mY1(βa )−1) − 1

)
mit mX

(
β

a

)
= mN

(
log

(
mY1

(
β

a

)))

Aufgrund der De�nition von H[X] als Norm (vgl. Satz 4.4):

‖X‖Φ = inf{a > 0|E[Φ(|X|/a)] ≤ 1} (5.13)
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berechnet man sich nun

1 1 ≥ E
[
Φ

(
X

a

)]

2 1 ≥ 1

eβ − 1

(
eλ(mY1(βa )−1) − 1

)
3 eβ − 1 ≥ eλ(mY1(βa )−1) − 1

4 β ln e ≥
(
λ

(
mY1

(
β

a

)
− 1

))
ln e

5
β

λ
≥ mY1

(
β

a

)
− 1

6
β

λ
+ 1 ≥ mY1

(
β

a

)

7
β + λ

λ
≥ mY1

(
β

a

)
.

Somit erhält man:

H[X] = inf

{
a > 0|E

[
eβ

Y1
a

]
≤ β + λ

λ

}
. (5.14)

Wenn nun Yi ∼ Gam (γ, θ) mit der Gammaverteilung versehen ist, d.h. die Momenter-
zeugendefunktion von der Form

mY1

(
β

α

)
=

(
γ

γ − β
α

)θ

(5.15)

ist, erhält man die Prämie (5.6) durch Lösen der folgenden Gleichung

1
β + λ

λ
=

(
γ

γ − β
a

)θ

2
(β + λ)1/θ

λ1/θ
=

γa

γa− β

3 (β + λ)1/θ(γa− β) = γaλ1/θ

4 γa
(
(β + λ)1/θ − λ1/θ

)
= β(β + λ)1/θ

5 a =
β(β + λ)1/θ

γ ((β + λ)1/θ − λ1/θ)

6 a =
θβ(β + λ)1/θ

θγλ1/θ
(

(β+λ)1/θ

λ1/θ − 1
)

7 a =
β
(
β+λ
λ

)1/θ

θ
((

β+λ
λ

)1/θ − 1
)E[Y1]

8 a =
β
(
β+λ
λ

)1/θ

θ
((

β+λ
λ

)1/θ − 1
)E[Y1]

E[N ]

E[N ]

9 a =
β
(
β+λ
λ

)1/θ

θλ
((

β+λ
λ

)1/θ − 1
)E[X].
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Somit ist H[X] gegeben durch:

H[X] =
β
(
β+λ
λ

)1/θ

θλ
((

β+λ
λ

)1/θ − 1
)

︸ ︷︷ ︸
=:Cβ

E[X], (5.16)

also
H[X] = CβE[X]. (5.17)

Auch hier ist Cβ eine steigende Funktion in β > 0 und es gilt:

lim
β→0

Cβ = 1 lim
β→∞

Cβ =∞.

�

5.6 Beispiel für Risiken welche durch einen Compound
Poisson Prozess gegeben sind - Wald-Verteilung

In diesem Beispiel sei wieder die gleiche Young-Funktion und das gleiche Risiko X wie
in Beispiel 5.5 gegeben. Nun sind hier die Yi aber normal-invers verteilt (Dichte: siehe
(5.8)). Somit erhält man

E
[
eβ

Y1
a

]
= mY1

(
β

a

)

= e
γ
µ

(
1−
√

1− 2µ2β
γa

)
.

Anschlieÿend berechnet man die Prämie durch Lösen der folgenden Gleichung:

e
γ
µ

(
1−
√

1− 2µ2β
γa

)
=
β + λ

λ

γ

µ

(
1−

√
1− 2µ2β

γa

)
ln e = ln

(
β + λ

λ

)
√

1− 2µ2β

γa
= 1−

ln
(
β+λ
λ

)
µ

γ

1− 2µ2β

γa
=

(
1−

ln
(
β+λ
λ

)
µ

γ

)2

1− 2µ2β

γa
= 1−

2 ln
(
β+λ
λ

)
µ

γ
+

ln2
(
β+λ
λ

)
µ2

γ2
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2µ2β

a
=

2 ln
(
β+λ
λ

)
µγ

γ
−

ln2
(
β+λ
λ

)
µ2γ

γ2

a =
2µ2βγ

2 ln
(
β+λ
λ

)
µγ − ln2

(
β+λ
λ

)
µ2

a =
2µ2βγ

2 ln
(
β+λ
λ

)
µγ − ln2

(
β+λ
λ

)
µ2 + γ2 − γ2

a =
2µ2βγ

γ2 − µ2

(
γ2

µ2 −
2 ln(β+λ

λ )γ
µ

+ ln2
(
β+λ
λ

))

a =
2µ2βγ

γ2 − µ2
(
γ
µ
− ln

(
β+λ
λ

))2 .

Somit ist H[X] gegeben durch:

H[X] =


2µ2βγ

γ2−µ2( γµ−ln(β+λ
λ ))

2 0 < β < λ
(
eγ/µ − 1

)
2βµ2

γ
β ≥ λ

(
eγ/µ − 1

)
,

(5.18)

und es gilt
lim
β→0

H[X] = λµ lim
β→∞

H[X] =∞. (5.19)

�

Es hat sich gezeigt, dass die Wahl der Young Funktion (5.4) in jenen Fällen sinnvoll
ist, in denen die momenterzeugende Funktion des Risikos X existiert und berechnet
werden kann.

Eine weitere Young-Funktion wird im nächsten Beispiel behandelt:
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5.7 Allgemeines Beispiel

Sei Φ(x) eine normierte Young-Funktion, gegeben durch

Φ(x) = xeβ(x2−1) (5.20)

Das Risiko X hat folgende Dichte:

fX(x) =
1

σ

√
2

π
e−

1
2
x2

σ2 I[0,∞)(x) mit (σ > 0) (5.21)

Zuerst berechnet man wieder Ψ(a), also E
[
Φ
(
X
a

)]
:

E
[
Φ

(
X

a

)]
=

∫ ∞
−∞

x

a
e
β
(
(xa)

2
−1
)

1

σ

√
2

π
e−

1
2
x2

σ2 I[0,∞)(x)dx

=

√
2

π

1

aσ

∫ ∞
0

xe−x
2( 1

2σ2−
β

a2 )−βdx

sei

(
1

2σ2
− β

a2

)
=: γ und

∣∣∣∣x2γ − β = z
2xγdx = dz

∣∣∣∣
=

√
2

π

1

aσ

∫ ∞
−β

xe−z
dz

2xγ

=

√
2

π

1

2aσ

1

γ
e−β

=

√
2

π

1

2aσ

1(
1

2σ2 − β
a2

)e−β.
Nun setzt man Ψ(a) = E

[
Φ
(
X
a

)]
gleich 1 und löst nach a auf:

1 1 =

√
2

π

1

2aσ

1(
1

2σ2 − β
a2

)e−β
2 1 =

√
2

π

1

σ

1(
2a

2σ2 − 2aβ
a2

)e−β
3 1 =

√
2

π

1

σ

1(
a
σ2 − 2β

a

)e−β
4 1 =

√
2

π

1

σ

1(
a2−2βσ2

aσ2

)e−β

5 1 =

√
2

π

aσ

a2 − 2βσ2
e−β

6 a2 − 2βσ2 =

√
2

π
aσe−β

7 a2 −
√

2

π
σe−βa− 2βσ2 = 0.
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Um a zu berechnen wendet man nun die Lösungsformel für quadratische Gleichungen
an:

a1,2 =

√
2
π
σe−β

2
±

√√√√√
√

2
π
σe−β

2

2

+ 2βσ2

= σ

√
2

π

1

2
e−β ±

√
1

4

2

π
e−2βσ2 + 2βσ2

= σ

√
2

π

1

2
e−β ±

√
1

4

2

π
e−2βσ2 +

2

π

π

2
2βσ2

= σ

√
2

π

1

2
e−β ±

√
σ2

2

π

(
1

4
e−2β + πβ

)

= σ

√
2

π

1

2
e−β ± σ

√
2

π

√
1

4
e−2β + πβ

= σ

√
2

π

(
1

2
e−β ±

√
1

4
e−2β + πβ

)
.

Da die Prämie H[X] positiv sein muss erhält man als Ergebnis

H[X] =

√
2

π

(
1

2
e−β +

(
1

4
e−2β + πβ

)1/2
)
σ.

Auch hier ist H[X] steigend in β mit

lim
β→0

H[X] =

√
2

π
σ = E[X] lim

β→∞
H[X] =∞.

�

Bemerkung 5.1: In den Beispielen 5.2 - 5.7 entspricht der Parameter β dem Gewicht,
welches man groÿen Risiken geben möchten.
Für kleine Risiken ist β nicht so wichtig, da hier die Prämie nahe dem Erwartungswert
E[X] liegt.
Da groÿe Risiken immer wichtiger werden, muss man einen höheren Wert für β einset-
zen, was wiederum bedeutet, dass die Prämie steigt.
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Kapitel 6

Ausblick

In �Some new classes of consisten risk measures� [GO] wird das Haezendonck Risiko-
maÿ als minimales Orlicz Risikomaÿ de�niert. Als Voraussetzung dient, dass subad-
ditive Risikomaÿe für komonotone Risiken konsistent sind mit dieser Eigenschaft des
Prämienprinzips

H[X] ≤ H[αX] +H[(1− α)X]

In �On Haezendonck risk measures� [BE] wird gezeigt, dass die Subadditivität sogar
für beliebige Paare von Risiken, und nicht nur für komonotone Risiken, gilt.

[BE] zeigt, dass das beste Beispiel für die Konstruktion des Haezendonck Risikomaÿes
der Conditional Value at Risk, vgl. [RC], [RO], ist. Die Klasse von Haezendonck Risiko-
maÿen kann sogar als Verallgemeinerung des Conditional Value at Risk gesehen werden.

Mit der Neude�nition des Haezendonck Risikomaÿes als In�mum einer passenden Trans-
formation der Orlicz-Prämie

π̂α(x) = inf
x∈R
{Hα((X − x)+) + x} für alle X ∈ L∞ (6.1)

wird untersucht ob das In�mum immer angenommen wird oder nicht, da der Condi-
tional Value at Risk so ein In�mum erreichen kann. Es zeigt sich, dass es für α = 0
erreicht werden kann oder auch nicht, während es für α ∈ (0, 1) immer erreicht wird.
In weiterer Folge wird untersucht wie das Risikomaÿ (6.1) so ausgebaut werden kann,
dass es die Anforderungen an ein kohärentes Risikomaÿ erfüllt.
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