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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird das Verhalten eines Feldes von Kavitationsblasen in ei-
nem vorgegebenen Druckfeld diskutiert. Anlass dazu gab die Interaktion einer
Zylinderschale mit einer sphérischen Stofiwelle, bei deren Reflexion ein star-
kes Unterdruckgebiet entsteht, in welchem es zu Kavitation kommen kann.
Der Kollaps dieser Kavitationsblasen kann sich als eine Sekundarstoflwelle
bemerkbar machen.

Nach der Diskussion von verschiedenen Modellen wie Rayleigh-Plesset, Gil-
more und dem akustischen Modell fiir eine Einzelblase sowie des von ihr
abgestrahlten Druck- und Geschwindigkeitsfeldes, wird die Kopplung von ei-
nem Paar von Blasen untersucht. AbschlieBend werden die Erkenntnisse aus
den vorhergehenden Analysen genutzt, um ein Feld von Blasen zu beschrei-
ben.
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1 Einleitung

Die Motivation fiir diese Arbeit ist ein im Artikel von Iakovlev [1] auftauchen-
des Problem. In der Néhe einer Zylinderschale kommt es zu einer Explosion,
welche eine sphéarisch symmetrische Stofiwelle emittiert (Abbildung 1). lakov-

shock wave

177,
! external fluid
Pes CE
= A

Abbildung 1: Geometrie des Problems - Fig.1 aus lakovlev [1]

lev hat in seinem Artikel eine Moglichkeit prasentiert, das dreidimensionale
Problem derart zu beschreiben, dass die Ausbreitung der StoBwelle lediglich
in der Ebene des Schnitts durch den Kugelmittelpunkt der Stofiwelle mit
Hilfe einer numerischen Berechnung ermittelt werden muss. In dieser Ebene
ist an der Schale auch die grofite Auswirkung zu erwarten. Der Druckanstieg
an der Schale konnte dadurch abgebildet werden, allerdings hat sich gezeigt,
dass es im Experiment (Wardlaw & Luton [2]) zu einem zweiten Druckma-
ximum kommt. In seinem Artikel macht Iakovlev darauf aufmerksam, dass
Kavitation die Ursache dafiir sein konnte, da bei der Reflexion der einfallen-
den Stofiwelle es an der zur Explosion zugewandten Seite des Zylinders zur
Bildung eines Gebietes mit grofler Druckabsenkung kommt. In diesem Gebiet
konnen Kavitationsblasen wachsen bis sie - zum Beispiel durch sich wieder
erhohenden Druck - kollabieren. Im Kollaps kénnen betréchtliche Druckwel-
len entstehen. Es wird versucht, diese Effekte mittels einem Feld von Blasen
darzustellen.

Es gibt verschiedene Arten von Kavitation (Young [9]). Einerseits die klas-
sische, bei welcher durch Druckabsenkung Dampfblasen entstehen. Anderer-
seits gibt es auch Gaskavitation. Hierbei sind bereits Gasblasen eines nicht-
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kondensierenden Gases in der Fliissigkeit vorhanden, welche auf Druckun-
terschiede reagieren konnen. Beide Arten der Kavitation konnen mit oder
ohne Massentransfer tiber die Oberfliche behandelt werden. Bei Gaskavi-
tation spricht man dann von einem Entgasen der Fliissigkeit. Diese Arbeit
beschréankt sich auf Gaskavitation ohne Entgasen der Fliissigkeit.



2 Blasenmodelle

Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung einer Einzelblase betrachtet man
diese in einem unendlich ausgedehnten Fluid (Abbildung 2). Weit entfernt
von der Blase herrsche der Druck p... Es wird weiters angenommen, dass die
Blase wiahrend der Kollaps- und Wachstumsphasen kugelférmig bleibt. Mit
dieser Annahme ist das Problem radialsymmetrisch, wodurch die Beschrei-
bung deutlich vereinfacht wird. Die Blase sei mit einem idealen Gas gefiillt.

weit entfernt von der Blase / u(r,t)
-
”
Blasenoberflache

Abbildung 2: Kugelférmige Blase in unendlich ausgedehnter Fliissigkeit

Unter Voraussetzung isentroper Zustandsédnderung sowie der Vernachlassi-
gung von Druckwellen innerhalb der Blase gilt

R 3k
po®) =pao ()

mit
Poo(t) : Druck weit entfernt von der Blase
Pao - Ruhedruck der Blase
Ry : Ruheradius der Blase
R(t) : aktueller Radius der Blase
P(R) : Druck in der Blase
K: Polytropenexponent

Fiir zweiatomige Gase, wie Sauerstoff und Stickstoff, gilt x = 1.4. Der Druck
Pco setzt sich aus dem Ruhedruck des Fluids und des Druckunterschieds
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aus der Oberflichenspannung zusammen. Um die Blasenschwingungen zu
berechnen gibt es einige Modelle fiir die Blasendynamik, welche sich durch
die unterschiedliche Behandlung der Ausbreitung von Druckstérungen in der
Flissigkeit unterscheiden. Als Einstieg in die Thematik sei der Artikel von
Lauterborn und Kurz [7] genannt, welcher nicht nur Modelle fiir Blasen-
schwingungen beinhaltet, sondern auch Abstrahlung, Interaktionen von Bla-
sen sowie experimentelle Ergebnisse wiedergibt.

2.1 Das Rayleigh-Plesset-Modell

Das Rayleigh-Plesset-Modell stellt ein sehr einfaches Modell fiir die Blasen-
schwingung dar, da es die Fliissigkeit als inkompressibel voraussetzt. Somit
ergibt sich aufgrund der Massenerhaltung sofort eine Beziehung zwischen
Blasenradius R, Blasenwandgeschwindigkeit U = R und dem Geschwindig-
keitsfeld u(r,t) im Fluid. Sie lautet

R’R

)
7’2

u(r,t) = (2.1)

wobei mit u(r,t) die Radialgeschwindigkeit gemeint ist. Setzt man diese Be-
ziehung in die Eulergleichung ein, integriert diese nach r und setzt die Rand-
bedingungen an den Stellen » = R und r — oo ein, so erhalt man die
Rayleigh-Plesset-Gleichung fiir die Schwingungen der Blasenwand. Unter Be-
riicksichtigung der Oberflichenspannung S, den viskosen Normalspannungen
in der Fliissigkeit mit kinematischer Viskositat v, und der Dichte p; lautet
sie nach Brennen [§]

Poo(t) | Pco (Ro>3” _pPR 3 (dR>2+ dvpdR 28

o \R) Tz Ta\a) TR At TR
mit
25
0o = Poo(0) + —.
PGo = Poo(0) + =
Vernachléssigung der eben genannten Effekte fiithrt zu
.3 0) (Ro\* poolt
RR+R2=p()(O> _ pe() (2.2)
2 PL R PL

pr bezeichnet hierbei die konstante Dichte der Fliissigkeit. Es konnte zu-
satzlich der Dampfdruck der Fliissigkeit in das Modell eingebracht werden.
Dies hétte einen geringeren (Partial-)Druck des Gases zur Folge. Fiir Wasser
betrigt der Dampfdruck lediglich pV' = 0.023 bar und wird vernachlassigt.
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2.2 Das akustische Modell

Dieses Modell beschreibt die Ausbreitung von Druckstorungen mittels der
akustischen Theorie. Voraussetzung dafiir sind kleine Storungen des Drucks,
der Dichte und der Geschwindigkeit, was eine Linearisierung der Eulerglei-
chung ermoglicht. Druckstorungen, welche von der Blase ausgehen, sind nun
nicht mehr instantan im gesamten Raum vorhanden, sondern breiten sich
mit der konstanten Schallgeschwindigkeit ¢ in der Fliissigkeit aus. Das be-
wirkt ein Abstrahlen von Energie von der Blase und somit ein Abklingen der
Blasenschwingung. Die Bewegungsgleichung fiir die Blase lautet somit

RR + gRQ = ; [P(R) + Jj (1 - f) dl;(f) - poo(t)] : (2.3)

2.3 Das Gilmore-Modell

Das Gilmore-Modell ist abgesehen von der direkten Losung der Fuler- bzw.
Navier-Stokes-Gleichungen die wohl komplexeste Beschreibung fiir eine Ein-
zelblase, dafiir ist sie allerdings auch die genaueste. Sie berticksichtigt nicht
nur die Kompressibilitat der Fliissigkeit, sondern auch die Anderung der
Schallgeschwindigkeit in Abhangigkeit der Zustandsgroflen Druck und Dich-
te. Fiir ihre Herleitung wird die Kirkwood-Bethe-Hypothese verwendet, wo-
nach sich die Gréfie r(h + u?/2) in der Fliissigkeit mit ¢ + u fortbewegt.
Hierbei bezeichnet h die Enthalpie! der Fliissigkeit.

Da bei Gilmore [6] von p., = konst. ausgegangen wurde, wodurch es keine
einlaufenden Charakteristiken gibt, ist es notwendig, p.(¢) nur langsam zu
verandern, sodass die einlaufenden Charakteristiken weiterhin ignoriert wer-
den konnen. Die nichtlineare Bewegungsgleichung fiir die Blasenwand ergibt
sich zu

. U 3 U U R U\ dH
R(1-—= 2(1—):}[(1 > (1—). 2.4
. ( C>+2U 3 te)tell-¢)a @4
Mit GroBSbuchstaben sind Groéfien bezeichnet, welche an der Blasenwand aus-
gewertet werden. Um die Schallgeschwindigkeit C' sowie die Enthalpie H

In der Thermodynamik ist die Enthalpie durch h = i % + [Tds definiert. Die von

Gilmore verwendete Form h = [ % entspricht einer isentropen Zustandsdnderung der
Flissigkeit.



auszudriicken, ist eine Zustandsgleichung fiir die umgebende Fliissigkeit er-
forderlich. Gilmore hat hierfiir die Tait-Gleichung

p+B«—<p>n (2.5)

p0+B_ %

verwendet. Fiir Wasser sind die Tait-Koeffizienten n ~ 7 und B ~ 321.4 MPa
(siehe auch Lindau [5]). Die Schallgeschwindigkeit C' an der Blasenwand er-
gibt sich zu

oo

=3

I

Fir H (Auswertung der Enthalpie h bei » = R) erhélt man

P=p(R) <p+B >—1/n dp

Poo p0+B pO
_ n(po+ B) (P—l—B)TL'_L_(pOO—i-B)n; 2.7)
(n —1)po po+ B po+ B ’ '

was nicht Glg (24) von Gilmore entspricht, da sich der Druck p., ja dndert,
also kein Bezugsdruck sein kann. Es stellt sich die Frage, wie der Term dH/dt
behandelt werden soll, da er von P und p.(t) abhangt. Es wére prinzipiell
notwendig, ihn mit

dH (P, pso) d(H1(poo) + Ha(P)) df, . dHy dP .

= = o0 7Ra
dt dt a7 ap
und
H(p ):_N(po—i—B) poo+B n%
e (n—=1)po \ po+ B ’
nlpo+ B) (P+ B\ "
Hy(P) =
(P) +(n—1)po (po+B ’

zu ermitteln. Es stellt sich allerdings heraus, dass der Term mit p, fiir die in
den spéateren Kapiteln untersuchten Verldufe von p., vernachléssighar klein



ist. Somit wird dH/dt mit der Kettenregel als U-dH/dP-dP/dR ausgedriickt,
wobei

dH <P+B>_1/m 1

> - 2.8
dpP po+ B Po (28)

gilt. Unter Verwendung der Zustandsgleichung fiir ideale Gase und Annahme
von P; ~ P gilt

3k
P = PGo <}%O) )

R
2 e (2)” ()
dr ~ PG (R RrR?)



3 Schwingungen einer Einzelblase

3.1 Kleine Amplituden

Setzt man kleine Storungen des Ruheradius der Blase, sowie kleine Geschwin-
digkeiten voraus, so kann die RP-Gleichung linearisiert werden. Sei also

R(t) = Ro(1+£(1))
und somit
R = ROéu
R = ROév

wobei £ und dessen Ableitungen klein gegen Eins seien. Der Term der rech-
ten Seite von (2.2), welcher den Druck im Gas reprasentiert, wird in eine
Taylorreihe entwickelt und lautet

R\ " R— R,
) ~1-3 ...~ 1— 3kKE.
(R) A T i

Schlieflich erhalt man die linearisierte RP-Gleichung fiir eine im konstanten
Druckfeld schwingende Blase zu

RYE == (1= — 1),

welche nach Umformen eine Schwingungsgleichung

mit der Eigenkreisfrequenz

| 3KPoo
Wy = 3.1
‘ pLRj (3:1)

ergibt. Diese Eigenfrequenz wird im Folgenden dazu verwendet, um die Glei-
chungen dimensionslos zu betrachten.



3.2 Darstellung im Phasenraum

Um das Schwingverhalten der Blasen zu diskutieren, werden zunéchst die Ei-
genschwingungen, das heiffit Schwingungen ohne aufgepragter Druckdifferenz
betrachtet. Dabei wird von der akustischen Approximation (2.3) ausgegan-
gen.

.. . 1 dP
RR+3R2:<PL+R <1—R>L—pw>
2 PL c c/) dt

Entdimensionalisieren durch R = RyR', t = t'\/poo/pr/Ro und p = p'/peo

liefert
) . 1 \/Poo/ PL -
Riy 4 S = (1 _ 3517/’“3’) Y

5 R/Sn c

Weglassen der ’ fiihrt zu

R+ - L @ (R*R?) = 1 (1 - 3/{MR) —-1. (3.2

2 QR2R dt R3# c

Durch weiteres Auflésen ergibt sich

d 2 2 \/Poo/ PL .
—(RPR?+ R — — = RO = YRR R2 3.3
dt ( LS T S (3:3)

Die Terme der linken Seite stellen die RP-Gleichung dar. Fir \/pe./pr/c — 0,
d.h. fiir ein inkompressibles Fluid ist diese Gleichung energieerhaltend. In
dieser Form gilt die Gleichung natiirlich nur fiir x # 1.

3.2.1 Phasendiagramm fiir Blasenschwingungen in einem inkom-
pressiblen Fluid

Im inkompressiblen Fall verschwindet die rechte Seite und (3.3) kann inte-
griert werden

2 2
Jead oy . p— -l R g 3.4
( T3 T30 —n (3:4)



Wird eine Blase in einem inkompressiblen Fluid aus ihrem Ruhevolumen mit
Radius Ry gestort, so wird sie periodische Schwingungen ausfithren. Die Sto-
rung wurde so angesetzt, dass die Blase von Ry auf R,,., vergrofiert wurde.
Somit besitzt die Blase im Inneren einen geringeren Druck als die sie um-
gebende Fliissigkeit. Das Ergebnis konnte also auch durch eine Stérung des
Flissigkeitsdruck bewirkt werden. Die Konstante K ergibt sich zu

2
K=2/3R} — = _R3-x 1

/ max 3(1 _ /{) max R % )
K =2/3R}  —2In Ry, k= 1.

Mit U = R sind die Trajektorien im Phasenraum durch

Upra = \/K/R3 ~2/3+ - 2 (3.5)

(1—r)R3"
Upet = JK/R? —2/3+2InR (3.6)

gegeben (siehe Abbildung 3).

=SS

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
R/Rq

Abbildung 3: Trajektorien im Phasenraum fiir das RP-Modell: rot—isotherme
Blase, blau—isentrop
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3.2.2 Phasendiagramm fiir die Blasenschwingungen nach dem akus-
tischen Modell

Wir linearisieren (3.2). Mit R = 1+ &, wobei £ und dessen Ableitungen klein

sein sollen ergibt sich
. Doo .
-l
c

oder umgeschrieben

3/€7'poo/mf + 3k =0

C

£+

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Das charakteristische Polynom lautet

22 3/<¢7Vpoo/m/\ + 3k =0,

C

womit sich

c 2c

A:—‘;’nvp“/mi (Bﬁvp”/m) 3k (3.7)

ergibt. Der Wurzelausdruck verschwindet fir M,.r = \/po/pr/c = 2/ V/3k.
Falls M,.; groBer als dieser Wert ist, wird die Wurzel reell und es ergeben
sich keine Schwingungen der Blase. Fiir p;, = 1000 kg/ms, Poo = 1 bar und
¢ = 1400 m/s ergibt sich M,.; zu

2
M,or =7.143-1073 < —
f V3K

Somit sollte die Blase fiir realistische Werte schwingféhig sein. Zum Vergleich
mit der ungedampften Schwingung werden die Anfangsbedingungen R =
Rmee und R = 0 gewshlt. Wenn man die Schwingung mit der Standard-
Schwingung

€+ 2Dwoé + wj =0 (3.8)
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U/Uyes

1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 .
R/Ry

L L L L L
09 092 094 096 098 1

R/Ry

Abbildung 4: Trajektorien der Einzelblase: linearisiert kompressibel-griin,

Rayleigh-Plesset (isentrop)-blau fir verschiedene R,

vergleicht, ergibt sich

D = 5 Mrey
3
a=woD = ;Mref,

wobei die Losung die Form
£(t) = e *(c; cos(wt) + cysin(wt),
E(t) = e ((wep — aey) cos(wt) — (wey + aey) sin(wt))

hat. D bezeichnet das Lehrsche Dampfungsmafl. Damit lassen sich nun die

Phasendiagramme fiir die gedampfte Schwingung berechnen. Im Folgenden
sind die Phasenlinien der geddmpften linearisierten Blasenschwingungen und
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Gilmore
akustisch 0.008 -
Rayleigh-Plesset

s 05F

2 0.002 -
2 |
b -0.002

0.5

U/Uyes

— -0.006
AF

15 n n n n n n n n n . L n n n n n n n n .
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5 0 0.2 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2

R/ Ry R/Ry

Abbildung 5: Trajektorien im Phasenraum fiir die verschiedenen Modelle: a)
Rmax = 1.5R0; b) }%mwC = 2R0

zum Vergleich die der nichtlinearen ungedémpften Blasenschwingungen dar-
gestellt. Anhand der Diagramme erkennt man, dass bis zu &,,,, = 0.1 die
linearisierte Gleichung die Blasenschwingung gut darstellt (Abbildung 4 a)).
Bei einer Erhohung von & auf ., = 0.5 wéchst die Abweichung allerdings
betrachtlich (Abbildung 4 b)).

Weiters kann man betrachten, wie sich das Gilmore- und das akustische Mo-
dell fiir die freie Schwingung verhalten. Fiir kleine Abweichungen (Abbildung
5 a)) von der Ruheposition, was auch in kleinen Geschwindigkeiten resul-
tiert, sind die beiden Modelle nicht zu unterscheiden. Vergroflert man die
Blasenschwingung jedoch, so driften die beiden Modelle weiter auseinander

(Abbildung 5 b)).

3.3 Verhalten der Modelle am Beispiel einer kollabie-
renden Blase

Hier soll kurz anhand einer Blase, welche zu ¢t = 0 den Radius R = 3Ry =
3 mm hat, also deutlich grofler ist als im Ruhezustand, der grundsatzliche
Verlauf einer Blasenschwingung diskutiert werden. Der Druck bleibt auf Ur-
spungsniveau po, = 10° Pa. Die Werte fiir das die Blase umgebende Wasser
sind: p = 1000 kg/m® und ¢, = 1470 m/s. Man erkennt in Abbildung 6
deutlich, dass die Losung nach Rayleigh-Plesset energieerhaltend ist, wah-
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rend sich bei den anderen Modellen die Abstrahlung als Dampfung der Radi-
alschwingung bemerkbar macht. Weiters ist ersichtlich, dass in den Bereichen
des Blasenkollaps(R < Rp) hohe Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
stattfinden. Hier sind deutlich kleinere Zeitschritte erforderlich. Wie schon bei
linearen Schwingern bekannt, erhoht die Dampfung die Frequenz der Schwin-
gungen. Auf den ersten Blick erscheint es widerspriichlich, dass das akustische

251
s
R
Ro 1.5
| \, |
Druckverlauf
051 Gilmore
akustisch
Rayleigh-Plesset
0 L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

L. ><‘10'3
Zeit in s

Abbildung 6: Vergleich der verschiedenen Blasenmodelle

Modell eine starkere Dampfung verursacht, als das Gilmore-Modell, welches
die Kompressibilitat starker beriicksichtigt. Dies ist dadurch begriindet, dass
die Schallgeschwindigkeit an der Blasenwand C' im Verlauf der Rechnung
sowohl grofler als auch kleiner als die akustische Schallgeschwindigkeit wird
und somit einmal mehr und einmal weniger stark Energie abgestrahlt wird.

3.4 Reaktion auf kurzzeitige Druckabsenkung
3.4.1 Die dimensionslose Rayleigh-Plesset-Gleichung

Es soll nun die angeregte Schwingung einer Einzelblase untersucht werden. Es
wird wieder mit einer Blase in einer inkompressiblen Fliissigkeit begonnen,
welche einem Druckfeld p.(t) ausgesetzt wird (sieche Abbildung 7). Im Ver-
gleich zur frei schwingenden Blase gibt es nun zusatzliche Parameter durch
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die Anregung. Die Parameter, welche das Verhalten der Blase beschreiben,

Apoo

Apss

P T

At

Abbildung 7: Verlauf des aufgepragten Testdrucks

sind
Stoffwerte: PL, K,
Anfangswerte: Ry, pso(0),
Anregung : Apss, At.

Da von isentroper Zustandsédnderung der Blase ausgegangen wird, ist k = 1.4
und féllt somit als Parameter weg. Aus den restlichen Variablen lassen sich in
unseren M,L, T-System zwei unabhéngige dimensionslose Kennzahlen bilden

A >k
Ty = P hyw. 11, = P
Poo Poo

pi. bezeichnet das zweite Druckniveau, dass der aufgepriagte Druck annimmt.
Es soll nun untersucht werden, wie diese beiden Parameter R(t)/ Ry, Pmaz/Poo
und Poin/Poo beeinflussen. Die Rayleigh-Plessetgleichung in dimensionsloser
Form lautet nun

. 3. 1\ 3

Der maximale Druck, der sich in der Blase aufgrund der Schwingung ergibt,
kann als Funktion der beiden Kennzahlen II; und I, dargestellt werden.
Im folgenden Diagramm ist dazu der maximale Druck in der Blase tiber die
Kennzahl IT; aufgetragen. Es wurde von einer Druckabsenkung von 90%, also
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Abbildung 8: Maximaler relativer Blasendruck in Abhéangigkeit von Iy,
HQZOl

[Ty = 0.1 ausgegangen. Man erkennt einen periodischen Verlauf der Maximal-
driicke fiir verschiedene Werte von II;. Es soll nochmals hervorgehoben wer-
den, dass eine Druckabsenkung von 90% einen Maximaldruck von bis zu 1200
mal den Ausgangsdruck zur Folge hat. Weiters gibt es bestimmte Werte von
IT;, bei denen es zu keinem Druckanstieg kommt. Zur Erklarung dieser Pha-
nomene werden die Zeitverldufe der Blasenradien betrachtet. In Abbildung
9 sind Radienverldufe aufgrund unterschiedlicher II; aufgetragen. Wird der
Druck wieder erhoht, bevor die Blase ihr Maximum erreicht hat oder wenn
sie sich bereits wieder im Kollaps befindet, so ist der daraus resultierende
Maximaldruck nicht der grofStmogliche. Nur wenn der Blasenrand seine ma-
ximale Ausdehnung erreicht, hat der Druckanstieg in p., seine groffitmogliche
Wirkung. Auch die Periodizitat des Maximaldruckes kann durch die Radial-
schwingung erklart werden. Bis auf den ersten Aufschwingvorgang schwingt
eine Blase immer exakt gleich wie in der Periode davor. Deshalb macht es
auch fiir den Maximaldruck keinen Unterschied, ob p., zum Zeitpunkt ¢ oder
zum Zeitpunkt ¢ + 7 erhoht wurde. Eine schwingende Blase hat zwangslaufig
einen maximalen und minimalen Radius. Bei diesen ist die Blasenwandge-
schwindigkeit gleich Null. Erfolgt der Riickgang des Druckes gerade beim
minimalen Radius der Blase, so ist die treibende Kraft der Rayleigh-Plesset-
Gleichung, der Druckunterschied P, —p., gerade Null. Dies gilt aber ebenfalls
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Abbildung 9: Blasenradien als Funktion der Zeit: blau-II; = 5, orange-1I; =
9, gelb-11; = 12, violett-II; = 18

fiir die Geschwindigkeit und als Folge daraus auch fiir die Beschleunigung.
Das bedeutet, dass die Blase dann in Ruhe bleibt, die Anregung sich selbst
ausgeloscht hat (Abbildung 10). Der erste Wert fir II, fir den dies gilt,
ist II; = 18.1495. Ein mechanisches Analogon zu diesem Effekt, ist eine an
ihrem FuBpunkt bewegte Feder mit Masse. Verschiebt man den FuBpunkt
um Az, so beginnt die Feder um die beiden Totpunkte z = 0 und x = 2Ax
zu schwingen. Macht man die Verschiebung genau bei Erreichen des unteren
Totpunktes riickgéngig, so ist die Masse in Ruhe und die Feder wieder ent-
spannt, das System also wieder im Gleichgewicht. Der Vollstiandigkeit halber
sei noch darauf hingewiesen, dass die Ausgabe eines Diagramms p,in /oo We-
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251

Abbildung 10: Blasenradien als Funktion der Zeit: gelb, blau — Blasenradien,
violett, rot Druckspriinge jeweils fir II; = 18.1495 sowie II; = 30.

nig interessant ist, da nach dem ersten Erreichen des maximalen Radius das
Zurtickspringen des aufgeprigten Druckes keinen Einfluss auf p,,;, mehr hat.

3.4.2 Das dimensionslose Gilmore-Modell

Die dimensionslosen Parameter II; und II, werden hier weiterverwendet. Al-
lerdings gibt es nun eine weiter Einflussgrofle, die Schallgeschwindigkeit der
Fliissigkeit, im speziellen diejenige der ruhenden Fliissigkeit bei p,.. Als wei-
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tere dimensionslose Grofle erhilt man also

M=,

PLCx

welche, wie fir ¢, — 00 gegen Null geht. Somit beschreibt II; = 0 den
inkompressiblen Fall. Weiters erkennt man, dass II3 lediglich aus Stoff- und
Anfangsgrofien besteht und daher fiir die untersuchten Félle eine Konstante
ist. Somit kann der maximale Druck wieder als Diagramm von II; und II,
dargestellt werden (Abbildung 11). Aufgrund der Dampfung geht bei zuneh-

800
700
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400
pmaz
Poo

300

200

100

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
I

Abbildung 11: Maximaldruck in der Blase nach Gilmore;violett—II, = 0.1,
blau-IT = 0.2, grin-II, = 0.3

mender Dauer des Impulses Energie verloren. Dadurch nimmt der maximale
Druck mit zunehmenden II; ab. Allerdings gilt keinesfalls limyy, o0 Pmax = 0,
da fiir grofle Zeiten die Blase unter dem neuen Druck wieder in Ruhe ist. Ein
dann erfolgender Anstieg von p, ist somit nicht mehr als ein Zurtickspringen
des Drucks, sondern vielmehr wie ein drastischer Anstieg aus der Ruhela-
ge heraus zu betrachten. Auf eine solche Storung reagieren Blasen deutlich
empfindlicher als auf ein Absenken des Drucks. Der maximale Druck kann
dadurch mehrere GroBlenordnungen starker sein.
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3.4.3 Andere Form der Anregung

Aus der Problemstellung von Takovlev ist allerdings kein Rechteckimpuls zu
erwarten. Vielmehr nimmt der Druck etwa sinusférmig ab, erreicht sein Mini-
mum und steigt wieder an, wie in Abbildung 12 zu sehen. Dies hat zur Folge,

\ | Apss

At

Apoo

7

Abbildung 12: Sinusférmiger Druckverlauf als Testfunktion

dass nun kein periodisches Verhalten auf dem unteren Niveau zu erwarten
ist (Abbildung 13), da der Druck nie konstant ist. Erst wenn der Druckab-
fall wieder vollstédndig riickgangig gemacht wurde, kann die Blase periodisch
weiterschwingen. Interessant ist, dass es nun nur ein Maximum fiir den ma-
ximalen Druck gibt. Fiir II; — oo verschwindet die Drucksteigerung, da die
Blase quasistatisch belastet wird.

Abbildung 13: Maximaldruck in der Blase fir sinusformige Anregung: a) RP,
b) Gilmore; orange—II; = 0.1, violett—II = 0.2, blau-IIy = 0.3
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4 Abstrahlung

4.1 Abstrahlungsmodelle

Nachdem die Folgen verschiedenartiger Anregung auf die Blase untersucht
wurden, soll nun betrachtet werden, wie sich die Schwingung der Blase auf das
umgebende Medium auswirkt. Es sollen verglichen werden, inwiefern Kom-
pressibilitat einen Einfluss hat, und wie weit dieser Einfluss in die Fliissigkeit
reicht.

Folgende Approximationen werden verglichen

e inkompressibel
instantane Anderung des Geschwindigkeitsfeldes

e akustische Abstrahlung
Ausbreitung der Storung mit ¢,

e numerische Integration entlang Charakteristik (Gilmore)
Ausbreitung der Storung mit u + ¢ mit variabler Schallgeschwindigkeit

Die Herleitung dieser Approximationen ist in Gilmore [6] beschrieben. For-
melméafBig seien hier nur drei von ihnen angefiihrt.

4.1.1 Inkompressibel

Wie schon bei Herleitung der Rayleigh-Plesset-Gleichung gilt
RLRp

B .

u(r) =

(4.1)

r

4.1.2 Akustisch

Im akustischen Modell wird die spharische Wellengleichung gelost. Da die
Storung drehungsfrei ist, kann ein Geschwindigkeitspotential ¢ eingefiihrt
werden. Im akustischen Fall ist das Potential fiir ausgehende Kugelwellen
von der Form

flt=r/ex)

r

o=
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Das bedeutet, dass f(t—r/cs ) entlang einer Charakteristik t—r/c,, = konst.
konstant bleibt. Der Gradient des Potentials ergibt die Geschwindigkeit

00 _ 1 f

T or e (4.2)
Integration der Eulergleichung ergibt
u? 0o
h+ —=——
3 ot’
woraus man mit h & (p — Peo)/peo schlieflich
Poof  Pocti®
= poo + Pl 43
P=peot = 5 (4.3)

erhilt. Lost man (4.3) nach f" auf und setzt das Ergebnis in (4.2) ein, so
erhédlt man zwei Gleichungen fir f und f’. Wichtig fiir die Groflen

JECY PR, i S (1.4
2Coo PooCoo 7
u2 P — Do
f=r ( + , (4.5)
2 Poo

ist, dass sie entlang einer auslaufenden Charakteristik konstant sind. Sofern
man sie am Blasenrand mit 7 = R und v = R bestimmt hat, kann das
Geschwindigkeits- und Druckfeld in der gesamten Fliissigkeit berechnet wer-
den. Dazu werden die Formeln (4.3) und (4.2) verwendet.

4.1.3 Gilmore-Modell

Hierbei werden keinerlei zusétzliche Approximationen(wie das Wegfallen ho-
herer Potenzen der Machzahl) aufler der Kirkwood-Bethe-Hypothese gemacht.
Die Grofie y = r(h +u?/2) bleibt demnach konstant entlang einer Charakte-
ristik. Beschrieben wird dieser Umstand mit

@ (0, 10
dr  \or c+udt Y

Die darin vorkommende lokale Schallgeschwindigkeit ¢ kann mit dem bishe-
rigen Wissen mit den Gleichungen (2.6) und (2.7) bei Verwendung von p(r)
anstelle von p(R) ermitttelt werden und lautet

c= \/cgo—I—(n—l)h.
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Nimmt man weiters die Kontinuitédtsgleichung

ou 2u 1 Dh

PN TA
multipliziert sie mit ¢ und addiert sie mit der Impulsgleichung

ou ou oh

a or T ar
so erhalt man

(c+u)du _Qﬂ_ c+u@
dr r c dr’

Setzt man nun h(r,u,y) ein, ergibt sich

du 2c%u y

dr (2 —u?)r * (¢ —u)r?’

welches nach Einsetzen von c¢ eine differentielle Gleichung fiir die Geschwin-
digkeit entlang einer Charakteristiak liefert. Die Gleichung

o ou’
dr ro cAr—(n+Dru?/24+ (n—1)y
Y : (4.6)
\/02 r2 —(n—1r2u?/2+ (n— 1)ry — ur)
=R(H + R?/2)

muss numerisch fiir die Anfangsbedingung u(R) = R gelést werden. Da ent-
lang einer Charakteristik » und ¢ nicht unabhangig voneinander sind, steht
hierfiir die Gleichung

T d
t:tR+/ - (4.7)
R \/cgo—l—(n—l)h—i-u

zur Verfiigung.
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4.2 Vergleich der Abstrahlungsmodelle

Zu Beginn wird fiir eine moderate Machzahl von M = R/c, = 0.5 ein
Vergleich zwischen den verschiedenen Modellen hergestellt (Abbildung 14).
Man erkennt, dass das akustische und das Gilmore-Modell vor allem in einiger
Entfernung zu Blase sehr gut iibereinstimmen.

0.5

0.45 incompressible | -
Gilmore
acoustic

0.4

035
03f
M(T)°'25 H
02f
015
01F

0.05

Abbildung 14: Abstrahlungsmodelle: Machzahl tiber dimensionsloser Radial-
koordinate

4.3 Wechsel zwischen den Modellen

Der Grundgedanke hinter der Diskussion der verschiedenen Modelle fiir die
Abstrahlung ist, nur so weit wie notwendig die schrittweise Integration zu
verwenden. Beim Unterschreiten einer gewissen Machzahl (z.B. M < 0.1)
soll es moglich sein, die akustische Losung zu verwenden. Es ist dabei auf-
gefallen, dass es beim Wechsel von exakter Losung zur akustischen durchaus
einen Unterschied macht, welche Schallgeschwindigkeit verwendet wird. Die
beiden Diagramme in Abbildung 15 zeigen beide den Fall einer Blase mit
dem aktuellen Radius R = 0.1 Ry mit einer Blasenwandgeschwindigkeit von
M =100/1400 = 0.071. Zu Anfangs wird die Geschwindigkeit numerisch in-
tegriert bis sie beim Sinken M = 0.1 unterschreitet. Danach wird verglichen,
wie gut das akustische Modell sowie das taylorentwickelte akustische Modell
die exakte Losung beschreiben. Man erkennt in a), dass das akustische Modell
starke Abweichungen liefert, falls fiir die Schallgeschwindigkeit c¢,, verwendet
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Abbildung 15: Umschalten zwischen Gilmore und akustischen Modell der Ab-

strahlung fiir verschiedene Schallgeschwindigkeiten, rot — Umschaltkriterium
M < 0.1

wird(gelbe Linie). Verwendet man jedoch die aktuelle Schallgeschwindigkeit
am Punkt des Modellwechsels

= \/ch + (n — 1)h*,

wobel

R U2 (u*)Q
="(H+=)-
r*( + 2) 2

ist, so liefert das akustische Modell deutlich besserer Werte in der Nahe dieses
Umschlagspunktes. In Abbildung 15 b) erkennt man jedoch, dass fiir grofiere
Abstéande ¢ = ¢, die besseren Ergebnisse liefert.

Betrachtet man in Abbildung 16, wie sich die Schallgeschwindigkeit entlang
einer Charakteristik entwickelt, so erkennt man, dass sie zum Zeitpunkt des
Modellwechsels circa ¢ = 1.5 ¢, betriagt. Danach nimmt sie rapide ab. Dies ist
die Erklarung fiir die verschieden gute Approximation der akustischen Losung
mit ¢ = ¢* und ¢ = ¢4. Als Folge daraus macht es Sinn, als Umschaltkriterium

€7 % o1

Coo

zu verwenden. Ein weiteres Problem stellt die Abstrahlung einer Blase dar,
deren Blasenrand mit Schallgeschwindigkeit bewegt. Die Storungen reichen
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Abbildung 16: Verlauf der Schallgeschwindigkeit entlang einer Charakteristik

dann weit in das Fluid. Wie in Abbildung 17 zu sehen, ist fiir eine Bla-
se mit R knapp iiber der Schallgeschwindigkeit bei einem Abstand von 100
mal den Radius noch immer eine Stérung von knapp tiber 60% der Schallge-
schwindigkeit vorhanden, wahrend die Storung fiir eine Blase knapp unter der
Schallgeschwindigkeit verschwindet. da dann die Storungen nicht abklingen.
Somit muss der gesamte Weg bis zu einem entfernten Punkt von Interesse
numerisch integriert werden.

M>1
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0.6

o
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Abbildung 17: Verlauf der Machzahl entlang einer Charakteristik: blau-R =
1399 m/s, rot—R = 1401 m/s, (ce = 1400 m/s), fiir beide gilt R = Ry
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5 Interaktion zweier Blasen

Nach Diskussion des Verhaltens einer einzelnen Blase soll nun untersucht
werden, inwiefern zwei Blasen einander gegenseitig beeinflussen. Sofern es
sich um ein kompressibles Medium handelt, sind auch die Schalllaufzeiten zu
berticksichtigen. Dabei stellt sich die Frage, ob die Beweglichkeit der Blasen
einen Einfluss auf ihr Verhalten hat.

5.1 Translationsschwingungen einer Blase

Um die Translationschwingungen einer Blase zu berechnen, wird die Ande-
rung des Impulses der Blase aufgrund von Druckschwankungen betrachtet.
Die Herleitung der Bewegungsgleichung orientiert sich an der Dissertation
von Krefting [3]. Der Impuls einer Blase ist unter Vernachlissigung der Gas-
masse nur durch die ,added mass “bestimmt.

1 .
PB = ipLVBxB (51)

Hierbei bezeichnet &5 die Relativgeschwindigkeit der Blase zur Geschwindig-
keit der Fliissigkeit u. Dieser Impuls muss die Bedingung

d ou
ZPr=p; Ve—
i B = PL Bat

erfiillen. Aus der Eulergleichung in x-Richtung

ou ou _18p

o or T o
ergibt sich bei Streichung des nichtlinearen Terms ppu = —0p/0x. Eingesetzt
lautet die Bewegungsgleichung

ip+ Ew’ _ 2

PV T proa
Man erkennt, dass ein Wachstum der Blase dampfend und ein Schrumpfen
der Blase beschleunigend wirkt. Durch Einsetzen von V' = %RSW erhalt man

. 3Rp. 2 dp
——igp=———. 2
Tp + RB B oL or (5 )
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Diese Bewegungsgleichung wird nun mit einer der Schwingungsgleichungen
fiir die Radialbewegung gekoppelt. Nun soll untersucht werden, inwiefern es
einen Unterschied macht, ob die Blase am Ort x g fixiert ist, oder sich im Feld
bewegen darf. In der Literatur werden in erster Linie harmonisch angeregte
Blasen untersucht, was eine Mittelung der Gleichungen iiber die Perioden-
dauer ermoglicht. Hier soll nun untersucht werden, was bei einem einmaligen
Druckpuls passiert. Die Wellenldnge des Druckpulses soll grofier als der Bla-
senradius sein, sodass an der Blase ein eindeutiger Druck anliegt. Er trifft
bei t =ty = 0 bei der Blase ein und bewegt sich mit Schallgeschwindigkeit
fort.

5.2 Einzelblase im akustischen Feld

Zuerst wird eine Einzelblase im akustischen Feld untersucht. Die Gleichungen
als System 1.0Ordnung lauten

Iy =29 (= Ip)
3Rp 2 dp

iinB:— T .
Rp pr O

dimensionslose Kennzahlen Aus den Parametern poo, poomin, At, Ry,
PL, Cxo lassen sich folgende dimensionslose Kennzahlen bilden

0 — \/pOO/pLAt
=

Ry ’
H2 _ poo,min,
Poo
Ry
I3 = < 1.
3 Coo AL

I3 sollte kleiner 1 sein, da vorausgesetzt wurde, dass der Radius kleiner
als die Wellenldnge ist, da ansonsten ein grofler Druckunterschied iiber die
Blasenwand die Voraussetzung einer kugelférmigen Blase verletzen wiirde.
Desweiteren kéonnte man nicht mehr von einem aufgepragten Druck auf die
Blase sprechen. Eine alternative Kennzahl, welche nur von Stoffeigenschaften
abhangt, ware

Poo

5
PLCx

I, =
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Eine so angeregte Einzelblase bewegt sich in Richtung der Druckwelle, wobei
sie wegen ihrer Radialschwingung standig beschleunigt und verzogert, was
in einem Zeit-Weg-Diagramm einen treppenférmigen Verlauf zur Folge hat
(siche Luther [4] fig. 4.9c and fig. 4.11c). In einer reibungsfreien Fliissigkeit
wiirde sich die Blase standig weiterbewegen. Deswegen wird in den folgenden
Analysen die (kleine) Viskositat von Wasser in die Berechnungen miteinbe-
zogen. Die Bewegungsgleichung der Blase lautet somit

Dabei wurde ein Reibgesetz fiir grole Reynoldszahlen verwendet. Statt
D =12mRip

konnte fiir kleine Reynoldszahlen der Stokesche Wert mit D = 67n Rt g besser
sein.

5.3 Kopplung zweier Blasen

Im Folgenden werden zwei Félle miteinander verglichen, jener einer Einzelbla-
se mit sinusformiger Druckabsenkung und der Fall, dass zwei Blasen gleicher
Grofle wie der Einzelblase miteinander wechselwirken. Der Abstand zwischen
den beiden Blasen sei L = 10R,.

5.3.1 Inkompressible Fliissigkeit

Zuerst wird jener Fall betrachtet, bei dem die Fliissigkeit inkompressibel
angesehen wird. Bei Kopplung der Blasen wird die Druckdnderung sofort
im ganzen Gebiet wirksam, weshalb die Gleichungen fiir die beiden Blasen
gleichzeitig gelost werden missen. Aufgrund der Inkompressibilitdt ergeben
sich Druck sowie Druckgradient bewirkt von der Blase i auf die jeweils andere
Blase j zu

pd o
i = ———(R?R,), 5.3
Vipi = = 5 (R R) (5:3)
pd,
. =——(R%R;). 5.4
pi = (RiRi) (5.4)

Bei Verwendung in der Bewegungsgleichung muss natiirlich der Gradient
V., entsprechend dem Koordinatensystem transformiert werden. Da fiir p =
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const desweiteren auch ¢ — oo gilt, miissen keine Schalllaufzeiten beriicksich-
tigt werden, wodurch die Beschreibung deutlich vereinfacht wird. Im Folgen-
den soll verglichen werden, ob es Sinn macht, die Beweglichkeit der Blasen
zu berticksichtigen. Man erkennt in Abbildung 18, dass die Druckstoérung fiir

Poo,i

Poo

0 0.5 1 15 2 25 3

time in s x10°

Abbildung 18: Vergleich von aufgeprigtem Druck und dessen Veranderung
aufgrund Interaktion zweier Blasen: blau—urspriinglich aufgepragter Druck,
violett—Interaktion zweier am Ort fixierter Blasen, orange-Interaktion zweier
beweglicher Blasen

die festgehaltenen Blasen deutlich grofler als bei den frei beweglichen ist. Der
Grund ist, dass die Blasen sich abstoflen, was den Abstand vergrofiert und
somit die Wechselwirkung verringert.

Lost man die RP-Gleichung fiir weit mehr Zeitschritte, so lasst sich ein Ru-
heabstand von L ~ Ly+ 4R, fiir die beweglichen Blasen ausmachen, was sehr
grof} ist, da L/Lg =~ 1.4 ist. Wiirde man die Kréfte, welche auf zwei fixier-
te Blasen wirken, auf zwei bewegliche aufpréigen, so ergeben sich die blauen
Blasenwege (Abbildung 19 a) ). Fur sie ist ein Ruhezustand bei L/Ly ~ 60
noch nicht erreicht. Wird der Abstand L der Blasen vergroflert, so verringert
sich auch die Beeinflussung, z.B. bewegen sich die Blasen fiir Ly = 100R,
weniger als einen halben Radius auseinander. Dies macht sich vor allem bei
der Gegeniiberstellung zwischen fix und beweglich bemerkbar (Abbildung 19

b) ).
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~ timeins time in ms
Abbildung 19: a) Wege der Blasen mit RP: blau— aufgrund Druckinteraktion

der fixierten Blase, rot—aufgund Druckinteraktion der beweglichen Blasen, b)
Bewegung der Blasen mit Abstand L = 100R,

5.3.2 Kompressible Fliissigkeit

Im Vergleich zum inkompressiblen Fall sind nun Schalllaufzeiten und die
Kompressibilitat des Mediums zu beriicksichtigen. Es ist weiterhin inter-
essant, ob es bei geeignet gewédhltem Abstand zum Aufschwingen oder Aus-
l6schen kommen kann. Wahrend die Schalllaufzeiten das Problem ungleich
interessanter machen, so verkomplizieren sie es auch stark. Sofern man die
Blasen beweglich machen mochte, bedeutet dies, dass sie zum Zeitpunkt ¢
eine Welle aussenden, die zu einem Zeitpunkt ¢ + Aty, wobei Aty die Lauf-
zeit bezeichnet, bei der jeweils anderen Blase ankommt und auf diese wirkt.
Allerdings muss darauf geachtet werden, dass sich der Blasenabstand L(t)
wahrend der Bewegung der Schallwelle geéndert hat. Fiir das nachste Bei-
spiel werden zwei fixierte Blasen betrachtet. Die Druckstorung aufgrund der
Abstrahlung wird zwei beweglichen Blasen aufgepriagt, wobei gehofft wird,
dass sich die Bewegung und somit der gemachte Fehler in Grenzen halt. Man
erkennt an Abbildung 20, dass der Druck p..;, der auf die beiden Blasen
wirkt, aufgrund der Wechselwirkung statt eines einmaligen Absenkens zu ei-
ner schwingenden Anregung wird. In den Blasengleichungen wurde trotz der
Abstrahlungseffekte die RP-Gleichung verwendet, was die Dampfung in den
Schwingungen des Zwei-Blasen-Problems umso interessanter erscheinen lésst.
Aufgrund der Symmetrie des Problems sind die zwei interagierenden Blasen-
radien deckungsgleich. Fiir die Berechnung wurden die Blasen an ihrem Ort
fixiert, weswegen die Schalllauflinge gleich blieb. Nun sollen die Translati-
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Abbildung 20: Vergleich der Blasenschwingungen von Einzelblase und zwei
Blasen: blau— p.; bei Interaktion; rot— Einzelblase; griin— Blasenpaar

onsbewegungen der Blasen erfasst werden. Dabei wird davon ausgegangen,
dass die Ausschlage deutlich kleiner als der Blasenabstand bleiben, die Lan-
ge L also fiir die Berechnung konstant bleibt. Man erkennt in Abbildung 21,

%1072

2 25 3
%1073

0 0.5 1 . 15
tins

Abbildung 21: Bewegung der Blasen im kompressiblen Fluid
dass in dem betrachteten Zeitbereich der Mittelpunkt der Blasen gerade mal

um 0.7% vom Radius verschoben wird, sich also praktisch an derselben Stelle
befindet. Die Differenz der beiden Kurven ergibt den zuséatzlichen Abstand
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Abbildung 22: Vergleich eine Blase und zwei Blasen mit gleicher Gesamtgas-
masse

der beiden Blasen. Lésst man die Analyse weiterlaufen, so bleiben die Blasen
ungefihr einmal den Radius weiter voneinander stehen. Das mag bei einem
Abstand von L = 10R, viel erscheinen, allerdings muss beachtet werden, dass
fir die weitere Anwendung im Blasenfeld nur das Zeitfenster, in dem sich die
zweite Druckspitze darstellt, beachtet wird. Fiir diese Art der Betrachtung
konnen die fixierten Blasen durchaus eine geeignete Beschreibung darstellen.

5.4 Aufteilung einer Gasmenge

Es soll nun von einer konstanten Gasmenge Vi ausgegangen werden, wel-
che auf unterschiedlich viele Blasen (hier: eine oder zwei) aufgeteilt wird.
Es soll der Einfluss dieser unterschiedlichen Beschreibung auf einen Punkt,
der sich in einiger Entfernung befindet, untersucht werden. Hierbei gelangt
man zu einer interessanten Feststellung. Wenn die Gasmenge derart gewéhlt
wird, dass II; links vom Maximum von p,,.. liegt, so fithrt eine Verringerung
der Blasengrofie durch Aufspaltung in zwei Blasen zu einem Anwachsen der
Driicke fiir jede Einzelblase. Somit ergibt sich schliellich ein Gesamtdruck am
Fernpunkt, welcher grofer ist, als wenn man zwei Blasen mit Gesamtmasse
2V verwendet. In Abbildung 22 wird II; mit dem Ruheradius der gesam-
ten Gasmasse gebildet, nicht mit dem der Einzelblase. Andernfalls wiirden
die Kurven in Abbildung 22 iibereinander liegen. Der Abstand L der Bla-
sen zueinander, sowie der Abstand D der Blasen zum ,Messpunkt “betragen
L =10Ry bzw. D = 100Ry. Wie im Kapitel vorher gesehen, beeinflussen sich
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Abbildung 23: Maximaldruck in der Blase fiir sinusférmige Anregung:
orange/blau-IIs = 0.001, gelb/violett-Il; = 0.01, griin/cyan—II, = 0.1, die
jeweils weiter links gelegene Kurve beschreibt den Fall von zwei Blasen

die beiden Blasen wenig, was den maximalen Druck im Inneren betrifft. Fir
den in einiger Entfernung befindlichen Messpunkt gilt dies allerdings nicht.
Wie in Abbildung 22 b) ersichtlich, liegt die Wirkung des Blasenpaars auf
diesen Punkt stets hoher als bei der Einzelblase. Lediglich bei grolen Werten
von II; scheint dieser Effekt nicht aufzutreten.

Es stellt sich weiters die Frage, was passiert, wenn I1y — 0. An Abbildung 23
erkennt man, dass sich eine Reihe flacher Maxima ausbilden, was zur Folge
hat, dass bei einer Aufteilung der Gasmenge beide entstehenden Blasen in et-
wa den gleichen maximalen Innendruck wie die massengleiche Einzelblase ha-
ben. Der Druck im Fernfeld ist fir zwei Blasen aufgrund deren Superposition
allerdings doppelt so hoch. Fiir grofe Werte von II; sinkt der Maximaldruck
wieder ab.
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6 Blasenfeld

Um nun die Kavitationseffekte auf die Unterwasserstruktur wirken zu lassen,
wird ein Feld von Blasen verwendet. Diese Blasen sind schon vor der Druckab-
senkung vorhanden, reagieren auf die einfallende Druckwelle und emittieren
ihrerseits eine Druckstorung.

6.1 Das eindimensionale Blasenfeld

Aufgrund der Form des Unterdruckgebietes wird das Blasenfeld bogenformig
um die Zylinderstruktur angenommen (Abbildung 24). Zwischen den Blasen
sei der gleiche Abstand. Zu beachten ist, dass die Blasen direkt aufeinander
abstrahlen kénnen, da sonst die Struktur ebenfalls miteinbezogen werden
miisste. Somit darf der Winkel, den die auflersten Blasen einschlieffen, nicht
zu grofl werden. Um die Auswirkung der Blasen untereinander und auf die

Abbildung 24: Eindimensionale Anordnung der Blasen

Struktur zu berechnen, werden die geometrischen Absténde bendtigt. Mit Rg
als Radius des Zylinders, Rp als Radius, auf dem sich die Blasen befinden,
und ¢; als den Winkel, den die i-te Blase auf dem von Rp aufgespannten
Kreis einnimmt, ergibt sich fiir die Abstédnde mittels Cosinussatz

Abstand zur Struktur d%; = R} + R% — 2 Rp Rg cos(¢;), (6.1)
Abstand zwischen den Blasen dzB,ij = R%(2— 2 cos(¢; — ¢;)).  (6.2)
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Abbildung 25: Cosinussatz

Grenzen des linienformigen Blasenfeldes Bei einem linienférmigen
Blasenfeld mit gegebener Gasmenge Vj, welche mit Ry, dem dazugehorigen
Radius einer volumsgleichen Kugel charakterisiert wird, ergibt sich bei glei-
cher Aufteilung dieses Volumens auf alle Blasen

Ry

Ri= -2,

VN
wobei N die Anzahl an Blasen ist. Nun ergibt sich das Problem, dass dieser
Ausdruck nicht so schnell kleiner wird wie der Abstand zwischen den Blasen.
Fir N > 1 sind Bogenlédnge und die Sekante d; (also der Abstand zwischen
zwei benachbarten Blasen) ungefahr gleich und betragen

_ORp

Ny

wobei © der Winkel ist, den das Blasenfeld einschliefft. Man sieht, dass der
Abstand mit N sinkt, der Radius allerdings nur mit v/N. Dies hat zur Folge,
dass sich bei einer kritischen Anzahl N* die Blasen beriihren. Spatestens dann
werden unsere Annahmen zusammenbrechen(wahrscheinlich aber bereits frii-
her). Es stellt sich also die Frage, wann d; = 2 R; wird. Die Bedingung

28, _ORy

d;

YN N

fithrt zur kubischen Gleichung

ORz\"
N3 - N -
(She) =0
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welche zur quadratischen Gleichung

O Rp\’
N2 — -
(She) =0

vereinfacht werden kann, da N = 0 selbstverstandlich keine Losung darstellen
darf. Die Losung lautet

O Ry 3/2
N = . .
(53] (63

Fiir © = 45°, Ry = 1 mm und Rp = 1.1 m ergibt die Gleichung N* = 8976.3.
Man hat somit gesehen, dass bei Erhohung der Blasenzahl das Modell spé-
testens bei N ~ 9000 zusammenbricht. Somit macht es auch keinen Sinn
einen Limes limy_,, zu suchen. Mit der gleichen Begriindung kann auch ein
2D-Blasenfeld fiir N > 1 verworfen werden. Fiir kleine N koénnte es mogli-
cherweise brauchbare Werte liefern.

Fiir dreidimensionale Blasenfelder ergibt sich dieses Problem nicht, da dann
d; und R; gleich stark gegen Null gehen. Das lasst sich leicht zeigen. Seien
die Blasen in einen quaderférmigen Gebiet angeordnet, das nur in der Ebene
wegen der Kriimmung der Schale verzerrt ist. Man kann dieses Feld in allen
drei Raumrichtungen in N,, Ny und N, Teile zerlegen. Insgesamt gibt es also
N = N,NgN, Blasen. Fiir die Gleichung der Radien und Abstande gilt nun

fo
VN’
Ar @RB h)

o= mind ) = min 37 S

Ri:

Die N; werden im Normalfall (sofern N groff genug dafiir ist) so gewéhlt sein,
dass sich schone gleichseitige Wiirfel ergeben. Somit muss gelten

Ar . @RB h

N, N, N,

womit die Bedingung




umgeformt werden kann auf
<2R0 >3 N NN, NoggeNonge  hAr
©Rg) ~ Ny NP N ~ (Rp©)*
Die Bedingung, dass sich die Blasen nicht bertihren, hangt nun nicht mehr
von N ab und lautet

8RS < ORphAT.

Sie kann interpretiert werden als
6
~ ;VG’as ~ 2VGas < Viebiet-
Das bedeutet, dass die Erhohung der Blasenzahl funktioniert solange nicht
zu viel Gasvolumen in der Fliissigkeit ist.

6.2 Das dreidimensionale Blasenfeld

Als logische Konsequenz des vorherigen Kapitels wird nun ein Feld unter-
sucht, in dem die Blasen in allen drei Raumrichtungen vertreten sind. Damit
sind allerdings neue Probleme verbunden. Es stellt sich zum Beispiel die Fra-
ge, ob das Blasenfeld seine gekriimmte Form behalten soll, oder ob es besser
ware, auf ein kubisches Grundgitter zuriickzugreifen. Der Nachteil des Beibe-
haltens der urspriinglichen Form wird in Abbildung 26 ersichtlich. Aufgrund
des mit dem Radius grofler werdenden Umfangs missen die dufleren Teil-
stiicke immer diinner werden, damit sie dasselbe Volumen und somit eine
gleich grofie Blase beinhalten wie die Volumina in der Nahe der Struktur.
Fiir die ungekriimmte z-Richtung gelten diese Uberlegungen nicht. Sie kann
einfach bei der Berechnung der Abstdnde hinzugeschlagen werden, wodurch
sich wenig Anderung zum eindimensionalen Blasenfeld ergibt. Eine Blase ist
im dreidimensionalen Feld durch drei Koordinaten bestimmt. In Zylinderko-
ordinaten sind diese

Rp;
r; = Gi

<
Die Absténde zur Struktur und zu den anderen Blasen ergeben sich zu
dZSJ- = Rszi + R% — 2 Rp; Rs cos(¢;) + 22, (6.4)
d,; = R+ Rh; — 2Rp i Rp jcos(¢; — ¢5) + (2 — 2;)°,

mit zg = 0.
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Abbildung 26: Unterschied zwischen gleichen Volumen der Zellen und gleicher
radialer Kantenlange

Aus dem Artikel von Takovlev [1] werden die bendtigten Parameter fur die
GroBe des Kavitationsgebietes sowie dessen Anregung ermittelt. Anhand der
Abbildungen 3(a)-(f) ergeben sich fiir das Kavitationsgebiet

Rs=1m,

Rp=1.1m,
AR =h=0.2 m,

O = 45°,

und fiir die sinusformige Druckabsenkung

I, =0.25...0.75,
At = 2.245 1074 s.

Um die Blasen ungefahr gleich zu verteilen, errechnet man das Verhéltnis
von der Léange des Gebietes zu dessen Breite und erhalt

N, ©Rp 11m 11

N, T h o024 st

d.h. die Anzahl der Blasen in Umfangsrichtung muss etwa 4.3-mal so grof3
sein wie in radialer oder z-Richtung.

6.3 Abschitzung der Gasmenge im Wasser

Die Loslichkeit von Sauerstoff und Stickstoff in Wasser betragen bei 1 bar
und 20° C 9 mg/1 bzw. 15 mg/l. Obwohl Luft zu 80% aus Stickstoff besteht,
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ist das Volumen-Verhaltnis im Wasser gelost O:N=1:1.8. Dieses Verhéltnis
gilt, wenn beide Stoffe gelost sind. Fiir eine Abschéitzung der Gasmenge wer-
den Sauerstoff und Stickstoff nun wie ein Gas behandelt. Somit betragt die
Loslichkeit der ,,Luft“ 15 mg/l. Dies entspricht einer Luftblase mit einem Ra-
dius von etwa 1.4 Zentimeter pro Liter Wasser. Diese Gasmenge, sofern man
davon ausgeht, dass keine Luft im Kavitationsgebiet gelost bleibt, muss noch
auf eine geeignete Anzahl an Blasen aufgeteilt werden. Allerdings stellt man
fest, dass mit obigen Angaben sich ein Radius von Ry = v/34.5 - 1.4 cm er-
gibt. Dies hat ein Verhaltnis dp ;;/R; ~ 7.5 zur Folge, welches sehr niedrig ist,
wenn man die Berechnung von Translationsbewegungen vermeiden mochte.
Die maximale Loslichkeit ist also als Abschédtzung nicht gut zu gebrauchen,
womit die Gasmenge als zu bestimmender Parameter verbleibt.

6.4 Quellverteilung

Fiir die Interaktion zweier Blasen oder die Betrachtung eines speziellen Punk-
tes fern der Blasen ist es ausreichend, entlang der Charakteristiken bis zu dem
speziellen Punkt, bzw. zur jeweils anderen Blase zu rechnen. Ist man aller-
dings am gesamten von den Blasen verursachten Druckfeld interessiert, so
ist es zweckméfBig, das Druckfeld aus einem Potential zu berechnen. Dies ist
moglich, sofern die Abstrahlung der Blasen in einiger Entfernung in die akus-
tische Losung tibergeht. Fiir jede Blase lasst sich ein akustisches Potential ¢;
bestimmen, welches

Di P = —Po ot

erfullt. Diese Potentiale mit der Form

_ filt —=r/cs)

r

i

werden fiir jeden Zeitschritt bei » = Ry1, also dem Radius, an dem die
Machzahl M < 0.1 unterschreitet, ausgewertet. Mit diesem Radius und den
an der Stelle herrschenden Druck, kann der zeitliche Verlauf des Potentials
ermittelt werden. Aufgrund der Schalllaufzeiten kann es passieren, dass sich
negative retardierte Zeiten t,; = t — R/c ergeben. Fiir die Superposition
der akustischen Potentiale sollte noch erwahnt werden, dass der Radius mit
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dem Abstand r = |x — x;| ersetzt wird, wobei x; der Ort der Blase und x
ein betrachteter Punkt ist.

6.5 Ergebnisse des 3D-Blasenfeldes

Das Feld von Blasen, dessen Blasen auch untereinander wechselwirken, wird
mit dem Gilmore-Modell berechnet. Fiir jeden Zeitschritt wird der Abstand
von den Blasen, ab dem akustisch gerechnet werden kann ermittelt, und ab
diesem mittels akustischer Naherung die Auswirkung auf die anderen Blasen
ermittelt. Aus dem Artikel von Takovlev ergeben sich folgende Werte:

c = 1470 m/s,
RS =1.1 m,
p = 1000 kg/m®.

Weiters ergeben sich aus den Abbildungen des Kavitationsgebietes und der
dazugehorigen Zeitwerte:

At = 0.3@ =2.24510"4 s,
C

Poo = 10° Pa,
I, = 0.25...0.75.

Die Druckabsenkung mit I, wird dahingehend auf das Feld aufgebracht, dass
sie in der Mitte des Gebietes, also bei (r, ¢, z) = (Rp,0,0) maximal ist und
am Rand des Gebietes auf Null absinkt. Die Gleichung hierzu lautet

Poci = Poo [1 — (1 — TIy) sin? (Attﬂ> - sin (R&;RSW) - COS <@¢/27r>]
(6.6)

fur t < At
und P = Poo fr t > At.

Die Gasmasse und die Anzahl der Blasen verbleiben als Modellparameter.
Um die Ergebnisse mit den in den vorherigen Kapiteln angestellten Uber-
legungen zu vereinbaren, wird auflerdem die dimensionslose Kennzahl IT;
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betrachtet. Thre Abhéngigkeit von der Blasenanzahl lautet

\/Poo/ PAL Poo/ PAL .
II,;, = = VN =11 ,esVN. 6.7
b ROZ' RO,ges b ( )

Wahrend fir groflere Druckabsenkungen ein deutliches Maximum fiir den
maximal auftretenden Druck zu beobachten war, so gilt dies fiir Il = 0.75
nicht mehr (Abbildung 27). Stattdessen treten eine Vielzahl von Maxima
auf, welche fiir Il < 0.3 lediglich Ausbeulungen dargestellt hatten (siehe
Abbildung 13). Bei Erhohung der Blasenzahl befindet sich jede Blase fiir sich
an der Stelle II; ; in diesem Diagramm, sofern man vernachlassigt, dass die
Druckabsenkung fiir Blasen am Gebietsrand niedriger ist. Somit hangt es
von der Wahl der Gesamtgasmasse ab, ob sich der Druck in den Blasen bei
Erhohung der Blasenzahl ebenfalls erhoht oder ob er sinkt.

5 10 20 25 30

I,
Abbildung 27: Abhéngigkeit des maximalen Blaseninnendrucks von I1y, Iy =
0.75

6.5.1 Druck an der Struktur

Die Absenkung auf II, = 0.75 wird mit einer Anzahl von Blasen N =
1, 4, 32, 108, ... gerechnet. Es wird eine Gesamtvolumen an Gas mit Ry =
1 mm angenommen. Der Druck an der Struktur ist in Abbildung 28 zu se-
hen. Mit den gewahlten Parametern ergibt sich II; g5 = 2.245, was bei Ver-
gleich mit Abbildung 27 nahe des absoluten Maximums (bei II; = 3) liegt.
Bei vier Blasen befindet man sich mit II; 4 zwar auch in der Nahe von des
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Abbildung 28: Druck an der Struktur fiir N=1, 4, 32, 108; II; = 0.75 und
Ry =1 mm

Maximums, jedoch aufgrund des nach auflen schwécher werdenden Unter-
drucks nicht mehr auf der Kurve Il, = 0.75. Als generelle Erklarung, warum
die Ausschlége fiir 32 und 108 Blasen deutlich unter den Werten fiir weniger
Blasen liegen, reicht Abbildung 27 allerdings aus. Auch ist zu beachten, dass
bei kleineren Blasen zwar ein paar Blasen naher der Struktur sind als eine
Einzelblase, viele allerdings deutlich weiter entfernt. Die erhaltenen Werte
entsprechen bei weiten nicht der gewiinschten Stérke, welche ein Vielfaches
des Ursprungsdruckes sein sollte.

6.5.2 Druck in Entfernung 10Rg

Neben dem Druck an der Struktur ist man auch an dem Druckverlauf in ei-
niger Entfernung des Blasenfeld interessiert. Vor allem die Frage, welchen
Unterschied eine unterschiedliche Anzahl von Blasen bewirkt. Dazu wird
zwecks besserer Vergleichbarkeit das gesamte Gebiet mit derselben Druck-
absenkung beaufschlagt. Die Zylinderschale entfallt, stattdessen wird von
ihren Ursprung zehn Zylinderradien in entgegengesetzte Richtung zum Feld
der Verlauf der Druckstérung berechnet. Die Abstande ergeben sich wieder
mittels des Cosinussatzes zu

d3; = R%, 4+ (10Rg)* — 2Rpi(10Rs) cos(m — ¢;) + 27 (6.8)
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/ 10Rg

Abbildung 29: Abstand der Blasen zu dem weit entfernten Messpunkt in der
Ebene z =0

Man erkennt an Abbildung 30 a), dass bei gleicher Absenkung und des we-
gen 10Rg > |x; — x| ungefiahr gleichen Abstandes zum betrachteten fernen
Punkt, die Druckstérung zu anfangs mit steigender Anzahl an Blasen an-
wachst. Dies ist das Verhalten, dass aufgrund von Abbildung 27 auch zu
vermuten war. Beit weiterer Steigerung der Blasenanzahl nimmt die Storung

wieder ab (Abbildung 30 b) ).

|
|
f

Y\ N LY
AT T
I /K\ \ /\/ ‘\/

8 8.2 8.4

76 7.7 7.8 7.9 8 8.1

Zeit in ms Zeit in ms

Abbildung 30: Druckstérung weit entfernt vom Blasenfeld: a) N =1...5, b)
N =4, 32, 108
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7 Ein Versuch, die grofie Druckabsenkung zu
reproduzieren

Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten. Einerseits ware es moglich, die Gas-
menge gleichzeitig mit der Anzahl der Blasen zu erhohen, sodass jede Blase
maximal auf die Druckabsenkung reagiert. Es werden einfach so viele Blasen
verwendet, bis der geforderte Druckanstieg an der Struktur erreicht wird. Dies
ist allerdings nicht praktikabel, da dadurch die Blasen immer naher zusam-
menriicken. Andererseits kann man argumentieren, dass der Dampfdruck zu

455106

351

Pmaz

Poo

Abbildung 31: Maximaler Innendruck einer Einzelblase fiir einen negativen
aufgepragten Druck mit [Ty = 0.5 und als Funktion von II;

null gesetzt wurde(vernachlassigt) und man deshalb mit (absolut) negativen
Driicken anregen muss, um spiirbare Auswirkungen zu sehen. Bei Anregung
mit negativen Driicken (z.B. mit II, = —0.5) ergibt sich bei II; — oo das Pro-
blem, dass eine quasistatische Druckabsenkung unter p = 0 ein unendliches
Blasenwachstum bewirkt und infolgedessen beim Wiederanstieg des Druckes
einen extremen Kollaps verursacht.

Man erkennt in Abbildung 31 den starken Anstieg des Maximaldruckes in
der Blase als Funktion von II;. Da bedeutet, dass mit sinkenden Radius, die
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Kollapse immer starker werden.

Da die Druckanstiege beliebig grofi werden konnen, kénnte es moglich sein,
mit wenigen geniigend klein gewéhlten Blasen, entsprechend hohe Drucksto-
rungen an der Struktur zu erzeugen. Aufgrund der sehr klein zu wéhlenden
Zeitschritte war es nur moglich, den Druck an der Struktur fiir méaflig grofie
Blasen zu ermitteln. Die davon verursachten Schwankungen sind etwa von
der GroBenordnung des Ruhedruckes. Bei Verwendung mehrerer Blasen kann
es passieren, dass einige Blasen sich in einem Teil des Kavitationsgebietes be-
finden, in dem kein negativer Druck vorherrscht. Ein Beispiel ist eine radiale
Anzahl von zwei Blasen. Der maximale Druckabfall fiir diese Blasen ist

Rpi— R
Prmin = Doo [1 — 1.5sin” (Bhsﬂﬂ = Poo|l — 1.5sin*(/4)],
I, =1-0.75 = 0.25,

was zwar stark ist, aber nicht negativ. Diese Blasen tragen im Vergleich
kaum etwas zum Druck an der Struktur bei. Da diese Blasen vernachlis-

1R0/2
2 R0/2
3 R0/2
4 R0/2
-——- 5R0/2
6 R0/2
————=T7R02
1RO
2RO
3RO
4 RO

28

26

24

P

18

16

14

12

Zeit in 107% s

Abbildung 32: Druck an der Struktur fiir verschiedene Anzahl von Blasen
und unterschiedlichen Gasmengen, 11, = —0.5

sigt werden konnen, kann man mit wenigen ,wichtigen® Blasen eine grofie
Blasenanzahl durchaus berechnen. In Abbildung 32 sind Druckverldufe am
kritischen Punkt der Struktur dargestellt. Die Gesamtgasmasse betragt ei-
nerseits Ry = 1 mm, andererseits Ry/2 und die maximale Absenkung betragt
I, = —0.5 . Man erkennt, dass eine Verringerung der BlasengréfSen durch die
Anzahl der Blasen oder durch die Verringerung der Gesamtgasmenge grofien
Effekt auf die Druckspitze an der Struktur hat. Die Druckspitzen der Gas-
menge Ry fiir eine und zwei Blasen sind nicht mehr im Diagramm enthalten,
da sie aufgrund der geringeren Frequenz der Blasen ldnger brauchen, um
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sich auszubilden.Ein direkter Vergleich zwischen diesen Ergebnissen und an-
schliefender Anpassung an die Experimente von Wardlaw und Luton ist nicht
moglich, da diese einen gefiillten Zylinder mit einer im Inneren befindlichen
Stofwelle betrachtet haben.
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8 Schlussfolgerungen

Ausgehend von verschiedenen Modellen zur Beschreibung der Radialschwin-
gungen einzelner Blasen, dem Rayleigh-Plesset, dem akustischen und dem
Gilmore-Model und dem Untersuchen ihrer Unterschiede, wurde zunéchst die
Reaktion einer Einzelblase auf ein vorgegebenes Druckfeld ermittelt. Unter
Ausnutzung der Eigenfrequenz einer Blase aus der linearisierten Bewegungs-
gleichung sowie den der Dauer und Stérke der aufgepréagten Druckabsenkung
konnten dimensionslose Kennzahlen gebildet werden, welche das Verhalten
der Blase beschreiben. Eine bedeutsame Erkenntnis daraus war, dass der
maximale Innendruck der schwingenden Blase ein oder mehrere Extremwer-
te aufweist. Um Druckstérung der Blasen untereinander und im speziellen
auch auf die Zylinderschale berechnen zu kénnen, wurde die Abstrahlung ei-
ner Blase untersucht. Die Verwendung der Kirkwood-Bethe-Hypothese liefer-
te hier eine differentielle Beschreibung um die Geschwindigkeit entlang einer
Charakteristik auszuwerten. Da die numerische Integration dieser Bedingung
bis zu einem entfernten Punkt mitunter viele Rechenschritte benotigt, wur-
de versucht, ab dem Unterschreiten einer gewissen Machzahl die akustische
Losung zu verwenden. Dabei wurde beobachtet, dass nicht nur die Machzahl
sondern auch die Abweichung der lokalen Schallgeschwindigkeit zu Schall-
geschwindigkeit des ruhenden Fluids den Zeitpunkt dieses Modellwechsels
beeinflusst. Mit dem abgestrahlten Druckfeld war es nun méoglich, die Trans-
lation zweier Blasen aufgrund ihrer Interaktion zu berechnen. Es wurde fest-
gestellt, dass, sofern die Fliissigkeit eine (geringe) Viskositat besitzt, und die
Blasen nicht zu nah beieinander sind, es nur wenig Unterschied macht, ob
sie beweglich oder am Ort fixiert betrachtet werden. Diese Bedingung war
auBerst wichtig fiir die weitere Anwendung auf ein Feld von Blasen, da es
den Berechnungsaufwand stark limitiert.

Nach einigen grundsétzlichen geometrischen Uberlegungen und dem Nach-
weis, dass ein eindimensionales Blasenfeld fiir grole Mengen an Blasen nicht
funktioniert, wurde schliefllich die Antwort eines Blasenfeldes auf die Druck-
absenkung nach Iakovlev berechnet. Als zu bestimmende Parameter blieben
die Gesamtmasse des in der Fliissigkeit befindlichen Gases und die Anzahl
an Blasen, auf die sich diese aufteilt. Es ergab sich, dass fiir die gegebene
Druckabsenkung und Gasmasse eine Steigerung der Blasenmenge den Effekt
auf die Struktur verringerte.

Senkt man den Druck jedoch auf negative Werte ab, so ist es moglich auch
mit wenigen Blasen grofle Druckunterschiede an der Struktur zu verursachen.
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Somit wurde gezeigt, dass Kavitation eine Sekundarstofiwelle an der Struktur
bewirken kann. Fiir eine Abstimmung mit den vorhandenen experimentellen
Ergebnissen ist allerdings die Berechnung eines Kaviationsgebietes innerhalb
eines Zylinders notwendig.
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